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Abstrakt

MESAROS, Jozef: Oceriovanie realnych opcii pomocou stochastického dynamického
programovania [Diplomova pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta ma-
tematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a statistiky; Skolitel:
Mgr. Jana Szolgayova, PhD., Bratislava, 2012, 59 stran

V predlozenej diplomovej praci sa zaoberame ocenovanim investicnych prilezitosti s
tedriou realnych opcii, ktord umoznuje lepsie zachytenie flexibility v investi¢nom roz-
hodovani na rozdiel od klasickej metddy cistej stucasnej hodnoty NPV. Blizsie vy-
svetlujeme pojem redlna opcia, ktord predstavuje pre firmu hodnotu mat pravo, nie
vak povinnost, investovat do daného projektu kedykolvek v priebehu jeho Zivotnosti
za vopred stanovenu expiracnu cenu. Vyuzitim teoretickych poznatkov redlnych a fi-
nanc¢nych opcii poukazeme na ich analégiu a nasledne si sformulujeme jednoduchy mo-
del ocenovania redlnych opcii. Hlavnym cielom prace bude na tomto konkrétnom modeli
numericky odvodit a analyzovat pomocou stochastického dynamického programovania
jednak hodnotu danej redlnej opcie, ako aj vyplyvajucu stratégiu kedy je najlepsie
opciu pouzit. A na zaver prace, aplikujtc tychto vysledkov sa zaoberdme analyzou
citlivosti nielen hodnoty opcie, ale aj investicného pravidla na zmeny vstupnych para-

metrov daného modelu.

Klicové slova: redlna opcia, investicnd analyza, stochastické dynamické progra-

movanie, Black-Scholesova parcialna diferencidlna rovnica



Abstract

MESAROS, Jozef: Evaluation of real options by stochastic dynamic programming
[Diploma thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics
and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr.

Jana Szolgayova, PhD., Bratislava, 2012, 59 pages

The content of diploma thesis deals with the evaluation of investment opportunities
with real option theory, allowing better capturing the flexibility within the investment
decision making, in comparison to classical method of net current value NPV. We ex-
plain closer the notion of real option, that represents the value for the company to have
the right but not the duty, to invest into project anytime during its lifetime, worth
the determined expiration price. Using the theoretical knowledge of real and financial
options we can point out their analogy and then we can form a simple model of real
option evaluation. The main aim of the work, within the context of this particular mo-
del, will be to derive numerically and analyse with stochastic dynamic programming,
either the value of the real option as well as the resulting strategy when it is the best
to use the option. At the end of our work, applying the results we deal with sensibility
analyse of option value as well as the investment rule to change the input parameters

of stated model.

Keywords: real option, investment analysis, stochastic dynamic programming, Black-

Scholes partial differential equation
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Uvod

Investicia je v praxi najcastejSie ponimand ako vklad urcitého finanéného obnosu do
investicného projektu (napr. obstaranie akcii alebo hmotného a nehmotného majetku)
s cielom maximalizovat budici zisk. Jednou zo zdkladnych metéd hodnotenia in-
vesticného rozhodovania je metdda ¢istej sicasnej hodnoty NPV (Net Present Value),
prave ktord je aj najcastejSie pouzivana. Sice tato metéda mé najvicsiu vypovedaciu
schopnost oproti ostatnym metdédam, avsak slabo popisuje bezné problémy investorov.
NeuvaZzuje s moznostou odloZenia investiéného rozhodnutia na neskor, ¢im investori
stracaji moznost robit svoje rozhodnutia s cielom maximalizdcie budiiceho zisku na
zéklade vyvinu situdcie na trhu.

Prave tento problém, moznost odloZenia investi¢ného rozhodnutia na neskor, riesi
tedria realnych opcii, kde jednou z moznosti chapania investicie je pravo, nie vsak po-
vinnost, investovat do ur¢itého projektu, napriklad produkujiceho dant komoditu?,
v priebehu nejakého ¢asového obdobia, zivotnosti projektu. Redlne opcie si tak flexi-
bilnym pristupom v investicnom rozhodovani investorov.

Teoretické zaklady realnych opcii si odvodené od analdgie s finanénymi opciami,
kde je zameranie sa najmé na vypocet samotnej ceny opcie v danom ¢ase, zatial ¢o
v realnych opciach je zameranie sa hlavne na vypocet investicného pravidla, ktoré
investorovi napovie kedy md vyuzit moZnost investovat a naopak, kedy mé s tymto
rozhodnutim pockat.

V principe teda mézme hodnotu redlnej opcie vnimat ako stcasni hodnotu pro-
jektu za predpokladu, ze do neho investor investuje v najvhodnejsi ¢as. Ocenovanie

realnych opcii v praxi vedie na tlohy stochastického optimalneho riadenia.

'Komodity patria do skupiny redlnych investi¢nych instrumentov, ktoré maji na rozdiel od fi-
nanénych in§trumentov hmatatelnd podobu, ako napriklad investicie do nehnutelnosti, drahych kovov

alebo do nerastnych surovin.



Préaca je rozdelend na tri kapitoly, na zaver ktorych pridavame appendix. V prvej kapi-
tole hovorime o zékladnej metode hodnotenia investicnych rozhodnuti, o metdde ciste;j
stucasnej hodnoty NPV, ktord nésledne porovnavame s metédou hodnotenia pomocou
redlnej opcie. Dalej v prvej kapitole vysvetlujeme zékladni definiciu redlnej opcie a po-
ukazujeme na jej analdgiu s klasickou americkou opciou. Zaver kapitoly patri zhrnutiu
hlavnych rozdielov medzi redlnou a finan¢nou opciou.

Ocenovanie redlnych opcii je obsahom druhej kapitoly. V jej ivode formulujeme
zakladny problém ocenovania realnej opcie, ktory po teoretickej stranke riesime s naj-
viac pouzivanymi metodami, ako napriklad pomocou analdgie s americkymi opciami,
metodou binarnych stromovych modelov, Monte Carlo metédou najmensich stvorcov
alebo metdédou stochastického dynamického programovania, pricom prave jej venu-
jeme najvicsiu pozornost. Zaver kapitoly patri schematickému nécrtu teoretického
algoritmu, pomocou ktorého vieme ocenit dany sformulovany problém.

V tretej a zaroven v poslednej kapitole tento dany problém numericky riesime pre
konkrétne hodnoty parametrov. Nasledne sa venujeme analyze citlivosti jeho riesenia
na zmeny vstupnych parametrov a porovnavame investicné pravidlo daného problému
pre jednotlivé zmeny.

A na zaver tychto troch kapitol diplomovej prace uvadzame appendix, v ktorom
sa nachddzaji potrebné teoretické poznatky, ktorych znalost je nevyhnutnym predpo-
kladom k pochopeniu ocenovania realnych opcii pomocou stochastického dynamického

programovania.



Kapitola 1

Realne opcie

V prvej kapitole obozndmime ¢itatela so struénym historickym a sic¢asnym pohladom
na teériu redlnych opcii, ako aj s jej zakladnymi pojmami. Vysvetlime si zdkladnu de-
finiciu investicie ponimant v ekonémii a spoloéné charakteristiky vSetkych investicii.
Dalej si povieme o zdkladnej metéde hodnotenia investicnych rozhodnuti, ktorou je
metoda cistej sucasnej hodnoty NPV. Nasledne ju porovname s metédou hodnotenia
pomocou realnej opcie, kde zavedieme i zdkladnt definiciu redlnej opcie, ako aj jej
analégiu s finanénou opciou. A na zaver prvej kapitoly si zhrnieme hlavné rozdiely
medzi finan¢énou a redlnou opciou, ktoré podrobne rozpiseme, aby si ¢itatel tak mohol
utvorit komplexnejsi prehlad o redlnych opciach, nasledne ¢oho bude lepsie pripraveny
na pochopenie ocenovania s redlnymi opciami, ktorému si venované zvysné kapitoly

tejto diplomovej prace.

1.1 Historicky pohlad na teériu reilnych opcii

Klasické opcie na akcie sa po prvykrat spominali v 90-tych rokoch 18-teho storocia
na newyorskej burze v Spojenych statoch americkych. Ich ocenovanie robilo znaéné
problémy az do obdobia 70-tych rokov 20-teho storocia, ked sa zacali objavovat prvé
slubné teoretické modely na ocefiovanie konkrétnych opcii. Najvicsie napredovanie v
ocenovani opcii nastalo v roku 1973, o ¢o sa zasuzili dvaja ekonémovia M. S. Scholes,

R. C. Merton a teoreticky fyzik F. Black.



Podarilo sa im odvodit model, ktory dnes pozname ako Black-Scholesov model, za
ktory obdrzali v roku 1977 Nobelovu cenu za ekonémiu. Ich model je zalozeny na rieSeni
parcialnych diferencialnych rovnic, ktoré popisuju vyvoj ceny opcie. O dva roky neskor,
v roku 1979, prisli Cox, Ross a Rubinstein s novym modelom na ocenovanie opcii,
ktory pozndme pod ndzvom Cox-Ross-Rubinsteinov model. Tento model sa zarad oval
medzi numerické metody na vypocet ceny opcie, kde najznamejsia z nich je metoda
binomickych stromov (Podrobnejsie v ich knihe [1].).

Aj napriek tomu, ze na finanénych trhoch sa s opciami dlho obchodovalo, pojem
realna opcia je relativne novy. Tento pojem bol zavedeny profesorom S. C. Myersom
z MIT Sloan School of Management v roku 1977. Po prvykrat ho spomenul vo svojom
¢lanku [2], v ktorom redlnu opciu definuje ako moznost rozsirenia, pripadne odlozenia
projektu na zaklade novych budicich informacii.

Redlne opcie vyuzivaju silny aparat z financénych opcii, désledkom ¢oho je po-
jem realnej opcie blizky k pojmu finanénej opcie. V sti¢asnosti st redlne opcie velmi
oblibené v oblastiach akademickych vyskumov a si i jednou z najnovsich metéd
ocenovania investicii a akcii na finan¢énych trhoch. Profesor L. Trigeorgis (University
of Cyprus) je po dlhé roky poprednym profesorom prave v tejto oblasti. Publikoval
niekolko velmi vyznamnych knih, ako i ¢lankov (Napriklad [3], [4], [5].), s ktorymi sa
mu podarilo rozsirit pohlad na redlnu opciu aj prostrednictvom laika. Najvicsi ohlas v
tomto pohlade prostrednictvom laika zaznamenal v ¢lanku publikovaného v ,, The Wall
Street Journal”. Daldfmi v¥znamnymi profesormi v tejto oblasti si E. Schwartz a M.
Brennan (UCLA Anderson), ktori tedriu redlnych opcii obohatili svojimi poznatkami
publikovanych v odbornych ¢ldnkoch, ako napriklad v [6], [7]. Nemenej popularnym
menom je M. J. Mauboussin, ktory je séfom U.S. investment strategist for Credit Su-
isse First Boston, a ktory pojem realna opcia pouziva na vysvetlenie rozdielu medzi
hodnotou cennych papierov firiem a vnitornou hodnotou tychto firiem. Medzi jeho
najznamejsiu knihu patri [8].

V dnesnej dobe sa metdéda vyuzivania realnych opcii aplikuje najmé v rozhodo-
vani podnikoch o investiciach. Zaobera sa vypoc¢tom optimalneho ¢asu investicie pod-
niku, kedZe redlne opcie st vlastne funkciou neistoty v podnikan{ a tym aj flexibility.
Dalej sti redlne opcie vyuzivané hlavne v oblastiach s vysokou volatilitou (napr. tazba

prirodnych zdrojov a surovin, energetika, doprava, telekomunikacie).



1.2 Investi¢cné rozhodovanie

V knihe ,, Investment under Uncertainity” od Dixita a Pindycka [9], ktord je celd veno-
vana realnym opciam a ich ocenovaniu, najdeme zakladni definiciu investicie ponimanu

v ekonomii, ktora je nasledovna:

Definicia 1.1 [9] Investicia je akt obetovania sucasniyjch ndkladov v prospech

ocakdvania ziskov v budicnosti.

V najbeznejSom ponimani v manazmente je investicia definovana ako pouzitie fi-
nanénych zdrojov, najmé dlhodobejsie a najméi s cielom dosiahnut vynos (zisk), pricom
tieto investicie mozu byt rozneho druhu, rozneho zamerania i mozu mat rozny tcel ako
aj ich funkciu.

Kazda investicia je nie¢im inym Specificka, odlisSujica sa od ostatnych investicii,
avSak jednotlivé investicie maju i spolocné charakteristiky. Tymi najzédkladnejsimi

spoloénymi charakteristikami vSetkych investicii st nasledovné:

e Nenavratnost
V pripade investicii, ktoré boli ¢iasto¢ne alebo tuplne zrealizované nepripadd do
uvahy vratenie vstupnych nakladov, ak sa rozhodneme pre odstipenie z moznosti

investovania do daného projektu.

e Neistota
Hlavnou pric¢inou neistoty v pripade investovania ur¢itého finanéného obnosu do
daného projektu sa javi stochasticky charakter veli¢in. Najcastejsie st to prijmy,

pretoze ich casovy vyvoj nie je v case rozhodnutia znamy.

e Casova flexibilita
Pri investiénych prileZitostiach mame moznost rohodnutia sa ¢ vobec investovat
alebo neinvestovat do daného projektu pocas jeho Zivotnosti. Teda rozhodnutie
. ) A~ ) ) ’ 3 ~ . ’ .
investovat mozeme tak odd'alovat a tym vlastne ziskame ¢as a priestor na ziskanie

novych prospesnych informacii.

Viac o podrobnom deleni, ktoré vzhladom na jeho obsirne spektrum neuvidzame, ddvame do

pozornosti v knihe [9].



1.3 Metdda cistej sticasnej hodnoty NPV

Metéda cistej siucasnej hodnoty NPV (Net Present Value) je jednou zo zdkladnych
metdd hodnotenia v oblasti investicnych rozhodnuti. Prave tato metdoda je najcastejsie
pouzivand a md i najvicsiu vypovedaciu schopnost oproti ostatnym metédam. Jej
vyuzitie je zamerané hlavne v projektoch, ktoré maju dlhsie trvanie.

Hlavna myslienka metody NPV je zalozena na porovnani vSetkych budicich dis-
kontovanych prijmov a nékladov. Definujeme ju ako rozdiel medzi ¢istymi budicimi
diskontovanymi penaznymi prijmami plynicich z investicie a kapitalovymi vydavkami

-~ ’ . o . . s . s, )
vynaloZenymi na jej realizaciu. Je dana vztahom

e’} Ot

kde C} predstavuje penazné toky plynice z investicie vo vyske I v case t, ktoré su

diskontované diskontnou mierou vo vyske r.

V pripade, Ze prijmy prevysuju ndklady (NPV > 0), tak podla investiiiého pra-
vidla metédy NPV by sme mali prijat rozhodnutie investovat. V opaénom pripade,

ak néklady prevysuju prijmy (NPV < 0), prijimame rozhodnutie neinvestovat.

Najvicsia negativna Crta tejto metddy spociva v neuvazovani moznosti odlozenia in-
vesti¢ného rozhodnutia na neskor. Teda, nemame k dispozicii moznost ziskania novych
informdcii, ktoré by ndm nase rozhodnutie ulahéili. Kedze budtice prijmy nie st de-
terministické, ale maju stochasticky charakter, tak je spomenuté negativum zrejmé.
Preto pre rozhodovanie sa v neistom prostredi je vhodna tedria realnych opcii, ktora
poécita i s touto moznostou odloZenia rozhodnutia na neskor.

V investicnej metéde NPV pri nendvratnej investicii hovorime o moznosti investo-
vat teraz alebo nikdy. To znamend, Ze ak neinvestujeme do daného projektu teraz, tak

tiito investiciu nebudeme moct uz nikdy v budiicnosti zrealizovat.

V dalsej casti si na jednoduchom priklade, ktory je analégiou prikladu z diplomove;j
prace Ladislava Barkociho [10], vysvetlime rozdiely investicného rozhodnutia medzi

metddou Cistej sucasnej hodnoty NPV a metdodou realnej opcie.



1.4 Porovnanie metédy NPV a realnej opcie

Predpokladajme existenciu podniku, ktory ma moZnost rozhodnutia sa medzi inves-
tovanim a neinvestovanim do tovérne, ktord vyraba uréity druh vyrobku. Dalej pred-
pokladajme, Ze tovdreni spolu s jej strojovymi zariadeniami je natolko $pecifickd, Ze
je pouzitelna len na vyrobu jediného vyrobku. Teda, v pripade nepriaznivého vyvoja
situacie na trhu, podnik nemdze, resp. nevie tovéaren spolu s jej strojovymi zariade-
niami predat, éim by tak ziskal svoje penazné prosriedky vo vyske jeho investicie spit.
Tento predpoklad ndm vlastne hovori, ze investicia je nenavratna.

Nech vyska investicie potrebna na vystavbu tovarne je 4000 Eur. Kvoli jednodu-
chosti predpokladajme, Ze v pripade uskutoénenia investicie tovareii moze byt posta-
vena hned. Nech na zaciatku kazdého roka, vratane nultého, tovéaren vyrobi jeden
vyrobok, ktory hned aj preda. Zisk z predaja tohto jedného vyrobku nech je 400 Eur.
Na d'alsi rok sa tento zisk zmenf a to s pravdepodobnostou p = 0, 5 narastie na hodnotu
600 Eur alebo s pravdepodobnostou (1 —p) = 0,5 klesne na hodnotu 200 Eur. Taktiez
kvoli jednoduchosti predpokladajme, Ze v dalsom obdobi sa zisk uz menit nebude a
riziko zmeny tohto zisku je perfektne diverzifikovatelné. Teda, vsetky budice penazné
toky diskontujeme bezrizikovou trokovou mierou vo vyske 10 % p.a.

Vypocitame si ¢istu sucasni hodnotu tejto investicie v dvoch pripadoch. V prvom
pripade, ak podnik investuje teraz. V druhom pripade, ak podnik pocka s investiciou

jeden rok, ¢im vlastne pockd na zmenu zisku z predaja daného vyrobku.

Najprv pocitajme cistu sicasni hodnotu budicich peznych tokov pomocou metody

NPV, pricom uvazujme, ze do tovarne investujeme teraz.

— 400
NPVy = —4000 + ) 1) = 4000 + 4400 = 400
t=0 7’

Vypocitana ¢ista sucasnd hodnota pomocou metédy NPV je kladné ¢islo, ¢o znamena,
ze podnik by mal prijat rozhodnutie? investovat do tovarne.

V tomto vypocte sme ale nezohladnili ndklady stratenej prilezitosti rozhodnutia sa
investovat teraz alebo nikdy oproti moznosti rozhodnutia sa investovat o rok, ked uZ
bude zndma zmena zisku. PretoZe v pripade, Ze tato zmena zisku bude mat nepriaznivy

vyvoj, tak investiciu do tovarne podnik neuskutocni.

2Podnik svoje rozhodnutie robf na zaklade investiéného pravidla spomenutého v sekeii (1.3).
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Teraz pocitajme Cistu sucasnu hodnotu projektu za predpokladu, ze s investiciou pod-
nik pockd rok a az potom sa rozhodne ¢i investuje alebo neinvestuje do projektu.
Svoje rozhodnutie tak spravi na zaklade cistej stucasnej hodnoty projektu v dvoch
rozlicnych alternativach vyvoja. Prvou alternativou je pripadny vzrast zisku z predaja
vyrobku, kym druhd alternativa predstavuje pripadny pokles. Tu eSte pripomenieme,
ze investicia, ktora sa zrealizuje o rok, tak v nultom roku projekt neprinasa ziadne
vydavky ani prijmy.

o0 [e.o]

4000 600 4000 200
NPV, = 0.5 {— —;o} 0,5 {— —;0}
2 max 11 +t21 T, 1) + 0, 9max 11 + tzl @, 1)

4 4 99
- o,5max{w;o} n 0,5mam{w;0} — 1181, 82

Vypocitand ¢ista sicasna hodnota projektu pomocou metédy NPV za predpokladu, ze
s investiciou pockame rok a az potom sa podnik rozhodne ¢i investuje alebo neinvestuje

do tovarne, vzrastie na hodnotu 1181,82 Eur.

V pripade moznosti investovania teraz alebo nikdy (N PV;) by bolo spravnym rozhod-
nutim pre podnik investovat teraz. Teda, ak tu nie je moZnost odloZenia rozhodnutia
¢i investovat alebo neinvestovat do tovarne o rok, tak plati klasickd metéda NPV.
V tomto pripade, ale nie st zahrnuté naklady stratenej prilezitosti nevyuzitia tejto
moznosti, investicie o rok. Rovnako spravnym rozhodnutim by bolo investovat teraz aj
vtedy, ak by v pripade nepriaznivého vyvoja zisku mohol podnik svoju investiciu od-
volat, ¢fm by ziskal tak svoje investiéné prostriedky spét. Z toho vyplyva, Ze na vznik
nékladov stratenej prilezitosti je potrebna nendvratnost investicie a moznost odlozit
¢as investovania na budticnost.

Moznost odlozit ¢as investovania na budicnost mé svoju hodnotu. T4to hodnota

predstavuje hodnotu redlnej opcie a uréime ju ako rozdiel medzi NPV projektu s opciou

(N PV;) a NPV projektu bez opcie (NPV;):
NPV, — NPV, = 1182,82 — 400 = 782,82

V tomto pripade, v moznosti investicie podniku do daného projektu s prislichajicimi
alernativnymi moznostami vyvoja zisku z predaja vyrobku, je hodnota redlnej opcie,

opcie odlozit investiciu 782,82 Eur.
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1.5 Realna opcia

Teéria redlnych opcif predpokladd, Ze existuje moznost pontknut firme moznost roz-
hodnutia sa ¢i investovat alebo neinvestovat do podkladového aktiva daného projektu
az do expiracného ¢asu opcie. Za takéhoto predpokladu buduje apardt na hladanie
optimdlneho ¢asu investovat. Teda, firma m4 moznost kedykolvek do ¢asu expirdcie sa
rozhodniit, ¢i do projektu vobec investuje. Hodnota opcie sa moze stanovit napriklad
pomocou analdgie s finanénymi opciami, preto sa vyzaduje ich dobrd znalost. Tu sa
pontuka analégia podobnosti medzi financnymi a redlnymi opciami, ktora je zrejma z

nasledovnych definicii prebratych z diplomovej prace Ingrid Michnovej [11].

Definicia 1.2 [11] Americkd call (put) opcia predstavuje prdvo, nie viak povinnost,
kipit (predat) podkladové aktivum (najcastejsie akciu) za vopred stanoveni expiracni

cenu kedykolvek do éasu T (maturity).

Definicia 1.3  [11] Redlna opcia poskytuje prdvo, nie vsak povinnost, investovat
urcity financny obnos (kipit dané podkladové aktivum za vopred stanoveni expirapi

cenu) do stanoveného casu (maturity) a ziskat projekt (podkladové aktivum).

Zo spomenutych definicii vyplyva, Ze investiciu ponfmant z hladiska redlnej opcie si
predstavujeme ako pravo, nie véak povinnost, tito investiciu uskutoénit v lubovolnom
¢ase pocas zivotnosti projektu. Dalej predpokladdme, ze cena podkladového aktiva
ma stochasticky vyvoj, tak ako vo finanénych opciach, tak aj v realnych opciach. In-
vesticia v realnych opciach je povazovana za nenavratni. To znamend, ze ak firma
uplatni opciu, teda sa rozhodne investovat, tak sa vzddva moZnosti uplatnenia tejto
opcie v neskorsom Case. Straca tak moznost odkladu svojho rozhodnutia, ¢im jej vzni-
kaju naklady stratenej prilezitosti. Analégiu medzi finanénou a redlnou opciou najlepsie

vak vysvetlime na ich vzdjomnom porovnani:3

e Podkladové aktivum
Vo finanénych opciach je podkladovym aktivom finanény nastroj, najcastejsie

akcia. V redlnych opciach je nim dany investicny projekt.

3Porovnavame redlnu a finanénd americki call opciu na akciu vyplacajicu dividendy.
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e Cena akcie S
V redlnych opciach je cena akcie ponimand ako hodnota daného projektu (pod-

kladového aktiva).

e Expiracna cena opcie E
V redlnych opciach expiracnd cena opcie predstavuje naklady na investiciu a je

oznacovand pismenom I.

e Maturita opcie T
Maturita opcie v redlnych opciach predstavuje ¢as, do ktorého je mozné uskutocnit

investiciu, teda uplatnit opciu.

e Dividendovy vynos 9
V redlnych opciach je dividendovy vynos definovany ako vynos podkladového

aktiva, pod ¢im rozumieme penazné toky, ktoré nam prinasa investicia.

e Bezrizikova urokova miera r

Bezrizikova tdrokovéa miera v redlnych opciach vyjadruje ¢asovii hodnotu penazi.

e Volatilita akcie o2

V redlnych opciach je volatilita projektu definovand ako rizikovost projektu.

Hlavnym rozdielom medzi financ¢nou a realnou opciou je, ze vo finan¢énych opciach je
zameranie sa najmé na vypocet samotnej ceny opcie v danom case, kde v redlnych
opciach sa zameriavame na vypocet investicného pravidla. Toto investiéné pravidlo
obsahuje v sebe informéciu, ktoré ndm povie v kazdom case pri akej cene projektu sa
nam oplati do daného projektu investovat.

Dalsim rozdielom medzi finanénou a redlnou opciou mézeme povazovat ¢as do
expirdcie T. Zatial ¢o pri finanénych opciach byva ¢as do expiracie kratky, radovo
niekolko dni, tak pri redlnych opciach sa moze jednat aj o viaceré roky.

Za dalsiu odlisni charakteristiku mozno povazovat historicky vyvoj ceny podkla-
dového aktiva. Pri finanénych opciach je historicky vyvoj ceny akcie zndmy, zatial ¢o v
realnych opciach je to raritou, ked'ze takmer kazdy investicny projekt je niecim inym

jedinecnym.
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Poslednym nami spomenutym rozdielom medzi financ¢nou a realnou opciou je pod-
stata ceny podkladového aktiva. Financéné opcie vypisané na jednotlivé akcie, s ktorymi
sa obchoduje na finanénych burzdch maji fixne stanoveni cenu. Presnejsie, majitel ta-
kejto finanénej opcie nevie nijakym sposobom ovplyvnit vysku ceny opcie. Pri redlnych
opciach je zvykom, nie vsak pravidlom, ze vlastnik opcie na urc¢ité podkladové aktivum
je rovnaka osoba, ako osoba, ktora riadi toto podkladové aktivum. Z toho dovodu je
zrejmé, ze pri zmene ceny podkladového aktiva nastane i zmena ceny realnej opcie na

dané podkladové aktivum.

Na zaver prvej kapitoly venovanej tedrii o redlnych opciach si v kratkosti povieme
nieco o ich zakladnych typov, resp. o zdkladnom deleni. Rovnako ako finanéné opcie
maji svoje zakladné delenie?, tak rovnako aj redlne opcie. V dosledku analégie podob-
nosti medzi finanénymi a redlnymi opciami je zrejmé, ze kazdy typ financénej opcie ma
svoj ekvivalent aj v redlnych opciach.

Vzhladom na ich velkud réznorodost medzi najzakladnejsiu kategorizaciu patria na-

sledovné tri typy redlnych opcii:®

e option to wait - predstavuje moznost odloZit investicné rozhodnutie na neskorsi
okamih, v ktorom moézu byt k dispozicii nové prospesné informécie ohladne ce-
nového vyvoja danej komodity produkujicou uré¢itym projektom. Takéto moznost
oddialif rozhodnutie m4 urciti nezédporni hodnotu oproti moznosti rozhodnu-
tia sa teraz alebo mikdy. Touto hodnotou je cena opcie vypisanej na dand ko-
moditu. Analégiou k option to wait je klasickd americkd call opcia na akciu
vyplacajicu dividendy, kde jej expiracna cena predstavuje pociatocné néklady
spojené s investiciou a dividendy koresponduju s kladnymi alebo zapornymi fi-

nanénymi tokmi plynticimi z tejto investicie.

e option to abandon - predstavuje moznost ukonéit urcity projekt v Tubovolnom
¢ase pred jeho zivotnostou v dosledku nedostacujicej, z neho plynicej vynosnosti.

Dalej tento typ redlnej opcie zahfiia aj moznost predat vybavenie projektu®, ktoré

4Za najzakladnejsie delenie finanénych opcii povazujeme delenie na call (kiipne) opcie a na put

(predajné) opcie.
5Podrobnejsi popis jednotlivych typov realnych opcii uvadza Ingrid Michnova vo svojej diplomovej

préci [11], z ktorej sme prebrali uvedent kategorizdciu.
6Pod vybavenim projektu si mézeme predstavit jeho technické vybavenie, ako napriklad stroje.
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bolo uréené na jeho realizdciu, ak vyuZijeme spominand moznost predéasného
ukoncenia. Teda option to abandon chrani investora pred velkymi stratami v
pripade nepriaznivej situacie na trhu. A tak ako prvy typ realnej opcie bol ana-
logicky ku klasickej americkej call opcii, tak v tomto pripade je zrejmé analogia

ku klasickej americkej put opcii.

e option to switch - predstavuje moznost prechodu redlnej opcie od jednej alter-
nativy k druhej’, pricom kazd4 jedna alternativa je optimdlna v inej situdcii a

pri inych podmienkach.

V realite maju svoje najvécSie zastupenie investicné prilezitosti vyskytujice sa v
komplikovanejsich formach, ktoré spadaji do najobsirnejsich typov realnych opcii,
ktorymi st compound option a rainbow option. Ich komplikovanost spo¢iva v moznosti
umoznenia viac realizécii a v dosledku, Ze takmer kazd4 investiénd prileZitost obsahuje

niekolko zdrojov néhodnosti.®

V dalsej ¢asti diplomovej prace budeme oceniovat redlnu opciu typu option to wait.
Teda, redlnu opciu analogickt ku klasickej americkej call opcii na akciu vyplacajicu
dividendy. Okrem optimalnej hodnoty ceny opcie vypisanej na dani komoditu bu-
deme pocitat aj optimélny ¢as investicie do uréitého projektu, ked'ze typ redlnej opcie
option to wait, ako sme spominali, predstavuje moznost odlozit investiéné rozhodnutie

na neskorsi okamih.

"Najcastejsie sa jednd o prechod v technickom alebo softvérovom vybaveni, pricom za optimélnu

volbu sa viésinou povazuje t4 lacnejsia alternativa.
8Jednym zdrojom ndhodnosti moze byt napriklad stochasticky proces premennych (ceny réznych

vstupov, resp. vystupov), ktoré obsahuje takmer kazda investiénd prilezitost.
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Kapitola 2

Ocenovanie realnych opcii

Po oboznamen{ ¢itatela s pojmom redlna opcia z prvej kapitoly ho v tejto druhej ka-
pitole oboznamime s potrebnou tedriou, ktora sa skryva za ocenovanim redlnych opcii.
Prvym bodom bude formulacia jednoduchého problému ocenovania realnych opcii,
v ktorom si uvedieme i zékladné predpoklady investovania, ¢im citatela dostaneme
do hlavnej podstaty tejto kapitoly. Nasledne strucne opiSeme po teoretickej stranke
rozne metddy, ktoré si najviac pouzivané na ocenovanie realnych opcii. Najvacsiu
pozornost vsak budeme venovat metéde stochastického dynamického programovania,
pretoze prave touto metédou budeme oceniovat nami sformulovany jednoduchy problém
ocenovania realnych opcii. A na uplny zaver kapitoly si schematicky nacrtneme te-
oreticky algoritmus oceflovania tejto metédy a taktiez obzrejmime éitatelovi ¢o bude
vlastne vystupom nésho algoritmu, na zdklade ktorého sa vzhladom na vypocitant
optimdlnu hodnotu ceny redlnej opcie, tak budeme vediet rozhodnit pre pripadni

~ ) . .
moznost 1nvesticie.

Tedria redlnych opcii sa zaoberda ocenovanim investi¢nej prilezitosti, t.j. aka je hod-
nota pre firmu mat pravo, nie vSak povinnost, investovat (nie nutne okamzite, ale do
stanoveného ¢asu) do daného projektu za vopred stanoveni expiracni cenu. Investiciou
tak firma ziska hodnotu projektu, ktord vsak v skutocnosti nebyva deterministicka, ale
mozeme ju vnimat ako stochasticky proces. Teda hodnota projektu je vlastne ¢istou
stucasnou hodnotou NPV zvysenou o pravo prijimania neskorsich rozhodnuti v dosledku

ziskavania novych informacii.
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Jednym determinantom z hodnoty daného projektu je cena jeho podkladového
aktiva, ktora sa rovna sucasnej hodnote ocakdvanych budicich penaznych tokov dis-
kontovanych diskontnou mierou, a ktora sa riadi stochastickym procesom, najcastejsie
geometrickym Brownovym pohybom!. A préve tento stochasticky vyvoj ceny pod-
kladového aktiva daného projektu je hlavnym problémom takmer kazdého modelu
ocenovania realnych opcii.

S touto problematikou sa podrobne zaoberali Dixit a Pindyck, a vysledky ich po-
zorovania najdeme v ich knihe [9] z roku 1994. Za hlavni a podstatni myslienku tedrie
ocenovania realnych opcii stanovili na vypocet investicného pravidla, ktoré nam na-
povie, kedy je najvyhodnejsie do daného projektu investovat. Teda, pre kazdy ¢asovy
okamih pri akej cene by sme mali investiciu uskutoénit. V principe tak moézeme hod-
notu realnej opcie vnimat ako sti¢asni hodnotu projektu za predpokladu, Ze do neho
firma investuje v najvhodnejsi ¢as. Ocenovanie redlnych opcii vedie v praxi na ulohy
stochastického optimdlneho riadenia, prave vd’aka ktorému vieme vypocitat tento najv-

hodnejsi ¢as investicie do daného projektu.

2.1 Formulacia modelu ocenovania realnych opcii

Uvazujme firmu, ktord zvazuje moznost investovania uréitého finanéného obnosu do
urcitého projektu, ktory produkuje danu komoditu. Predpokladajme, ze cena tejto
komodity je v case premenliva a riadend urcitym stochastickym procesom. Firma sa
rozhoduje optimdlne a jej cielom, resp. snahou firmy je maximalizovat svoj zisk z tejto
investicie, ktorti moze uskutocnit najviac jedenkrat. Ak sa firma uz raz rozhodne pre
moznost investicie, tak nie je mozné, aby si toto svoje rozhodnutie rozmyslela, pricom
jej rozhodnutie je riadené s vedomim maximalizacie ocakavaného zisku.

Nasou tlohou je vypoéitat v kazdom c¢ase az do stanoveného ¢asu projektu, do
ktorého sa firma moéze rozhodovat, pri akej cene komodity je pre firmu vyhodné zrea-

lizovat tito investiciu.?

INa zéklade histérie geometrického Brownovho pohybu do ¢asu splatnosti projektu mozno vyéislit
hodnotu aktiva v case splatnoti, ktoré ma neustdly Casovy vyvoj vykazujici fluktuacie posobenim

burzového a mimoburzového trhu na cenu aktiva.

2Uloha je modifikdciou problému, s ktorym sa vo svojej préaci [11] zaoberala Ingrid Michnova.
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Definujme si zakladné predpoklady modelu:

(P0)

(P1)

(P2)

(P3)

(P4)

(P5)

(P6)

Uvazujme tplny trh® vyjadreny v rizikovo neutrdlnej miere, na ktorom nie je

arbitraz?.

V zmysle maximalizacie zisku nech sa firma rozhoduje optimalne. Jej rozhodnutie

je riadené tak, ze maximalizuje svoj ocakavany zisk.

Nech cena S; danej komodity, ktora spojite vyplaca® dividendovy podiel vo vyske
vS,dt za ¢as dt, s roénou dividendovou mierou® v > 0, sleduje geometricky Bro-

wnov pohyb vyjadreny v rizikovo neutralnej miere
dS = (r —v)Sdt + oSdW, resp. S;= Soer=r 2 )ite W, (2.1)

kde o nazyvame volatilitou (neistota vynosu) daného procesu, r predstavuje
konstantni v ¢ase nemenni roénu bezrizikovi irokovi mieru, d.S je zmena ceny
akcie za nekone¢ne mali ¢asovi zmenu dt, W, predstavuje Wienerov proces, dW
diferencial Wienerovho procesu a Sy predstavuje hodnotu daného stochastického

procesu v ¢ase t = 0.

Nech vyska investicie firmy je I a moznost investovat do uréitého projektu pro-
dukujiceho danti komoditu pripada do uvahy najviac jedenkrat, pricom s tymto

podkladovym aktivom vieme obchodovat.
Rozhodnutie investovat je nendvratné.

Nech zisk z investicie definovany funkciou I1(S;,t) je jednorazovy a linedrny v

cene Sy danej komodity.

Uvazujme firmu, ktorej zivotnost je At-T rokov, po uplynut{ ktorych firma tplne

zanikd a s jej ¢innostou nie st spojené Ziadne d'alsie vydavky.

3Uplnym trhom nazyvame taky trh, na ktorom existuje pre Tubovolny derivat dokonalé zaistenie

(samofinancovand stratégia).

4 Arbitraz je samofinancovand stratégia, pomocou ktorej mozno do konca zivotnosti projektu bez

rizika straty dosiahnuf kladny zisk s nenulovou pravdepodobnostou.

5Vyplacanim spojitych dividend samotnda cena komodity klesé, ¢o sa prejavi na znizenom trende

ceny komodity.

6V redlnych opciach, predstavujiice materidlne aktiva, na rozdiel od finanénych opcif je k pojmu

dividenda ekvivalenty pojem convenience yield.
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(P7a) Rozhodnutie pre investiciu robi firma diskrétne, a to v ¢asoch 0,1,2,...,7 — 1

po intervaloch At.

(P7b) Rozhodnutie pre investiciu robi firma spojito do konca zivotnosti firmy.

Definujme si funkciu V (S, t) ako cenu opcie v ¢ase t na cenu komodity S; = 5, ktora sa
vyvija podla stochastickej diferencidlnej rovnice sledujiicej geometricky Brownov pohyb
(2.1). Nasou tlohou je stanovif tito cenu opcie” tak, aby na pociatku uzatvérania
kontraktu (v ¢ase ¢ = 0) nebola zvyhodnend ani jedna strana. Teda, aby nevznikol
priestor pre arbitraz, t. j. dosiahnutie bezrizikovych ziskov, ktory sice moze nastat, a
ak aj nastane, tak trva len velmi kréatko.

Neexistencia arbitrdZe na trhu z matematického hladiska hovorf o tom, Ze existuje
tzv. rizikovo neutralna miera, vd'aka ktorej vieme ocenovaf redlne opcie na zdklade

vypoctov strednych hodnot.

2.2 Metdédy ocenovania realnych opcii

Na ocefiovanie redlnych opcii sa d& vyuzit viacero roznych metéd. Aby si citatel vedel
utvorit obraz o ich hlavnej myslienke, v tejto podkapitole si v kratkosti predstavime
tie najzakladnejsie. Najvicsiu pozornost upriamime na metédu stochastického dyna-
mického programovania, pretoze prave 1iou budeme ocefiovat nami sformulovany mo-
del v predoslej sekcii. Podrobne si tito metédu ocenovania priblizime po teoreticke;j
stranke, sformulujeme zakladny problém stochastického optimélneho riadenia, na ktory

vedie, ako i uvedieme nutné a postacujice podmienky riesenia tohto problému.

V pripade riesenia problému ocenovania realnych opcii sa v praxi ¢asto jedna ako
o pripady, kde sa firma moze rozhodovat ohladne investicie spojito, tak i o pripady,
kde toto rozhodnutie moze byt robené len diskrétne vo vopred predpisanych ¢asoch po

intervaloch At (napr. mesiace, roky).

"Hladdme hodnotu V (S,0), ktord nazyvame opénd prémia. Opéna prémia je teda cena opcie (po-
tencidlna hodnota préva jej uplatnenia) vypldcajicu v ¢ase uzavretia kontraktu. Hodnota tohto prava
je stanovena na optimalnu hodnotu tak, aby v ¢ase uzatvarania kontraktu nebola ani jedna zo stran

(vypisovatel opcie a jej budici vlastnik) dopredu zvyhodnens.
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V pripade prvej alternativy ocenovania realnych opcii sa najviac vyuziva analdogia
problému s ocenovanim americkej opcie a na vypocet sa teda pouzivaju aj rovnaké
metody. Metdda binarnych stromovych modelov, Monte Carlo metéda najmensich
Stvorcov alebo metdda stochastického dynamického programovania si vhodné v pripade
druhej alternativy. St to teda metédy vyuzitelné najmé v ilohéch, kde sa firma moze

rozhodovat len vo vopred predpisanych ¢asovych okamihoch.

2.2.1 Vyuzitie analégie s americkymi opciami

Analégiu medzi finanénymi a redlnymi opciami sme uz spomenuli v prvej kapitole v
tejto diplomovej praci. Z nej priamo vyplyva, ze pri spojitom rozhodovani je problém
ocenovania realnej opcie v podstate ekvivalentny k problému ocenovania klasickej ame-
rickej opcie v dosledku toho, Ze opcie tohto druhu moézeme uplatnit kedykolvek pred
ich datumom vyprsania.

V pripade, Ze by sa jednalo o realnu opciu eurépskeho typu derivatu, tzn. pravo
vyuZit opciu je mozné len v ¢ase expiracie opcie, tak na vypocet hodnoty takejto opcie
by sme mohli pouzit Black-Scholesov model oceniovania derivatov (Viac v [12], str.
48-54.). Avsak védcsina redlnych opcii je amerického typu derivatu, kde opcné pravo
je mozné uplatnif kedykolvek v priebehu Zivotnosti opcie. To znamend, Ze firma tak
mé moznost svojho budiceho rozhodnutia sa ohladne investicie do danej komodity za
vopred stanovent cenu (vyska investicie I) kedykolvek do expira¢ného ¢asu T' projektu
(doba zivotnosti projektu).

Prvé poznatky o finanénych derivatoch, typu opcie, priniesli dvaja ekonémovia M.
S. Scholes, R. C. Merton a teoreticky fyzik F. Black vo svojich pracach [13] a [14] z
roku 1973. Ich prinosom bola metdéda uplatnenia parcialnych diferencidlnych rovnic pri
ocenovani finanénych derivatov, a to nielen derivatu amerického typu®.

Vd'aka ich prinosu, kde éasovy vyvoj ceny nielen americkej opcie je opisany parabo-
lickou parcialnou diferencidlnou rovnicou, existuje sposob riesenia problému ocenenia
americkej opcie ako tlohy s volnou hranicou, kde zvlastnu pozornost treba venovat

okrajovym a koncovym podmienkam opcie. (Viac v appendixe v sekcii (B).)

8Derivaty amerického typu sa nedaji ocenit ”presne”, pretoze neexistuje explicitny vzorec na ich

ocenovanie, t. j. rieSenie vzdy dostaneme len ako odhad z numerickej schémy.
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Uvazujme problém ocenovania redlnych opcii sformulovany v sekcii (2.1), v ktorom sa
firma moze rozhodovat spojito (P7b). Dany problém je ekvivalentny préve k problému
ocenenia amerického typu derivétu, v ktorom obchodovatelnym aktivom je dand ko-
modita ceny S; spiﬁajﬁca predpoklad (P2). Expira¢né cena investi¢ného projektu je vo
vyske investicie I (P3) a zisk z tejto investicie je I1(.S, t) (P5). Potom pay-off daného
problému je v tvare maz (I1(S;, t) — 1,0).

Aby sme boli schopni v lubovolnom ¢éase pocas Zivotnosti projektu ocenit hodnotu
opcie na dani komoditu, musime eliminovat jej ndhodny ¢len. Podstata elimindcie
spociva v kombinacii Itoovej lemy a A hedgingu. Detailny postup uvadzame v ap-
pendixe v sekcii (A), ktorého vysledkom je Black-Scholesova parcidlna diferencidlna
rovnica, ktord sa pouziva na ocenovanie financénych derivatov. Teda hodnota redlnej
opcie V(S,t) je riesenim Black-Scholesovej parcidlnej diferencidlnej rovnice, v tvare

oV oV 1, ,0%V
_ 4z - = 2.2
at—l—(r 7)585—1—205852 rV =0, (2.2)

na ¢asovo premenlivej oblasti 0 <t < At-T a 0 < S < Sy(t).

Avsak okrem samotného riesenia tejto parcidlnej diferencialnej rovnice, ktorym je
vypocéet hodnoty redlnej opcie?, je tlohou stanovif aj samotni hranicu predéasného
uplatnenia S;(t). A aby sme riesenie rovnice (2.2) boli schopni vobec néjst potrebujeme
termindlovi (koncovil) podmienku a prislusné okrajové podmienky. Termindlovi pod-
mienku ziskame tak, ze sa pozrieme na pay-off realnej opcie z modelu sformulovaného

v sekcii (2.1) v ¢ase expiracie. Dostdvame ju tak v tvare:
V (S, At-T) = max(I1(Sapr, At-T) — 1,0) (2.3)

Okrajové podmienky!® pre cenu amerického typu derivatu uréuju priestorové ohranicenia
ceny komodity S. V nasom pripade st v tvare

oV OII(S,(t), t)

V(07t) =0, V(Sf(t)’t) = H(‘Sf(t)’t) —1I, %(Sf(t)’t) = BYS ) (24)

pre krajné hodnoty ceny komodity S =0 a S = S(t).

9Vysledkom rovnice (2.2) je takd hodnota realnej opcie, pri ktorej nevznikd priestor pre arbitraz,

t. j. moznost bezrizikového zisku, ¢o predpokladdme o tiplnom trhu (P0).
0Prave posledné dve okrajové podmienky z (2.4) zaruéuji spojitost a C! hladkost funkcie V(.S,t)

v bode S = S¢(t) na volnej hranici S = Sf(t), pre kazdé 0 < t < A¢-T.
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Bod S = S;(t) predstavuje kritickii hodnotu investicného projektu, t. j. spustacia
hodnota investicie. Teda, je to hrani¢na cena uplatnenia redlnej opcie, ktord rovnako
ako hodnotu opcie nepozname. 7Z toho je zrejmé, ze rovnako aj posledné dve okrajové

podmienky nepozname.

Zhrnutim uvedeného postupu ocenenia danej redlnej opcie na zaklade analdgie s ame-
rickymi opciami dostavame, ze hodnotu reédlnej opcie ziskame ako riesenie Black-
Scholesovej parcidlnej diferencidlnej rovnice (2.2) s koncovou podmienkou (2.3) a s
prislusnymi okrajovymi podmienkami (2.4). Takyto postup vedie na tlohu s volnou
hranicou, ktori ale nepozname, a tak okrem samotného riesenia parcialnej diferencidlnej
rovhnice po¢itame aj tuto hranicu pred¢asného uplatnenia opcie S¢(t) a optimélny cas
jej uplatnenia, ktory predstavuje inverzni funkciu k Sy (¢).

V sticasnosti nie je zndma presna explicitna formula pre polohu hranice pred¢asného
uplatnenia call alebo put opcie, avSsak ddvame do pozornosti prace [15], [16] alebo
pracu Chadama [17], v ktorych sa ich autori venuji préave tomuto problému, odvodeniu
hranice predcasného uplatnenia.

Dana iloha ocenovania realnych opcii sa redlne riesi numerickymi metodami, pretoze
ich presné analytické rieSenie nie je zndme, nakolko neexistuje explicitny vzorec na ich

ocenovanie.

2.2.2 Metoda binarnych stromovych modelov

Ocenovanie redlnych opcii metédou bindrnych stromovych modelov bolo po prvykrat
navrhnuté Coxom, Rossom a Rubinsteinom v préaci [1] ako jednoduchsia alternativa
k pristupu Blacka a Scholesa. Tato metdda je v praxi najviac pouzivana, ¢oho hlav-
nou pri¢inou je jednoduchd nazornost rieSenia a nasledne z ¢oho vyplyva jednoduché
modelovanie vztahov ako aj jednoduchd ekonomicka interpretdcia vysledkov. Metédou
binarnych stromovych modelov aplikovanou na ocenovanie redlnych opcii sa Specialne
zaoberali autori Copeland a Antikarov v praci [18]. Rovnakou metédou ocenovania
redlnych opcif sa zaoberal i Ladislav Barkoci vo svojej diplomovej préci [10], v kto-
rej sa citatel doéita o podrobnom postupe odvodenia vztahov ocefiovania. V nasej

diplomovej préaci zhrnieme jeho poznatky do stru¢ného sihrnu tych najpodstatnejsich
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krokov, ktoré ¢itatelovi nacrtni hlavnt myslienku tejto metédy. Rovnako vyuZijeme i

vztahy prebraté z knihy [19].

&

\i’,/\

Obr. 2.1: Jednokrokovy bindrny model

Uvazujme problém ocenovania redlnych opcii sformulovany v sekcii (2.1), v ktorom
rozhodnutie pre investiciu robf firma diskrétne po intervaloch At (P7a). Dalej v pred-
poklade o zivotnosti firmy At-T rokov (P6) uvazujme pocet periéd T = 1. Teda,
Zivotnost firmy At-T bude tak totoind s dizkou periédy At.!!

V takom pripade hlavnou myslienkou metédy binarnych stromovych modelov je
aproximacia prave tohto ¢asového vyvoja ceny komodity alternativnym binarnym stro-
movym modelom za predpokladu zachovania jeho statistik, ktorymi sii stredna hodnota
a variancia.

Pre jednoduchost ilustrécie, si na jednokrokovom bindrnom modeli (Obr. 2.1) od-
vodime potrebné vztahy pre vypocet sticasnej hodnoty danej redlnej opcie. Ide o jed-
noduchy model s diskrétnym c¢asom na kratkom casovom tuseku, tzv. tiku, dfiky At,
s ktorym geometricky Brownov pohyb aproximujeme nasledovne. Cena S, danej ko-
modity, za nejaky kratky casovy tsek At vzrastie nahor na hodnotu S,, = Sp-up
alebo poklesne nadol na hodnotu Sy, = So-down, kde Sy predstavuje jej pociatocni
(sticasnii) cenu (t. j. v ¢ase t = 0). Nech prvy pripad nastdva s pravdepodobnostou p

a druhy pripad s pravdepodobnostou (1 — p), kde 0 < p <1 (Vid Obr. 2.1).

HPredpoklad, o totoznosti diiky periédy At a expiracného ¢asu projektu, robime kvoli jednodu-

chosti predstavenia si a odvodenia uvedenych vztahov v tejto sekcii.
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Hlavna myslienka ocenenia nami sformulovaného problému, zalozeného na aproximacii
geometrického Brownovho pohybu (2.1) alternativnym bindrnym stromovym mode-
lom, spociva v urceni sticasnej hodnoty (v case t = 0) ceny Vg = V(.Sp, 0) danej redlnej
opcie tak, aby nevznikol priestor pre arbitraz.

V povodnom Cox-Ross-Rubinsteinovom modeli jeho autori vychadzali z toho, ze
ceny komodity sa menia v pravidelnych, rovnako velkych skokoch, zavisiacich od diZky

casového kroku At, pre ktoré plati:

down = e 7VA (2.6)

Tieto dva mozné pripady vyvojovej ceny S si zvolené prave tak, aby bol binarny strom
rekombinovatelny!?, a takisto aby sa spolu s jednozna¢ne danym p zachovala varian-
cia, pricom hodnota p je zvolena tak, aby bola zachovand stredna hodnota tohto alter-
nativneho bindrneho stromového modelu. Kalibraciu takéhoto binarneho stromového
modelu robime podla rovnice vyvojovej ceny komodity vyjadrenej v redlnej miere, nie
v rizikovo neutralnej. Teda v pripade, ze cena S vzrastie nahor na hodnotu S, tak

pre tito cenu plati:

Sup = SoeVA (2.7)

V druhom pripade, ked' cena poklesne nadol na hodnotu Sgu.n, plati:
Sdoum = SOeia\/E (28)

Podstata vypoétu stucasnej hodnoty ceny redlnej opcie V' (Sy,0) spociva vo vytvoreni
tzv. bezrizikového portfdlia, ktoré bude pozostavat z jednej redlnej opcie a (—A) pod-
kladového aktiva vyplacajiceho spojité dividendy.

Oznacme si hodnotu realnej opcie v pripade rastu ceny podkladového aktiva ako
Vip = V (Sup, At) a hodnotu redlnej opcie v pripade poklesu ceny podkladového aktiva

ako Viewn = V(Siown, At). Potom parameter A volime ako

6_7At(vup - ‘/c-loum)

A pu—
Sup - Sdoum ,

(2.9)

12Rekombinovatelnost je dolezitou sticastou viacperiodového modelu, aby sa postupnym néarastom
a poklesom ceny S v 1. a 2. peridde dostala té istda hodnota, ako v pripade postupného poklesu a

narastu.
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kde tento parameter A vlastne zarucuje, aby hodnota nasho portfélia bola rovnaka

bez ohladu na to, ¢ cena podkladového aktiva vzrastie alebo poklesne.

Aplikujme predosli myslienku vypoctu sicasnej hodnoty ceny redlnej opcie na nas
problém ocenovania redlnych opcii sformulovaného v sekeii (2.1), pricom berieme na
vedomie platnost nami uvazovaného predpokladu o Zivotnosti firmy, ktord je totozna
s dlzkou periddy At. Potom v jednokrokovom bindrnom modeli (Obr. 2.1), v pripade

vzrastu ceny podkladového aktiva, pre hodnotu opcie plati vztah
V (Sup, At) = max(II(S,,, At) — I;0), (2.10)
a v pripade poklesu ceny

V (Sdown, At) = max(I1(Sgown, At) — I;0). (2.11)

7 rovnosti medzi hodnotou portfélia v case t = 0 a diskontovanou hodnotou bezrizi-
kového portfélia pri vzraste ceny podkladového aktiva nahor (bez ujmy na vieobecnosti)

dostavame vztah pre vypocet hodnoty redlnej opcie v case t = 0 v tvare:
V(S0,0) = ASy + e " (e AV, — AS,,) (2.12)

Po dosadeni za parameter A dostavame:

ei’yAt(Vup - V;iown)
Sup - Sdown

677At(‘/up - ‘/down)
Sup - Sdown

V(So,0) = So + e At (e*vmvu,, - su,,) (2.13)

Po tprave vztahu (2.13) dostdvame novy vztah pre vypocet hodnoty redlnej opcie v
case t = 0, z ktorého vyplyva, Ze sic¢asnti hodnotu danej redlnej opcie mozno urcit ako
diskontovanu stredni hodnotu jej budicich hodnét pri novych pravdepodobnostiach,

a to pri rizikovo neutralnych pravdepodobnostiach ako
V(S0,0) = e " [qVip + (1 = @) Viaown), (2.14)

kde ¢ (0 < g < 1)* sa nazyva rizikovo neutrdlna pravdepodobnost, pre ktord plati:

Soe(r—'y)At - Sdoum
q =
Sup - Sdown

(2.15)

13Za predpokladu, ak by g ¢ (0,1), tak by doslo k arbitrazi, ktorej ale vieme zabranit vhodnou
volbou dlzky tiku At.
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Zovseobecnenim jednokrokového binarneho stromového modelu je viackrokovy bindrny
stromovyj model (n-krokovij)**, v ktorom m4 vztah (2.15) vieobecny tvar

—v)At
o Snowe(r v) - Sdoum

2.16
Sup - Sdown ’ ( )

kde S, je hodnota aktiva na zaciatku kazdého jedného tiku.

2.2.3 Monte Carlo metdéda najmensich stvorcov

Monte Carlo metéda najmensich stvorcov je relativne nova, avsak aj casto pouzivana
numericka metoda ocenovania opcii. Od ostatnych metdd sa lisi v samotnom zamerani
sa na vypocet podmienenej hodnoty ocakavania. Pojem Monte Carlo metéda ako prvi
zaviedli dvaja matematici John von Neumann a Stanislaw Ulam spolu s fyzikom Ni-
cholasom Metropolisom v roku 1940. Za zaujimavost z histérie tejto metédy mozeme
povaZzovat prave to, Ze ju vytvorili pocas ich prace na projekte Manhattan Project v Los
Alamos National Laboratory, ktory sivisel s vyrobou prvej atomovej bomby pouzitej
pocas druhej svetovej vojny. Tato trojica publikovala nespoc¢etné mnozstvo clankov
venovanych nielen metéde Monte Carlo, napriklad [20] alebo [21].

Prvé aplikovanie Monte Carlo metédy na ocenovanie finanéného typu derivatu, a
to konkrétne eurépskeho typu derivatu, dlho nenechalo na seba ¢akat. Bolo to v roku
1977 a ujal sa toho profesor Phelim Boyle, ktorého poznatky si zaznamenané v jeho
odbornom ¢lanku [22]. O 19 rokov neskor bola Monte Carlo metéda aplikovand aj na
ocenovanie opcii azijského typu, o ktorom sa viac do¢itame v ¢ldnku [23], ktorého au-
tormi si profesori Mark Broadie a Paul Glasserman. A v roku 2001 profesori F. A.
Longstaff a E. S. Schwartz v [24] podrobne popisali tito metédu aj pre ocenovanie

opcii amerického typu derivatu.

Podstata Monte Carlo metédy spociva v odhadnuti podmienenej ocakavanej hodnoty
vyplaty v pripade drzania opcie z prierezovych dat, ktoré ziskame zo simulécii. Je re-

lat{fvne lahko aplikovatelnd aj v drédhovo zdvislych a viacfaktorovych situdciach, ako

1 Pri vipoéte siéasnej hodnoty redlnej opcie vo viackrokovom bindrnom stromovom modeli mézeme
postupovat ,,skladanim” jednokrokovych bindrnych modelov. Hodnoty opcie poéitame postupne od
konca binarneho stromu ako diskontované stredné hodnoty z hodnét opcie pri rizikovo neutralnych

pravdepodobnostiach g¢.
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aj v pripade vSeobecnych stochastickych procesov. Aproximaciu ziskavame projekciou
na linedrny priestor s konetnym poc¢tom bazovych funkcii pomocou linearnej regresie
a pri metéde najmensich stvorcov postupujeme odzadu.

Vzhladom na zlozitost a naro¢nost podrobného postupu oceiiovania opcii s Monte
Carlo metédou najmensich stvorcov v nasej diplomovej praci uvedieme len slovny prie-
beh ocenovacieho algoritmu v strué¢nych bodoch, pomocou ktorého tak nacrtneme jej
hlavnt myslienku. V pripade zaujmu ¢itatela o detailny postup odvodenia priebehu

algoritmu ddvame do pozornosti ¢lanok [24].

Strucny priebeh ocenovacieho algoritmu:

e Simuldciami vygenerujeme rozne mozné drahy stochastickej vyvojovej cesty ceny

podkladového aktiva.

e Pocitanim odzadu pre vSetky casové kroky najprv uréime podmieneni hod-
notu opcie v pripade jej drzania, ktori vypocitame pomocou metédy najmensich
stvorcov (LS). Néasledne tito ocakavani podmienend hodnotu opcie porovnavame
s pevnymi hodnotami penaznych tokov v pripade, ze by sme opciu uplatnili, a

vyberieme maximum z nich.

e 7 rozhodnuti uplatnenia, resp. neuplatnenia opcie pre kazdy c¢asovy krok vieme
urcit zrealizované pefiazné toky od ¢asu 0 cez vsetky drahy vyvojovej cesty
funkcie a teda aj vypocitat optimdlny ¢as uplatnenia opcie. A hodnotu opcie

vypocitame ako priemer vSetkych tychto diskontovanych penaznych tokov.

Poznamenajme este, ze Monte Carlo metéda najmensich Stvorcov sa pocita po inter-
valoch At pre At — 0. Vysledky tejto metédy konverguji k vysledkom, ktoré by sme
dosiahli vypoétom podla expilicitného vzorca, ako napriklad z Black-Scholesovho mo-
delu. Presnost odhadu vypoétu ceny opcie metédou Monte Carlo je nepriamo timerna
druhej mocnine poé¢tu simulécif (t. j. ak chceme dosiahnut napr. 10-krat vyssiu presnost

odhadu ceny opcie, musime pocet simulécii metody zvysit 100-krat).
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2.2.4 Metoda stochastického dynamického programovania

V tejto casti diplomovej prace si podrobne odvodime metédu ocenovania realnych
opcii rovnicou stochastického dynamického programovania. Prehlad potrebnej tedrie
zo stochastického optimdlneho riadenia, ktoré ¢itatelovi ddvame do pozornosti na lepsie
pochopenie stvislosti a danej problematiky oceriovania, odporticame précu [25]. Dalej
citatelovi ddvame do pozornosti knihu [26], ktord je venovana tedrii ako aj praktickym
prikladom z oblasti optimalneho riadenia.

Este pred samotnym pocéitanim nasho problému ocenovania realnych opcii sfor-
mulovaného v sekeii (2.1) si v tejto casti predstavime schému odvodenia rovnice sto-
chastického dynamického programovania, prave ktorou budeme dany problém riegit.
Autorom tejto schémy je Zuzana Chladnd, ktori najdeme v jej dizertacnej préci [27].
Skor ako si ju zacneme podrobne odvodzovat sa vSak najprv stru¢ne pozrieme na

kratky historicky ivod do danej problematiky.

Pojem dynamické programovanie po prvykrat pouzil matematik Richard Ernest Bell-
man v roku 1940 na popis procesu rieSenia problémov, v ktorom treba urobit rad
rozhodnuti na seba nadvézujicich, pricom rozhodnutie v kazdom okamihu ovplyviiuje
riesenie v nasledujicich okamihoch, ako aj d’alsie moZznosti rozhodnutia v tychto oka-
mihoch. Bol objavitelom rovnice na rieSenie optimaliza¢nych tloh, zndmej ako Bell-
manova rovnica (Viac v [28].).

V sticasnosti v matematickych optimalizacnych metédach dynamického programo-
vania hlavny sposob riesenia Bellmanovej rovnice je spédtna indukcia. Je to vlastne
proces zdovodiovania spit v ¢ase, teda od konca problému, na ndjdenie optimélneho
sledu akcii. Pojem stochasticky v nézve stochastické dynamické programovanie predsta-
vuje ndhodnost. Znamend to, Ze rovnica dynamického programovania zavisi nielen od
stavovych a riadiacich premennych, ale aj od hodnot realizacii nahodnych premennych,
ktoré vopred nie si zname.

Tedria optimalneho riadenia nachadzala spociatku uplatnenie najmé v technickych
odboroch ako napriklad v kozmonautike, elektrotechnike, v pripade v robotike. V prie-
behu poslednych desatroéi vSak nachddza stéle viac aplikdcii v ekonomickych vedéch a
vypoctovych financidch, napriklad v mikroekonomickej teérii firmy a spotrebitela alebo

v manazmente investi¢nych portfolii.
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Uvazujme spominany model ocenovania redlnych opcii sformulovany v sekcii (2.1),
v ktorom rozhodnutie pre investiciu robi firma diskrétne v casoch 0,1,...,7 — 1 po
intervaloch diiky At (P7a). Na zéklade ostatnych, nami definovanych zakladnych pred-
pokladov!® investovania modelu, si tilohu zapiSeme ako maximaliza¢nt tilohu stochas-

tického dynamického programovania:

-1

maximalizovat ~ F [ tz:; m [ut(H(St, t) — ])H

Syii~LN (Ste“‘—”m, S22 —MAL (AL 1)), t=0,1,..., T -1
Xpy = Xy—uy, t=01,... T—1

So >0 — dané

Xo=1, X;>0, t=01,....T—1

u =1{0,1}, t=0,1,....,T—1 (2.17)

Stavova premenna X; vyjadruje, ¢i firma uz na zaciatku At - tej peridody do projektu
investovala (X; = 0) alebo este neivestovala (X; = 1). Jej pociatocny stav (X = 1)
vyjadruje, ze firma vstupuje do projektu v plnej vyske svojho finanéného obnosu, ktory
je rozhodnutd investovat za predpokladu vynosnoti projektu. Na zaklade tohto pred-
pokladu lahko ustidime, Ze koncovy stav stavovej premennej X; je volny, pretoze firma
svoju investiciu nemusi vobec uskutoénit.'® Ohranicenie na nezdpornost tejto stavovej
premennej spolu s jej stavovou rovnicou zabezpecuju, ze ak sme uz raz investovali, tak
druhykrat uz nemozeme investovat.

Skutoc¢nost, ¢i firma investuje alebo neinsvetuje do projektu zavisi od vyvoja ceny
komodity, ktory je stochasticky, pretoze rovnako ako moze cena komodity stipnut, tak
rovnako jej cena moéze aj klesnit. Tento jej vyvoj ceny popisuje stavovd premennd S,
ktora sleduje geometricky Brownov pohyb (2.1) (P2).

Riadiaca premennd u; vyjadruje ¢i pocas At - tej periédy investujeme (u; = 1)

alebo neivestujeme (u; = 0) do projektu.

15Predpoklady (P0) az (P6).

16Co je zrejmé zo zdkladnej definicie opcie, ktora pre firmu predstavuje pravo, nie véak povinnost,

investovat do projektu.
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Oznacme si ocakavanu ¢istu siucasni hodnotu budicich penaznych tokov od ¢asu t do
casu T ako V' (S;, Xy, t) za predpokladu, ze sa firma rozhoduje optimélne vo vsetkych
budtcich casovych okamihoch. Potom riesenie tilohy stochastického dynamického prog-
ramovania (2.17) dostaneme ako riesenie Bellmanovej rovnice tlohy optimélneho ria-

denia s diskrétnym pevnym casom a s pevnym koncom:

1
V(St, Xt, t) = max ((1 — Ut)mE[V(S, 1, t+ 1)|St, Xt] + Ut(H(St, t) — [))
Uy € {O, ].}|Xt — Uy 2 0, (218)
s koncovou podmienkou
V(S,X;,T) =0, (2.19)

kdet =0,1,...,T — 1.

Prvy argument v maximalizacnej tlohe (2.18) predstavuje diskontovani ocakdvani
hodnotu budicich pefiaznych tokov za predpokladu, Ze v kazdom dalsom ¢asovom
okamihu sa firma rozhoduje optimdlne a neinvestuje v case t. V case rozhodnutia je
ale znama cena komodity .S;.

Druhy argument predstavuje cisty zisk z investovania, ktory je v skutocnosti roz-
dielom funkcie zisku z investicie a samotnej vysky investicie, ¢o pripada do uvahy iba
v tom pripade, ak firma investuje v case t.

Vztah (2.19) predstavuje koncovii podmienku, ktord zodpovedd predpokladu (P6),
kde uvazujeme ukoncenie prevadzky firmy v ¢ase T a kde s jej ¢innostou nie si spojené

ziadne dalsie vydavky.

Vsimnime si, ze ak v predoslej Bellmanovej rovnici (2.18) tlohy stochastického dyna-
mického programovania (2.17) polozime stavovi premenni X; = 0, tak pre hodnotovi

funkciu (2.18) v takomto pripade dostavame:
V(5:,0,t) =0 (2.20)

Nulova hodota hodnotovej funkcie je v dosledku toho, ze diskontovana ocakavana hod-
nota budicich penaznych tokov je nulovd, a rovnako aj zisk z investice v dalsich

casovych okamihoch je nulovy, v désledku predpokladu o jeho jednorazovosti (P5).
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V pripade polozenia stavovej premennej X; = 1, hodnotova funkcia Bellmanovej
rovnice v takomto pripade vyjadruje rovnakid hodnotu ako funkcia (2.18). Preto sta-
vovi premennt X; moZeme z tejto hodnotovej funkcie vynechat, a tak v nasledujicich
¢castiach ju budeme brat ako funkciu jednej stavovej premennej S; a ¢asu t.

V(S,,t) = max ((1—ut)mjz[ws,w1)\st]+ut<n(st,t>_z)) (2.21)

utE{O,l}

Takto sformulovani Bellmanovu rovnicu ilohy optimédlneho riadenia (2.21) vieme riesit
metodou programového riadenia alebo metédou optimalnej spatnej véazby. My na nase
vypocty aplikujeme druhd moznost, teda Bellmanovu rovnicu rieSime od konca a to

metodou optimalnej spatnej vazby.

Najvacsi problém pri vypocéte nam robi diskontovana podmienend strednéd hodnota
budicich penaznych tokov. Tento problém je sposobeny stochastickym vyvojom ceny
S; danej komodity na intervaloch At. Preto eSte pred samotnym riesenim Bellmanovej
rovnice si vysvetlime ako vypoéitat diskontovant stredni hodnotu budicich pefiaznych

tokov
1

mE[V(S,t+ 1)[S4. (2.22)
Jednou z moznosti vypoctu je vyuzitie analdgie s ocenovanim eurépskeho typu derivatu,
ktorej podstata spociva v rieSeni Black-Scholesovej parcidlnej diferencidlnej rovnice
sliziacej na ocenovanie finanénych derivatov, pomocou ktorej vieme vypocitat prave
tiito podmienent stredni hodnotu budiicich pefiaznych tokov danej opcie, a to vd aka
eliminécie!” stochastického ¢lena z vyvoja ceny komodity.

Skutocnost vyuzitia analégie s ocefiovanim, a to konkrétne s eurépskym typom
derivatov, pripadd do dvahy v dosledku toho, Ze na lIubovolnom ¢asovom intervale
(t,t + At) nenastdva ziadne rozhodnutie ¢i investovat alebo neinvestovat, pretoze toto
rozhodnutie nie je robené spojito, ale diskrétne. Rozhodujeme sa v ¢asovych okami-
hoch 0-At,1-At,..., (T —1)- At. V dosledku toho je diskontovand stucasnd hodnota
opcie V(S,t+ 1) rovna cene opcie eurépskeho typu vypisanej na danti komoditu, ktora

expiruje v ¢ase (t + At) a v tomto case ma pay-off rovny hodnote V' (S,¢ + 1).

1"Podrobnejsie o elimindcii piseme v appendixe v sekcii (A), pri odvodzovovani Black-Scholesovej

parcidlnej diferencidlnej rovnice.
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Riesime tak parcidlnu diferencidlnu rovnicu odvodenu z Black-Scholesovho modelu

ocenovania eurépskeho typu derivatu v tvare

ow ow 1 O*W
E(S, T) + (T' — v)Sﬁ(S, T) + 50'252 052 (S, T) - TW(S, 7') = 0, (223)
s okrajovymi podmienkami'®
W(S,At) =V (S,t+ 1), (2.24)

W(0,7) =0 pre S =0, W(S, 1) — H(ST,T)e_”’(At_T) — Te7"AT) pre S — o0,
(2.25)

kde 7 € [0, At]. V dosledku toho vieme dopocitat diskontovant podmienent stredni

hodnotu buducich penaznych tokov ako rieSenie nasledujicej rovnice:

1
(14 rAt)

E[V(S,t+ 1)|S;] = W(S;,0) (2.26)
Vyriesenim tohto nasho problému, ktory sa nam vyskytol pri rieseni rovnice stochas-
tického dynamického programovania metédou spitnej vizby, vieme vypocitat riesenie
Bellmanovej rovnice (2.21), ¢im ziskame aj optimélne riadenie. Pod pojmom optimalne
riadenie si predstavujeme tabulku, v ktorej je ku kazdej moZnej cene komodity v
prislichajicom ¢asovom okamihu informécia ¢i investovat alebo neinvestovat za icelom
maximalizacie zisku firmy z investicie.

Zhrnutim celého nasho postupu oceniovania pomocou rovnice stochastického dy-
namického programovania nami sformulovanej teoretickej tilohy realnej opcie v sekcii

(2.1) dostavame tak nasledovny schematicky algoritmus ocenovania:

Vstupy: r, o, v, At, T, I, 11
Parametre: AS

1. Zadana koncova podmienka: V(S,7) =0 VS

18Poslednd okrajové podmienka pre S — oo je v uvedenom tvare v désledku linearity zisku v cene
danej komodity (P5). Podrobnejsie o nej pisu Dixit a Pindyck v [9], v sekcii Appedix A, str. 353-356.
Avsak poznamenajme, ze uvedena okrajovd podmienka je v platnosti iba za predpokladu b = 0 vo
vieobecnom tvare linedrneho zisku definovaného ako I1(S;, 7) = a-S; +b. V pripade, ak by b # 0, tak

okrajové podmienka pre S — oo by bola v tvare W (S, 1) — a-Se="At=7) — (I — p)e~"(At=7),

32



2. Riesime parcialnu diferencidlnu rovnicu s okrajovymi podmienkami:
for t=T—-1:—-1:0

ow ow 1, ,0*W B
57 (S, 1)+ (r—m)8 53 (S, 1)+ 50 S 552 (S, 7) —rW(S,7)=0

W(S,At) =V (S,t+1) VS, 7¢€][0,At
W(0,7) =0 pre S=0, W(S,7) = II(S,,7)e AT _1e"A=7 pre  § — 00

end

3. Pre kazdy ¢asovy okamih a kazdi moznu hodnotu ceny komodity vypocitame
diskontovani podmienent strednt hodnotu budicich penaznych tokov:
for t=T—-1:—-1:0

1

mE[V(S,H— 1)|Si] = W(S,,0) VS

end

4. Riesime Bellmanovu rovnicu stochastického dynamického programovania:
for t=T—-1:—-1:0
1
V(S t) = 1 —u)—=FE|V(S,t+ 1)|S, (S, t) — I vS
(510 = max ({1 w) VS, + DI+ (S0 - )

end

Viystup: Vystupom je tabulka, ktord pre kazdy casovy okamih a kazdi moZni cenu
komodity obsahuje v sebe informéciu ¢i investovat alebo neinvestovat v zmysle maxi-

malizacie zisku.

7 tejto vystupnej tabulky, ktord pozostdva z hodnot opcie vypocitanych v kazdom
casovom okamihu pre kazdd mozni cenu danej komodity je zrejmé, ze sa vieme roz-
hodnit v kazdom rozhodovacom ¢asovom okamihu ¢ sa ndm oplati alebo neoplati
investovat urcity finanény obnos do ur¢itého projektu produkujiiceho dand komoditu,
ktorej cenu v ¢ase rozhodnutia pozname.

Dalsim vystupom algoritmu je i tabulka, ktora pre prislichajici ¢asovy okamih a
prislichajicu cenu komodity obsahuje v sebe optimalnu hodnotu z pripadnej investicie

v zmysle maximalizacie zisku.
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Avsak okrem samotnych hodnot cien redlnej opcie vieme na zaklade rovnakej
vystupnej tabulky vykreslit i hranicu pred¢asného uplatnenia'® S;(t) danej reélnej
opcie.

Je zrejmé, ze optimalne je investovat pri vyssich hodnotdch ceny komodity S, a
ze celd oblast rozhodovania, ktorou je rovina (¢, S(t)), mozeme rozdelit krivkou S¢(t)
na dve oblasti, pricom v prvej oblasti je optimdlne investovat a v druhej naopak ne-
investovat, teda zotrvat v sicasnom stave. Krivku S; nazyvame aj volnou hranicou,
pricom predpokladajme, Ze investovat je optimdlne pre S > S; a neinvestovat pre
S < S§*. Este poznamenajme, ze krivka Sy je analégiou volnej hranice z tedrie fi-
nancénych opcif, ktori podrobne popisujeme v appendixe v sekcii (B), kde sa zaoberame
s problémom ocenovania amerického typu derivatov. Pre blizSie matematické vysvet-

lenie odportic¢ame knihu Dixita a Pindycka [9] (str. 130-131).

Za zaujimavi vlastnost vystupov z daného ocenovacieho algoritmu povazujeme analyzu
citlivosti jeho vysledkov, a to na zmeny jednotlivych vstupnych parametrov, pricom
nasu najvicsiu pozornost puta prave analyza citlivosti krivky S¢(t) pri roznych hod-

notach spominanych vstupnych parametrov (napr. o, At, I).

19Hranica pred¢asného uplatnenia danej redlnej opcie je definovand ako mnozina takych bodov
(Sf(t),t), kde hodnota redlnej opcie V(S,t) prvykrdt pretne svoju pay-off funkciu V(Sy(t),t) =

max(II(Sf(t),t) — 1,0).
20V knihe [9]Investment under Uncertainity autori krivku S r, rozdelujicu oblast rozhodovania,

nazyvaju ako investi¢né pravidlo investora. Kym je cena komodity mensia ako toto investi¢né pravidlo,
investor opciu neuplatiiuje. Akondhle vSak cena komodity dosiahne tito hraniéni hodnotu, investor

opciu uplatni a investuje do projektu, a tak hodnota opcie bude rovna hodnote projektu.
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Kapitola 3

Numerické riesenie realnych opcii

V tretej a zaroven v poslednej kapitole tejto diplomovej prace budeme pre konkrétne
parametre numericky riesit nami sformulovany problém ocenovania redlnych opcii v
sekcii (2.1) z druhej kapitoly. Na jeho riesenie aplikujeme ocenovaci algoritmus, ktory
sme schematicky popisali na zaver sekcie (2.2.4) venovanej oceniovaniu redlnych opcif
pomocou stochastického dynamického programovania v predoslej kapitole. Nasledne
sa budeme venovat analyze citlivosti tohto rieSenia na zmeny vstupnych parametrov a

porovname si jeho investiéné pravidlo pre tieto jednotlivé zmeny.

3.1 Implicitna Eulerova metoda

Uvazujme dany problém ocenenia redlnej opcie zo sekcie (2.1). Pri jeho ocenovani
metddou stochastického dynamického programovania, ako sme spominali v sekcii (2.2.4),
sme narazili na problém vypoctu diskontovanej podmienenej strednej hodnoty budicich
penaznych tokov plyntcich z danej redlnej opcie. Na jej vypocet sme vyuzili analdgiu s
ocenovanim europskeho typu derivatu, ktorej podstata spociva v rieseni Black Scholeso-
vej parcidlnej diferencidlnej rovnice (2.23) s koncovou podmienkou (2.24) a s prislusnymi
okrajovymi podmienkami (2.25). A prave na vypocet tejto parcialnej diferencidlnej rov-

nice aplikujeme numerickd metédu!, konkrétne implicitni Eulerovu schému.

17Z4kladnd myslienka pri numerickych metédach spoéiva v diskretizécii skiimanej oblasti a pre-

transformovan{ prislusnej parcialnej diferencidlnej rovnice na systém algebraickych rovnic.
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V pripade, ze by sme riesili parcidlnu diferencialnu rovnicu nie pre danu realnu
opciu, ale pre finanénu eurdpskeho typu derivatu, a to konkrétne pre eurdpsky call
alebo put, popripadne ich kombindcia, tak v tom pride by sme ju vedeli vyriesit na
zéklade explicitného riesenia, ktoré je jednoznacéne dané (Viac v [12], str. 48-54.). Preto
analytické rieSenie nie je zndme?, kde patria aj redlne opcie.

Jednou z numerickych metdd je aj Eulerova metdéda, ktord je pomenovand po jej
objavitelovi, priekopnickom matematikovi a fyzikovi Leonhardovi Eulerovi, ktorého
najznamejsia publikdcia venovand préve tejto metdde je [29]. My na nase rieSenie
parcialnej diferencialnej rovnice implementujeme numerickd schému nachadzajicu sa

v préci [30].

Aplikujme Eulerovu implicitni metédu na riesenie Black-Scholesovej parcidlnej dife-
rencialnej rovnice (2.23), kde At je maturita danej redlnej opcie, ktori riesime na inter-
vale [0, At]. Nech S,,;, je minimélna a S,,,, maximélna hodnota ceny danej komodity.
Potom tato metdda spociva v uvazovani diskretizacnej siete mrezovych bodov v pries-
tore nezévislych premennych (S,7) € (Spin, Smaz) X (0, At), a v ndhrade hladaného
riesenia W (S, 7) a jeho derivacii diferenciami v jednotlivych bodoch siete.

Zvolme si pocet priestorovych deleni M € N intervalu (Syin, Smaz) @ pocet casovych
deleni N € N intervalu (0, At). Potom priestorovy krok AS > 0 je dany ako M-AS =
Smaz — Smin @ Casovy krok A7 > 0 ako N-A7 = At. Potom v priestore nezavislych

premennych (S, 7) € (Spins Smaz) X (0, At) uvazujme siet mrezovych bodov:

Slemm—i—zAS, z':(),l,...,]\/[ a T :j'AT, jZO,l,...,N

Aproximéciu hladaného riesenia, ktorym je hodnota danej redlnej opcie v mrezovom

bode (S;,7;) oznaéme ako W7, t. j.

Hlavna myslienka Eulerovej metédy spociva v numerickej aproximacii jednotlivych
parcidlnych derivécii, priestorovych a ¢asovych, danej Black-Scholesovej parcidlnej di-

ferencidlnej rovnice (2.23) metédou koneénych diferencii, pricom zakladom implicitnej

2Takym pripadom st napriklad americké typy derivatov, ktoré podrobne rozoberdme v appendixe

v sekeii (B), resp. niektoré exotické typy derivatov.
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schémy je aproximacia ¢asovej parcialnej derivacie v mrezovom bode WZJ pomocou
spétnej casovej diferencie?.

Navod postupu riesenia odvodenej Black-Scholesovej parcidlnej diferencidlnej rov-
nice (2.23) pomocou diferenénych aproximdcii citatelovi ddvame do pozornosti vo
vyssie spominanej praci [30], v ktorej sa docita viac aj o predstavenej numerickej
schéme.

Jej numerickym vyrieSenim tak vyrieSime i problém vypoctu podmienej stredne;
hodnoty budicich penaznych tokov plyntcich z danej redlnej opcie, na ktory sme na-
razili pri jej ocenovani metédou stochastického dynamického programovania, ktorej

hodnota je vlastne rovna hodnote projektu.

Numerické riesenie Black-Scholesovej parcialnej diferencidlnej rovnice predstavenou
implicitnou schémou je bezpodmieneéne stabilné*, Gize velkost ¢asového kroku At
a hustota diskretizacnej siete priestorovym krokom AS st limitované iba presnostou
vypoctu rieSenia.

Nevyhodou programového riesenia tejto metody vsak je, ze program je zlozitejsi
a pocet matematickych operacii je v kazdom casovom kroku vyssi. Na druhej strane,
vyhoda implicitnej Eulerovej metédy spociva v moznosti rieSenia parcialnej rovnice aj
s vacsim casovym krokom A7, pri zachovani malého priestorového kroku AS, ktory je
potrebny na jemné zachytenie priestorového rozlisenia v cene komodity, a tym pres-

nejsich numerickych vysledkov.

3.2 Predstavenie modelu a jeho riesenie

V tejto casti si predstavime nami sformulovany problém ocenovania realych opcii z
druhej kapitoly zo sekcie (2.1), a to s konkrétnymi hodnotami jednotlivych paramet-
rov, ktory si ndsledne numericky vyriesime. Budeme uvazovat jednoduchy ilustrativny

priklad s fiktivnymi datami vstupnych parametrov.

3Hlavna myslienka spitnej ¢asovej diferencie spoéiva v tom, Ze sa hodnoty opcii na novej éasovej

vrstve daji implicitnym spésobom vyjadrit pomocou hodnoty rieSenia v starej éasovej vrstve.
4Viac o stabilite a bezpodmieneénej konvergencii numerického rieSenia implicitnou metédou

dédvame do pozornosti v [30] a [31].
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Uvazujme existenciu firmy nachadzajicu sa na tplnom trhu, na ktorom nie je ar-
bitrdz (P0). Firma zvazuje moznost investicie, kiipu malej bane, v ktorej sa nachddzaji
néleziskd uslachtilého kovu, striebra Ag, pricom odhadované mnozstvo tohto néleziska
je stanovené na Q = 200 tréjskych uncif®. Za predpokladu, Ze sa firma rozhoduje
optimdlne v zmysle maximalizdcie zisku, tak jej rozhodnutie, ohladne investicie do
bane, je robené za tcelom maximalizacie jej ocakavaného zisku (P1). Cena striebra
je vsak vysledkom ndhodného procesu (P2), geometrického Brownovho pohybu vyjad-
reného v rizikovo neutrdlnej miere, kde jeho volatilita o je na trovni 20 %. Roéna
bezrizikova trokova miera je vo vyske r = 3 % a convenience yields proporcionélne k
cene striebra si vo vyske v = 2,5 %, pricom stcasna® hodnota striebra je na tirovni
24,50 € za uncu, ktoré je na trhu obchodovatelné. Vyska investicie I (ndkupnd cena
bane) je v hodnote 1000 € a moznost investovat pripadd do tivahy najviac jedenkrat
(P3), pricom tato moznost je nendvratna (P4). Zisk z takejto investicie, ktory je jed-
norazovy a linedrny v cene striebra, je funkciou jeho ceny S; a casu t, dany ako
[1(S;, t) = (S;—C)-Q, kde C predstavuji ndklady na tazbu jednej unci striebra, C' = 15
€ (P5). Zivotnost firmy zvazujicej tito investiciu je 10 rokov (P6) a rozhodnutie pre
investiciu robi firma diskrétne po intervaloch At (P7a), pricom v nasich zdkladnych
vysledkoch budeme uvazovat At = 1 rok.

Nasou tlohou je vypocitat nielen sicasnti hodnotu tejto redlnej opcie, ale pre-
dovsetkym jej hodnoty v kazdom ¢asovom okamihu, v ktorych mé t moznost firma roz-
hodnutia sa, pri kazdej moznej cene striebra. A na zaklade tychto vypoctov stanovime
investicné pravidlo pre danu realnu opciu, ktoré firme napovie v kazdom cCasovom
okamihu, ¢i sa jej oplati alebo neoplati zrealizovat dant investiciu, ak v prislusnom

casovom okamihu poznd aktualnu trhovi cenu striebra.

Vyssie predstaveny problém ocenovania realnych opcii za predpokladu At — 0, pred-
stavujtici moznost spojitého rozhodovania sa, a neinvestovania v tychto bodoch je
ekvivalentny k problému ocenovania financnych opcii, a to konkrétne americkych call
opcii. Uvedend ekvivalencia je zrejmé z definicii (1.2) a (1.3) z prvej kapitoly, ktoré

poukazuji na analégiu redlnej opcie s americkou opciou.

5Tréjska unca je jednotka véhy drahych kovov a mé presne 31, 1034768 gramu.
5Hodnota je viazand k ddtumu 1. april 2012. Zdroj: www.silverprice.org
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Vzhladom na konkrétne sformulované parametre v danom probléme ocenenia redlnej
opcie je tento problém ekvivalentny k oceneniu 200 americkych call opcii s expira¢nou
cenou 20 € a expiraciou 10 rokov, pricom ostatné parametre zostavaji nezmenené.
Pocet americkych call opcii a ich expiracna cena su odvodené z payoffu danej realnej

opcie ako
max (I1(S,t) — 1,0) = max((S; — 15)-200 — 1000, 0) = 200- max(S; — 20, 0),

a ich expirdcia (maturita) 10 rokov je totoznd so zivotnostou firmy. Teda hodnoty
realnej opcie v kazdom casovom okamihu a v prislichajicej cene komodity tak konver-

guju k hodnotdm 200 americkych call opcii.

Vyhoda spomenutej ekvivalencie oceniovania danej redlnej opcie s finanénymi opciami
spoéiva v tom, Ze vieme vyuZzit alternativne schémy na pocitanie cien opcii s nasou
predstavenou schémou a mame moznost sledovat aj vplyv velkosti rozhodovacieho in-
tervalu At nielen na cenu opcie, ale aj na zmenu investi¢ného pravidla.

Vyuzitim tejto analégie budeme tak v nasledujicich ¢astiach, venovanych nume-
rickym vypoétom, porovnavat vysledky danej redlnej opcie s vysledkami projektovane;j

sor metody aplikovanej na ocenovanie americkych call opcii.

3.2.1 Numerické rieSenie

Na obrazku (Obr. 3.1) je znazornené numerické riesenie V' (S, t) pre konkrétne hodnoty
parametrov danej investicie. Toto riesenie zobrazuje hodnoty realnej opcie v kazdom
casovom okamihu pri kazdej moznej cene striebra. Je zrejmé, Ze s plynucim ¢asom hod-
noty V (S, t) klesaji, ¢o je sposobené tym, Ze Zivotnost firmy s plynicim ¢asom taktiez
klesa. A prave skracovanie zivotnosti firmy je ekvivalentné k skracovaniu expira¢ného
casu pripadnej investicie do danej realnej opcie, v dosledku ¢oho hodnota realnej opcie
s bliziacim sa ¢asom k jej expirdcii je nizsia. Z uvedeného teda vyplyva, ze hodnota
realnej opcie s dlhsim ¢asom do expiracie, pri ostatnych nezmenenych podmienkach,
musi mat vicsiu hodnotu ako redlna opcia s kratsim ¢asom do expirdcie. Z rovnakého
obrazku je i vidiet rast hodnot V (S, t) s rastom ceny striebra. Je to z dovodu, ze pri

vyssich cenach striebra su vyssie zisky i vyssie hodnoty danej redlnej opcie.
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Obr. 3.1: Hodnota V' (S;,t) pre parametre: Sp = 24,50 €; r = 0,03; 0 = 0,20; v =
0,025; At = 1; T = 10; I = 1000 €; II(S,, ) = (S, — 15)-200 €.

Sucasnd hodnota (v ¢ase t = 0) danej redlnej opcie (hodnota investi¢ného projektu)
pre firmu v tomto pripade, ak siicasnd cena striebra je na tirovni Sy = 24, 50 € za uncu,
je vo vyske V (Sy,0) = 1449,50 €. Ak sa pozrieme na zisk z pripadnej investicie pri
rovnakej cene striebra, tak by bol vo vyske 900 €. Rozdiel tejto hodnoty redlnej opcie
a zisku z pripadnej investicie predstavuje pre firmu hodnotu cakania, ktora v tomto
pripade je 549, 50 €.

Ak by sa firma ohladne investicie mala rozhodnit podla NPV pravidla, toto roz-
hodnutie by mala prijat. Avsak v teérii redlnych opcif toto rozhodnutie firma robi na
zéklade investi¢ného pravidla, ktorému sa budeme podrobnejsie venovat v nasledujicej

sekeii.

Predtym si vSak poukazeme, a to za platnosti spomenutych predpokladov z predosle;
sekcie, na analégiu daného problému k ocenovaniu prislusného poctu finanénych opcit
amerického typu derivatu. Teda, porovname si hodnoty redlnych opcii vypocitanych
na zaklade algoritmu ich ocenovania pomocou stochastického dynamického programo-
vania, kde velkost rozhodovacieho intervalu polozime ako At — 0, projektovanou sor

metoédou aplikovanou na ocenovanie americkych call opcii.
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Obr. 3.2: Porovnanie hodnot danej redlnej opcie pre At — 0 s 200 americkymi call

opciami s expiracnymi cenami 20 € a s expiraciou 10 rokov.

Ako vidiet na obrazku (Obr. 3.2), analdgia americkych call opcii s danou realnou
opciou je zrejma. Rovnako vidiet, ze aj hodnoty S(0) ich hranic pred¢asného uplatne-
nia, ktoré predstavuji cenu striebra, pri ktorej nastava hladké napojenie na payoff, su
rovnaké. Toto tvrdenie ich rovnosti, resp. konvergencie ich hranic predcasného uplat-

nenia, si podrobne rozoberieme v nasledujicej casti.

3.2.2 Investicné pravidlo

V prvej kapitole v sekcii (1.3) sme poukdzali na investicné pravidlo metédy cistej
stcasnej hodnoty NPV, podla ktorého, ak NPV > 0, firma by mala prijat rozhodnutie
investovat do striebornej bane. V tejto metéde vsak podstata investicie spoéiva len v
moznosti jej zrealizovania teraz alebo nikdy, narozdiel od tedrie redlnych opcii, kde
investiciu firma moze uskutocnit v Iubovolnom ¢asovom okamihu az do konca ¢asu
expiracie danej redlnej opcie.

Autori knihy [9], v tedrii redlnych opcii, nazyvaji investicnym pravidlom krivku
St(t), ktord je zdvisld od casu, a ktord rozdeluje oblast rozhodovania na dve oblasti,

pricom v jednej je optimdlne investovat a v druhej naopak neinvestovat.
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Obr. 3.3: Investicné pravidlo, resp. krivka Sy(t) pre parametre: Sy = 24,50 €; r = 0, 03;
o =0,20; 7 = 0,025; At = 1; T = 10; I = 1000 €; II(S,, 1) = (S, — 15)-200 €.

Z obrézku (Obr. 3.3) vidiet, Ze pre firmu je na zaciatku investicného projektu vyhodné
investovat iba pri velmi vysokych cenéch striebra za uncu, oproti jeho sti¢asnej hodnote.
Tym vlastne dostdvame odpoved na otdzku, ¢i je pre firmu v ¢ase t = 0 a pri aktudlnej
cene striebra Sy = 24,50 € vyhodné investovat alebo neinvestovat. Teda, na zdklade
vypocitaného investiéného pravidla optimalnym rozhodnutim pre firmu by malo byt s
investiciou pockat, nakolko hodnota redlnej opcie prevysuje hodnotu zisku z pripadnej
investicie.

Rovnako je na obrdzku (Obr. 3.3) vidiet, ze ¢im je blizSie opcia k expiracii, tak
tym je tato hodnota investicného pravidla v prislusnom case nizsia. Dovodom je nizsia
cena opcie s bliziacim sa ¢asom k jej expirdcii. Teda investovat do striebornej bane
s bliziacim sa casom k expiracii bude pre firmu optiméalne uz pri nizsich hodnotéach
ceny striebra. Pri¢inou dovodu nizsej ceny opcie s priblizovanim sa k casu expiracii je

stochasticky vyvoj ceny striebra.

Rovnako, ako sme v sekcii (3.2) za predpokladu At — 0 poukézali na ekvivalenciu
hodnot danej redlnej opcie k hodnotdm americkym call opciam (Obr. 3.2), tak rov-
nako si poukazeme aj na ekvivalenciu ich investi¢nych pravidiel, hranic pred¢asného

uplatnenia, ktoru popisuje obrézok (Obr. 3.4).
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Obr. 3.4: Porovnanie investicného pravidla danej redlnej opcie (At = 0,01) s in-

vesticnym pravidlom ekvivalentnej americkej call opcie.

Ked si vypocitané investiéné pravidlo danej redlnej opcie, ktoré popisuje obrazok
(Obr. 3.3) porovname s investicnym pravidlom tej istej redlnej opcie avsak za nového
predpokladu At — 0 popisujice obrazok (Obr. 3.4) je zrejmé, ze v tomto druhom
pripade si hodnoty investicného pravidla vyssie. Dovodom vysSich hodnot hranice
predcasného uplatnenia s vyssie hodnoty redlnej opcie v moznosti spojitého rozhodo-
vania sa (At — 0) oproti moznosti rozhodovania sa jedenkrat rocne (At = 1). A dovod
vyssich hodnot realnej opcie v moznosti ¢astejsiecho rozhodovania sa si vysvetlime v

nasledujucich riadkoch.

Uvazujme zmenu dizky intervalu At, t. j. diiky periédy rozhodovania sa pre investiciu,
pricom Zivotnost investiéného projektu zostdva nezmenend, t. j. 10 rokov. V prvom
pripade uvazujme, Ze firma robi svoje rozhodnutie ohladne investicie kazdy druhy rok
(At = 2), v druhom pripade kazdy polrok (At = 0,5). Je zrejmé, ze ak firma ma
moznost robit svoje rozhodnutie ohladne investicie viackrat pocas zivotnosti projektu,
tak je zvyhodnend oproti moznosti, ked toto rozhodnutie robi menejkrat. Vyhoda v
castejSej moznosti rozhodovania sa spociva v tom, ze firma ma k dispozicii aktudlnejsie
informdcie ohladne o stochastickom vyvoji ceny striebra. Teda v pripade nepriaznivého

vyvoja situacie na trhu danu investiciu vobec neuskutocni. Takéto zvyhodnenie ma
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svoju hodnotu, ¢o sposobuje rast hodnoty danej realnej opcie, ktory ma za dosledok
posun krivky Sy(t) smerom nahor. A tento posun smerom nahor nastava v dosledku
toho, ze s rastom hodnoty realnej opcie rastie aj cena striebra, pri ktorej je uz optimalne
investovat. V opa¢nom pripade, v moZnosti menej ¢astejsieho rozhodovania sa ohladne
investicie, uvazujeme analogicky, ¢o méa za nésledok posun krivky Sy(¢) smerom nadol.

(Obr. 3.5)
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Obr. 3.5: Citlivost investi¢ného pravidla na zmenu diZky periody At.

3.2.3 Analyza citlivosti investi¢ného pravidla

V tejto sekcii sa budeme zaoberat pozorovanim analyzy citlivosti investicného pravidla
danej redlnej opcie. Budeme sledovat zmenu citlivosti krivky S¢(¢) na zmenu vzdy iba
jedného z parametrov, pricom ostatné parametre zostavaji nezmenené.” A tak, ako
cena realnej opcie, tak aj hranica predc¢asného uplatnenia su funkcie. Z toho je zrejmé,
7e zmenou parametra moze, ale nemusi dojst k zmene funkciondlnej zavislosti krivky
St(t), prave comu sa budeme venovat v nasledujicich castiach, kde si jednotlivé zmeny

graficky i vykreslime.

"Parametre r, 7, I1(S;, t) v pripade komodity ako je striebro, budeme povazovat za fixné parametre

trhu. Predpoklad robime na zdklade diskusie autorov knihy [9], str. 135-212.
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Este poznamendme, ze nasledujice analyzy citlivosti krivky S¢(¢) budu aplikované
pri rovnakych parametroch, aké sme v sekcii (3.2) predstavili, t. j. So = 24,50 €;
r=0,03; 0 =0,20; vy =0,025; At = 1; T = 10; I = 1000 €; I1(S;,t) = (S; — 15)-200
€. Oblast rozhodovania v tomto pripade budeme vykreslovat plnou modrou ¢iarou a
nové oblasti rozhodovania, krivky S¢(t) pri jednotlivych zmenéch, farebnymi ¢iarami,
pricom v legende jednotlivych obrazkoch vzdy uvedieme o aké zmeny a konkrétne,

ktorého parametra sa tykaju.

e 0 - volatilita stochastického procesu vyvoja ceny striebra
Moznym dovodom zmeny ceny redlnej opcie na trhu moze byt zmena volatility.
Volatilita odzrkadluje pravdepodobnost, Ze trh sa vyrazne pohne jednym alebo
druhym smerom. Rovnako vyjadruje mieru rizika investicie do investicného pro-
jektu. Teda zvysenie volatility, ktora predstavuje neistotu vynosu stochastického
procesu vyvoja ceny striebra, znamend este vécsie riziko zmeny ceny komodity.
Z toho dovodu tak usudzujeme, ze narast (pokles) volatility na trhu sposobi
rast (pokles) hodnoty danej redlnej opcie (Obr. 3.6). A tento rast (pokles) hod-
noty reédlnej opcie ma za nésledok zvySenie (znizenie) ceny striebra, pri ktorej
je optimélne investovat. Teda je zrejmé, Ze rastiica (klesajiica) volatilita posiva

krivku S¢(t) smerom nahor (nadol). (Obr. 3.7)
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Obr. 3.6: Analyza citlivosti hodnoty redlnej opcie na zmenu volatility o.
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Obr. 3.7: Analyza citlivosti investicného pravidla na zmenu volatility o.

e [ - cena investicie
Pri analyze citlivosti hodnoty danej redlnej opcie na zmenu ceny investicie [
vyuzijeme analégiu s finanénymi opciami. V pripade ndrastu ceny investicie z
povodnych 1000 € na 1200 € je redlna opcia s takto zmenenym ziskom ekviva-
lentnd k 200 americkym call opciam s expiracnymi cenami 21 € a s expiraciou
10 rokov.® Ako vidiet, tak zmena oproti povodnému problému ocenenia nastala
iba v expiracnej cene. Je zrejmé, Ze s narastom expiracnej ceny hodnota opcie
klesne. Teda ndrast (pokles) ceny investicie I sposobi pokles (nédrast) hodnoty

realnej opcie. (Obr. 3.8)

V pripade analyzy citlivosti investicného pravidla na zmenu ceny investicie do
daného investiéného projektu je zrejmé, ze ¢im je vyska investicie vyssia (nizsia),
tak tym je mensi (vacsi) zisk z pripadnej investicie. Preto sa krivka Sy(t) posiva
smerom nahor (nadol) s narastom (poklesom) ceny investicie. Je to sposobené
tym, Ze investovat sa oplati az (uz) pri vyssich (niZ$ich) cendch striebra, ako

oproti povodnej cene investicie. (Obr. 3.9)

8Postup odvodenia je analogicky k uvedenému v sekcii 3.2.
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Obr. 3.8: Analyza citlivosti hodnoty realnej opcie na zmenu investicie 1.
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Obr. 3.9: Analyza citlivosti investicného pravidla na zmenu investicie I.
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Zaver

Investicia v tedrii realnych opcif zohréva vyznamni tilohu. Tak ako investori premyslaji
v prospech o¢akavania ziskov v budticnosti, tak aj firmy uvazuju o investiciach volnych
finanénych prostriedkov za tcelom maximalizicie budiceho zisku. Dolezitu tlohu v
rozhodovani firmy zohravaju investicné projekty, ktoré nasledne zvysia jej hodnotu.
Vzhladom k velkému poétu Specifickych a individudlnych charakteristik kazdého jedného
investicného projektu, v sicasnosti nie je k dispozicii vSeobecne aplikovatelnd metdda

investi¢ného rozhodovania.

Cielom diplomovej prace bolo na konkrétnom modeli numericky odvodif a analy-
zovat hodnotu redlnej opcie, ako aj vyplyvajicu stratégiu kedy je najlepsie opciu
uplatnit. K splneniu tohto ciela najprv predchadzala tedria o redlnych opciach, ktori
sme uviedli na uvod préace, do prvej kapitoly. Poukazali sme v nej i na rozdiel v in-
vesticnom rozhodovani medzi najviac pouzivanou metédou ¢istej stucasnej hodnoty
NPV a tedriou redlnych opcii, kde madme moznost odloZenia investicného rozhodnu-
tia na neskor. Nasledne v druhej kapitole sme sformulovali jednoduchy ilustrativny
problém ocenovania realnych opcii, v ktorom sme za tlohu stanovili maximalizaciu
budiceho zisku z pripadnej investicie do urcitého investicného projektu. A po oceneni
tohto problému po teoretickej stranke sme ho v tretej kapitole s konkrétnymi hodno-
tami parametrov numericky riesili a analyzovali pomocou stochastického dynamického
programovania hodnotu realnej opcie, ako aj vyplyvajicu stratégiu kedy je najlepsie
realnu opciu uplatnit. Thito stratégiu sme nazvali investicnym pravidlom, ktoré sme
si graficky vykreslili a poukazali na skuto¢nost, Ze s bliZiacim sa ¢asom k expiracii
realnej opcie klesa i cena striebra, pri ktorej je uz optimdlne pre firmu investovat.
Poukéazali sme i na analdgiu danej realnej opcie k finanénym opciam, a to konkrétne

k americkym call opciam. Porovnali sme hodnoty ich opcii, ako aj investi¢nych pra-
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vidiel za predpokladu spojitého rozhodovania sa v sformulovanom probléme ocenenia
redlnej opcie. Nasledne sme sa zaoberali analyzou citlivosti investi¢ného pravidla a ceny
opcie na zmeny vstupnych parametrov, pricom tymto zmenam citlivosti sme sa najprv

vyjadrili po teoretickej stranke a nasledne sa graficky presvedcili o nasich ocakavaniach.

Ako sme na zaciatku poznamenali, ocenovali sme jednoduchy ilustrativny priklad
redlnej opcie. Takyto priklad aj napriek jeho jednoduchosti v skutocnosti vystihuje
malé mnozstvo realnych opcii. AvSak obrovska vi¢sina redlnych opcif je ovela zlozitejsia,
kde ich zloZitost moze spocivat v inych stochastickych vyvojoch ceny komodity, ako
napriklad mean-reverting proces alebo jump proces. Rovnako ich zlozitost moze spocivat

aj v inej definicii zisku.
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Appendix

(A) Ocenovanie eurépskeho typu derivatov

Cielom tejto casti je analyzovat moznost ocenovania eurépskych typov derivatov,
pricom zakladnou charakteristikou eurépskeho typu opénych kontraktov je vlastnost,
7e k uplatneniu opcie moze dojst len v presne stanovenom case expiracie t = 7.

V pripade zdujmu o podrobnejsi a detailnejsi postup odvodzovania vetkych vztahov,
ktoré tu uvadzame, ddvame do pozornosti prace [12], [32], [33] a [34], z ktorych sme
vybrali tie najdolezitejsie poznatky potrebné na pochopenie celej podstaty ocenovania
eurdpskeho typu derivatov.

Este predtym, ako sa pozrieme na rieSenie problému ocenovania eurdpskych de-

rivatov, si zadefinujeme ¢o je to eurdpska opcia.

Definicia A.1  Eurdpska call (put) opcia predstavuje prdvo, nie vsak povinnost,
kupit (predat) podkladové aktivum (najcastejsie akciu) za vopred stanoveni expiracni

cenu vo vopred stanovenom expiracnom case T (maturity).

Pre takyto typ opénych kontraktov je mozné odvodit explicitny vzorec pre riesenie
Black-Scholesovej parcidlnej diferencidlnej rovnice na ocenovanie opcii. Predpokla-
dajme, ze cena akcie S, na ktort st vyplacané spojité dividendy s rocnou dividendovou
mierou D>0, sa vyvija podla stochastickej diferencidlnej rovnice nazyvanej geometricky

Brownov pohyb v tvare

dS = (n— D)Sdt + o SdW, (A1)

s ocakdvanou navratnostou u a volatilitou ¢asového vyvoja ceny akcie o (Standardnd

ochylka ceny akcie). Dalej dS predstavuje zmenu ceny akcie za nekoneéne malii ¢asovii
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zmenu dt, W, Wienerov proces a dW predstavuje diferencial Wienerovho procesu,

pricom jednotlivé parametre su vyjadrené v rizikovo neutralnej miere.

Nech V(S,t) je hodnota finanéného derivatu suvisiaceho s akciou S. Predpokladame,
ze V(S,t) je hladkou funkciou premennych S, t. Potom na zdklade Itdovej lemy! prvy
diferencial funkcie V'(S,t) je dany vztahom:

OV 1, 0%V oV

Dosledkom vztahov (A.1) a (A.2) dostdvame dalsiu stochasticku diferencidlnu rovnicu

pre V(S,t) v tvare:

ov av 1 0%V oV
_ D 1 242 A
av (_815 + (p )SaS+205 882)dt+asanW (A.3)

Stratégia Blacka a Scholesa v hladani{ optimdlnej hodnoty finan¢ného derivéatu V (S, t)
spociva v linedrnej kombindcii dvoch ndhodnych procesov (A.1) a (A.3) tak, aby sa
podarilo vytvorit bezrizikové portfélio. Inymi slovami tak, aby sa eliminovala ndhodna
¢cast, ktorou v obidvoch ndhodnych procesoch je diferencial Wienerovho procesu dWV.
Jeho vylucenim tak vytvorime bezrizikové portfélio. Takémuto postupu vytvorenia
bezrizikového portfélia hovorime hedging (zaistovanie).

Uvazujme portfélio P obsahujice v case t jeden financny derivat s hodnotou V' a
A akcii s hodnotou S vyplacajice divideny. Tomuto postupu vytvorenia bezrizikového

portfélia hovorime A hedging. Potom hodnota portfélia P je dand vztahom ako
P=V+AS. (A.4)

Prirastok (zmena) hodnoty tohto portfélia za maly ¢asovy interval dt, pri fixovanom

A sa potom rovna

dP = dV + AdS + ADSdt. (A.5)

Dosadenim vztahu (A.1) a (A.3) do rovnosti (A.5) dostdvame stochastickt diferencidlnu

rovnicu pre hodnotu portfélia P v tvare

'Definiciu a dékaz Itdovej lemy ddvame do pozornosti v [12] a [19].
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[V OV 1 4 0%V oV
AP — (E—i_(ﬂ D)S%+§a S W#—AuS)dt—i— <05%+A05>dﬂ/, (A.6)

pricom pomer A volime tak, aby bol anulovany koeficient pred ndhodnym ¢lenom,

ktorym je spominany diferencial Wienerovho procesu dWW. Teda za A polozime

ov

A=-20
S

(A7)

Pri takomto vybere pomeru A, ktory ak dosadime do stochastickej diferencidlnej rov-
nice pre hodnotu portfélia P vyjadrent vztahom (A.6), tak dostdvame novi dife-
rencialnu rovnicu, ktora uz ale neobsahuje ziadny ndhodny ¢len. Teda zmena hodnoty
portfolia, ktord uz je ale bezrizikové, je na malom ¢asovom intervale dt deterministicka

a nie stochasticka, a rovna sa

OV 1, 0%V oV

Bezrizikova zmena hodnoty portfélia (A.8) sa musi rovnat vinosu, ktory by sme ziskali
spojitym urokovanim hodnoty P v bankovom depozite za rovnaky casovy interval
dt. V dosledku priestoru moznosti vzniku arbitrdze je prave tato rovnost nutna, aby
takd moznost nenastala. Ak predpokladdme spojiti bezrizikovi mieru vo vyske r, pre

zurocenie hodnoty P v bankovom depozite plati
dP = rPdt. (A.9)
Dosadenim vztahu (A.9) do vztahu (A.8) dostdvame:

—0?8*— — DS—

ot 1277 o 59 (4.10)

2
Pt — (8\/ 1 oV 8V>dt

Vyuzijuc vztahy (A.4), (A.7) a (A.10) dostdvame pre hodnotu finanéného derivétu

V (S, t) modifikovani Black-Scholesovu parcialnu diferencidlnu rovnicu v tvare:?

oV OV 1 200V

2Poznamenajme, ze za povsimnutie stojf fakt, ze hodnota opcie zavisi iba od volatility ceny akcie

o, lebo ako vidiet, oéakdvand vynosnost akcie u v Black-Scholesovej parcidlnej diferencidlnej rovnici

vObec nevystupuje.
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V pripade, Ze na akcie nie su vyplacané spojité divideny vo vyske DSdt (D = 0), mé

prislusna parcialna diferencialna rovnica opisujica vyvoj ceny opcie tvar

o OV 1,V
E+TS%+§U S W_TV—Oa (A12)

ktora sa nazyva klasicka Black-Scholesova parcidlna diferencialna rovnica.

Teraz hladajme riesenie V(S,t) pre S > 0 a t € [0,T]. Aby sme ho vedeli jednoznacne
néjst musime k Black-Scholesovej parcidlnej diferencidlnej rovnici pridat tzv. okrajové
podmienky v krajnych bodoch ,,priestorovej premennej” S a podmienku na hodnoty
finanéného derivatu v urcitom bode ,,casovej premennej” t. V dosledku poznania hod-
noty financéného derivatu v case jeho expiracie tuto druht podmienku dostaneme pre
t =T, ktord nazyvame expiracnou (koncovou) podmienkou.?

V takom pripade, ak pozndme koncovi podmienku, tloha je dobre postavena a ma
jediné riesenie. Okrajové podmienky pre parcidlne diferencidlne rovnice mavaju rozny
tvar, avSak urcuji sa ako hodnoty V (S, t) pre cenu akcie S rovni nule a pre cenu akcie

nadobidajtice velké hodnoty.

Pre lepsiu predstavivost a detailné pochopenie vyznamu jednotlivych podmienok sa
zamerajme na konkrétny typ financéného derivatu, ktorym nech je eurépska call opcia,
ktort oznacime V,.(S,t). Na nej si teraz podrobne vysvetlime okrajové podmienky i

koncovi podmienku.

Ak cena akcie S v Case expirdcie (t = T) opcie je mensia, nanajvys rovna danej
expiracnej cene E, potom hodnota opcie bude nulova, pretoze opcia nebude uplat-
nend. A ak cena akcie S v ¢ase expiracie (t = T) opcie bude vacsia ako dand expiraéna
cena F, potom hodnota opcie bude rovna rozdielu ceny akcie S a expiracnej ceny FE,

aby nenastala moznost vzniku arbitraze.
0 pre S<FE

Vool ,T) = (413)
S-E pre S > F

3V pripade obratenia ¢asu, ak do T umiestnime 0, pdjde o tzv. zadiatoéni podmieku, a pri
tejto transformécii tak dostaneme klasicki dopredni difdznu rovnicu, ktortd vieme riesit smerom

do budicnosti.
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Z tychto tvach dostdvame tak koncovi podmienku v Case expirdcie (t = T') pre

eurépsku call opciu v tvare

Vee(S,T) = max (S — E,0), (A.14)
pricom hodnoty opcie v expiraénom ¢ase tvoria termindlovi vyplatni (pay-off) funkeciu.
Priestorové ohranicenie ceny akcie S urcuju okrajové podmienky pre cenu eurdpskej

call opcie. V pripade, ze cena akcie S je nulové (S = 0), tak aj hodnota opcie vypisanej

na dani akciu bude nulové, pretoZe nebude mat Ziadnu hodnotu.
Vee(0,2) =0, £ €10,T] (4.15)

V druhom pripade, t. j. ak cena akcie S rastie nad vsetky ohranicenia (S — o), tak
cena europskej call opcie vypisanej na takuto akciu je rovna cene akcie zredukovane;j
o prijmy z dividend (az do ¢asu expirdcie akciu nevlastnime), ktorej hodnota je este

znizena o diskontovani expira¢ni cenu akcie.
Vee( S, 1) —=Se ™ PT=0 _ pemT=0 " c [0,T] (A.16)
Ak D =0, tak okrajovd podmienka (A.16) sa zjednodusi na tvar:

Vee(S, ) =S — Be " T=Y  + € [0,T] (A.17)
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(B) Ocenovanie amerického typu derivatov

V tejto casti diplomovej prace uvddzame postup rieSenia problému ocenovania ame-
rického typu derivatu, a to konkrétne americkej call opcie. Pripomenme si, ze zakladnou
charakteristikou americkej opcie je moznost jej uplatnenia kedykolvek v priebehu
zivotnosti opcie. Oceniovanie americkych opcii vedie tak na 1lohu s volnou hranicou,
kde si $pecidlnu pozornost vyzaduji okrajové a koncové podmienky opcie.
Nasledujuce teoretické poznatky, rovnako aj definicie, ktoré uvadzame su prebraté

z knihy [12].
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Obr. 3.10: Porovnanie riesenia eurdpskej call (ec) a americkej call (ac) opcie s vy-

znaCenim polohy pred¢asného uplatnenia americkej call opcie Sy (t) pre ¢as 0 <t < T.

Z definicie (1.2) americkej call opcie vyplyva, Ze ju mozeme uplatnit skor, ako len v
case expirdcie, preto okrem samotného riesenia V' (S,t) = V%(S,t) hladdme aj funkciu
S¢(t) casu t € [0, 7] tvoriacu tzv. hranicu pred¢asného uplatnenia opcie, ktora je defi-
novana ako mnozina takych bodov (Sf(t),t), kde hodnota americkej call opcie V*(S, t)
prvykréat pretne pay-off funkciu V¢(Sf(t),t) = max(Sy — £,0), s nasledujicimi vlast-

9 .
nostami:
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1. Ak pre cenu akcie S; v case t € [0, 7] plati S < S¢(t), potom V(S,t) > max(S —
E,0). Z toho vyplyva, ze americku call opciu budeme nad’alej drzat, nakolko jej
hodnota je vyssia ako pay-off diagram opcie. Na zaistenie portfélia pouzijeme
Black-Scholesov model, a teda pre 0 <t < T a S < S¢(t) plati Black-Scholesova

rovnica.

2. Ak pre cenu akcie S; v ¢ase t € [0,T] plati S>S(t), potom V*(S,t) = max(S —
E,0). V tomto pripade americki call opciu uplatnime, nakolko jej hodnota je
zhodna s pay-off diagramom. Black-Scholesov model tu narozdiel od prvého

pripadu zlyhava.

Ulohou je teda néjst funkciu V' = V(S t) spolu s funkciou Sy : [0, T]—R opisujicu
hranicu predcasného uplatnenia americkej call opcie tak, aby boli splnené nasledujtice

podmienky:*

1. Funkcia V(5,t) je rieSsenim Black-Scholesovej parcidlnej diferencidlnej rovnice

oV ov 1 o*V
sV L gl B.1
at—l—(r )588+205852 rV =0, (B.1)

na ¢asovo premenlivej oblasti 0 <t < T a0 < S < Sf(t).

2. Terminalova podmienka pre call opciu je v tvare:

V(S,T) =max(S — E,0) (B.2)

3. Okrajové podmienky pre riesenie americkej call opcie st v tvare:

VO.0=0, V(S0) =50~ B SL(Si0.0=1 (B

pre krajné hodnoty ceny akcie S =0 a S = S¢(t).

Poznamenajme este, Ze posledné dve okrajové podmienky z (B.3) zarucuju spojitost a
C* hladkost funkcie V(S,t) v bode S = S;(t) na volnej hranici S = S;(t), pre kazdé
0<t<T.

4Uloha s voInou hranicou pre ocefiovanie americkej call opcie.
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