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Abstrakt

V jednofaktorovych modeloch urokovych mier sa predpokladd, ze okamzita urokova miera
je charakterizovana pomocou stochastickej diferencialnej rovnice. Tato praca je venovana
jednofaktorovému modelu Chan-Karolyi-Longstaff-Sandersovho typu (CKLS). Tento
model bol navrhnuty ako zov§eobecnenie viacerych modelov svojej triedy a predpokladaju
sa v lom nekonStantné volatility imerné mocnine kratkodobej tirokovej miery. Nakol'ko
presné rieSenie parcidlnej diferencidlnej rovnice pre cenu dlhopisu vo vSeobecnom CKLS
modeli nie je zname pouzivame analyticki aproximaénti formulu podla ¢lanku
B. Stehlikovej o aproximacii ceny dlhopisu na zdklade Vasickovho modelu. Podla tejto
aproximacie navrhneme metddu, ktorou na zaklade pozorovanych vynosovych kriviek
odhadneme parametre CKLS modelu ako aj priebeh okamzitej Grokovej miery, ktoru
povazujeme za nepozorovatelnu veliCinu. Postup kalibrdcie modelu testujeme

na simulovanych a realnych datach.

KPucové slova: arokova miera, jednofaktorové modely, CKLS model, Vasickov model,

CIR model, analytickd aproximadcia, kalibracia
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Abstract

One-factor interest rate models assume that short-rate is characterized by stochastic
differential equation. We study the one-factor Chan-Karolyi-Longstaff-Sanders model
(CKLS). This model was designed as generalization of models of a certain class and
assumed non-constant volatility which is proportional to power of short-rate. Because
exact solution of partial differential equation for the bond price based on the general CKLS
model is not known we use analytic approximation formula according to article
Approximation formula for the bond price based on the Vasicek model written by B.
Stehlikova. According to this approximation we designed method which, based on the
observed yield curves, estimates parameters of CKLS model and the evolution of short-rate
that we consider to be an unobservable We tested variable. the calibration procedure on

simulated and real data.

Keywords: interest rate, one-factor models, CKLS model, Vasicek model, CIR model,

analytic approximation, calibration.
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Uvod

V sucasnom svete financnych trhov sa dnes len tazko zaobideme bez vyuzitia
matematiky a jej aplikovania do vypoctovych algoritmov. Medzi jedny z najCastejSich
oblasti skimanych na finanénych trhoch je vyvoj trokovych mier. Modelovanim
urokovych mier sa dnes vo velkej miere zaobera finan¢na matematika, nakol’ko spravne
ocenenie l'ubovolného finanéného aktiva sa zaklada na informacii o hodnote urokovej
miery.

Opisanie dynamiky okamzitej trokovej miery ako teoreticky zaciatok vynosovej
krivky mézeme povazovat' za zékladny stavebny kamen modelovania urokovych mier.
Podl'a toho, aky model na opisanie tejto dynamiky zvolime, dostaneme aj mnozinu
vynosovych kriviek. Modely trokovych mier su definované stochastickou diferencidlnou
rovnicou. Pocet tychto stochastickych diferencidlnych rovnic ndm urcéuje o kolko
faktorovy model sa jedna. Ak je napriklad model definovany jednou stochastickou
diferencidlnou rovnicou, hovorime o jednofaktorovmom modeli, ak dvomi tak
0 dvojfaktorovom modeli. V naSej praci sa budeme zaoberat’ jednofaktorovym modelom
Chan-Karolyi-Longstaff-Sandersovho typu (CKLS). Tento model bol navrhnuty ako
zovSeobecnenie viacerych modelov svojej triedy, do ktorej patri aj Vasickov model
S konStantnou volatilitou uUrokovych mier a CIR model s nekonStantnou volatilitou
umernou druhej odmocnine kratkodobej urokovej miery. CKLS model predpoklada
nekonstantné volatility imerné mocnine kratkodobej tirokovej miery. Na zaklade ¢lanku
B. Stehlikovej o aproximacii ceny dlhopisu na zaklade Vasi¢kovho modelu. Navrhneme
metodu, ktorou na zaklade pozorovanych vynosovych kriviek odhadneme parametre CKLS
modelu a priebeh okamzitej irokovej miery.

Pracu sme rozdelili na pat kapitol, ktoré sa delia do dvoch casti. Do prvej Casti
patria prvé tri kapitoly a tvoria teoreticky zaklad pre druhu cast. Prva kapitola definuje
zékladné pojmy, ako dlhopis, vynosova krivka, ¢asova Struktura irokovych mier. V druhej
definujeme zakladné pojmy stochastického kalkulu, ktoré¢ st kl'icom k modelovaniu
procesov urokovych mier. V tretej kapitole urobime prehlad znamych modelov
opisujucich okamzitu urokovu mieru, ako aj ich zovseobecnenie v podobe modelu CKLS.

Dalej vysvetlime spdsob ocefiovania derivatov trokovej miery. Na zaver kapitoly



ukazeme prehlad aproximacii rieSenia pre model CKLS a vlastnosti ¢o s nimi suvisia.
Stvrta kapitola sa venuje kalibracii modelu CKLS. Navrhujeme v nej algoritmy na zaklade
aproximacnej formuly, ktorych efektivnost’ testujeme na simulovanych datach. Vysledky
zo simulovanych dat v poslednej piatej kapitole zhrnieme a aplikujeme na realne trhové

data, t.j. urokové sadzby na medzibankovom trhu.



Kapitola 1

Zékladné poymy

V tejto kapitole definujeme dlhopis ako derivat trokovej miery. Vysvetlime pojem
vynosovej krivky a okamzitej urokovej miery, S ktorymi budeme v praci d’alej pracovat.
Podrobnejsie informacie k témam tejto kapitoly je mozné najst’ v knihach [7], [8], [9] a

[15], z ktorych tato kapitola vychadza.

1.1 Dlhopis ako derivat tirokovej miery

Derivaty odvodené od urokovych mier su v poslednych rokoch obchodované
na finan¢nych trhoch po celom svete. Medzi najzname;jsSie derivaty patria dlhopisy, swapy,

capy, floory a d’alsie. V tejto praci sa budeme bliZsie zaoberat’ dlhopismi.

Dlhopis je dohoda, v ktorej sa emitent (predavajuci) zavizuje kupujucemu, ze mu
V pevne stanovenom ¢ase vyplati vopred stanovenu sumu. AK naviac emitent kupujucemu
pravidelne vyplaca v dohodnutych obdobiach urok (tzv. kupon), nazyvame tento dlhopis
kupénovy. Ak kupon vyplacany nie je, hovorime o bezkupénovom dlhopise. Nakol'ko
pod kuponovym dlhopisom sa da rozumiet’ portfolio bezkuponovych dlhopisov, budeme sa
d’alej zaoberat’ len bezkuponovymi dlhopismi (angl. zero-coupon bonds). Dlhopis je
zakladnym finanénym ndastrojom pouzivanym firmami alebo vlddami na navySenie
kapitalu, pricom vopred vyplatend prémia kupujicim moze byt povazovana za pdzicku
emitentovi. Dlhopisy st obvykle emitované (vypisované) verejne a predavané roznym
investorom. Nominalna hodnota dlhopisu sa nazyva par value a predstavuje hodnotu
dlhopisu, ktora musi byt vyplatena v Case vyprsania dlhopisu. Tento Cas sa nazyva
maturita (angl. maturity date). Maturita dlhopisu je teda uréeny datum, v ktorom

nominalna hodnota dlhopisu musi byt’ vyplatena.



Ozna¢me cenu bezkupdnového dlhopisu ako P(t,T) v Case t<T, pricom v Case

T je nominalna hodnota dlhopisu P(T,T)=1, d'alej pre jednoduchost’ budeme uvazovat

len takyto dlhopis. Pre blizsi vypocet ceny dlhopisu musime najskor definovat’ niektoré

pojmy, ktoré budeme vyuzivat'.
1.2 Vynosove krivky

Aby sme vedeli hovorit o modeloch urokovych mier, musime definovat’ pojmy
ako vynos do doby splatnosti (angl. yield to maturity), vynosova krivka (angl. yield curve),
Casova S$truktira urokovych mier (angl. term structure of interest rate), forwardova
urokova miera (angl. forward rate) a okamzita rokova miera (angl. spot rate alebo short

rate). Na zaver tejto Casti sa vratime k vypoctu ceny dlhopisu.
Nech P(t,T) urcuje cenu bezkuponového dlhopisu v ¢ase t s maturitou v ¢ase T .

Trhové ceny P(t,T) ukazuji trhové odakavania na Grokov mieru v budtcnosti. ¥ynos do

doby splatnosti R(t,T) je definovany nasledovne:

R(t,T):-Titln(P(t,T)), (1.1)

ako vnitorna miera vynosnosti dlhopisu v Case t. Vynosovd krivka je graf R(t,T) od T

ktor¢ho priklad moéZzeme vidiet na obrazku 1.1. Zavislost vynosovej krivky od Casu

do maturity T —t sa nazyva casova Struktiira urokovych mier.

Obr.1.1: Vynosova krivka centralnych Statnych dlhopisov eurozony zo dia 10.2.2012 EUR
podla [17]



Graf P(t,T) Vv zavislosti od maturity T je podl'a knihy [7] nevyhnutne klesajuca krivka,

dlhopisy s dlhsou maturitou maja vzdy nizsiu cenu. Avsak, vynosovda krivka (graf zavislosti
R (t,T) od T ) mdze byt rastica alebo klesajuca krivka, co odhal'uje priemernti navratnost’

dlhopisu. Ztoho dbévodu vynosové krivky poskytuji viac vizualnych informacii

Vv porovnani s Krivkami cien dlhopisov.

Vynosova krivka

Vynosova krivka
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Obr. 1.2: Vynosové krivky centralnych Statnych dlhopisov eurozony za obdobie
0d 4.1.2010 do 9.3.2012, vlavo T =1, vpravo T =5 (ukazka z realnych dat z [17])

Dalej uvazujme cenu forwardového kontraktu v ¢ase t, kde drzitel' suhlasi s nakupom

v neskorSom case ako T, jeden bezkupodnovy dlhopis s maturitou T, >T,. Cena forwardu

podl'a knihy [8] bude P(t,T,)/P(t,T,).

Prirodzene forward rate f(t,T,,T,) v Case t pre periodu medzi T, a T, bude savisiet

s cenami bezkuponovych dlhopisov s maturitami T, a T, . Definujeme ju:

1 P(t,T,)
f(t,Tl,TZ)—TZ = In(P(t,Tl)J' (1.2)

Okamzita forward rate v ¢ase t pre dlhopis s maturitou v ¢ase T je definovana ako

F(uT)= im In(P(t,T))_Lr_‘r(P(t,T +aT)) P(tl,T)Z_'IF')(t’T)' (13)

Integrovanim s ohl'adom na T , cena dlhopisu P(t,T) sa dé4 vyjadrit



P(t,T)=exp[—.Tt[F(t,u)du]. (1.4)

Okrem toho z rovnosti (1.1) a (1.3) m6Zeme vyjadrit’ nasledovne

F (t,T)zﬁiT[R(t,T)(T )] =R(LT)+(T _t)aiTR(t,T), (15)

alebo ekvivalentne,

T

R(t,T):%jF(t,u)du. (1.6)

t

Rovnosti (1.4) a (1.6) ukazuji, ze cena alebo vynos dlhopisu mozno spitne ziskat

z vedomosti o ¢asovej Struktare forward rate. Z (1.5) mézeme odvodit’, Zze krivka forward

rate (graf zavislosti F(t,T) od T) bude nad vynosovou krivkou ak vynosovd krivka rastie

a ak klesa bude pod nou.

Pomocou vynosov do doby splatnosti a okamzitej forward rate moézeme definovat’ okamZitu

urokovi mieru r(t) ako

r(t)=limR(t,T)=R(t,t)=F (t,1). 1.7)

Tt

EONIA EONIA

[kamzita urokova miera
[Okamzita urokova miera

0 50 00 B 0 Zm1 o 0 100 B0 00 750
41.2009-3112.2003 3120113112201

Obr.1.3: Priebeh okamzitej tirokovej miery — vIlavo EONIA z roku 2009, vpravo EONIA
z roku 2011 podra [18]



Vypocet ceny P(t,T) bezkuponového dlhopisu je zalozeny na zdklade okamzitej

urokovej miery. RozliSujeme tri rozne situacie (podla [9] sa da realizovat):
a) Okamzita urokova miera je deterministickou konstantou r >0.

V tomto pripade, by P (t,T) malo spifiat’ rovnicu:

e "IP(L,T)=P(T,T)=1 (1.8)
z ktorej vyplyva:

P(t,T)=e """, 0<t<T. (1.9)
b) Okamzita Girokova miera je deterministickou funkciou (T, )te]& zavislou od Casu.

V tomto pripade:

T
—I r,ds

P(t,T)=e® ,0<t<T. (1.10)

c) Okamzita urokova miera je stochasticky proces (T,

)te]R+ . Takyto pripad moZzeme
vidiet’ na obrazku 1.2, ktory zobrazuje redlne data. V tomto pripade sa cena neda
vyjadrit’ tak jednoducho ako v predchadzajucich dvoch pripadoch, ale je potrebna

zlozitejsia teoria. Touto tedriou sa budeme zaoberat’ v nasledujucich kapitolach.



Kapitola 2

Stochasticky kalkulus

V tejto kapitole definujeme zakladné pojmy stochastického kalkulu, ktoré st
klI'icom k modelovaniu procesov urokovych mier. Pre jednoduchost spomenieme iba
zakladné definicie a vety bez dokazov a odvodeni. PodrobnejSie informacie o tejto téme
moze Citatel' najst’ napriklad v knihach [2], [7], [8], [9], [15], ktoré sluzili ako podklad
k tejto kapitole.

2.1 Brownov pohyb a Wienerov proces

Na popisanie stochastického vyvoja ceny aktiva sa pouziva Wienerov proces, ktory
je Specidlnym pripadom Brownovho pohybu. Na definovanie Wienerovho procesu musime

najprv definovat, ¢o je stochasticky proces vo vSeobecnosti.

Nech (Q, F,P) je pravdepodobnostny priestor, kde F je o - algebra meratelnych

mnozin na mnozine ) a P je pravdepodobnostna miera na mnozine Q. Pomocou neho

modzeme napisat’ definiciu stochastického procesu podla [8]:

Definicia 2.1.1. Stochasticky proces je subor nahodnych premennych X = {Xt ;0<t< oo}

na pravdepodobnostnom priestore (€, F,P) s hodnotami v R®. Pre kazdé t je
w— X (0);0eQ
nahodnda premenna. Ak fixujeme w e Q, dostavame funkciu

t— X, (@);0<t <o,



ktord sa nazyva trajektoria X priradend o .

Nasledne m6zeme definovat’ Brownov pohyb podrla [9]:

Definicia 2.1.2. Brownov pohyb je stochasticky proces (W,), _, taky, ze

1. W, =0 takmer iste,
2. Trajektorie t > W, su (takmer iste) spojité.
3. Pre vietky konecné delenia ty<t <...<t,, <t casového intervalu [t,t.], si

prirastky
Vvtl _Vvto ’Vvtz _Vvtl e ’Vvtn _Vvtn-1
nezavisle.
4. Pre lubovolné casy 0<s<t je W,-W, normalne rozdelend nahodna premennda

so strednou hodnotou nula a disperziou t—s.
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Obr.2.1: Realizacie Wienerovho a Brownovho pohybus #=0

Poznamenajme, Ze v niektorej literatire (napriklad kniha [15]) sa pod pojmom

Brownov pohyb mysli proces X, = ut+oW,, kde u,o st konstanty, o >0. Proces W,

Z definicie sa potom nazyva Wienerov proces. V tejto praci vSak budeme vyuzivat iba

Wienerov proces ako je uvedeny v definicii 2.1.2 a budeme ho znacit' W, . V d’alSom texte
budeme znadit {X(t),t> O} =(X,), - Realizacie Brownovho pohybu s parametrom

4 =0 su zobrazené na obrazku 2.1. Na 'avom obrazku je Wienerov proces a na pravom je

Brownov pohyb s parametrami o=0.25,0=1,0=2.5. Z obrazku mézeme vidiet, ze



pridanim parametra o, t. j. vynasobenim Wienerovho procesu konsStantou o, sa zmenil
charakter fluktudcii procesu. Pricom plati, ¢im mensia hodnota o, tym mensie kmitanie.
Brownov pohyb {X (t),t> O} podla [15] mdZeme analyzovat aj z hladiska

prirastkov, ktoré mézeme vyjadrit’ v tvare totalneho diferencialu

dX (t) = pdt + odw(t), (2.1)

kde {W(t) > O} je Wienerov proces. Rovnicu (2.1) nazyvame stochastickd diferencidlna

rovnica.
2.2 Itova lema

Itova lema je vo finan¢nej matematike jednou z najdolezitejSich. Predstavuje
zakladny kamen k analyze stochastickych diferencidlnych rovnic adava odpoved

na otazku, ¢i je mozné zostavit' stochasticktl diferencialnu rovnicu z 'ubovolnej hladkej

funkcie f(x,t), pricom premenna X je rieSenim zadanej stochastickej diferencialne;

rovnice. My vyuzijeme Itévu lemu v d’al$ej kapitole, kde pomocou nej odvodime parcialnu
diferencialnu rovnicu ceny dlhopisu vo vSeobecnom modeli okamzitej trokovej miery.

Itova lema podrla [15] znie nasledovne:

Lema 2.2.1. Nech f (X,t) je hladka funkcia dvoch premennych, pricom premenna X je

rieSenim stochastickej diferencialnej rovnice
dx = u(x,t)dt+o(x,t)dw,

kde W je Wienerov proces. Potom prvy diferencial funkcie t je dany vztahom

Daésledkom coho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidalnej rovnici

2
df =[%+y(x,t)%+%az(x,t)zxz jdt+a(x,t)%dw.

10



Kapitola 3

CKLS model a aproximacia ceny dlhopisu

V tejto kapitole si uvedieme niekol’ko znamych modelov opisujucich okamzith
trokovii mieru, ako aj ich zov§eobecnenie v podobe modelu CKLS. Dalej vysvetlime
spOsob oceniovania derivatov Urokovej miery a ukdzeme, ako v niektorych pripadoch
explicitne vypocitat cenu dlhopisu. Na zaver kapitoly ukédzeme aproximdcie rieSenia
pre model CKLS (v ktorom vo v§eobecnosti explicitné rieSenie nie je zname) a vlastnosti

suvisiace s touto aproximaciou.

3.1 Modely okamzitej urokovej miery a CKLS model

Modely, ktorymi sa budeme zaoberat’, patria medzi tzv. jednofaktorové modely.
V jednofaktorovych modeloch sa vo vSeobecnosti predpokladd, Ze okamZit4 urokova miera
r je charakterizovana pomocou stochastickej diferencidlnej rovnice, ktora médze mat

VO vSeobecnosti tvar
dr = u(t,r)dt+o(t,r)dw. (3.1)

Tato stochastickl diferencidlnu rovnicu (3.1) mozZeme rozdelit’ na deterministickd Cast’
procesu dr = (t,r)dt, ktord uréuje trend (alebo drift) vo vyvoji urokovej miery a
volatilitu U(t,l’), ktora urCuje charakter ndhodnych fluktuacii Grokovej miery v okoli

trendovej, t.j. deterministickej zlozky.

Funkcia ,u(t, r) sa casto voli tak, aby modelovala konvergencie Urokovej miery
v urcitej rovnovaznej hodnote. Stochastické procesy, ktorych deterministicka cast' je

vo forme u(t,r)=x(6-r), sa zvykna oznaCovat ako mean reversion procesy. Zapis
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takejto driftovej funkcie ,u(t,l’) je uvadzany pomocou roznych parametrizacii. V tejto

kapitole budeme vychadzat’ z knihy [8], kde driftova funkcia nadobtida vSeobecny tvar

u(t,r)=x(0-r), kde x,6 su kladné konstanty. Parameter 6 nazyvame limitnou

urokovou mierou a parameter x urcuje rychlost’ navratu k limitnej urokovej miere. To sa

da l'ahko ukézat’ nasledovne:
dE(r)=E(dr)=x(0-E(r))dt+E(c(t,r)dw)=x(6-E(r,))dt.  (3.2)
Z rovnice (3.2) potom dostavame diferencialnu rovnicu

SE(R)=x(0-E(n)). (3.3)

Ked'ze G(t,r) je hodnota volatility v ¢ase t a dw je prirastok Wienerovho procesu
naintervale (t,t+dt) (vyplyva to z konstrukcie Itovho integralu, pozri napr. [15]), tieto
dve veliiny st nezavislé ateda plati E(O'(t,l‘)dw)zo. Potom rieSenie diferencialnej

rovnice (3.3) ma tvar
E(r)=0+(E(r,)-0)e™. (3.4)

To ale znamena, ze liME(r)=60 a x urSuje rychlost konvergencie k tejto limitnej

t—w

hodnote.

Mean reversion procesy vytvaraju skupinu modelov okamzitej urokovej miery,

ktoré sa lisia v tvare funkcie volatility o(t,r). Podl'a roznych tvarov funkcie volatility

budeme v nasledovnom texte rozliSovat' jednotlivé modely patriace do tejto skupiny.

Medzi historicky prvé a najjednoduchsie modely vyvoja okamzitej Girokovej miery patri

Vasickov model, pri ktorom uvazujeme konstantnu volatilitu O'(t, I’) =o,t].
dr =x(6-r)dt+odw. (3.5)

Takyto proces sa nazyva aj Ornstein-Uhlenbeckov mean reversion proces. Jeho nevyhodou

je, Ze pripusta zadporné hodnoty okamzitej irokovej miery r.
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Aby bola moznost’ zapornosti okamzitych trokovych mier odstranend, bol vymysleny
novy model. V tomto modeli uz volatilitu nevolime kontantnu, ale o (t,r)=o+'r . Tento

model sa nazyva tzv. Cox-Ingersoll-Rossov model (skratene CIR model). V fiom sa teda

urokova miera modeluje stochastickou diferencialnou rovnicou
dr = x(6—r)dt+ordw. (3.6)

Volba volatility v tvare odmocniny z r znamena, Ze pri malych hodnotach urokovej miery
je volatilita mala a pri nulovej hodnote je aj volatilita nulova. Ak je r =0, d’al§i vyvoj je
urCeny driftom ,u(t,l’)zlc(ﬁ—r), ktory je vzhladom na konStanty pre r =0kladny,
¢o znamena, Ze sa Urokova miera zvySi a nadobudne kladnu hodnotu. Stochastickému
procesu pre vyvoj nahodnej veliCiny, ktory ma tvar (3.6), hovorime aj Besselov

odmocninovy proces.

Zovseobecnenim uvedenych dvoch modelov je popularny model navrhnuty Chan, Karolyi,

Longstaff a Sandersom. Ma tvar
dr =x(6—r)dt+or’dw, (3.7)

kde »>0 je konStanta. Skratene ho budeme oznacovat ako CKLS model. Lahko

nahliadnut, Ze pri volbe y =0dostaneme Vasickov model a pri vol'be y =0.5 dostaneme

CIR model.
Model Stochasticka diferencialna rovnica pre r
Dothan (1978) dr =ordw
Brennan-Schwarz (1979) dr = K(g_ r)dt +ordw
Cox-Ross (1976) dr = prdt + or’dw
Cox-Ingersoll-Ross s variabilnou sadzbou 3
dr =or?dw
(1980)
Ho&L ee (1986) dr =6(t)dt+odw

Tab. 3.1: Prehl'ad jednofaktorovych modelov

V tabul’ke 3.1 uvadzame d’alSie jednofaktorové modely okamzitej irokovej miery v tvare

(3.7) a model Ho&Lee, ktorého drift nie je v tvare Mean reversion procesu, ale v tvare
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vSeobecnej deterministickej funkcie Q(t). Tymto sa da dosiahnut zhoda teoreticke;j

vynosovej krivky s redlnou vynosovou krivkou, ktorti dnes pozorujeme na trhu (pozri

[17]).
3.2 Jednofaktorovy rovnovazny model ocenenia derivatov

Jednofaktorovy rovnovazny model vychadza z opisu okamzitej urokovej miery r,
ktora sluzi ako podkladové aktivum pre jej derivat - bezkuponovy dlhopis. Pre vyvoj r

budeme uvazovat’ v§eobecny jednofaktorovy model (3.1), t.].

dr = u(t,r)dt+o(t,r)dw.

Ak ozna¢ime cenu dlhopisu s maturitou T ako P =P(r,t;T), kde tato cena zavisi od ¢asu

t aod okamzitej urokovej miery r, potom zItéovej lemy v kapitole 2 dostavame

nasledovnu stochastickt diferencidlnu rovnicu pre P :

2 2
=[PP TP 5P g, (3.8)
ot or 2 or or

Tuto stochasticku diferencialnu rovnicu prepiSeme do tvaru:

dP

F:/JB(r,t)dt'FO'B(r,t)dW. (39)
kde
1( 0P oP &% 0%P 1 oP
t)==| —+u—+——1|, t)==—0c—. 3.10
#a (r1) P(&t+ﬂ8r+ 2 6r2] o (r)=505 (3.10)

Nasledne zostrojime portfolio, ktoré sa bude skladat’ z dvoch r6znych typov (alebo druhov)

dlhopisov. Kupime dlhopisy v celkovej hodnote V, s maturitou T, apredame dlhopisy

v hodnote V, s maturitou T, . Hodnotu portfolia oznac¢ime 7, bude vyzerat’ nasledovne:
z=V,-V,. (3.11)
V sulade so vzt'ahom (3.9) je zmena hodnoty portfélia dz dana ako
d7z =[ Vot (1, T,) =Vt (1,4,T,) |dt +[ Vio (1,8, T, ) = V,0 (1,1, T, ) Jdw. (3.12)
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Zvol'me V, a 'V, v tvare:

vo—oe(tT) oy w(tl) g
' O'B(r,t,TZ)—O'B(I’,t,Tl) 2 O'B(r,t,Tz)—O'B(r,t,Tl)

Potom nam stochasticky ¢len v rovnici (3.12) zmizne. Vznikne teda bezrizikové portfolio,

ktoré ma iba deterministickt ¢ast’

Uy (I’,t,Tl)O'B (r,t,Tz)—,uB (r,t,TZ)GB (r,t,Tl)
og(rtT,)—og(r,t,T)

dr=nx dt. (3.14)

Aby nedoslo k arbitrazi, vynos takéhoto portfélia sa musi rovnat’ okamzitej bezrizikovej

urokovej miere r,t.j. dz =rzdt. Teda podl'a (3.14):

=Ir. 3.15
oy (MUT,)— 0 (T4 T,) S (3:15)

Po upravach ziskame vzt'ah:

tg (1,6, T)—r (1) _ Mg (r,t,T,)-r(t)
JB(r,t,Tl) JB(r,t,T2) '

(3.16)

Vyssie uvedeny vztah (3.16) je platny pre I'ubovolné maturity T, a T,, preto zlomok

ts (6, T)—r(t)
og(rtT)

musi byt nezavisly od maturity T . M6Zeme teda definovat’ funkciu

(Nt T)—rP(r,t,T)
A== o(rtT)

(3.17)

kde T je Tubovolnd maturita. Tato funkcia A(r,t) sa nazgyva trhovd cena rizika,
nakol’ko vyjadruje ocakdvany nérast vynosu dlhopisu na jednotku rizika. Ak dosadime

funkcie ,uB(I’,t) a GB(r,t) z (3.10) do vztahu (3.17) dostavame hl'adanti parcialnu

diferencialnu rovnicu pre cenu dlhopisu P ( r, t,T) :

oP P o®(r,t)o%P
E+(,u(r,t)—i(r,t)a(t,r))EJr#?—rP=0. (3.18)

15



Funkcia P(r,t,T) musi spiﬁat’ koncovu podmienku P(I’,T,T)zl pre kazdé r >0. Teda

vV okamihu splatnosti je hodnota dlhopisu rovna jednotke ato bez ohl'adu na okamzita
urokovil mieru. AK mame teda proces r opisany jednou stochastickou diferencialnou
rovnicou a trhovu cenu rizika $pecifikovanu, hodnotu dlhopisu mézeme ziskat’ rieSenim

rovnice (3.18).
3.3 Princip zmeny miery

Stochasticku diferencialnu rovnicu pre popis okamzitej urokovej miery mdzeme
zapisat’ dvomi zékladnymi spdsobmi. Prvy z nich sme pouzivali doteraz aje to zdpis
Vv redlnej pravdepodobnostnej miere. Jeho vyhodou je moznost’ porovnat’ vlastnosti procesu
S pozorovanymi datami. Pri oceniovani derivatov je vSak casto vyhodnejSie pouzivat
vyjadrenie v rizikovo neutralnej pravdepodobnostnej miere. Popisanic zmeny miery je
vSak pomerne zloZzité, preto sa obmedzime len na struéné popisanie zmeny miery v zapise
okamzitej urokovej miery. PodrobnejSie sa tejto problematike venuje kniha [8], z ktorej

v tejto podkapitole vychadzame.

Zmenu miery V zapise okamzitej urokovej miery mdzeme velmi zjednoduSene
popisat’ ako prechod od vychyleného Wienerovho procesu v realnej pravdepodobnostne;j
miere P ku Standardnému Wienerovmu procesu (pozri definiciu 2.1.2). Uved'me vetu

podrla [8] :

Veta 3.3.1. (Girsanova veta) Nech W, (w), 0<t<T, je Brownov pohyb na (Q,F,P).

Nech 7, (w) je R — adaptovany proces, pre ktory

1t ,
E.| exp E_[%dt <00,
0

Potom existuje miera Q na (€, F) takd, Ze

() Q~P
(ii) Z—S(W) = exp(—j;;/t (w)dw, (W)—%l.;/f (w) dtj

(i) W, (w) =W, (w)+ [, (w)ds
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Podl'a Girsanovej vety 3.3.1 plati:
dW=dw+A(r)dt alebo dw=dWw+A(r)dt, (3.19)

kde rizikovo neutralna pravdepodobnostna miera je oznacena vinovkou. Rovnicu pre vyvoj

okamzitej urokovej miery v CKLS modeli dr =x(6@—r)dt+or”dw, ktora je definovana

Vv realnej pravdepodobnostnej miere P, moéZzeme potom prepisat’ na tvar v rizikovo

neutralnej pravdepodobnostnej miere Q nasledovne
dr =(x(0-r)-A(r)or’)dt+or’dw. (3.20)

Vsimnite si, ze volatilita zostala rovnaka a drift sa presne rovna koeficientu pri parcialne;j

derivacii oP/or v rovnici (3.18) pre cenu dlhopisu.

Standardnou volbou trhovej ceny rizika vo Vasi¢kovom modeli je ﬂ(r,t)sl

av CIR modeli A(r,t)= ANr | pozri [15]. V rizikovo neutrélnej miere potom pre Vagickov

model dostdvame
dr =(x(6-r)—Ac)dt+odw. (3.21)
Analogicky pre CIR model
dr =(x(0-r)-Aor)dt+o~raw. (3.22)
V oboch pripadoch mézeme stochastickt diferencialnu rovnicu (3.20) upravit’ na tvar
dr =(&+ Br)dt+ordw, (3.23)

pricom vo Vagitkovom modeli @=x0-Ac, B=-x avCIR modeli a=x«b,

f=—«—Ac. Uvedené trhové ceny rizika teda vedi k linearnemu driftu v rizikovo

neutralnej miere. V d’alSom texte pre vicSiu prehladnost pouzijeme zapis v rizikovo

neutralnej miere bez vinoviek.
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3.4 Aproximacna formula pre CKLS model

Predpokladajme, ze vyvoj okamzitej urokovej miery r V rizikovo neutralnej miere je dany
stochastickou diferencialnou rovnicou dr=(a+ fr)dt+or’dw. Pripomefime, Ze ide

0 zovSeobecnenie Vasi¢kovho a CIR modelu. Cena P bezkupoénového dlhopisu s ¢asom
do doby splatnosti 7=T —t, ked sG¢asna uroven okamzitej trokovej miery je r, je
rieSenim parcidlnej diferencidlnej rovnice vyplyvajlicej z (3.18) a vztahu medzi redlnymi
a rizikovo neutrdlnymi parametrami:
2,2y A2
oP oP Lor o0°P (0,00),

——+(a+pr)— —-rP=0,r>0, ¢

or ar 2 or? (3:24)

pricom je splnend pociatocnd podmienka P(O, r) =1 pre vsetky r>0. V pripade
Vasi¢kovho modelu, kedy by sa v (3.24) rovnalo y =0 ma tato parcialna a diferencialna

rovnica riesenie P,__, ktoré vieme vyjadrit’ v tzv. uzavretej forme nasledovne (pozri [12])

vas ?

2 _ bt 2 _ Bt
NP, (r.r)= [Z+C’2J(1 ¢ +T]+"3(1—eﬂf)2+1ﬁe r. (3.25)

B 2B B 4p

Teraz mézeme predstavit’ aproximaciu rieSenia parcialnej diferencialnej rovnice (3.24)

podla ¢lanku [4]. Autori navrhuji hladanu aproximéciu P, pre presné rieSenie P,

rovnice (3.24) v tvare:
InP,,(z,r)= [—rB+%(r—B)+( 27+qz')4;{82 ;( _B)j

—q 8?2 (BZ (2ﬂf—1)—28[21—%j+ 27° —%ﬂ

=)
B

(3.26)

kde q(r)=y(2y-1) o™ + 2)r”* (a+ pr) a B(r) =

Chyba, ktora vznika tymto analytickym aproximacnym rieSenim, je uvedena v ¢lanku [11]

formou vety:
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Veta 3.4.2: Nech P, je analytické aproximacné rieSenie dané (3.26) a P, je presnd cena

dlhopisu dana ako riesenie parcidlnej diferencialnej rovnice (3.24). Potom
NP, (7.r)-InP, (z,r)=c,(r)z° +o(z°),

ak 7 —> 0", kde

cs(r)= —% yr? 0l A yrt —8r77 0" + 2B (1-5y + 6)7 ) Vo

+20° (27 -1)r* +o'r¥ (2;/—1)2 (47 -3)
w2ar(B(-1+47)r*+(27-1)(3y -2)r"o?) |.

Dokaz tejto vety mozeme najst’ v knihe [4] alebo ¢lanku [11]. Analytické aproximacéné
rieSenie (3.26) je naviac porovnavané s numerickym rieSenim, pricom Sa medzi nimi
dosahuje rozdiel radovo 107", V tomto ¢lanku je aproximdcia (3.26) navy$e vylepsend,

kvoli zlozitosti zapisu vSak toto spresnenie uvadzat nebudeme. Pri vylepSenej aproximacii

sa rozdiel medzi presnym rieSenim a touto aproximaciou meni na 0 (16) :

V ¢lanku [12], na ktory bude tato praca d’alej nadvdzovat, sa uvazuje aproximacia

ceny dlhopisu v CKLS modeli P, ziskana substiticiou volatility or” za o Vv rieSeni R,

vas

Vasickovho modelu z (3.25), t.].

InP, (z,r)= (%+ 622;; j(l—ﬂeﬂf +rj+ i:;y (1-e” )2 +1_ﬂeﬁr r.  (327)

Pre tuto aproximaciu je v [12] odvodeny nasledovny odhad chyby

Veta 3.4.3: Nech B, je aproximacné rieSenie (3.27) a B, je presné rieSenie parcidlnej

diferencialnej rovnice (3.24). Potom
InP, (z,r)-InP, (z,r)=c,(r)z* +o(z*),

ako 7 — 0" kde

c,(r)= —iyr”zaz [2r (a+pr)+(2y-1)r¥7c? |.
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Dosledok 3.4.4: Z vety 3.4.3 vyplyva

1. Relativna chyba v P je dand ako

P (r,r)—P (r,r)

ap ex

XEn) :c4(r)r4+o(r4) ak 7 —>0";

2. Chyba vo vynosovych krivkach méze byt vyjadrend ako
R, (T, r)— R, (T, r) =—C, (r)z'3 +0(73) ak 7 > 0".

Dékaz (podla [12]): K dokazaniu prvej Casti dosledku vyuZijeme vztah z Vety 3.4.3

InP, (z,r)-InP, (z,r)=c,(r)z* +0(r4). S vyuzitim vlastnosti logaritmu a naslednym

rozpisanim do Taylorovho polynému dostavame P, /P, = e " () =1+c,(r)c* + 0(14)
apreto bod jedna plati. Druhy bod bezprostredne vyplyva zo vztahu
R(z,r)=-InP(z,r)/z spomenutom v prvej kapitole (1.4).

Dokaz vety 3.4.3 moze Citatel’ najst’ strucne napisany napriklad v ¢lanku [12].
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Kapitola 4

Kalibracia jednofaktorového CKLS modelu

a odhadovanie okamzitej irokovej miery

Prva cast’ tejto kapitoly venujeme vSeobecnému postupu, na ktorom méze byt
kalibracia modelov okamzitej urokovej miery zalozena. Povieme si, ako prebiehala
kalibracia v ¢lanku [12], v ktorom bola navrhnuta efektivna kalibracia CKLS modelu
pomocou analytickej aproximacie vynosovych kriviek. Okamzitd Grokova miera je ale
teoreticka veli¢ina ateda nie je pozorovatena, preto ju autori niekedy aproximuju
redlnymi kratkodobymi vynosmi. Jednou z moznosti je pouzitie hodndt overnightu (Groku
na pozicku na jeden deti) ako napriklad v praci [13]. Iny pristup bol pouzity napriklad
Vv praci [3], kde sa okamzita Girokova miera aproximuje jednomesaénymi vynosmi. Vyznam
okamzitej urokovej miery ako limity urokovych mier pre nulova splatnost je vSak
v rozpore s pouzitim jednomesa¢nych vynosov. Vznika tu aj problém s interpretidciou
splatnosti ostatnych vynosov, ak jednomesacny vynos je short rate, ¢o je potom
dvojmesacény vynos? St to dvojmesacné vynosy alebo jednomesacné? Pouzitie hodnot
overnightu vSak tieZ nie je celkom spravne, nakol’ko moéZzu byt prili§ ovplyvnené
Spekuladciami na finan¢nych trhoch. Preto budeme okamzitu urokovu mieru povaZovat
zaneznamu a budeme ju odhadovat’ spolu s parametrami modelu. Otazkou odhadovania
okamzitej Grokovej miery sa zaobera J. Halgasova v diplomovej praci [6]. Ukazala, ze
v pripade Vasickovho modelu sa da odhadovanie okamzitej urokovej miery realizovat
sucasne s odhadovanim parametrov, pricom tito uloha vedie na rieSenie systému
linearnych rovnic. Vysvetlime tento postup a ukaZeme, preco sa nedd priamo pouZit
na vSeobecnej$i CKLS model. ZvySok kapitoly je potom venovany Upravam algoritmu
anavrhom metdod na odhad short rate v CKLS modeli. Jednotlivé metody kalibracie

otestujeme na simulovanych datach a vzajomne ich porovname.
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4.1 Metody kalibracie modelu

Metody kalibracie modelov okamzitej Urokovej miery vieme vo vSeobecnosti
rozdelit podla toho, i sa zameriavaji na zhodu teoretickych a trhovych vynosovych
kriviek (napriklad uz spominany ¢lanok [12]), na Statistickd analyzu Casového radu
okamzitej urokovej miery (pozri ¢lanok [3], v ktorom bola pouzita zovSeobecnena metdda
momentov), alebo kombinaciou tychto dvoch pristupov (prikladom je napriklad praca [14],
kde sa v prvej faze minimalizovali rozdiely teoretickych a redlnych vynosov a v nasledne;j
druhej faze sa maximalizovala funkcia vierohodnosti okamzitej irokovej miery). My sa
budeme blizSie zaoberat’ metddou zalozenou na minimalizécii teoretickych a trhovych

vynosovych kriviek.

Nech R, oznaGuje vynos pre maturitu 7; (j=1...,m) ziskany v i-tom dni,

R(TJ,I‘,) vynos vypocitany pre j-tu (j=1,...,m) maturitu z; aprislu$nu okamzitt

arokovi mieru 1, (i=1...,n) ziskani v i-tom dni. @, buda oznadovat' véhy. NaSou

I
ulohou bude teraz vybrat' vhodné parametre a hodnoty okamzitej urokovej miery, ktoré

budt minimalizovat’ nasledovnu funkciu:
n

1w 2
F(a,B.0.7.1) = Za),j(R(rj,ri)—Rij) : (4.1)

i=1 j=1

Ked'ze v CKLS modeli nepozname presné rieSenie R(7.,r ), nahradime ho aproximaciou
J |

R, (T r) (podla [12]), ktorGi vypocitame pomocou vztahu (1.1) avztahu (3.27).

il
Minimalizujeme teda v tomto pripade Gcelovu funkciu:
m

F(a.p.o.7.1) ZZ%( ( Ty -) Rii)z- (4.2)

4.2 Kalibracia modelu CKLS so vstupom okamzitej urokovej

miery

V tejto Casti prace popiseme kalibraciu CKLS modelu, ktorua navrhuje autorka ¢lanku
[12]. V ¢lanku autorka ilustruje kalibraciu na jednej sade simulovanych dat. My spravime

viac simulécii a Z nich urobime priemerné hodnoty.
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Vzt'ah (3.27) vieme prepisat’ do tvaru linedrnej funkcie vzh'adom na parametre o a

(o2
InP, (z,r)=c,(z,r)+c,(z,r)a+c,(z,r)o?, (4.3)
kde
T T 2y - _ bt 2
co(r,r)zl_ﬂeﬂ r, cl(r,r)=%(l_eﬁ +rj, cz(r,r):zrﬁ2 1—ﬁeﬂ +r+%

Ak potom zoberieme parcialne derivacie Gicelovej funkcie F podla a a o apolozime

ich rovné nule, ziskame sustavu dvoch linearnych rovnic pre tieto dva parametre:

m

aznlzﬂ'zjcf +azznlzm:3'zjclcz— ZZ (c +R,Jrj) (4.42)
T

i=L j=1 T i=L j=1 7 i=1 j=1 T

n m n m n m @

DHIS IO WILTED P I
I1]1T Ilj:1Tj i=1 j:1Tj

(co+Ry7; ), (4.4b)

ij” ]

Parameter r vo funkciach c,,c,C, budeme aproximovat’ hodnotami overnightu a vahy
zvolime w; = sz podla prace Sevéovi¢a a Urbanovej Csajkovovej [14]. To znamena, Ze
pre fixovany parameter y azvoleny parameter [ vieme ziskat optimalne hodnoty o a
o’. Substituujeme tieto parametre do (4.1) a dostavame jednorozmernii optimaliza¢ni
ulohu v ktorej optimalizujeme vzhladom na f. Opakovanie vo vhodnom rozsahu

parametra ¥ nam umoziuje najst’ optimalnu hodnotu pre parameter y .

Navrhnutid metdédu kalibracie otestujeme na simulovanych datach. Vyhodou
testovania na simulovanych datach je, ze odhadnuté parametre vieme spitne skontrolovat’
so zndmymi hodnotami, pomocou ktorych sme data generovali. V naSom pripade budeme
generovat’ presné vynosové krivky CIR modelu (y=0,5) s parametrami « =0.0032,
S =-0.0555, o =0.0894 v rizikovo neutralnej miere prevzaté z prace Choi, Wirjanto [4].
Budeme uvazovat’ denné data jedného roka pre 12 réznych dob splatnosti od jedného

po dvanast’ mesiacov rovnako ako napriklad v [12]. Ako sme spomenuli vysSie, vahy
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; 2 5 A ,
zvolime @; =7;. Model budeme testovat’ pre 5 rdznych vstupnych parametrov y,

{0,0.25,0.5,0.75,1 . Nakolko nemame zarucenti konvexnost’ Gielovej funkcie vzhladom
na parameter £, preto jej optimalnu hodnotu uréujeme prehl'adavanim funkénych hodnot
ucelovej funkcie na dostato¢ne velkom intervale. Pri tychto simulaciach volime interval

<—1, 1> s dostato¢ne jemnym delenim. Kalibraciu budeme opakovat’ Styritisic krat.

4 a p o Optimalna
hodnota F
0 0,003131 -0,0550 0,01553 1,14x10°°
0,25 0,003177 -0,0555 0,03023 2,76x10°°
0,5 0,003199 -0,0555 0,08601 1,57x10°
0,75 0,003197 -0,0580 0,02614 3,03x10°
1 0,003074 -0,0585 0,01248 2,09x10™

Tab. 4.1:Priemerné hodnoty odhadov jednotlivych parametrov a priemerné optimélne

hodnoty ucelovej funkcie pre simulované data CIR modelu (» =0.5) s parametrami

a =0.0032, f=-0.0555, o0 =0.0894

Odhadnuté hodnoty parametrov modelu a optiméalna hodnota ucelovej funkcie st
zobrazené v tabul’ke 4.1. Cahko nahliadnut, Ze najlepSie odhady ako aj optimélnu hodnotu
ucelovej funkcie sme dosiahli pre » =0,5, ¢o zodpoveda generovanému CIR modelu.
Vygenerované vynosové krivky a odhadnuté vynosy pre rdozne doby splatnosti pre jednu

simuléciu st zobrazené na obrazku 4.2,
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Casova struktura urokovych mier

0.0521; T L X T L
O odhadnuta vynosova krivka 5
0.052 - -
vygenerovana vynosova krivka ©
@)
0.052 - o -
O
0.052 - -
O
, 0.052- o -
9
=
~  0.052[- e ]
0.052 |~ O -
0.052 - O -
0.052 - o -
0.052° - - : £ ‘ :
0 2 4 6 8 10 12
splatnost

Obr.4.2: Porovnanie vygenerovanej a odhadnutej ¢asovej Struktary trokovych mier

pre simulované data CIR modelu (» =0.5) s parametrami « =0.0032, g =-0.0555,
o =0.089%4

4.3 Kalibracia Vasickovho modelu bez vstupu okamzitej tirokove;j

miery

Vasi¢kov model je znac¢ne jednoduchsi ako model CKLS a jeho kalibracia je preto
omnoho jednoduchsia. V tejto podkapitole prebratej z [6] ukazeme ako mozno jednoducho
odhadnit’ parametre a zaroven okamziti urokovl mieru v pripade jednofaktorového
Vasi¢kovho modelu pomocou ststavy linedrnych rovnic. Uvadzame cely postup, pretoze
pomocou tejto uvahy potom v d’alSej Casti prace rozSirime tito myslienku na zlozitejsi

CKLS model. V d’alsom navrhnutom algoritme budeme zase tuto metodu priamo vyuzivat'.

Vzt'ah (4.3) upravime na tvar, V ktorom vo funkciach c,,c;,c, nebude vystupovat’
okamzitd Grokovd miera r. Zmeneny vztah (4.3) nadobudne nasledovny tvar, ktory je

linearny vzhl'adom na «, ol r
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InP(z,r)=c,(z, B)r+c,(z. B)a+c,(z,. B) o, (4.5)

kde

1 [1-¢” +T+(1—eﬂf)2

25| B 2p

1-e””

B

vt an)-

Ak potom pomocou vztahov (1.1) a (4.5) dopocitame vynosy R( ) a dosadime ich

J’ i
do Ggelovej funkcie F | dostaneme konvexnu funkciu vzhladom na «,o” a aj vzhladom

na okamziti urokovu mieru I,,...,r,. Funkcia F nadobtda pre dané y tvar

F(a.8,0% 1.1 ) = zz “ (cor,+cla+cG R,Jrj) (4.6)

i=1 j=1 T

a jej optimdlne hodnoty vieme explicitne vyjadrit’ pre kazdé¢ S . RieSenim jednorozmerne;j
optimalizacie najdeme optimalnu hodnotu parametra S . Opakovanie vo vhodnom rozsahu

parametra ¥ nam umoziuje najst’ optimalnu hodnotu aj pre parameter y .

Ucelovéa funkcia (4.6) je teda po fixovani S konvexna a jej derivovanim vieme
ziskat’" optimalne hodnoty vSetkych jej premennych. Ked’ polozime parcidlne derivacie
ucelovej funkcie rovné nule, dostavame sustavu n+2 linedrnych rovnic, ktord dokaZeme

efektivne riesit’. Thto sustavu moéZeme zapisat’ v maticovom tvare

HHNEN “

Pricom jednotlivé bloky st nasledovné:

[ i=1 T

,B':C: : : ,

Il
UN

_ m @, ; m @, ;

n m B J J

Zﬂ 2 ZZ D . 250G 2 =5k,
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n n m a)
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nj
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Takyto systém linedrnych rovnic sa vd’aka jeho Strukture da redukovat. Vdaka tomu, Ze
blok D je diagonalny, vieme k nemu l'ahko n4jst’ inverzni maticu D™ a vyjadrit’ tak

vektor premennych y nasledovne
y=D"(b—Cx). (4.8)
Z rovnice Ax+ By =a dosadenim za y dostavame:
(A-BD"'C)x=a-BD .

Takyto systém ma rozmer 2x2a jeho rieSenie sa podstatne zjednodusilo. Po najdeni
optimalnych hodnét parametrov a a o’ ich dosadime do vztahu (4.8) a dopo&itame
zvySné hodnoty parametrov I,...,r.. Pre dani hodnotu S rieSime jednorozmerni

optimaliza¢nu ulohu, ktorej vysledkom je optimalna hodnota /. V nasledujucej

podkapitole sa tento postup pokusime zovSeobecnit’ na model CKLS.

4.4 Kalibracia modelu CKLS bez vstupu okamzitej Urokovej

miery

Tato a nasledujuca podkapitola spolu s naslednym pouzitim uvedenych metoéd bude

tvorit’ hlavny prinos tejto prace. V tejto kapitole sa pokusime zovSeobecnit pristup
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ku kalibracii Vasi¢kovho modelu bez vstupu okamzitej urokovej miery, ktorym sa

podrobnejsie zaoberala J. HalgaSova v praci [6] a popisali sme ho vyssie v podkapitole 4.3.

S vyuzitim avahy v podkapitole 4.3 pre Vasickov model vztah (4.3) upravime
na tvar, v ktorom vo funkciach c,,c,c, nebude vystupovat’ okamzita Grokova miera r,

aby hodnoty short rate neboli vstupom do kalibracie. Zmeneny vztah (4.3) nadobudne

nasledovny tvar
InP, (z.1r)=c, (7, B)r+c,(z, B)a+c,(z, B)o’r?, (4.9)

kde

_ bt _abr o 1— pr 2
& (n.0)="2" ¢ (s )=1(1; + j ¢, (z, ) = 2; 1; +T+(2Lﬂ).

Ak potom pomocou vztahov (1.1) a (4.9) dopocitame aproximacie Rap*( T ,) ktoré

dosadime do téelovej funkcie F , funkcia F nadobudne pre dané y tvar

F(a.p.0% 1,1, )= ZZ 2‘(c0ri+cloz+c202ri R,Jrj). (4.10)

mn = =0 7

Tato ucelova funkcia uz nie je pre y # 0 kvadratickou funkciou pre parametre a, o, [ o

Bolo by mozné riesit’ ju metodami nelinearnej optimalizacie, my sa vSak chceme pokusit

2

njst’ iny jednoduchsi sposob. Ak oznac¢ime y, = o*r”, ugelova funkcia

F(O{,ﬂ, rl’ o n1 yl’ ’yn Zza)lzj (COrI +C1(Z+C yl u ]) (411)

.

je uz kvadraticka funkcia s premennymi a,r,...,r,,Y,,...,y, aich optimalne hodnoty
vieme explicitne vyjadrit pre kazdé . Hodnoty r, a Yy, vsak nie si nezavislé, plati

Y

Y.
2 = = o . Pre data vygenerované pomocou pouzitej aproximacnej formuly by podiely

I I
vysli konStantné. Vzhl'adom na presnost’ tejto aproximacie ocakdvame, ze pri presnych

vynosoch by tieto podiely mali byt ,,skoro konsStantné“. Z tohto dévodu zoberieme ich

priemer alebo median (kvdli pripadnym extrémnym hodnotam) ako odhad o”. Dosadenim

28



tohto o* a ostatnych odhadnutych parametrov «, r,....r, do ucelovej funkcie dostaneme

optimalnu hodnotu ucelovej funkcie pre dant f. Ak toto spravime pre kazdé S, vieme

najst’ jeho optimalnu hodnotu. Opakovanie vo vhodnom rozsahu parametra y nam

umoziuje najst’ optimalnu hodnotu aj pre parameter y .

Ako sme uz povedali, Gcelova funkcia (4.11) je po fixovani S kvadraticka funkcia,

ateda jej derivovanim vieme ziskat' optimalne hodnoty vSetkych ostatnych premennych.

Ked’ polozime parcialne derivacie ucelovej funkcie rovné nule, dostdvame sustavu 2n+1

linedrnych rovnic, ktorti dokdzeme efektivne rieSit. Tuto sustavu mozeme zapisat

VvV maticovom tvare

A B Cle«a
C' D D,|r |=|b
B' D, Dy c

Pricom jednotlivé bloky su nasledovné:

m

A{ich] B{gcocl,...,gcoq]

i=1 j=1

0 0 Zm:coc2
L =1 i
Zm:cﬁ 0 0 Zm:cé 0 0
=1 j=1
0 : 0 :
D,=| . o | Ds= .
0 0 icj 0 - 0 icj
L = L =
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a=[a], r'=[6,...0], y'=[Yo V], a{ii% ,},

{Zc T XLT YLE } : {Zc D YL LW }

Takyto systém linedrnych rovnic sa vd’aka jeho Struktire da redukovat. Vd’aka tomu, Ze
blok D, je diagonélny, vieme k nemu lahko néjst inverznii maticu D;* a vyjadrit tak

vektor premennych Yy nasledovne
B'a+D,r+Dy=c
y=D'(c-D;r-B'a). (4.13)
Po dosadeni vyjadrené¢ho vektora y sa nam systém redukuje na
(A-CD;'B')a+(B—CD;'D,)r =a—CD;'c
(C-D,D;'B')a+(D,-D,D;'D;)r =b-D,D;c.

Z tohto redukovaného systému opét vieme vybrat maticu (Dl— D,D; 1D3), ktora je

diagonalna a pomocou inverznej matice K :(D1 -D,D;'D, )71 vieme vyjadrit' vektor

premennych r nasledovne:
=K(b-D,D;*c)-K(C'-D,D,'B')a. (4.14)

Po dosadeni vyjadreného vektora r do redukovaného systému a oznaceni matice
S=B-CD;'D, dostaneme findlnu redukciu nasho pdévodného systému, ktord vyzerd

nasledovne:
(A-CD;"B'-SK(C'-D,D;"B')) =a—CD;'c~SK (b—D,D;c).
Takyto systém ma rozmer 1x1, ide teda o explicitné vyjadrenie odhadu parametra « :

~(a-CD'c-3K (b-D,D;'c)) /(A-CD;"B'-SK (C'-D,D;'B")),  (4.15)
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lebo v Citateli aj menovateli tohto vyrazu dostavame skalar. Po jeho vypoéte vieme
zo vztahu (4.14) urcit optimalne hodnoty r,,...,r, anasledne z (4.13) aj y,...,Y,.
Po najdeni optimalnych hodnét parametrov «,r,...,r.,Y,,...,y, pre dani hodnotu S
dostavame hodnotu ucelovej funkcie pre tuto . Potom rieSime jednorozmernu

optimaliza¢nu Glohu, ktorej vysledkom je optimélna hodnota .

Algoritmus kalibracie CKLS modelu
Vstupy

e Vektor dob splatnosti 7 dizky m

e Trhové vynosy Rij;i =12,...,n;J=L12,...,m z n dnia pre m dob splatnosti

e Hodnota parametra ¥
Kalibracia CKLS modelu

e Prekazda g:

e q,r,Y, ako rieSenie sustavy linedrnych rovnic (4.12)

e o’ ako priemer, resp. medidn hodnot yT'y
r

i
e F - optimalna hodnota ucelovej funkcie — dosadenim

a,r,y; do ucelovej funkcie (4.10)

e Vyber optimélnej hodnoty S
Vystupy

e Odhady parametrov a, 3, o’ a priebehu okamzitej irokovej miery I,...,T,

Efektivnost’ takto navrhnutého algoritmu budeme testovat na rovnakych

simulovanych datach CIR modelu (y =0.5) s parametrami « =0.0032, £ =-0.0555,
o =0.0894 ako v podkapitole 4.2. Vsetky ostatné vstupy buda rovnaké ako v podkapitole
4.2.
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Optimalna Optimalna

/4 a s O ned O ean hodnota hodnota

Fred Firean

0 0,003301 -0,0590 0,014436  0,014503 137x10™® 1,34x10™
0,25 0,003293 -0,0575 0,042364 0,042412 484x10* 5,12x107*
0,5 0,003199 -0,0555 0,089394 0,089375 323x10*® 325x107*®
0,75 0,003099 -0,0535 0,188383  0,188129 502x10* 5,18x107"
1 0,003023 -0,0520 0,396746  0,395838 205x10*® 241x107

Tab. 4.2: Priemerné hodnoty odhadov jednotlivych parametrov a priemerné optimalne
hodnoty G¢elovych funkcii pre simulované data CIR modelu

V tabulke 4.2 st zobrazené¢ odhady parametrov a optimalne hodnoty ucelovych
funkcii. Oznacenie indexov pri parametroch o a ucelovych funkciach znaci spdsob ako

sme pocitali sigmu z odhadnutych parametrov Y, a r,. V pripade oznac¢enia med sme sigmu

pocitali ako median z vektora o, = yi/ri27 (i=12,...,n), pri oznaceni mean sme sigmu

pocitali ako priemer. Vypocet parametra o pomocou medidnu ndm dava o nieco
presnejSie hodnoty odhadu sigma ako aj optimélnej hodnoty ucelovej funkcie. V tabul'ke
4.3 su zobrazené Statistické ukazovatele pre ucelové funkcie a chyby odhadov okamzitej
urokovej miery

. ar.. pozopakovani kalibracie Styritisickrat pre rovnaky stbor dat

pre optimalnu gamu (¥ =0.5).

Ukelova Ukelova Chyba odhadu Chyba odhadu
funkcia F_,, funkcia F,,, Fed M ean

Minimum 3,23x107%® 3,25x107% 2,05%x10°° 2,65x10°°

Maximum 4,18x107% 4,26x107% 1,28x107 1,20x107

Priemer 2,48x107% 2,54x107% 3,68x10°° 3,84x10°°

Medisn 2,47x107"° 2,52x107"° 451x10°® 4,62x10°°

Standardna 1,32x107% 1,47x107% 7,66x10°8 8,01x10°®
odchylka

Tab. 4.3: Statistické ukazovatele pre Gi¢elové funkcie a chyby odhadov okamzitej urokovej

miery pre simulované data CIR modelu
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Vygenerovana short-rate
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Obr.4.3: Porovnanie vygenerovaného a odhadnutého priebehu okamzitej urokovej miery
pre simulované data CIR modelu

Na obrazku 4.3 s zobrazené odhadnuté a vygenerované okamzité urokové miery.
V tabul’ke 4.4 je zobrazenych prvych 5 presnych hodnét aich priemerné odhady.

Na obrazku 4.4 st zobrazené porovnania presnych a odhadnutych vynosovych kriviek.
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Presnér 0,051254353 0,051613444 0,050355371 0,049162118 0,049147675

Odhadnuté  0,051254345 0,051613437 0,050355363 0,049162110 0,049147664

r

med

Odhadnuté  0,051254343 0,051613434 0,050355359 0,049162107 0,049147661

r

mean

Tab.4.4: Prvych pat’ vygenerovanych hodnot okamzitej tirokovej miery a jej odhady

Casova struktura urokovych mier

0.0521; T r T T r
@
.052 - & -
0.05 &
&
0.052 |- & y
&
0.052 - y
&
2 0.052 |- @ y
=
” 0.052- & ,
0.052 |- Gr y
0.052 - & O odhadnuta vynosova krivka pre sigma median |
4 odhadnuta vynosova krivka pre sigma priemer
0.052 I Y presiemad :
4 vygenerovana vynosova krivka
0.052° i j i i j -
0 2 4 6 8 10 12

splatnost
Obr.4.4: Porovnanie vygenerovanej a odhadnutej ¢asovej struktury arokovych mier pre

simulované data CIR modelu

4.5 Upravena kalibracia modelu CKLS bez vstupu okamzitej

urokovej miery

V tejto podkapitole sa pokusime skombinovat postup kalibracie z ¢lanku [12]
aprace [6]. Tuto kalibraciu si rozdelime na dve fazy. V prvej faze vyuzijeme odhad
Vasickovho modelu zDP [6] vysvetleny v podkapitole 4.3 na odhadnutie okamzitej
urokovej miery. Tuto odhadnuti okamziti urokovi mieru pouzijeme ako Vstup
do kalibracie v druhej faze, ktord bude prebiehat’ podl'a podkapitoly 4.2. Navrhovany

algoritmus bude vyzerat’ nasledovne.
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Algoritmus upravenej kalibracie CKLS modelu
Prva faza
Vstupy

e Vektor dob splatnosti 7 dizky m

e Trhové vynosy Rij;i =12,...,n;J=L12,...,m z n dniapre m dob splatnosti

e Hodnota parametra ¥
Kalibracia Vasi¢kovho modelu bez vstupu short rate
e a,pB,0%r,...,1, riesenim sustavy (4.7)
Vystupy
e Odhady okamzitej Grokovej miery f,...,r,
Druha faza
Vstupy

e 7,R,y rovnaké ako v prvej faze

e Odhady parametrovr,,...,r, z prvej fazy

Kalibracia CKLS modelu so vstupom short rate

e Pre kazdl g:
e ,0’ rieSenim sustavy (4.4a) a (4.4b)
e F - optimalna hodnota ti¢elovej funkcie — dosadenim «, o

do ucelovej funkcie

e Vyber optimalnej hodnoty S
Vystupy

e Odhady parametrov «, ¢* a 3
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Posledné testovanie kalibracie budeme robit skombinovanim ako sme uz
spomenuli obidvoch pouzitych pristupov z podkapitol 4.2 a4.3. Budeme testovat
s rovnakym suborom simulovanych dat CIR modelu ( =0.5) ako v podkapitolach (4.2) a
(4.4) srovnakymi parametrami . Ostatné vstupné parametre rovnako pouZijeme
nezmenené ako v podkapitolach 4.2 a 4.4. V prvej faze pomocou kalibracie Vasickovho
modelu bez vstupu okamzitej trokovej miery z podkapitoly 4.3 odhadneme okamzita
urokovu mieru pre simulované data CIR modelu s parametrami « =0.0032, S =-0.0555,
o =0.0894 v rizikovo neutralnej miere a sigmu budeme pocitat’ ako median. V druhej faze
potom odhadnutd okamziti urokovli mieru pouZzijeme ako vstup pre kalibraciu CKLS
modelu s vstupom okamzitej Girokovej miery a ziskame tak zvyS$né odhady parametrov.

V druhej faze budeme model testovat’ pre rovnaké vstupy ako v podkapitolach 4.2 a 4.4.

x 10 Rozdiel medzi vygenerovanou a odhadnutou short-rate
T T T T

I I I
0 50 100 150 200 250

Obr.4.5: Rozdiel medzi vygenerovanou okamzitou urokovou mierou pre simulované data

CIR modelu a okamzitou urokovou mierou odhadnutou pomocou Vasi¢ckovho modelu

Na obrazku 4.5 méme zobrazeny rozdiel medzi odhadnutou a vygenerovanou okamzitou
urokovou mierou pre simulované data Vasickovho modelu. Tato odhadnutu okamzita
urokovi mieru pouzijeme ako vstup do druhej fazy kalibracie na odhad parametrov.
Odhady parametrov a optimalne hodnoty ucelovej funkcie z druhej Casti kalibracie mame

uvedené v tabul’ke 4.5.
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Optimalna

Y a B o
hodnota F
0 0,00294 -0,0525 0,01754 1,27x10°°
0,25 0,003041 -0,0540 0,04281 2,62x10°°
0,5 0,003197 -0,0555 0,08766 1,46x10°°
0,75 0,003177 -0,0565 0,03614 3,05x10°
1 0,003037 -0,0570 0,01983 1,98x10™*

Tab.4.5: Priemerné hodnoty odhadov jednotlivych parametrov a priemerné optimalne

hodnoty Gcelovej funkcie pre simulované data CIR modelu

Casova struktura urokovych mier

0.0521; T [ X T L
O odhadnuta vynosova krivka
0.052 , O
vygenerovana vynosova krivka ©
O
0.052 - o -
O
0.052 |~ -
@)

0.052 - -
E @)
>
” 0.052 o .

0.052 - o -

0.052 - % -

0.052 - -

©}
0.052° i f i i £ :
0 2 4 6 8 10 12
splatnost

Obr.4.6: : Porovnanie vygenerovanej a odhadnutej ¢asovej Struktury trokovych mier pre

simulované data CIR modelu

Na obrazku 4.6 si odhadnuté vynosy pre rozne doby splatnosti porovnané s presnou

vynosovou krivkou.
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Kapitola 5

Zhrnutie vysledkov zo simulovanych dat a ich

aplikacia na realne data

Kapitolu 4 sme vo velkej miere venovali kalibracii jednofaktorového CKLS
modelu okamzitej irokovej miery na simulovanych datach CIR modelu. NaSim cielom
bolo zistit’ efektivnost’” aproximacnej formuly (3.27), vyskuSat’ ro6zne metody jej pouzitia
na kalibraciu a navrhnut efektivnu metddu kalibracie CKLS modelu. Nami navrhnuté dve
metoédy v podkapitolach 4.4 a 4.5 nam na simulovanych datach dosahovali vel'mi
uspokojivé vysledky. Optimalne hodnoty tcelovej funkcie pre metodu v podkapitole 4.4
boli radovo 1072, Napriek vyS$im optimalnym hodnotdm tucelovej funkcie pouZitej
kalibracie v podkapitole 4.5 sa ndm vysledky odhadov prili§ nezhorsili, o mozZzeme
pozorovat’ na vygenerovanej a odhadnutej Casovej Struktire urokovych mier pre obe
metody. Pozorovania z teoretickych testov na simulovanych datach v podkapitolach 4.4
a 4.5 aplikujeme teraz na realne data. Casovii §truktaru trokovych mier Euribor a hodnoty

Eonia pre vSetky pracovné dni v roku 2010 najdeme na www.euribor-ebf.eu [18].

Odhadovat’” parametre modelu ako aj okamZzitd urokovi mieru budeme
po stvrtrokoch. Budeme pouzivat’ denné data jedného roka pre 12 réznych dob splatnosti

od jedného po dvandst mesiacov. Vahy @; budeme volit' w; =7;. Parameter y zvolime

y=0,5. Odhady parametrov modelu v rizikovo neutralnej miere a optimalne hodnoty

ucelovych funkcii uvadzame pre obidva navrhnuté spdsoby kalibracii z podkapitol 4.4 a
4.5.

Pri kalibraciu z podkapitoly 4.4, ktorej odhady parametrov a optimalne hodnoty
ucelovej funkcie mame zobrazené v tabulke 5.1 budeme sigmu vyberat ako median,
nakol’ko sme pre fiu mali mierne presnejSie vysledky. Odhady parametrov a optimalne

hodnoty ucelovej funkcie pre kalibraciu z podkapitoly 4.5 mame zobrazené v tabul’ke 5.2.
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Stvrt'rok o p o’ Optimalna

hodnota F
1. 5,3185 -3,3251 2,6597 6,7917x107
2. 5,3975 -3,1505 3,8576 1,6471x107
3. 4,3856 -3,2473 2,1769 1,0250x107
4, 4,4903 -2,5754 2,0285 7,2396x10°°

Tab.5.1: Odhady parametrov a optimalne hodnoty ucelovej funkcie pre realne data z roku

2010 podl'a metody navrhnutej v tejto praci v podkapitole 4.4

. Optimalna
Stvrtrok a p o’
hodnota F
1. 4,2246 2,4250 0,2852 6,7351x10°°
2. 3,72088 -1,9500 0,1208 1,5307 %107
3. 3,41399 -1,5500 0,05330 1,4728x1072
4, 2,97896 -1,1750 0,0163 7,1424%x1073

Tab.5.2: Odhady parametrov a optimalne hodnoty ucelovej funkcie pre realne data z roku

2010 podl'a metody navrhnutej v tejto praci v podkapitole 4.5

V obidvoch tabulkach 5.1 a 5.2 ndm vysli hodnoty optimalnych ucelovych funkcii

radovo 107 az 107°. Napriek tomu, Ze tieto vysledky nedosahujii tak(i presnost ako
pri simulovanych datach, obrazky 5.1 a5.2 nam ilustruji, Ze zhoda odhadnutych

a pozorovanych vynosovych kriviek je vel'mi dobra.

Na obrazku 5.1 uvadzame porovnanie skutocnej a odhadnutej Casovej Struktiry
urokovych mier nami navrhnutym algoritmom podla podkapitoly 4.4 pre zaciatky
kvartalov vroku 2010. Zarovei mame na obrazku 5.1 zobrazené porovnanie redlnej
urokovej miery overnight s nami odhadnutou okamzitou tirokovou mierou podla algoritmu

navrhnutého v podkapitoly 4.4.

Na obrazku 5.2 je zobrazené porovnanie redlnej odhadnutej Casovej Struktiry
urokovych mier pre zaciatky jednotlivych kvartalov pre rok 2010 metodou z podkapitoly
4.5 v ktorej sme najprv pomocou Vasickovho modelu odhadli short rate a nasledne
parametre modelu. Na obrazku je tieZ zobrazené porovnanie realnej urokovej miery
overnight s nami odhadnutou okamzitou Grokovou mierou podl'a algoritmu navrhnutého

v podkapitoly 4.3.
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Obr.5.1: Vlavo porovnanie realnej a odhadnutej Casovej Struktiry urokovych mier
pre zaciatky jednotlivych kvartalov pre rok 2010 metodou z podkapitoly 4.4 avpravo
porovnanie realnej urokovej miery overnight s odhadnutym priebehom short rate

pre jednotlivé kvartaly v roku 2010 metoédou z podkapitoly 4.4.
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Obr.5.2: Porovnanie realnej a odhadnutej ¢asovej Struktury Grokovych mier pre zadiatky
jednotlivych kvartalov pre rok 2010 metédou z podkapitoly 4.5 avpravo porovnanie

realnej urokovej miery overnight s odhadnutym priebehom short rate pre jednotlivé
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kvartaly v roku 2010 metodou z podkapitoly 4.3.

Odhady pri realnych datach nedosahuju taka presnost’ ako pri simulovanych détach,
¢o sa dalo ocakavat. Napriek tomu zhoda realnych a odhadnutych vynosovych kriviek
podl'a obidvoch nami navrhnutych metdd je dobra, ¢o nam ilustruju aj obrazky 5.1 a 5.2.
Odhady short rate maja podobny priebeh ako realne hodnoty overnightu. Casové obdobia,
kedy rasti a kedy klesaji s si podobné. Priebeh odhadnutych short rate sa ale celkom

nezhoduju s realnymi hodnotami overnightu. Uplna zhoda odhadnutych hodnét short rate
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sredlnymi hodnotami overnightu by znamenala, ze by nam staCilo odhadovat’ iba
parametre modelu, na ¢o by nam postacoval aj jednoduchsi model ako napriklad model
z podkapitoly 4.2, ktory odhaduje iba parametre modelu. Priebeh odhadnutej okamzitej
urokove] miery v porovnani s redlnou sa absolttne 1iSi U obidvoch nami navrhnutych
metod radovo o 107 az 107, Tieto vysledky nam davaji dobry zaklad pre spravne ocenenie

derivéatov trokovych mier.
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Zaver

V tejto diplomovej praci sme sa venovali jednofaktorovému modelu typu CKLS.
Short rate v takomto modeli je vyjadrena jednou stochastickou diferencialnou rovnicou.
CKLS model predpoklada nekonstantné volatility timerné mocnine short rate. Ciel'om tejto
diplomovej prace bolo navrhnut a aplikovat’ algoritmus na odhadovanie okamzitej
urokovej miery vo vsSeobecnom CKLS modeli, ktory predstavuje zovSeobecnenie

Vasi¢kovho a CIR modelu.

Prva Cast' prace sme venovali teoretickym zdkladom, ktoré tvorili zakladny
stavebny kamen pre d’alSiu cast’ prace. V druhej Casti prdce sme sa potom zaoberali
kalibraciou modelu CKLS. Nakol'ko vyuzitie jednomesaénych vynosov alebo overnightu
ako vstupu short rate do modelu CKLS, ¢o predoslé algoritmy vyuzivali, nemusi byt
korektné, bolo naSim cielom odhadnit’ okamziti drokovi mieru podla redlnych
vynosovych kriviek. Ukdazali sme, Ze tento problém sa d4 vel'mi dobre obist’ rieSenim
ststavy linearnych rovnic, ktorej vystupom bola okrem parametrov modelu aj short rate.
V druhom nami navrhnutom algoritme kalibrujeme CKLS model pomocou kombinacie
dvoch algoritmov. Prvym algoritmom sme najprv podl'a Vasickovho modelu z vynosovych
kriviek odhadli okamziti trokovi mieru. Odhadnuti okamziti urokovi mieru sme potom
pouzili ako vstup do druhého algoritmu, ktory parametre modelu odhaduje so vstupom
okamzitej urokovej miery. Obidva tieto algoritmy sme testovali na simulovanych datach
CIR modelu. Na zéaver prace sme ukdzali, Ze zhoda teoretickych a pozorovanych redlnych

vynosovych kriviek bola pre obidva nami navrhnuté algoritmy vel'mi dobra.
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Priloha

Program knami  navrhnutému
Z podkapitoly 4.4

function[]=kalibraciaDPl (R, beta, tau, gama)
[m,n]=size (R);
alfa=zeros (length (beta),1);
sigma=zeros (length (beta),m);
sigmamedian=zeros (length (beta),1);
rPREMENNA=zeros (length (beta) ,m) ;
yPREMENNA=zeros (length (beta) ,m) ;
rpom=zeros (m, length (tau), length (beta));
F=zeros (length (beta), 1) ;
rpom2=zeros (m, length (tau), length (beta)) ;

F2=zeros (length (beta),1);

for k=1l:1length (beta
for i=l:length (tau)
for j=1:m

c0(i,J)=((l-exp(beta(k)*tau(i))) /beta(k))

algoritmu

cl(i,j)=(1/beta(k)) * (tau(i) + (l-exp(beta(k)*tau(i))) /beta(k));

c2(i,j)=(1/(2*beta(k)"2)) * ((l-exp(beta(k)*tau(i)))/beta(k) +

tau (i) + ((l-exp(beta(k)*tau(i)))"2)/(2*beta(k)));

end
end
al=sum((cl.”2));
aZ2=sum((cO0.*cl));
a3=sum((cl.*c2));
ad=sum((c0.*c2));
ab5=sum((c0.%2));
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a6=sum((c2.72));
Bl=[sum(al),a2,a3
B2=(a2)"'
B3=(a3)"'
Dl=diag(ad);
D2=diag (a6) ;
D3=diag (ab) ;
D4=diag(ad);
A=[B1;B3,D1,D2;B2,D3,D4];
Rpom=R. * (ones (m,1) *tau') ;
bl=(sum(sum(Rpom.*cl"')));
for i=1:m
Rpoml=[];
Rpom2=[];
for g=1l:1length(tau)
Rpoml=[Rpoml,R(i,q) .*tau(q)*c2(q,i)];
Rpom2=[Rpom2,R(i,q) .*tau(q) *c0(q,1i)1;
end
b2 (i)=sum (Rpoml) ;
b3 (i)=sum (Rpom?2) ;
end

b=[-bl;-b2';-b3'];

vysledok=(A\b) ;

alfa(k)=vysledok(1l);
for 1=1:m
rPREMENNA (k, 1) =vysledok (1+1) ;
yPREMENNA (k, 1)= vysledok (1+m+1) ;
sigma (k, 1) =yPREMENNA (k, 1) / (rPREMENNA (k, 1)) "~ (2*gama) ;
end
sigmamedian (k) =median (sigma (k) ;

sigmamean (k) =mean (sigma (k, :));
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for i=1:n
for j=1:m
rpom (j,1,k)=(cO0(i,j) *rPREMENNA (k, 3)+cl (i, ]J) *alfa(k)+c2(i,3)*
sigmamedian (k) *rPREMENNA (k, J) ~ (2*gama) )/ (-tau(i)) ;
rpom2 (j,1i,k)=(cO0(i,j) *rPREMENNA (k, j)+cl (i, ]) *alfa(k)+c2(i,])*
sigmamean (k) *r PREMENNA (k, j) ~ (2*gama) ) / (-tau(i)) ;
end
end
F(k)=(1/m*n) *sum((tau'.”2)* ((rpom(:,:,k)-R)"'."2
F2 (k)= (1/m*n) *sum( (tau'.”2)* ((rpom2 (:,:,k)-R)'."2));
end
indexmin=0;
for k=1l:length (beta)
if min (F)==F (k)
indexmin=k;
end
if min (F2)==F2 (k)
indexmin2=k;
end
end
r=rpom(:, :,indexmin) ;

r2=rpom2 (:, :,indexmin?2) ;
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