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Abstrakt

PODOLAK, Martin: Modely sporenia s CRRA funkciami uZitocnosti
|[diplomova précal. Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta mate-
matiky, fyziky a informatiky; Katedra aplikovanej matematiky a Sta-
tistiky. Veduci diplomovej prace: doc. Mgr. Igor Melicherc¢ik, PhD.
Bratislava, 2012, 75 stran.

V diplomovej praci rieSime tlohu o optimalnom investovani. Ide o spo-
jita ulohu stochastického optimélneho riadenia. V tlohe st zahrnuté
ohranicenia, ktoré zakazuju kratke pozicie v rizikovych aktivach aj
v bezrizikovom aktive. ZohTadnené su aj priebezné prispevky klienta.
Pri rieseni vyuzivame transforméciu tlohy pomocou stucasnej hodnoty
budtcich prispevkov. Na zaklade tejto transformécie uviadzame mozni
aproximaciu optimalnej stratégie. Pretoze optimalna stratégia zavisi od
relativnej rizikovej averzie, odvadzame parcidlne diferencidlne rovnice
popisujice priebeh relativnej rizikovej averzie. Pri danych hodnotéach
parametrov sme vypocitali numerické rieSenie pre relativnu rizikovi
averziu, zodpovedajice optimélne stratégie a hodnotova funkciu. Na
zéklade tychto vypoctov hodnotime efektivnost navrhnutej aproxima-
tivnej stratégie.

Krlacové slova: optimalne investovanie, priebezné prispevky, funkcia
uzito¢nosti, stochastické optiméalne riadenie, Bellmanova rovnica, rela-
tivna rizikova averzia



Abstract

PODOLAK, Martin: Models of investment savings using CRRA utility
functions [master thesis|. Comenius University in Bratislava. Faculty of
Mathematics, Physics and Informatics; Department of Applied Mathe-
matics and Statistics. Supervisor: doc. Mgr. Igor Melicherc¢ik, PhD.
Bratislava, 2012, 75 pages.

In this thesis we investigate optimal investment problem. It is a con-
tinous-time stochastic optimal control problem. Constrains forbidding
short positions in risky assets as well as in risk-free asset are included.
We take into account also client’s gradual contributions. We apply
transformation based on present value of future contributions. The
transformation imply possible approximation of optimal strategy. Opti-
mal strategy depends on relative risk aversion, therefore we derive par-
tial differential equation describing evolution of relative risk aversion.
For a given set of parameter values, we calculated numerical solution
for relative risk aversion, corresponding optimal strategies and value
function. Using these calculations, we evaluate performance of stated
aproximate strategy.

Key words: optimal investment, gradual contributions, utility func-
tion, stochastic optimal control, Bellman equation, relative risk aver-
sion
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Uvod

Je viacero finan¢nych institacii (budeme ich nazyvat investi¢né fondy),
ktoré spravuji a investuja klientami vlozené peniaze. Pre ne je uzito¢ny
matematicky aparat, pomocou ktorého je mozné zohl'adnit minuly prie-
beh rizikovych aktiv a na zaklade toho navrhnut taka stratégiu inves-
tovania, ktora prinesie klientovi ¢o najvac¢si mozny zisk, avsak zaroven
chrani vklad od prili§ velkého rizika.

Jednym z pristupov je jednoperiodovy Markowitzov model (¢ast
2.2 v [10]). Jeho vystupom je mnozina portfolif, ktoré pri danom oca-
kédvanom vynose minimalizuju riziko. Vyber portfélia z tejto mnoziny
je v8ak ponechany na pouzivatela, ktory pri tomto vybere musi sam
zohladnit svoju averziu k riziku. Jednoperiodovy Markowitzov model
taktiez neukazuje, ako sa rizikova averzia (a tym aj optimalne stratégie
investovania) v priebehu ¢asu meni, aby sa prisposobila rizikovej averzii
v koncovom c¢ase investovania.

Alternativnym pristupom je pouzitie principu maximalizicie oca-
kédvanej uzitoc¢nosti. Tato diplomova praca analyzuje jeden z takychto
modelov sporenia, v ktorom sa vyuzivaju tzv. CRRA funkcie uzitoc-
nosti. Tie maju viaceré dobré matematické vlastnosti a aj z praktic-
kého hladiska prindsa ich pouzivanie vyhody. Uvazujeme model spojity
v Case, ktory zohTadiuje, 7e optimalne stratégie investovania sa v prie-
behu ¢asu moézu menit.

Spomenuty model s CRRA funkciami uzitocnosti, pri¢om rizikové
aktiva si modelované pomocou Lévyho procesov ($pecidlnym pripa-
dom je viacrozmerny geometricky Brownov pohyb), je analyzovany
v ¢lanku [1] od M. Nutza (analyza v SirSom kontexte je v jeho di-
zertacnej praci |2]). Rozoberané tlohy majiu niektoré velmi dobré ma-
tematické vlastnosti, ich vysledkom je takmer explicitné rieSenie. Avsak
to vo v8eobecnosti plati iba pre tlohy bez priebeznych prispevkov, t. j.
v ktorych sa uvazuje iba pociatocény vklad klienta.

Ulohy s priebeznymi prispevkami v sebe spravidla zahfiiaji mate-
matické komplikacie, kvoli ktorym nie je mozné urcit rieSenie nejakym
jednoduchym vztahom. Jednu z takychto tloh rozoberaji v ¢lanku [3]
Z. Macova a D. Sevcovic. V ich tlohe je zohladnené ohranicenie, ktoré
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vyjadruje, Ze pri investovani do rizikovejsieho aktiva (trhové portfolio)
nie je mozné ist do kratkych pozicii. Medzi vysledkami ¢lanku st ana-
lytické horné a dolné odhady optimélnej stratégie. Z matematickych
dovodov (aby bolo mozné odvodit horny a dolny odhad) je vsak za-
nedbané ohranicenie, ktoré vyjadruje, ze pri praktickej aplikacii ¢asto
ani v menej rizikovom aktive (dlhopisy) nie je mozné ist do kratkych
pozicii.

Cielom diplomovej prace je zohladnit prave toto ohrani¢enie (avsak
na rozdiel od ¢lanku [3], Wlohu dlhopisového portfolia ma bezrizikové
aktivum).

V kapitole 1 je formulovana tiloha bez prispevkov ako tiloha stochas-
tického optimalneho riadenia. Pre tilohu je odvodena zodpovedajica
Bellmanova rovnica a rieSenim tlohy je optimélna stratégia vyjadrena
ako vysledok jednoduchej maximalizacie.

V kapitole 2 je formulovana tloha s priebeznymi prispevkami. Je
uvedenda transformécia tejto ulohy, ktorda zohladiuje priebezné pris-
pevky inym sposobom. Transformécia nam umozni zaviest Tahko vy-
pocitatelni aproximéciu optimalnej stratégie. Vyhodu transformova-
nej ulohy mozno pozorovat aj v tom, ze pri zjednodusenom ohranicen{
je uloha matematicky ekvivalentné s tilohou bez prispevkov, ma teda
riesenie v rovnakom tvare.

V kapitolach 3 a 4 je odvodeny matematicky aparat pre hlada-
nie rieSenia jednorozmernej, resp. dvojrozmernej tlohy bez prispevkov
pomocou numerickych metod. Nasledne sa pri zvolenych nastaveniach
parametrov porovnéavaji rozdiely optimalnej stratégie oproti navrhnu-
tym aproximativnym stratégiam. Na zaver je pre pripad dvojrozmerne;]
ilohy odhad reélnej straty pri pouzivani aproximativnych stratégii na-
miesto optimélnej stratégie.
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Kapitola 1

Uloha bez prispevkov

1.1 Uloha z praxe

V praci sa budeme zaoberat nasledovnou tlohou z praxe. Klient s danou
rizikovou averziou (reprezentovanou funkciou uzito¢nosti) vlozi svoje
peniaze do investi¢ného fondu a tilohou fondu bude poc¢as dohodnutého
obdobia (¢asovy interval [0,7")) investovat peniaze tak, aby o¢akavanie
o hodnote vkladu v ¢ase T' ¢o najlepsie uspokojovalo zaujmy klienta.

Budeme predpokladat, ze investi¢ny fond moze peniaze investovat
do portfolia obsahujtceho jedno bezrizikové aktivum a niekol'ko riziko-
vych aktiv, ktorych hodnota v ¢ase sa sprava podla daného stochas-
tického procesu. Fond moze portfolio aktiv spojito v ¢ase dynamicky
prerovnavat, t. j. podiely investované do jednotlivych aktiv sa mozu
menit v zavislosti od ¢asu aj od aktualnej hodnoty portfolia.

V tlohe budeme uvazovat aj ohranic¢enia. V portfoliu buda zaka-
zané kratke pozicie v rizikovych aktivach aj bezrizikovom aktive, ¢o
zodpoveda realnej situacii.

Najprv sa budeme zaoberat iilohou bez prispevkov, t. j. tloha, v kto-
rej klient vlozi vSetky peniaze do fondu hned na zaciatku. Neskor bu-
deme riesit aj ulohu s prispevkami, ktora zohladiuje, Ze klient okrem
zaciatocného vkladu vklada aj priebezné prispevky.

1.2 Modelovanie aktiv

Pre bezrizikové aktivum budeme uvazovat spojité turocenie s arokom 7.

O d rizikovych aktivach budeme predpokladat, Ze ich ceny sa spra-
vaji podla viacrozmerného geometrického Brownovho pohybu (jedno-
rozmerny geometricky Brownov pohyb je popisany v [9], ¢asti 2.1.1 a
2.2.1), t. j.

12



dStl/Stl M1 011 012 ... 014 thl

dSE/S? _ 2 g n 021 022 ... O24 thQ

ng/Std Hd 041 0O0d2 ... 0dd thd
skratene (s vyuzitim pozlozkového delenia vektorov)

kde S; je vektor priebehov cien aktiv v ¢ase, p je vektor driftov, o
je maticou popisujticou volatilitu aktiv a W, je vektor d nezéavislych
Wienerovych procesov.

Viacrozmerny geometricky Brownov pohyb cien rizikovych aktiv
je limitnym pripadom viacrozmerného normalneho rozdelenia vynosov
zodpovedajucich obdobiu At

1 1
St+At_St

5}2 ~ Ny(p - At 00" - At)

pre At — 0.
Vseobecnejsou moznostou je modelovat ceny rizikovych aktiv po-
mocou Lévyho procesov, ako napriklad v ¢lanku [1] od M. Nutza.

1.3 Stochasticka diferencidlna rovnica pre hodnotu
portfolia

Investicny fond investuje peniaze klienta do portfélia aktiv, ktorého
hodnota X; sa v ¢ase meni, v zavislosti od stratégie investovania a
pohybu cien aktiv.

Dynamicki stratégiu investovania kvatifikujeme pomocou d-rozmer-
ného vektora m = m;(X;), ktorého i-ta zlozka 7° oznacuje, aka ciastka
hodnoty X; je investovana do i-teho rizikového aktiva. Hodnota vektora
T sa moze menit v zavislosti od ¢asu ¢ aj od hodnoty portfolia X;.

Na zéklade vztahov pre drift a volatilitu portfolia (analogickych ako
vztahy pre vynos a smerodajnt odchylku portfolia v [10], ¢ast 2.1) plati

dX
t § : ) 1 1 W
e ] — e —+ T dt d
. ( ( 2 ) r ﬂ) +7T o ty

13



po uprave

dX,

X - (r+a"(p—r))dt+ (\/m) dWi, (1.1)

kde W, vo vztahu (1.1) oznacuje uz nie viacrozmerny, ale jednoroz-
merny Wienerov proces.

1.4 Ohranicenia

V praxi, investi¢ny fond spravidla nema dovolené ist do kratkych pozicii
v rizikovych aktivach ani v bezrizikovom aktive.
Zakazané kratke pozicie v rizikovych aktivach implikuji ohranic¢enia

7t >0, i=1,2,..,d.

Zakazana kratka pozicia v bezrizikovom aktive implikuje ohranicenie

d
1 —Zwi >0,
i=1

po uprave

1.5 CRRA funkcie uzito¢nosti

Ulohou investi¢ného fondu je investovaf peniaze tak, aby ocakavanie
o hodnote portfolia v ¢ase T ¢o najlepSie uspokojovalo zaujmy klienta.
Matematicky to kvantifikujeme tak, Ze je ilohou najst takd dynamicka
stratégiu investovania m;(X;), ktord maximalizuje vyraz E[U(X7)], kde
U(z) je funkciou uzito¢nosti klienta.

My budeme pouzivat CRRA funkcie uzito¢nosti, ktoré st v tvare

1
Ul(x) :5:61’, p<l,p#0. (1.2)

Podmienka p < 1 zodpovedé rizikovo averznym klientom.
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Mimochodom, pri tvare CRRA funkcie uzitocnosti posunutom iba
o konstantu

Ulx) = (=" = 1)/p,

limitnym pripadom pre p — 0 je funkcia U(z) = Inz, ktora tiez patri
medzi CRRA funkcie uzito¢nosti. Pre jednoduchost vSak budeme uva-
zovat iba pripad p # 0.

Skratka CRRA znamend constant relative risk aversion. Pre tzv.
Arrow-Prattov koeficient relativnej rizikovej averzie plati

U”(l’) _
Ule)

—T

t. j. pre dant CRRA funkciu uzito¢nosti je koeficient relativnej rizikove]
averzie konstantny.

Vyhodou a aj ¢iastocnym zddévodnenim CRRA funkcii uzito¢nosti
je, 7e nastavenie parametra p nezavisi od toho, v akych penaznych jed-
notkach st kvantifikované peniaze. Pre l'ubovolnt nahodnt premennu
Z a kongtantu k > 0, pri CRRA funkcii uzito¢nosti v tvare (1.2) plati

E[U(k-2)] = k" - E[U(Z)], (1.3)

teda maximalizacia vyrazu E[U(k - Z)] je ekvivalentna s maximaliza-
ciou vyrazu E[U(Z)]. Napriklad pre k£ = 100, ndhodna premenna Z
moze vyjadrovat hodnotu v eurach, po prenasobeni je 100 - Z hodnota
v centoch. Podl'a vztahu (1.3) je mozné pre tlohu v eurich aj v centoch
pouzit rovnaki CRRA funkciu uZzitocnosti.

DalgSou interpretaciou je, ze pre investora s CRRA funkciou uzitoc-
nosti je optimélne investovat svoj majetok do zvolenych aktiv v pev-
nych pomeroch, bez ohladu na to, ¢i mé vela alebo mélo penazi. Sa-
mozrejme, tento predpoklad v praxi nemusi byt presne splneny.

1.6 Formulacia tlohy

Spojenim predpokladov dostaneme tlohu stochastického optimélneho
riadenia

1
max F {_XTpl , T pevné
p

dX,

7’5 — (r + ﬂT(M — r)) dt + <\/7rTaaT7r> dW, (1.4)
t

X() = X9

T e 6P
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Pre hodnotovu funkciu

V(t,z) = max  E[U(X7)|X; =z

{ms€€%} scpi,1y

odvodime Bellmanovu rovnicu (t. j. Hamiltonovu-Jacobiho-Bellmanovu
rovnicu).

Podl'a Bellmanovho principu optimality (pre tilohu bez ohraniceni je
Bellmanov princip optimality uvedeny v [11], kapitola 4, tvrdenie 3.3)
plati

V(t, .r) = max E[V(t + At, Xt+At)‘Xt = LE],
{ms €6 % seit tra0)
po uprave
0 = max E[V(t —+ At, Xt+At> — V(t, Xt)’Xt = l’]

{ms €€} st irnn)

Podla Itovej lemy v zmysle prvého diferencidlu (¢ast 2.1.2 v [9]), pre
At — 0 (na limitne kratkom ¢asovom tuseku, pre ¢as s € [t,t + At),
mozeme hodnotu vektora m; povazovat za konStantnd, t. j. 73 = )
plati

0 =max F

ISAY

2
{%V At + gZAXt + %%Xﬁ (w"oo"m) At + o(At)| X, = m} :

Vyuzitim vztahu (1.1) na rozpisanie AX, dostaneme

0= m%xE [%VAt + ZVXt <(r +al(p—r)) At + <V7rTaaT7r) AWt> +
S

1 2
+Qg ‘;XQ (nToo"T) At + o(At)| X, = m} :
Na vyjadrenie strednej hodnoty moézeme vyuzit E[AW,;] = 0, na za-
klade ¢oho plati
1 2
0= max {%—‘;At - g—‘;x (r+a"(p—r)) At + E(ZTZ:E (r"oo"m) At + O(At)} .

o(At) _

Pretoze limas_o > 0, po predeleni vyrazom At a uplatneni limity

At
dostaneme
 Jav v . 12V o m .
0_22}5}5 {E—i—%x(r%—ﬂ (w—r)) +§Wx (r'oo'm)| .
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Tym sme dostali Bellmanovu rovnicu, ktori mézeme upravit do tvaru

oV av 1 0?V
0=—+ max (r+a"(p—r)) Tt g (n"o0"T) xQW . (1.5)
Rovnica plati na oblasti 0 <t < T, 0 < x < co. Koncovou podmienkou
je

1
V(T,x) = —a". (1.6)
D
Podobne ako v ¢élanku [6], v rovnici (1.5) je pri derivacii %27‘2/ ¢len

v(z,t) = (rToo m) 2%, ktorého limitou pre z — 0 je nula. Podla teorie

od G. Ficheru, za platnosti kritéria

lim <5(a:,t) - %%(m,t)) >0 (1.7)

\0

(kde B(z,t) je koeficient pri 4%) plati, Ze rovnica (1.5) nepotrebuje na
hranici z = 0 okrajovi podmienku a koncovou podmienkou (1.6) je rie-
Senie rovnice jednoznacne ur¢ené. Podrobnejgie spisanie teorie ohladom
takychto rovnic je v [8].

V nasom pripade,

Bz, t)=(r+a(p—r)z a (zt)=(roc’n)>.
Ak oznacime maximalny drift rizikovych aktiv pin.., plati
0 < B(,t) < Tfmax,

na zéaklade ¢oho
:151{‘% p(x,t) =0. (1.8)

Ak oznac¢ime maximalnu volatilitu rizikovych aktiv o,.,, plati

0 =7(0,t) = 0%c>

max

a
0 <7(x,t) < .%20'12nax,
preto
0
0< a—z(x,t) < 2702

na zaklade ¢oho

lim @(SL’ t)=0 (1.9)

z\,0 8.7) ’ o )
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Vztahy (1.8) a (1.9) implikuju platnost kritéria (1.7). Rovnica (1.5)
teda na hranici x = 0 okrajovii podmienku nepotrebuje a koncovou
podmienkou (1.6) je rieSenie rovnice jednoznacne uréené.

Intuitivnejsim argumentom moze byt, ze stochastické dlohy, v kto-
rych sa dolna hranica (x = 0) dosahuje s nulovou pravdepodobnostou,
okrajovi podmienku pre tito hranicu nepotrebuji (napriklad podla
¢lanku [7]).

Optimalna stratégia m;(x) je argumentom maxima Bellmanovej rov-
nice, po uprave dostaneme

) 1 PV (¢
m(x) € argmax | + al(p—7r) + 3 (n"oo™T) x% . (1.10)
ox \7?

Vo vysledku (1.10) vystupuje hodnotova funkcia iba v ramci vyrazu,
ktory budeme oznacovat

22V
P(t,z) = —xM

& (t,2)

a budeme ho nazyvat relativna rizikova averzia. Relativna rizikova aver-
zia 1 je zov8eobecnenim koeficientu relativnej rizikovej averzie

U// (x)

U'(x)

—X

uvedeného v predchadzajucej casti o CRRA funkciach uzito¢nosti. Pres-
nejsie, koeficient relativnej rizikovej averzie je Specidlnym pripadom
relativnej rizikovej averzie pre cas t =T

1.7 Uvaha o prenasobenom majetku

Nasledujica avaha nAm pomoze rieSenie Bellmanovej rovnice (1.5) s kon-
covou podmienkou (1.6) uhadnut.

Uvazujme dve rovnaké tlohy (rovnaké parametre p, T,r, u,0) typu
(1.4) so zadiatkom v Case to, rozdiel bude iba v poéiato¢nych podmien-
kach. Pociato¢nou podmienkou prvej z tloh bude X;, = 1, poc¢iato¢nou
podmienkou druhej z tloh bude X;, = 100.

Tieto dlohy mozu reprezentovat tplne rovnaki situéciu. Prva moze
riesit ako investovat 1 euro, druhé ako investovat 100 centov. Para-
metre r, u,0 popisuju relativny narast majetku, st teda nezavislé od
pouzitych penaznych jednotiek. Rovnako, CRRA funkcia uzito¢nosti
sa podla vztahu (1.3) moze pouzivat s rovnakym parametrom p bez
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ohl'adu na pouzitu penazni jednotku. Taktiez ohranicenia
d
¢° = {'KERd o >010=1,2,...,d A szgl}
i=1

st pre obe ulohy rovnaké.
Optiméalne stratégie 77r,77r pre tlohu v eurach a v centoch su preto
rovnaké, aviak X; sa meria v roznych jednotkach, t. j. 77rt(x) = 77rt(100x).
Pri pouziti tychto zodpovedajicich si optimélnych stratégii majia
ilohy rovnaké rozdelenie majetku na konci, rozdiel je iba v pouzitych
jednotkach, t. j.
(1.11)

=1 A W:%}

XT|{ o= 100 Xrlgy,

Xty =100 A w:?r}

(resp. ndhodné velic¢iny z lavej a pravej strany rovnosti maju rovnaké
rozdelenie).

Pretoze obe tilohy pouzivaju rovnaké hodnoty parametrov (okrem
zacCiato¢nej hodnoty X, ), zodpoveda tloham spoloéné hodnotova fun-
kcia V (¢, ). Po¢iato¢nou podmienkou prvej z tloh je X, = 1, optimal-
nej hodnote ucelovej funkcie prvej tlohy preto zodpoveda zodpoveda
hodnota V (g, 1). Podobne, optimalnej hodnote ucelovej funkcie druhej
tlohy zodpoveda hodnota V' (to, 100). S vyuzitim vztahu (1.11) plati

1
V(to, 100) = E [—XTP
p

X, =100 A 7r:77r} =

1
—F {—(100 - Xr)P
p

Xt():l /\ ﬂ:;i::|:

1 ~
=100°- E {—XTP ‘Xto =1 A = w} = 1007 - V(to, 1).
p

Podobne plati aj vo vSeobecnosti
1
V(t,e)=2a"-V(t,1)=(p-V(t1))- (]—)xp> =L(t)-U(x). (1.12)

Funkciu L(t), z ktorej po prendsobeni funkciou uzito¢nosti dostaneme
hodnotovu funkciu, budeme nazyvat prilezitostny proces (podla ¢lanku
[1], kde sa oznacuje ako opportunity process). Pre vSeobecnt tlohu ¢asto
plati, ze prilezitostny proces zavisi nielen od ¢, ale aj od x, t. j.

V(t,x) = L(t,x) - U(x).
To, 7e pre ulohu bez prispevkov zavisi iba od ¢, velmi zjednodusi rie-

Senie ulohy.

19



1.8 RieSenie tlohy bez prispevkov

Pretoze podla vzfahu (1.12) plati
V(t,x) = L(t) - Ulx),

pre relativnu rizikova averziu 1 plati

oL (t,x) L(t) - U"(z) U ()
Y(tz) = -2 — 4 =—z =1-p
5 (t, @) L(t) - U'(x) U'(x)
Podla vztahu (1.10) preto plati
1
7i(x) € arg max |7 +rl(u—r)— 5(1 —p) (rfec’m)|.  (1.13)
TEL

To je zaujimavy vysledok. Ukazuje, ze v tilohe bez prispevkov opti-
méalna stratégia investovania nezavisi od ¢asu zostavajiceho do konca
investovania ani od velkosti majetku. Je to v rozpore s nazorom, Ze
ak je do konca investovania T vela ¢asu, malo by sa viac investovat
do rizikovych aktiv, pretoze dlhy ¢asovy horizont v stlade so zakonom
velkych ¢isel dostato¢ne znizi riziko.

Tento nazor uz rozoberali napriklad P. A. Samuelson v ¢lanku [4]
a Z. Bodie v ¢lanku [5] a aj oni prisli k zaveru, ze vo vSeobecnosti
neplati. Zakon velkych ¢isel pri dlhodobom investovani nie je mozné
automaticky prijat ako dostatoény argument pre zvySené investovanie
do rizikovych aktiv (oproti kratkodobému investovaniu).

Pre tplnost eSte mozeme zistit tvar hodnotovej funkcie, resp. prile-
zitostného procesu L(t).

S vyuzitim vzfahu (1.12) mozeme Bellmanovu rovnicu (1.5) prepisat
na

1
0= L/(t)U(JJ)—FHlagX {(r +7"(p—r)) 2LtV (z) + 3 (n"oo"m) 2’ L(t)U" (z)
weL0
Po predeleni vyrazom xzL(t)U’(x) dostaneme
_1L(2)

"=

+ M,

1
_ Ty ) — Lo T T
M ma |:7”+7T (w—r) 2( p) (oo’ )

Spolu s koncovou podmienkou (1.6) prepisanou do tvaru L(T) = 1 mé
tato rovnica rieSenie

L(t) = exp(pM(T —t)). (1.14)
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K analogickému vysledku prisiel M. Nutz v ¢lanku [1] (tvrdenie 3.2).
V ¢lanku sa pouzivaji oddrocené ceny aktiv (t. j. r = 0) a st modelo-
vané pomocou Lévyho procesov. Clanok je ¢astou Nutzovej dizertaénej
prace 2|, v ktorej mozno najst aj podrobnejsie vysledky.

Spomenieme eSte, 7e ivaha o prendsobenom majetku s dosledkom
(1.12) sa da uplatnit nielen pre ilohu s uvedenymi ohranic¢eniami

T e €,
ale aj pre tulohy typu (1.4) s l'ubovolnymi ohrani¢eniami
T € Cgta

ktoré moézu byt zavislé od c¢asu t. Pre takéto ulohy plati prirodzené
roz8irenie vztahu (1.13):

A T 1 T, T
() € arg max | T (w—r) 2(1 p) (oo’ )
Prilezitostny proces L(t) vSak vtedy nemusi byt v tvare zo vztahu
(1.14).

Pre tilohy s ohranic¢eniami zavislymi nielen od ¢asu t, ale aj od (sto-
chastickej) hodnoty portfolia X, v8ak uvaha o prenasobenom majetku
ani vztah (1.12) vo v8eobecnosti neplatia a treba ich riesit inak.
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Kapitola 2

Uloha s prispevkami

2.1 Zavedenie prispevkov

Ulohu (1.4) doplnime o predpoklad, Ze klient okrem zaciatoéného vkladu
vklada aj priebezné prispevky. Budeme uvazovat spojité prispevky:
klient bude pocas obdobia [0,7T) prispievat konstantnou rychlostou ¢
penaznych jednotiek za jednotku ¢asu. Stochasticka diferencidlna rov-
nica (1.1) pre hodnotu portfolia sa tym zmeni na

X
axe _ r+al(u—1)+ ) at+ <V1rTaaT7r> aw; (2.1)
Xy Xy

a vznikne upravena tloha stochastického optimélneho riadenia

1
max F {—XTP} , T pevné
p

dX. \/
4 (r +al(p—7r)+ Xi) dt + < 7TT00T7T) AW (2.2)
t

X
Xo = 2o
€%

Pre hodnotova funkeiu

V(t,z) = max  E[U(X7p)|X; = z]

{ms €@} sere, 1)

je mozné analogicky ako v pévodnej tlohe odvodit Bellmanovu rovnicu

oV oV ., Vo1, o OV
0= Z5 +cg-+max (r+a"(p r)):cax+2(7r oo'm)x 5
(23)
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Rovnica plati na oblasti 0 < ¢t < T, 0 < z < oo. Koncovou podmienkou

je
V(T,2) = ~a”. (2.4)

p
Rovnako ako pre rovnicu (1.5) zodpovedajicu tulohe bez prispevkov,
pre hranicu x = 0 nie je potrebna okrajovd podmienka a koncovou
podmienkou je rieSenie rovnice jednozna¢ne uréené (v tomto pripade,

nerovnost (1.7) sa realizuje ako

\0

hm(ﬂ@ﬂ—ﬁa#%ﬂ)—c>Q

t. j. kritérium, na zaklade ktorého nie je potrebna okrajova podmienka,
je opét splnené).

Optiméalna stratégia 7;(x) je argumentom maxima Bellmanovej rov-
nice, po tprave dostaneme rovnaky vztah ako (1.10):

1
m(x) € arg max [r +al(p—r)— §¢(t, z) (n'eo’m)|,
LIS

kde 82‘/( )

= (t,x

tx)=—gz 272

olta) = —r s

je relativna rizikova averzia.

Problémom oproti tlohe (1.4) bez prispevkov je, Ze neplati ivaha
o prenasobenom majetku. Pri ulohach v eurach a v centoch je totiz
parameter ¢ rozny, hodnota rychlosti prispievania zavisi na pouzite]
penaznej jednotke. To znamend, Ze pre tieto dve tlohy nie je mozné
pouzit spolo¢nit hodnotovi funkciu V (¢, z), odvodenie vztahu (1.12)
tak pre ulohu (2.2) s prispevkami neplati. Pre tlohu s prispevkami

neplati ani vztah pre relativnu rizikova averziu, t. j.

v
5 (4, 7)
ta) = —a 22" L]y,

Bez poznania relativnej rizikovej averzie 1, hodnoty optimalnej straté-
gie m priamo zo vztahu (1.10) uréit nevieme.

2.2 Transformacia
Problém v tlohe (2.2) sposobuje parameter ¢ rychlosti prispievania,

vystupujici v stochastickej diferencialnej rovnici (2.1). Pomocou na-
sledujucej transformécie sa tento parameter z rovnice eliminuje.
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Transformécia vyuziva sacasnt hodnotu (present value) PV, bu-
ducich prispevkov, vzhladom na bezrizikovy trok r. Prispevok jednej
penaznej jednotky v Case s > t ma v ¢ase t po odiroceni hodnotu
e~ preto prispevky od ¢asu ¢ do ¢asu T rychlostou ¢ peniaznych
jednotiek za jednotku ¢asu maja v ¢ase t hodnotu

T
PV, = / c e g5 = © (1—e D). (2.5)
] r

V tdlohe (2.2) transformujeme stochasticky proces X; na proces
Y, =X+ PV (2.6)

a stratégia investovania bude namiesto vektora m = m;(X;) reprezen-
tovana vektorom 6 = 0,(Y};), ktoré¢ho i-ta zlozka 6 oznacuje Ciastku
hodnoty Y; investovanu do i-teho rizikového aktiva. Plati teda

(penazi v rizikovom aktive i) = 7' - X; = 0" - Yy,

T = (1 + %) . (2.7)

po uprave

t

S pouzitim Itovej lemy (Lema 4.3 v [10]), rovnice (2.1) a vztahov
(2.5), (2.6), (2.7) odvodime pre stochasticky proces

Yi=g(t, X)) =Xe + PV,

stochasticku diferencialnu rovnicu:
2

dg dg 1 0% 9 ( T T
dY, = E(t,Xt)dt + %(tht)dXt + éﬁ(tht)Xt (n'oo’m)dt =

= (PVy)dt+ (r+a"(p—r)) Xodt +c- dt + (\/ﬂ'TO‘O‘Tﬂ‘> X dWy =

2
= {(PV;)’ + (7" + (1 + %) 0" (1 — r)) X+ c] dt-+ \/(1 + %) 070070 | X;dW; =
t t

=[(PV) + (r+0"(p—7)) Xe + PV, - 0" (p— 1) + c| dt+V8T0070 (1 + %) X dWy =

= [(PV)) + (r+0"(p—7)) (Y, — PV)) + PV; - 0" (p —r) + ] dt+ (\/0T00T0> Y, dW, =
= (r+67( — 1)) Yidt + (\/HTUJTH) Y;dW,+((PV,) — rPV; +¢)dt =
= (r+6"(u— 1)) Yidt + <\/0T00T0> Ydw,. (2.8)
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Vidime, Zze vo vyslednej rovnici (2.8) uZ parameter ¢ nevystupuje. Do-
stali sme rovnicu analogickt ako v tlohe (1.4) bez prispevkov.
Ohranicenia

d
%Oz{weRd >0, i=1,2,...,d A Zwigl}
=1

sa transformuji nasledovne: zakazané kratke pozicie v rizikovych akti-
vach implikuji podmienky

PV,
(1+7>el>o = 0'>0, i=12...4d

t

Zakazana kratka pozicia v bezrizikovom aktive implikuje podmienku

d
ZW—(1+—>ZQZ<1 = Z@Z_H -

_
7

Tieto transformované ohranicenia, zavislé od ¢asu t (resp. od hodnoty
PV}) aj od stochastickej hodnoty procesu Y;, budeme oznacovat

%PW:{GERd; >0, i=1,2,....d A Zel 1—ﬁ}.

V ¢ase T plati Yr = X, preto namiesto ucelovej funkcie £ [%XTP}

povodnej tlohy mézeme maximalizovat funkciu E L%YT”}.
Dostali sme tak transformovani tlohu

1
max F [—YTP] , T pevné
p

d?? =(r+0"(p—r))dt+ (\/m) AW, (2.9)
Yo =x0+ PVo = o
6, € ¢
Pre hodnotovi funkciu
V(t,y) =~ max  E[UQND)Y; =y

{0,€6F VY sepe,m)

je mozné analogicky ako v tlohe (1.4) bez prispevkov odvodit Bellma-
novu rovnicu

ov 1
0=+ max |(r+0"(n—1)y,-+5(6700"0) y*

82
(2.10)
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Rovnica plati na oblasti 0 <t < T, PV, < y < oo. Koncovou podmien-

kou je
1
V(T,y) = —y". (2.11)
p

Pretoze rovnicu (2.10) by bolo mozné ziskat aj transforméciou rov-
nice (2.3), pre hranicu y = PV, (zodpovedajicu hranici x = 0) nie
je potrebné okrajovd podmienka a koncovou podmienkou je rieSenie
rovnice jednoznacne urc¢ené.

Optimalna stratégia 9t(y) je argumentom maxima Bellmanovej rov-
nice, plati analogicky vztah ako (1.10) pre tlohu bez prispevkov:

~

8,(y) € arg max |1+ 67 (u—r)— %zb(t,y) (670076)|, (2.12)

9ccFPWVr

kde

e (ty
V(t,y) =Yg

je relativna rizikova averzia.

2.3 Interpretaicia transformovanej tlohy

Transformované tloha (2.9) mé nasledovni interpretaciu. Povodni tlohu
(2.2) s priebeznymi prispevkami sme previedli na ekvivalentna situaciu,
v ktorej klient na zaciatku (v ¢ase t = 0) vlozi do investi¢ného fondu
hodnotu x( a sacasnt hodnotu budicich prispevkov

_E =T
PV()—T(l e )

vloZi na bezrizikovy ucet (s trokom r). Buduce prispevky do inves-
ti¢éného fondu bude hradit z uvedeného bezrizikového tuc¢tu. Za tychto
predpokladov, hodnota B, na bezrizikovom téte splia diferencialnu
rovnicu

dBt = (TBt — C)dt

s poc¢iato¢nou podmienkou
c —rT
BozPV():—(l—e )
r

Riesenim diferencidlnej rovnice je

S
|
Rl NeY
~—~
—t
o
3
S~
&
SN—
|
o
=
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t. j. cely ¢as bude na bezrizikovom tcte ulozené sicasni hodnota bu-
dacich prispevkov. V ¢ase T bude hodnota G¢tu rovna nule.

V tlohe (2.9), hodnota Y; = X; + PV, zodpoveda celkovému in-
vestovanému vkladu klienta (v investi¢cnom fonde aj na bezrizikovom
tc¢te). Hodnota 0" zodpovedé Ciastke tohoto majetku investovanej do
i-teho rizikového aktiva. Pretoze budiice prispevky si v tomto pristupe
zohladnené ako investované peniaze, v stochastickej diferencidlnej rov-
nici (2.8) celkového majetku uz nevystupuji (parameter ¢ z rovnice
(2.1) sa eliminoval). Stu¢asna hodnota buducich prispevkov PV vsak
vystupuje v ohrani¢eniach €"t. Do rizikovych aktiv totiz moZe inves-
tiény fond investovat iba tie peniaze, ktoré su ulozené vo fonde (a nie

na bezrizikovom ucte). Hodnota (Zle 9i> Y, investovana do riziko-

vych aktiv preto nesmie prekrocit hodnotu Y; — PV, penazi vo fonde.
Po uprave dostaneme transformované ohranicenie

Zel<1—%

Pre transformovanu tlohu (2.9) plati, Ze v stochastickej diferen-
cialnej rovnici (2.8) uz nevystupuje parameter rychlosti prispievania c.
Avgak nové ohranicenia €7Vt st uz zavislé nielen od ¢asu t, ale aj
od stochastickej hodnoty procesu Y;. Uvaha o prenasobenom majetku
sa preto ani pri transformovanej tillohe neméze uplatnit. Ani désledok
o relativnej rizikovej averzii neplati, t. j.

&V (t,y)
¢, T 4
Y(t,y) = y%—g@,w #1—p

Uréit hodnoty optimaélnej stratégie § priamo zo vztahu (2.12) preto
nevieme.

2.4 Navrh aproximacie optimalnej stratégie

Transformované tloha (2.9) ma oproti netransformovanej tlohe (2.2)
nasledujicu vyhodu. Stala sa v istom zmysle viac podobna tlohe (1.4)
bez prispevkov. Proces X, z ulohy (2.2) nenesie Ziadnu informéciu o bu-
dicich prispevkoch, aviak proces Y; = X;+ PV, z transformovanej iilohy
(2.9) ich zohladnuje.

Uvazujme takd hodnotu Y;, pri ktorej ohranic¢enie

P
Ze% < 1——Vt (2.13)
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nie je aktivne. Znamena to, ze pre investi¢ny fond je optimalne investo-
vat nejaki ¢iastku z hodnoty X; =Y, — PV, aj do bezrizikového aktiva.
Investi¢ny fond sa vtedy moze pri investovani do rizikovych aktiv spra-
vat tak, ako keby mal celi hodnotu Y; = X; + PV, k dispozicii, t. j.
rovnako ako pri ulohe bez prispevkov. Jediny rozdiel bude v zohladio-
vani moznosti, Ze neskor sa hodnota Y; (vyrazne) zmensi a ohrani¢enie
(2.13) sa stane aktivnym. Ako sa v8ak neskor ukaze, toto sposobuje
iba velmi mali zmenu oproti tlohe bez prispevkov. Plati, Ze ak ohra-
ni¢enie (2.13) nie je aktivne, relativna rizikova averzia ¥ (t, Y;) je velmi
podobné ako pri tlohe bez prispevkov, t. j.

(L, Y;) =1—p.

Neskor sa ukdze aj to, ze v pripade takej hodnoty Y;, pri ktorej
je ohraniCenie (2.13) aktivne, sa koeficient relativnej rizikovej averzie
¥(t,Y;) ovela vyraznejsie odchylTuje od hodnoty 1 — p. Tieto tvahy st
kvantifikované v Casti 3.2, v ktorej st odvodené parcidlne diferencialne
rovnice pre relativnu rizikovi averziu ¢ v pripade aktivneho aj neak-
tivneho ohranicenia (2.13).

Pre optimélnu stratégiu investovania 6 podla vztahu (2.12) plati

~

6,(Y;) € arg max {r + 0" (n— 1) — %w(t, Y?) (GTO‘O'TG)} :

GG(KPVt

V pripade hodnoty Y}, pre ktort ohrani¢enie (2.13) nie je aktivne, plati

preto dobrou aproximaciou 6 optiméalnej stratégie na zodpovedajicom
useku moze byt

~ 1
T T T

0.(Y;) € arg max, {r +6 (p—r)— 5(1 —p) (0700 0)] . (2.14)

V pripade aktivneho ohranicenia (2.13) plati, Ze do rizikovych aktiv sa

investuje maximalna ¢iastka 1 — PT‘t/t. To znamen4, Ze aj ked sa hodnota

¥(t,Y;) nezanedbatelne 1i$i od 1 — p, aproximaciou € optimélnej straté-
gie definovanou vztahom (2.14) sa nezmeni celkova ¢iastka investovana
do rizikovych aktiv (pri maximalizaciach (2.12), (2.14) byva ohranice-
nie (2.13) aktivne na priblizne rovnakom tuseku hodnot Y;). Nezaned-
batelny rozdiel aproximativnej stratégie oproti optimélnej v8ak moze
byt v tom, ako sa celkova ¢iastka 1 — PT‘f investovanéd do rizikovych
aktiv rozdeli medzi jednotlivé rizikové aktiva.

Napriek tomuto nedostatku, stratégia § moze byt dobrou aproxi-
méaciou optimalnej stratégie, resp. moze klientovi priniest takmer opti-
méalnu uzito¢nost. V kapitolach 3 a 4 sa pokusime efektivnost stratégie
0 odhadnut.
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2.5 Uloha so zjednodusenym a so zanedbanym ohra-
nic¢enim

Kvoli ohrani¢eniu

ZGZ<1—ﬁ

zéavislému aj od stochastickej hodnoty procesu Y; nie je mozné v trans-
formovanej tlohe (2.9) pouzit vahu o prenasobenom majetku. Jednym
z pristupov je toto problémové ohranic¢enie zanedbat, resp. nahradit ho
menej prisnym ohrani¢enim

d
d o<, (2.15)
=1

ktoré nie je zavislé od hodnoty Y;. Zanedbanie ohranic¢enia zodpoveda
povoleniu kratkej pozicie v bezrizikovom aktivu. To znamenad, Ze pre
fond bude pripustné pozicat si za trok r neobmedzenti sumu penazi a
investovat ju do rizikovych aktiv. Zjednodusenie na ohrani¢enie (2.15)
zodpovedé povoleniu fondu pozicat si za Grok r tak sumu, aby pozicka
aj s urokmi isla splatit pomocou budtcich prispevkov.

Pri pouziti ohranicenia (2.15) vznikne z ulohy (2.9) tloha so zjed-
noduSenym ohranicenim

1
max F {—YTP} , T pevné
p

S (07 () de+ (VEToaTE) d,
Y: (2.16)
Yo = o

d
0'>0, i=1,2..,d A > <L

Uloha (2.16) je matematicky ekvivalentna s ilohou (1.4) bez pris-
pevkov. To znamené, zZe optimalna stratégia je urcena analogickym
vztahom ako (1.13) v tlohe bez prispevkov

0,(Y,) € arg max |7 + 6" (u—r)— %(1 —p) (GTO'O'TO)} . (2.17)
€60

Hodnotova funkcia

V(t,y) = E[U(Y)Y, =
(t,y) . [U(Y7)|Y: = y]
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je urcend vztahom
P
pri¢om pre opportunity process L(t) rovnako ako pri tlohe (1.4) bez
prispevkov plati
L(t) = exp(pM(T - 1)),

kde

660 2

Pretoze tlohe (2.16) zodpovedaji menej prisne ohrani¢enia ako tlohe
(2.9), je uvedenad hodnotova funkcia hornym odhadom pre hodnotovi
funkciu tlohy (2.9).

Uloha so zanedbanym ohranicenim mé analogické vysledky, aviak
namiesto ohranicenia

d
%ﬂz{aeRd;WEO,i:L2wwdﬁ\§:m§1}
=1

M = max [r +0"(p—r1)— l(1 —p) (0T0'0'T0):| . (2.18)

vystupuje vo vztahoch (2.17), (2.18) ohrani¢enie
¢ ={0eR"; >0, i=1,2,..,d}.

Speciéﬂne, pre d = 1 rizikové aktivum s driftom g > r a volatilitou
o > 0, pre tlohu so zanedbanym ohrani¢enim dostaneme

N B nw—=r
et(y) - (1 —p)02
V(t,y) = exp(pM(T — 1)) - ]%yp,
kde ( 2
u—=r
M =7r 4+ W

Po spéatnom transformovani na premenné tlohy (2.2) dostaneme

m(m):(HPVt)-(“_T

x 1 —p)o?

V(t,z) = exp (p (r + M) (T — t)) L+ PV,

2(1 - p)o’ p
Ulohu so zanedbanym ohraniéenim s dvoma aktivami (aviak oboma
rizikovymi, t. j. uvedend jednorozmerna tloha so zanedbanym ohrani-
¢enim je degenerovanym pripadom ich tlohy) riesili v ¢lanku [3] Z. Ma-
cova a D. Sevéovi¢. Z tvrdenia 5 v [3] je moZné pre optimélnu stratégiu
7¢(x) limitne dostat rovnaky vysledok.
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Kapitola 3

Jednorozmerna uloha

3.1 Deterministickd tloha

Vratime sa k transformovanej ulohe (2.9). Trividlnym pripadom je uloha,
v ktorej je okrem bezrizikového aktiva s driftom r este jedno aktivum
s driftom g > r a volatilitou o = 0, t. j. dalsie bezrizikové aktivum.
Takato tloha samozrejme nezodpoveda realite, avSak da sa zistit jej
explicitné rieSenie, ktoré nam moze dat ista predstavu o tvare rieSenia
vSeobecnej ulohy (2.9).

Najprv nijdeme rieSenie pre proces X; z netransformovanej tlohy
(2.2). Pri hodnote ¢ = 0, proces spliia uz nie stochasticki, ale oby¢ajni
diferencialnu rovnicu

dX: = ((r+ m(p—r))X: + ¢) dt.

Optimalnou stratégiou 7 pri netransformovanej deterministickej tlohe
je m(Xy) = 1, t. j. investovat vSetko do aktiva s driftom p > r

(pri transformovanej ilohe tomu zodpoveda stratégia 6,(Y;) = 1— PT‘:f)

Pri pouziti tejto stratégie, proces X, spliia oby¢ajnt diferencialnu rov-
nicu
dX; = (uX; +c) dt.

Jej vSeobecnym rieSenim je

X, = -S4 Kemt,
0
kde konstanta K zavisi od dodato¢nej podmienky.
Pri pouziti optimalnej stratégie je preto vSeobecnym rieSenim pro-
cesu ‘
}/}/ — Xt +P‘/t — Xt + ; (1 o e*T(Tft))
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riesenie c ‘
Y, = —+ Ket' + - (1 — e_’"(T_t)) .
W r

Na vyjadrenie hodnotovej funkcie budeme potrebovat poznat hod-
notu Y7 za podmienky Y; = y. Pre hodnotu Y plati

Yy = -S4 KetT = — 5 4 KentenT—), (3.1)
u u

pricom hodnotu vyrazu Ke* mozeme urcit z podmienky

Y, = L (1- e_’”(T_t)) =y.
i r

Na zéklade podmienky plati
Kett =y + c_¢ (1 — e—T(T—t)) :
woor
s vyuzitim toho vo vztahu (3.1) dostaneme

¢ ¢ ¢ -r — —
Yrlyi=y = —; + <y+ E - (1 — T t))> eMT=t) —

1

:eMT%)&r_c(%(l_%;dT4U___(1_f;MT%U)].

o
Hodnotova funkciu V' (¢,y) preto mézeme vyjadrit ako

V(t7y) = U(YT)|{yt:y A 9:1*%} =

el Loy

7 hodnotovej funkcie modzeme vypocitat relativnu rizikova averziu

BQ_V(t

- (t, )

W(t,y) =~y
a(t,y)

Po vyjadreni parcidlnych derivacii a zjednoduseni dostaneme
l—p
1 (1 —erT-1) — % (1— efu(Tft)))

Y(t,y) = (3.2)
1—§<

<3

Priklad priebehu (¢, y) pri deterministickej tlohe je na Obr. 3.1.
Mézeme v§imnit, ze funkcia ¥ (t,y) je klesajuca v ¢, t. j. pre t < T
plati

Q/}(t?y) > ¢(T7 y) =1 — D
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— t=0

psi(ty)

Obr. 3.1: Priklad priebehu (¢,y) pri nastaveni parametrov p = 0.2,
r=0.01,¢c=01,T=10,1—p=5.

Vidno tiez, Ze limitou pre y — 0o je hodnota 1—p. Dalsimi vlastnostami
funkcie ¢(t,y) v pripade deterministickej tlohy su klesajticost a kon-
vexnost v premennej y. Spomenuté vlastnosti pravdepodobne budi pla-
tit aj pre relativnu rizikova averziu vSeobecnej transformovanej tlohy
(2.9).

V nasledujucich castiach sa budeme snazit zistit priebeh relativ-
nej rizikovej averzie aj pre niektoré stochastické tlohy. PomozZe nam
to vyhodnotit efektivnost stratégie § navrhnutej v ¢asti 2.4, pripadne
navrhnit nejaké lepsie aproximécie optimalnej stratégie.

3.2 Rovnica pre relativnu rizikova averziu

Jednorozmernou tlohou budeme nazyvat dlohu (2.9) s d = 1 riziko-
vym aktivom s driftom p a volatilitou o. Ulohe zodpoveda Bellmanova
rovnica

ov Vo1, ., 0%V
_ "

0= max (T+0(M—T))y—+§6’aya—

4 3.3
ot pef0,1- 2] dy (3:3)

s koncovou podmienkou
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Optimalna stratégia ét(y) je argumentom maxima Bellmanovej rovnice,
plati

~

O(y) €arg max |r+0(u—r1)— 1w(t, y)0*a?| . (3.4)
ocfo,1- 21 ] 2

Aby sme odvodili parcialnu diferencialnu rovnicu pre relativnu rizikova
averziu 1, optimélnu stratégiu 0 = 6,(y) vyjadrime explicitne v zavis-
losti od ¥ = ¥(t,y).

Predpokladajme p > r, ¢» > 0 (predpoklad ¢ > 0 sa v dalsich
Castiach za podmienky 1 — p > 0 ukazoval splneny). Pri maximalizacii
(3.4) nastava volny extrém v bode

_p-r
0= Do?

> 0.

V pripade

—-r PV, —-r
Yo? Yy (1 PV}) o2
y
nadobuda optiméalna stratégia 0 volny extrém, v opa¢nom pripade lezi
extrém na hranici. Plati
Z;; ak ¢ >

1—% ak ¥ <

Rovnicu pre relativnu rizikovii averziu ¢ odvodime najprv pre pri-
pad

D>
I

p—r N s
> t.j 0=—
w - (1 PW) 0.2 ] @bO’Q
Yy
Budeme vychadzat z Bellmanovej rovnice (3.3)
ov ov 1 0?V
0= + max r4+0(p—r))y— + =0*c%y —
En e b {( (n—r))y oy T2V
Pretoze
v
6 — p—r _ _HTT oy
2 2 02V
Yo o Yop

mozZeme rovnicu prepisat na

2

0 8V+ (/L—?”)Q %—Z 8V+1 p—r %—‘y/ 5 502
= —_— _— —_ g s
815 0'2 ya;yv 8 2 0’2 y—%?; Y 2

<

Q
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po uprave

oV 1 fp—r 2%—V oV
0= - v | O 3.5
ot T 2( - ) 2V | 9y (8:5)

Podl'a pristupu z ¢lanku [3] od Z. Macovej a D. Sevcovita, rovnicu
najprv transformujeme na rovnicu pre funkciu

2 (t,y)
PV(t,y)

(tzv. Riccati-like transformation). Rovnicu (3.5) mozeme zapisat ako

o(t,y) =

oV ov

kde
v 2
1 fpu—r 23_<t7y) 1 fp—r
g(tay>_ry_§( o ) ﬁ(t y):ry—i_é T @(t,y) (36)
o2 \©s

Rovnicu v takomto tvare mozeme (rovnako ako v ¢lanku [3]) prepisat
na nasledujicu rovnicu pre funkciu (¢, y)

%—f(t,y) aay(gg(t y) - w(t,y)g(w))-

Na zéklade tejto rovnice, pre relativnu rizikova averziu

2
6Vt

V(ty) = —y5v

W =ye(t,y)
oy \7?

plati rovnica

oY B 8_@ B 0 (0g B
at(lﬁ,y)—y&t(ty)—yay<ay(lf/y)

“’;’ y>g<t,y>> BNER

kde funkciu g(¢,y) zo vztahu (3.6) mézeme vyjadrit pomocou (¢, y)

ako
9(t,y) —Ty+% (MU > vhy)

Po uplatneni derivacii dostaneme z rovnice (3.7) rovnicu

o W 1 (p 2y 0y 2y y? 0%
a oy 5(0) 42 oy _( ) 2oy |’

(3.8)
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ktora je hladanou rovnicou pre relativnu rizikovi averziu v v pripade

bty) > —E

1 - 2% 02
Yy
Dalej odvodime rovnicu o relativnej rizikovej averzii pre pripad

- A pv,
Wty < T 6 h=1-—1
(-2 y

Po dosadeni vyrazu  do Bellmanovej rovnice (3.3) dostaneme

1% PV, v 1 PV,\* , ,0%V
= j — - T N P 2 z
! 3t+(+( y><u T)>y3y+2< y)ayﬁy”

po uprave

82
oV 1 52 | OV
- — PVi(u — PV 2| . .
0= 7+ |1y Vi 7”)+2<7(y Vi) 3 o | By (3.9)
Dostali sme tak rovnicu v tvare
oV 151%
0= t t t
815( y) + g(t, y)ay( 2 Y),
kde
8 %
1 = (t,y)
9(t,y) = py = PVi(p =) + 50%(y = PV)° Zv—t =
3 (1Y) (3.10)
1
= py = PVi(u =) = 50*(y — PV))° (y v)

Rovnako ako pri odvodzovani pre pripad ¢ > (—% takito rovnicu

mozeme previest na rovnicu (3.7)

aa—lf(t y) = yaa (g‘z(t y) — @g(t,y)) :

Pri pouziti funkcie g(¢,y) zo vztahu (3.10), po uplatneni derivacii do-

36



staneme z rovnice (3.7) rovnicu

- (-2 20

oy Yy Yy
P P
(R
y y |70y (3.11)
P P P ’
+0? (1 — —Vt> [(1 — —Vt) (Y —1)— 2—‘4} ya—¢—
y y y |70y
o PV, \* ,0%)
(-2 2
2 y Ay
ktora je hladanou rovnicou pre relativnu rizikova averziu v v pripade
w—r
ty) < ——————.
¥(t,y) (1 o > g
y

Pre jednorozmernu tlohu sme tak dostali nasledujticu parcidlnu di-
ferencidlnu rovnicu:
o oY 0%
—=f(t —, = 3.12
at f ( ) y7 2/}7 ay ) 8y2 ) ( )

kde v pripade ¢ > ﬁ je funkcia f je definovana ako
Y

- dy 2

f (t,y,w, 2oy 0

Ay’ y? o dy) w2 oy?

a a?_¢> a1 (M—T)Q lz_y&/; 92 (a¢)2+ y? a?w]
Jdy

a v pripade ¢ < ﬁ je definovana ako

Y

2

Y Yy Yy
Yy y | 0y
102 (1 — ﬁ) {(1 — %) (Y —1)— 2%} yg_d}_
Y Yy Y Y
_0_2 1— ﬂ 2y282_w
2 y oy?

Rovnica (3.12) plati na oblasti 0 < t < T, PV; < y < oo. Z konco-
vej podmienky (2.11) pre hodnotovt funkciu dostaneme pre relativnu
rizikovil averziu 1 koncovi podmienku

¢(Tvy) =1 — D-
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Rovnica vznikla transforméciou jednorozmerného pripadu rovnice
(2.10), preto pre hranicu y = PV, nie je potrebné okrajova podmienka
a koncovou podmienkou je riesenie rovnice jednoznacne urcené.

Rovnice (3.8), (3.11) potvrdzuja tvahy z ¢asti 2.4. Rovnica (3.8),
platiaca na tseku, na ktorom ohranicenie

P
o<1 1 (3.13)
Y

nie je aktivne, obsahuje na pravej strane iba ¢leny s derivaciami % a

2y
oy2
t < T sa menia iba postupne. Hodnota %—f je preto na tseku s neaktiv-
nym ohrani¢enim priblizne rovna nule a funkcia (¢, y) sa od hodnoty
1 — p odchyluje iba velmi pomaly.

Naopak, rovnica (3.11), platiaca na tseku s aktivnym ohrani¢enim
(3.13), obsahuje na pravej strane ¢len

bt ) = =22 (=) —o* (1= 25) 0 - Z2)] .

ktoré si v ¢asovej vrstve 1" rovné nule a v ¢asovych vrstvach pre

pre ktory za podmienky aktivneho ohranicenia

uw—r
<—
RCOE

plati

2
bty 0) < — ("Z”) <0,

Clen ky (t,y, 1) sposobuje, Ze hodnota 1 s klesajicou ¢asovou vrstvou ¢
na tseku s aktivnym ohrani¢enim (3.13) nezanedbatelne rastie.

Pokial naozaj bude platit, Ze na tseku s neaktivnym ohrani¢enim
(3.13) je hodnota 1 (t,y) velmi blizka 1 — p, pre jednorozmerniu tlohu
by aproximativna stratégia

~ 1
0:(y) € arg max |r+0(u—r1)— 5(1 —p)f*c?

06[0,1—%]

podla tvah z ¢asti 2.4 mala byt velmi dobrou aproximéciou optimalne;j
stratégie.
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3.3 Numerickd schéma na vypocet relativnej rizi-
kovej averzie

Na numerické rieSenie rovnice (3.12)

O

_ oY 0%
E - f (tay7¢7 )

Y’ Dy?
pouzijeme explicitnid schému, zalozeni na podobnych myslienkach ako
¢ast 10.1 v [9)].

Premennt ¢ na intervale [0,7] diskretizujeme ekvidistantne roz-
miestnenymi bodmi, t. j.

O=t<ti < - <tp1 <ty =T,

T
ti+1—ti:At:— prei:(),l,...,m—l.
m

Premennt y na intervale [Ymin, Ymax] diskretizujeme ekvidistantne roz-
miestnenymi bodmi, t. j.

Ymin = Yo < Y1 <+ < Yn—1 < Yn = Ymax;

Yit1 — Yj :Ayzw pre7=0,1,...,n—1.
V Case t su pre premennt y pripustné iba hodnoty z intervalu [PV}, 00),
preto pre ¢asovi vrstvu ¢; ma vyznamnd ulohu prvy (t. j. najmensi)
bod y; s hodnotou véc¢Sou rovnou PV;,. Jeho index budeme oznacovat
Jo().

Numericka aproximéciu rieSenia ¥ (¢,y) v bodoch diskretizacie bu-
deme oznacovat

d)i,j%@z}(ti’yj); prei:(),l,...,m ]:j0(2>,,n

Parcidlne derivacie z rovnice (3.12) vo ,vnitornych“ bodoch diskreti-
zacie
(ti,y;), prei=1,....m j=jo(i)+1,...,n—1

aproximujeme pomocou konecnych diferencii, ktoré budeme oznacovat

W\ Yty (O,

ot i o At ~ ot ir Yj

<3_‘/’) _ Vi =i 0
i,J

~ 5 ti? j
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PPN Yign — iy i 321#(# ”;)

y* (Ay)? oy
S vyuzitim tychto aproximacii spolu s rovnicou (3.12) méZzeme vyjadrit
hodnotu v;_; ; pomocou hodnét z ¢asovej vrstvy ¢ ako

o\ Bl 9%
Wiy = i j— AL (675) =, —At-f (tiayjawi,ja (8_y>”’ (8_y?>”>

(3.14)
prei=1,2....m j=jo(i)+1,....,n—1
Na urcenie hodnoty Yi—1, mdzeme vyuzit pribliznd okrajovi pod-
mienku
¢i—1,n =1-p.
Pokial jo(i — 1) = jo(i) = jo, moéZeme na urcenie hodnoty ;_; j,
pouzit analogicky vztah ako (3.14), t. j.

I
wifl,jo = wi,jo — At - f ti7 Yjs wi,j7 <a_) 70 ) (315)
Y/ o
kde aproximéciu (g—‘;’)' derivécie 2 (tl, Yj,) ziskame pomocou konec-
ZJO

nej diferencie

o _ Yigorr —Vigo O
<8y) e Ay T oy ()

Vo vztahu (3.15) sme zanedbali efekt derivacie 2 5 (tl,yjo) To si pri
vhodne zvolenych parametroch diskretizacie mézeme dovolit, pretoze
pre hodnotu y;, blizku PV;, okrem niekolkych Casovych vrstiev pri
koncovom case T plati

pw—r

Pvt> o2
Yjo

w(ti? yjo) < (1

t. j. plati rovnica (3.11), v ktorej je pri derivacii a ( i»Yjo) Vyraz

PV, \?
(1 _ —) V2 = (g — PV =0,
Yio

ktory mézeme zanedbat. V ¢asovych vrstvach pri koncovom case T, pri
ktorych (kvoli malej hodnote PV;,) moze platit
w—r
Y(ti, vjo) > m
yjo
(t. j. vtedy plati rovnica (3.8)), byva hodnota derivacie 2 5 2(tl,yjo)
blizka nule, teda aj v tomto pripade mdzeme jej efekt zanedba.
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3.4 Numerické vysledky

Hodnoty parametrov u = 0.21, 0 = 0.18 rizikového aktiva boli naka-
librované podla historickych cien indexu S&P 500 z obdobia 1. 4. 2009
30. 6. 2011, v ktorom sa vynosy indexu spravali ustalene. Ostatné pa-
rametre boli nastavené na r =0.01, T =10, 1—p=7, c=0.1.

Na numerické vypocty bola pouzitd numerickd schéma popisana
v Casti 3.3. Parametre diskretizacie boli nastavené na m = 2500 (dis-
kretizacia ¢asu t), n = 100 (diskretizacia y), Ymin = 0.1, Ymax = 20.1.

Hodnoty relativnej rizikovej averzie 1 (t,y) pre zaciatoéni ¢asovi
vrstvu t = 0 st zobrazené na Obr. 3.2. Hodnoty optimélnej stratégie
0,(y) pre zatiato¢nu Casovi vrstvu t = 0 st zobrazené na Obr. 3.3.

10.5 T T T - - 1

aktivne ohranicenie 09

10 — neaktivne ohranicenie

95 ] 07k

9

psi(0y)
theta(0,y)
o
(52

85

o
=

8 4 03r

75

7 - 0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0

Obr. 3.2: Zavislost ¢ od y v Casovej Obr. 3.3: Zavislost optiméalnej straté-
vrstve t = 0. Hodnoty sa farebne od- gie od y v ¢asovej vrstve t = 0.
liSené podla toho, ¢ je ohranicenie

0<1- % aktivne.

7 Obr. 3.2 si mézeme vSimnit, ze na Gseku, na ktorom ohranic¢enie
0<1-— % pre optimalnu stratégiu nie je aktivne, naozaj s velkou
presnostou plati

¢(t7y) =1l-p= 7.

To zodpoveda tvaham z Casti 2.4 a zo zaveru cCasti 3.2. Pre optimalnu
stratégiu

~

1
0:(y) € arg  max_|(n—1)0 — =1(t,y)o°0?
oc[01-1%] 2
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je preto na tomto tseku stratégia 0 7 casti 2.4

0,(y) € arg max |(u—r)0 — 1(1 —p)o*0?
0c[0,1- 1] 2

velmi dobrou aproximaciou.

Na tseku, na ktorom je ohranicenie § < 1 — £%

pre optimalnu

stratégiu aktivne, dochadza k velkym odchylkam Y(t,y) od hodnoty

1—p = 7. Ale pretoZe na tomto tseku plati 6 = 1 — P;t (

stratégia nezéavisi od 1), napriek odchylkam ¢ od hodnoty 1 — p je
m

t. j. optimélna

stratégia f takmer na celom tseku rovna hodnote § = 1 — (ohrani-

Cenje § <1 - L V’ je pre stratégie 6 a 6 aktivne na priblizne rovnakych
tisekoch).

Z Obr. 3.3 mozeme vidiet, Ze na Gseku s neaktivnym ohrani¢enim
optimalnej stratégie (t. j. pre § < 1 — PVt) je hodnota optimalnych
stratégii

~ ILL — 7T
0= =

takmer konStantnd (priblizne rovna hodnote 7%575). Na tdseku s ak-

tivnym ohrani¢enim st optimélne stratégie rovné hodnote 1 — £ Vf . Vy-
sledky Obr. 3.3 mozno zhrnit aj tak, ze velmi dobrou aproxnnamou
optimalnej stratégie 6 je

. PV, w—=r } 1 212
min< 1 — , = ar max —1r) — =(1 —p)o=d
{ y (1—p)o? ® e efo1-2%] (=r)f =50 =)

Takto mozno eSte nézornejSie vidno, Ze stratégia 0 7z Casti 2.4 by mala
byt pre jednorozmernt tlohu velmi presnou aproximéaciou optimalnej
stratégie.

Ciselne, na tiseku s neaktivnym ohrani¢enim 6 < 1— % optimélne;j
stratégie, maximéalna odchylka numericky vypocitanej hodnoty relativ-
nej rizikovej averzie ¢(0, y) od hodnoty 1—p = 7 nastava v bode y = 8.1
(t. j. na zaciatku tseku s neaktivnym ohrani¢enim), v ktorom plati

(0,8.1) = 7.00335.

V bode y = 8.1 nastava aj maximalna odchylka aproximativnej
stratégie 6 od numericky vypoéitanej hodnoty optimalnej stratégie 0:

05(8.1) = 0.881834 a  fy(8.1) = 0.881412.

Maximalny rozdiel stratégii v ¢asovom horizonte 10 rokov je teda rovny
priblizne 0.000422. To je vyborny vysledok, pre jednorozmernu tlohu
sa aproximadcia 6 optimalnej stratégie 6 ukazuje ako velmi presna.
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Kapitola 4

Dvojrozmerna tiloha

4.1 Analégia s Markowitzovou tlohou

Podobne ako pre jednorozmernt tlohu v kapitole 3, aj pre dvojroz-
mernt tGlohu budeme odvodzovat parcidlne diferencidlne rovnice pre
relativnu rizikovi averziu 1.

Pre tlohu (2.9) s d = 2 rizikovymi aktivami s parametrami

2
p= (”1> a ool = ( o1 p01202)
M2 PO102 05

je uz narocnejsie zo vztahu

~

6:(y) € arg max [r + 0" (p—17) - %w(t,y) <0T0'0'T0)} (4.1)

9ccFWVr

vyjadrit optimalnu stratégiu ét(y) explicitne v zavislosti od .
Poméze nam, ked pouZijeme geometricky pristup, podobny ako
v Markowitzovej tlohe (¢ast 2.2 v [10]).

1
92
maximalizaciu cez drift up a volatilitu op zodpovedajtceho portfolia.
Pouzitim novych premennych

Maximalizaciu (4.1) cez premennti 0 = moZeme previest na

jp(6) =+ 07— 1)
op(@) = V0Taa™0

prevedieme vztah (4.1) na

(“P(:)> € arg = max {MP - %Wﬁ%} ; (4.2)

5~
~—

O'p(o pp,op)EEPVE
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kde EFV* je mnoZinou vietkych dvojic (up(8),op(f)), dosiahnutelnych
pomocou stratégif @ € €7V, Rovnako ako v Markowitzovej tilohe mo-
7eme mnozinu ETV* zredukovat na jej ,efektivnu hranicu® &7V, t. j.
pre kazdi moznt hodnotu driftu pp budeme uvazovat iba portfolio
s minimélnou volatilitou op (za predpokladu b > 0, ktory sa vo zvys-
nych ¢astiach prace za podmienky 1 — p > 0 ukazoval splneny, podla
vztahu (4.2) musia optimalne hodnoty yp(8) a op(8) lezat na takto de-
finovanej efektivnej hranici). V nasledujiucom texte efektivnu hranicu

&TVt presnejsie popiSeme.

4.2 Efektivna hranica

Pre jednoduchost najprv uvedieme, ako vyzera efektivna hranica &°
zodpovedajiica stratégiam 6 € 6°. Efektivnu hranicu &7Vt zodpoveda-
jucu stratégiam @ € €7"* z nej nasledne dostaneme pomocou jednodu-
chej transformacie.

Uvazujme najprv investovanie celého majetku Y; = y do riziko-
vich aktiv (t. j. 0' + 6% = 1). Podobne ako v Markowitzovej tlohe,
roznymi pomermi investovania do kazdého z rizikovych aktiv mozeme
(za predpokladu roznych driftov a nenulovych volatilit rizikovych ak-
tiv) na grafe s osami op, pp dosiahnut ¢ast hyperboly.

Kombinaciou bodov (op, up) spomenutej ¢asti hyperboly s bezri-
zikovym aktivom moéZzeme dosiahnut Tubovolny bod patriaci niektorej
spojnici (asecke) bezrizikového aktiva s bodmi hyperboly (na analogic-
kej vlastnosti je zalozena Veta o jednom fonde, uvedena v [10], ¢ast 2.2).
Situacia je znazornena na Obr. 4.1 (na obrazku su zobrazené tri takéto
spojnice hrubymi zelenymi tseckami).

Podobne ako v Markowitzovej tilohe spojenej s bezrizikovym ak-
tivom, pri urcovani efektivnej hranice &° bude mat vyznamnua tlohu
,dotykové portfolio”, ktorému zodpoveda dotykovy bod doty¢nice k hy-
perbole cez bezrizikové aktivum (dotykové portfolio ma klacova tlohu
vo Vete o jednom fonde aj v.CAPM modeli, uvedenych v [10], ¢asti 2.2
a 2.3). Da sa ukazat, Ze pomery 6}, 0% investované do rizikovych aktiv
v dotykovom portféliu st dané vztahmi

Cl(ng + 020,23 =0

0y + 073, =1,
kde )
o] pPO102
C1 = —
pn—1  pla—T
pPO102 O'%
Cy = —

_M1—7’ M2—7"
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Obr. 4.1: Spojnice bezrizikového ak- Obr. 4.2: Moznost (1), dotykové port-
tiva s bodmi hrubej modrej ¢asti hy- folio je pripustné.

perboly.
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Obr. 4.3: Moznost (2), druhé rizikové Obr. 4.4: Moznost (3), prvé rizikovée
aktivum je v kréatkej pozicii. aktivum je v kréatkej pozicii.

Na Obr. 4.2, Obr. 4.3 a Obr. 4.4 st pripustné kombinacie rizikovych aktiv
znézornené hrubou modrou éiarou, doty¢nica k hyperbole zelenou ¢iarou a
efektivna hranica &9 ¢ervenou &arou.

Bez ujmi na vSeobecnosti, nech prvé rizikové aktivum je rizikové
aktivum s nizsim driftom. Za predpokladu, ze druhé rizikové aktivum
mé vy$si drift ako bezrizikové aktivum, pre efektivnu hranicu &° st tri
zakladné moznosti:

(1) Dotykové portfolio je pripustné, t. j. nie st v iom kratke pozi-
cie rizikovych aktiv (Obr. 4.2). Efektivnou hranicou &° je zjednotenie
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tisecky a ¢asti hyperboly, pricom hyperbola je na tsecku ,hladko“ (t. .
diferencovatelne) napojena.

(2) Dotykové portfolio je ,pod“ rizikovymi aktivami, t. j. druhé
rizikové aktivum je v kratkej pozicii (Obr. 4.3). Efektivnou hranicou
&° je zjednotenie tsecky a Casti hyperboly, pricom hyperbola uZ na
usecku nie je diferencovatelne napojené.

(3) Dotykové portfolio je ,nad* rizikovymi aktivami, t. j. prvé rizi-
kové aktivum je v kratkej pozicii (Obr. 4.4). Do tohoto pripadu patria
aj vSetky takeé, v ktorych je vrchol hyperboly pod bezrizikovym akti-
vom. Efektivnou hranicou &° je tsecka.

Tym sme ur¢ili efektivnu hranicu &° zodpovedajicu stratégiam
Z mnoziny

¢={0eR; 0'>0 A >0 A 0'+6°<1}.

0.14

0.12

0.1

0.08

mu

-0.02

-0.04

0 0.02 0.04 006 008 0.1 0.12 0.14 0.16

sigma

Obr. 4.5: Efektivna hranica &° znazornena hrubymi prerusovanymi éarami
(okrem spolo¢ného useku, na ktorom je neprerusovana zelend Ciara) sa spo-
menutou rovnolahlostou zobrazi na efektivnu hranicu &% znazornena hru-
bymi stvislymi ¢iarami. Na obrazku st zvyraznené zlomové a koncové body
tychto efektivnych hranic.

Efektivna hranica &Vt zodpovedajica stratégiam z mnoziny

P
%sz{aeRd; t>0 A 62°>0 A 91+92§1——%}
Y

sa zmeni v tom, %e do akcii uz nemédzeme investovat 100% majetku

Y, =y, ale najviac ¢iastku (1 — %) Na obrazkoch sa to prejavi tak,
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7e z usecky, ktora spaja bezrizikové aktivum s ¢isto rizikovym portfo-
liom buda pripustné iba body, ktoré maja v rizikovych aktivach c¢iastku

najviac (1 — %) Kazda takato tsecka sa tak skrati na (1 - %)—né—

sobok svojej dlzky.
Presnejsie vyjadrené, spomenuté tsecky sa zobrazia rovnolahlostou
so stredom v bode zodpovedajicom bezrizikovému aktivu a koeficien-

tom (1 — %) Dosledkom je, 7e aj efektivnu hranicu &FV* ziskame

zobrazenim efektivnej hranice &° uvedenou rovnolahlostou.

Priklad pre 1 — % = 0.6 je na Obr. 4.5.

Rovnol'ahlost nemeni tvar (iba rozmery) efektivnej hranice, preto
vietky mozné tvary efektivnych hranic &°"* st obsiahnuté v moznos-
tiach (1), (2) a (3) na Obr. 4.2, Obr. 4.3 a Obr. 4.4.

Efektivna hranica &7Vt v tvare zodpovedajicom moZnosti (3) obsa-
huje iba kombinécie bezrizikového aktiva s jedinym rizikovym aktivom.
Na zaklade toho sa da vidiet, Ze takato uloha ma analogické riesenie
ako jednorozmerna tloha (d = 1) s parametrami u, o zodpovedajacimi
jedinému pouzivanému rizikovému aktivu.

Tvary efektivnych hranic z moznosti (1) a (2) sa daju zahrnat do
jednej moznosti: efektivnou hranicou je tsecka a na fiu spojito napojena
¢ast hyperboly. Pritom plati, Ze s rasticim driftom je na efektivnej hra-
nici rastica volatilita a sklon efektivnej hranice (t. j. g%j) je s rasticou
volatilitou nerastuci.

Bodom prechodu 7z tsecky do paraboly je v moznosti (1) bod zodpo-
vedajuci dotykovému portfoliu, v moznosti (2) je nim bod zodpoveda-
juci rizikovému aktivum s mensim driftom. V oboch pripadoch, tento
bod budeme nazyvat zlomovym bodom. V pripade efektivnej hranice
&Y budeme zlomovy bod oznacovat Zy, jeho drift pz, a jeho volatilitu
07, V pripade efektivnej hranice &7V budeme zlomovy bod oznacovat
7, jeho drift pz a jeho volatilitu oz. Opa¢ny koniec ¢asti hyperboly,
ktory v oboch pripadoch zodpoveda rizikovému aktivu s vy$sim drif-
tom, budeme nazyvat koncovym bodom. V pripade efektivnej hranice
&Y budeme koncovy bod oznacovat Ky, jeho drift g, a jeho volatilitu
or,. V pripade efektivnej hranice £7"* budeme koncovy bod oznacovat
K, jeho drift pux a jeho volatilitu og.

Na Obr. 4.5 st body Zy, Ky, Z a K zvyraznené ¢ervenou farbou.

4.3 Maximalizaicia na efektivnej hranici
Podla vztahu (4.2), s vyuZitim zGZenia mnoziny E*"* na efektivnu hra-

nicu, nagou tilohou je na efektivnej hranici &Vt bodov (up,op) maxi-
malizovat vyraz up — %wa%. Opét pomoze geometricky pristup, avsak
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aby bola tucelova funkcia linedrna, na vodorovnej osi obrazkov bude
namiesto volatility op hodnota o%. Namiesto efektivnej hranice &V
bodov (up,op) nas preto bude zaujimat efektivna hranica &PV bodov
(pp,0%). Po umocneni vodorovnej osi sa z tsecky aj ¢asti hyperboly
stant ¢asti paraboly (Obr. 4.6).
Na efektivnej hranici &"* bodov (up,0%) mame maximalizovat
vyraz
L
Hp — 51/}0'P7
ktory je linearnou funkciou premennych pp,o%. Maximalizacia line-
arnej funkcie geometricky zodpoveda najdeniu priamky (izolinie, t. j.
,vrstevnice“ ucelovej funkeie) s danym sklonom, ktora prechadza mno-
Zinou pripustnych rieSeni a je ¢o najviac posunutd v smere maxima-
lizacie. Pre efektivnu hranicu typu (2), zakladné $tyri moznosti pre
vysledok maximalizacie si zobrazené na Obr. 4.7.
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Obr. 4.6: Efektivnou hranicou C%P‘/t Obr. 4.7: Maximalizicia linearnej

pre (pp,0%) budi dve na seba spo- funkcie na efektivnej hranici £2P i

jito napojené ¢asti parabol (zobra- typu (2) (dotykové portfolio je ,pod”

zené hrubymi ¢iarami). rizikovymi aktivami) ma Styri za-
kladné moznosti.

Mnozina €FV* v sebe zahfia tri ohrani¢enia:

PV,
0'>0, 0>°>0 a 0" +6*°<1——"
Y
Na Obr. 4.7, ohrani¢enie ' > 0 je aktivne vtedy, ked optimalne riegenie
lezi na koncovom (t. j. najvy$Som) bode hrubej modrej ¢asti hyperboly.
Ohrani¢enie 62 > 0 je aktivne vtedy, ked optiméalne rieSenie lezi na ze-
lenej casti hyperboly spajajicej prvé rizikové aktivum s bezrizikovym.
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Ohrani¢enie 0! + 0?2 < 1 — £ je aktivne vtedy, ked optimélne riegenie
lezi na modrej hyperbole.

Kazda zo styroch moznosti na Obr. 4.7 zodpoveda situécii s réznymi
aktivnymi ohrani¢eniami. V prvej moznosti (zlava) je jedinym aktiv-
nym ohrani¢enim 62 > 0. V druhej moznosti st aktivne ohranicenia

PV,
>>0a 0t +62<1-——L
Y

vtedy sa do prvého rizikového aktiva investuje maximélna pripustna

Clastka 1 — %. V tretej moznosti je jedinym aktivnym ohranic¢enim
PV,
o' 0> <1 - —L.
Y

V Stvrtej moznosti st aktivne ohranic¢enia

' >0 a 91—1—92<1—ﬁ
(Y
vtedy sa do druhého rizikového aktiva investuje maximélna pripustna
Ciastka 1 — 2%,

Pre efektivnu hranicu typu (2), situicia je podobnd, avsak druha
moznost (maximéalna pripustna ¢iastka do menej rizikového aktiva) ne-
nastava. V prvej moznosti nie je aktivne ziadne z ohraniceni, ide o volny
extrém. Ostatné moznosti maju ohladom aktivnych ohrani¢eni rovnaké
vlastnosti.

Z Obr. 4.7 vidno, Ze prva moznost (volny extrém) nastava pri naj-
vacsom sklone izolinif Gcelovej funkcie — t. j. pri najvacsej hodnote .
Pri mensej hodnote ¢ nastava druh& moznost, pri eSte mengej tretia a
pri najmensej §tvrta moznost.

Presnejsie, spomenuté moznosti nastavaju podla toho, do ktorého
z intervalov patri hodnota /2 (sklon izolinii t¢elovej funkcie), pri¢om
hranice intervalov si podla geometrického pohladu ur¢ené derivaciou
;lg‘—g prvej, resp. druhej paraboly efektivnej hranice &"* v zlomovom

bode (0%, 1uz), resp. v koncovom bode (0%, puz). Hodnoty derivacii st
urcované v nasledujicom texte.

4.4 Hodnoty doélezitych derivacii parabol

K uréeniu, ktoré z ohraniceni
PV,

' >0, 0°>0 a ' +6°<1 - —
y
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st aktivne, su podla predchadzajicej casti dolezité derivacie flg—g pr-
P

vej, resp. druhej paraboly efektivnej hranice &"* v zlomovom bode
(0%, 1z), resp. v koncovom bode (0%, iz). Zodpovedajtce dotycnice st
zobrazené na Obr. 4.8.
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Obr. 4.8: Doty¢nice v zlomovom a koncovom bode.

Prva, t. j. zelena parabola zodpoveda kombinovaniu zlomového bodu
(zodpovedajtce portfolio obsahuje s vahou % aj bezrizikové aktivum)
s bezrizikovym aktivom. MoéZeme ju parametrizovat podla vahy bezri-
zikového aktiva, ktord oznac¢ime 6°:

up = 907’ + (1 — 90) nz
o = (109202,

Hodnota derivacie 3’;—5 je rovna podielu derivécii premennych up, 0%
P

podla parametra 6°:

dup _ dpp/do° _ r—pz
do%  do%/df®  —20% (1 —6°)

Zlomovému bodu (0%, uz) zodpoveda hodnota 6° = 0 (zlomovy bod

Z mé vahu 1 a bezrizikové aktivum vahu 0). Hodnota derivécie 35—5
P
prvej paraboly v zlomovom bode (na Obr. 4.8 zodpoveda derivacii sklon

tmavozltej doty¢nice) je rovna

dpp 2)7MZ—7’

D, — “HP —
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Druha, t. j. modra parabola zodpoveda aktivnemu ohraniceniu

91+92<1—ﬁ
Yy

MéZeme ju nasledovne parametrizovat podla vahy 6' prvého rizikového
portfolia:

PV, PV,
Hp = yt +91M1+(1—7t—91)/12

PV, 2 P
o2 = (0")? 2+(1_7t_9) 0% +26' (1—7”—91)/)0102-

Hodnota derivacie jg—é’ je rovna podielu derivéacii premennych up, 0%
P

podl'a parametra 6':

dpp _ dpp/do _ [ — pio

dop  dop/d0" o (02 + 03 — 2poy09) 01 + 2 (1 — %) (poro9 — a%)'

Derivacia druhej paraboly v zlomovom bode je v pripade efektivnej
hranice typu (1) rovna hodnote D;, vypocitame ju preto uZ iba pre
efektivnu hranicu typu (2). Pri efektivnej hranici typu (2), zlomovému
bodu zodpoveda hodnota 6' = 1 — % (maximéalna ¢astka do prvého
rizikového aktiva, ktoré je zlomovym bodom).

Pri oboch typoch efektivnej hranice, koncovému bodu zodpoveda
hodnota §' = 0 (maximélna ¢iastka do druhého rizikového aktiva, ktoré
je koncovym bodom).

Hodnota derivacie &£ d’“’ druhej paraboly v zlomovom bode (na Obr. 4.8

zodpovedé derivacii sklon purpurovej doty¢nice) v pripade efektivnej
hranice typu (2) je rovna

dpp

_ 2\ M1 — M2
Dy = R(MZ7UZ) =

2 (1 — %) (03 — polag).

Hodnota derivacie ;lg‘—é’ druhej paraboly v koncovom bode (na Obr. 4.8
P
zodpoveda derivacii sklon ¢iernej doty¢nice) je rovna

d _
D3 = f—f(umai) = S :
p 2 <1 - %) (poiog — 03)
V silade s Obr. 4.8, pre efektivnu hranicu typov (1) a (2) mozeme

nasledovnym spdsobom urcit, ktoré z ohranic¢eni pre optiméalnu straté-
giu su aktivne.
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Ak hodnota /2 (ktora zodpoveda sklonu izolinii ucelovej funkcie
pp — 310p) patrf intervalu (D, 00), tak optimalne rieSenie lezi na ze-
lenej ¢asti paraboly. Optimalnou stratégiou je investovat do optimalnej
kombinacie bezrizikového aktiva s portfoliom zodpovedajicim zlomo-
vému bodu Z. V pripade efektivnej hranice typu (1) nie je aktivne
ziadne z ohraniceni. V pripade efektivnej hranice typu (2) je jedinym
aktivnym ohrani¢enim

% > 0.

Ak hodnota /2 patri intervalu (Ds, Dy), tak optimalnou stratégiou
je investovat do portfélia zodpovedajiceho zlomovému bodu Z. Tento
pripad nastava iba pri efektivnej hranici typu (2) a vtedy fond opti-
malne investuje do prvého rizikového aktiva maximalnu ¢iastku 1 — %.
Aktivnymi ohrani¢eniami st

PV,
0°>0 a0 +62<1-—".
Y
Ak hodnota /2 patri intervalu (D3, D3), tak optiméalne rieSenie lezi
na modrej ¢asti paraboly. Jedinym aktivnym ohrani¢enim je
PV,
ol +6?<1-—
Y

Ak hodnota /2 patri intervalu (0, D3), tak optimalnym rieSenim

je koncovy bod. Vtedy fond optiméalne investuje do druhého rizikového

aktiva maximélnu ciastku 1 — %. Aktivnymi ohrani¢eniami st
PV,
0'>0a 01 +60><1-—L.
Y

4.5 Rovnica pre relativnu rizikovi averziu

Na zéklade predchadzajiuceho textu, pre optimalnu stratégiu 9t(y) plati:
Ak 9(t,y)/2 patri intervalu (0, D3), tak do druhého rizikového ak-
tiva investujeme maximalnu ¢iastku 1 — %, t. ].

0 = (1 _0%) : (4.3)

Investovanie maximalnej ¢iastky 1 — % do druhého rizikového aktiva

je ekvivalentné s pripadom =1— % v jednorozmernej tlohe s para-

metrami pt = ug, 0 = 09. Uplatnenie vztahu (4.3) v Bellmanovej rovnici
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(2.10) a nasledna transformacia na rovnicu pre relativnu rizikova aver-
ziu 1) mé preto rovnaky vysledok ako rovnica (3.11) s parametrami

H = 2, 0 = 032!

(R

ot Y Y Y
PV, PVl 0

-2

Y Yy Yy
(1= 20 [ (12 22 oy -2 PH] 20

Y Yy Y Y
_U_% 1_ﬂ 2y282_17b'

2 Y 0y?

Ak ¢(t,y)/2 patri intervalu (Dy, Dy), tak do prvého rizikového ak-
tiva investujeme maximalnu ¢iastku 1 — %, t. J.

0 = (1 _0%) . (4.4)

Podobne ako v predchadzajicom pripade, uplatnenie vztahu (4.4) v Bell-
manovej rovnici (2.10) a nasledna transformécia na rovnicu pre 1) ma
rovnaky vysledok ako rovnica (3.11) s parametrami u = py, 0 = 0y:

e (R

oy y y
PV, PV,] 8

=)o

y y dy
+o7 (1 — ﬁ) {(1 — %) (Y —1)— 2%} ya_l/}_

Y Y Y dy
_U_% 1 — ﬂ : 282_w
2 Y y oy?

Ak ¥(t,y)/2 patri intervalu (Dy, 00), tak optimélne portfolio je opti-
méalnou kombinaciou bezrizikového aktiva s portféliom zodpovedajicim
zlomovému bodu Z. Pritom ohranic¢enie 0! +6? < 1— % nie je aktivne.
Optimalne portfolio preto mozeme najst ako volny extrém na zelenej
polpriamke z Obr. 4.9.

Zelend polpriamka z Obr. 4.9 je spojnicou bodu zodpovedajiceho
bezrizikovému aktivu so zlomovym bodom Z efektivnej hranice &V,
resp. so zlomovym bodom Z, efektivnej hranice &°. Na najdenie opti-
méalneho portfélia vyuzijeme bod Zj, ktorého poloha nezéavisi od hod-
noty %.
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Obr. 4.9: Namiesto hladania viazaného extrému na hrubej zelenej tisecke
(ktorej koniec zodpoved4 zlomovému bodu Z efektivnej hranice &7Vt) mo-
zeme hladat volny extrém na zelenej polpriamke (jej doplnen4 cast je zobra-
zend prerusovanou Giarou), ktord prechédza aj zlomovym bodom Zj efektiv-
nej hranice &°.

Véhy rizikovych aktiv v portfoliu zodpovedajicemu bodu Z, ozna¢me
0y, a 0% . Ak vahu prislichajicu portfoliu zodpovedajiceho bodu Z,
oznacime w, volnym extrémom pre kombinéciu s bezrizikovym portfo-
liom je
Hzy — T

0%01/1 '

Zodpovedajicou optimalnou stratégiou je

a7 012()
- (i)

Kombinovanie portfélia zodpovedajiceho bodu Zj s bezrizikovym akti-
vom (pri¢om ohranicenie 6'+6? < 1—% nie je aktivne) je ekvivalentné

w =

D>

s pripadom 6 = % v jednorozmernej tlohe s parametrami p = iz,
0 = 0z,. Uplatnenie vztahu (4.3) v Bellmanovej rovnici (2.10) a né-
sledné transformacia na rovnicu pre ¥ méa preto rovnaky vysledok ako
rovnica (3.8) s parametrami p = py,, 0 = 0yz,;:

o 0 1 (g -\ 2900 2y 5_¢)2 YoM
0t__”’8y_2< ) way_zzﬂ( TyEae |

dy
Nakoniec rozoberieme najkomplikovanejsiu moznost, v ktorej ¥ (t,y)/2
patri intervalu (Ds, D). VyuzZijeme analogicky pristup ako Z. Macova

O'Z0
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a D. Sevéovi¢ v ¢lanku [3]. V nasledujicich apravach vznikaja velmi
podobné vyrazy ako v ich ¢lanku.
V pripade 9(t,y) € (D3, D), jedinym aktivnym ohrani¢enim je
PV,

Ot +02<1-——=.
(0

Plati teda 6 =1 — % — ', maximalizaciu (4.1)

~

0:(y) € arg max {r +0(p—17) - %w(t,y) (0T0‘0'T0):|

0cc Vi

preto mozeme previest na maximalizaciu cez 6.
Eliminovanim premennej 6% z vyrazov

2
0"(u—r) a 6700’6 =6" ( o1 p"m) 0

2
pPO102 0y

dostaneme

07 (u— 1) = Au- 0"+ (1 - %) (2 — 7) (4.5)

P PV;\?
0700’0 = a (91)2 —2b (1 - —W) o' + o3 (1 - —%) : (4.6)
) Y

kde
Ap =y —p12 <0
a =0 —2po109 + 05 >0
b= ag — pO10s.

Z maximalizacie (4.1) tak dostaneme

) PV,
9,}(y)earg max {T—I—Au-6’1+<1—7t) (#2_7«)_

916[0,17%]

~50(t9) ( (") =20 (1 } %) e <1 ) %)>

Volny a zaroven aj viazany extrém nastéava v bode

o Apl o b PV,
' ==L+ 2 (1-—L). 4.7
aw+a< y) (4.7
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Vyrazy

2
0"(u—r) a 670070 =67 ( 71 p"“’?) 0

2
PO102 0y

v bode 8 mozeme s vyuzitim vatahov (4.5), (4.6) a (4.7) prepisat na

9T(u—r):Ml+<u2+éAu—r> (1—ﬂ>
a P a Yy

R R 2 2 2
0 oorg = B L (e PN () PV
a YP? a

pricom konStantu

> (0f —2p0102 + 03)03 — (05 — po1o2)® _ ofoi(l —p?) -0
a a a

o

budeme oznacovat s2.
S vyuzitim toho, Bellmanovu rovnicu (2.10) méZeme prepisat na

ov (Ap)?y b PV, ov
= = -A 1— — P —_—
0 8t+< P ,u2+au ” y+rPV; 8y+
2,2 2 2
2 a ? Y dy?
(4.8)
Pretoze
2V
8 2
1/) =Y i )
Jy
plati
ov )2 ov )2
vov_ (%) pev (8)
a8V 2 a2 92V
Yo w RO G

Uplatnenim toho v rovnici (4.8) dostaneme

ov b oV
= — -A - P P —_—
0= +(<u2+a u) (y—PVi)+r Vt> oy "
2
+8_2( _ PV)282V . (A:u)2 (%_‘;>
o Yoy 2a %27‘2/ '
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Dostali sme tak rovnicu, ktori moZeme zapisat ako

oV ov

kde
b 2 V. A2 av
g(t,y) = (uz + —Au) (y — PV,) +rPV, + = (y — PV,)* 2~ _ (o) o =
a 2 a_y 2a 57
b s? (ty) | (Ap)® y
(,UQ + aAu) (y = PVi) + 7PV, = —(y = PV + 0t
(4.9)

Rovnako ako pri odvodzovani rovnic pre ¢ pri jednorozmernej tlohe
mozeme rovnicu v takomto tvare previest na rovnicu (3.7)

%—@f(t,y) = y(% (g—j(ty) - ?/)(7;7 y)g(t7?/)) '

Pri pouziti funkcie g(¢,y) zo vztahu (4.9), po uplatneni derivacii dosta-
neme z rovnice (3.7) rovnicu

-8 (o =) -2 (-2~ 29
ot y Y

PV, b A PV, oy

(=) ()« S G

(T[T

Y Yy
(A y* [0y (Ap? 1 (. PV\*| ,0%
e w(_) a W‘(“T) o
(4.10)

ktora je hladanou rovnicou pre v v pripade ¥ (t,y) € (Ds, Dy).
Pre dvojrozmernd tlohu sme tak dostali nasledujicu parcidlnu di-

ferencidlnu rovnicu:
o oY 32¢
- 4.11

at f ( ) 7 w7 a ay ( )
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kde v pripade % € (0, D3) je funkcia f je definovana ako

o 0% PV, PV, PV,
f(7 ﬂp?a ay) 7{(#2—7)_02(<1_7>¢—7>}¢—
(-5 e ],
— 1= tr——|yo—+
Yy y |0y
(-0 50

Yy dy
o, _ PV 0%
2 Y y8y2’

v pripade % € (Ds, Dy) (pri efektivnej hranici typu (1) pocitame Do
podla vztahu pre D;) je definovana ako

s 58) o (20 )
dy’ 0y? Y Y Y

PV, b (Ap)? 1 PV, %

[(1_7)(’“‘2+5A’”‘)+ « =T } Yoyt

t t t 0
(e
(Ap)® y* [0y (Ap3? 1 s PV \?| ,0%

*aw() . T2 (“y)gﬁ

oy?’
v pripade ¥ € (Ds, D;) (ktory nastdva iba pri efektivnej hranici typu (2))
je definované ako

o 02 PV, PV, PV,
f(tyw aw ay‘”) 7[<u1—r>—a%(<1—7)w—7>]w—

PV, PV, 0O
LN

a v pripade % € (D;,00) je definovana ako
o 0% O 1z —r\ 2000 22 (OV\® 42 0%
by, 555 | =—ry5-—5 o " s \a )] T aaal|-
dy’ Oy dy 2\ o0z 2oy P \ Oy V2 Oy
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Rovnica (4.11) plati na oblasti 0 < t < T, PV, < y < oo. Z konco-
vej podmienky (2.11) pre hodnotovt funkciu dostaneme pre relativnu
rizikovl averziu koncovi podmienku

w(Tvy) =1 - P

Rovnica vznikla transforméciou dvojrozmerného pripadu rovnice
(2.10), preto pre hranicu y = PV, nie je potrebné okrajova podmienka
a koncovou podmienkou je rieSenie rovnice jednoznacne urcené.

4.6 Numerické vysledky

Hodnoty parametrov p; = 0.17, o = 0.16, pus = 0.25, 05 = 0.21,
p = 0.56 boli nakalibrované podla historickych cien indexu S&P 500
(prveé rizikové aktivum) prevedenych na eura (pri zohTadiovanom me-
niacom sa kurze) a podla historickych cien indexu DAX (druhé rizi-
kové aktivum). Boli pouzité historické ceny su z obdobia 1. 4. 2009
30. 6. 2011, v ktorom sa vynosy cien oboch indexov spravali ustédlene.
Dalsie parametre boli nastavené na r = 0.01, T'= 10, ¢ = 0.1. Parame-
ter p bol nastaveny prvykrat na 1 —p = 6 a druhykrat na 1 —p =9,
¢im vznikli dve typovo rozdielne situdcie.

Efektivna hranica &° zodpovedajtica parametrom aktiv je na Obr. 4.10.

Podla ¢asti 4.2, ide o efektivnu hranicu typu (1) (dotykové portfolio je
pripustné).

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

sigma

Obr. 4.10: Efektivna hranica &° zodpovedajica parametrom aktiv je zobra-
zena Cervenou ¢iarou.
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Na numerické vypocty bola pouzitd podobna numericka schéma ako
pre jednorozmernu tlohu (Cast 3.3). Pri nastaveni parametrov diskre-
tizacie m = 2500 (diskretizacia ¢asu t), n = 100 (diskretizacia y),
Ymin = 0.1, Ymax = 20.1, numericky vypocitané hodnoty 1 pre zacia-
to¢na ¢asova vrstvu ¢ = 0 st zobrazené na Obr. 4.11 a Obr. 4.12.

V oboch pripadoch nastavenia parametra p nastava tsek, na ktorom
je pre optimélnu stratégiu jedinym aktivnym ohrani¢enim

0" +6* < I (4.12)
Y
Na tomto tiseku je hodnota 1) nezanedbatelne zmenend oproti 1 —p a
zaroveh optimélna stratégia dana vztahom (4.7)

j_Bul b( PV
a v a Yy

(pre druht zlozku plati 62 = 1 — % — 1) zavisi od hodnoty .

Aproximativna stratégia 0 7 Casti 2.4

b € arg max [{ﬂ(u ) — %(1 _p) (aTaaTa)}

0cc Vi

bude preto na tomto tseku od optimalnej stratégie 6 nezanedbatelne
vzdialena. To moézeme pozorovat na Obr. 4.13 a Obr. 4.14, na ktorych si
zobrazené hodnoty optimélnych stratégii pre zaciatocnu ¢asovi vrstvu
t = 0. Pre porovnanie je zobrazena aj druha zlozka 6? aproximativnej
stratégie 0.

Na Obr. 4.13 a Obr. 4.14 vidime, Ze na tisekoch, na ktorych sa opti-
méalnou stratégiou 6 investuje maximalna ¢iastka 1 — % do druhého

rizikového aktiva, a aj na tiseku bez aktivnych ohraniceni pre 9, je apro-
ximativna stratégia @ dobrou aproximéaciou optimélnej stratégie. Avsak
na tiseku, na ktorom je pre 8 jedinym aktfvnym obrani¢enim (4.12), sa
aproximativna stratégia od optimalnej nezanedbatelne odliguje.

Inak vyjadrené, z obrazkov sa potvrdzuju tvahy z Casti 2.4. Celkové
podiely ' + 62 (zobrazené modrou ¢iarou) investované do rizikovych
aktiv optiméalnou stratégiou si koregpondujicimi podielmi ' +62 apro-
ximativne] stratégie dobre aproximované. Avsak na tseku, na ktorom
sa optimalnou stratégiou @ investuje do rizikovych aktiv maximalna
Giastka 1 — 2% 3 rozdeluje medzi ne v nenulovych pomeroch, nie si
podiely investované do jednotlivych rizikovych aktiv dobre aproximo-
vané. V dalSej casti uvedieme aproximaciu, ktora je za istych podmie-
nok ovela presnejsia.
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10.5
. . e maximum do aktiva s najwy$sim wnosom
10+ —— maximum do aktiva s najwy$sim wnosom
. o 14 aktivne iba ohranicenie thetal+theta2<=1-PVtj
aktivne iba ohraniCenie theta1+theta2<=1-PVt/
95 nie je aktivne Ziadne ohranicenie
9l 13
__ 85 =
5 S 12
& g} &
75 1"
7L
10
6.5
6 9
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
y y

Obr. 4.11: Parameter p nastaveny na Obr. 4.12: Parameter p nastaveny na
1-p=6. 1-p=9.

Na Obr. 4.11 a Obr. 4.12 st zobrazené hodnoty ) v Casovej vrstve ¢ = 0.
Hodnoty st farebne odligené podla toho, ktoré z ohraniceni pre @ su aktivne.

1 1 T T T T T T T T T
09 09+ //
0.8 08 9
0.7 0.7
06 0.6 [
B >
T o5 S o5t
jo o
£ £
04 04
03f 1-PVly 03r 1-PVIy
theta1+theta2 theta1+theta2
02t 02}
ffffffff theta2aprox -—-—--—theta2aprox
01} theta2 01} theta2
0 . 0 .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 8 10 12 14 16 18 20
y y

Obr. 4.13: Parameter p nastaveny na Obr. 4.14: Parameter p nastaveny na
1-p=6. 1-p=9.

Na Obr. 4.13 a Obr. 4.14 su zobrazené hodnoty optimélnych stratégii 6

v Casovej vrstve ¢t = 0. Pre porovnanie je zobrazena aj druhé zlozka 62
aproximativnej stratégie 6.
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4.7 PresnejSia aproximacia optimalnej stratégie
Pokracujeme v analyze numerickych vysledkov z predchadzajticej casti.

V pripade 1 — p = 6, takmer na celej oblasti PV, < y < oo plati
rovnica (4.10)

(R (IS
13 (] a Yy Yy

PV, b Ap)? 1 PV,
- Kl——t) (u2+—Au) e —+r—t} L
y a a y

P2 dy

+5? (1—ﬂ> [(1—%) (¢—1)—2ﬁ1 ya—¢+

Yy Yy Yy dy

(Ap?y? (ov\® |[(Ap? 1 | s PV, \?*| ,0%
s () | SEr s (-5 [

Pritom na pravej strane rovnice mé najvac¢si vyznam clen
PV, b PV, PV,
ka(t,y, ) = —— Kuz +=Ap - 7‘) - s ((1 - —t) Y — —t)] ¥,
Y a Y )
. a0 . ) . .
pretoze derivacie 52 Su v Casovej vrstve T rovné nule a v ¢asovych

R
vrstvach pre t < % sa menia iba postupne. Podobny ¢len je mozné
dosiahnut v rovnici

oy PV,

B PV, PV, oy
00 Py (- 2) e 22

zodpovedajucej deterministickej ulohe (rovnica (3.11) so zvolenim pa-
rametrov p = figer @ 0 = 0). Pri nastaveni parametra

b
Paet = iz + A — s*(1—p) (4.14)

plati, ze pre y — oo sa hranati zatvorka vo vyraze

ol ) = — [(uﬁ%»—r) 52 ((1 - ﬁ) . ﬂ)] v,
Yy a Yy Yy

limitne blizi zatvorke vo vyraze

ks(t,yv) = _%(Mdet — )i

z rovnice (4.13).
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Hodnotu (¢, y) by sme preto podla vztahu (3.2) odvodeného pre
deterministick ilohu mohli aproximovat ako

x 1 —p

U(t,y) =it y) = ’
1_c¢ (1 (1= e (T=0) — L (] — g=mae(T—1)

y \r

Hdet

(4.15)
kde hodnota fiqe je uréenéd vzfahom (4.14).
Porovnanie tejto aproximacie s numericky vypoc¢itanymi hodnotami
Y pre zaciatotni ¢asovi vrstvu ¢t = 0 (pricom okrajova podmienka pre
Y = Ymax S prisposobila aproximécii (4.15)) je na Obr. 4.15.

10.5

maximum do aktiva s najw$$im wnosom

aktivne iba ohraniCenie thetal+theta2<=1-PV1

95+ -------- psi odhadnuté cez deterministicku dlohu

psi(0y)

Obr. 4.15: Porovnanie numericky vypotitanych hodnot 4(0,y) s aproxima-
ciou (0, y) podla deterministickej lohy.

Podla Obr. 4.15 sa aproximécia (t,y) relativnej rizikovej averzie
ukazuje pre situaciu, v ktorej je takmer na celej oblasti PV, < y < oo
jedinym aktivnym ohrani¢enim

0 + 6% < - 2h (4.16)
y

(resp. chyba tsek bez aktivnych ohraniceni), velmi presnou. Tato apro-

ximécia relativnej rizikovej averzie implikuje aproximéaciu 6 optimalnej
stratégie

6 c arg max |07 (u—r) — %17) (07a070) | ,

oe(wﬂPVt

ktora by tiez mala byt velmi presnou.
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Ciselne, na useku s jedinym aktivnym ohrani¢enim (4.16), maxi-
malna odchylka aproximécie @(O,y) od numericky vypocitanej hod-
noty relativnej rizikovej averzie (0, y) nastava v bode y = 1.7 (t. j. na
zaCiatku uvedeného tuseku), v ktorom plati

D(0,y) =8.005 a (0,8.1) = 8.171.

Maximalny rozdiel teda nadobida hodnotu priblizne 0.166.
V bode y = 1.7 nastiva tieZ maximalna odchylka prvej zlozky ap-

roximativnej stratégie 8! od numericky vypocitanej hodnoty 6':
1(1.7) = 0.0355 a 61(1.7) = 0.0418.

Maximalny rozdiel stratégii v casovom horizonte 10 rokov je teda rovny
priblizne 0.0063 (na tseku s aktivnym ohrani¢enim (4.16) je stcet zlo-
ziek dany, v druhych zlozkich stratégii teda nastavajt rovnako velké

rozdiely). Aproximéacie ¥ a 0 sa teda naozaj pre situaciu z Obr. 4.11
ukazuju ako vel'mi dobré.

Pre situaciu z Obr. 4.12, v ktorej je velky tusek bez aktivnych ohra-
ni¢eni pre optimélnu stratégiu, je v8ak aproximéacia typu (4.15) malo
presné. Pre taku situaciu je lepSie pouZivat aproximaciu 6.

Aby sme v pripade efektivnej hranice typu (1) rozlisili, pre ktora
situédciu je aproximéacia (4.15) dobre pouzitelna, ukaZeme si, pri akych
hodnotach parametrov nastéava tsek bez aktivnych ohranic¢eni pre 6.

Vieme, Ze na zaciatku g takého useku priblizne plati (¢, ) ~ 1 —p
a zaroven

D1: ILLZO_T :%’
PV, 2
2(1- 203,
t. J.
Rz — T 1—p

PV \ 2 ~ 2
2<1_7t> Zo

Na zéklade toho by malo platit

— P
N Il L)
(1- P)UZO Y
Ukazeme si, ze podmienka
Hzy —T
— <1 4.17
(1-p)oz, (417)

je naozaj pribliznym kritériom, pri akych hodnotdch parametrov na-
stava tsek bez aktivnych ohraniceni.
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Ak podmienka (4.17) plati, potom

Hzg —T 1 - P ¢(t7y)
< < .
202 2 2

Na zéaklade toho, aj pre dostato¢ne velka hodnotu Y plati

o ,LLZO_T 1_p<¢(t7y)

D —
T80y, T2 2

t. j. v bod )Y patri tiseku bez aktivnych ohraniceni.
Naopak, ak podmienka (4.17) vyrazne neplati, t. j.

Hzy —T

N S | (4.18)
(1—-ploz,

potom pre Tubovolny bod y > 0 plati

Hzy —T >#Zo2_r>>1_p‘%w(t7y)'
2(1_m> 2 20'ZO 2 2

Y Zo

D, = (4.19)

Pre zaciatok y tseku bez aktivnych ohrani¢eni by vSak malo platit

t,g) 11—
p, =¥ty 1-p
2 2

¢o je v rozpore s (4.19). Preto za platnosti priblizného kritéria (4.18)
mozeme ocCakavat, Ze tseku bez aktivnych ohraniceni nenastéva.
Vysledky zodpovedaji aj Obr. 4.11 a Obr. 4.12. Pre 1 — p = 6 plati

S

(1- p)UZO

a aproximdcia (4.15) je vyborne pouzitelna. Pre 1 — p = 9 plati

Kzy —T .
——— =081<1
(1-p)oz,

a nastava usek bez aktivnych ohraniceni, aproximacia (4.15) nie je
vhodné.

Zaverom je, ze pri dvojrozmernej tilohe s efektivnou hranicou typu
(1), za platnosti kritéria (4.18)

Hzy — T

—_ >>1
(1 —p)oz,
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(resp. ak je vyraz na Tavej strane aspoii o nie¢o vaési ako 1) je vhodné
pouzivat aproximdciu optiméalnej stratégie

gt(y) € arg max [OT(M —r)— %@Z(tay) (OTUUTG)} ;

0cec Vi

kde hodnota @Z je dané vztahom (4.15)
L-p
1-—¢ (% (1—erT-0) - L (1 - e—udet(T—t))) '

Yy Hdet

D(t,y) =

Ak kritérium (4.18) neplati (ak plati opac¢na nerovnost), je vhodnejsie
pouzit napriklad aproximaciu

~ 1
Te Nty T T
0 c arg max {0 (p—r) 2(1 p) (0"o0"0)

4.8 Numericka schéma na vypocet hodnotovej fun-
kcie

Nagim zaujmom je urcit efektivnost aproximativnej stratégie (Z), urcenej
vztahom (2.14)

~ 1

(7] € arg max (07 (u—1r)—=(1— 0" 00’0

(y) € arg max 10" (u—r) = 5(1—p) ( )

Efektivnost stratégie budeme merat na zdklade toho, o kolko jej pou-
Zivanie znizi oc¢akavant uzito¢nost E(U(Yr)) oproti optimélnej. Preto
chceme pomocou numerickych metoéd pocitat hodnotova funkciu

Vs(t, ) = B[U(X7)| X, =2 A0 = 0]

zodpovedajicu pouzivaniu aproximativnej stratégie 6. Jej hodnotu bu-
deme porovnavat s hodnotovou funkciou V (¢, z) zodpovedajicou pou-
Zivaniu optimalnej stratégie 9, na vypocet ktorej uplatnime analogické
numerické vypocty.

Hodnotova funkcia V;(¢, ) je urend analogiou Bellmanovej rovnice
(2.10)

0V T OVy 1 /-1 1=\ ,0%V
s koncovou podmienkou
yp



Ako sa vsak ukaze, rozdiely hodnotovych funkeii V(t,2) a V5(t, x)
budi velmi malé. Priame pouzitie explicitnej schémy na rovnicu (4.20)
by bolo méalo presné a pravdepodobne by neukazalo pozorovatelné roz-
diely.

Na presnejSie vypocty vyuzijeme, 7e vieme numericky vypocitat
hodnoty vyrazu

PV (t,y)
= — —ay
Y(t,y) Y %Z(t’y)

Budeme predpokladat, ze pri pouziti stratégie ] je hodnota vyrazu

9%V
W(ta Y)
ve(ty) =~y

a_y(ta y)

velmi podobna hodnote (t,y), preto ju pri numerickych vypoétoch
budeme nahradzovat touto hodnotou.QTento pristup by mal byt vyrazne
02V,
8y20 S
a zaroven velmi nazorne zohl'adiuje rozdiely medzi stratégiami 0 a 6.

S vyuzitim funkcie (¢, y), ktorej hodnoty budeme pri numerickych
vypoc¢toch budeme nahradzovat numericky vypocitanymi hodnotami
W(t,y), mozeme rovnicu (4.20) previest na

presnejsi ako odhadovanie derivacie pomocou kone¢nych diferencii

Ve oV
ot

~T 1 ~T ~

|40 (=) = 5 (9 aaTﬂ)] (4.22)
Na numerické rieSenie rovnice (4.22) by sme mohli pouZit explicitna
schému, pri¢om derivaciu 68—‘;5 by sme aproximovali pomocou konec¢nych
diferencii. AvSak pre ¢asova vrstvu T plati

ov;

(T, y) =yP 7,

dy (Ty) =y

t.j.pre 1 —p >0 ay — 0 plati

o

o (T,y) = oo,

¢o by sposobovalo numerické problémy. Preto rovnicu prevedieme na
rovinicu o prilezitostnom procese (opportunity process) Lg(t,y), ktory
je ureny vztahom
yp
Va(t,y) = Lg(t, y)?-
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Pre parcidlne derivacie plati

oV 0L yP
W(t’y) = o —b(t,y) = »

oV, 0L
] L;
o (t,y) = dy ——2(t, y) + st )y !

Rovnicu (4.22) preto moézeme prev1est na

0L; O0Lg ~T 1 ~T ~
= (ya—y + L ) <r+0 (1= 1) = 5% C 00T0>) . (4.23)

Koncova podmienka (4.21) sa prevedie na podmienku
Ly(T,y) =1, (4.24)

t. j. problém s velkymi hodnotami parcialnej derivacie sa eliminoval.

Rovnicu (4.23) s koncovou podmienkou (4.24), s vyuzitim nahradzo-
vania hodnot (¢, y) numericky vypoc¢itanymi hodnotami (¢, y) bu-
deme rie§it explicitnou schémou, podobnou ako je uvedena v ¢asti 3.3.
Na urcenie hodnoét v bodoch yn.x na okraji diskretizicie pouzijeme
pribliznu okrajovi podmienku podla tlohy so zjednodusenym ohrani-
¢enim z Casti 2.5, t. j.

Lé(tzv ymax) ~ Li,n - eXp(pM<T - tz))v

1
M = max r+0"(u —r)—§(1—p)(0TaaT0) :

Na urcenie hodnot v bodoch y;,;) uplatnime podobny postup ako je
uvedeny v Casti 3.3.

4.9 Porovnanie efektivnosti stratégii

Pouzili sme rovnaké hodnoty parametrov ako v casti 4.6, t. j.
w1 = 017,01 = 0.16, o = 0.25, 09 = 0.21, p = 0.56,
r=0.01,7=10,c=0.1,1 — p = 6.

Aplikovanim numerickej schémy uvedenej v c¢asti 4.8 sme vypoci-
tali hodnoty prilezitostnych procesov L(0,y) a Lz(0,y). Vysledky st
zobrazené na Obr. 4.16. Pre porovnanie je zobrazena aj hodnota L*(0)
zodpovedajtica tilohe so zjednoduSenym ohranic¢enim 6 4+ 6% < 1 z ¢as-
ti 2.5, ktora je pre p < 0 dolnym odhadom hodnét L(t,y) a L(t,y).
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Obr. 4.17: Numerické vysledky pre

——  Opportunity process pri pouZziti aproximativnej stratégie
0.0045 ——  Opportunity process pri pouZiti optimalnej stratégie
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Obr. 4.16: Numerické vysledky pre L(0,y), L;(0,y) a L*(0,y).

percentualny rozdiel v certainty equivalent

V(0,y) pri ohraniceni theta1+theta2<=1
V(0,y) pri pouziti optimalnej stratégie
V(0,y) pri pouziti aproximativnej stratégie
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Straty v percentach pri pouziti odhadu theta~

Straty v percentach pri pouziti odhadu theta~~|
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V(0,y), V3(0,y) a V*(0,y).

9

Obr. 4.18: Percentudlne rozdiely hod-

not urcitostnych ekvivalentov pri po-

uziti aproximativnych stratégii é, 6
oproti hodnotam uréitostného ekviva-
lentu pri pouZiti optimalnej stratégie.
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Po prenasobeni prilezitostnych procesov L(t,y), Lg(t,y) a L*(0) fun-
kciou uzitoc¢nosti

dostaneme zodpovedajice hodnotové funkcie, ktoré si zobrazené na
Obr. (4.17). Na obrazku je rozdiel hodnotovych funkeii V (¢, y) a V5(t,y)
nepozorovatelny, grafy sa prekryvaju. To potvrdzuje, Ze sme si mohli
dovolit aproximovat odhadovat vyraz

%V

52 (L y)
Va(t,y) = —yail/é—

W(ta )

relativnou rizikovou averziou 1 (t,y) zodpovedajicou pouzivaniu opti-
malnej stratégie 6.

Aby sme vyhodnotili, aké velké straty (v pefaznych jednotkéach)
vznikaj pri pouziti aproximativnych stratégii oproti pouzitiu optimal-
nej stratégie, pouzijeme porovnanie pomocou urcitostného ekvivalentu
(je spomenuty napriklad v [10], ¢ast 2.1, Priklad 2.5).

Urditostny ekvivalent (certainty equivalent) je takd nendhodna hod-
nota Cy(yo) vkladu v ¢ase T', ktora mé pre klienta rovnaka oc¢akavani
uzito¢nost ako investovanie hodnoty y (vratane suc¢asnej hodnoty bu-
ducich prispevkov) v ¢ase t = 0 do fondu, ktory pouZiva dant straté-
giu 6. Plati teda

U(Co(yo)) = E[U(Y7)|Yo = yo| = Vo(0,90), (4.25)

kde Vp(t,y) je hodnotova funkcia zodpovedajica pouzivaniu danej stra-
tégie 8. Hodnotu Cy(yy) mozeme zo vztahu (4.25) vyjadrit ako

b

Colyo) = U~ (Va(0,10)) = (pLo(Uyyo)%O> - Yo(Le(0,40))7,

S =

kde Lg(t,y) je prilezitostny proces zodpovedajici pouzivaniu danej
stratégie 0.

Pre uvazované stratégie 6 = 6 a 0 = 0 sme na zéklade numericky
vypocitanych hodnét prilezitostnych procesov L(t,y) a Li(t,y) vypo-
¢itali hodnoty urcitostnych ekvivalentov Cy(y) a Cy(y). Analogickym
sposobom sme vypocitali aj hodnoty urcitostného ekvivalentu Cé(y)

zodpovedajlicemu pouzivaniu aproximativnej stratégie 6 7 casti 4.7.
Percentuélne rozdiely hodnot urcitostnych ekvivalentov pri pouziti

aproximativnych stratégii é, 6 oproti hodnotam urcitostného ekviva-
lentu pri pouziti optiméalnej stratégii § su zobrazené na Obr. 4.18.
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Hodnoty zobrazené na Obr. 4.18 zodpovedaji odhadom realnych
percentualnych strat klienta v pripade, Ze fond pouZziva aproximativnu
stratégiu @, resp. @ namiesto optimalnej.

Rozdiely pri pouzivani stratégie @ (znazornené modrou ¢iarou) st
tiplne zanedbatelné (najviac okolo 0.00126 percenta), t. j. za platnosti
podmienky (4.18) sa ukazuje tiplne postacujice pouzivat tento odhad.

Maximalny percentualny rozdiel pri pouzivani stratégie 6 sme Vy-
pocitali pri hodnote yy = 1.7, kedy je urcitostny ekvivalent odhadnuty
na 5.394, namiesto odhadnutej optimélnej hodnoty 5.405. To znamena,
7e pri nasom nastaveni parametrov je vtedy maximalna strata oproti
optimalnej hodnote rovna priblizne 0.011 penaznych jednotiek, ¢o je
okolo 0.2 percenta (alebo 2 promile) optiméalnej hodnoty ur¢itostného
ekvivalentu. Strata dvoch tisicin majetku v ¢asovom horizonte 10 rokov
je v praxi tiez zanedbatelné, vyznam moze nadobudnat pri investovani
obrovskych ¢iastok.
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Zaver

V diplomovej préci rie§ime tlohu, ako mé investi¢ny fond pocas daného
obdobia investovat peniaze vlozené klientom, aby maximalizoval jeho
o¢akévani uzito¢nost na konci obdobia investovania. Pritom pouzivame
CRRA funkcie uzito¢nosti a rizikové aktiva st modelované viacrozmer-
nym geometrickym Brownovym pohybom. Na stratégie investovania
uvazujeme ohranicenia, ktoré vyjadruju zdkaz kratkych pozicii v ri-
zikovych aktivach aj v bezrizikovom aktive. Naviac zohladiujeme, Ze
klient okrem pociatoc¢ného vkladu vklada aj priebezné prispevky.

Jednym zo zakladnych vztahov v rieSenej tlohe je, Ze optimélna
stratégia zavisi od relativnej rizikovej averzie. Preto podstatnou tlohou
v diplomovej praci bolo urcovanie priebehu relativnej rizikovej averzie.

Uloha bez prispevkov z kapitoly 1 a transformované tlohy so zjedno-
dusenym, resp. zanedbanym ohranicenim z kapitoly 2 maju jednoduché
rieSenie, pretoze v nich je relativna rizikova averzia konStantne rovna
hodnote 1 — p.

Pre transformovanu ilohu s nezanedbanym ohrani¢enim ale plati,
7e relativna rizikova averzia je zavisla od premennych reprezentujtcich
¢as aj hodnotu vkladu. .

V ¢asti 2.4 mame definovani aproximativnu stratégiu 8, ktora vznikne
tak, ze do vztahu (2.12) na urcenie optimalnej stratégie dosadime na-
miesto relativnej rizikovej averzie v hodnotu 1 — p. To nie je presna
hodnota relativnej rizikovej averzie, ale aj tak ma tato aproximacia
celkom dobré zddvodnenie.

V kapitole 3 sme pri zvolenom nastaveni parametrov jednorozmer-
nej ilohy pomocou parciadlnych diferencidlnych rovnic pre relativnu rizi-
kovt averziu numericky vypocitali hodnoty relativnej rizikovej averzie a
na zaklade nich aj hodnoty optimalnej stratégie. Hodnoty aproximativ-
nej stratégie 6 vysli velmi podobné numericky vypocitanym hodnotam
optimélnej stratégie. Na casovom horizonte 10 rokov vysiel maximélny
rozdiel v hodnotach stratégii okolo 0.3 percenta. To potvrdilo avahy
z Casti 2.4, 7e pre jednorozmerni tlohu je aproximativna stratégia 6
velmi presnym odhadom optimélnej stratégie.
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V kapitole 4 sme urobili podobné porovnanie pre dvojrozmerni
tlohu. V tomto pripade vSak na tuseku, v ktorom sa investuje do ri-
zikovych aktiv maximalna ciastka a rozdeli sa medzi ne v nenulovych
pomeroch, nastava v ¢asovom horizonte 10 rokov vyrazna odchylka ap-
roximativnej stratégie 8 od optimélnej. Kvoli tejto odchylke sme pre
isty typ situécie zaviedli presnejSiu aproximaciu € optimélnej stratégie,
ktord je zaloZend na aproximécii relativnej rizikovej averzie podla de-
terministickej alohy. Za platnosti kritéria (4.18) bola stratégia 6 velmi
dobrou aproximaciou optimalnej stratégie.

Na zéver sme na zaklade principu urcitostného ekvivalentu porov-
nali porovnali efektivnost aproximativnej stratégie 8 oproti optimalne;j.
Vysledkom bolo, Ze aj ked sa tieto stratégie na istom tseku nezaned-
batelne liSia, na ¢asovom horizonte 10 rokov vzniké oproti pouzivaniu
optimélnej stratégie rozdiel okolo 0.2 percenta hodnoty urcitostného
ekvivalentu, ¢o je zanedbatelné.

Zaverom je, Ze pri jednorozmernej tlohe je rozdiel medzi aproxima-
tivnou stratégiou @ a optiméalnou stratégiou tplne zanedbatelny. Pri
dvojrozmernej st hodnoty aproximativnych stratégii na istom tseku
nezanedbatelne rozdielne oproti hodnotam optimalnej stratégie, avsak
celkova strata pri pouZzivani aproximativnej stratégie je iba velmi mala.

Pri viacrozmernych tlohach predpokladdme podobné spravanie re-
lativnej rizikovej averzie ako pri dvojrozmernej tlohe. Nasim ocakava-
nim je, Ze aj pri viacrozmernych tlohéach je pouzivanie aproximativne;j
stratégie @ pomerne efektivne.
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