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Abstrakt

PODOLÁK, Martin: Modely sporenia s CRRA funkciami uºito£nosti

[diplomová práca]. Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta mate-
matiky, fyziky a informatiky; Katedra aplikovanej matematiky a ²ta-
tistiky. Vedúci diplomovej práce: doc. Mgr. Igor Melicher£ík, PhD.
Bratislava, 2012, 75 strán.

V diplomovej práci rie²ime úlohu o optimálnom investovaní. Ide o spo-
jitú úlohu stochastického optimálneho riadenia. V úlohe sú zahrnuté
ohrani£enia, ktoré zakazujú krátke pozície v rizikových aktívach aj
v bezrizikovom aktíve. Zoh©adnené sú aj priebeºné príspevky klienta.
Pri rie²ení vyuºívame transformáciu úlohy pomocou sú£asnej hodnoty
budúcich príspevkov. Na základe tejto transformácie uvádzame moºnú
aproximáciu optimálnej stratégie. Pretoºe optimálna stratégia závisí od
relatívnej rizikovej averzie, odvádzame parciálne diferenciálne rovnice
popisujúce priebeh relatívnej rizikovej averzie. Pri daných hodnotách
parametrov sme vypo£ítali numerické rie²enie pre relatívnu rizikovú
averziu, zodpovedajúce optimálne stratégie a hodnotovú funkciu. Na
základe týchto výpo£tov hodnotíme efektívnos´ navrhnutej aproxima-
tívnej stratégie.

K©ú£ové slová: optimálne investovanie, priebeºné príspevky, funkcia
uºito£nosti, stochastické optimálne riadenie, Bellmanova rovnica, rela-
tívna riziková averzia



Abstract

PODOLÁK, Martin: Models of investment savings using CRRA utility

functions [master thesis]. Comenius University in Bratislava. Faculty of
Mathematics, Physics and Informatics; Department of Applied Mathe-
matics and Statistics. Supervisor: doc. Mgr. Igor Melicher£ík, PhD.
Bratislava, 2012, 75 pages.

In this thesis we investigate optimal investment problem. It is a con-
tinous-time stochastic optimal control problem. Constrains forbidding
short positions in risky assets as well as in risk-free asset are included.
We take into account also client's gradual contributions. We apply
transformation based on present value of future contributions. The
transformation imply possible approximation of optimal strategy. Opti-
mal strategy depends on relative risk aversion, therefore we derive par-
tial di�erential equation describing evolution of relative risk aversion.
For a given set of parameter values, we calculated numerical solution
for relative risk aversion, corresponding optimal strategies and value
function. Using these calculations, we evaluate performance of stated
aproximate strategy.

Key words: optimal investment, gradual contributions, utility func-
tion, stochastic optimal control, Bellman equation, relative risk aver-
sion
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Úvod

Je viacero �nan£ných in²titúcií (budeme ich nazýva´ investi£né fondy),
ktoré spravujú a investujú klientami vloºené peniaze. Pre ne je uºito£ný
matematický aparát, pomocou ktorého je moºné zoh©adni´ minulý prie-
beh rizikových aktív a na základe toho navrhnú´ takú stratégiu inves-
tovania, ktorá prinesie klientovi £o najvä£²í moºný zisk, av²ak zárove¬
chráni vklad od príli² ve©kého rizika.

Jedným z prístupov je jednoperiódový Markowitzov model (£as´
2.2 v [10]). Jeho výstupom je mnoºina portfólií, ktoré pri danom o£a-
kávanom výnose minimalizujú riziko. Výber portfólia z tejto mnoºiny
je v²ak ponechaný na pouºívate©a, ktorý pri tomto výbere musí sám
zoh©adni´ svoju averziu k riziku. Jednoperiódový Markowitzov model
taktieº neukazuje, ako sa riziková averzia (a tým aj optimálne stratégie
investovania) v priebehu £asu mení, aby sa prispôsobila rizikovej averzií
v koncovom £ase investovania.

Alternatívnym prístupom je pouºitie princípu maximalizácie o£a-
kávanej uºito£nosti. Táto diplomová práca analyzuje jeden z takýchto
modelov sporenia, v ktorom sa vyuºívajú tzv. CRRA funkcie uºito£-
nosti. Tie majú viaceré dobré matematické vlastnosti a aj z praktic-
kého h©adiska priná²a ich pouºívanie výhody. Uvaºujeme model spojitý
v £ase, ktorý zoh©ad¬uje, ºe optimálne stratégie investovania sa v prie-
behu £asu môºu meni´.

Spomenutý model s CRRA funkciami uºito£nosti, pri£om rizikové
aktíva sú modelované pomocou Lévyho procesov (²peciálnym prípa-
dom je viacrozmerný geometrický Brownov pohyb), je analyzovaný
v £lánku [1] od M. Nutza (analýza v ²ir²om kontexte je v jeho di-
zerta£nej práci [2]). Rozoberané úlohy majú niektoré ve©mi dobré ma-
tematické vlastnosti, ich výsledkom je takmer explicitné rie²enie. Av²ak
to vo v²eobecnosti platí iba pre úlohy bez priebeºných príspevkov, t. j.
v ktorých sa uvaºuje iba po£iato£ný vklad klienta.

Úlohy s priebeºnými príspevkami v sebe spravidla zah¯¬ajú mate-
matické komplikácie, kvôli ktorým nie je moºné ur£i´ rie²enie nejakým
jednoduchým vz´ahom. Jednu z takýchto úloh rozoberajú v £lánku [3]
Z. Macová a D. �ev£ovi£. V ich úlohe je zoh©adnené ohrani£enie, ktoré
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vyjadruje, ºe pri investovaní do rizikovej²ieho aktíva (trhové portfólio)
nie je moºné ís´ do krátkych pozícií. Medzi výsledkami £lánku sú ana-
lytické horné a dolné odhady optimálnej stratégie. Z matematických
dôvodov (aby bolo moºné odvodi´ horný a dolný odhad) je v²ak za-
nedbané ohrani£enie, ktoré vyjadruje, ºe pri praktickej aplikácií £asto
ani v menej rizikovom aktíve (dlhopisy) nie je moºné ís´ do krátkych
pozícií.

Cie©om diplomovej práce je zoh©adni´ práve toto ohrani£enie (av²ak
na rozdiel od £lánku [3], úlohu dlhopisového portfólia má bezrizikové
aktívum).

V kapitole 1 je formulovaná úloha bez príspevkov ako úloha stochas-
tického optimálneho riadenia. Pre úlohu je odvodená zodpovedajúca
Bellmanova rovnica a rie²ením úlohy je optimálna stratégia vyjadrená
ako výsledok jednoduchej maximalizácie.

V kapitole 2 je formulovaná úloha s priebeºnými príspevkami. Je
uvedená transformácia tejto úlohy, ktorá zoh©ad¬uje priebeºné prís-
pevky iným spôsobom. Transformácia nám umoºní zavies´ ©ahko vy-
po£ítate©nú aproximáciu optimálnej stratégie. Výhodu transformova-
nej úlohy moºno pozorova´ aj v tom, ºe pri zjednodu²enom ohrani£ení
je úloha matematicky ekvivalentná s úlohou bez príspevkov, má teda
rie²enie v rovnakom tvare.

V kapitolách 3 a 4 je odvodený matematický aparát pre h©ada-
nie rie²enia jednorozmernej, resp. dvojrozmernej úlohy bez príspevkov
pomocou numerických metód. Následne sa pri zvolených nastaveniach
parametrov porovnávajú rozdiely optimálnej stratégie oproti navrhnu-
tým aproximatívnym stratégiam. Na záver je pre prípad dvojrozmernej
úlohy odhad reálnej straty pri pouºívaní aproximatívnych stratégií na-
miesto optimálnej stratégie.
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Kapitola 1

Úloha bez príspevkov

1.1 Úloha z praxe

V práci sa budeme zaobera´ nasledovnou úlohou z praxe. Klient s danou
rizikovou averziou (reprezentovanou funkciou uºito£nosti) vloºí svoje
peniaze do investi£ného fondu a úlohou fondu bude po£as dohodnutého
obdobia (£asový interval [0, T )) investova´ peniaze tak, aby o£akávanie
o hodnote vkladu v £ase T £o najlep²ie uspokojovalo záujmy klienta.

Budeme predpoklada´, ºe investi£ný fond môºe peniaze investova´
do portfólia obsahujúceho jedno bezrizikové aktívum a nieko©ko riziko-
vých aktív, ktorých hodnota v £ase sa správa pod©a daného stochas-
tického procesu. Fond môºe portfólio aktív spojito v £ase dynamicky
prerovnáva´, t. j. podiely investované do jednotlivých aktív sa môºu
meni´ v závislosti od £asu aj od aktuálnej hodnoty portfólia.

V úlohe budeme uvaºova´ aj ohrani£enia. V portfóliu budú zaká-
zané krátke pozície v rizikových aktívach aj bezrizikovom aktíve, £o
zodpovedá reálnej situácii.

Najprv sa budeme zaobera´ úlohou bez príspevkov, t. j. úloha, v kto-
rej klient vloºí v²etky peniaze do fondu hne¤ na za£iatku. Neskôr bu-
deme rie²i´ aj úlohu s príspevkami, ktorá zoh©ad¬uje, ºe klient okrem
za£iato£ného vkladu vkladá aj priebeºné príspevky.

1.2 Modelovanie aktív

Pre bezrizikové aktívum budeme uvaºova´ spojité úro£enie s úrokom r.
O d rizikových aktívach budeme predpoklada´, ºe ich ceny sa sprá-

vajú pod©a viacrozmerného geometrického Brownovho pohybu (jedno-
rozmerný geometrický Brownov pohyb je popísaný v [9], £asti 2.1.1 a
2.2.1), t. j.
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
dS1

t /S
1
t

dS2
t /S

2
t

...
dSdt /S

d
t

 =


µ1

µ2
...
µd

 dt+


σ1,1 σ1,2 . . . σ1,d

σ2,1 σ2,2 . . . σ2,d
...

... . . . ...
σd,1 σd,2 . . . σd,d



dW 1

t

dW 2
t

...
dW d

t

 ,

skrátene (s vyuºitím pozloºkového delenia vektorov)

(dSSSt)./(SSSt) = µµµdt+ σσσdWWW t,

kde SSSt je vektor priebehov cien aktív v £ase, µµµ je vektor driftov, σσσ
je maticou popisujúcou volatilitu aktív a WWW t je vektor d nezávislých
Wienerových procesov.

Viacrozmerný geometrický Brownov pohyb cien rizikových aktív
je limitným prípadom viacrozmerného normálneho rozdelenia výnosov
zodpovedajúcich obdobiu ∆t

S1
t+∆t−S

1
t

S1
t

S2
t+∆t−S

2
t

S2
t...

Sdt+∆t−S
d
t

Sdt

 ∼ Nd(µµµ ·∆t,σσσσσσT ·∆t)

pre ∆t→ 0.
V²eobecnej²ou moºnos´ou je modelova´ ceny rizikových aktív po-

mocou Lévyho procesov, ako napríklad v £lánku [1] od M. Nutza.

1.3 Stochastická diferenciálna rovnica pre hodnotu
portfólia

Investi£ný fond investuje peniaze klienta do portfólia aktív, ktorého
hodnota Xt sa v £ase mení, v závislosti od stratégie investovania a
pohybu cien aktív.

Dynamickú stratégiu investovania kvati�kujeme pomocou d-rozmer-
ného vektora πππ = πππt(Xt), ktorého i-ta zloºka πi ozna£uje, aká £iastka
hodnotyXt je investovaná do i-teho rizikového aktíva. Hodnota vektora
πππ sa môºe meni´ v závislosti od £asu t aj od hodnoty portfólia Xt.

Na základe vz´ahov pre drift a volatilitu portfólia (analogických ako
vz´ahy pre výnos a smerodajnú odchýlku portfólia v [10], £as´ 2.1) platí

dXt

Xt

=

((
1−

d∑
i=1

πi

)
r + πππTµµµ

)
dt+ πππTσσσdWWW t,
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po úprave

dXt

Xt

=
(
r + πππT (µµµ− r)

)
dt+

(√
πππTσσσσσσTπππ

)
dWt, (1.1)

kde Wt vo vz´ahu (1.1) ozna£uje uº nie viacrozmerný, ale jednoroz-
merný Wienerov proces.

1.4 Ohrani£enia

V praxi, investi£ný fond spravidla nemá dovolené ís´ do krátkych pozícii
v rizikových aktívach ani v bezrizikovom aktíve.

Zakázané krátke pozície v rizikových aktívach implikujú ohrani£enia

πi ≥ 0, i = 1, 2, ..., d.

Zakázaná krátka pozícia v bezrizikovom aktíve implikuje ohrani£enie

1−
d∑
i=1

πi ≥ 0,

po úprave
d∑
i=1

πi ≤ 1.

Tieto ohran£enia pre úlohu bez príspevkov budeme ozna£ova´

C 0 =

{
πππ ∈ Rd ; πi ≥ 0, i = 1, 2, ..., d ∧

d∑
i=1

πi ≤ 1

}
.

1.5 CRRA funkcie uºito£nosti

Úlohou investi£ného fondu je investova´ peniaze tak, aby o£akávanie
o hodnote portfólia v £ase T £o najlep²ie uspokojovalo záujmy klienta.
Matematicky to kvanti�kujeme tak, ºe je úlohou nájs´ takú dynamickú
stratégiu investovania πππt(Xt), ktorá maximalizuje výraz E[U(XT )], kde
U(x) je funkciou uºito£nosti klienta.

My budeme pouºíva´ CRRA funkcie uºito£nosti, ktoré sú v tvare

U(x) =
1

p
xp, p < 1, p 6= 0. (1.2)

Podmienka p < 1 zodpovedá rizikovo averzným klientom.
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Mimochodom, pri tvare CRRA funkcie uºito£nosti posunutom iba
o kon²tantu

U(x) = (xp − 1)/p,

limitným prípadom pre p → 0 je funkcia U(x) = lnx, ktorá tieº patrí
medzi CRRA funkcie uºito£nosti. Pre jednoduchos´ v²ak budeme uva-
ºova´ iba prípad p 6= 0.

Skratka CRRA znamená constant relative risk aversion. Pre tzv.
Arrow-Prattov koe�cient relatívnej rizikovej averzie platí

−xU
′′(x)

U ′(x)
≡ 1− p,

t. j. pre danú CRRA funkciu uºito£nosti je koe�cient relatívnej rizikovej
averzie kon²tantný.

Výhodou a aj £iasto£ným zdôvodnením CRRA funkcií uºito£nosti
je, ºe nastavenie parametra p nezávisí od toho, v akých pe¬aºných jed-
notkách sú kvanti�kované peniaze. Pre ©ubovo©nú náhodnú premennú
Z a kon²tantu k > 0, pri CRRA funkcii uºito£nosti v tvare (1.2) platí

E[U(k · Z)] = kp · E[U(Z)], (1.3)

teda maximalizácia výrazu E[U(k · Z)] je ekvivalentná s maximalizá-
ciou výrazu E[U(Z)]. Napríklad pre k = 100, náhodná premenná Z
môºe vyjadrova´ hodnotu v eurách, po prenásobení je 100 · Z hodnota
v centoch. Pod©a vz´ahu (1.3) je moºné pre úlohu v eurách aj v centoch
pouºi´ rovnakú CRRA funkciu uºito£nosti.

�al²ou interpretáciou je, ºe pre investora s CRRA funkciou uºito£-
nosti je optimálne investova´ svoj majetok do zvolených aktív v pev-
ných pomeroch, bez oh©adu na to, £i má ve©a alebo málo pe¬azí. Sa-
mozrejme, tento predpoklad v praxi nemusí by´ presne splnený.

1.6 Formulácia úlohy

Spojením predpokladov dostaneme úlohu stochastického optimálneho
riadenia

maxE

[
1

p
XT

p

]
, T pevné

dXt

Xt

=
(
r + πππT (µµµ− r)

)
dt+

(√
πππTσσσσσσTπππ

)
dWt

X0 = x0

πππ ∈ C 0.

(1.4)
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Pre hodnotovú funkciu

V (t, x) = max
{πππs∈C 0}s∈[t,T )

E[U(XT )|Xt = x]

odvodíme Bellmanovu rovnicu (t. j. Hamiltonovu�Jacobiho�Bellmanovu
rovnicu).

Pod©a Bellmanovho princípu optimality (pre úlohu bez ohrani£ení je
Bellmanov princíp optimality uvedený v [11], kapitola 4, tvrdenie 3.3)
platí

V (t, x) = max
{πππs∈C 0}s∈[t,t+∆t)

E[V (t+ ∆t,Xt+∆t)|Xt = x],

po úprave

0 = max
{πππs∈C 0}s∈[t,t+∆t)

E[V (t+ ∆t,Xt+∆t)− V (t,Xt)|Xt = x].

Pod©a Itôvej lemy v zmysle prvého diferenciálu (£as´ 2.1.2 v [9]), pre
∆t → 0 (na limitne krátkom £asovom úseku, pre £as s ∈ [t, t + ∆t),
môºeme hodnotu vektora πππs povaºova´ za kon²tantnú, t. j. πππs ≡ πππ)
platí

0 = max
πππ∈C 0

E

[
∂V

∂t
∆t+

∂V

∂x
∆Xt +

1

2

∂2V

∂x2
Xt

2
(
πππTσσσσσσTπππ

)
∆t+ o(∆t)|Xt = x

]
.

Vyuºitím vz´ahu (1.1) na rozpísanie ∆Xt dostaneme

0 = max
πππ∈C 0

E

[
∂V

∂t
∆t+

∂V

∂x
Xt

((
r + πππT (µµµ− r)

)
∆t+

(√
πππTσσσσσσTπππ

)
∆Wt

)
+

+
1

2

∂2V

∂x2
X2
t

(
πππTσσσσσσTπππ

)
∆t+ o(∆t)|Xt = x

]
.

Na vyjadrenie strednej hodnoty môºeme vyuºi´ E[∆Wt] = 0, na zá-
klade £oho platí

0 = max
πππ∈C 0

[
∂V

∂t
∆t+

∂V

∂x
x
(
r + πππT (µµµ− r)

)
∆t+

1

2

∂2V

∂x2
x2
(
πππTσσσσσσTπππ

)
∆t+ o(∆t)

]
.

Pretoºe lim∆t→0
o(∆t)

∆t
= 0, po predelení výrazom ∆t a uplatnení limity

dostaneme

0 = max
πππ∈C 0

[
∂V

∂t
+
∂V

∂x
x
(
r + πππT (µµµ− r)

)
+

1

2

∂2V

∂x2
x2
(
πππTσσσσσσTπππ

)]
.
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Tým sme dostali Bellmanovu rovnicu, ktorú môºeme upravi´ do tvaru

0 =
∂V

∂t
+ max

πππ∈C 0

[(
r + πππT (µµµ− r)

)
x
∂V

∂x
+

1

2

(
πππTσσσσσσTπππ

)
x2∂

2V

∂x2

]
. (1.5)

Rovnica platí na oblasti 0 < t < T , 0 < x <∞. Koncovou podmienkou
je

V (T, x) =
1

p
xp. (1.6)

Podobne ako v £lánku [6], v rovnici (1.5) je pri derivácii ∂2V
∂x2 £len

γ(x, t) =
(
πππTσσσσσσTπππ

)
x2, ktorého limitou pre x→ 0 je nula. Pod©a teórie

od G. Ficheru, za platnosti kritéria

lim
x↘0

(
β(x, t)− 1

2

∂γ

∂x
(x, t)

)
≥ 0 (1.7)

(kde β(x, t) je koe�cient pri ∂V
∂x
) platí, ºe rovnica (1.5) nepotrebuje na

hranici x = 0 okrajovú podmienku a koncovou podmienkou (1.6) je rie-
²enie rovnice jednozna£ne ur£ené. Podrobnej²ie spísanie teórie oh©adom
takýchto rovníc je v [8].

V na²om prípade,

β(x, t) = (r + π̂ππ(µ− r))x a γ(x, t) =
(
πππTσσσσσσTπππ

)
x2.

Ak ozna£íme maximálny drift rizikových aktív µmax, platí

0 ≤ β(x, t) ≤ xµmax,

na základe £oho
lim
x↘0

β(x, t) = 0. (1.8)

Ak ozna£íme maximálnu volatilitu rizikových aktív σmax, platí

0 = γ(0, t) = 02σ2
max

a
0 ≤ γ(x, t) ≤ x2σ2

max,

preto

0 ≤ ∂γ

∂x
(x, t) ≤ 2xσ2

max,

na základe £oho
lim
x↘0

∂γ

∂x
(x, t) = 0. (1.9)
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Vz´ahy (1.8) a (1.9) implikujú platnos´ kritéria (1.7). Rovnica (1.5)
teda na hranici x = 0 okrajovú podmienku nepotrebuje a koncovou
podmienkou (1.6) je rie²enie rovnice jednozna£ne ur£ené.

Intuitívnej²ím argumentom môºe by´, ºe stochastické úlohy, v kto-
rých sa dolná hranica (x = 0) dosahuje s nulovou pravdepodobnos´ou,
okrajovú podmienku pre túto hranicu nepotrebujú (napríklad pod©a
£lánku [7]).

Optimálna stratégia π̂ππt(x) je argumentom maxima Bellmanovej rov-
nice, po úprave dostaneme

π̂ππt(x) ∈ arg max
πππ∈C 0

[
r + πππT (µµµ− r) +

1

2

(
πππTσσσσσσTπππ

)
x
∂2V
∂x2 (t, x)
∂V
∂x

(t, x)

]
. (1.10)

Vo výsledku (1.10) vystupuje hodnotová funkcia iba v rámci výrazu,
ktorý budeme ozna£ova´

ψ(t, x) = −x
∂2V
∂x2 (t, x)
∂V
∂x

(t, x)

a budeme ho nazýva´ relatívna riziková averzia. Relatívna riziková aver-
zia ψ je zov²eobecnením koe�cientu relatívnej rizikovej averzie

−xU
′′(x)

U ′(x)

uvedeného v predchádzajúcej £asti o CRRA funkciách uºito£nosti. Pres-
nej²ie, koe�cient relatívnej rizikovej averzie je ²peciálnym prípadom
relatívnej rizikovej averzie pre £as t = T .

1.7 Úvaha o prenásobenom majetku

Nasledujúca úvaha nám pomôºe rie²enie Bellmanovej rovnice (1.5) s kon-
covou podmienkou (1.6) uhádnu´.

Uvaºujme dve rovnaké úlohy (rovnaké parametre p, T, r,µµµ,σσσ) typu
(1.4) so za£iatkom v £ase t0, rozdiel bude iba v po£iato£ných podmien-
kach. Po£iato£nou podmienkou prvej z úloh bude Xt0 = 1, po£iato£nou
podmienkou druhej z úloh bude Xt0 = 100.

Tieto úlohy môºu reprezentova´ úplne rovnakú situáciu. Prvá môºe
rie²i´ ako investova´ 1 euro, druhá ako investova´ 100 centov. Para-
metre r,µµµ,σσσ popisujú relatívny nárast majetku, sú teda nezávislé od
pouºitých pe¬aºných jednotiek. Rovnako, CRRA funkcia uºito£nosti
sa pod©a vz´ahu (1.3) môºe pouºíva´ s rovnakým parametrom p bez
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oh©adu na pouºitú pe¬aºnú jednotku. Taktieº ohrani£enia

C 0 =

{
πππ ∈ Rd ; πi ≥ 0 i = 1, 2, ..., d ∧

d∑
i=1

πi ≤ 1

}
sú pre obe úlohy rovnaké.

Optimálne stratégie ˜̂πππ, ˜̂̃πππ pre úlohu v eurách a v centoch sú preto

rovnaké, av²akXt sa meria v rôznych jednotkách, t. j. ˜̂πππt(x) =
˜̂̃
πππt(100x).

Pri pouºití týchto zodpovedajúcich si optimálnych stratégii majú
úlohy rovnaké rozdelenie majetku na konci, rozdiel je iba v pouºitých
jednotkách, t. j.

XT |{
Xt0=100 ∧ πππ=

˜̂̃
πππ

} = 100 ·XT |{Xt0=1 ∧ πππ=˜̂πππ} (1.11)

(resp. náhodné veli£iny z ©avej a pravej strany rovnosti majú rovnaké
rozdelenie).

Pretoºe obe úlohy pouºívajú rovnaké hodnoty parametrov (okrem
za£iato£nej hodnoty Xt0), zodpovedá úlohám spolo£ná hodnotová fun-
kcia V (t, x). Po£iato£nou podmienkou prvej z úloh je Xt0 = 1, optimál-
nej hodnote ú£elovej funkcie prvej úlohy preto zodpovedá zodpovedá
hodnota V (t0, 1). Podobne, optimálnej hodnote ú£elovej funkcie druhej
úlohy zodpovedá hodnota V (t0, 100). S vyuºitím vz´ahu (1.11) platí

V (t0, 100) = E

[
1

p
XT

p

∣∣∣∣Xt0 = 100 ∧ πππ =
˜̂̃
πππ

]
=

= E

[
1

p
(100 ·XT )p

∣∣∣Xt0 = 1 ∧ πππ = ˜̂πππ] =

= 100p · E
[

1

p
XT

p
∣∣∣Xt0 = 1 ∧ πππ = ˜̂πππ] = 100p · V (t0, 1).

Podobne platí aj vo v²eobecnosti

V (t, x) = xp · V (t, 1) = (p · V (t, 1)) ·
(

1

p
xp
)

= L(t) · U(x). (1.12)

Funkciu L(t), z ktorej po prenásobení funkciou uºito£nosti dostaneme
hodnotovú funkciu, budeme nazýva´ príleºitostný proces (pod©a £lánku
[1], kde sa ozna£uje ako opportunity process). Pre v²eobecnú úlohu £asto
platí, ºe príleºitostný proces závisí nielen od t, ale aj od x, t. j.

V (t, x) = L(t, x) · U(x).

To, ºe pre úlohu bez príspevkov závisí iba od t, ve©mi zjednodu²í rie-
²enie úlohy.
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1.8 Rie²enie úlohy bez príspevkov

Pretoºe pod©a vz´ahu (1.12) platí

V (t, x) = L(t) · U(x),

pre relatívnu rizikovú averziu ψ platí

ψ(t, x) = −x
∂2V
∂x2 (t, x)
∂V
∂x

(t, x)
= −xL(t) · U ′′(x)

L(t) · U ′(x)
= −xU

′′(x)

U ′(x)
≡ 1− p.

Pod©a vz´ahu (1.10) preto platí

π̂ππt(x) ∈ arg max
πππ∈C 0

[
r + πππT (µµµ− r)− 1

2
(1− p)

(
πππTσσσσσσTπππ

)]
. (1.13)

To je zaujímavý výsledok. Ukazuje, ºe v úlohe bez príspevkov opti-
málna stratégia investovania nezávisí od £asu zostávajúceho do konca
investovania ani od ve©kosti majetku. Je to v rozpore s názorom, ºe
ak je do konca investovania T ve©a £asu, malo by sa viac investova´
do rizikových aktív, pretoºe dlhý £asový horizont v súlade so zákonom
ve©kých £ísel dostato£ne zníºi riziko.

Tento názor uº rozoberali napríklad P. A. Samuelson v £lánku [4]
a Z. Bodie v £lánku [5] a aj oni pri²li k záveru, ºe vo v²eobecnosti
neplatí. Zákon ve©kých £ísel pri dlhodobom investovaní nie je moºné
automaticky prija´ ako dostato£ný argument pre zvý²ené investovanie
do rizikových aktív (oproti krátkodobému investovaniu).

Pre úplnos´ e²te môºeme zisti´ tvar hodnotovej funkcie, resp. príle-
ºitostného procesu L(t).

S vyuºitím vz´ahu (1.12) môºeme Bellmanovu rovnicu (1.5) prepísa´
na

0 = L′(t)U(x)+max
πππ∈C 0

[(
r + πππT (µµµ− r)

)
xL(t)U ′(x) +

1

2

(
πππTσσσσσσTπππ

)
x2L(t)U ′′(x)

]
.

Po predelení výrazom xL(t)U ′(x) dostaneme

0 =
1

p

L′(t)

L(t)
+M,

kde

M = max
πππ∈C 0

[
r + πππT (µµµ− r)− 1

2
(1− p)

(
πππTσσσσσσTπππ

)]
.

Spolu s koncovou podmienkou (1.6) prepísanou do tvaru L(T ) = 1 má
táto rovnica rie²enie

L(t) = exp(pM(T − t)). (1.14)
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K analogickému výsledku pri²iel M. Nutz v £lánku [1] (tvrdenie 3.2).
V £lánku sa pouºívajú odúro£ené ceny aktív (t. j. r = 0) a sú modelo-
vané pomocou Lévyho procesov. �lánok je £as´ou Nutzovej dizerta£nej
práce [2], v ktorej moºno nájs´ aj podrobnej²ie výsledky.

Spomenieme e²te, ºe úvaha o prenásobenom majetku s dôsledkom
(1.12) sa dá uplatni´ nielen pre úlohu s uvedenými ohrani£eniami

πππ ∈ C 0,

ale aj pre úlohy typu (1.4) s ©ubovo©nými ohrani£eniami

πππt ∈ Ct,

ktoré môºu by´ závislé od £asu t. Pre takéto úlohy platí prirodzené
roz²irenie vz´ahu (1.13):

π̂ππt(x) ∈ arg max
πππ∈Ct

[
πππT (µµµ− r)− 1

2
(1− p)

(
πππTσσσσσσTπππ

)]
.

Príleºitostný proces L(t) v²ak vtedy nemusí by´ v tvare zo vz´ahu
(1.14).

Pre úlohy s ohrani£eniami závislými nielen od £asu t, ale aj od (sto-
chastickej) hodnoty portfólia Xt v²ak úvaha o prenásobenom majetku
ani vz´ah (1.12) vo v²eobecnosti neplatia a treba ich rie²i´ inak.
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Kapitola 2

Úloha s príspevkami

2.1 Zavedenie príspevkov

Úlohu (1.4) doplníme o predpoklad, ºe klient okrem za£iato£ného vkladu
vkladá aj priebeºné príspevky. Budeme uvaºova´ spojité príspevky:
klient bude po£as obdobia [0, T ) prispieva´ kon²tantnou rýchlos´ou c
pe¬aºných jednotiek za jednotku £asu. Stochastická diferenciálna rov-
nica (1.1) pre hodnotu portfólia sa tým zmení na

dXt

Xt

=

(
r + πππT (µµµ− r) +

c

Xt

)
dt+

(√
πππTσσσσσσTπππ

)
dWt (2.1)

a vznikne upravená úloha stochastického optimálneho riadenia

maxE

[
1

p
XT

p

]
, T pevné

dXt

Xt

=

(
r + πππT (µµµ− r) +

c

Xt

)
dt+

(√
πππTσσσσσσTπππ

)
dWt

X0 = x0

πππ ∈ C 0.

(2.2)

Pre hodnotovú funkciu

V (t, x) = max
{πππs∈C 0}s∈[t,T )

E[U(XT )|Xt = x]

je moºné analogicky ako v pôvodnej úlohe odvodi´ Bellmanovu rovnicu

0 =
∂V

∂t
+ c

∂V

∂x
+ max

πππ∈C 0

[(
r + πππT (µµµ− r)

)
x
∂V

∂x
+

1

2

(
πππTσσσσσσTπππ

)
x2∂

2V

∂x2

]
.

(2.3)
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Rovnica platí na oblasti 0 < t < T , 0 < x <∞. Koncovou podmienkou
je

V (T, x) =
1

p
xp. (2.4)

Rovnako ako pre rovnicu (1.5) zodpovedajúcu úlohe bez príspevkov,
pre hranicu x = 0 nie je potrebná okrajová podmienka a koncovou
podmienkou je rie²enie rovnice jednozna£ne ur£ené (v tomto prípade,
nerovnos´ (1.7) sa realizuje ako

lim
x↘0

(
β(x, t)− 1

2

∂γ

∂x
(x, t)

)
= c > 0,

t. j. kritérium, na základe ktorého nie je potrebná okrajová podmienka,
je opä´ splnené).

Optimálna stratégia π̂ππt(x) je argumentom maxima Bellmanovej rov-
nice, po úprave dostaneme rovnaký vz´ah ako (1.10):

π̂ππt(x) ∈ arg max
πππ∈C 0

[
r + πππT (µµµ− r)− 1

2
ψ(t, x)

(
πππTσσσσσσTπππ

)]
,

kde

ψ(t, x) = −x
∂2V
∂x2 (t, x)
∂V
∂x

(t, x)

je relatívna riziková averzia.
Problémom oproti úlohe (1.4) bez príspevkov je, ºe neplatí úvaha

o prenásobenom majetku. Pri úlohách v eurách a v centoch je totiº
parameter c rôzny, hodnota rýchlosti prispievania závisí na pouºitej
pe¬aºnej jednotke. To znamená, ºe pre tieto dve úlohy nie je moºné
pouºi´ spolo£nú hodnotovú funkciu V (t, x), odvodenie vz´ahu (1.12)
tak pre úlohu (2.2) s príspevkami neplatí. Pre úlohu s príspevkami
neplatí ani vz´ah pre relatívnu rizikovú averziu, t. j.

ψ(t, x) = −x
∂2V
∂x2 (t, x)
∂V
∂x

(t, x)
6= 1− p.

Bez poznania relatívnej rizikovej averzie ψ, hodnoty optimálnej straté-
gie π̂ππ priamo zo vz´ahu (1.10) ur£i´ nevieme.

2.2 Transformácia

Problém v úlohe (2.2) spôsobuje parameter c rýchlosti prispievania,
vystupujúci v stochastickej diferenciálnej rovnici (2.1). Pomocou na-
sledujúcej transformácie sa tento parameter z rovnice eliminuje.
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Transformácia vyuºíva sú£asnú hodnotu (present value) PVt bu-
dúcich príspevkov, vzh©adom na bezrizikový úrok r. Príspevok jednej
pe¬aºnej jednotky v £ase s > t má v £ase t po odúro£ení hodnotu
e−r(s−t), preto príspevky od £asu t do £asu T rýchlos´ou c pe¬aºných
jednotiek za jednotku £asu majú v £ase t hodnotu

PVt =

∫ T

t

c · e−r(s−t)ds =
c

r

(
1− e−r(T−t)

)
. (2.5)

V úlohe (2.2) transformujeme stochastický proces Xt na proces

Yt = Xt + PVt (2.6)

a stratégia investovania bude namiesto vektora πππ = πππt(Xt) reprezen-
tovaná vektorom θθθ = θθθt(Yt), ktorého i-ta zloºka θi ozna£uje £iastku
hodnoty Yt investovanú do i-teho rizikového aktíva. Platí teda

(pe¬azí v rizikovom aktíve i) = πi ·Xt = θi · Yt,

po úprave

πππ =

(
1 +

PVt
Xt

)
θθθ. (2.7)

S pouºitím Itôvej lemy (Lema 4.3 v [10]), rovnice (2.1) a vz´ahov
(2.5), (2.6), (2.7) odvodíme pre stochastický proces

Yt = g(t,Xt) = Xt + PVt

stochastickú diferenciálnu rovnicu:

dYt =
∂g

∂t
(t,Xt)dt+

∂g

∂x
(t,Xt)dXt +

1

2

∂2g

∂x2
(t,Xt)Xt

2
(
πππTσσσσσσTπππ

)
dt =

= (PVt)
′dt+

(
r + πππT (µµµ− r)

)
Xtdt+ c · dt+

(√
πππTσσσσσσTπππ

)
XtdWt =

=

[
(PVt)

′ +

(
r +

(
1 +

PVt
Xt

)
θθθT (µµµ− r)

)
Xt + c

]
dt+

√(1 +
PVt
Xt

)2

θθθTσσσσσσTθθθ

XtdWt =

=
[
(PVt)

′ +
(
r + θθθT (µµµ− r)

)
Xt + PVt · θθθT (µµµ− r) + c

]
dt+
√
θθθTσσσσσσTθθθ

(
1 +

PVt
Xt

)
XtdWt =

=
[
(PVt)

′ +
(
r + θθθT (µµµ− r)

)
(Yt − PVt) + PVt · θθθT (µµµ− r) + c

]
dt+

(√
θθθTσσσσσσTθθθ

)
YtdWt =

=
(
r + θθθT (µµµ− r)

)
Ytdt+

(√
θθθTσσσσσσTθθθ

)
YtdWt+((PVt)

′ − rPVt + c) dt =

=
(
r + θθθT (µµµ− r)

)
Ytdt+

(√
θθθTσσσσσσTθθθ

)
YtdWt. (2.8)
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Vidíme, ºe vo výslednej rovnici (2.8) uº parameter c nevystupuje. Do-
stali sme rovnicu analogickú ako v úlohe (1.4) bez príspevkov.

Ohrani£enia

C 0 =

{
πππ ∈ Rd ; πi ≥ 0, i = 1, 2, ..., d ∧

d∑
i=1

πi ≤ 1

}
sa transformujú nasledovne: zakázané krátke pozície v rizikových aktí-
vach implikujú podmienky

πi =

(
1 +

PVt
Xt

)
θi ≥ 0 ⇒ θi ≥ 0, i = 1, 2, ..., d.

Zakázaná krátka pozícia v bezrizikovom aktíve implikuje podmienku
d∑
i=1

πi =

(
1 +

PVt
Xt

) d∑
i=1

θi ≤ 1 ⇒
d∑
i=1

θi ≤ 1

1 + PVt
Yt−PVt

= 1− PVt
Yt

.

Tieto transformované ohrani£enia, závislé od £asu t (resp. od hodnoty
PVt) aj od stochastickej hodnoty procesu Yt, budeme ozna£ova´

C PVt =

{
θθθ ∈ Rd ; θi ≥ 0, i = 1, 2, ..., d ∧

d∑
i=1

θi ≤ 1− PVt
Yt

}
.

V £ase T platí YT = XT , preto namiesto ú£elovej funkcie E
[

1
p
XT

p
]

pôvodnej úlohy môºeme maximalizova´ funkciu E
[

1
p
YT

p
]
.

Dostali sme tak transformovanú úlohu

maxE

[
1

p
YT

p

]
, T pevné

dYt
Yt

=
(
r + θθθT (µµµ− r)

)
dt+

(√
θθθTσσσσσσTθθθ

)
dWt

Y0 = x0 + PV0 = y0

θθθt ∈ C PVt .

(2.9)

Pre hodnotovú funkciu

V (t, y) = max
{θθθs∈CPVt}s∈[t,T )

E[U(YT )|Yt = y]

je moºné analogicky ako v úlohe (1.4) bez príspevkov odvodi´ Bellma-
novu rovnicu

0 =
∂V

∂t
+ max

θθθ∈CPVt

[(
r + θθθT (µµµ− r)

)
y
∂V

∂y
+

1

2

(
θθθTσσσσσσTθθθ

)
y2∂

2V

∂y2

]
.

(2.10)
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Rovnica platí na oblasti 0 < t < T , PVt < y <∞. Koncovou podmien-
kou je

V (T, y) =
1

p
yp. (2.11)

Pretoºe rovnicu (2.10) by bolo moºné získa´ aj transformáciou rov-
nice (2.3), pre hranicu y = PVt (zodpovedajúcu hranici x = 0) nie
je potrebná okrajová podmienka a koncovou podmienkou je rie²enie
rovnice jednozna£ne ur£ené.

Optimálna stratégia θ̂θθt(y) je argumentom maxima Bellmanovej rov-
nice, platí analogický vz´ah ako (1.10) pre úlohu bez príspevkov:

θ̂θθt(y) ∈ arg max
θθθ∈CPVt

[
r + θθθT (µµµ− r)− 1

2
ψ(t, y)

(
θθθTσσσσσσTθθθ

)]
, (2.12)

kde

ψ(t, y) = −y
∂2V
∂y2 (t, y)
∂V
∂y

(t, y)

je relatívna riziková averzia.

2.3 Interpretácia transformovanej úlohy

Transformovaná úloha (2.9) má nasledovnú interpretáciu. Pôvodnú úlohu
(2.2) s priebeºnými príspevkami sme previedli na ekvivalentnú situáciu,
v ktorej klient na za£iatku (v £ase t = 0) vloºí do investi£ného fondu
hodnotu x0 a sú£asnú hodnotu budúcich príspevkov

PV0 =
c

r

(
1− e−rT

)
vloºí na bezrizikový ú£et (s úrokom r). Budúce príspevky do inves-
ti£ného fondu bude hradi´ z uvedeného bezrizikového ú£tu. Za týchto
predpokladov, hodnota Bt na bezrizikovom ú£te sp¨¬a diferenciálnu
rovnicu

dBt = (rBt − c)dt

s po£iato£nou podmienkou

B0 = PV0 =
c

r

(
1− e−rT

)
.

Rie²ením diferenciálnej rovnice je

Bt =
c

r

(
1− e−r(T−t)

)
= PVt,

26



t. j. celý £as bude na bezrizikovom ú£te uloºená sú£asná hodnota bu-
dúcich príspevkov. V £ase T bude hodnota ú£tu rovná nule.

V úlohe (2.9), hodnota Yt = Xt + PVt zodpovedá celkovému in-
vestovanému vkladu klienta (v investi£nom fonde aj na bezrizikovom
ú£te). Hodnota θi zodpovedá £iastke tohoto majetku investovanej do
i-teho rizikového aktíva. Pretoºe budúce príspevky sú v tomto prístupe
zoh©adnené ako investované peniaze, v stochastickej diferenciálnej rov-
nici (2.8) celkového majetku uº nevystupujú (parameter c z rovnice
(2.1) sa eliminoval). Sú£asná hodnota budúcich príspevkov PVt v²ak
vystupuje v ohrani£eniach C PVt . Do rizikových aktív totiº môºe inves-
ti£ný fond investova´ iba tie peniaze, ktoré sú uloºené vo fonde (a nie
na bezrizikovom ú£te). Hodnota

(∑d
i=1 θ

i
)
Yt investovaná do riziko-

vých aktív preto nesmie prekro£i´ hodnotu Yt − PVt pe¬azí vo fonde.
Po úprave dostaneme transformované ohrani£enie

d∑
i=1

θi ≤ 1− PVt
Yt

.

Pre transformovanú úlohu (2.9) platí, ºe v stochastickej diferen-
ciálnej rovnici (2.8) uº nevystupuje parameter rýchlosti prispievania c.
Av²ak nové ohrani£enia C PVt sú uº závislé nielen od £asu t, ale aj
od stochastickej hodnoty procesu Yt. Úvaha o prenásobenom majetku
sa preto ani pri transformovanej úlohe nemôºe uplatni´. Ani dôsledok
o relatívnej rizikovej averzii neplatí, t. j.

ψ(t, y) = −y
∂2V
∂y2 (t, y)
∂V
∂y

(t, y)
6= 1− p.

Ur£i´ hodnoty optimálnej stratégie θ̂θθ priamo zo vz´ahu (2.12) preto
nevieme.

2.4 Návrh aproximácie optimálnej stratégie

Transformovaná úloha (2.9) má oproti netransformovanej úlohe (2.2)
nasledujúcu výhodu. Stala sa v istom zmysle viac podobná úlohe (1.4)
bez príspevkov. Proces Xt z úlohy (2.2) nenesie ºiadnu informáciu o bu-
dúcich príspevkoch, av²ak proces Yt = Xt+PVt z transformovanej úlohy
(2.9) ich zoh©ad¬uje.

Uvaºujme takú hodnotu Yt, pri ktorej ohrani£enie

d∑
i=1

θi ≤ 1− PVt
Yt

(2.13)
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nie je aktívne. Znamená to, ºe pre investi£ný fond je optimálne investo-
va´ nejakú £iastku z hodnoty Xt = Yt−PVt aj do bezrizikového aktíva.
Investi£ný fond sa vtedy môºe pri investovaní do rizikových aktív sprá-
va´ tak, ako keby mal celú hodnotu Yt = Xt + PVt k dispozícii, t. j.
rovnako ako pri úlohe bez príspevkov. Jediný rozdiel bude v zoh©ad¬o-
vaní moºnosti, ºe neskôr sa hodnota Yt (výrazne) zmen²í a ohrani£enie
(2.13) sa stane aktívnym. Ako sa v²ak neskôr ukáºe, toto spôsobuje
iba ve©mi malú zmenu oproti úlohe bez príspevkov. Platí, ºe ak ohra-
ni£enie (2.13) nie je aktívne, relatívna riziková averzia ψ(t, Yt) je ve©mi
podobná ako pri úlohe bez príspevkov, t. j.

ψ(t, Yt)
.
= 1− p.

Neskôr sa ukáºe aj to, ºe v prípade takej hodnoty Yt, pri ktorej
je ohrani£enie (2.13) aktívne, sa koe�cient relatívnej rizikovej averzie
ψ(t, Yt) ove©a výraznej²ie odchy©uje od hodnoty 1− p. Tieto úvahy sú
kvanti�kované v £asti 3.2, v ktorej sú odvodené parciálne diferenciálne
rovnice pre relatívnu rizikovú averziu ψ v prípade aktívneho aj neak-
tívneho ohrani£enia (2.13).

Pre optimálnu stratégiu investovania θ̂θθ pod©a vz´ahu (2.12) platí

θ̂θθt(Yt) ∈ arg max
θθθ∈CPVt

[
r + θθθT (µµµ− r)− 1

2
ψ(t, Yt)

(
θθθTσσσσσσTθθθ

)]
.

V prípade hodnoty Yt, pre ktorú ohrani£enie (2.13) nie je aktívne, platí

ψ(t, Yt)
.
= 1− p,

preto dobrou aproximáciou θ̃θθ optimálnej stratégie na zodpovedajúcom
úseku môºe by´

θ̃θθt(Yt) ∈ arg max
θθθ∈CPVt

[
r + θθθT (µµµ− r)− 1

2
(1− p)

(
θθθTσσσσσσTθθθ

)]
. (2.14)

V prípade aktívneho ohrani£enia (2.13) platí, ºe do rizikových aktív sa
investuje maximálna £iastka 1− PVt

Yt
. To znamená, ºe aj ke¤ sa hodnota

ψ(t, Yt) nezanedbate©ne lí²i od 1−p, aproximáciou θ̃θθ optimálnej straté-
gie de�novanou vz´ahom (2.14) sa nezmení celková £iastka investovaná
do rizikových aktív (pri maximalizáciach (2.12), (2.14) býva ohrani£e-
nie (2.13) aktívne na pribliºne rovnakom úseku hodnôt Yt). Nezaned-
bate©ný rozdiel aproximatívnej stratégie oproti optimálnej v²ak môºe
by´ v tom, ako sa celková £iastka 1 − PVt

Yt
investovaná do rizikových

aktív rozdelí medzi jednotlivé rizikové aktíva.
Napriek tomuto nedostatku, stratégia θ̃θθ môºe by´ dobrou aproxi-

máciou optimálnej stratégie, resp. môºe klientovi prinies´ takmer opti-
málnu uºito£nos´. V kapitolách 3 a 4 sa pokúsime efektívnos´ stratégie
θ̃θθ odhadnú´.
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2.5 Úloha so zjednodu²eným a so zanedbaným ohra-
ni£ením

Kvôli ohrani£eniu
d∑
i=1

θi ≤ 1− PVt
Yt

závislému aj od stochastickej hodnoty procesu Yt nie je moºné v trans-
formovanej úlohe (2.9) pouºi´ úvahu o prenásobenom majetku. Jedným
z prístupov je toto problémové ohrani£enie zanedba´, resp. nahradi´ ho
menej prísnym ohrani£ením

d∑
i=1

θi ≤ 1, (2.15)

ktoré nie je závislé od hodnoty Yt. Zanedbanie ohrani£enia zodpovedá
povoleniu krátkej pozície v bezrizikovom aktívu. To znamená, ºe pre
fond bude prípustné poºi£a´ si za úrok r neobmedzenú sumu pe¬azí a
investova´ ju do rizikových aktív. Zjednodu²enie na ohrani£enie (2.15)
zodpovedá povoleniu fondu poºi£a´ si za úrok r takú sumu, aby pôºi£ka
aj s úrokmi i²la splati´ pomocou budúcich príspevkov.

Pri pouºití ohrani£enia (2.15) vznikne z úlohy (2.9) úloha so zjed-
nodu²eným ohrani£ením

maxE

[
1

p
YT

p

]
, T pevné

dYt
Yt

=
(
r + θθθT (µµµ− r)

)
dt+

(√
θθθTσσσσσσTθθθ

)
dWt

Y0 = y0

θi ≥ 0, i = 1, 2, ..., d ∧
d∑
i=1

θi ≤ 1.

(2.16)

Úloha (2.16) je matematicky ekvivalentná s úlohou (1.4) bez prís-
pevkov. To znamená, ºe optimálna stratégia je ur£ená analogickým
vz´ahom ako (1.13) v úlohe bez príspevkov

θ̂θθt(Yt) ∈ arg max
θθθ∈C 0

[
r + θθθT (µµµ− r)− 1

2
(1− p)

(
θθθTσσσσσσTθθθ

)]
. (2.17)

Hodnotová funkcia

V (t, y) = max
{θθθs∈C 0}s∈[t,T )

E[U(YT )|Yt = y]
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je ur£ená vz´ahom

V (t, y) = L(t)
yp

p
,

pri£om pre opportunity process L(t) rovnako ako pri úlohe (1.4) bez
príspevkov platí

L(t) = exp(pM(T − t)),
kde

M = max
θθθ∈C 0

[
r + θθθT (µµµ− r)− 1

2
(1− p)

(
θθθTσσσσσσTθθθ

)]
. (2.18)

Pretoºe úlohe (2.16) zodpovedajú menej prísne ohrani£enia ako úlohe
(2.9), je uvedená hodnotová funkcia horným odhadom pre hodnotovú
funkciu úlohy (2.9).

Úloha so zanedbaným ohrani£ením má analogické výsledky, av²ak
namiesto ohrani£enia

C 0 =

{
θθθ ∈ Rd ; θi ≥ 0, i = 1, 2, ..., d ∧

d∑
i=1

θi ≤ 1

}
vystupuje vo vz´ahoch (2.17), (2.18) ohrani£enie

C − =
{
θθθ ∈ Rd ; θi ≥ 0, i = 1, 2, ..., d

}
.

�peciálne, pre d = 1 rizikové aktívum s driftom µ > r a volatilitou
σ > 0, pre úlohu so zanedbaným ohrani£ením dostaneme

θ̂t(y) =
µ− r

(1− p)σ2

a
V (t, y) = exp(pM(T − t)) · 1

p
yp,

kde

M = r +
(µ− r)2

2(1− p)σ2
.

Po spätnom transformovaní na premenné úlohy (2.2) dostaneme

π̂t(x) =

(
1 +

PVt
x

)
· µ− r

(1− p)σ2

V (t, x) = exp

(
p

(
r +

(µ− r)2

2(1− p)σ2

)
(T − t)

)
· 1

p
(x+ PVt)

p.

Úlohu so zanedbaným ohrani£ením s dvoma aktívami (av²ak oboma
rizikovými, t. j. uvedená jednorozmerná úloha so zanedbaným ohrani-
£ením je degenerovaným prípadom ich úlohy) rie²ili v £lánku [3] Z. Ma-
cová a D. �ev£ovi£. Z tvrdenia 5 v [3] je moºné pre optimálnu stratégiu
π̂t(x) limitne dosta´ rovnaký výsledok.
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Kapitola 3

Jednorozmerná úloha

3.1 Deterministická úloha

Vrátime sa k transformovanej úlohe (2.9). Triviálnym prípadom je úloha,
v ktorej je okrem bezrizikového aktíva s driftom r e²te jedno aktívum
s driftom µ > r a volatilitou σ = 0, t. j. ¤al²ie bezrizikové aktívum.
Takáto úloha samozrejme nezodpovedá realite, av²ak dá sa zisti´ jej
explicitné rie²enie, ktoré nám môºe da´ istú predstavu o tvare rie²enia
v²eobecnej úlohy (2.9).

Najprv nájdeme rie²enie pre proces Xt z netransformovanej úlohy
(2.2). Pri hodnote σ = 0, proces sp¨¬a uº nie stochastickú, ale oby£ajnú
diferenciálnu rovnicu

dXt = ((r + π(µ− r))Xt + c) dt.

Optimálnou stratégiou π̂ pri netransformovanej deterministickej úlohe
je π̂t(Xt) ≡ 1, t. j. investova´ v²etko do aktíva s driftom µ > r

(pri transformovanej úlohe tomu zodpovedá stratégia θ̂t(Yt) = 1− PVt
Yt

).
Pri pouºití tejto stratégie, proces Xt sp¨¬a oby£ajnú diferenciálnu rov-
nicu

dXt = (µXt + c) dt.

Jej v²eobecným rie²ením je

Xt = − c
µ

+Keµt,

kde kon²tanta K závisí od dodato£nej podmienky.
Pri pouºití optimálnej stratégie je preto v²eobecným rie²ením pro-

cesu
Yt = Xt + PVt = Xt +

c

r

(
1− e−r(T−t)

)
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rie²enie
Yt = − c

µ
+Keµt +

c

r

(
1− e−r(T−t)

)
.

Na vyjadrenie hodnotovej funkcie budeme potrebova´ pozna´ hod-
notu YT za podmienky Yt = y. Pre hodnotu YT platí

YT = − c
µ

+KeµT = − c
µ

+Keµteµ(T−t), (3.1)

pri£om hodnotu výrazu Keµt môºeme ur£i´ z podmienky

Yt = − c
µ

+Keµt +
c

r

(
1− e−r(T−t)

)
= y.

Na základe podmienky platí

Keµt = y +
c

µ
− c

r

(
1− e−r(T−t)

)
,

s vyuºitím toho vo vz´ahu (3.1) dostaneme

YT |Yt=y = − c
µ

+

(
y +

c

µ
− c

r

(
1− e−r(T−t)

))
eµ(T−t) =

= eµ(T−t)
[
y − c

(
1

r

(
1− e−r(T−t)

)
− 1

µ

(
1− e−µ(T−t)))] .

Hodnotovú funkciu V (t, y) preto môºeme vyjadri´ ako

V (t, y) = U(YT )|{
Yt=y ∧ θ=1−PVt

Yt

} =

=
1

p

{
eµ(T−t)

[
y − c

(
1

r

(
1− e−r(T−t)

)
− 1

µ

(
1− e−µ(T−t)))]}p .

Z hodnotovej funkcie môºeme vypo£íta´ relatívnu rizikovú averziu

ψ(t, y) = −y
∂2V
∂y2 (t, y)
∂V
∂y

(t, y)
.

Po vyjadrení parciálnych derivácií a zjednodu²ení dostaneme

ψ(t, y) =
1− p

1− c
y

(
1
r

(1− e−r(T−t))− 1
µ

(1− e−µ(T−t))
) . (3.2)

Príklad priebehu ψ(t, y) pri deterministickej úlohe je na Obr. 3.1.
Môºeme v²imnú´, ºe funkcia ψ(t, y) je klesajúca v t, t. j. pre t < T
platí

ψ(t, y) > ψ(T, y) = 1− p.
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Obr. 3.1: Príklad priebehu ψ(t, y) pri nastavení parametrov µ = 0.2,
r = 0.01, c = 0.1, T = 10, 1− p = 5.

Vidno tieº, ºe limitou pre y →∞ je hodnota 1−p. �al²ími vlastnos´ami
funkcie ψ(t, y) v prípade deterministickej úlohy sú klesajúcos´ a kon-
vexnos´ v premennej y. Spomenuté vlastnosti pravdepodobne budú pla-
ti´ aj pre relatívnu rizikovú averziu v²eobecnej transformovanej úlohy
(2.9).

V nasledujúcich £astiach sa budeme snaºi´ zisti´ priebeh relatív-
nej rizikovej averzie aj pre niektoré stochastické úlohy. Pomôºe nám
to vyhodnoti´ efektívnos´ stratégie θ̃θθ navrhnutej v £asti 2.4, prípadne
navrhnú´ nejaké lep²ie aproximácie optimálnej stratégie.

3.2 Rovnica pre relatívnu rizikovú averziu

Jednorozmernou úlohou budeme nazýva´ úlohu (2.9) s d = 1 riziko-
vým aktívom s driftom µ a volatilitou σ. Úlohe zodpovedá Bellmanova
rovnica

0 =
∂V

∂t
+ max

θ∈[0,1−PVty ]

[
(r + θ(µ− r))y∂V

∂y
+

1

2
θ2σ2y2∂

2V

∂y2

]
(3.3)

s koncovou podmienkou

V (T, y) =
1

p
yp.
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Optimálna stratégia θ̂t(y) je argumentom maxima Bellmanovej rovnice,
platí

θ̂t(y) ∈ arg max
θ∈[0,1−PVty ]

[
r + θ(µ− r)− 1

2
ψ(t, y)θ2σ2

]
. (3.4)

Aby sme odvodili parciálnu diferenciálnu rovnicu pre relatívnu rizikovú
averziu ψ, optimálnu stratégiu θ̂ = θ̂t(y) vyjadríme explicitne v závis-
losti od ψ = ψ(t, y).

Predpokladajme µ > r, ψ > 0 (predpoklad ψ > 0 sa v ¤al²ích
£astiach za podmienky 1− p > 0 ukazoval splnený). Pri maximalizácii
(3.4) nastáva vo©ný extrém v bode

θ =
µ− r
ψσ2

> 0.

V prípade

µ− r
ψσ2

≤ 1− PVt
y

⇐⇒ ψ ≥ µ− r(
1− PVt

y

)
σ2

nadobúda optimálna stratégia θ̂ vo©ný extrém, v opa£nom prípade leºí
extrém na hranici. Platí

θ̂ =


µ−r
ψσ2 ak ψ ≥ µ−r

(1−PVt
y )σ2

,

1− PVt
y

ak ψ < µ−r
(1−PVt

y )σ2
.

Rovnicu pre relatívnu rizikovú averziu ψ odvodíme najprv pre prí-
pad

ψ ≥ µ− r(
1− PVt

y

)
σ2
, t. j. θ̂ =

µ− r
ψσ2

.

Budeme vychádza´ z Bellmanovej rovnice (3.3)

0 =
∂V

∂t
+ max

θ∈[0,1−PVty ]

[
(r + θ(µ− r))y∂V

∂y
+

1

2
θ2σ2y2∂

2V

∂y2

]
.

Pretoºe

θ̂ =
µ− r
ψσ2

= −µ− r
σ2

∂V
∂y

y ∂
2V
∂y2

,

môºeme rovnicu prepísa´ na

0 =
∂V

∂t
+

(
r − (µ− r)2

σ2

∂V
∂y

y ∂
2V
∂y2

)
y
∂V

∂y
+

1

2

(
µ− r
σ2

∂V
∂y

y ∂
2V
∂y2

)2

σ2y2∂
2V

∂y2
,
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po úprave

0 =
∂V

∂t
+

[
ry − 1

2

(
µ− r
σ

)2 ∂V
∂y

∂2V
∂y2

]
∂V

∂y
. (3.5)

Pod©a prístupu z £lánku [3] od Z. Macovej a D. �ev£ovi£a, rovnicu
najprv transformujeme na rovnicu pre funkciu

ϕ(t, y) = −
∂2V
∂y2 (t, y)

∂2V
∂y2 (t, y)

(tzv. Riccati-like transformation). Rovnicu (3.5) môºeme zapísa´ ako

0 =
∂V

∂t
(t, y) + g(t, y)

∂V

∂y
(t, y),

kde

g(t, y) = ry− 1

2

(
µ− r
σ

)2 ∂V
∂y

(t, y)

∂2V
∂y2 (t, y)

= ry+
1

2

(
µ− r
σ

)2

ϕ(t, y). (3.6)

Rovnicu v takomto tvare môºeme (rovnako ako v £lánku [3]) prepísa´
na nasledujúcu rovnicu pre funkciu ϕ(t, y)

∂ϕ

∂t
(t, y) =

∂

∂y

(
∂g

∂y
(t, y)− ϕ(t, y)g(t, y)

)
.

Na základe tejto rovnice, pre relatívnu rizikovú averziu

ψ(t, y) = −y
∂2V
∂y2 (t, y)
∂V
∂y

(t, y)
= yϕ(t, y)

platí rovnica

∂ψ

∂t
(t, y) = y

∂ϕ

∂t
(t, y) = y

∂

∂y

(
∂g

∂y
(t, y)− ψ(t, y)

y
g(t, y)

)
, (3.7)

kde funkciu g(t, y) zo vz´ahu (3.6) môºeme vyjadri´ pomocou ψ(t, y)
ako

g(t, y) = ry +
1

2

(
µ− r
σ

)2
ψ(t, y)

y
.

Po uplatnení derivácií dostaneme z rovnice (3.7) rovnicu

∂ψ

∂t
= −ry∂ψ

∂y
− 1

2

(
µ− r
σ

)2
[

2y

ψ2

∂ψ

∂y
− 2y2

ψ3

(
∂ψ

∂y

)2

+
y2

ψ2

∂2ψ

∂y2

]
,

(3.8)
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ktorá je h©adanou rovnicou pre relatívnu rizikovú averziu ψ v prípade

ψ(t, y) ≥ µ− r(
1− PVt

y

)
σ2
.

�alej odvodíme rovnicu o relatívnej rizikovej averzií pre prípad

ψ(t, y) <
µ− r(

1− PVt
y

)
σ2
, t. j. θ̂ = 1− PVt

y
.

Po dosadení výrazu θ̂ do Bellmanovej rovnice (3.3) dostaneme

0 =
∂V

∂t
+

(
r +

(
1− PVt

y

)
(µ− r)

)
y
∂V

∂y
+

1

2

(
1− PVt

y

)2

σ2y2∂
2V

∂y2
,

po úprave

0 =
∂V

∂t
+

[
µy − PVt(µ− r) +

1

2
σ2(y − PVt)2

∂2V
∂y2

∂V
∂y

]
∂V

∂y
. (3.9)

Dostali sme tak rovnicu v tvare

0 =
∂V

∂t
(t, y) + g(t, y)

∂V

∂y
(t, y),

kde

g(t, y) = µy − PVt(µ− r) +
1

2
σ2(y − PVt)2

∂2V
∂y2 (t, y)
∂V
∂y

(t, y)
=

= µy − PVt(µ− r)−
1

2
σ2(y − PVt)2ψ(t, y)

y
.

(3.10)

Rovnako ako pri odvodzovaní pre prípad ψ ≥ µ−r
(1−PVt

y )σ2
, takúto rovnicu

môºeme previes´ na rovnicu (3.7)

∂ψ

∂t
(t, y) = y

∂

∂y

(
∂g

∂y
(t, y)− ψ(t, y)

y
g(t, y)

)
.

Pri pouºití funkcie g(t, y) zo vz´ahu (3.10), po uplatnení derivácii do-
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staneme z rovnice (3.7) rovnicu

∂ψ

∂t
= −PVt

y

[
(µ− r)− σ2

((
1− PVt

y

)
ψ − PVt

y

)]
ψ−

−
[(

1− PVt
y

)
µ+ r

PVt
y

]
y
∂ψ

∂y
+

+σ2

(
1− PVt

y

)[(
1− PVt

y

)
(ψ − 1)− 2

PVt
y

]
y
∂ψ

∂y
−

−σ
2

2

(
1− PVt

y

)2

y2∂
2ψ

∂y2
,

(3.11)

ktorá je h©adanou rovnicou pre relatívnu rizikovú averziu ψ v prípade

ψ(t, y) <
µ− r(

1− PVt
y

)
σ2
.

Pre jednorozmernú úlohu sme tak dostali nasledujúcu parciálnu di-
ferenciálnu rovnicu:

∂ψ

∂t
= f

(
t, y, ψ,

∂ψ

∂y
,
∂2ψ

∂y2

)
, (3.12)

kde v prípade ψ ≥ µ−r
(1−PVt

y )σ2
je funkcia f je de�novaná ako

f

(
t, y, ψ,

∂ψ

∂y
,
∂2ψ

∂y2

)
= −ry∂ψ

∂y
−1

2

(
µ− r
σ

)2
[

2y

ψ2

∂ψ

∂y
− 2y2

ψ3

(
∂ψ

∂y

)2

+
y2

ψ2

∂2ψ

∂y2

]
a v prípade ψ < µ−r

(1−PVt
y )σ2

je de�novaná ako

f

(
t, y, ψ,

∂ψ

∂y
,
∂2ψ

∂y2

)
= −PVt

y

[
(µ− r)− σ2

((
1− PVt

y

)
ψ − PVt

y

)]
ψ−

−
[(

1− PVt
y

)
µ+ r

PVt
y

]
y
∂ψ

∂y
+

+σ2

(
1− PVt

y

)[(
1− PVt

y

)
(ψ − 1)− 2

PVt
y

]
y
∂ψ

∂y
−

−σ
2

2

(
1− PVt

y

)2

y2∂
2ψ

∂y2
.

Rovnica (3.12) platí na oblasti 0 < t < T , PVt < y < ∞. Z konco-
vej podmienky (2.11) pre hodnotovú funkciu dostaneme pre relatívnu
rizikovú averziu ψ koncovú podmienku

ψ(T, y) = 1− p.
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Rovnica vznikla transformáciou jednorozmerného prípadu rovnice
(2.10), preto pre hranicu y = PVt nie je potrebná okrajová podmienka
a koncovou podmienkou je rie²enie rovnice jednozna£ne ur£ené.

Rovnice (3.8), (3.11) potvrdzujú úvahy z £asti 2.4. Rovnica (3.8),
platiaca na úseku, na ktorom ohrani£enie

θ ≤ 1− PVt
y

(3.13)

nie je aktívne, obsahuje na pravej strane iba £leny s deriváciami ∂ψ
∂y

a
∂2ψ
∂y2 , ktoré sú v £asovej vrstve T rovné nule a v £asových vrstvách pre
t < T sa menia iba postupne. Hodnota ∂ψ

∂t
je preto na úseku s neaktív-

nym ohrani£ením pribliºne rovná nule a funkcia ψ(t, y) sa od hodnoty
1− p odchy©uje iba ve©mi pomaly.

Naopak, rovnica (3.11), platiaca na úseku s aktívnym ohrani£ením
(3.13), obsahuje na pravej strane £len

k1(t, y, ψ) = −PVt
y

[
(µ− r)− σ2

((
1− PVt

y

)
ψ − PVt

y

)]
ψ,

pre ktorý za podmienky aktívneho ohrani£enia

ψ <
µ− r(

1− PVt
y

)
σ2

platí

k1(t, y, ψ) < −
(
σPVt
y

)2

ψ < 0.

�len k1(t, y, ψ) spôsobuje, ºe hodnota ψ s klesajúcou £asovou vrstvou t
na úseku s aktívnym ohrani£ením (3.13) nezanedbate©ne rastie.

Pokia© naozaj bude plati´, ºe na úseku s neaktívnym ohrani£ením
(3.13) je hodnota ψ(t, y) ve©mi blízka 1 − p, pre jednorozmernú úlohu
by aproximatívna stratégia

θ̃t(y) ∈ arg max
θ∈[0,1−PVty ]

[
r + θ(µ− r)− 1

2
(1− p)θ2σ2

]
pod©a úvah z £asti 2.4 mala by´ ve©mi dobrou aproximáciou optimálnej
stratégie.
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3.3 Numerická schéma na výpo£et relatívnej rizi-
kovej averzie

Na numerické rie²enie rovnice (3.12)

∂ψ

∂t
= f

(
t, y, ψ,

∂ψ

∂y
,
∂2ψ

∂y2

)
pouºijeme explicitnú schému, zaloºenú na podobných my²lienkach ako
£as´ 10.1 v [9].

Premennú t na intervale [0, T ] diskretizujeme ekvidi²tantne roz-
miestnenými bodmi, t. j.

0 = t0 < t1 < · · · < tm−1 < tm = T,

ti+1 − ti = ∆t =
T

m
pre i = 0, 1, . . . ,m− 1.

Premennú y na intervale [ymin, ymax] diskretizujeme ekvidi²tantne roz-
miestnenými bodmi, t. j.

ymin = y0 < y1 < · · · < yn−1 < yn = ymax,

yj+1 − yj = ∆y =
ymax − ymin

n
pre j = 0, 1, . . . , n− 1.

V £ase t sú pre premennú y prípustné iba hodnoty z intervalu [PVt,∞),
preto pre £asovú vrstvu ti má významnú úlohu prvý (t. j. najmen²í)
bod yj s hodnotou vä£²ou rovnou PVti . Jeho index budeme ozna£ova´
j0(i).

Numerickú aproximáciu rie²enia ψ(t, y) v bodoch diskretizácie bu-
deme ozna£ova´

ψi,j ≈ ψ(ti, yj), pre i = 0, 1, . . . ,m j = j0(i), . . . , n.

Parciálne derivácie z rovnice (3.12) vo �vnútorných� bodoch diskreti-
zácie

(ti, yj), pre i = 1, . . . ,m j = j0(i) + 1, . . . , n− 1

aproximujeme pomocou kone£ných diferencií, ktoré budeme ozna£ova´(
∂ψ

∂t

)
i,j

=
ψi,j − ψi−1,j

∆t
≈ ∂ψ

∂t
(ti, yj)

(
∂ψ

∂y

)
i,j

=
ψi,j+1 − ψi,j−1

2∆y
≈ ∂ψ

∂y
(ti, yj)
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(
∂2ψ

∂y2

)
i,j

=
ψi,j+1 − 2ψi,j + ψi,j−1

(∆y)2
≈ ∂2ψ

∂y2
(ti, yj).

S vyuºitím týchto aproximácií spolu s rovnicou (3.12) môºeme vyjadri´
hodnotu ψi−1,j pomocou hodnôt z £asovej vrstvy i ako

ψi−1,j = ψi,j−∆t·
(
∂ψ

∂t

)
i,j

= ψi,j−∆t·f

(
ti, yj, ψi,j,

(
∂ψ

∂y

)
i,j

,

(
∂2ψ

∂y2

)
i,j

)
(3.14)

pre i = 1, 2, . . . ,m j = j0(i) + 1, . . . , n− 1.
Na ur£enie hodnoty ψi−1,n môºeme vyuºi´ pribliºnú okrajovú pod-

mienku
ψi−1,n = 1− p.

Pokia© j0(i − 1) = j0(i) ≡ j0, môºeme na ur£enie hodnoty ψi−1,j0

pouºi´ analogický vz´ah ako (3.14), t. j.

ψi−1,j0 = ψi,j0 −∆t · f

(
ti, yj, ψi,j,

(
∂ψ

∂y

)
i,j0

, 0

)
, (3.15)

kde aproximáciu
(
∂ψ
∂y

)
i,j0

derivácie ∂ψ
∂y

(ti, yj0) získame pomocou kone£-

nej diferencie (
∂ψ

∂y

)
i,j0

=
ψi,j0+1 − ψi,j0

∆y
≈ ∂ψ

∂y
(ti, yj0).

Vo vz´ahu (3.15) sme zanedbali efekt derivácie ∂2ψ
∂y2 (ti, yj0). To si pri

vhodne zvolených parametroch diskretizácie môºeme dovoli´, pretoºe
pre hodnotu yj0 blízku PVti okrem nieko©kých £asových vrstiev pri
koncovom £ase T platí

ψ(ti, yj0) <
µ− r(

1− PVt
yj0

)
σ2
,

t. j. platí rovnica (3.11), v ktorej je pri derivácii ∂
2ψ
∂y2 (ti, yj0) výraz(

1− PVti
yj0

)2

y2
j0

= (yj0 − PVti)2 ≈ 0,

ktorý môºeme zanedba´. V £asových vrstvách pri koncovom £ase T , pri
ktorých (kvôli malej hodnote PVti) môºe plati´

ψ(ti, yj0) ≥ µ− r(
1− PVti

yj0

)
σ2

(t. j. vtedy platí rovnica (3.8)), býva hodnota derivácie ∂2ψ
∂y2 (ti, yj0)

blízka nule, teda aj v tomto prípade môºeme jej efekt zanedba´.
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3.4 Numerické výsledky

Hodnoty parametrov µ = 0.21, σ = 0.18 rizikového aktíva boli naka-
librované pod©a historických cien indexu S&P 500 z obdobia 1. 4. 2009�
30. 6. 2011, v ktorom sa výnosy indexu správali ustálene. Ostatné pa-
rametre boli nastavené na r = 0.01, T = 10, 1− p = 7, c = 0.1.

Na numerické výpo£ty bola pouºitá numerická schéma popísaná
v £asti 3.3. Parametre diskretizácie boli nastavené na m = 2500 (dis-
kretizácia £asu t), n = 100 (diskretizácia y), ymin = 0.1, ymax = 20.1.

Hodnoty relatívnej rizikovej averzie ψ(t, y) pre za£iato£nú £asovú
vrstvu t = 0 sú zobrazené na Obr. 3.2. Hodnoty optimálnej stratégie
θ̂t(y) pre za£iato£nú £asovú vrstvu t = 0 sú zobrazené na Obr. 3.3.
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Obr. 3.2: Závislos´ ψ od y v £asovej

vrstve t = 0. Hodnoty sú farebne od-

lí²ené pod©a toho, £i je ohrani£enie

θ ≤ 1− PVt
y aktívne.

Obr. 3.3: Závislos´ optimálnej straté-

gie od y v £asovej vrstve t = 0.

Z Obr. 3.2 si môºeme v²imnú´, ºe na úseku, na ktorom ohrani£enie
θ ≤ 1− PVt

y
pre optimálnu stratégiu nie je aktívne, naozaj s ve©kou

presnos´ou platí
ψ(t, y)

.
= 1− p = 7.

To zodpovedá úvahám z £asti 2.4 a zo záveru £asti 3.2. Pre optimálnu
stratégiu

θ̂t(y) ∈ arg max
θ∈[0,1−PVty ]

[
(µ− r)θ − 1

2
ψ(t, y)σ2θ2

]

41



je preto na tomto úseku stratégia θ̃ z £asti 2.4

θ̃t(y) ∈ arg max
θ∈[0,1−PVty ]

[
(µ− r)θ − 1

2
(1− p)σ2θ2

]
ve©mi dobrou aproximáciou.

Na úseku, na ktorom je ohrani£enie θ ≤ 1 − PVt
y

pre optimálnu
stratégiu aktívne, dochádza k ve©kým odchýlkam ψ(t, y) od hodnoty
1−p = 7. Ale pretoºe na tomto úseku platí θ̂ = 1− PVt

y
(t. j. optimálna

stratégia nezávisí od ψ), napriek odchýlkam ψ od hodnoty 1 − p je
stratégia θ̃ takmer na celom úseku rovná hodnote θ̂ = 1− PVt

y
(ohrani-

£enie θ ≤ 1− PVt
y

je pre stratégie θ̂ a θ̃ aktívne na pribliºne rovnakých
úsekoch).

Z Obr. 3.3 môºeme vidie´, ºe na úseku s neaktívnym ohrani£ením
optimálnej stratégie (t. j. pre θ̂ < 1 − PVt

y
) je hodnota optimálnych

stratégii

θ̂ =
µ− r
ψσ2

takmer kon²tantná (pribliºne rovná hodnote µ−r
(1−p)σ2 ). Na úseku s ak-

tívnym ohrani£ením sú optimálne stratégie rovné hodnote 1− PVt
y
. Vý-

sledky Obr. 3.3 moºno zhrnú´ aj tak, ºe ve©mi dobrou aproximáciou
optimálnej stratégie θ̂ je

min

{
1− PVt

y
,

µ− r
(1− p)σ2

}
= arg max

θ∈[0,1−PVty ]

[
(µ− r)θ − 1

2
(1− p)σ2θ2

]
= θ̃.

Takto moºno e²te názornej²ie vidno, ºe stratégia θ̃ z £asti 2.4 by mala
by´ pre jednorozmernú úlohu ve©mi presnou aproximáciou optimálnej
stratégie.

�íselne, na úseku s neaktívnym ohrani£ením θ ≤ 1− PVt
y

optimálnej
stratégie, maximálna odchýlka numericky vypo£ítanej hodnoty relatív-
nej rizikovej averzie ψ(0, y) od hodnoty 1−p = 7 nastáva v bode y = 8.1
(t. j. na za£iatku úseku s neaktívnym ohrani£ením), v ktorom platí

ψ(0, 8.1)
.
= 7.00335.

V bode y = 8.1 nastáva aj maximálna odchýlka aproximatívnej
stratégie θ̃ od numericky vypo£ítanej hodnoty optimálnej stratégie θ̂:

θ̃0(8.1)
.
= 0.881834 a θ̂0(8.1)

.
= 0.881412.

Maximálny rozdiel stratégií v £asovom horizonte 10 rokov je teda rovný
pribliºne 0.000422. To je výborný výsledok, pre jednorozmernú úlohu
sa aproximácia θ̃ optimálnej stratégie θ̂ ukazuje ako ve©mi presná.
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Kapitola 4

Dvojrozmerná úloha

4.1 Analógia s Markowitzovou úlohou

Podobne ako pre jednorozmernú úlohu v kapitole 3, aj pre dvojroz-
mernú úlohu budeme odvodzova´ parciálne diferenciálne rovnice pre
relatívnu rizikovú averziu ψ.

Pre úlohu (2.9) s d = 2 rizikovými aktívami s parametrami

µµµ =

(
µ1

µ2

)
a σσσσσσT =

(
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
je uº náro£nej²ie zo vz´ahu

θ̂θθt(y) ∈ arg max
θθθ∈CPVt

[
r + θθθT (µµµ− r)− 1

2
ψ(t, y)

(
θθθTσσσσσσTθθθ

)]
(4.1)

vyjadri´ optimálnu stratégiu θ̂θθt(y) explicitne v závislosti od ψ.
Pomôºe nám, ke¤ pouºijeme geometrický prístup, podobný ako

v Markowitzovej úlohe (£as´ 2.2 v [10]).

Maximalizáciu (4.1) cez premennú θθθ =

(
θ1

θ2

)
môºeme previes´ na

maximalizáciu cez drift µP a volatilitu σP zodpovedajúceho portfólia.
Pouºitím nových premenných

µP (θθθ) = r + θθθT (µµµ− r)

σP (θθθ) =
√
θθθTσσσσσσTθθθ

prevedieme vz´ah (4.1) na(
µP (θ̂θθ)

σP (θ̂θθ)

)
∈ arg max

(µP ,σP )∈EPVt

[
µP −

1

2
ψσ2

P

]
, (4.2)
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kde EPVt je mnoºinou v²etkých dvojíc (µP (θθθ), σP (θθθ)), dosiahnute©ných
pomocou stratégií θθθ ∈ C PVt . Rovnako ako v Markowitzovej úlohe mô-
ºeme mnoºinu EPVt zredukova´ na jej �efektívnu hranicu� E PVt , t. j.
pre kaºdú moºnú hodnotu driftu µP budeme uvaºova´ iba portfólio
s minimálnou volatilitou σP (za predpokladu ψ > 0, ktorý sa vo zvy²-
ných £astiach práce za podmienky 1 − p > 0 ukazoval splnený, pod©a
vz´ahu (4.2) musia optimálne hodnoty µP (θ̂θθ) a σP (θ̂θθ) leºa´ na takto de-
�novanej efektívnej hranici). V nasledujúcom texte efektívnu hranicu
E PVt presnej²ie popí²eme.

4.2 Efektívna hranica

Pre jednoduchos´ najprv uvedieme, ako vyzerá efektívna hranica E 0

zodpovedajúca stratégiam θθθ ∈ C 0. Efektívnu hranicu E PVt zodpoveda-
júcu stratégiam θθθ ∈ C PVt z nej následne dostaneme pomocou jednodu-
chej transformácie.

Uvaºujme najprv investovanie celého majetku Yt = y do riziko-
vých aktív (t. j. θ1 + θ2 = 1). Podobne ako v Markowitzovej úlohe,
rôznymi pomermi investovania do kaºdého z rizikových aktív môºeme
(za predpokladu rôznych driftov a nenulových volatilít rizikových ak-
tív) na grafe s osami σP , µP dosiahnu´ £as´ hyperboly.

Kombináciou bodov (σP , µP ) spomenutej £asti hyperboly s bezri-
zikovým aktívom môºeme dosiahnu´ ©ubovo©ný bod patriaci niektorej
spojnici (úse£ke) bezrizikového aktíva s bodmi hyperboly (na analogic-
kej vlastnosti je zaloºená Veta o jednom fonde, uvedená v [10], £as´ 2.2).
Situácia je znázornená na Obr. 4.1 (na obrázku sú zobrazené tri takéto
spojnice hrubými zelenými úse£kami).

Podobne ako v Markowitzovej úlohe spojenej s bezrizikovým ak-
tívom, pri ur£ovaní efektívnej hranice E 0 bude ma´ významnú úlohu
�dotykové portfólio� , ktorému zodpovedá dotykový bod doty£nice k hy-
perbole cez bezrizikové aktívum (dotykové portfólio má k©ú£ovú úlohu
vo Vete o jednom fonde aj v CAPM modeli, uvedených v [10], £asti 2.2
a 2.3). Dá sa ukáza´, ºe pomery θ1

D, θ
2
D investované do rizikových aktív

v dotykovom portfóliu sú dané vz´ahmi

c1θ
1
D + c2θ

2
D = 0

θ1
D + θ2

D = 1,

kde

c1 =
σ2

1

µ1 − r
− ρσ1σ2

µ2 − r

c2 =
ρσ1σ2

µ1 − r
− σ2

2

µ2 − r
.
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Obr. 4.1: Spojnice bezrizikového ak-

tíva s bodmi hrubej modrej £asti hy-

perboly.

Obr. 4.2: Moºnos´ (1), dotykové port-

fólio je prípustné.
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Obr. 4.3: Moºnos´ (2), druhé rizikové

aktívum je v krátkej pozícii.

Obr. 4.4: Moºnos´ (3), prvé rizikové

aktívum je v krátkej pozícii.

Na Obr. 4.2, Obr. 4.3 a Obr. 4.4 sú prípustné kombinácie rizikových aktív

znázornené hrubou modrou £iarou, doty£nica k hyperbole zelenou £iarou a

efektívna hranica E 0 £ervenou £iarou.

Bez ujmi na v²eobecnosti, nech prvé rizikové aktívum je rizikové
aktívum s niº²ím driftom. Za predpokladu, ºe druhé rizikové aktívum
má vy²²í drift ako bezrizikové aktívum, pre efektívnu hranicu E 0 sú tri
základné moºnosti:

(1) Dotykové portfólio je prípustné, t. j. nie sú v ¬om krátke pozí-
cie rizikových aktív (Obr. 4.2). Efektívnou hranicou E 0 je zjednotenie
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úse£ky a £asti hyperboly, pri£om hyperbola je na úse£ku �hladko� (t. j.
diferencovate©ne) napojená.

(2) Dotykové portfólio je �pod� rizikovými aktívami, t. j. druhé
rizikové aktívum je v krátkej pozícii (Obr. 4.3). Efektívnou hranicou
E 0 je zjednotenie úse£ky a £asti hyperboly, pri£om hyperbola uº na
úse£ku nie je diferencovate©ne napojená.

(3) Dotykové portfólio je �nad� rizikovými aktívami, t. j. prvé rizi-
kové aktívum je v krátkej pozícii (Obr. 4.4). Do tohoto prípadu patria
aj v²etky také, v ktorých je vrchol hyperboly pod bezrizikovým aktí-
vom. Efektívnou hranicou E 0 je úse£ka.

Tým sme ur£ili efektívnu hranicu E 0 zodpovedajúcu stratégiam
z mnoºiny

C 0 =
{
θθθ ∈ Rd ; θ1 ≥ 0 ∧ θ2 ≥ 0 ∧ θ1 + θ2 ≤ 1

}
.
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K
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Obr. 4.5: Efektívna hranica E 0 znázornená hrubými preru²ovanými £iarami

(okrem spolo£ného úseku, na ktorom je nepreru²ovaná zelená £iara) sa spo-

menutou rovno©ahlos´ou zobrazí na efektívnu hranicu E PVt znázornenú hru-

bými súvislými £iarami. Na obrázku sú zvýraznené zlomové a koncové body

týchto efektívnych hraníc.

Efektívna hranica E PVt zodpovedajúca stratégiam z mnoºiny

C PVt =

{
θθθ ∈ Rd ; θ1 ≥ 0 ∧ θ2 ≥ 0 ∧ θ1 + θ2 ≤ 1− PVt

y

}
sa zmení v tom, ºe do akcií uº nemôºeme investova´ 100% majetku
Yt = y, ale najviac £iastku

(
1− PVt

y

)
. Na obrázkoch sa to prejaví tak,
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ºe z úse£ky, ktorá spája bezrizikové aktívum s £isto rizikovým portfó-
liom budú prípustné iba body, ktoré majú v rizikových aktívach £iastku
najviac

(
1− PVt

y

)
. Kaºdá takáto úse£ka sa tak skráti na

(
1− PVt

y

)
-ná-

sobok svojej d¨ºky.
Presnej²ie vyjadrené, spomenuté úse£ky sa zobrazia rovno©ahlos´ou

so stredom v bode zodpovedajúcom bezrizikovému aktívu a koe�cien-
tom

(
1− PVt

y

)
. Dôsledkom je, ºe aj efektívnu hranicu E PVt získame

zobrazením efektívnej hranice E 0 uvedenou rovno©ahlos´ou.
Príklad pre 1− PVt

y
= 0.6 je na Obr. 4.5.

Rovno©ahlos´ nemení tvar (iba rozmery) efektívnej hranice, preto
v²etky moºné tvary efektívnych hraníc E PVt sú obsiahnuté v moºnos-
tiach (1), (2) a (3) na Obr. 4.2, Obr. 4.3 a Obr. 4.4.

Efektívna hranica E PVt v tvare zodpovedajúcom moºnosti (3) obsa-
huje iba kombinácie bezrizikového aktíva s jediným rizikovým aktívom.
Na základe toho sa dá vidie´, ºe takáto úloha má analogické rie²enie
ako jednorozmerná úloha (d = 1) s parametrami µ, σ zodpovedajúcimi
jedinému pouºívanému rizikovému aktívu.

Tvary efektívnych hraníc z moºností (1) a (2) sa dajú zahrnú´ do
jednej moºnosti: efektívnou hranicou je úse£ka a na ¬u spojito napojená
£as´ hyperboly. Pritom platí, ºe s rastúcim driftom je na efektívnej hra-
nici rastúca volatilita a sklon efektívnej hranice (t. j. ∂µP

∂σP
) je s rastúcou

volatilitou nerastúci.
Bodom prechodu z úse£ky do paraboly je v moºnosti (1) bod zodpo-

vedajúci dotykovému portfóliu, v moºnosti (2) je ním bod zodpoveda-
júci rizikovému aktívum s men²ím driftom. V oboch prípadoch, tento
bod budeme nazýva´ zlomovým bodom. V prípade efektívnej hranice
E 0 budeme zlomový bod ozna£ova´ Z0, jeho drift µZ0 a jeho volatilitu
σZ0 . V prípade efektívnej hranice E PVt budeme zlomový bod ozna£ova´
Z, jeho drift µZ a jeho volatilitu σZ . Opa£ný koniec £asti hyperboly,
ktorý v oboch prípadoch zodpovedá rizikovému aktívu s vy²²ím drif-
tom, budeme nazýva´ koncovým bodom. V prípade efektívnej hranice
E 0 budeme koncový bod ozna£ova´ K0, jeho drift µK0 a jeho volatilitu
σK0 . V prípade efektívnej hranice E PVt budeme koncový bod ozna£ova´
K, jeho drift µK a jeho volatilitu σK .

Na Obr. 4.5 sú body Z0, K0, Z a K zvýraznené £ervenou farbou.

4.3 Maximalizácia na efektívnej hranici

Pod©a vz´ahu (4.2), s vyuºitím zúºenia mnoºiny EPVt na efektívnu hra-
nicu, na²ou úlohou je na efektívnej hranici E PVt bodov (µP , σP ) maxi-
malizova´ výraz µP − 1

2
ψσ2

P . Opä´ pomôºe geometrický prístup, av²ak
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aby bola ú£elová funkcia lineárna, na vodorovnej osi obrázkov bude
namiesto volatility σP hodnota σ2

P . Namiesto efektívnej hranice E PVt

bodov (µP , σP ) nás preto bude zaujíma´ efektívna hranica E PVt
2 bodov

(µP , σ
2
P ). Po umocnení vodorovnej osi sa z úse£ky aj £asti hyperboly

stanú £asti paraboly (Obr. 4.6).
Na efektívnej hranici E PVt

2 bodov (µP , σ
2
P ) máme maximalizova´

výraz

µP −
1

2
ψσ2

P ,

ktorý je lineárnou funkciou premenných µP , σ
2
P . Maximalizácia line-

árnej funkcie geometricky zodpovedá nájdeniu priamky (izolínie, t. j.
�vrstevnice� ú£elovej funkcie) s daným sklonom, ktorá prechádza mno-
ºinou prípustných rie²ení a je £o najviac posunutá v smere maxima-
lizácie. Pre efektívnu hranicu typu (2), základné ²tyri moºnosti pre
výsledok maximalizácie sú zobrazené na Obr. 4.7.
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Obr. 4.6: Efektívnou hranicou E PVt
2

pre (µP , σ
2
P ) budú dve na seba spo-

jito napojené £asti parabol (zobra-

zené hrubými £iarami).

Obr. 4.7: Maximalizácia lineárnej

funkcie na efektívnej hranici E PVt
2

typu (2) (dotykové portfólio je �pod�

rizikovými aktívami) má ²tyri zá-

kladné moºnosti.

Mnoºina C PVt v sebe zah¯¬a tri ohrani£enia:

θ1 ≥ 0, θ2 ≥ 0 a θ1 + θ2 ≤ 1− PVt
y
.

Na Obr. 4.7, ohrani£enie θ1 ≥ 0 je aktívne vtedy, ke¤ optimálne rie²enie
leºí na koncovom (t. j. najvy²²om) bode hrubej modrej £asti hyperboly.
Ohrani£enie θ2 ≥ 0 je aktívne vtedy, ke¤ optimálne rie²enie leºí na ze-
lenej £asti hyperboly spájajúcej prvé rizikové aktívum s bezrizikovým.
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Ohrani£enie θ1 + θ2 ≤ 1− PVt
y

je aktívne vtedy, ke¤ optimálne rie²enie
leºí na modrej hyperbole.

Kaºdá zo ²tyroch moºností na Obr. 4.7 zodpovedá situácii s rôznymi
aktívnymi ohrani£eniami. V prvej moºnosti (z©ava) je jediným aktív-
nym ohrani£ením θ2 ≥ 0. V druhej moºnosti sú aktívne ohrani£enia

θ2 ≥ 0 a θ1 + θ2 ≤ 1− PVt
y
,

vtedy sa do prvého rizikového aktíva investuje maximálna prípustná
£iastka 1− PVt

y
. V tretej moºnosti je jediným aktívnym ohrani£ením

θ1 + θ2 ≤ 1− PVt
y
.

V ²tvrtej moºnosti sú aktívne ohrani£enia

θ1 ≥ 0 a θ1 + θ2 ≤ 1− PVt
y
,

vtedy sa do druhého rizikového aktíva investuje maximálna prípustná
£iastka 1− PVt

y
.

Pre efektívnu hranicu typu (2), situácia je podobná, av²ak druhá
moºnos´ (maximálna prípustná £iastka do menej rizikového aktíva) ne-
nastáva. V prvej moºnosti nie je aktívne ºiadne z ohrani£ení, ide o vo©ný
extrém. Ostatné moºnosti majú oh©adom aktívnych ohrani£ení rovnaké
vlastnosti.

Z Obr. 4.7 vidno, ºe prvá moºnos´ (vo©ný extrém) nastáva pri naj-
vä£²om sklone izolínií ú£elovej funkcie � t. j. pri najvä£²ej hodnote ψ.
Pri men²ej hodnote ψ nastáva druhá moºnos´, pri e²te men²ej tretia a
pri najmen²ej ²tvrtá moºnos´.

Presnej²ie, spomenuté moºnosti nastávajú pod©a toho, do ktorého
z intervalov patrí hodnota ψ/2 (sklon izolínií ú£elovej funkcie), pri£om
hranice intervalov sú pod©a geometrického poh©adu ur£ené deriváciou
dµP
dσ2
P
prvej, resp. druhej paraboly efektívnej hranice E PVt

2 v zlomovom
bode (σ2

Z , µZ), resp. v koncovom bode (σ2
Z , µZ). Hodnoty derivácií sú

ur£ované v nasledujúcom texte.

4.4 Hodnoty dôleºitých derivácií parabol

K ur£eniu, ktoré z ohrani£ení

θ1 ≥ 0, θ2 ≥ 0 a θ1 + θ2 ≤ 1− PVt
y
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sú aktívne, sú pod©a predchádzajúcej £asti dôleºité derivácie dµP
dσ2
P
pr-

vej, resp. druhej paraboly efektívnej hranice E PVt
2 v zlomovom bode

(σ2
Z , µZ), resp. v koncovom bode (σ2

Z , µZ). Zodpovedajúce doty£nice sú
zobrazené na Obr. 4.8.
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Obr. 4.8: Doty£nice v zlomovom a koncovom bode.

Prvá, t. j. zelená parabola zodpovedá kombinovaniu zlomového bodu
(zodpovedajúce portfólio obsahuje s váhou PVt

y
aj bezrizikové aktívum)

s bezrizikovým aktívom. Môºeme ju parametrizova´ pod©a váhy bezri-
zikového aktíva, ktorú ozna£íme θ0:

µP = θ0r +
(
1− θ0

)
µZ

σ2
P =

(
1− θ0

)2
σ2
Z .

Hodnota derivácie dµP
dσ2
P
je rovná podielu derivácií premenných µP , σ2

P

pod©a parametra θ0:

dµP
dσ2

P

=
dµP/dθ

0

dσ2
P/dθ

0
=

r − µZ
−2σ2

Z (1− θ0)
.

Zlomovému bodu (σ2
Z , µZ) zodpovedá hodnota θ0 = 0 (zlomový bod

Z má váhu 1 a bezrizikové aktívum váhu 0). Hodnota derivácie dµP
dσ2
P

prvej paraboly v zlomovom bode (na Obr. 4.8 zodpovedá derivácii sklon
tmavoºltej doty£nice) je rovná

D1 =
dµP
dσ2

P

(µZ , σ
2
Z) =

µZ − r
2σ2

Z

.
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Druhá, t. j. modrá parabola zodpovedá aktívnemu ohrani£eniu

θ1 + θ2 ≤ 1− PVt
y
.

Môºeme ju nasledovne parametrizova´ pod©a váhy θ1 prvého rizikového
portfólia:

µP =
PVt
y
r + θ1µ1 +

(
1− PVt

y
− θ1

)
µ2

σ2
P =

(
θ1
)2
σ2

1 +

(
1− PVt

y
− θ1

)2

σ2
2 + 2θ1

(
1− PVt

y
− θ1

)
ρσ1σ2.

Hodnota derivácie dµP
dσ2
P
je rovná podielu derivácií premenných µP , σ2

P

pod©a parametra θ1:

dµP
dσ2

P

=
dµP/dθ

1

dσ2
P/dθ

1
=

µ1 − µ2

2 (σ2
1 + σ2

2 − 2ρσ1σ2) θ1 + 2
(

1− PVt
y

)
(ρσ1σ2 − σ2

2)
.

Derivácia druhej paraboly v zlomovom bode je v prípade efektívnej
hranice typu (1) rovná hodnote D1, vypo£ítame ju preto uº iba pre
efektívnu hranicu typu (2). Pri efektívnej hranici typu (2), zlomovému
bodu zodpovedá hodnota θ1 = 1 − PVt

y
(maximálna £iastka do prvého

rizikového aktíva, ktoré je zlomovým bodom).
Pri oboch typoch efektívnej hranice, koncovému bodu zodpovedá

hodnota θ1 = 0 (maximálna £iastka do druhého rizikového aktíva, ktoré
je koncovým bodom).

Hodnota derivácie dµP
dσ2
P
druhej paraboly v zlomovom bode (na Obr. 4.8

zodpovedá derivácii sklon purpurovej doty£nice) v prípade efektívnej
hranice typu (2) je rovná

D2 =
dµP
dσ2

P

(µZ , σ
2
Z) =

µ1 − µ2

2
(

1− PVt
y

)
(σ2

1 − ρσ1σ2)
.

Hodnota derivácie dµP
dσ2
P
druhej paraboly v koncovom bode (na Obr. 4.8

zodpovedá derivácii sklon £iernej doty£nice) je rovná

D3 =
dµP
dσ2

P

(µK , σ
2
K) =

µ1 − µ2

2
(

1− PVt
y

)
(ρσ1σ2 − σ2

2)
.

V súlade s Obr. 4.8, pre efektívnu hranicu typov (1) a (2) môºeme
nasledovným spôsobom ur£i´, ktoré z ohrani£ení pre optimálnu straté-
giu sú aktívne.
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Ak hodnota ψ/2 (ktorá zodpovedá sklonu izolínií ú£elovej funkcie
µP − 1

2
ψσ2

P ) patrí intervalu (D1,∞), tak optimálne rie²enie leºí na ze-
lenej £asti paraboly. Optimálnou stratégiou je investova´ do optimálnej
kombinácie bezrizikového aktíva s portfóliom zodpovedajúcim zlomo-
vému bodu Z. V prípade efektívnej hranice typu (1) nie je aktívne
ºiadne z ohrani£ení. V prípade efektívnej hranice typu (2) je jediným
aktívnym ohrani£ením

θ2 ≥ 0.

Ak hodnota ψ/2 patrí intervalu (D2, D1), tak optimálnou stratégiou
je investova´ do portfólia zodpovedajúceho zlomovému bodu Z. Tento
prípad nastáva iba pri efektívnej hranici typu (2) a vtedy fond opti-
málne investuje do prvého rizikového aktíva maximálnu £iastku 1− PVt

y
.

Aktívnymi ohrani£eniami sú

θ2 ≥ 0 a θ1 + θ2 ≤ 1− PVt
y
.

Ak hodnota ψ/2 patrí intervalu (D3, D2), tak optimálne rie²enie leºí
na modrej £asti paraboly. Jediným aktívnym ohrani£ením je

θ1 + θ2 ≤ 1− PVt
y
.

Ak hodnota ψ/2 patrí intervalu (0, D3), tak optimálnym rie²ením
je koncový bod. Vtedy fond optimálne investuje do druhého rizikového
aktíva maximálnu £iastku 1− PVt

y
. Aktívnymi ohrani£eniami sú

θ1 ≥ 0 a θ1 + θ2 ≤ 1− PVt
y
.

4.5 Rovnica pre relatívnu rizikovú averziu

Na základe predchádzajúceho textu, pre optimálnu stratégiu θ̂θθt(y) platí:
Ak ψ(t, y)/2 patrí intervalu (0, D3), tak do druhého rizikového ak-

tíva investujeme maximálnu £iastku 1− PVt
y
, t. j.

θ̂θθ =

(
0

1− PVt
y

)
. (4.3)

Investovanie maximálnej £iastky 1− PVt
y

do druhého rizikového aktíva

je ekvivalentné s prípadom θ̂ = 1− PVt
y

v jednorozmernej úlohe s para-
metrami µ = µ2, σ = σ2. Uplatnenie vz´ahu (4.3) v Bellmanovej rovnici
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(2.10) a následná transformácia na rovnicu pre relatívnu rizikovú aver-
ziu ψ má preto rovnaký výsledok ako rovnica (3.11) s parametrami
µ = µ2, σ = σ2:

∂ψ

∂t
= −PVt

y

[
(µ2 − r)− σ2

2

((
1− PVt

y

)
ψ − PVt

y

)]
ψ−

−
[(

1− PVt
y

)
µ2 + r

PVt
y

]
y
∂ψ

∂y
+

+σ2
2

(
1− PVt

y

)[(
1− PVt

y

)
(ψ − 1)− 2

PVt
y

]
y
∂ψ

∂y
−

−σ
2
2

2

(
1− PVt

y

)2

y2∂
2ψ

∂y2
.

Ak ψ(t, y)/2 patrí intervalu (D2, D1), tak do prvého rizikového ak-
tíva investujeme maximálnu £iastku 1− PVt

y
, t. j.

θ̂θθ =

(
1− PVt

y

0

)
. (4.4)

Podobne ako v predchádzajúcom prípade, uplatnenie vz´ahu (4.4) v Bell-
manovej rovnici (2.10) a následná transformácia na rovnicu pre ψ má
rovnaký výsledok ako rovnica (3.11) s parametrami µ = µ1, σ = σ1:

∂ψ

∂t
= −PVt

y

[
(µ1 − r)− σ2

1

((
1− PVt

y

)
ψ − PVt

y

)]
ψ−

−
[(

1− PVt
y

)
µ1 + r

PVt
y

]
y
∂ψ

∂y
+

+σ2
1

(
1− PVt

y

)[(
1− PVt

y

)
(ψ − 1)− 2

PVt
y

]
y
∂ψ

∂y
−

−σ
2
1

2

(
1− PVt

y

)2

y2∂
2ψ

∂y2
.

Ak ψ(t, y)/2 patrí intervalu (D1,∞), tak optimálne portfólio je opti-
málnou kombináciou bezrizikového aktíva s portfóliom zodpovedajúcim
zlomovému bodu Z. Pritom ohrani£enie θ1+θ2 ≤ 1− PVt

y
nie je aktívne.

Optimálne portfólio preto môºeme nájs´ ako vo©ný extrém na zelenej
polpriamke z Obr. 4.9.

Zelená polpriamka z Obr. 4.9 je spojnicou bodu zodpovedajúceho
bezrizikovému aktívu so zlomovým bodom Z efektívnej hranice E PVt ,
resp. so zlomovým bodom Z0 efektívnej hranice E 0. Na nájdenie opti-
málneho portfólia vyuºijeme bod Z0, ktorého poloha nezávisí od hod-
noty PVt

y
.
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Obr. 4.9: Namiesto h©adania viazaného extrému na hrubej zelenej úse£ke

(ktorej koniec zodpovedá zlomovému bodu Z efektívnej hranice E PVt) mô-

ºeme h©ada´ vo©ný extrém na zelenej polpriamke (jej doplnená £as´ je zobra-

zená preru²ovanou £iarou), ktorá prechádza aj zlomovým bodom Z0 efektív-

nej hranice E 0.

Váhy rizikových aktív v portfóliu zodpovedajúcemu bodu Z0 ozna£me
θ1
Z0

a θ2
Z0
. Ak váhu prislúchajúcu portfóliu zodpovedajúceho bodu Z0

ozna£íme w, vo©ným extrémom pre kombináciu s bezrizikovým portfó-
liom je

ŵ =
µZ0 − r
σ2
Z0
ψ

.

Zodpovedajúcou optimálnou stratégiou je

θ̂θθ = ŵ

(
θ1
Z0

θ2
Z0

)
.

Kombinovanie portfólia zodpovedajúceho bodu Z0 s bezrizikovým aktí-
vom (pri£om ohrani£enie θ1+θ2 ≤ 1−PVt

y
nie je aktívne) je ekvivalentné

s prípadom θ̂ = µ−r
ψσ2 v jednorozmernej úlohe s parametrami µ = µZ0 ,

σ = σZ0 . Uplatnenie vz´ahu (4.3) v Bellmanovej rovnici (2.10) a ná-
sledná transformácia na rovnicu pre ψ má preto rovnaký výsledok ako
rovnica (3.8) s parametrami µ = µZ0 , σ = σZ0 :

∂ψ

∂t
= −ry∂ψ

∂y
− 1

2

(
µZ0 − r
σZ0

)2
[

2y

ψ2

∂ψ

∂y
− 2y2

ψ3

(
∂ψ

∂y

)2

+
y2

ψ2

∂2ψ

∂y2

]
.

Nakoniec rozoberieme najkomplikovanej²iu moºnos´, v ktorej ψ(t, y)/2
patrí intervalu (D3, D2). Vyuºijeme analogický prístup ako Z. Macová
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a D. �ev£ovi£ v £lánku [3]. V nasledujúcich úpravách vznikajú ve©mi
podobné výrazy ako v ich £lánku.

V prípade ψ(t, y) ∈ (D3, D2), jediným aktívnym ohrani£ením je

θ1 + θ2 ≤ 1− PVt
y
.

Platí teda θ2 = 1− PVt
y
− θ1, maximalizáciu (4.1)

θ̂θθt(y) ∈ arg max
θθθ∈CPVt

[
r + θθθT (µµµ− r)− 1

2
ψ(t, y)

(
θθθTσσσσσσTθθθ

)]
preto môºeme previes´ na maximalizáciu cez θ1.

Eliminovaním premennej θ2 z výrazov

θθθT (µµµ− r) a θθθTσσσσσσTθθθ = θθθT
(

σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
θθθ

dostaneme

θθθT (µµµ− r) = ∆µ · θ1 +

(
1− PVt

y

)
(µ2 − r) (4.5)

a

θθθTσσσσσσTθθθ = a
(
θ1
)2 − 2b

(
1− PVt

y

)
θ1 + σ2

2

(
1− PVt

y

)2

, (4.6)

kde
∆µ = µ1 − µ2 < 0

a = σ2
1 − 2ρσ1σ2 + σ2

2 > 0

b = σ2
2 − ρσ1σ2.

Z maximalizácie (4.1) tak dostaneme

θ̂1
t (y) ∈ arg max

θ1∈[0,1−PVty ]

[
r + ∆µ · θ1 +

(
1− PVt

y

)
(µ2 − r)−

−1

2
ψ(t, y)

(
a
(
θ1
)2 − 2b

(
1− PVt

y

)
θ1 + σ2

2

(
1− PVt

y

)2
)]

.

Vo©ný a zárove¬ aj viazaný extrém nastáva v bode

θ̂1 =
∆µ

a

1

ψ
+
b

a

(
1− PVt

y

)
. (4.7)
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Výrazy

θθθT (µµµ− r) a θθθTσσσσσσTθθθ = θθθT
(

σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
θθθ

v bode θ̂θθ môºeme s vyuºitím vz´ahov (4.5), (4.6) a (4.7) prepísa´ na

θ̂θθ
T

(µµµ− r) =
(∆µ)2

a

1

ψ
+

(
µ2 +

b

a
∆µ− r

)(
1− PVt

y

)
a

θ̂θθ
T
σσσσσσT θ̂θθ =

(∆µ)2

a

1

ψ2
+

(
σ2

2 −
b2

a

)(
1− PVt

y

)2

,

pri£om kon²tantu

σ2
2 −

b2

a
=

(σ2
1 − 2ρσ1σ2 + σ2

2)σ2
2 − (σ2

2 − ρσ1σ2)2

a
=
σ2

1σ
2
2(1− ρ2)

a
> 0

budeme ozna£ova´ s2.
S vyuºitím toho, Bellmanovu rovnicu (2.10) môºeme prepísa´ na

0 =
∂V

∂t
+

(
(∆µ)2

a

y

ψ
+

(
µ2 +

b

a
∆µ

)(
1− PVt

y

)
y + rPVt

)
∂V

∂y
+

+
1

2

(
(∆µ)2

a

y2

ψ2
+ s2

(
1− PVt

y

)2

y2

)
∂2V

∂y2
.

(4.8)
Pretoºe

ψ = −y
∂2V
∂y2

∂V
∂y

,

platí

y

ψ

∂V

∂y
= −

(
∂V
∂y

)2

∂2V
∂y2

a
y2

ψ2

∂2V

∂y2
=

(
∂V
∂y

)2

∂2V
∂y2

.

Uplatnením toho v rovnici (4.8) dostaneme

0 =
∂V

∂t
+

((
µ2 +

b

a
∆µ

)
(y − PVt) + rPVt

)
∂V

∂y
+

+
s2

2
(y − PVt)2∂

2V

∂y2
− (∆µ)2

2a

(
∂V
∂y

)2

∂2V
∂y2

.
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Dostali sme tak rovnicu, ktorú môºeme zapísa´ ako

0 =
∂V

∂t
(t, y) + g(t, y)

∂V

∂y
(t, y),

kde

g(t, y) =

(
µ2 +

b

a
∆µ

)
(y − PVt) + rPVt +

s2

2
(y − PVt)2

∂2V
∂y2

∂V
∂y

− (∆µ)2

2a

∂V
∂y

∂2V
∂y2

=

=

(
µ2 +

b

a
∆µ

)
(y − PVt) + rPVt −

s2

2
(y − PVt)2ψ(t, y)

y
+

(∆µ)2

2a

y

ψ(t, y)
.

(4.9)
Rovnako ako pri odvodzovaní rovníc pre ψ pri jednorozmernej úlohe
môºeme rovnicu v takomto tvare previes´ na rovnicu (3.7)

∂ψ

∂t
(t, y) = y

∂

∂y

(
∂g

∂y
(t, y)− ψ(t, y)

y
g(t, y)

)
.

Pri pouºití funkcie g(t, y) zo vz´ahu (4.9), po uplatnení derivácii dosta-
neme z rovnice (3.7) rovnicu

∂ψ

∂t
= −PVt

y

[(
µ2 +

b

a
∆µ− r

)
− s2

((
1− PVt

y

)
ψ − PVt

y

)]
ψ−

−
[(

1− PVt
y

)(
µ2 +

b

a
∆µ

)
+

(∆µ)2

a

1

ψ2
+ r

PVt
y

]
y
∂ψ

∂y
+

+s2

(
1− PVt

y

)[(
1− PVt

y

)
(ψ − 1)− 2

PVt
y

]
y
∂ψ

∂y
+

+
(∆µ)2

a

y2

ψ3

(
∂ψ

∂y

)2

−

[
(∆µ)2

a

1

ψ2
+
s2

2

(
1− PVt

y

)2
]
y2∂

2ψ

∂y2
,

(4.10)
ktorá je h©adanou rovnicou pre ψ v prípade ψ(t, y) ∈ (D3, D2).

Pre dvojrozmernú úlohu sme tak dostali nasledujúcu parciálnu di-
ferenciálnu rovnicu:

∂ψ

∂t
= f

(
t, y, ψ,

∂ψ

∂y
,
∂2ψ

∂y2

)
, (4.11)
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kde v prípade ψ
2
∈ (0, D3) je funkcia f je de�novaná ako

f

(
t, y, ψ,

∂ψ

∂y
,
∂2ψ

∂y2

)
= −PVt

y

[
(µ2 − r)− σ2

2

((
1− PVt

y

)
ψ − PVt

y

)]
ψ−

−
[(

1− PVt
y

)
µ2 + r

PVt
y

]
y
∂ψ

∂y
+

+σ2
2

(
1− PVt

y

)[(
1− PVt

y

)
(ψ − 1)− 2

PVt
y

]
y
∂ψ

∂y
−

−σ
2
2

2

(
1− PVt

y

)2

y2∂
2ψ

∂y2
,

v prípade ψ
2
∈ (D3, D2) (pri efektívnej hranici typu (1) po£ítame D2

pod©a vz´ahu pre D1) je de�novaná ako

f

(
t, y, ψ,

∂ψ

∂y
,
∂2ψ

∂y2

)
= −PVt

y

[(
µ2 +

b

a
∆µ− r

)
− s2

((
1− PVt

y

)
ψ − PVt

y

)]
ψ−

−
[(

1− PVt
y

)(
µ2 +

b

a
∆µ

)
+

(∆µ)2

a

1

ψ2
+ r

PVt
y

]
y
∂ψ

∂y
+

+s2

(
1− PVt

y

)[(
1− PVt

y

)
(ψ − 1)− 2

PVt
y

]
y
∂ψ

∂y
+

+
(∆µ)2

a

y2

ψ3

(
∂ψ

∂y

)2

−

[
(∆µ)2

a

1

ψ2
+
s2

2

(
1− PVt

y

)2
]
y2∂

2ψ

∂y2
,

v prípade ψ
2
∈ (D2, D1) (ktorý nastáva iba pri efektívnej hranici typu (2))

je de�novaná ako

f

(
t, y, ψ,

∂ψ

∂y
,
∂2ψ

∂y2

)
= −PVt

y

[
(µ1 − r)− σ2

1

((
1− PVt

y

)
ψ − PVt

y

)]
ψ−

−
[(

1− PVt
y

)
µ1 + r

PVt
y

]
y
∂ψ

∂y
+

+σ2
1

(
1− PVt

y

)[(
1− PVt

y

)
(ψ − 1)− 2

PVt
y

]
y
∂ψ

∂y
−

−σ
2
1

2

(
1− PVt

y

)2

y2∂
2ψ

∂y2

a v prípade ψ
2
∈ (D1,∞) je de�novaná ako

f

(
t, y, ψ,

∂ψ

∂y
,
∂2ψ

∂y2

)
= −ry∂ψ

∂y
−1

2

(
µZ0 − r
σZ0

)2
[

2y

ψ2

∂ψ

∂y
− 2y2

ψ3

(
∂ψ

∂y

)2

+
y2

ψ2

∂2ψ

∂y2

]
.
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Rovnica (4.11) platí na oblasti 0 ≤ t ≤ T , PVt ≤ y ≤ ∞. Z konco-
vej podmienky (2.11) pre hodnotovú funkciu dostaneme pre relatívnu
rizikovú averziu koncovú podmienku

ψ(T, y) = 1− p.

Rovnica vznikla transformáciou dvojrozmerného prípadu rovnice
(2.10), preto pre hranicu y = PVt nie je potrebná okrajová podmienka
a koncovou podmienkou je rie²enie rovnice jednozna£ne ur£ené.

4.6 Numerické výsledky

Hodnoty parametrov µ1 = 0.17, σ1 = 0.16, µ2 = 0.25, σ2 = 0.21,
ρ = 0.56 boli nakalibrované pod©a historických cien indexu S&P 500
(prvé rizikové aktívum) prevedených na eurá (pri zoh©ad¬ovanom me-
niacom sa kurze) a pod©a historických cien indexu DAX (druhé rizi-
kové aktívum). Boli pouºité historické ceny sú z obdobia 1. 4. 2009�
30. 6. 2011, v ktorom sa výnosy cien oboch indexov správali ustálene.
�al²ie parametre boli nastavené na r = 0.01, T = 10, c = 0.1. Parame-
ter p bol nastavený prvýkrát na 1 − p = 6 a druhýkrát na 1 − p = 9,
£ím vznikli dve typovo rozdielne situácie.

Efektívna hranica E 0 zodpovedajúca parametrom aktív je na Obr. 4.10.
Pod©a £asti 4.2, ide o efektívnu hranicu typu (1) (dotykové portfólio je
prípustné).
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Obr. 4.10: Efektívna hranica E 0 zodpovedajúca parametrom aktív je zobra-

zená £ervenou £iarou.
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Na numerické výpo£ty bola pouºitá podobná numerická schéma ako
pre jednorozmernú úlohu (£as´ 3.3). Pri nastavení parametrov diskre-
tizácie m = 2500 (diskretizácia £asu t), n = 100 (diskretizácia y),
ymin = 0.1, ymax = 20.1, numericky vypo£ítané hodnoty ψ pre za£ia-
to£nú £asovú vrstvu t = 0 sú zobrazené na Obr. 4.11 a Obr. 4.12.

V oboch prípadoch nastavenia parametra p nastáva úsek, na ktorom
je pre optimálnu stratégiu jediným aktívnym ohrani£ením

θ1 + θ2 ≤ 1− PVt
y
. (4.12)

Na tomto úseku je hodnota ψ nezanedbate©ne zmenená oproti 1− p a
zárove¬ optimálna stratégia daná vz´ahom (4.7)

θ̂1 =
∆µ

a

1

ψ
+
b

a

(
1− PVt

y

)
(pre druhú zloºku platí θ̂2 = 1− PVt

y
− θ̂1) závisí od hodnoty ψ.

Aproximatívna stratégia θ̃θθ z £asti 2.4

θ̃θθ ∈ arg max
θθθ∈CPVt

[
θθθT (µµµ− r)− 1

2
(1− p)

(
θθθTσσσσσσTθθθ

)]
bude preto na tomto úseku od optimálnej stratégie θ̂θθ nezanedbate©ne
vzdialená. To môºeme pozorova´ na Obr. 4.13 a Obr. 4.14, na ktorých sú
zobrazené hodnoty optimálnych stratégií pre za£iato£nú £asovú vrstvu
t = 0. Pre porovnanie je zobrazená aj druhá zloºka θ̃2 aproximatívnej
stratégie θ̃θθ.

Na Obr. 4.13 a Obr. 4.14 vidíme, ºe na úsekoch, na ktorých sa opti-
málnou stratégiou θ̂θθ investuje maximálna £iastka 1 − PVt

y
do druhého

rizikového aktíva, a aj na úseku bez aktívnych ohrani£ení pre θ̂θθ, je apro-
ximatívna stratégia θ̃θθ dobrou aproximáciou optimálnej stratégie. Av²ak
na úseku, na ktorom je pre θ̂θθ jediným aktívnym obrani£ením (4.12), sa
aproximatívna stratégia od optimálnej nezanedbate©ne odli²uje.

Inak vyjadrené, z obrázkov sa potvrdzujú úvahy z £asti 2.4. Celkové
podiely θ̂1 + θ̂2 (zobrazené modrou £iarou) investované do rizikových
aktív optimálnou stratégiou sú kore²pondujúcimi podielmi θ̃1+θ̃2 apro-
ximatívnej stratégie dobre aproximované. Av²ak na úseku, na ktorom
sa optimálnou stratégiou θ̂θθ investuje do rizikových aktív maximálna
£iastka 1 − PVt

y
a rozde©uje medzi ne v nenulových pomeroch, nie sú

podiely investované do jednotlivých rizikových aktív dobre aproximo-
vané. V ¤al²ej £asti uvedieme aproximáciu, ktorá je za istých podmie-
nok ove©a presnej²ia.
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Obr. 4.11: Parameter p nastavený na

1− p = 6.
Obr. 4.12: Parameter p nastavený na

1− p = 9.

Na Obr. 4.11 a Obr. 4.12 sú zobrazené hodnoty ψ v £asovej vrstve t = 0.
Hodnoty sú farebne odlí²ené pod©a toho, ktoré z ohrani£ení pre θ̂θθ sú aktívne.
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Obr. 4.13: Parameter p nastavený na

1− p = 6.
Obr. 4.14: Parameter p nastavený na

1− p = 9.

Na Obr. 4.13 a Obr. 4.14 sú zobrazené hodnoty optimálnych stratégií θ̂θθ
v £asovej vrstve t = 0. Pre porovnanie je zobrazená aj druhá zloºka θ̃2

aproximatívnej stratégie θ̃θθ.
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4.7 Presnej²ia aproximácia optimálnej stratégie

Pokra£ujeme v analýze numerických výsledkov z predchádzajúcej £asti.
V prípade 1 − p = 6, takmer na celej oblasti PVt < y < ∞ platí

rovnica (4.10)

∂ψ

∂t
= −PVt

y

[(
µ2 +

b

a
∆µ− r

)
− s2

((
1− PVt

y

)
ψ − PVt

y

)]
ψ−

−
[(

1− PVt
y

)(
µ2 +

b

a
∆µ

)
+

(∆µ)2

a

1

ψ2
+ r

PVt
y

]
y
∂ψ

∂y
+

+s2

(
1− PVt

y

)[(
1− PVt

y

)
(ψ − 1)− 2

PVt
y

]
y
∂ψ

∂y
+

+
(∆µ)2

a

y2

ψ3

(
∂ψ

∂y

)2

−

[
(∆µ)2

a

1

ψ2
+
s2

2

(
1− PVt

y

)2
]
y2∂

2ψ

∂y2
.

Pritom na pravej strane rovnice má najvä£²í význam £len

k2(t, y, ψ) = −PVt
y

[(
µ2 +

b

a
∆µ− r

)
− s2

((
1− PVt

y

)
ψ − PVt

y

)]
ψ,

pretoºe derivácie ∂ψ
∂y
, ∂

2ψ
∂y2 sú v £asovej vrstve T rovné nule a v £asových

vrstvách pre t < T sa menia iba postupne. Podobný £len je moºné
dosiahnu´ v rovnici

∂ψ

∂t
= −PVt

y
(µdet − r)ψ −

[(
1− PVt

y

)
µ+ r

PVt
y

]
y
∂ψ

∂y
(4.13)

zodpovedajúcej deterministickej úlohe (rovnica (3.11) so zvolením pa-
rametrov µ = µdet a σ = 0). Pri nastavení parametra

µdet = µ2 +
b

a
∆µ− s2(1− p) (4.14)

platí, ºe pre y →∞ sa hranatá zátvorka vo výraze

k2(t, y, ψ) = −PVt
y

[(
µ2 +

b

a
∆µ− r

)
− s2

((
1− PVt

y

)
ψ − PVt

y

)]
ψ,

limitne blíºi zátvorke vo výraze

k3(t, yψ) = −PVt
y

(µdet − r)ψ

z rovnice (4.13).
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Hodnotu ψ(t, y) by sme preto pod©a vz´ahu (3.2) odvodeného pre
deterministickú úlohu mohli aproximova´ ako

ψ(t, y) ≈ ˜̃ψ(t, y) =
1− p

1− c
y

(
1
r

(1− e−r(T−t))− 1
µdet

(1− e−µdet(T−t))
) ,

(4.15)
kde hodnota µdet je ur£ená vz´ahom (4.14).

Porovnanie tejto aproximácie s numericky vypo£ítanými hodnotami
ψ pre za£iato£nú £asovú vrstvu t = 0 (pri£om okrajová podmienka pre
y = ymax sa prispôsobila aproximácii (4.15)) je na Obr. 4.15.
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,y
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maximum do aktíva s najvyšším výnosom

aktívne iba ohraničenie theta1+theta2<=1-PVt/y

psi odhadnuté cez deterministickú úlohu

Obr. 4.15: Porovnanie numericky vypo£ítaných hodnôt ψ(0, y) s aproximá-

ciou
˜̃
ψ(0, y) pod©a deterministickej úlohy.

Pod©a Obr. 4.15 sa aproximácia ˜̃ψ(t, y) relatívnej rizikovej averzie
ukazuje pre situáciu, v ktorej je takmer na celej oblasti PVt < y < ∞
jediným aktívnym ohrani£ením

θ1 + θ2 ≤ 1− PVt
y

(4.16)

(resp. chýba úsek bez aktívnych ohrani£ení), ve©mi presnou. Táto apro-

ximácia relatívnej rizikovej averzie implikuje aproximáciu ˜̃
θθθ optimálnej

stratégie
˜̃
θθθ ∈ arg max

θθθ∈CPVt

[
θθθT (µµµ− r)− 1

2
˜̃
ψψψ
(
θθθTσσσσσσTθθθ

)]
,

ktorá by tieº mala by´ ve©mi presnou.
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�íselne, na úseku s jediným aktívnym ohrani£ením (4.16), maxi-

málna odchýlka aproximácie ˜̃ψ(0, y) od numericky vypo£ítanej hod-
noty relatívnej rizikovej averzie ψ(0, y) nastáva v bode y = 1.7 (t. j. na
za£iatku uvedeného úseku), v ktorom platí

˜̃ψ(0, y)
.
= 8.005 a ψ(0, 8.1)

.
= 8.171.

Maximálny rozdiel teda nadobúda hodnotu pribliºne 0.166.
V bode y = 1.7 nastáva tieº maximálna odchýlka prvej zloºky ap-

roximatívnej stratégie ˜̃θ1 od numericky vypo£ítanej hodnoty θ̂1:

˜̃θ1
0(1.7)

.
= 0.0355 a θ̂1

0(1.7)
.
= 0.0418.

Maximálny rozdiel stratégií v £asovom horizonte 10 rokov je teda rovný
pribliºne 0.0063 (na úseku s aktívnym ohrani£ením (4.16) je sú£et zlo-
ºiek daný, v druhých zloºkách stratégií teda nastávajú rovnako ve©ké
rozdiely). Aproximácie ˜̃ψ a ˜̃θ sa teda naozaj pre situáciu z Obr. 4.11
ukazujú ako ve©mi dobré.

Pre situáciu z Obr. 4.12, v ktorej je ve©ký úsek bez aktívnych ohra-
ni£ení pre optimálnu stratégiu, je v²ak aproximácia typu (4.15) málo
presná. Pre takú situáciu je lep²ie pouºíva´ aproximáciu θ̃θθ.

Aby sme v prípade efektívnej hranice typu (1) rozlí²ili, pre ktorú
situáciu je aproximácia (4.15) dobre pouºite©ná, ukáºeme si, pri akých
hodnotách parametrov nastáva úsek bez aktívnych ohrani£ení pre θ̂θθ.

Vieme, ºe na za£iatku ȳ takého úseku pribliºne platí ψ(t, ȳ) ≈ 1−p
a zárove¬

D1 =
µZ0 − r

2
(

1− PVt
ȳ

)
σ2
Z0

=
ψ

2
,

t. j.
µZ0 − r

2
(

1− PVt
ȳ

)
σ2
Z0

≈ 1− p
2

.

Na základe toho by malo plati´

µZ0 − r
(1− p)σ2

Z0

≈ 1− PVt
ȳ

< 1.

Ukáºeme si, ºe podmienka

µZ0 − r
(1− p)σ2

Z0

< 1 (4.17)

je naozaj pribliºným kritériom, pri akých hodnotách parametrov na-
stáva úsek bez aktívnych ohrani£ení.
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Ak podmienka (4.17) platí, potom

µZ0 − r
2σ2

Z0

<
1− p

2
<
ψ(t, y)

2
.

Na základe toho, aj pre dostato£ne ve©kú hodnotu Y platí

D1 =
µZ0 − r

2
(
1− PVt

Y

)
σ2
Z0

<
1− p

2
<
ψ(t,Y)

2
,

t. j. v bod Y patrí úseku bez aktívnych ohrani£ení.
Naopak, ak podmienka (4.17) výrazne neplatí, t. j.

µZ0 − r
(1− p)σ2

Z0

>> 1, (4.18)

potom pre ©ubovo©ný bod y > 0 platí

D1 =
µZ0 − r

2
(

1− PVt
y

)
σ2
Z0

>
µZ0 − r

2σ2
Z0

>>
1− p

2
. ≈ ψ(t, y)

2
. (4.19)

Pre za£iatok ȳ úseku bez aktívnych ohrani£ení by v²ak malo plati´

D1 =
ψ(t, ȳ)

2
≈ 1− p

2
,

£o je v rozpore s (4.19). Preto za platnosti pribliºného kritéria (4.18)
môºeme o£akáva´, ºe úseku bez aktívnych ohrani£ení nenastáva.

Výsledky zodpovedajú aj Obr. 4.11 a Obr. 4.12. Pre 1− p = 6 platí

µZ0 − r
(1− p)σ2

Z0

.
= 1.22 > 1

a aproximácia (4.15) je výborne pouºite©ná. Pre 1− p = 9 platí

µZ0 − r
(1− p)σ2

Z0

.
= 0.81 < 1

a nastáva úsek bez aktívnych ohrani£ení, aproximácia (4.15) nie je
vhodná.

Záverom je, ºe pri dvojrozmernej úlohe s efektívnou hranicou typu
(1), za platnosti kritéria (4.18)

µZ0 − r
(1− p)σ2

Z0

>> 1
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(resp. ak je výraz na ©avej strane aspo¬ o nie£o vä£²í ako 1) je vhodné
pouºíva´ aproximáciu optimálnej stratégie

˜̃
θθθt(y) ∈ arg max

θθθ∈CPVt

[
θθθT (µµµ− r)− 1

2
˜̃ψ(t, y)

(
θθθTσσσσσσTθθθ

)]
,

kde hodnota ˜̃ψ je daná vz´ahom (4.15)

˜̃ψ(t, y) =
1− p

1− c
y

(
1
r

(1− e−r(T−t))− 1
µdet

(1− e−µdet(T−t))
) .

Ak kritérium (4.18) neplatí (ak platí opa£ná nerovnos´), je vhodnej²ie
pouºi´ napríklad aproximáciu

θ̃θθ ∈ arg max
θθθ∈CPVt

[
θθθT (µµµ− r)− 1

2
(1− p)

(
θθθTσσσσσσTθθθ

)]
.

4.8 Numerická schéma na výpo£et hodnotovej fun-
kcie

Na²ím záujmom je ur£i´ efektívnos´ aproximatívnej stratégie θ̃θθ, ur£enej
vz´ahom (2.14)

θ̃θθt(y) ∈ arg max
θθθ∈CPVt

[
θθθT (µµµ− r)− 1

2
(1− p)

(
θθθTσσσσσσTθθθ

)]
.

Efektívnos´ stratégie budeme mera´ na základe toho, o ko©ko jej pou-
ºívanie zníºi o£akávanú uºito£nos´ E(U(YT )) oproti optimálnej. Preto
chceme pomocou numerických metód po£íta´ hodnotovú funkciu

Vθ̃θθ(t, x) = E[U(XT )|Xt = x ∧ θθθ = θ̃θθ]

zodpovedajúcu pouºívaniu aproximatívnej stratégie θ̃θθ. Jej hodnotu bu-
deme porovnáva´ s hodnotovou funkciou V (t, x) zodpovedajúcou pou-
ºívaniu optimálnej stratégie θ̂θθ, na výpo£et ktorej uplatníme analogické
numerické výpo£ty.

Hodnotová funkcia Vθ̃θθ(t, x) je ur£ená analógiou Bellmanovej rovnice
(2.10)

0 =
∂Vθ̃θθ
∂t

+
(
r + θ̃θθ

T
(µµµ− r)

)
y
∂Vθ̃θθ
∂y

+
1

2

(
θ̃θθ
T
σσσσσσT θ̃θθ

)
y2∂

2Vθ̃θθ
∂y2

(4.20)

s koncovou podmienkou

Vθ̃θθ(T, y) =
yp

p
. (4.21)
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Ako sa v²ak ukáºe, rozdiely hodnotových funkcií V (t, x) a Vθ̃θθ(t, x)
budú ve©mi malé. Priame pouºitie explicitnej schémy na rovnicu (4.20)
by bolo málo presné a pravdepodobne by neukázalo pozorovate©né roz-
diely.

Na presnej²ie výpo£ty vyuºijeme, ºe vieme numericky vypo£íta´
hodnoty výrazu

ψ(t, y) = −y
∂2V
∂y2 (t, y)
∂V
∂y

(t, y)
.

Budeme predpoklada´, ºe pri pouºití stratégie θ̃θθ je hodnota výrazu

ψθ̃θθ(t, y) = −y
∂2V

θ̃θθ

∂y2 (t, y)
∂V
θ̃θθ

∂y
(t, y)

ve©mi podobná hodnote ψ(t, y), preto ju pri numerických výpo£toch
budeme nahradzova´ touto hodnotou. Tento prístup by mal by´ výrazne
presnej²í ako odhadovanie derivácie ∂2V

θ̃θθ

∂y2 pomocou kone£ných diferencií

a zárove¬ ve©mi názorne zoh©ad¬uje rozdiely medzi stratégiami θ̂θθ a θ̃θθ.
S vyuºitím funkcie ψθ̃θθ(t, y), ktorej hodnoty budeme pri numerických

výpo£toch budeme nahradzova´ numericky vypo£ítanými hodnotami
ψ(t, y), môºeme rovnicu (4.20) previes´ na

0 =
∂Vθ̃θθ
∂t

+

[
r + θ̃θθ

T
(µµµ− r)− 1

2
ψθ̃θθ

(
θ̃θθ
T
σσσσσσT θ̃θθ

)]
y
∂Vθ̃θθ
∂y

. (4.22)

Na numerické rie²enie rovnice (4.22) by sme mohli pouºi´ explicitnú
schému, pri£om deriváciu ∂V

θ̃θθ

∂y
by sme aproximovali pomocou kone£ných

diferencií. Av²ak pre £asovú vrstvu T platí

∂Vθ̃θθ
∂y

(T, y) = yp−1,

t. j. pre 1− p > 0 a y → 0 platí

∂Vθ̃θθ
∂y

(T, y)→∞,

£o by spôsobovalo numerické problémy. Preto rovnicu prevedieme na
rovnicu o príleºitostnom procese (opportunity process) Lθ̃θθ(t, y), ktorý
je ur£ený vz´ahom

Vθ̃θθ(t, y) = Lθ̃θθ(t, y)
yp

p
.
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Pre parciálne derivácie platí

∂Vθ̃θθ
∂t

(t, y) =
∂Lθ̃θθ
∂t

(t, y)
yp

p

∂Vθ̃θθ
∂y

(t, y) =
∂Lθ̃θθ
∂y

(t, y)
yp

p
+ Lθ̃θθ(t, y)yp−1.

Rovnicu (4.22) preto môºeme previes´ na

∂Lθ̃θθ
∂t

= −
(
y
∂Lθ̃θθ
∂y

+ pLθ̃θθ

)(
r + θ̃θθ

T
(µµµ− r)− 1

2
ψθ̃θθ

(
θ̃θθ
T
σσσσσσT θ̃θθ

))
. (4.23)

Koncová podmienka (4.21) sa prevedie na podmienku

Lθ̃θθ(T, y) = 1, (4.24)

t. j. problém s ve©kými hodnotami parciálnej derivácie sa eliminoval.
Rovnicu (4.23) s koncovou podmienkou (4.24), s vyuºitím nahradzo-

vania hodnôt ψθ̃θθ(t, y) numericky vypo£ítanými hodnotami ψ(t, y) bu-
deme rie²i´ explicitnou schémou, podobnou ako je uvedená v £asti 3.3.
Na ur£enie hodnôt v bodoch ymax na okraji diskretizácie pouºijeme
pribliºnú okrajovú podmienku pod©a úlohy so zjednodu²eným ohrani-
£ením z £asti 2.5, t. j.

Lθ̃θθ(ti, ymax) ≈ Li,n = exp(pM(T − ti)),

kde

M = max
θθθ∈C 0

[
r + θθθT (µµµ− r)− 1

2
(1− p)

(
θθθTσσσσσσTθθθ

)]
.

Na ur£enie hodnôt v bodoch yj0(i) uplatníme podobný postup ako je
uvedený v £asti 3.3.

4.9 Porovnanie efektívnosti stratégií

Pouºili sme rovnaké hodnoty parametrov ako v £asti 4.6, t. j.

µ1 = 0.17, σ1 = 0.16, µ2 = 0.25, σ2 = 0.21, ρ = 0.56,

r = 0.01, T = 10, c = 0.1, 1− p = 6.

Aplikovaním numerickej schémy uvedenej v £asti 4.8 sme vypo£í-
tali hodnoty príleºitostných procesov L(0, y) a Lθ̃θθ(0, y). Výsledky sú
zobrazené na Obr. 4.16. Pre porovnanie je zobrazená aj hodnota L∗(0)
zodpovedajúca úlohe so zjednodu²eným ohrani£ením θ1 + θ2 ≤ 1 z £as-
ti 2.5, ktorá je pre p < 0 dolným odhadom hodnôt L(t, y) a Lθ̃θθ(t, y).
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Obr. 4.16: Numerické výsledky pre L(0, y), Lθ̃θθ(0, y) a L
∗(0, y).
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Obr. 4.17: Numerické výsledky pre

V (0, y), Vθ̃θθ(0, y) a V
∗(0, y).

Obr. 4.18: Percentuálne rozdiely hod-

nôt ur£itostných ekvivalentov pri po-

uºití aproximatívnych stratégií θ̃θθ,
˜̃
θθθ

oproti hodnotám ur£itostného ekviva-

lentu pri pouºití optimálnej stratégie.
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Po prenásobení príleºitostných procesov L(t, y), Lθ̃θθ(t, y) a L∗(0) fun-
kciou uºito£nosti

U(y) =
1

p
yp

dostaneme zodpovedajúce hodnotové funkcie, ktoré sú zobrazené na
Obr. (4.17). Na obrázku je rozdiel hodnotových funkcií V (t, y) a Vθ̃θθ(t, y)
nepozorovate©ný, grafy sa prekrývajú. To potvrdzuje, ºe sme si mohli
dovoli´ aproximova´ odhadova´ výraz

ψθ̃θθ(t, y) = −y
∂2V

θ̃θθ

∂y2 (t, y)
∂V
θ̃θθ

∂y
(t, y)

relatívnou rizikovou averziou ψ(t, y) zodpovedajúcou pouºívaniu opti-
málnej stratégie θ̃θθ.

Aby sme vyhodnotili, aké ve©ké straty (v pe¬aºných jednotkách)
vznikajú pri pouºití aproximatívnych stratégií oproti pouºitiu optimál-
nej stratégie, pouºijeme porovnanie pomocou ur£itostného ekvivalentu
(je spomenutý napríklad v [10], £as´ 2.1, Príklad 2.5).

Ur£itostný ekvivalent (certainty equivalent) je taká nenáhodná hod-
nota Cθθθ(y0) vkladu v £ase T , ktorá má pre klienta rovnakú o£akávanú
uºito£nos´ ako investovanie hodnoty y0 (vrátane sú£asnej hodnoty bu-
dúcich príspevkov) v £ase t = 0 do fondu, ktorý pouºíva danú straté-
giu θθθ. Platí teda

U(Cθθθ(y0)) = E[U(YT )|Y0 = y0] = Vθθθ(0, y0), (4.25)

kde Vθθθ(t, y) je hodnotová funkcia zodpovedajúca pouºívaniu danej stra-
tégie θθθ. Hodnotu Cθθθ(y0) môºeme zo vz´ahu (4.25) vyjadri´ ako

Cθθθ(y0) = U−1(Vθθθ(0, y0)) =

(
pLθθθ(0, y0)

yp0
p

) 1
p

= y0(Lθθθ(0, y0))
1
p ,

kde Lθθθ(t, y) je príleºitostný proces zodpovedajúci pouºívaniu danej
stratégie θθθ.

Pre uvaºované stratégie θθθ = θ̂θθ a θθθ = θ̃θθ sme na základe numericky
vypo£ítaných hodnôt príleºitostných procesov L(t, y) a Lθ̃θθ(t, y) vypo-
£ítali hodnoty ur£itostných ekvivalentov Cθ̂θθ(y) a Cθ̃θθ(y). Analogickým
spôsobom sme vypo£ítali aj hodnoty ur£itostného ekvivalentu C˜̃

θθθ
(y)

zodpovedajúcemu pouºívaniu aproximatívnej stratégie ˜̃
θθθ z £asti 4.7.

Percentuálne rozdiely hodnôt ur£itostných ekvivalentov pri pouºití
aproximatívnych stratégií θ̃θθ, ˜̃

θθθ oproti hodnotám ur£itostného ekviva-
lentu pri pouºití optimálnej stratégií θ̂θθ sú zobrazené na Obr. 4.18.
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Hodnoty zobrazené na Obr. 4.18 zodpovedajú odhadom reálnych
percentuálnych strát klienta v prípade, ºe fond pouºíva aproximatívnu
stratégiu θ̃θθ, resp. ˜̃

θθθ namiesto optimálnej.
Rozdiely pri pouºívaní stratégie ˜̃

θθθ (znázornené modrou £iarou) sú
úplne zanedbate©né (najviac okolo 0.00126 percenta), t. j. za platnosti
podmienky (4.18) sa ukazuje úplne posta£ujúce pouºíva´ tento odhad.

Maximálny percentuálny rozdiel pri pouºívaní stratégie θ̃θθ sme vy-
po£ítali pri hodnote y0 = 1.7, kedy je ur£itostný ekvivalent odhadnutý
na 5.394, namiesto odhadnutej optimálnej hodnoty 5.405. To znamená,
ºe pri na²om nastavení parametrov je vtedy maximálna strata oproti
optimálnej hodnote rovná pribliºne 0.011 pe¬aºných jednotiek, £o je
okolo 0.2 percenta (alebo 2 promile) optimálnej hodnoty ur£itostného
ekvivalentu. Strata dvoch tisícin majetku v £asovom horizonte 10 rokov
je v praxi tieº zanedbate©ná, význam môºe nadobudnú´ pri investovaní
obrovských £iastok.
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Záver

V diplomovej práci rie²ime úlohu, ako má investi£ný fond po£as daného
obdobia investova´ peniaze vloºené klientom, aby maximalizoval jeho
o£akávanú uºito£nos´ na konci obdobia investovania. Pritom pouºívame
CRRA funkcie uºito£nosti a rizikové aktíva sú modelované viacrozmer-
ným geometrickým Brownovým pohybom. Na stratégie investovania
uvaºujeme ohrani£enia, ktoré vyjadrujú zákaz krátkych pozícií v ri-
zikových aktívach aj v bezrizikovom aktíve. Naviac zoh©ad¬ujeme, ºe
klient okrem po£iato£ného vkladu vkladá aj priebeºné príspevky.

Jedným zo základných vz´ahov v rie²enej úlohe je, ºe optimálna
stratégia závisí od relatívnej rizikovej averzie. Preto podstatnou úlohou
v diplomovej práci bolo ur£ovanie priebehu relatívnej rizikovej averzie.

Úloha bez príspevkov z kapitoly 1 a transformované úlohy so zjedno-
du²eným, resp. zanedbaným ohrani£ením z kapitoly 2 majú jednoduché
rie²enie, pretoºe v nich je relatívna riziková averzia kon²tantne rovná
hodnote 1− p.

Pre transformovanú úlohu s nezanedbaným ohrani£ením ale platí,
ºe relatívna riziková averzia je závislá od premenných reprezentujúcich
£as aj hodnotu vkladu.

V £asti 2.4 máme de�novanú aproximatívnu stratégiu θ̃θθ, ktorá vznikne
tak, ºe do vz´ahu (2.12) na ur£enie optimálnej stratégie dosadíme na-
miesto relatívnej rizikovej averzie ψ hodnotu 1 − p. To nie je presná
hodnota relatívnej rizikovej averzie, ale aj tak má táto aproximácia
celkom dobré zdôvodnenie.

V kapitole 3 sme pri zvolenom nastavení parametrov jednorozmer-
nej úlohy pomocou parciálnych diferenciálnych rovníc pre relatívnu rizi-
kovú averziu numericky vypo£ítali hodnoty relatívnej rizikovej averzie a
na základe nich aj hodnoty optimálnej stratégie. Hodnoty aproximatív-
nej stratégie θ̃ vy²li ve©mi podobné numericky vypo£ítaným hodnotám
optimálnej stratégie. Na £asovom horizonte 10 rokov vy²iel maximálny
rozdiel v hodnotách stratégií okolo 0.3 percenta. To potvrdilo úvahy
z £asti 2.4, ºe pre jednorozmernú úlohu je aproximatívna stratégia θ̃
ve©mi presným odhadom optimálnej stratégie.
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V kapitole 4 sme urobili podobné porovnanie pre dvojrozmernú
úlohu. V tomto prípade v²ak na úseku, v ktorom sa investuje do ri-
zikových aktív maximálna £iastka a rozdelí sa medzi ne v nenulových
pomeroch, nastáva v £asovom horizonte 10 rokov výrazná odchýlka ap-
roximatívnej stratégie θ̃θθ od optimálnej. Kvôli tejto odchýlke sme pre
istý typ situácie zaviedli presnej²iu aproximáciu ˜̃

θθθ optimálnej stratégie,
ktorá je zaloºená na aproximácii relatívnej rizikovej averzie pod©a de-
terministickej úlohy. Za platnosti kritéria (4.18) bola stratégia ˜̃

θθθ ve©mi
dobrou aproximáciou optimálnej stratégie.

Na záver sme na základe princípu ur£itostného ekvivalentu porov-
nali porovnali efektívnos´ aproximatívnej stratégie θ̃θθ oproti optimálnej.
Výsledkom bolo, ºe aj ke¤ sa tieto stratégie na istom úseku nezaned-
bate©ne lí²ia, na £asovom horizonte 10 rokov vzniká oproti pouºívaniu
optimálnej stratégie rozdiel okolo 0.2 percenta hodnoty ur£itostného
ekvivalentu, £o je zanedbate©né.

Záverom je, ºe pri jednorozmernej úlohe je rozdiel medzi aproxima-
tívnou stratégiou θ̃θθ a optimálnou stratégiou úplne zanedbate©ný. Pri
dvojrozmernej sú hodnoty aproximatívnych stratégií na istom úseku
nezanedbate©ne rozdielne oproti hodnotám optimálnej stratégie, av²ak
celková strata pri pouºívaní aproximatívnej stratégie je iba ve©mi malá.

Pri viacrozmerných úlohách predpokladáme podobné správanie re-
latívnej rizikovej averzie ako pri dvojrozmernej úlohe. Na²ím o£akáva-
ním je, ºe aj pri viacrozmerných úlohách je pouºívanie aproximatívnej
stratégie θ̃θθ pomerne efektívne.
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