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Urcovat value of evidence DNA-dokazového materidlu znamené uréovat pravdepodob-
nost ndhodnej zhody genotypu podozrivého a pachatela trestného ¢inu. Situdcia sa moze

skomplikovat, ak existuje alternativny podozrivy, ktory je pokrvnym pribuznym povod-

Bc. Katarina Prusakova

Pravdepodobnost a Statistika pri DNA-dokazoch v kriminalistike
Univerzita Komenského v Bratislave

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

Katedra aplikovanej matematiky a statistiky

Mgr. Jan Somorcik, PhD.

Bratislava, 2012

71 stran

value of evidence, ndhodné zhoda, koeficient pribuznosti

ného podozrivého.

Dalsia komplikécia nastéva, ak pachatel aj podozrivy pochadzajt zo Specifickej subpo-
puldcie v danom regiéne. Vtedy treba brat do tivahy koeficient pribuznosti odlisujuci

navzajom jednotlivé subpopulacie, ktorych c¢lenovia maju na zaklade pritomnosti spo-

loénych predkov podobné genotypy.

Préaca sa zaobera matematickym pozadim analyzy DNA a vypoc¢tami podmienenej prav-

depodobnosti. Druhé ¢ast prace sa venuje odhadu koeficientu pribuznosti, ktory je na

Slovensku zatial takmer nezndmym pojmom.
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Determining value of evidence of a DNA sample in crime investigation means computing
the match probability of suspects genotype with the one of the offender. The situation
can become complicated when there is an alternative suspect who is blood-related to

the original one.

Another complication occurs when the suspect and the offender originate from a specific
subpopulation in the given region. Then co-ancestry coefficient must be regarded which
enables us to distinguish between populations with common ancestors and therefore

similar genetic profiles.

This thesis focuses on mathematical background of DNA analysis and calculations of
conditional probability. Its second part is devoted to estimation of co-ancestry coefficient

which is an almost unknown concept in Slovakia.
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Predhovor

Vzorka DNA ako dékazovy material je ¢asto klu¢ovym krokom k vyrieSeniu policajného
pripadu. Okrem genetiky a biolégie zohrava v procese jej pouzitia doélezitti tlohu aj
matematika, presnejsie poznatky z pravdepodobnosti a Statistiky. Délezité je napriklad
vediet vypocitat pravdepodobnost, Ze genotypy dvoch 0sob v nejakom pokrvnom vztahu
sa zhoduju, alebo st v istom zmysle podobné. Zaujimavé je aj rozliSovanie subpopula-
cii zijucich na urc¢itom tzemi pomocou koeficientu pribuznosti, pretoZe je to moznost
lepSie Specifikovat pachatela a znizit pravdepodobnost obvinenia nespravnej osoby. Na-
vySe, vdaka koeficientu pribuznosti mézeme na vypocet value of evidence pouzivaft stale

celoslovenskt databazu, pretoze on ju adaptuje na podmienky daného regiénu.

Cielom tejto diplomovej prace je priniest ¢itatelovi pohlad do zékulisia vyhodnocovania
sily a relevancie dokazového materidlu a poukézat na zaujimavé pripady, s ktorymi
sa v praxi mozno stretnif. Dalej prindSa odhady koeficientu pribuznosti pre populacie
zijuce v jednotlivych krajoch. Na zaver praca poukazuje aj na chybu, ktorej sa mozno
dopustit, ak odbornik nem4 na zreteli aj matematickt stranku problému a prakticky

dosledok, ak sa nespravne vyhodnoteny material pouzije ako dokaz v sidnom procese.

Préaca okrajovo nacrtava aj mnohé iné zaujimavé miesta, kde sa v DNA-analyze matema-

tika vyuziva, no pre kratkost ¢asu a nedostatok priestoru sa im nevenuje podrobnejsie.
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Kapitola 1

Uvod

V Spojenych statoch americkych sa analyza DNA zacala v kriminalistike vyuzivat v po-
lovici osemdesiatych rokov minulého storocdia. Odvtedy sa vdaka rozvoju vied (najmé
genetiky) a vypoctovej techniky jej pouzivanie zdokonalilo a rozsirilo do vSetkych krajin
sveta vratane Slovenskej republiky. Pre vySetrovatelov je DNA mnohokrat klucovym do-
kazom pri usvedcéeni pachatela trestného ¢inu. V tivode prace zhrnieme poznatky, ktoré

budeme pocas prace potrebovat a ilustrujeme, ako sa tato analyza v praxi realizuje.

1.1 Analyza DNA

Na zaciatok si spomenime, ¢o vieme o DNA zo strednej Skoly. Pamitame si, ze je pre
kazdého jedinca (DNA maju aj rastliny, hoci v trochu inej podobe ako Tudia) rdzna,
¢o z nej robi jednoznac¢ny identifikacny znak, akym je u Iudi aj odtlacdok prsta, alebo
dihovka v oku. Nachadza sa v kazdej bunke a je v nej uloZend ako dvojzavitnicova

Spirala.

Popisu strukttry DNA sa nebudeme podrobne venovat, lebo to nie je predmetom tejto
prace a zarovei je to skor genetickd problematika. Bude ndm stacit predstava, ze retazec
DNA sa sklada z casti, ktoré sa nazyvaja locusy. Vo vnutri kazdého locusu st dve alely,
ktoré si priamo nositelom genetickej informécie. Tieto pochédzaji od rodicov, jedna od
otca a druhd od matky. Pre TahSiu predstavu majme locus, kde je uloZend informaécia
o farbe o¢i. Nech st v iom dve alely, z ktorych jedna je pre hnedu (od otca) a druha
pre modra farbu (od matky). Poznatky z genetiky hovoria, Ze gén pre hnedé oéi je

dominantny voc¢i génu pre modré oci, preto dieta bude mat o¢i ,,po otcovi“.

V réamci analyzy DNA sa nesktima cely refazec, ale len vybrané locusy, resp. alely v nich.

Vyber toho, ktoré locusy sa skiimaju, nie je ndhodny. Je to vSak komplikovana téma,
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ktorej by sa mohla venovat dal$ia diplomova praca, preto sa 1tiou podrobne zaoberaft
nebudeme. Staci ndm vediet, Ze sa vyberaju tak, aby sa minimalizovalo riziko ndhodne;j
zhody, o ktorej sa zmienime neskér. Predpokladame teda, ze méame pevne dané, ktoré
locusy do analyzy zahrnaf. Vystupné data takejto analyzy (t.j. rozbor vzorky ziskanej

od podozrivych os6b) moézu vyzerat napriklad takto:

nazov locusu | THO1 VWA D21511
1. alela 2. alela | 1. alela 2. alela | 1. alela 2. alela
osoba 1 9 9.3 16 18 29 32.2
osoba 2 9 9.3 18 18 29 32.2
osoba 3 9 9 14 18 29 29
osoba 3 7 16 16 28 29

Vidime, ze kazdy locus méa svoj ndzov a obsahuje dve alely, ktoré v praxi reprezentujeme
¢islami. St to pocty opakovani rovnakych zakladnych stavebnych jednotieck DNA — nuk-
leotidov na skimanom locus Postupnost locusov v tvare, v akom ho vidime v tabulke,

sa nazyva genotyp osoby.

1.2 Pouzitie analyzy DNA v kriminalistike

V tejto podkapitole sa budt vyskytovat tri slovd, ktorych vyznam si ¢itatel moze nech-
tiac zamenit a preto moéze dojst k mylnému vysvetleniu popisanej problematiky. Preto

pokladdme za potrebné najskor objasnit presné vyznamy tychto pojmov.

e pdchatel — osoba, ktord spachala trestny ¢in

e podozrivy — osoba, ktorej na zaklade dokazov vysetrovatelia pripisuji dany trestny
éin

e obvineny / obZalovany — osoba, ktora je postavena pred sud za vykonanie daného

trestného ¢inu (t.j. podozrivy, proti ktorému ma vysetrovatel najjasnejsie dokazy)

Teraz si vysvetlime, ako sa d4 DNA vyuzit ako dokazovy material pri usvedceni podoz-
rivého. V celej praci budeme predpokladaf situaciu, Ze na mieste ¢inu sa nasla vzorka
(ktsok krvi alebo vlas), ktora nepatri obeti, a teda zrejme patri pachatelovi. Predpokla-
dajme dalej, Ze policia na zéklade vypovedi svedkov alebo inych dékazov néjde cloveka,
ktorého prehlasi za podozrivého. Jeho DNA sa nésledne porovna so vzorkou najdenou

na mieste ¢inu.

Podrobnejsie ~ vysvetlenie  moéze  zvedavy  Gitatel  najst  napriklad na  stranke

en.wikipedia.org/wiki/Short_tandem_repeat.
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Nakolko analyza nepreskima celit DNA ale len niektoré jej Casti, vznika tu riziko nd-
hodnej zhody, a sice toho, ze podozrivy v skutoc¢nosti nie je pachatelom, no jeho DNA
sa v skiimanych locusoch zhoduje so vzorkou z miesta ¢inu. Tento problém by sa dal
vyriesit analyzou celého DNA refazca, no to je prakticky (aj z finanéného hladiska)
v stcasnosti nemozné. V praxi sa preto aplikuje pristup, ktory je zalozeny na znalosti

podmienenej pravdepodobnosti a matematickej Statistiky.

Ulohou tohto pristupu je nejakym spdsobom kvantifikovat silu (relevanciu) dékazového
DNA materialu v prebiehajicom vysetrovani a naslednom siidnom procese. Tato sila sa

nazyva value of evidence a dé sa presne definovat nasledovnym vzorcom.

Definicia: Value of evidence je pomer vierohodnosti (likelihood ratio) v tvare

_ P(E|H,y)

LR = ,
P(E|Hy)

kde E (evidence) je genotyp vzorky z miesta ¢inu (predpokladaného pachatela) a dvojica
H, a H, st hypotézy obzaloby (prosecution) a obhajoby (defence), s ktorymi sa pracuje
na sude. V najzdkladnejSom pripade je to dvojica tvrdeni vzorka pochddza od obvineného

vs. vzorka nepochddza od obvineného, jej zdrojom je iny clovek.

Aby sme to lepsie pochopili, prestavme si konkrétnu situaciu. Napriklad nech sa v trezore
prepadnutej banky nasiel vlas s genotypom X, ktoryE] nepatri ziadnemu zo zamestnan-
cov, je teda predpoklad, Ze ho tam nechal zlodej. Policia na zaklade opisu a vypovedi
svedkov najde muza, ktorého obvini a je vykonana analyza DNA, ktora v skiimanych

locusoch prinesie pozitivny vysledok. Tento vysledok méZeme slovne interpretovat takto:

P(genotyp vlasu je X| zanechal ho tam obvineny)

(1.1)

P(genotyp vlasu je X| nezanechal ho tam obvineny, ale iny ¢lovek)

Citatel zlomku je v tomto pripade rovny jednej, lebo ak obvinenému bude odobraté
DNA, bude sa zhodovat s vlasom s trezora (analjza to potvrdila). Na druhej strane vy-
raz v menovateli zodpoveda pravdepodobnosti ndhodnej zhody, t.j. pravdepodobnosti,
ze genotyp, ktory pochadza od iného, ndhodne vybraného cloveka, sa zhoduje s geno-
typom péchatela (vlasom). Ak hodnota tohto pomeru je k, znamend to, Ze je k-krat
pravdepodobnejsie, ze genotyp zhodny s vlasom méa obvineny, ako to, ze ho ma nahodne
vybrany ¢lovek. Ak je ¢islo k velké, value of evidence tohto dékazu je velka (t.j. pravde-
podobnost ndhodnej zhody je mald). VSimnime si, Ze k bude stéle viic¢sie ako 1, nakolko
v cCitateli je jednotka a v menovateli hodnota pravdepodobnosti, ktora je urcite mensia
ako 1.

?pod X si, samozrejme, predstavime dlht postupnost jednotlivych locusov a alel v nich
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1.3 Predpoklady pre vypocet

Ako sme v predoslej kapitole naznacili, pri vyc¢islovani value of evidence budeme poviic-
Sine pocitat podmienené pravdepodobnosti. Tomuto bude venovana prva polovica préce,
pricom si ukdZeme mozné komplikacie, ktoré mézu nastat (chybajtci podozrivy, ind Hy
ako t& Standardna atd.) a odvodime vzorce, ktoré mozno pouzit v tychto pripadoch.
Model Tudskej populécie, s ktorym budeme pracovat, a nésledny vypocet mé vSak tri

dolezité predpoklady, ktoré musime na vod spomennt.

1. Pozndme frekvencie vyskytu jednotlivijch alel. V praxi tento predpoklad mozeme
povazovat za platny, znamend, Ze na zaklade dat, ktoré mame k dispozicii napri-
klad pre Slovenskt republiku, vieme odhadnut frekvencie vyskytu alel na locusoch
u Slovakov. Napriklad odhadneme, Ze v locuse TH01 mé 10% populécie alelu 9 a
8% populacie alelu 9.3.

2. Linkage ekvilibrium je dalsi platny predpoklad, znamené nezavislost medzi jed-
notlivymi locusmi. V praxi, ak napriklad locus 7"H01 obsahuje u nejakého jedinca
alely 9 a 10, tak locus VIW A u toho istého jedinca moZze mat akékolvek alely, ich
rozdelenie je dané len ich frekvenciami a nie je nijako podmienené alelami na lo-
cuse THO1. Musime eSte poznamenat, Ze druhov alel, ktoré sa moézu vyskytnit
na locuse, je len nejaky konkrétny pocet (nie je to tak, ze opakovani moze byt
Tubovolne vela — napriklad pri locuse TTHO1 sme v slovenskej vzorke nasli len 6
moznych alel — 6,7,8,9,9.3 a 10).

3. Hardyho — Weinbergovo ekuvilibrium hovori, ze populécia je nekonecnd a vyber
partnera funguje ndhodne. Inymi slovami, vyskyt alel (ktoré st teda zdedené od
ndhodne vybranych rodi¢ov) na locuse jedinca je nezéwisl)ﬂ, t.j. ak jedna z alel na
locuse T'HO1 je 9, t4 druhd méze byt ktorakolvek. Tento predpoklad v praxi tplne
neplati, bude mu preto venovana druhé cast tejto prace. V nej ,upravime® vzorce

z prvej casti tak, aby platili aj pri poruseni Hardyho — Weinbergovho ekvilibria.

Aby sme mohli pristipit k pocitaniu, musime si este uvedomit doélezit vec spominant
v uvode prace a sice, ze jednu z alel zdedi jedinec od matky a druhti od otca. To,
ktort alelu od rodi¢a zdedi, je ndhodné, preto moze dostat ktortkolvek z jeho dvojice

s pravdepodobnostou 1/2. Tento fakt je velmi dolezity a budeme ho ¢asto vyuZivat.

KedZe pracovat s locusmi v podobe nazvov a alel v podobe ¢&isel by bolo pre ¢ita-
tela velmi neprehladné, rozhodli sme sa to trochu zjednodusit. V prvom rade budeme

pracovat s genotypom, ktory sa sklada z jedného locusu. Value of evidence by sme tak

3Vsimnime si rozdiel oproti Linkage ekvilibriu — to hovori o nezavislosti medzi locusmi, kym Hardyho

— Weinbergovo ekvilibrium znamend nezéavislost dvojice alel v rdmci jedného locusu.
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vypocitali pre kazdy locus zvlast a kone¢ny vysledok dostaneme vynasobenim vysledkov
pre jednotlivé alely (mozeme tak urobif vdaka linkage ekvilibriu). Dalej, alely budeme
oznacovat pismenami namiesto ¢isel. Budeme teda hovorif, Ze osoba ma genotyp na-
priklad (A, B) alebo (A, A). V prvom pripade, ked st alely v genotype rozne, budeme
osobe hovorit heterozygot, v druhom, ked st alely rovnaké, ju nazveme homozygot. Na
nasledujicom obrazku vidime, ako funguje spominand ,dedi¢nost“ alel, ktorej vysled-
kom je, Ze heterozygotny par s genotypom (A, B) bude mat dieta s genotypom (A, B)
s pravdepodobnostou 1/2.

Obrdzok 1.1. Schéma vzniku moznych potomkov z paru heterozygotnych rodicov



Kapitola 2

Vypocet value of evidence

V tejto kapitole si ukdzeme, ako pocitat value of evidence v réznych zaujimavych si-
tuédcidch a odvodime vzorce, ktoré sa daji vSeobecne pouzit. Podotykame, Ze vysledné
vzorce sme mali k dispozicii v [I], avSak boli tam uvedené bez akéhokolvek naznaku

odvodenia.

2.1 Zakladny pripad

Budeme postupovat dalej pre priklad, ktorym sme zacali v prvej kapitole. Nech teda
genotyp vlasu ndjdeného v trezore banky je (A, B). Analyza DNA podozrivého ukézala,
ze aj jeho genotyp je (A, B) a iného podozrivého nemame, preto je doty¢ény postaveny
pred sud. Podme teraz vy¢islif hodnotu vyrazu , ak na sude pracujeme s dvojicou
klasickych hypotéz vlas pochddza od obvineného (H,) a vlas nepochddza od obvineného,

jeho zdrojom je ing clovek (Hy).
Vysledny pomer vierohodnosti bude

P(genotyp vlasu je (A, B)|H,) 1

LR = =
Plgenotyp viasu je (A, B)|[Ha)  2fafs’

(2.1)

kde pritomnost jednotky v ¢itateli sme si vysvetlili v minulej kapitole a menovatel zis-
kame ako pravdepodobnost, Ze genotyp ndhodného cloveka je (A, B), ¢ize pravdepo-
dobnost, Ze jedna jeho alela je A a druhd B, pricom na ich poradi nezélezi. Vyraz
v menovateli sme vyjadrili pomocou znamych frekvencii vyskytu danych alel, ktoré sme
oznacili f4 a fp. VSimnime si, ze ak su tieto frekvencie vysoké (vela Iudi ma genotyp
obsahujuci alely A alebo B), vysledna value of evidence vyjde relativne mala, ¢o zodpo-
veda vysokej pravdepodobnosti nahodnej zhody. Naopak, ak st frekvencie malé, a teda
ide o zriedkavy genotyp (t.j. pravdepodobnost ndhodnej zhody je malickd), vysledna

value of evidence je velka.



Pripad bez podozrivého Vypocet value of evidence

2.2 Pripad bez podozrivého

Po spéachani trestného ¢inu nie je neobvyklé, Ze podozrivy unikne policii a teda nie je
mozné od neho odobrat vzorku DNA. Aj v tomto pripade vSak mozno pocitat value of
evidence a to vtedy, ak vzorku DNA poskytnt pokrvni pribuzni podozrivého. Majme
napriklad vzorku od rodi¢ov podozrivého, ktori maji obaja genotyp (A, B) a nech ma
takyto genotyp (nadalej) aj vlas z miesta ¢inu. V takomto pripade sa ndm zmeni pévodna
H, z vlas pochddza od podozrivého na vlas pochddza od syna tychto rodicov. Vo vztahu
sa to prejavi v Citateli (v menovateli ostava vzdy pravdepodobnost ndhodnej zhody,
¢ize vobec nezalezi na tom, aké vzorky DNA rodicov mame k dispozicii). V ¢itateli teda
budeme hladat pravdepodobnost, ze vlas ma genotyp (A, B) ak patri synovi danijch
rodicov, inymi slovami pravdepodobnost, Ze syn tychto rodi¢ov bude mat genotyp (A, B).
Situdciu sme si prehladne znézornili na obrazku v zavere casti , takze mozeme rovno

dosadif 1/2 a dostaneme

12
2fafs
Len pre doplnenie dodame, ze keby vlas z trezora mal genotyp (A, A), bol by ¢itatel rovny

LR

1/4 (tiez z obrézka z konca prvej kapitoly) a menovatel (f4)?, ¢o je pravdepodobnost

nahodnej zhody pre homozygota.

Este si vSimneme zaujimavi vec. V praxi sa d& hned pri analyze vzorky z miesta ¢inu
rozlisit pohlavie pachatela, takze keby mali dani rodi¢ia len jedného syna a jednu dcéru,
na zaklade vzorky z trezora by sme vedeli jedného z nich vylucit. Keby vSsak mali dvoch
synov, obaja by boli podozrivi v rovnakej miere (pre kazdého z nich plati, Zze je synom
daného paru rodic¢ov) a nie je moznost, ako ich rozlisit (kym by sami neodovzdali vzorku
svojej DNA).

Rodicia vSak nie s jedind moznost na odber DNA. Pomer vierohodnosti sa da vy¢islit
aj vtedy, ak mame napriklad vzorku od strodenca podozrivého, dokonca aj vtedy, ak
je ten sturodenec nevlastny (s podozrivym maji len jedného spolo¢ného rodica). Vse-
obecne mozeme povedat, ze sa da pocitat so vzorkou DNA od akéhokolvek pokrvného
pribuzného. To, ako vypocitat podmienené pravdepodobnosti takéhoto typu a ako dalej
postupovat v zloZitejSej situacii, si ukazeme v nasledujucich ¢astiach. V tejto chvili si
zapamétame hlavne to, ze pri chybajiicom podozrivom sa nam oproti klasickému vzorcu
(2.1)) meni citatel.
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2.3 Pripad inej alternativnej hypotézy

Obhajoba sa nezaklada vzdy na tvrdeni, Ze namiesto obzalovaného spachal trestny ¢in
nejaky nadhodny iny clovek. Stava sa, ze obhajoba méa k dispozicii ,alternativneho po-
dozrivého*, ale nema jeho vzorku DNA. Ak je nim osoba pokrvne pribuzna s pévodnym
podozrivym, da sa value of evidence prisposobit Specidlne pre dani situdciu. Postupne

si ukazeme, ako vypocitat value of evidence pre pribuznost na réznych trovniach.

2.3.1 Otec a syn

Pokracujme dalej s pripadom lipeze, kde mame k dispozicii vlas pachatela s genotypom

(A, B). Na pripravu na stdne pojedndvanie mame k dispozicii dve hypotézy:
H,, : vlas zanechal obvineny

H, : vlas zanechal otec obvineného

Genotyp podozrivého je tiez (A, B), no genotyp jeho otca nepozname. Vidime, Ze v ta-
komto pripade nebude v menovateli vzorca ({2.1)) vystupovat pravdepodobnost ndhodne;

zhody, ale podmienend pravdepodobnost v tvare
P(genotyp stopy je (A, B)|vlas zanechal otec obvineného),

inymi slovami, pravdepodobnost, Ze otec obvineného ma genotyp (A, B), ak jeho syn
(obvineny) mé genotyp (A, B). Ozna¢ime si udalost genotyp otca je (A, B) ako O a
genotyp syna je (A, B) ako S. VSimnime si, Ze nevieme ni¢ o matke, preto ju budeme
pokladat za ,ndhodn premenni® a jej neznamy genotyp oznacime . Pri odvodeni
vzorca pre value of evidence budeme vychadzat z klasickej Bayesovej vety o podmienenej
pravdepodobnosti

P(XNnY) PY|X)P(X

kde Y. P(Z;) = 1 a vSetky Z; st navzajom disjunktné. Teraz a aj v dalsich pripadoch
nam pomoze nasledujica tabulka. V riadku a stlpci sa nachadzaju genotypy rodicov a
hodnoty v nej st pravdepodobnosti, Ze dany par bude mat potomka s genotypom (A, B).
Okrem alel A a B v nej vystupuje aj alela X zahfnajaca vsetky ostatné alely, ktoré sa

okrem A a B mdzu na skimanom locuse vyskytnut. Len pre tplnost, frekvencia alely
Xjel—fa—fb

10
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Otec/Matka | (A4, A4) | (A,B) | (B,B) | (4,X) | (B,X) | (X, X)
(4, A) 0 1/2 1 0 1/2 0
(A, B) 12 | 1/2 | 1/2 | 1/4 | 1/4 0
(B, B) 1 1/2 0 1/2 0 0
(4, X) 0 1/4 | 1/2 0 1/4 0
(B, X) 12 | 1/4 0 1/4 0 0
(X, X) 0 0 0 0 0 0

Tabulka 2.1. Pravdepodobnost vzniku potomka s genotypom (A, B)

Najskor si prepiseme Bayesovu vetu do podoby, v akej ju potrebujeme. Vyrazy P(S) a

P(O) maju rovnaka hodnotu (2f4fg), preto ich mézeme vykratit a dostaneme

P(S]0)P(0)

P(OIS) = =5y

= P(S]0).

Toto je zaujimavy poznatok, ktory este viackrat vyuzijeme. Je to sposob, ako sa da
P(0O]S) (ktora nevieme priamo vypoéitat) previest na P(S|O), ktord sa pocita lahko.
Uvedomme si, ze ak pozname genotyp otca aj matky, vieme priamo vypocitat pravde-
podobnost akéhokolvek genotypu dietata. KedZe v tomto pripade genotyp matky nepo-
zname, vypocitame pravdepodobnost, Ze ich syn bude mat genotyp (A, B) ako sumu
pravdepodobnosti cez mozné genotypy matky (vychddzame z vety o uplnej pravdepo-
dobnosti). Dostaneme

P(O]8) = P(S]0) = > | P(S|O A i) (1), (22)

kde p; je genotyp matky a P(u;) pravdepodobnost jeho vyskytu. Teraz uz staci len
hodnoty z tabulky dosadif do vzorca , pricom nas bude zaujimat len riadok, kde
genotyp otca je (A, B). Pravdepodobnosti vyskytu jednotlivych genotypov matky dosé-
dzame klasicky pre homozygota ako druht mocninu frekvencie vyskytu alely a pre hete-
rozygota, napriklad (A, X), ako 2f4(1 — fa — fB). Vysledna pravdepodobnost P(O|S),
resp. P(O|S) bude

Pt 2afot a1 2a(l fa f) b g 2051 fa ) =

1 1
=5fat /B
Teraz si vSimnime, Ze sme vlastne nevyriesili jednu tlohu, ale dve, pretoze pozname aj

vzorec pre situdciu, ked hypotéza obhajoby Hy bude, Ze vlas zanechal syn obvineného.

11
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V tomto pripade vieme totiz priamo dosadit
P(5|0) = ZP(5|O A i) P(pi).-

Este sa pozrime na to, ako by vyzerala situdcia, keby dokazovy materidl (vlas) a teda
aj podozrivy mal homozygotny genotyp (A, A). Vtedy nemusime brat vobec do tvahy
alelu B a moZeme ju zahrnit do X, ktorej frekvencia preto bude (1 — f4). Tabulka,
s ktorou budeme pracovat, vyzera takto (existuji len dva genotypy matky, ktoré nés

realne zaujimaju):

Otec/Matka | (A, A4) | (A, X) | (X,X)
(A, A) 1 1/2 0
(A, X) 1/2 1/4 0
(X, X) 0 0 0

Tabulka 2.2. Pravdepodobnost vzniku potomka s genotypom (A, A)
Po dosadeni do vzorca ({2.2)) dostaneme
1
P(O]S) = P(S10) = 1f3+ 5 - 2fa(l = fa) = fa.

Pre opakovanie este dodame, Ze vysledna value of evidence mé v tvar 1/P(O|S) ak Hy je
vlas zanechal otec obvineného resp. 1/P(S|0) ak Hy je vlas zanechal syn obvineného. Oba
vysledky P(O|S) pre homozygota aj pre heterozygota sihlasia s vysledkami néjdenymi
v [1], kde vSak (ako sme na zaciatku kapitoly spomenuli) boli uvedené len vysledné

hodnoty.

2.3.2 Bratia

Teraz sa pozrieme na pripad, ked alternativnym podozrivym je brat. Postupovat budeme
rovnako ako pri otcovi a synovi, teda potrebujeme odvodif pravdepodobnost, Ze ak
podozrivy mé nejaky dany genotyp, tak aj jeho brat bude maf rovnaky. Nech hladany
genotyp je heterozygot (A, B). Pre homozygota bude platit ten isty vzorec, len dosadenie
pomocou tabulky bude vyzerat inak. Znova budeme vychadzat zo zédkladnej podmienene;j

pravdepodobnosti danej vztahom

P(B|S) = %

pricom len dopocitame jednotlivé ¢asti. Oznacenie je analogické ako v minulom pripade,

(2.3)

B znamend genotyp brata je (A, B) a S bude oznacovat udalost genotyp podozrivého

12
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(suspect) je (A, B). V menovateli sa nachadza P(S), ¢o je v tomto pripade 2f4 fg. V ¢i-

tateli mame pravdepodobnost, Ze genotyp podozrivého a jeho brata zarovei je (A, B).

KIic¢ovou myslienkou, z ktorej budeme vychadzat, je, Ze bratia maja spolo¢nych rodicov,
teda dostali kazdy jednu alelu od rovnakej matky aj otca. Dalej to, ktort z dvoch alel
od rodica dostali, je ndhodné. Inymi slovami, ak napriklad matka bola (A, B) a jeden
z bratov od nej dostal A, nevieme povedaf, ¢o od nej dostal druhy brat (ani jedna

z moznosti { A, B} nie je viac pravdepodobné ako ta druhd). Rovnako je to aj pri otcovi.

Ak mame genotypy rodicov, vieme vyratat, s akou pravdepodobnostou z nich vznikne
syn s nejakym genotypom. Zoberme si teda jednu dvojicu matka — otec a povazujme ich
genotypy za pevné. Ak tiuto dvojicu ozna¢ime ¢;, pravdepodobnost, Ze z nich vznikne
syn s genotypom (A, B) bude P(S|¢;), resp. P(B|¢;). NavySe z predoslého odstavca
vieme, ze vznik genotypov dvoch deti z konkrétneho paru rodicov je nezavisly, takze
vieme povedaft, ze P(S N Blg;) = P(S|¢;)P(B|¢;).

Urdili sme pravdepodobnost, Ze z nejakého konkrétneho paru rodic¢ov vznikna dve deti
s rovnakym genotypom. Ak chceme spocitat pravdepodobnost, Ze vznikni dve deti s rov-
nakym genotypom, musime (podla vety o iplnej pravdepodobnosti) séitat pravdepodob-

nosti vzniku cez vsetky mozné genotypy rodicov. Dostaneme

P(BNS) ZPBIqbZ (S16:) P(¢3)-

Toto uz len dosadime do vzorca (2.3]) a dostaneme vysledny tvar

P(BNS) _ Y, P(Blo)P(S|6)P(6) _
P(S) P(S)

_ 2, P(B[¢:)*P(¢i)
- (5] : (2.4)

P(B|S) =

Aby sme vypocet dokoncili, musime este dosadit prislusné pravdepodobnosti. Mozné
genotypy rodicov a pravdepodobnosti toho, Zze kombinaciou tychto genotypov vznikne
diefa s genotypom (A, B) st uvedené v tabulke . Za pravdepodobnost P(¢;) vyskytu
jednotlivych genotypov matky a otca budeme dosadzat klasicky druhtit mocninu frekven-
cie alely, ak je rodi¢ homozygot, a 2f4fp ak je rodi¢ heterozygot s genotypom (A, B).
Vysledni pravdepodobnost paru rodi¢ov dostaneme vynésobenim pravdepodobnosti vy-
skytu otca a matky, napr. pravdepodobnost, Ze otec bol (A, A) a matka (A, B) je 4f3 f5.

Po dosadeni dostaneme

P(BIS) - (2fafs) = 2fAfB fa+1- foA+— 2fp(1— fa— fB)- fi+

13
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+}1fi 2fafB+ % 2fafB-2fafB+ ifé 2fafB + 1_16 2fa(l — fa— fB)-2fafB+

1

o 2fn(l = fa fo) 2fafs + 1 Sifh+ 1o 2af - fot 1o 20a(— fa f) St

Vot 2fafn - 2a(l~ fa— fo) + 33 26a(~ fa— o)+

16
g 2fn(l = fa— fo) 2all = fa— ) + 1 F- 2060~ a = fo)b
Voo 2fafn 2fs(U— fa— )+ ¢ 2fa(l— fa— ) 2f5(1~ fa— fp)

a po naslednej tprave ziskame vyslednt pravdepodobnost v tvare

P(BIS) = Y1+ [a+ fi + 2fals).

Ked hladany genotyp je homozygot (A, A), dosédzame tiez do vzorca (2.4), no pouZijeme
tabulku (2.2). Dostaneme

P(BIS) f3 =1 A3+ 2041 fa) - Fo 373204l = fa)+

+% “2fa(l = fa) - fa(l = fa)

a teda )
P(BIS) = {(1+2f4 + f3).

2.3.3 Nevlastny brat

Sktimajme dalej situaciu s genotypom (A, A), ak obvineny a jeho brat maji spolo¢ného
len jedného rodic¢a (nech je to otec). Oznacime si udalost genotyp nevlastného brata je
(A, A) ako N a genotyp podozrivého je (A, A) ako S. Mozné genotypy ich spolo¢ného
otca oznac¢ime v;. O matkach nevieme ni¢, len to, Ze obe dali svojmu dietatu alelu A (ttto
udalost ozna¢ime Mj, resp. My pre jednotlivé matky, kde prva je matka podozrivého).
Rovnako vieme, Ze aj otec dal obom synom alelu A. Pravdepodobnost, Ze obvineny
(alebo jeho brat) mé genotyp (A, A) je teda sicin pravdepodobnosti, Ze mu otec a matka
dali alelu A. Pravdepodobnost, Ze otec dal synovi alelu A, zavisi od jeho genotypu. Ak je
genotyp pevny, tak pravdepodobnost, Ze otec dal podozrivému alelu A je P(S|y;). Kedze
o ani jednej z matiek nevieme ni¢, pravdepodobnost, Ze dali synovi alelu A sa rovné
pravdepodobnosti, Ze sa alela A vyskytne v ndhodnom genotype, a teda je to f4. Potom
pravdepodobnost, Ze otec aj matka dali podozrivému kazdy alelu A je P(S|v; A My) fa.
Naviac, medzi nevlastnymi bratmi plati rovnaka nezavislost ako v predoslej casti. Ak

pokladame genotyp otca za pevny, dostaneme
P(N N S|l/l) = P(N|l/z VAN Mg)fAP(S|I/Z VAN Ml)fA;

14
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¢o po zosumovani cez vSetky mozné genotypy otca dava vyraz

P(NNS) = f3Y_ P(Nlv A M) P(S|v; A M) P(v3),
ktory po dosadeni do (2.3) d& vysledny vzorec

P(N|S) = fado; P(N|vi AJ\?();(SIM N M) P(vi) (2.5)

Aby sme dostali vztah, kde buda vystupovat len frekvencie alel, dosadime este hodnoty
z tabulky . Hodnota podmienenej pravdepodobnosti pre nevlastného brata v pripade

homozygota je teda
1 1 1
P(N|S) = o f3 |1- fi+ i 2fa(l = fa)| = §<fA + f3)-
A

V pripade heterozygota s genotypom (A, B) bude dosddzanie trochu komplikovanejsie,
pretoze budeme musiet zvazit pripady, ked matka (aj otec) dali synom alelu A alebo B.

Prehladny rozbor pripadov, ktoré mézu nastat, je v nasledujtcej tabulke.

Otec | P(jeho vyskytu) | alely, ktoré | P(ze da | alely, ktoré sucin
da synom | tie alely) | daju matky | frekvencii
(A, A) fa AA 1 B,B I3
(B, B) 13 B,B 1 AA fa
(A, X) | 2fa(l = fa— [B) AA 1/4 B.B /%
(B,X) | 2fp(1 — fa— f5) B,B 1/4 AA fa
(A, B) 2fafB AA 1/4 B,B 13
(A, B) 2fafB B,B 1/4 AA 13
(A, B) 2fafB AB 1/4 B,A JBfa
(4, B) 2fafB B,A 1/4 A,B falB

Aby sme dostali vysledny tvar vzorca na podmieneni pravdepodobnost pre nevlastného
brata s genotypom (A, B), staci s¢itat ¢leny, ktoré vznikni ako stéin stipcov tejto ta-
bulky, za¢inajic prvym riadkom 12 f2 a konéiac poslednym v tvare 2% f2 /4. Po s¢itani
a uprave dostaneme, zZe
P(BIS) = fafo+ {(a+ fs).

Vsimnime si, ze symetria, ktora platila v podmienenych pravdepodobnostiach pri synovi
a otcovi tu plati tiez, Cize

P(SIN)P(N)

P(S)

nakolko hodnoty P(S) a P(N) sa rovnaju a teda sa vykratia. Logicky dévod, preco tato

P(NI[S) = = P(5|N),

symetria plati je aj ten, Ze nevlastni bratia st v rodostrome na rovnakej tirovni.
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2.3.4 Stary otec a vnuk

Rozhodujtce v tejto situacii bude to, akym sposobom dedi vnuk alely od starych rodicov.
Uvedomme si, Ze dedi jednu zo Styroch alel, ktoré maju dokopy jeho stari rodi¢ia (nech
su to stari rodi¢ia z otcovej strany) a druht alelu ziska od matky. T4 je v tomto pripade
neznama, teda bude rovnako ako v predoslom pripade reprezentovana len frekvenciou
alely, ktort dala svojmu potomkovi. Majme znova najskor Tahsi pripad homozygota
s genotypom (A, A) a pozrime sa blizsie na spominanych starych rodi¢ov. Odvodime si
tabulku pravdepodobnosti, z ktorej teraz vyuzijeme len ¢ast, no neskor sa nam este zide.

Vysledna tabulka vyzera takto:

pocet alel A spolu P(vnuk od nich dostane A)
v genotype starych rodicov
1 1/4
2 1/2
3 3/4
4 4/4

Tabulka 2.3. Pravdepodobnost zdedenia alely A od starych rodic¢ov

Uvedené pravdepodobnosti dostaneme nasledovne: ak maju stari rodicia spolu

e 1 alelu A, pravdepodobnost, Ze ju dostane ich syn, je 1/2 a Ze ju dostane ich vnuk
je potom (1/2)% = 1/4.

e 2 alely A, m6zu mat genotypy (A, X) a (A, X) alebo (4, A) a (X, X) s rovnakou
pravdepodobnostou. Ich syn méze byt v prvom pripade (A, A), (A, X), (X, A)
alebo (X, X) (kazdé s pravdepodobnostou 1/4) a v druhom pripade len (A, X).
Potom pravdepodobnost, Ze vnuk dostane alelu A je

Hlasbetioed) -2

2 \4 2 2 2 2

e 3 alely A, maju genotypy (A, A) a (A, X). Ich syn mo6ze mat s rovnakou prav-
depodobnostou genotyp (A, A) alebo (A, A). Teda pravdepodobnost, ze ich vnuk

11+1 3
2 2] 4

e 4 alely A (obaja st homozygoti), ich syn musi byt homozygot a ich vnuk od neho

dostane od ich syna alelu A je

urcite dostane A, lebo iné mu ani dat nemdze.
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Teraz mozeme pristupit k odvodeniu vzorca. Oznacime si klasicky udalost genotyp vnuka
je (A, A) ako V' a genotyp starého otca je (A, A) ako D (dedko). Potom plati rovnaka

symetria ako v pripade s otcom a synom, a sice

p(p|v) = LUIDIHD) (VLI())VJ; (D)

= P(VID),
takze zase riesime dve tlohy naraz. Prvou tilohou je vypocet podmienenej pravdepodob-
nosti prislichajici Hy v tvare skvrnu zanechal stary otec obvineného a druhou vypocet

pre pripad, ked Hy je Skvrnu zanechal vnuk obvineného. Symetria opiét plati vdaka rov-
nosti vyrazov P(D) a P(V).

KedZze genotyp starého otca mame pevne dany ako (A, A) a genotyp matky reprezen-
tujeme frekvenciou, jedinou premenlivou ¢astou bude genotyp starej mamy, ktory ozna-
¢ime j1;. Dalej si ozna¢me udalost vnuk zdedil od starych rodicov alelu A ako V. Potom
P(V|D A p;) je pravdepodobnost, Ze vnuk zdedi od starého otca a konkrétnej starej
mamy s genotypom p; alelu A. S vypoctom pravdepodobnosti, ze vnuk zdedi alelu A
od konkrétneho paru starych rodi¢ov ndm pomoze tabulka .

Téato situacia je velmi podobnd prikladu so synom a otcom, lebo plati

P(DIV) = P(VID) = fAZP(V\D/\m)P(Mi), (2.6)

kde f4 reprezentuje pravdepodobnost, Ze vnuk dostal alelu A od svojej matky a suma re-
prezentuje uplna pravdepodobnost toho, Ze dostal alelu A aj od svojich starych rodicov.
Konkrétne v pripade homozygota pri dosadzani do tohto vzorca pouzijeme nasledujice

pripady (pamétajme na to, Ze genotyp starého otca pozname):

genotyp starej mamy (AA) | (AX) | (X,X)
P(vnuk dostane od starych rodi¢ov alelu A) 1 3/4 1/2

Vysledny vzorec bude mat tvar

PDIV) = fa |1 ot 2 2a— fa) 45— a2 =

1

= §(fA + f3)-

V pripade heterozygota s genotypom (A, B) je situcia trochu komplikovanejsia. Vzorec
bude totiz obsahovat dve sumy, pretoze stari rodi¢ia mozu daf vnukovi alelu A
alebo B (matka potom ,doplni“ ti druht). Mame teda pevny genotyp starého otca
(A, B) a nasledovné pravdepodobnosti:
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genotyp starej mamy | (A, A) | (A,B) | (B,B) | (A, X) | (B,X) | (X,X)
P(viuk zdedi A) | 3/4 | 1/2 | 1/4 | 1/2 | 1/4 | 1/4
P(vnuk zdedi B) 14 | 1/2 | 3/4 | 14 | 1/2 | 1/4

Potom po dosadeni do vzorcdl| v tvare

P(D|V) = f5 Z P(V|D A )P (11;) + fa Z P(V|D A ;) P(is) (2.7)

J

a naslednej tprave dostaneme vyslednt hodnotu podmienenej pravdepodobnosti

P(DIV) = P(VID) = fafa + 3(Fa + fn) (28)

Tato sa zhoduje s vysledkom v [1I], no celé jej odvodenie je origindlne (ako aj vSetky

ostatné odvodenia v tejto casti prace).

2.3.5 Bratranci

Tato tlohu uz nebudeme riesit tak podrobne ako predoslé, lebo v nej len postupne
pouzijeme ,triky*, ktoré sme pouzivali doteraz a trochu tym precvi¢ime ¢itatelovu po-
zornost. V situdcii, kde alternativhym podozrivym je bratranec, budeme teda najskor
hladaf paralely s uz vyrieSenymi prikladmi.
e bratranci si v rodostrome navzajom na ,rovnakej urovni“, takze vzorec sa bude
napadne podobaf na pripad s bratmi (plati aj rovnaka nezavislost pri dedeni alel)
e spolo¢ny maju zdroj jednej alely — starych rodicov, pricom pravdepodobnosti,
s akymi od nich dedia alely uz pozname z pripadu vnuk — dedko
e zdroje druhych alel si1 rovnaké ako pri nevlastnom bratovi — st nimi nahodné

matky, ktorych pritomnost vo vzorci nahradime frekvenciou alely, ktort potomkovi
dali (fa, resp. fg)

Budeme postupovat rovnako ako doteraz, ¢ize vychadzame zo zdkladného vzorca .
Oznacime podozrivy zdedil od starjch rodicov alelu (A) ako S a bratranec podozrivého
zdedil od starych rodicov alelu A ako B. Mozné genotypy starych rodicov oznacime ¢;
a predpokladéame, Ze bratranci st pribuzni cez otcov (ako sme uz podotkli, matky st

nezname).

Podme teda vypocitat P(B|S), pri¢om sa pozrieme na vznik genotypov bratrancov ako

na navzajom nezavislé udalosti (pri pevnom pére spoloénych starych rodic¢ov) ako to

Indexy 4 prislichajt genotypom v situécii, ked vnuk dedi od stargch rodicov alelu A a indexy j ked
dedi alelu B.
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bolo pri bratoch. Predpokladajme, Ze st homozygoti, bude nas teda zaujimat len alela
A a pravdepodobnost, ze ju dostanti od svojho otca (ktory ju dostal od svojich rodic¢ov).
Toto méme prehladne zhrnuté v tabulke pre vsetky mozné genotypy starych rodi-
¢ov. Pravdepodobnost ziskania alely A od matiek nahradime frekvenciou vyskytu alely
A. Potom ak uvazujeme pevny par starych rodi¢ov s genotypom ¢;, pravdepodobnost
vzniku podozrivého s genotypom (A, A) ak je to ich vnuk je P(S\qﬁi)fA, kde f4 je prav-
depodobnost, Ze jeho matka mu dala alelu A. Potom pravdepodobnost vzniku dvoch

vnukov s rovnakym genotypom je
P(B N S|¢;) = P(Blq) faP(S]¢i) fa,

¢o po zosumovani podla vety o tplnej pravdepodobnosti (ako v pripade bratov) dava
P(BNS) = f1) P(Blé:)P(5]6:)P(60).

Po doplneni do vzorca ({2.3) dostaneme podmienent pravdepodobnost v tvare

mmﬁthf@ggwmmm

a naslednym dosadenim frekvencii a pravdepodobnosti ziskame finalny tvar

(2.9)

P(B|S) = fi+ fa(l— fa)/4,

pricom sme sa riadili nasledovnou tabulkou:

Dedko/Babka | (A4, A) | (A, X) | (X, X)
(4, A) 1 3/4 | 1/2
(4, X) 3/4 | 12 | 1/4
(X, X) 1/2 | 1/4 0

Tabulka 2./. Pravdepodobnost zdedenia alely A od starych rodicov

V pripade bratrancov s heterozygotnym genotypom (A, B) budeme postupovat ako
v predoslom pripade, t.j. rozdelime si situéciu na viaceré sumy podla toho, ktoré alely
davajua bratrancom matky a ktoré spoloc¢ni stari rodi¢ia. Po dosadeni prislusnych prav-

depodobnosti a nasledovnej tiprave dostaneme vysledok

P(BIS) = 2fafs + 5(fa-+ fo — 4fafs)
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2.3.6 Synovec a stryko

Podobne ako pri bratrancovi aj tu budeme vychadzat z poznatkov, ktoré sme uz pouzili.
Najdolezitejsie je najst spojenie medzi strykom a synovcom ¢o sa tyka zdrojov alel.
Predstavme si znova situaciu, ze stryko a synovec sui pribuzni cez chlapcovho otca. To
znamena, ze chlapcova matka je neznama a jeho otec a stryko maja spolo¢nych rodicov.
Znova budeme teda pracovat so starymi rodi¢mi, lebo stryko mé v genotype dve z ich
Styroch alel a synovec mé jednu (druht nahradime znova len jej frekvenciou). Za¢nime
znova lah$im, homozygotnym pripadom a oznacme si synovec md genotyp (A, A) ako S
a stryko mad genotyp (A, A) ako U (ujo). Ak povazujeme par starych rodi¢ov (oznacme
jeho genotyp znova ¢;) za pevny, pravdepodobnost, Ze vznikne syn a zaroven vnuk (ktory

nie je jeho syn) s genotypom (A, A), je
P(SNU|¢:) = P<g|¢i)fAP(U|¢i>7

pricom P(S |¢;) je pravdepodobnost, Ze vnuk zdedil od starych rodicov alelu A, fa je
pravdepodobnost, Ze matka (ktora je nezndma) mu dala tiez alelu A a P(U|¢;) je pravde-
podobost, ze syn danych starych rodicov (strgko) ma genotyp (A, A). Po zosumovani cez
mozné genotypy starych rodi¢ov podla vety o tiplnej pravdepodobnosti (ako v pripade

bratrancov a bratov) dostaneme
P(SNU) = fAZP<§|¢i)P(U‘¢i)P<¢i)'
Po doplneni do vzorca (2.3)) ziskame vyslednti podmienent pravdepodobnost v tvare

pisio) - LSO UISP6) 210

do ktorej uz staci len dosadif kombinaciu pravdepodobnosti z tabuliek a 2.4 Po

uprave dostaneme

P(s|U) = 22 |1 g+

fi

AR P2 (20 - )| =

N | —

= Ut A

V pripade heterozygotnych genotypov synovca a stryka budeme postupovat klasicky —

rozdelime vzorec (2.10) na viac sim a dostaneme

P(SIU) = fafs + 5(fa + fi).
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Zaver Casti

Na zéver sa vratme k pripadu bez podozrivého, ktorym sme sa zaoberali v Casti
Podmienené pravdepodobnosti, ktoré sme tu vypocitali, mozno pouzit aj v spominane;j
2.2 konkrétne pri zmene v ¢itateli value of evidence. Modifikaciu tychto vzorcov pouzi-
jeme aj v nasledujtcej Casti, ktord sa bude zaoberat pripadmi, ked nenastane tplna, ale

len ¢iastocnd zhoda vzorky podozrivého a pachatela.

2.4 Pripad ¢iastoénej zhody

Ako sme uz naznadili, tato cast sa zaoberd pripadom, ked sa vzorka z miesta ¢inu nez-
hoduje tplne s genotypom podozrivého. On je teda ako pachatel vyluc¢eny, no je pravde-
podobné (ak odchylka je maléED, Ze sa so vzorkou z miesta ¢inu bude zhodovat niektory
jeho pokrvny pribuzny. Ak ziskame vzorku DNA od daného pribuzného, postupujeme
ako v predoslych prikladoch, pricom pribuzny sa v tomto pripade stane podozrivym.
Ak sa vzorku ziskat nepodari, vieme na zaklade vzorky od pdvodného podozrivého vy-
pocitat pravdepodobnost, Ze niektory konkrétny jeho pokrvny pribuzny sa bude tplne

zhodovat so vzorkou z miesta ¢inu.

Zmova si to ukazeme na priklade. Predpokladajme, ze sa stala vrazda, kde sa za nechtami
obete (zeny) nasli kusky kozZe, ktoré zrejme pochadzaji od pachatela. Nech genotyp zis-
kany z tejto koze je (A, A). Na zdklade vypovedi svedkov podozrieva policia jej manzela
a je mu odobratd DNA. Jeho genotyp je vSak (A, B), preto je ako pachatel vylaceny.
Rozdiel genotypov je vSak ,maly*, takze je mozné, Ze péachatelom je osoba pokrvne
pribuzna s manzelom, pricom podla svedkov ako alternativny podozrivy prichadza do
tvahy jeho brat (Svagor obete). Ten ale ndhle odisiel z mesta, takze odber vzorky DNA

je nemozny.

Mohli by sme postupovat ako na zaciatku kapitoly v pripade s chybajicim podozrivym,
ak by sme mali k dispozicii napriklad rodi¢ov. Predpokladajme ale, Ze manzel obete
a jeho brat st jedini, od koho je mozné odobrat vzorku DNA (ini pokrvni pribuzni
neexistuji). Vieme sice vypocitat pravdepodobnost, Ze §vagor obete ma rovnaky genotyp
ako manzel, ale to ndm tu nepomoze. Na zaklade rovnakej idey (ako v spominanom
pripade rovnakyjch genotypov) vSak vieme odvodit vzorec, ktory riesi nasu situéciu.

Odvodenie, ktoré bude nasledovaft, je mozné najst aj v knihe [2].

Majme teda k dispozicii stopu s genotypom (A, A) a podozrivého s genotypom (A, B).

2Nezabudajme na to, Ze v praxi pracujeme s viacerymi locusmi, nie len s jednym.
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V takomto pripade mame na stide klasickti dvojicu hypotéz:
H,, : skvrnu zanechal pribuzny podozrivého

H, : skvrnu zanechal nahodny muz

Odvodenie tvaru pomeru vierohodnosti (value of evidence) urobime vSeobecne pre pri-
buzného. V tlohéch, ktoré buda nasledovat, naznacime vypocet pre konkrétnych ¢lenov
rodiny. Oznacéime genotyp podozrivého je (A, B) ako S (suspect), genotyp dokazového
materidlu je (A, A) ako E (evidence) a genotyp pribuzného je (A, A) ako R (relative).
Pomer vierohodnosti v tomto pripade napiseme ako

_ P(S E|H))

LR = 22 —17p),
"= p(s, B|H,)

Mozeme ho dalej upravit na siuc¢in dvoch zlomkov a prepisat do tvaru

L p_ PUEIH,) P(S|EH,) _ P(S|R),
~ P(E[Hy) P(S|E,Hy) —  P(S)

Upravy, ktoré sme urobili, musime samozrejme odévodnit:

e prvy zlomok su¢inu mozeme polozit rovny 1, lebo bez poznania genotypu obvine-
ného a toho, ¢ vobec mé brata, je pravdepodobnost genotypu dokazu rovnaka,
nech ju podmienime ¢imkolvek

e Citatel druhého zlomku moézeme napisaf skratene v tvare P(S|R), lebo vieme
(z H,), ze zdrojom dokazového materidlu je pribuzny obvineného a dokaz ma
zaroven genotyp (A, A) — preto do podmienky staci dat, Ze ,genotyp pribuzného
je (4, A"

e v menovateli druhého zlomku méme H, a teda neexistuje spojitost medzi obvine-
nym a tym, kto zanechal dokazovy material — preto mdézeme podmienku celkom

vypustit

Vrafme sa teraz k vrazde, ktort sme uviedli ako priklad. Budeme pocitat pravdepodob-
nost, ze s genotypom stopy sa zhoduje genotyp brata podozrivého. PomdZe nam vzorec
| , ktory sme odvodili pre alternativnu hypotézu, ze pachatelom je brat, ktory ma

P(BNS) _ ¥, P(Bl6:)P(S|¢) P(9)
P(S) P(S) '

Do tohto vzorca budeme dosddzat presne tak, ako v spominanom pripade, aZz na to, Ze

tvar

P(B|S) =

tu bratia maju rozny genotyp. Mozné genotypy rodicov, pravdepodobnost ich vyskytu a
pravdepodobnost vzniku genotypu bratov je v nasledujtcej tabulke. (MéZeme vynechat

genotypy, kde z ziadny z rodi¢ov neobsahuje A, lebo vtedy nemoze vzniknit syn ((A4, A)).
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Otec | Matka P(ich vyskytu) P(syn je (A, A)) | P(syn je (A, B))
(AA) | (A4, 4) fa 1 0

(A,A) | (A, B) 21315 1/2 1/2
(4,4) | (AX) | 21— fa—fB)fd 1/2 0

(A,B) | (A A) 21315 1/2 1/2
(A, B) | (A B) AfAf% 1/4 1/2
(A, B) | (A,X) |41 = fa— fB)[3[B 1/4 1/4
(4,X) | (A A4) | 20— fa—f)fd 1/2 0

(4, X) | (A, B) |41 — fa— fs)fifs 1/4 1/4
(A, X) | (A, X) | 4(1— fa— f)*f3 1/4 0

Tento vysledok uz nebudeme podrobne upravovat ako tie predoslé. Nepokladame to za
potrebné, lebo spdsob, akym sa to robi, pozndme. Pozrime sa radsej v skratke na iné
pripady pribuzenstva. Citatel uz asi tusi, Ze pouzijeme vzorce, ktoré sme odvodili v ¢asti
o inych alternativnych hypotézach. Musime si vSak uvedomit jeden dolezity fakt, a
sice, ze v tomto pripade nefunguje symetria, pomocou ktorej sme v spominanej kapitole
zjednodusovali vzorce. Napriklad v pripade syna a otca bude vysledny vzorec pre pripad
Ciastocnej zhody maf tvar

P(SIO)P(0) _ 52, P(SI0 A o) P(1) P(O)

PO = =) P(S) ’

(2.11)

lebo P(S) a P(O) sa vo vzorci nevykratia, nakolko sa vo vSeobecnosti nerovnaju (napri-
klad to mozu byt pravdepodobnosti, Ze genotyp otca je (A, A) a genotyp syna je (A, B)).
Podobne to bude aj v ostatnych pripadoch (stary otec — vnuk, stryko — synovec atd.).

Samotné sumy a sposob odvodenia vSak ostavaji rovnaké.

23



Kapitola 3

Koeficient pribuznosti

3.1 Co robit ak predpoklady neplatia

V vode prace sme zhrnuli a vysvetlili predpoklady o stave a vyvine populacie, ktoré
sme néasledne pouzivali pri odvodeni vzorcov. Vyzdvihli sme jeden, ktory v praxi takmer
nikdy neplati, ¢o potom samozrejme vplyva na spravnost vzorcov odvodenych v predogle;j
kapitole. Na nasledujucich stranach sa k tejto problematike vratime, ukazeme si, ako

opravit pripadné chyby a aké je situdcia na Slovensku.

Hardyho — Weinbergovo ekvilibrium hovori, ze vyber partnera v populacii funguje na-
hodne, t.j. pre kazdého muza a Zenu (zrejme sa bavime o osobach v pribliZzne rovnakom
veku) je rovnako pravdepodobné, ze budu mat spolo¢nych potomkov. Ak sa na tento
fakt pozrieme na dlhom ¢asovom tseku, znamena to vlastne, Ze vyskyt dvoch alel, ktoré
mé jedinec na niektorom konkrétnom locuse, je navzdjom nezavisly (jeho matka a otec

boli ndhodne vybrany pér, ich rodi¢ia pred tym tiez atd.).

Vieme, Ze toto v praxi nie je pravda. Ludia si vyberaju partnera podla mnohych kritérii
ako napriklad etnickd ¢i naboZenska prislusnost, ¢i troven vzdelania. Vo viic¢Sine pripa-
doch vsak méa na vyber partnera rozhodujuci vplyv zemepisna poloha a vzdialenosti.
Ako priklad si predstavme typickt slovenski obec s povedzme 1000 obyvatelmi, kde sa
Tudia roky sobasili (vo velkej miere) medzi sebou. V tejto obci st genotypy jej obyva-
telov navzajom ,dost podobné“, nakolko pri pohlade do minulosti ¢asto nachédzame
spolo¢nych predkov aj u dnes naoko vobec nie pribuznych Tudi. Treba vSak povedatf,
ze v dnesnej dobe sa z dovodu castej migracie mladych Tudi situdcia trochu upravuje

v prospech Hardyho — Weinbergovho ekvilibria.

Uké&zme si ale aj pozitivny priklad. Ten dostaneme, ak sme budeme skiimat napriklad

populédciu Studentov na interndtoch v Mlynskej doline. Nakolko Studenti st z celého
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Slovenska (zemepisna poloha ich bydliska nie je rozhodujuce kritérium) a nemaju (az na
malé vynimky) spolo¢nych predkov, mohli by sme povazovat Hardyho — Weinbergovo
ekvilibrium za platné, a teda vzorce z predoslej kapitoly st pouZitelné. Podobn4 situécia
je napr. aj v krajinach, kde ¢lovek cestuje po State za pracou a casto meni bydlisko

(Slovensko takouto krajinou nie je).

V tejto kapitole sa teda budeme snazit odhadnit mieru toho, ako velmi maju ludia zijici
v urcitom regione spoloc¢né genetické vlastnosti vyplyvajice z existencie spolo¢nych
predkov. Matematicky ju budeme interpretovat ako akusi korelaciu medzi vyskytom

dvoch alel na locuse. Formalne sa definuje nasledovne:

Definicia: Koeficient pribuznosti je pravdepodobnost, ze dve alely ndhodne vybrané

z danej subpopulécie st rovnaké z dévodu spolo¢ného pévodu.

V kaihe [3] a ¢lankoch [4] a [5] sa toto éislo nazyva co-ancestry coefficient a oznacuje sa
ako F'. Na nasledujtcich stranach ¢itatelovi naznac¢ime sposob korekcie vzorcov z predos-
lej kapitoly a nasledne sa pokusime odhadnit hodnoty F' pre subpopulacie slovenskych

krajov.

Pre uplnost by sa eSte patrilo spomenit, aké mdze mat spominand nepresnost vzorcov
praktické nasledky. Predstavme si, Ze mame pripad vrazdy, ktorym sme sa zaoberali
v minulej kapitole a ur¢ujeme value of evidence pri dvojici klasickych hypotéz. Nech
genotyp obvineného aj pachatela je (A, A). Pravdepodobnost ndhodnej zhody (ktora je

v menovateli vzorca (1.1)) by sme chceli pocitat ako f3. MoZeme to urobit?

Vysvetlili sme si, ze ak pachatel pochadza z nejakej konkrétnej obce, Tudia, s ktorymi
mé spolo¢nych predkov, maji podobné genotypy ako on. V danej obci je teda pravde-
podobnost ndhodnej zhody vicsia ako na zvysku tizemia Slovenska. Urcite teda neplati,

7e je rovna f3 (vypocitame ju v dalsich odsekoch).

Ak vo vzorci (1.1)) zvySime pravdepodobnost ndhodnej zhody, zmensi sa value of evidence
jeho obhajobe (obzaloba méa dokaz s nizSou value of evidence). Naproti tomu, ak by sme
pouzivali klasicky spdsob a povazovali Hardyho — Weinbergovo ekvilibrium za platné,
poskodili by sme obvinenému, nakolko vypocitané value of evidence by bola urcite vyssia
ako je v skuto¢nosti. A tu prichadzame k druhej otazke, ktortt budeme v tejto kapitole

riesit. Kolko je spravna hodnota F'?
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3.2 Pravdepodobnost ndhodnej zhody

Ako sme uz v minulom odstavci naznacili, koeficient pribuznosti bude vo vzorcoch z dru-
hej kapitoly vplyvat na pravdepodobnost néhodnej zhody. Logicky na ni¢ iné vplyvat
nemoze, nakolko ostatné vlastnosti populdcie vyplyvali z inych predpokladov. Este kon-
krétnejsie vieme vplyv F definovat ako vplyv na ocakdvanie, akd bude alela, ktort
z populacie ,uvidime* ako dalsiu. Ak predpokladdme, Ze plati Hardyho — Weinbergovo
ekvilibrium a prva pozorovand alela bola A, tak druhé alela bude A, B, C atd. s takou
pravdepodobnostou, aké je frekvencia jej vyskytu. Ak mé ale populécia, s ktorou pra-
cujeme, nejaky kladny koeficient pribuznosti, o¢akavania o dalSej pozorovanej alele sa

zmenia. Ukazme si to najskor pre dve alely na jednom locuse.

Odvodme tvar pravdepodobnosti ndhodnej zhody, ak predpokladame kladny koeficient
F' (pre uplnost treba poznamenat, Ze jeho zaporné hodnoty uvazovat nebudeme, lebo

nemaju prakticka interpretéciu).

Na zaciatok majme jedinca, ktory mé v pozorovanom locuse alelu A, a podme vypocitat
pravdepodobnost, Ze jeho druhé alela na tomto locuse je tiez A. Takato situdcia moze
nastat v dvoch pripadoch — bud je druh4 alela A, pretoze je to ndhoda (jeho rodic¢ov a
ich rodi¢ov mézeme povazovat za ndhodne vybrané pary), alebo to tak nie je a v his-
torii rodiny jedinca s pritomni spolo¢ni predkovia pre niektoré pary. Druht situaciu
nazveme Specidlne okolnosti a pravdepodobnost, s ktorou sa vyskytni, ozna¢ime F'. Po-

tom pravdepodobnost, Ze Specidlne okolnosti sa v blizkom rodokmeni jedinca nevyskytli,
je (1-F).

Pravdepodobnost, Ze druhé alela na locuse jedinca je A, je teda stcet pravdepodobnosti
v pripadoch bez a s vyskytom $pecidlnych okolnosti. Ak je to naozaj ndhoda, hladana
pravdepodobnost bude (1 — F') f4 (nie st pritomné Specidlne okolnosti, no druhé alela je
aj tak A). Oproti tomu, alela je A v désledku Specidlnych okolnosti s pravdepodobnostou
F (presnejsie 1F, teda pravdepodobnost vyskytu Specidlnych okolnosti krat istota, ze
alela je v takomto pripade A).

Celkova pravdepodobnost, Ze jedinec v takejto populacii bude mat genotyp (A, A) je
potom f4((1 — F)fa+ F), alebo inak f3(1— F)+ faF.

V pripade heterozygotného genotypu (A, B) je to jednoduchsie. Jedna z alel je A a druha
nie je A (je to B), lebo Specidlne okolnosti sa nevyskytli. Potom pravdepodobnost, Ze
jedinec ma genotyp (A, B) je 2fafp(1 — F).

Keby sme pocitali pravdepodobnost, Ze dalsia pozorovana alela z populécie (na locuse

dalsieho jedinca) bude A, ak sme videli doteraz dve alely A (jedného homozygotného

26



Spravna hodnota F' Koeficient pribuznosti

jedinca), museli by sme brat do tvahy to, Ze sme daného jedinca videli. Pri poé¢itani
pravdepodobnosti vyskytu dalSej alely musime brat do tvahy vsetky predchédzajﬁceﬂ
Problémom sa budeme detailnejSie zaoberat v Casti [3.3.2] a ukazeme si, ako sa takéto

pravdepodobnosti daji rekurentne vyjadrit pre postupnost alel.

Odvodzovanim vzorcov z kapitoly [2] pomocou tejto korekcie sa v praci zaoberat nebu-

deme. Zvedavy ¢itatel moze jeho ndznak najst v ¢lanku [4] alebo v knihe [2].

KedZe uz mame presnt predstavu, na ¢o bude koeficient pribuznosti slizit (na korekciu
Hardyho — Weinbergovského vypoctu pravdepodobnosti ndhodnej zhody), treba este od-
povedaf na otézku, ¢ je naozaj potrebny. Pri vypocte pravdepodobnosti nahodnej zhody
standardne pouzivame frekvencie alel, ktoré mame odhadnuté z celoslovenskej vzorky.
Ak navysSe vieme, Ze pachatel aj obvineny pochadzaju napriklad z KoSického kraja,
vezmeme koeficient pribuznosti pre Kosicky kraj a pomocou neho upravime vzorce. Tu
ale vyvstava otazka: nebolo by jednoduchsie a lepSie odhadntf rovno frekvencie alel
obyvatelov KosSického kraja a pouzif ich vo vzorcoch namiesto upravovania vzorcov
s celoslovenskymi frekvenciami? Odpoved je nie. Po prvé, bolo by zdlhavé odhadovat
frekvencie pre kazdy kraj a locus a potom ich vkladat do vypoctov value of evidence.
Navyse, nemame dostatok dat v krajskych vzorkach, aby sme tak urobili (toto je hlavny
dovod). Nasim cielom je pouZivat odhady frekvencii alel, ktoré uz mame (z celosloven-
skej vzorky) a to bez ohladu na to, v akom regiéne bol trestny ¢in spachany. Koeficient
pribuznosti ndm slizi na splnenie tohto ciela — aby sme vzorec len ,,prispdsobili“ danému

kraju.

3.3 Spravna hodnota F

Pri odhadovani koeficientu pribuznosti sa s postupovat mnohymi spésobmi a kazdy
z nich je v istom zmysle dobry. Napriklad sporné by mohlo byt uz aj to, aké subpopu-
lacie skimat, pretoZe neexistuje spdsob ako nejaki subpopuldciu presne vymedzit. Na
Slovensku by sme mohli za ukazkovy priklad subpopulacie povazovat napriklad rémsku
mensinu, lebo sa aj fyzickymi znakmi 1i$i od zvysku obyvatelov Slovenska. Iné subpo-
puldcie sa vSak tak lahko vymedzit nedaju. Napriklad pri geografickom cleneni sa nedé
stanovit presnd hranica tak, aby obyvatelia obci na jej dvoch strandch neboli v nejakom

zmysle geneticky pribuzni.

Druhym problémom pri odhadovani je ¢asto absencia pouzitelnych dat, pripadne ich zl&

Viimnime si, ze zévislost v tomto pripade je velmi siln4. Napriklad pri Markovovskej postupnosti

zévisi dalsi ¢len len od jedného predoslého, kym tu zavisi od vsetkych predoslych.
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strukttra. Tymto by sme cheeli este raz vyjadrit velki vdaku zamestnancom Oddelenia
biolégie a genetickej analyzy Kriminalistického a expertizneho tistavu Policajného zboru
SR za to, ze nam spristupnili slovenskt DNA-databazu a dokonca nam poskytli data

roztriedené po krajoch.

Dalsim problémom je, Ze aj ked mame k dispozicii data poskytujice dostatoéni in-
forméaciu, neméame zaruku, ze dobre popisuji dany region. O osobach v databaze totiz
nevieme, ¢i ich predkovia zili v danom kraji uz dlhsi ¢as, alebo sa napriklad ich rodicia
do daného kraja pristahovali z nejakej vzdialenej oblasti. Toto st ale nedostatky, ktoré

nie je v nasich sildch odstranit, preto sa nimi zaoberat nebudeme.

V neposlednom rade je sporny aj pristup ku koeficientu ako takému. Je jasné, ze ide
o to prostriedok na rozlisenie subpopulécii medzi sebou. Mozeme vSak povedat, Ze nejaka
subpopulacia ,ma svoje F* ako jednu charakteristickti konstantu? Alebo sa hodnota F'
vztahuje aj na konkrétny locus a teda subpopuléacia mé svoj vektor F', kde jeho zlozky
st koeficienty pribuznosti pre konkrétne locusy? Toto st otazky, ktoré sa v tejto Casti
pokiisime zodpovedat pre Slovensko. Spomenieme eSte, Ze pre iné Staty ako napriklad
Velkt Britaniu alebo Taliansko uz boli urobené analyzy tohto typu, no pre Slovensko

ich podla nasich informécii eSte nikto nerobil.

Budeme pouzivat kombinaciu metodiky z ¢lankov [5] a [7], kde st popisané viaceré me-
tody na odhad koeficientu pribuznosti. Za¢neme tym, Zze odhadneme frekvencie vyskytu
alel na locusoch, ktoré mame k dispozicii. Pouzijeme na to celoslovenskt vzorku v po-
¢te 247 jedincov s genotypom pozostavajucim z 6smich alel (D3, D8, D16, D18, D21,
VWA, FGA a THO1). Vzorka, ktort sme dostali, obsahovala viac locusov, no ostatné
boli disjunktné s krajskou databédzou, ktort sme dostali neskor. Zmysel malo brat do
uvahy len tie locusy, ktoré sa nachadzali v oboch databazach — kvoli tomu, Ze vypocty

pouzivaji obe databazy naraz. Frekvencie sme podla [7] pre kazdy locus odhadovali ako

- l’l—l—l

fi= ST (3.1)

kde i je alela, x; je pocet vyskytov alely i na tomto locuse, n je velkost vzorky (u nés
247) a m je pocCet roznych alel, ktoré sa vyskytli na danom locuse. Vyraz 2n sa vo
vzorci nachadza kvoli tomu, Ze kazdy z n jedincov ma 2 alely (2n je teda celkovy pocet

pozorovanych alel). Vystupom pre jednotlivé locusy st tabulky v nasledovnom tvare:
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alela 16 15 17 18 14 19
frekvencia | 0.272 | 0.265 | 0.194 | 0.165 | 0.090 | 0.014

Tabulka 3.1. Locus D3

alela 12 11 12.5 10 14 13 9
frekvencia | 0.143 | 0.099 | 0.004 | 0.046 | 0.250 | 0.336 | 0.012
alela 15 8 16 7
frekvencia | 0.074 | 0.012 | 0.018 | 0.006

Tabulka 3.2. Locus DS

alela 11 12 13 10 9 14 8
frekvencia | 0.285 | 0.287 | 0.178 | 0.072 | 0.138 | 0.030 | 0.010

Tabulka 3.3. Locus D16

alela 13 15 14 16 18 17 12 19
frekvencia | 0.117 | 0.131 | 0.159 | 0.187 | 0.069 | 0.116 | 0.099 | 0.045

alela 21 20 10 16.2 24 11 22
frekvencia | 0.011 | 0.029 | 0.009 | 0.004 | 0.003 | 0.013 | 0.008

Tabulka 3.4. Locus D18

alela 29 32.2 28 31 31.2 | 30.2 | 34.2 30
frekvencia | 0.249 | 0.119 | 0.136 | 0.062 | 0.079 | 0.072 | 0.019 | 0.190
alela 33.2 32 27 29.2 | 242
frekvencia | 0.034 | 0.018 | 0.016 | 0.003 | 0.003

Tabulka 3.5. Locus D21

alela 16 18 14 17 15 19 13
frekvencia | 0.191 | 0.201 | 0.119 | 0.270 | 0.119 | 0.078 | 0.004
alela 20 11 12 21
frekvencia | 0.012 | 0.002 | 0.002 | 0.002

Tabulka 3.6. Locus VW A
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alela 20 23 25 21 22 19 24
frekvencia | 0.178 | 0.114 | 0.055 | 0.158 | 0.162 | 0.090 | 0.154
alela 26 22.2 18 16 21.2 27 23.2
frekvencia | 0.017 | 0.019 | 0.023 | 0.004 | 0.004 | 0.004 | 0.006
alela 17 32 24.1 | 24.2 | 26.2
frekvencia | 0.004 | 0.002 | 0.002 | 0.002 | 0.002

Tabulka 3.7. Locus FGA

alela 9 9.3 7 6 8 10 8.3 5
frekvencia | 0.200 | 0.294 | 0.140 | 0.230 | 0.124 | 0.006 | 0.004 | 0.002

Tabulka 3.8. Locus THO1

Samotné hodnoty F' nebudeme z dat odhadovat priamo, ale simulovat pomocou Met-
ropolisovho — Hastingsovho algoritmu. Pri jeho programovani sme postupovali podla
knihy [6]. Nasou povodnou ideou v8ak nebolo pouzif simulaény algoritmus. To, preco
sme ho nakonieco pouzili, sa ¢itatel dozvie v casti . Najskor vsak podrobne vysvet-
lime, ako spominany algoritmus funguje, aby dévody uvedené v spominanej ¢asti boli

lepSie pochopitelné.

3.3.1 Metropolisov — Hastingsov algoritmus

Tento algoritmus vo vSeobecnosti slizi na generovanie postupnosti hodnot z pozado-
vaného rozdelenia D(x). PouZijeme ho, pretoze nase D(z) nepatri medzi Standardné
rozdelenia, z ktorych program R generuje priamo. Ideou algoritmu je, ze ak dost dlho
generujeme Markovovskt postupnost hodnot, po nejakom ¢ase (u nas je to po prvych
1000 iteracidch) dostavame uz hodnoty, ktoré pochadzaju z rozdelenia D(z). Vstupom
do algoritmu je teda poZzadovana hustota D(z) parametra, ktory chceme generovaft
(u nas F), hustota rozdelenia Q(x), z ktorej generujeme novi hodnotu parametra, a
prva hodnota parametra (prvy ¢len postupnosti). U nas bude Q(x) normélne rozdele-
nie so strednou hodnotou rovnou predoslému F' a standardnou odchylkou 0.002 (neskor
vysvetlime, preco sme sa rozhodli pre takito hodnotu). Podla literattry je takato volba

Q(z) najpouzivanejsia. Algoritmus pracuje v piatich krokoch:
1. Vygeneruje novi hodnotu parametra F"°" z rozdelenia Q(z) — normélneho rozde-
lenie so strednou hodnotou rovnou predoslému F' a standardnou odchylkou 0.002.

2. Vygeneruje hodnotu « z rovnomerného rozdelenia na intervale [0, 1].
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3. Porovna hodnotu « a vyrazu

D(E"")Q(F"", F)
DFYQ(E, Frev)

kde Q(F, F"") je hodnota hustoty norméalneho rozdelenia so strednou hodnotou
F v bode F™%. Tu si vSimnime, ze vdaka symetrickosti norméalneho rozdelenia sa
Q(F™™ F) a Q(F, F"") vykratia (to vysvetluje ¢ast volbu normélneho rozdele-

nia za Q(x)).

vujuce a prida ho do postupnosti hodnot za posledné F'.
5. Ak je hodnota vyrazu mensia ako o, F"" je nevyhovujuce a ako dalsi ¢len prida
do postupnosti znova hodnotu predoslého F' (tato hodnota tam teda bude dvakrat

za sebou).

Vystupom z tohto algoritmu je postupnost hodnét F, ktora ma 10000 ¢lenov (tolko
nagenerovali aj autori ¢lanku [5]), z ktorych prvych 1000 odstranime. Podla ¢lanku a aj
podla nasho pozorovania priblizne tolko trvéa, kym program zacne generovat postupnost,

ktora spliia nase podmienky.

Este sa vrafme k Standardnej odchylke 0.002. Aby bol algoritmus pouZitelny, musi ge-
nerovat rozne hodnoty, t.j. musi prijat F™* ,dost casto“. V literattre sa uvadza, Ze
algoritmus by mal prijat F"¢* v aspon polovici krokov. Tato jeho vlastnost sa déa regu-
lovat tym, Ze menime disperziu rozdelenia Q(z), z ktorého F™** generuje. Cim je tato
mensia, tym blizsie je F"* k strednej hodnote rozdelenia Q(x), ktora je rovna predoslej

prijatej hodnote F'.

3.3.2 Pouzitie Metropolisovho — Hastingsovho algoritmu

Aby sme mohli pouzit Metropolisov — Hastingsov algoritmus, musime mu zadat vSetky
potrebné vstupy, z ktorych najdolezitejsia je informéacia, z akého rozdelenia méa genero-
vat. Toto rozdelenie skonstruujeme Bayesovskym pristupom, ¢ize budeme predpokladat
nejaké apriérne rozdelenie parametra F', ktoré nasledne upravime pomocou krajskej
vzorky dét (lebo porovnévame F' v ramci krajov). Vysledné aposteriérne rozdelenie po-
tom do algoritmu vstupi ako D(z). Ked budeme mat po spusteni algoritmu vysledni
postupnost 9000 hodnét F' (po odobrati prvej tisicky), nakreslime jej histogram a gra-
ficky (v softvéri R [9]) odhadneme hustotu rozdelenia parametra F'. Ako reprezentativnu
hodnotu F' potom zoberieme podla vzoru ¢lanku [5] modus tejto hustoty (t.j. hodnotu,
ktorej vyskyt je najpravdepodobnejsi, nakolko v 1iom nadobtuda funkcia hustoty najvic-

siu hodnotu).
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Podla vzoru spominanych ¢ldnkov budeme predpokladat, Ze F' mé apriérne rozdelenie

[ s parametrami 1.5 a 50. Zvolili sme ho, lebo:

e Ocakavame hodnotu F' ur¢ite mensiu ako 0.1 (takyto vysoky koeficient pribuznosti
by uz zodpovedal pokrvnej pribuznosti, napriklad F' pre synovca a stryka jeE] 1/8).
e Doteraz pozorované hodnoty boli maximalne 0.03. Rozdelenie (3(1.5,50) mé me-
dian 0.023 a strednti hodnotu 0.029, c¢o je vicsie ako predpokladand hodnota F'.
Navyse predpokladame, ze korekcia apriornej hustoty pomocou dat znizi hodnotu
modusu pod 0.03 (z vyslednej hustoty bude zjavné, ako velmi data vplyvali na jej

tvar).

Véhu dat budeme do vypoctu aposteriérnej hustoty zahiniat podla Bayesovej vety v tvare
M(FIX) ~ h(F)A(X|P), (3.2)

kde h(F|X) je hustota parametra F' podmienena vzorkou dat X, h(F') je uz spominana
apriérna hustota a h(X|F') je ¢len, ktory zodpoveda vahe (likelihood) dat. VSimnime si,
Ze vzorec nehovori o presnom tvare aposteriornej hustoty, ale len o imere, t.j. nepozname

konstantu, ktorou treba prava stranu vynésobit, aby sme dostali lava. Plati teda
h(F|X)=K -h(F)h(X|F). (3.3)

Toto v8ak vobec nevadi Metropolisovmu — Hastingsovmu algoritmu. Staci si uvedomit,

ze pri vyhodnocovami vyrazu v tvare

D(Fnew)Q(Fnew, F)

D(F)Q(E, Freov) (34)

kde aposteriérna hustota vystupuje, je D(z) ¢initefom v ¢itateli a aj v menovateli zlomku
(len pre tplnost D(F) = h(F|X) = K-h(F)h(X|F)). To znamen4, Ze konstanta K, ktort
nepozname, sa vykrati, a teda nepotrebujeme vediet jej presntt hodnotu (pri¢om logicky
vieme, Ze to nie je nula kvoli vlastnostiam F', takze jej pritomost v menovateli je tiez
v poriadku). Tato skutoénost sa povazuje za jednu z kltucovych prednosti Metropolisovho

— Hastingsovho algoritmu.

Aby sme teda dostali vysledni hustotu, musime eSte zaratat vahu dat, resp. vynasobit
apriérnu hustotu pravdepodobnostou v tvare h(X|F'), kde X st nase data. To je vlastne

spravdepodobnost, Ze sme dostali presne také data, ako sme dostali“, pricom datami

2Tato hodnotu dostaneme porovnanim tvaru vzorca odvodeného pre synovca a stryka v predoslej
kapitole a tvaru tohto vzorca z manudlu [I] , ktory je f3 + 4fa(1 — fa)F pre homozygota a 2f4fp +
2(fa+ fe —4fafB)F pre heterozygota.
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myslime postupnost alel na locusoch Tudi z krajskej vzorky. Uz sme si odvodili pravde-
podobnost, ze ak prva alela na locuse A, tak aj druhé bude A (v sekecii . Rovnako sa
to d& vypocitat aj pre dalsie, resp. vieme vyjadrit, akd je pravdepodobnost, Ze ak z n
doteraz vybranych alel bolo n4 alel A, tak aj dalsia vybrana alela bude A. Vysledny

tvar vzorca je
. nAF—I—fA(l—F)

Fal4) = 1+(n—-1)F (8:5)

pricom tento vzorec nebudeme odvadzat, nakolko je to nidrocné a nie je to predmetom
tejto prace. Citatel moze najst jeho odvodenie napriklad v ¢lanku [4] alebo naznacené
v knihe [2].

Pre potreby nésho algoritmu musime tento vzorec este zovSeobecnit, a to tak, aby neratal
len s jednou alelou, ale so vSetkymi, teda s kompletnou vzorkou. Hladdme teda vzorec
na vypocet pravdepodobnosti, Zze ak z N doteraz pozorovanych alel bolo N; alel i, tak
aj dalSia vybrand alela bude i, platiaci zaroven pre kazdé i. Tato pravdepodobnost

vyjadrime rekurentne. Vysledny vzorec méa tvar
PN+1(N17 NQ, e ,Ni+1, ey Nm) —

N;F + fi(1—F)
1+ (N-1)F "~

= Py(Ny,No,...,Nj, ..., Ny) (3.6)

kde N; st pocty alely ¢ pozorované do aktudlneho kroku, n je velkost vzorky a F' je

koeficient pribuznosti (v algoritme je to posledna hodnota F', ktora bola prijatd).

Hodnota prvého ¢lena je P;(0,0,...,0) = 1. Pri vypocte tejto rekurencie algoritmus
pocita alely, ked prechadza vzorkou, ktortt sme mu dodali, a pre kazda z nich aplikuje
pre locus T"H0O1 bude pocitadlo na zaciatku nulovy vektor, kde alely idii v poradi ako
v tabulke Ked algoritmus zac¢ne prechadzat data a prvé alela, ktort najde, je 10,
pocitadlo sa zmeni na (0,0,0,0,0,1,0). Takymto sposobom prejde celou vzorkou dat a
vyraz Py bude sucin zlomkov v tvare, aky sme uviedli. Vzorec, podobne ako predosly,

nebudeme odvadzat, jeho podobu sme prebrali z ¢lanku [7].

K pouzitiu Metropolisovho — Hastingsovho algoritmu uz dodame len to, ze prvy clen
postupnosti (prvii hodnotu F') sme vygenerovali z uz spominaného apriérneho rozdelenia
B(1.5,50) (aj ked na tomto velmi nezalezi, kedZe prvych 1000 hodnot sme pri vyslednom

odhade nepouzili).
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3.3.3 Povodna idea

Nasim povodnym napadom bolo urcit aposteriérne rozdelenie (teda hustotu) parameftra
F priamym vypoc¢tom podla . Mali sme v plane zobrat apriérne rozdelenie (1.5, 50)
a vynéasobit ho postupnostou zlomkov podla , ¢im by sme dostali prava stranu
vzorca (3.2)). Nésledne by sme numerickym integrovanim spocitali plochu S pod ziska-
nou krivkou. Kedze vysledkom ma byt hustota (¢ize plocha pod krivkou mé byt rovna
jednej), vypocitali by sme potrebnt konstantu K ako 1/S. Narazili sme v8ak na obrovsky

problém.

Pri vypocte ¢lena h(X|F) podla (3.6) sme ako vysledok dostali numericky nulu. Len pre
zopakovanie, prvy ¢len rekurencie bol P;(0,0,...,0) = 1 a nasledujice boli zlomky vzdy
mensie ako jednotka, pricom tieto zlomky sa postupne nasobili medzi sebou. Pozrime sa

na vystup z programu, ktory pocital vysledntt hodnotu Py (stéin vSetkych zlomkov):

0.1577909
0.01788051
0.001591931

2.672804e-141
5.937063e-142

V kazdom kroku sa priebeznd hodnota sti¢inu zmensila cca desatkrat. Vidime, Ze na konci
vypoctu bola uz hodnota h(X|F) a teda aj celd hustota parametra F' podla programu

prakticky rovné nule, ¢o znemoziiuje urcit konstantu zo vzorca (3.2)).

Potom sme ale objavili ¢lanok [5] a v fiom Metropolisov — Hastingsov algoritmus. Ak si

podrobnejsie rozpiseme podiel, ktory vycislujeme v (3.4)), dostaneme

D(Fnew)Q(Fnew,F) B K . h(Fnew) . h(X|Fnew) . Q(Fnew’F)'

D(F)Q(F,Frew) K -h(F)-h(X|F)-Q(F, Frew) (3.7)

Ak pouzijeme nas program, v Citateli aj menovateli (pocitame ich zvlast) vyjde nula.
KedZe sa ale v ¢itateli aj v menovateli vzorca jedna o sucin, moézeme ho poci-
tat postupne, ak si uvedomime, ze h(X|F"") aj h(X|F) je stéinom rovnakého poétu
zlomkov. Postupovat budeme nasledovne.
e Najskor vykratime konstantu K a dvojicu Q(F, F"") a Q(F™", F') (o tom, preco
sa to d&, sme sa uz zmienili).
e Potom vypocitame podiel h(F™")/h(F), ¢o je podiel hodnét hustoty rozdelenia
£(1.5,50) v dvoch roznych bodoch.
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e Na zéaver vypocitame podiel h(X|F"")/h(X|F) postupne po jednotlivych zlom-
koch, teda vydelime prvy clen rekurencie pre F"" prvym ¢lenom rekurencie pre
staré F', potom druhy vydelime druhym atd. Vztah (3.7) potom nadobudne tvar

D(F")Q(Fmv, F)  B(F™v, 1.5,50) - PF™" . pF™" . pF™ . pE™™" B

D(F)Q(F, Frew) 3(F,1.5,50) - PF - PF - Pf ... Pk
B /8<Fnew7 1.57 50) Pi}f"ﬂe’lu PZFVTLEU) P?)F!new PNnew
B(F,1.5,50) PF PF  PF " PE

KedZe budeme zakazdym najskor delit malé ¢islo malym a len potom tieto podiely né-
sobit, zaistime, aby ndm vysledna hustota neimplodovala do nuly. Takto sme vyriesili
naoko neriesitelny problém pouzitim Metropolisovho — Hastingsovho algoritmu: zachra-

nilo nas, ze sme nemuseli vy¢islit D(F™") a D(F), ale len ich podiel.

3.3.4 Vysledky

Vratme sa vSak k Metropolisovimu — Hastingsovmu algoritmu a tomu, ¢o sme pomocou
neho dostali. Program sme pouzili na vypocet F' pre konkrétne dvojice kraj — locus
(teda napriklad F'*GA v Banskobystrickom kraji). Vstupnymi parametrami st frekven-
cie alel na locuse, ktoré mame odhadnuté z celoslovenskej vzorky, kde vystupuje dany
locus a alely v nom. Ako vystup pre locus F'GA v Banskobystrickom kraji sme dostali

nasledovny histogram a hustotu

3Hustotu sme aproximovali pomocou balika polspline v softvéri R [9].
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Obrazok 3.1. Histogram a hustota F' na locuse F'GA v Banskobystrickom kraji

Zaujimavé je aj porovnanie s apridrnou hustotou, kde vidime, aky velky vplyv ma na
vyslednt hustotu korekcia datami. Zda sa, ze plati, ze ¢im viac mame dat (teda doda-
tofnej informécie, ktorou upravime apriérne rozdelenie), tym mé vysledné odhadnuté
rozdelenie parametra F' uzsi kopec. V jazyku odhadov to znamené, ze mame lepsiu in-
formaciu o tom, kde sa nachadza presna hodnota F' — ¢im SpicatejSie je totiz vysledné
rozdelenie, tym presnejSie sme odhadli interval, v ktorom sa asi skutocné F' nachadza
(interval je irka kopca). Inymi slovami, Spicatejsi, uzsi vrchol znamen4, Ze nasimulované
hodnoty F' s viac koncentrované okolo skuto¢nej hodnoty parametra, pre ktord mame

uzky intervalovy odhad.
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Obrazok 3.2. Porovnanie hustoty F na locuse VW A a apriérnej hustoty 3(1.5,50) v Tren-

¢ianskom kraji

Pre jednotlivé kraje sme nasledne samostatne vypocitali odhady F' pre kazdy z locusov
VWA, FGA a THO1, zhrnutie je v tabulke . ,Celkové“ F' sme pocitali zo vsetkych
8 locusov (do ¢lena, ktorym korigujeme apriérne rozdelenie nevstupili data o jednom,
ale o 6smich locusoch v danom kraji), ktoré sa zhodovali v celoslovenskej a krajskych
vzorkach. Hodnoty ,celkového* F' vysli vzdy niekde medzi hodnotami na jednotlivych

locusoch, ¢o je logicky spravny vysledok.

Musime v8ak dodaf, Ze nie vzdy je spravne pocitat hodnotu ,celkového* F. Nemozeme
totiz predpokladat, Ze na vSetkych locusoch je hodnota koeficientu pribuznosti rovnaka.
V polovici krajov (Banskobystrickom, Trnavskom, KoSickom a Trencianskom) st podla
nasho vypoc¢tu totiz hodnoty F (ich modusy, niekedy aj tvary hustét) na jednotlivych
locusoch prilis rozdielne nato, aby to malo zmysel.
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Kraj / Locus | velkost vzorky | VWA | FGA | THOl1 | ,celkové F“
Bratislavsky 65 0.00424 | 0.00318 | 0.00397 0.00404
Banskobystricky 79 0.00182 | 0.00709 | 0.00413 0.00235
Kosicky 82 0.00981 | 0.00375 | 0.00948 0.01883
Nitriansky 76 0.00263 | 0.00277 | 0.00358 0.00275
Presovsky 93 0.00418 | 0.00597 | 0.00410 0.00445
Trenciansky 73 0.00392 | 0.00308 | 0.00965 0.00389
Trnavsky 62 0.00419 | 0.01376 | 0.00464 0.00316
Zilinsky 82 0.00170 | 0.00447 | 0.00215 0.00431

Tabulka 3.9. Modus hodnoty F' pre niektoré locusy podla krajov

V ostatnych styroch krajoch (Presovskom, Bratislavskom, Nitrianskom a Zilinskom) sme
na pozorovanych locusoch zistili navzajom velmi podobné hodnoty modusu koeficientu

pribuznosti a teda uvaha o ,celkovom“ F' by mala zmysel.

Na nasledujtcich stranéch uvidime vysledné hustoty v krajoch (pre tri locusy VIV A,
FGA a THOl)EI. Plati, ze ¢im méa hustota tensi (Spicatejsi) kopec, tym presnejsi je
odhad modusu pre dané I, ktory je v tabulke . Podla tohto kritéria sme najpresnejsie
odhadli koeficientu pribuznosti pre locus VIWW A v Nitrianskom kraji. Vidime, Ze miera
presnosti odhadu, ak by sme ju definovali len Sirkou kopca, je v jednotlivych krajoch

velmi rozdielna.

4Vybrali sme preto, lebo ich &asto ako reprezentativne pouzivali aj autori ¢lankov, z ktorych sme
vychadzali.
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Obrdazok 3.3. Banskobystricky (hore) a Trnavsky (dole) kraj

V Kosickom, Trenc¢ianskom a Bratislavskom kraji vidime vyrazne tensi kopec (hustotu

koncentrovant blizko nuly) na locuse FGA.
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Obrazok 3.4. Kosicky (hore) a Trenciansky (dole) kraj
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Obrazok 3.5. Presovsky (hore) a Bratislavsky (dole) kraj
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Obrdzok 3.6. Nitriansky (hore) a Zilinsky (dole) kraj

Okrem otazky, ¢i sa dd urcit pre kraj jedna hodnota F' spolo¢na pre vSetky locusy (pre
niektoré &no, pre iné nie) sme skimali aj to, ¢i ten ktory locus méa podobny modus a
hustotu F' v réznych krajoch, teda, ¢i vieme povedat, Ze napriklad locus FFGA mé na
celom tizemi Slovenska hodnoty, ktoré mozeme povazovat za rovnaké. Na nasledujtcich

obrazkoch je situacia pre tri skiimané locusy.
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Obrazok 3.7. Locusy VIWA (hore) a FGA (dole) v piatich krajoch

Vidime, Ze na locuse VW A nie st medzi Styrmi z na¢rtnutych krajovﬂ vyrazné rozdiely
v polohe modusu a teda v koncentricii hustoty. KoSicky kraj je ale viditelne iny, tam
mé odhadnutd aposteriérna hustota prilis Siroky kopec a preto je odhad koeficientu

pribuznosti menej presny ako pre zvysné styri kraje. Rovnaké situacia sa v tomto kraji

5Pévodne sme cheeli znizornit vietkych osem krajov, no obrazok by bol velmi neprehladny. Preto

sme zvolili vzorovi péticu tak, aby reprezentovala celé Slovensko.

43



Nepresnosti odhadu Koeficient pribuznosti

o
LD —
—
o
g
—
I — ZA
S — KE
é NR
— BB
BA
o _|
[Te]
o —
I I I I I
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04

Obrdazok 3.8. Locus THO1 v piatich krajoch

opakuje aj pri locuse THO1. Tieto dva odhady, ako neskor uvidime v tabulke [3.10, maja
vacsiu vyberovia disperziu ako ostatné, ¢o je len logicky dosledok toho, ¢o vidime na

obrazkoch.

3.4 Nepresnosti odhadu

KedZe sme pouzili simula¢ny algoritmus, vysledky pri jeho opakovanom spusteni sa
navzajom lisia. V tejto Casti sa pokusime vyhodnotif mieru chybovosti zapri¢inene;j

dvoma zékladnymi faktormi a odstranit chyby, ktoré mohli vzniknuat pri vypocte.

3.4.1 Pocdet iteracii

Nakolko pri odhade parametra F' odhadujeme jeho hustotu a ndsledne jej modus po-
mocou simula¢ného algoritmu, je jasné, ze hodnota modusu nebude pri opakovanom
pouziti algoritmu rovnaka. NavySe pocas iterécii ide, hlavne pri vy¢islovani hodnoty Py
70 Vzorca , o malé ¢isla a preto je mozna aj urcitd nepresnost sposobend vypoc-
tovou technikou. V neposlednom rade sa odlinost vystupu pri opakovanom spusteni
predpokladé aj v samotnom algoritme, nakolko ide o generovanie nahodnej postupnosti

z nejakého rozdelenia.
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Po niekolkych spusteniach algoritmu sme pozorovali, Ze hodnota modusu je rozna a
niekedy sa lisi uz aj na trefom desatinnom mieste. Tato vlastnost sme sa snazili odstranit
zvySovanim poctu iteréciﬁTento pokus vsak nepriniesol ziadny vysledok, lebo hodnota
modusu sa nezacala ,ustalovat®. Preto sme skusili graficky porovnat, ako vyzera hustota
parametra F' pri viacerych spusteniach algoritmu. Dostali sme (pri troch spusteniach)

nasledujuci obrazok.
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Obrazok 3.9. Vysledky troch spusteni simulacie

Usudili sme, Ze rozdiel v hustotach (hlavne ich tvaroch) nie je zavazny a kedZe so zvy-

Sujicim sa pocCtom iteracii sme nedosiahli zlepSenie, dalej sme sa problému nevenovali.

V réamci hodnotenia presnosti odhadu sme este zistili aposteriérne vyberové disperzie
koeficientu pribuznosti pre kazdt kombinaciu kraj — locus, s ktorou sme pracovali. Hod-
noty disperzii st v nasledujicej tabulke, rddovo sa pohybujt v 1075, ¢&ize st to relativne
malé ¢isla. Uvddzame ich preto, lebo v dalSej casti budeme tento vysledok porovnévat

s druhym modelom a disperziu potrebujeme ako indikator presnosti odhadu.

6V ¢ldnkoch [5] a [7] robili autori 10000 iterécii a analyze nepresnosti odhadu sa vobec nevenovali.
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Kraj / Locus VWA FGA THO1
Bratislavsky 2.610-1075 | 6.522-107° | 9.697-107°
Banskobystricky | 5.785-107° | 3.295-107° | 8.928-107°
Kosicky 1.924-107> | 15.301-107° | 18.763 - 10~°
Nitriansky 3.851-107° | 4.901-107° | 8.225-107°
Presovsky 5.198-107° | 5.957-107° | 10.445-107°
Trenciansky 3.451-107° | 6.251-107° | 17.800-107°
Trnavsky 10.349-107° | 9.753-107° | 8.669 - 1075
Zilinsky 3.392-107% | 3.075-107° | 4.722-1075

Tabulka 3.10. Vyberova disperzia odhadu F pomocou prvého modelu

3.4.2 Vplyv Bayesovskej korekcie

Druhym, zavaznejsim problémom, ktory nastava, je problém korekcie datami. V aproxi-
macii hustoty parametra F' nasobime apriérne (1.5, 50) rozdelenie pravdepodobnostou,
ze dostaneme danu vzorku krajskych dat. Kedze data prechddzame postupne a po jed-
nom, zalezi na kazdom z nich. Ak by sme niektory sktimany locus s alelami (9,10)
nahradili napriklad locusom s alelami (9, 8), vysledna aposteriérna hustota D(x), ktora
vstupuje do Metropolisovho — Hastingsovho algoritmu by sa zmenila (lebo sa zmeni vy-
sledok (3.6)). V dosledku tohto sa iste zmeni aj modus a mozno aj tvar vyslednej hustoty.
Kvoli tomuto sme sa rozhodli urobit aktsi analyzu citlivosti odhadu na vzorku podla
vzoru ¢lanku [§], kde autorka generuje vlastné vzorky dat z pévodnej vzorky pomocou
metody bootstrap a nasledne urcuje interval, v ktorom sa nachadza skuto¢na hodnota

parametra.

Ako sme postupovali, ukdZeme na priklade. Zobrali sme vzorku z Banskobystrického
kraja o pocte 79 jedincov, z ktorych kazdy ma locus VIV A (a v iom dve alely). Z tejto
vzorky sme nahodnym vyberom s opakovanim vybrali 79 jedincov a tychto sme prehlésili
za nova vzorku. Z kazdej krajskej vzorky sme takto urobili 500 novych vzoriek, na
ktorych sme spustili nas simulacny algoritmus. Musime podotkniit, Ze vypocet bol ¢asovo
naro¢ny, pre jednu pétstovku (jeden locus v jednom kraji) trval vypocet priblizne 9
hodin. Vysledkom vypoctu bolo 500 modusov pre kazda kombinaciu locus — kraj (dokopy

sme mali 24 takychto kombinAcif).

Cleny postupnosti 500 modusov sme si potom usporiadali podla velkosti a dostali sme

(pre kazda dvojicu kraj — locus) obrazky ako ten nasledujuci.
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Obrazok 3.10. Usporiadana postupnost 500 modusov na locuse THO01 v Banskobystric-

kom kraji

Vidime, ze modus sa vyrazne meni vplyvom zmeny dat vo vzorke. Pomocou metody
bootstrap vsak vieme pekne odhadnif interval, v ktorom sa skutoény modus (teda sku-
tofné ,reprezentativna“ hodnota F') nachadza. Pre kazdy kraj a locus sme si tento
interval popisali kvantilmi ziskanymi z postupnosti spominanych 500 modusov usporia-

danych podla velkosti.
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Koeficient pribuznosti

Kraj / Locus | 5%-ny kvantil | priemer | medidn | 95%-ny kvantil
Bratislavsky

VWA 0.0035 0.0095 | 0.0080 0.0196

FGA 0.0025 0.0098 | 0.0086 0.0219

THO1 0.0043 0.0114 | 0.0098 0.0241

Banskobystricky

VWA 0.0028 0.0076 | 0.0063 0.0158

FGA 0.0046 0.0136 | 0.0126 0.0256

THO1 0.0036 0.0097 | 0.0084 0.0216

Kogicky

VWA 0.0050 0.0144 | 0.0130 0.0275

FGA 0.0024 0.0088 | 0.0075 0.0195

THO1 0.0053 0.0137 | 0.0125 0.0251
Nitriansky

VWA 0.0029 0.0084 | 0.0069 0.0184

FGA 0.0031 0.0103 | 0.0093 0.0202

THO1 0.0035 0.0086 | 0.0074 0.0175
Presovsky

VWA 0.0033 0.0098 | 0.0082 0.0208

FGA 0.0031 0.0118 | 0.0106 0.0234

THO1 0.0041 0.0085 | 0.0069 0.0176
Trnavsky

VWA 0.0046 0.0101 | 0.0086 0.0201

FGA 0.0063 0.0193 | 0.0183 0.0354

THO1 0.0038 0.0099 | 0.0080 0.0216

Zilinsky

VWA 0.0024 0.0063 | 0.0053 0.0138

FGA 0.0030 0.0102 | 0.0089 0.0210

THO1 0.0031 0.0084 | 0.0073 0.0172

Tabulka 3.11. Rozmedzie hodnot F' meniacich sa v zavislosti od vzorky
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Koeficient pribuznosti

Kraj / Locus | 5%-ny kvantil | priemer | medidn | 95%-ny kvantil
Trenciansky
VWA 0.0032 0.0096 | 0.0084 0.0212
FGA 0.0033 0.0115 | 0.0098 0.0251
THO1 0.0053 0.0137 | 0.0123 0.0264

Tabulka 3.12. Rozmedzie hodndt F' meniacich sa v zévislosti od vzorky

Vdaka tidajom v tabulke vieme nadobudniit trochu lepsiu predstavu o skuto¢nej hodnote
F ako pomocou pouzitia hodnoty modusu z jedinej simulacie, nakolko modus je len
bodovy odhad a Gidaje v tabulke popisuju interval. Vidime, Zze najvicsi 95%-ny kvantil
(horny odhad) zo vSetkych locusov a krajov je v Trnavskom kraji na locuse FGA a

dosahuje hodnotu vyse 0.035 (v ¢lankoch sa ¢asto pouZiva aj percentudlne vyjadrenie

3.5%).

V praxi (t.j. v zdpadnej Eurépe a USA, lebo u néas sa koeficient pribuznosti zatial za-
nedbéva) sa na vypocet value of evidence pouziva hodnota 3%. Je to akysi kompromis
medzi velkjm poskodenim obzalovanému (ak by sme F' uplne zanedbali) a prehnanou
pomocou jeho obhajobe. Tento tdaj vSak vychadza stale z lokalnych dat a preto nemo-
zeme s istotou povedat, Ze na Slovensku by to bola tiez spravna hodnota. Pri pohlade

na tabulku by sme sa mozno skor priklonili k hodnotam okolo 2.5%.

Vs8eobecne vsak pri pohlade na tabulku vidime, Ze aj maximéalne hodnoty modusu F' s
relativne malé ¢isla. Tu vyvstava otazka, ¢i takéto hodnoty koeficientu pribuznosti s
naozaj ,malé“ a teda, ¢i ich moézeme zanedbat. Alebo mozeme tito otdzku formulovaf aj
praktickejsie: aka velka chyba sa moze stat pri vyc¢islovani value of evidence, ak koeficient

pribuznosti zanedbame? Na tuto otdzku odpovieme o par stran dalej v Casti [3.6]

3.5 Druhy model pre F

Na odhad koeficientu pribuznosti pomocou Metropolisovho — Hastingsovho algoritmu
sme vyskusali pouzit aj trochu iny model uvedeny v ¢lanku [5]. V tomto modeli nevieme
presne pomenovat alebo pekne analyticky vyjadrit apriérnu hustotu parametra F' ako
takéh ale podla ¢lanku [5] predpokladame, Ze koeficient pribuznosti spliia pre dany

kraj i a locus j vztah

1

Fj=—— 3.8
J ].+Oéz'+ﬂj ( )

"V minulom modeli sme ju poznali, bolo to 5(1.5,50).
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kde «; a (3; st lognormalne rozdelené a ich logaritmus ma strednt hodnotou 3.5 a
disperziu 1.5. Tieto dva parametre si navzajom nezavislé a prestavuju vplyv kraja a
locusu. Niekomu by sa mozno zdalo, Ze v tomto modeli niec¢o chyba. Podla sktisenosti
z inych modelov by sme cakali, ze bude pritomny aj ¢len vyjadrujici interakciu medzi
prvymi dvoma. V ¢lanku [5] autor hovori, Ze jeho povodny model obsahoval aj interakény
¢len 7,5, no rozhodol sa ho z modelu vylacit, nakolko jeho hodnoty boli zanedbatelne

malé (z nasledujiceho popisu prvych dvoch ¢lenov to aj logicky vyplyva).

Vplyv kraja «; definujeme v zmysle miery migréacie jeho obyvatelov a teda pribuidania
a odbuidania genotypov jedincov. VSimnime si, ze ak miera migracie v kraji stipne,
prichédza vela novych Iudi, a teda pribudaji nové genotypy (alebo viac fudi odchadza a
tym odchadzaji aj ,podobné“ genotypy). Tymto sa populécia kraja stava réznorodejSou
— koeficient pribuznosti v danom kraji preto klesa. Ak sa pozrieme va vztah , vidime,

Ze zvacsujuce sa Cislo «; v menovateli naozaj znizi hodnotu F'.

Vplyv locusu f3; sa spdja s mutaciu génov. Jednoduché vysvetlenie tohto vplyvu je, ze
pocas vzniku nového jedinca spojenim genotypu matky a otca mdZe nastat mutécia,
napriklad alela 9 sa moze zmenit na 9.5 alebo 10. Tymto méze vzniknif novy druh
alely, ktory sa bude v dalSej generécii dedit a tym spestri mnozinu moznych genotypov

v kraji — koeficient pribuznosti teda klesne. Vo vzorci znova vidime, zZe takéto vysvetlenie

.....

Apriérnu hustotu parametra F' v tomto modeli nevieme analyticky vyjadrit. Pre lepsiu
predstavu si ju nasimulujeme a porovname s apriérnou hustotou z pé6vodného modelu.

Simulovat budeme nasledovne:

e Vygenerujeme «; a (3; a nasledne z neho vypocitame F podla (3.8]).
e Toto zopakujeme 100000 krat a zostrojime histogram a néasledne odhadneme hus-

totu.

Ak vyslednt hustotu porovnédme s apriérnou hustotou z prvého modelu, dostaneme
nasledovny obrazok. Vidime, ze oproti prvému modelu je tato apriorna hustota koncen-

trovana blizsie k nule (teda ma mensi modus).
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—— Apriérna hustota 2. model
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Obrazok 3.11. Porovnanie apriérnych hustét dvoch modelov

Co sa tyka samotného simulovania pomocou tohto modelu, Metropolisov — Hastingsov

algoritmus je rovnaky ako v minulom pripade, az na dva rozdiely:

1. Namiesto priameho generovania novej hodnoty parametra F™°" z rozdelenia (),

generujeme dva parametre ;" a 57 z dvoch nezdvislych normalnych rozdeleni
Q1 a Q2 so strednymi hodnotami rovnymi «; a ; z predoslého kroku a disper-
ziou prispdsobenou s ohladom na funkénost algoritmu (aby prijimal nové hodnoty
dost ¢asto). Néasledne z nich vyjadrime F"¢* podla , pomocou ktorého vypo-
¢itame hodnotu vysledného ¢lena rekurencie . Toto je najdolezitejsi poznatok
— musime si uvedomit, ze I’ je v tomto pripade len akysi ,bo¢ny produkt®, teda
vysledok vypoctu, kym priamo generované hodnoty st «; a ;.

2. V zévere algoritmu, ked vyhodnocujeme podiel (3.7), tak za vyrazy h(F™") a

h(F') dosadime namiesto hodnoty hustoty ((1.5,50) v bodoch F"™" a F

e sucin hustét dvoch lognorméalnych rozdeleni so strednou hodnotou 3.5 a dis-

perziou 1.5 v bodoch o a 37" ako h(F™"),

e sucin hustét dvoch lognormélnych rozdeleni so strednou hodnotou 3.5 a dis-
perziou 1.5 v bodoch «; a §; ako h(F).

Obe tieto zmeny oproti prvému modelu vyplyvaji priamo z definicie algoritmu v cCasti
3.3.1,, pricom sa jedna o rozdiely spésobené zmenou v popise apridrnej hustoty rozdelenia

D(x). Pre tplnost este doddame presny popis parametrov:
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Kraj / Locus | parameter
Bratislavsky o
Banskobystricky Qo
Kosicky Q3
Nitriansky Qv
Presovsky Qs
Trenciansky Q6
Trnavsky ar
Zilinsky Qs
VWA b1
FGA B
THO1 B3

Tabulka 3.13. Priradenie parametrov ku krajom a locusom v druhom modeli

3.5.1 Pouzitie modelu

Pri predoslom modeli sme spominali, ze sme ho pouzili na odhad koeficientu pribuznosti
pre dvojice locus — kraj a ako jeho vstup sme pouzili vzorku daného locusu v danom
kraji. Takto sme pomocou neho postupne samostatne odhadli 24 parametrov F' pre tri
locusy v 6smich krajoch (model bol saturovany). VSimnime si, Ze v druhom modeli, kedze
neodhadujeme [’ priamo, ale pomocou «; a 3}, je pocet parametrov mensi, presnejsie
ich bude 11 (8 parametrov «; pre kraj plus 3 parametre [3; pre locusy). Z tohto vyplyva,
ze odhady koeficientu pribuznosti pre dvojice locus — kraj pomocou druhého modelu

budu zavislé (kym tie z prvého boli navzajom nezavislé).

Dalsia vec, ktort treba spomentt je, Ze uz nemdzeme na odhad pouzif len vybrani ¢ast
vzorky, ako tomu bolo v prvom modeli (napriklad pre odhad F' v Kosickom kraji na
locuse F'GA sme pouzili len vzorku dat o locuse FFGA z Kosického kraja). Vysvetlime

si to na priklade.

Nech «; prislicha Bratislavskému kraju a 3; locusu VW A. Povedzme, Ze na odhad po-
uzijeme len data o locuse VW A z Bratislavského kraja a odhadneme tak a; a §;. Potom
ale zoberieme dalsi locus FGA v tomto kraji a chceme odhadnif koeficient pribuznosti.
Ak odhadneme «; a s, zistime, ze pre a; uz mame dva odhady a nevieme ich nijako
porovnat, ani posudit, ktory je lep$i. Z tohto prikladu je jasné, Ze tento model nebu-
deme moct pouzit z hladiska dat presne rovnako, ako ten prvy. Nemdzeme odhadovat
parametre «; a [3; postupne, nakolko nevieme urc¢it spravne poradie ich odhadovania

(tento problém sme pri prvom modeli nemali, nakolko tam boli odhadované parametre
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navzajom nezavislé).

RieSenim tohto problému je odhadovat vSetky parametre naraz v jednej simulacii. Takto
nebudeme musief davat pozor na poradie dat, kedze do modelu vstupia vsetky data
naraz, a zaroven vyuzijeme informaciu z nich v najvic¢sej moznej miere. V prvom modeli,
ked sme na odhad napr. koeficientu pribuznosti na locuse FFGA v KoSickom kraji, sme
pouzili len data o FG A z KoSického kraja. Tu pouzijeme (lebo vstupia do modelu naraz)

vsetky ddta o locuse FGA a vsetky ddta z Kosického kraja.

Algoritmus zostaveny podla kritérii z predoslych dvoch odstavcov bude pracovat nasle-
dovne:

1. Vygeneruje pociato¢né hodnoty aq,...,ag a 1, ..., #3 z lognorméalneho rozdelenia
so strednou hodnotou 3.5 a disperziou 1.5 a nésledne vypocita 24 zaciatocnych
hodnot Fj;.

2. Vygeneruje nové hodnoty of®",...,ad* a 57, ..., 55", kazdd z normalneho
rozdelenia so strednou hodnotou rovnou predoslej hodnote daného parametra a
disperziouﬂ 15, a dopocita F;*.

3. Vygeneruje hodnotu a z rovnomerného rozdelenia na na intervale [0, 1].

4. Porovna hodnotu « a vyrazu

D(F) [T, Qg aq) [T, Q37" 8))
D(Fy) ITi-, Qi ap) TT5-, Q(8;. B7)

kde vyrazy () nas nezaujimaju (vykratia sa, pretoze s to znova symetrické normalne

)

rozdelenia) a D(x) je aposteriérne rozdelenie vektora (ay, . .., as, 81, 02, #3) — stCin apri-
orneho rozdelenia a ¢lenov, ktoré zodpovedaju korekcii datami. Rozpisme si ho podrob-

nejsie.

D(F, Hlognorm(oal, 3.5,1.5) H lognorm(f3;, 3.5, 1.5) H H Py,
i=1 j=1 i=1 j=1
kde vaj je rekurentny sucin 1' pre data j-teho locusu v i-tom kraji a lognorm(c;, 3.5, 1.5)

je hustota lognormalneho rozdelenia s parametrami 3.5 a 1.5 v bode «;.

Apriérne rozdelenie je teda sucin jedenastich hustot lognormaéalnych rozdeleni s para-
metrami 3.5 a 1.5 v bodoch o, ... ag® a Gy, ..., By v pripade D(F}}*"), a stcin

jedendstich takychto hustot v bodoch a,...,08 a4 61, o ,ﬁg v pripade D(F;;). Korekciu

8 Ako v pripade prvého modelu, é&slo zvolené kvoli funkénosti algoritmu, aby prijimal nové hodnoty
parametrov dost Casto.
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d4tami urobime podla vzorca (3.6)) pre kazd kombinéciu parametrov «; a 3;, teda pre
kazdé Fj; s ¢astou dat prislichajicou danej kombinacii kraj — locus (7, j). Bude to teda
st¢in 24 skupin zlomkov nésobiacich sa navzéjom ako v (3.6).

5. Ak hodnota vyrazu V' je vicsia ako hodnota «, algoritmus povazuje vsetky of**"
a (7 (a teda aj Fj}*") za vyhovujice a pridd Fj}* do postupnosti hodnot za
posledné Fj;.

6. Ak je hodnota vyrazu V mensia ako «, nové hodnoty st nevyhovujice a ako dalsie

¢leny prid4 do postupnosti znova hodnoty predoslych F;;.

Vidime, Ze idea a aj funkcénost algoritmu ostala rovnaka ako v prvom modeli, zmenil sa

len jeho vstup.

3.5.2 Vysledky

Na nasledujucich stranach v kratkosti zhrnieme vysledky, ktoré sme dostali pouzitim
tohto modelu, nakolko sposob, ako sa na ne pozerat a ich moznu interpretaciu sme kom-
pletne ukazali pri tom predoslom. Zac¢neme odhadnutymi modusmi (tabul’ka, ktoré
aj napriek hojnému pouzitiu v ¢élankoch podla nds nemaji sami osebe velki vypovednu
hodnotu.

Kraj / Locus VWA | FGA | THO1
Bratislavsky 0.00379 | 0.00168 | 0.00169
Banskobystricky | 0.00243 | 0.00478 | 0.00174
Kosicky 0.00116 | 0.00178 | 0.00100
Nitriansky 0.00213 | 0.00344 | 0.00169
Presovsky 0.00254 | 0.00585 | 0.00169
Trenciansky 0.00233 | 0.00392 | 0.00158
Trnavsky 0.00245 | 0.00580 | 0.00169
Zilinsky 0.00241 | 0.00373 | 0.00168

Tabulka 3.14. Modusy F podla druhého modelu

Vidime, Ze nemozno urobit jednoznacny zaver ¢o sa tyka porovnania ¢iselného vysledku
dvoch metdd, pretoze v niektorych pripadoch st modusy odhadnuté druhou metédou
vicsie ako pri tej prvej (tabulka a inokedy mensie. Viac je ale pripadov, ked s
mensie. Oproti vysledkom prvého modelu chyba v tabulke stipec s ,celkovym F“, pre-
toze pocitat ho v tomto pripade nemé zmysel. Definicia modelu totiz predpoklada

automaticky rozne alfy a bety, a teda Ziadne rovnaké koeficienty nepripusta.
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Ak by modusy vysli pre vSetky locusy a vSetky kraje priblizne rovnako, malo by zmysel
uvazovat o jedinej hodnote « a jedinej hodnote 3 a tym padom o jednom spolo¢nom F'.
To by ale znamenalo, ze koeficient pribuznosti je rovnaky pre vsetky kraje a pre vSetky
locusy. Mohli by sme ho smelo zanedbat, nakolko by nebola potreba korigovat vzorce
z druhej kapitoly (frekvencie alel na locusoch by boli na celom tzemi Slovenska rovnaké
a ich odhad by bol teda platny pre vsetky kraje a 1ocusyﬂ). Uz vysledok prvého modelu
vSak nasvedcoval tomu, ze koeficient pribuznosti nie je jedno pevné ¢islo, takze sa touto

alternativou nebudeme dalej zaoberat.

Podme sa teraz pozriet na odhadnuté hustoty. Na ich odhad sme nemohli pouZit splajny
ako v prvom modeli, pretoze histogramy boli prili§ ¢lenité a odhadnuta krivka vyzerala
velmi Skaredo. Po vyskisani viacerych metéd sme nakoniec napisali profesorovi Davidovi
J. Baldingovi, autorovi ¢lankov [5] a [4], aby ndm prezradil, ako zobrazoval vysledky on.

PodTa jeho rady sme napokon pouzili nasledovnii transforméciu:

e Umocnili sme odhadnuté hodnoty F na 2/3 (oznaéme F?/3 = Z), aby sme z histo-
gramu F', ktory je asymetricky (mé pozitivny sklon) dostali symetricky histogram.
Jadrové odhady, ktoré softvér R pouziva, totiz funguju lepsie na symetrickych roz-
deleniach.

e Odhadli sme hustotu hy pomocou funkcie density v softvéri R [9)].

e Spétnou transformaciou sme ziskali aposteriornu hustotu hyp v tvare
23y 2 13
hi(F) = hz(F )gF .

Takto sme postupne ziskali funkcie hustdt jednotlivych koeficientov pribuznosti. Vy-
sledna krivka a histogram pre locus F'G A v Banskobystrickom kraji je na nasledujicom

obrazku.

90dhady frekvencii dosadené do vzorcov na vypocet value of evidence korigujeme koeficientom
pribuznosti prave preto, ze frekvencie nie st v kazdom kraji a na kazdom locuse rovnaké a teda ich
odhad z celoslovenskych dét nie je ich skuto¢nd hodnota. Ak by ale boli na celom tizemi Slovenska

frekvencie rovnaké, ich odhad by bol spravna hodnota a nebola by potrebné korekcia.
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Obrdzok 3.12. Histogram a hustota F' na locuse FFGA v Banskobystrickom kraji

Na dalSom obrazku vidime porovnanie apriérnej a aposteriérnej odhadnutej hustoty.
Pre lepsiu predstavu je tam znézornena aj apriorna hustota z prvého modelu. Vidime,
ze vyuzitim maximalnej informéacie z dat sa ndm pomocou druhého modelu podarilo
velmi z0zit kopec aposteriérneho rozdelenia, ¢o znamend presnejsi odhad koeficientu

pribuznosti.
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Obrdzok 3.13. Porovnanie apriérnych hustét dvoch modelov a aposteridrnej hustoty F'

na locuse T'"H01 v Bratislavskom kraji

Rovnako ako pri prvom modeli sme sa pozerali najskor na to, ako vyzera situacia v ramci
krajov — ¢i dany kraj ma navzajom podobné modusy a hustoty koeficientu pribuznosti
na troch skumanych locusoch. Zistili sme, Ze to tak nie je. Locus FFGA je vo vicSine
krajov vyrazne iny ako zvysné dva. Zaujimavé je aj to, ze obrazky krajov su si navzajom
velmi podobné (okrem Kosického kraja), ¢o sa tyka modusov ale aj tvarov hustot pre
jednotlivé locusy. Uz aj v tabulke sme si mohli v8§imnut, ze modusy st pre VIV A a

THO1 medzi krajmi navzajom velmi podobné.

Tieto vlastnosti odhadnutych hustot a modusov sa daji vysvetlit vzajomnym vztahom
parametrov «; a ;. VSimnime si, ze na locusoch VWA a THO01 st odhadnuté modusy
takmer rovnaké. Dovodom st velké 5, (VIWWA) a B3 (THO1), ktoré prevéazia vplyv kraj-
skych «;. Z tohto vidime, Ze vplyv locusu na vysledny koeficient pribuznosti je velmi
podstatny, pri tychto dvoch locusoch ovela podstatnejsi ako vplyv kraja. Zaver z tohto
pozorovania je nasledujuci: podla druhého modelu mézeme hodnoty koeficientu pribuz-

nosti na locusoch VW A a THO1 povazovat za rovnaké na celom tizemi Slovenska.

Oproti tomu na locuse FGA vidime rozne modusy. Toto vieme vysvetlit tak, ze (35 je
malé cislo a krajské vplyvy a; ho prevazia. To znamena, Ze na locuse FFGA st rozne
hodnoty koeficientu pribuznosti v ramci slovenskych krajov. Na nasledujtcich obrazkoch

vidime odhadnuté aposteriérne hustoty F' v 6smich slovenskych krajoch.
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Obrdzok 3.14. Zilinsky (hore) a Trnavsky (dole) kraj
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Obrazok 3.15. Presovsky (hore) a Banskobystricky (dole) kraj
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Obrdzok 3.16. Trenciansky (hore) a Nitriansky (dole) kraj
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Obrazok 3.17. Kosicky (hore) a Bratislavsky (dole) kraj

Vsimnime si eSte aposteriérne hustoty pre Kosicky kraj. Vidime, Ze na vSetkych troch

locusoch s hustota a aj modus navzajom velmi podobné. Toto znamena velky vplyv
kraja, ¢ize velké as, ktoré prevazi vplyv locusov f3;. Aj v tabulke vidime, ze modusy

pre tri skiimané locusy st v KoSickom kraji velmi podobné.

Rovnako ako pri prvom modeli sme sa pozerali nielen na porovnanie locusov v ramci

kraja, ale aj na porovnanie krajov, ak ide o ten isty locus. To, ¢o sme zistili, znova

61



Druhy model pre F Koeficient pribuznosti

priblizne koresponduje s tabulkou modusov — pre locusy VWA a THO1 je vplyv kraja
(o) prevazeny vplyvom locusu, kym pri locuse FFGA sa kraje od seba dost lisia. Je to
sposobené malou hodnotou 3y pre locus F'G A, ktora je mensia ako jednotlivé krajské «;

(preto sa vplyv kraja vyrazne prejavil).

Vsimnime si tiez cervené krivky (Kosicky kraj), ktoré st vyrazne nalavo od ostatnych pre

.....

sposobuje koncentraciu apriérnej hustoty koeficientov pribuznosti pre tento kraj blizsie

k nule.
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Obrazok 3.18. Locus T HO1
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Obrdzok 3.19. Locusy VWA (hore) a FGA (dolu)

Analyze nepresnosti simulacného odhadu pomocou metédy bootstrap sme sa neveno-
vali, nakolko by to bolo vypoc¢tovo a ¢asovo naro¢né a vieme si predstavit, ze vysledky
by boli podobné. Spocitali sme ale vyberové disperzie nagenerovanych koeficientov pri-
buznosti vo dvojiciach locus — kraj. Vysledky st v nasledujicej tabulke a st radu 1075.
Z tohto vyplyva, ze odhady pomocou druhej metédy by mali byt presnejsie (nakolko

maji mensiu disperziu).
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Kraj / Locus VWA FGA THO1
Bratislavsky 1.418-107% | 5.113-107% | 2.916-10°¢
Banskobystricky | 1.680-107¢ | 9.963-107¢ | 4.396-10~°
Kosicky 2.321-107% | 5.694-107% | 6.351-107°
Nitriansky 96.061 - 1075 | 4.475-107¢ | 79.793 - 1076
Presovsky 1.677-107% | 7.456-107% | 0.107-107°
Trenciansky 1.951-107% | 6.029-1076 | 9.408-10~6
Trnavsky 1.642-1075 | 0.138-1076 | 7.388-1076
Zilinsky 1.208 - 1076 | 8.536- 1076 | 2.547-1076

Tabulka 3.15. Vyberova disperzia odhadu F podla druhého modelu

3.5.3 Porovnanie s prvym modelom

Pri celkovom pohlade na porovnanie druhej metdédy s tou prvou vidime dva podstatné

rozdiely, ktoré sa v tejto Casti poktsime vysvetlit.

Mensie modusy. Mohli by sme ich vysvetlit jednoducho obrdzkom 3.11, na ktorom vi-
dime, Ze uz aj apriérne rozdelenie druhého modelu je koncentrované blizsie k nule ako
[(1.5,50) z prvého modelu. Preto nie je prekvapivé, Ze ak sa vplyvom dét z(zi kopec
vyslednej aposteriornej hustoty a modus sa posunie este blizsie k nule, bude mensi ako
visledny modus z prvého modelu. Dalej, uz sme si povedali, ze dodato¢na informécia
zuzuje interval, v ktorom predpokladame pritomnost skuto¢nej hondoty F'. Nakolko
druhé simuléacia odhaduje vSetky parametre naraz, vyuziva maximalnu moznt informéa-
ciu, ktorta data vedia poskytnit. Prvy model uz zo spoésobu svojho pouzitia berie do
uvahy mensie mnozstvo informéacie. Ak teda plati ,viac informéacie znamena uzsi ko-
pec”, je aj tento fakt dovodom, preco je vysledny modus v druhom modeli mensi ako

ten v prvom.

Mensia disperziﬂ. Disperzia sa spaja s presnostou odhadu, a teda by sme mali pred-
pokladat, Zze odhad pomocou druhého modelu je presnejsi. (Analyzy o kolisani modusu
pri opakovanom spusteni simuldcie sme nerobili.) Oproti tomu, druhy model odhaduje

parametre, ktorych je menej ako pri prvom modeli a st zavislé — tento fakt hovori proti

10 Aby sme mohli porovnéavat visledky modelov z hladiska disperzie, musime skontrolovat, ¢i apriérne
hustoty pri oboch modeloch mali rovnaka disperziu. Pri prvom modeli (rozdelenie ((1.5,50)) bola
vyberova disperzia 0.0005383886, kym pri druhom modeli to bolo 0.0006410189. Vidime, ze aj ked
disperzia apriérneho rozdelenia bola trochu mensia pri druhom modeli, vdha dat ju zmenSila tak velmi,

ze vyberova disperzia vysledného odhadu bola desafkrat mensia ako v prvom modeli. Toto nas len

.....
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nazoru, ze odhad pomocou druhého modelu by mal byt presnejsi. Rozhodujuca je ale
aj miera informdcie, ktord sa z dat vyuziva a jej rozsah vieme porovnat, nakolko oba
modely vyuzivaju tie isté data, len réznym spésobom. Mame teda dva argumenty, preco
by druhy model mal mat presnejsi odhad (disperzie a informéciu) a jeden argument,
preco by presnejsi mal byt ten prvy (pocet parametrov). Priklaname sa k nazoru, zZe
prave miera vyuzitej informécie robi z druhého modelu ten presnejsi, samozrejme, ak

druhy model plati pre populécie slovenskych krajov.

Ohladom platnosti druhého modelu vieme argumentovat nasledovne. O prvom modeli
sme vedeli, ze mal 24 nezavislych parametrov (bol saturovany). O saturovanom modeli
je zname, Ze plati vzdy. Nakolko vysledné odhady a hustoty z druhého modelu sa od
prvého velmi vyrazne lisia, vedie to k podozreniu, Ze model z ¢lanku [5] v slovenskych
pomeroch pre krajské populécie asi neplati (¢o je $koda, lebo jeho vysledky boli velmi

pekne interpretovatelné).

3.6 Vplyv F na value of evidence

V tejto Casti si ukdzeme chybu, ktora vznikne pri vypocte value of evidence, ak zaned-
bame koeficient pribuznosti. Pre tento tcel si vytvorime vlastni populaciu Tudi podla
navodu v ¢lanku [5], ktorda ma koeficient pribuznosti rovny 0.01 (mézeme si ho zvolit
akykolvek). Vlastni populéciu si tvorime preto, aby sme hodnotu F' v nej presne poznali

a vedeli s niou pocitat.

7 takto vytvorenej populacie vyberieme sto jedincov s nahodnymi genotypmi a porov-
name pre ne pravdepodobnosti ndhodnej zhody (prevratené hodnoty value of evidence
v pripade klasickej nulovej hypotézy ako v (2.1)) vypocitané bez a s koeficientom pri-
buznosti. U jedinca z naSej populacie budeme skiimat genotyp pozostévajici zo Styroch
locusov, z ktorych kazdy moze obsahovat dve z 15 moznych alel. Pri generovani jedincov

budeme postupovat nasledovne (zatial pre prvy locus):

e Vygenerujeme pravdepodobnosti p;, s ktorymi sa kazdd z 15 alel nachadza na
danom locuse tak, aby mali rovhomerné rozdelenie na intervale [0, 1] a stcet 1

(pretoze su to frekvencie).

KedZe nevieme priamo vygenerovat 15 ¢isel z rovnomerného rozdelenia tak, aby mali
sticet 1, vygenerujeme na intervale [0, 1] $trnast bodov a ako frekvencie zoberieme dlzky

usekov medzi nimi.

e Zahrnieme vplyv koeficientu pribuznosti. Podla ndvodu v ¢lanku [5] pouzijeme

Dirichletovo D(ay, ..., a;5) rozdelenie, kde prvky vektora dostaneme ako «; =
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pi-apaay =1/F—1=99. Potom zo spominaného Dirichletovho rozdelenia
vygenerujeme jeden vektor — frekvencie alel p;.

e 7 rozdelenia, kde alela ¢ ma frekvenciu p; teraz vygenerujeme dve alely pre kazdého
zo sto jedincov tak, aby kazdy bol heterozygot (druht vygenerovant alelu porov-
navame s tou prvou a ak sa rovnaji, generujeme ju znova — takto postupujeme
vo v8etkych 100 pripadoch). Pripad homozygota je prili§ narocny (je tam moznost
tzv. nulovych ale]E[), preto ho neskimame.

e Rovnaky postup zopakujeme aj pre dalsie tri locusy, ¢im dostaneme sto heterozy-
gotnych genotypov pozostavajucich z 6smich alel. Pre kazdy locus teda vygeneru-
jeme najskor frekvencie p; (bez vplyvu koeficientu pribuznosti), potom frekvencie
pi (upravené o koeficient pribuznosti) a napokon s takto uréenymi frekvenciami vy-
generujeme alely pre jedincov. Z tedrie podla [5] vyplyva, ze v takto vygenerovanej
populécii sa genotypové frekvencie neriadia Hardyho — Weinbergovym ekvilibriom,

ale odrazaju nenulovy koeficient pribuznosti (u nas rovny 0.01).

Pre kazdy z tychto genotypov budeme teraz skiimat pravdepodobnost ndhodnej zhody.
Predpokladdme teda, Ze genotyp péachatela méme pevne dany (ako jeden zo sto) a
mame aj obvineného, ktorého genotyp sa s prvym zhoduje. Ak predpokladame, ze Har-
dyho — Weinbergovo ekvilibrium plati, bude pravdepodobnost nédhodnej zhody rovna
P((I,J)|(1,J)) = 2p;pj, kde p; a p; st frekvencie alel I a J na danom locuse. Ak vieme,
ze pachatel aj podozrivy pochadzaju z tej istej subpopulacie, v ktorej dokonca pozname
hodnotu koeficientu pribuznosti, vieme sa na problém pozriet aj inak a na vypocet

pouzit vzorec (3.5)).

Aby sme spravne dosadili do vzorca, staci si uvedomit, v akej sme situdcii: mame k dis-
pozicii jeden genotyp (pachatela), v ktorom sa nachiddza jedna alela I a jedna alela J,
a ideme vypocitat pravdepodobnost, Ze dalsie dve vybrané alely (genotyp obvineného)
budt I a J. Inymi slovami: doteraz sme videli dve alely (vo vzorci je ton), z ktorych

jedna (vo vzorci n;) bola I. Teda pravdepobnost, ze dalsia alela bude tiez I je

1+ (2-1)F

Podobne pravdepodobnost, ze dalsia (Stvrté) alela bude J, ak jedna z troch doterajsich

bola J je

1+(3-1F

1 Nulova alela je miesto v DNA, kde chyba gén, alebo je na jeho mieste jeho mutacia.Viac sa moze

¢itatel dozvediet napriklad na stanke en.wikipedia.org/wiki/Null_allele.
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Vsimnime si, Ze na poradi I a J nezalezi a keby sme skor pocitali s alelou J a az potom
s I, vymenili by sa v zlomkoch iba menovatele. Vyslednd pravdepodobnost nadhodne;j

zhody, ak berieme do tvahy koeficient pribuznosti, je potom

2(F + (1= F)p))(F + (1= F)p;)
(1+ F)(1 +2F) ’

P, NI, ) = (3.9)
kedZe vyskyt alel na locusoch je nezévisly (linkage ekvilibrium z[I.3). Teraz uz len zostava
porovnat, ¢o je lepsSie na odhad frekvencie genotypu[r_?t ¢ databazové frekvencie pouzit
vo vzorci (3.9), alebo ich dosadit do klasickej formuly danej Hardyho — Weinbergovym
ekvilibriom (2p;p;). Skuto¢né frekvencie alel p; a tym padom aj genotypov ovplyvnené

koeficientom pribuznosti totiz nepozname.

Pre tcel nasej ulohy (kedZe predpokladame, ze vzorka tplne koresponduje s populaciou)
odhadneme skutocné frekvencie genotypov na jednotlivych locusochE ako pomer £ /100,
kde k je pocet vyskytov daného paru alel na danom locuse v stoc¢lennej populacii. Napri-
klad ak na prvom locuse bude mat genotyp (I, J) frekvenciu 0.2, znamena to, ze 20 Tudi
z naSich 100 malo na prvom locuse dvojicu alel (I, J). Takto postupne odhadneme frek-
vencie vSetkych kombinacii alel na vSetkych styroch locusoch. Potom frekvencia celého
genotypu (pozostavajiceho zo vSetkych Styroch locusov) bude stcin frekvencii dvojic
alel na jednotlivych locusoch. Takto ziskané frekvencie nazveme pozorovanie, frekvencie
vypocitané podla budi korekcia a tie vypocitané klasicky ako 2p;p; pomenujeme
Hardy — Weinberg.

Porovnanie urobime presne ako v ¢lanku [5]. Jednotlivé (Stvorlocusové) genotypy zna-

zornime graficky ako body, ktorych z-ova stiradnica bude

] pozorovanie
0
J10 Hardy — Weinberg

a y-ova bude

] pozorovanie
0 —_ .
g0 korekcia

Samotny obrazok vyzera takto (¢iernou st dokreslené osi a ¢ervena priamka je z = y):

12Lebo poéitat pravdepodobnost ndhodnej zhody vlastne znamené poéitat frekvenciu genotypu v po-
pulacii.
13Genotypom na locuse myslime dvojicu alel, ktora sa na iiom nachadza.
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Obrdzok 3.20. Porovnanie dvoch spdsobov vypoctu value of evidence pre 100 vybranych

genotypov

Interpretacia obrazka nie je velmi zlozitd. Zac¢neme tym, Ze desiatkovy logaritmus je

.....

.....

Zaujimavejsie su ale samotné cisla, ktoré do logaritmu vstupuju. Tieto st pomermi
pravdepodobnosti nahodnej zhody. Udaj pozorovanie povazujeme za realny stav a teda
pravdepodobnost nahodnej zhody vypocitand pomocou tychto tdajov je t4 spravna.

Zhrnme si teraz vyznam jednotlivych stradnic.

1. Ak z-ova stradnica bodu je zaporna, pomer pozorovanie/Hardy — Weinberg je
mens$i ako jedna, a teda pravdepodobnost ndhodnej zhody vypoditand pomocou
Hardyho — Weinbergovho ekvilibria je vicsia ako skutoc¢na. Value of evidence je

teda mensia ako v skuto¢nosti.

ako jedna, a teda pravdepodobnost ndhodnej zhody vypocitand pomocou Hardyho
— Weinbergovho ekvilibria je mensia ako skuto¢na. Value of evidence je teda vicsia
ako v skutocnosti.

3. Ak y-ové stradnica bodu je zdpornd, pomer pozorovanie/korekcia je mensi ako
jedna, a teda pravdepodobnost ndhodnej zhody vypocitand pomocou je Vvac-

sia ako skutoc¢néa. Value of evidence je teda mensia ako v skutoc¢nosti.

.....
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a teda pravdepodobnost ndhodnej zhody vypocitand pomocou (3.9)) je mensia ako

skutocna. Value of evidence je teda viacsia ako v skutoc¢nosti.

Idealne by sme chceli, aby nas vypocet value of evidence a teda aj pravdepodobnosti
teda mat pomer rovny jednej, ¢o znamena nulovy logaritmus. Ak sa pozrieme na obrazok,
vidime, Zze body sa nenachédzaji na priamke z = 0 alebo y = 0 (aZ na par ndhodnych
genotypov). Takze ani jeden zo spdsobov vypocétu pravdepodobnosti ndhodnej zhody,

ktoré mame na vyber, nedava spolahlivo ti spravnu hodnotu.

Z obrazka ale vidno par velmi dolezitych veci. Podla polohy bodov vzhladom na priamku

vidime, ze pre kazdy vygenerovany genotyp plati

; pozorovanie - pozorovanie
) 1) _ |,
J10 Hardy — Weinberg J10 korekcia

¢ize Hardy — Weinberg < korekcia. Inymi slovami, ak pouzijeme na vypocet pravdepo-

dobnosti ndhodnej zhody databazové frekvencie, dostaneme vzdy mensiu pravdepodob-
nost ndhodnej zhody, ako ked uvazujeme koeficient pribuznosti. A mensia pravdepodob-
nost ndhodnej zhody znamend automaticky vicsiu value of evidence. Toto koresponduje
s logickou ivahou. Ak uvazujeme koeficient pribuznosti, poc¢itame so subpopuléciou, kde
maju jedinci navzajom podobné genotypy. Pravdepodobnost ndhodnej zhody v subpo-

.....

(kam patria aj jedinci mimo spominanej subpopulécie).

Dalej, v 68 pripadoch na obrazku je z-ové stradnica kladna, ¢o znamend, Ze value of
evidence vypocitana pomocou databazovych frekvencii je vicsia ako v skutoc¢nosti a ze
sud tak poskodzuje obvinenému. Naopak, pomaha mu v zvy$nych 32 pripadoch, ked
je x-ova suradnica zaporna. Pre tplnost, v 53 pripadoch je y-ova stradnica zaporna a
v 47 kladné. Z tohto ale vyplyva, ze ak pouzivame koeficient pribuznosti, pripadov, ked
obzalovanému pomoézeme alebo poskodime je odhadom priblizne rovnaky pocet. Naproti

tomu, ak F' zanedbame, vo vicSine pripadov to znamené zaujatost proti obzalovanému.

Zaver, ktory mozeme z tejto casti vyvodit je jasny: ak chceme mat spravodlivejsie sidne

procesy, je lepSie pri vyhodnocovani DNA-analyzy nezanedbévat koeficient pribuznosti.
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Z.aver

V prvej a druhej kapitole prace sme zhrnuli zakladné poznatky o analyze DNA a urcovani
value of evidence, resp. matematickych postupoch, ktoré sa pocas nej pouzivaji. Odvo-
dili sme vzorce, ktorymi mozno value of evidence vypocitat v Specidlnych pripadoch a
naznacili sme mnohé zaujimavé triky a tvahy, ktoré mozno vo vSeobecnosti pouzit pri

matematickom popisovani dedi¢nosti genetickych znakov.

Nasledne sme zaviedli koeficient pribuznosti a odhadovali sme jeho hodnoty na tzemi
Slovenska pomocou simula¢ného Metropolisovho — Hastingsovho algoritmu, pricom sme
porovnavali tieto hodnoty medzi slovenskymi krajmi a jednotlivymi locusmi. Tu sme
pouzili slovenskit DNA-databazu, ktori nam poskytlo Oddelenie bioldgie a genetickej

analyzy Kriminalistického a expertizneho tstavu Policajného zboru SR.

Pomocou metddy bootstrap na generovanie vlastnych vzoriek sme ziskali pomerne dobra
predstavu o hodnotach koeficientu pribuznosti v slovenskych krajoch. Nakolko sme boli
prvi, kto kedy na Slovensku taktto analyzu robil, nemame nase vysledky s ¢im porovnat.
Na rozdiel od v Zapadnej Eurépe a USA, kde sa bezne pouziva hodnota 3% sa na za-

klade nasej analyzy pre Slovensko priklaname ku koeficientu pribuznosti 2.5% (hodnoty

odhadu st v tabulkach a .

Prvy pouzity model, ktory odhadoval kazdy z 24 koeficientov pribuznosti pre kombinacie
locus — kraj kazdy samostatne z inej vzorky dat, sme dalej porovnali s modelom z ¢lanku
[5], kde sa zmensil po¢et odhadovanych parametrov na 11, no zvysila sa miera vyuzitia
informécie z dat. Tento model priniesol velmi pekne interpretovatelné vysledky a odhady
mali mensiu disperziu, ¢o nasvedcovalo, Ze st presnejsie. Nakolko ale prvy pouzity model
bol saturovany (takze plati vzdy) a vysledné odhady sa dost lisili od toho druhého, viedlo

to k pochybnostiam o platnosti druhého modelu v slovenskych podmienkach.

V zéavere prace sme ukazali na praktickom priklade, k akym chybam moéze déjst (a

momentélne, zial, aj dochadza) pri zanedbani koeficientu pribuznosti.

Myslime si, Ze oblast DNA-analyzy a veci s 1iou spojenych je velmi vhodné a zaujimava

pre dalsi vyskum, nakolko z matematickej stranky sa jej na tzemi Slovenska doteraz
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takmer nikto nevenoval. Z otvorenych otazok spomenme napriklad problém vyberu lo-
cusov, ktoré do DNA-analyzy zahrnat, aby bola pravdepodobnost nahodnej zhody ¢o

najmensia.

Zaujimavy je aj fakt, Ze pocas spojenia genotypu otca a matky (vzniku genotypu diefata)
moZe nastat mutacia alel, napriklad alela 9 sa moéze zmenit na 10 (vytvori sa jedno
opakovanie nukleotidov naviac) alebo naopak. V tejto praci sme s moznostou mutéacie

vObec nepocitali.
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