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Abstrakt

ROSENBERG, Tomáš, Bc., Metódy sedlového bodu na rieše-

nie úloh konvexného programovania

Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informa-

tiky, Katedra aplikovanej matematiky a štatistiky.

Vedúci diplomovej práce: doc. RNDr. Milan Hamala, CSc.

Diplomová práca, 2012.

V práci sa venujeme najmä metódam rozšírených Lagrangeových funkcií,

ktoré sú jedným z nástrojov na riešenie úloh nelineárneho programovania.

Ich podstatou je nahradiť riešenie danej úlohy postupnosťou úloh na voľnú

optimalizáciu. Okrem klasickej metódy Hestenesa, Powella a Rockafellara bolo

navrhnutých množstvo alternatívnych metód, vrátane techniky nelineárneho

škálovania. V posledných dvadsiatich rokoch boli naviac navrhnuté postupy,

ktoré v záverečnej fáze algoritmu nahradia minimalizáciu rozšírenej Lagran-

geovej funkcie riešením špeciálnej sústavy rovníc. Výsledkom je asymptoticky

vyššia rýchlosť konvergencie. Okrem študovania týchto postupov sa pokúsime

aplikovať novú metódu založenú na komplementárnych funkciách. Naším

hlavným cieľom je implementácia uvedených algoritmov a vykonanie numeric-

kých experimentov, na ktoré použijeme náhodne generované konvexné úlohy

kvadratického programovania a vybranú množinu úloh z kolekcie CUTEr.

Kľúčové slová: nelineárne programovanie, rozšírené Lagrangeove funkcie, ne-

lineárne škálovanie, primárno-duálny systém, Fischerova funkcia, numerické

experimenty.
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Abstract

ROSENBERG, Tomáš, Bc., Saddle point methods for solving

convex optimization problems

Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and

Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics.

Supervisor: doc. RNDr. Milan Hamala, CSc.

Master Thesis, 2012.

In this master thesis we study in particular the augmented Lagrangian met-

hods, which represent one of the well-known approaches to solving constrained

optimization problems. Their purpose is to replace the solving of a given

problem by sequence of unconstrained optimization subproblems. Aside to

the classic Powell-Hestenes-Rockafellar algorithm many other methods of this

kind were proposed, notably of the nonlinear-rescalling framework. Also in the

last two decades some special procedures were suggested, which replaced the

unconstrained optimization by solving particular system of equations in the

last phase of the main algorithm. This results in an asymptotically faster rate

of convergence. In addition to studying these methods, we try to apply a new

method based on complementarity-problem functions. Our major goal is to

implement aforementioned algorithms and to perform numerical experiments

on randomly generated convex quadratic programming problems and selected

problems from the CUTEr collection.

Keywords: nonlinear programming, augmented Lagrangian functions,

nonlinear-rescalling, primal-dual system, Fischer function, numerical experi-

ments.
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Úvod

Požiadavka optimalizácie je stále častejšie sa vyskytujúcim problémom v technic-

kej a vedeckej praxi. Veľký úspech lineárneho programovania v polovici minulého

storočia bol podnetom pre formuláciu a štúdium zložitejších modelov. Tento fakt

bol podporený zisteniami z praxe, kde sa ukázalo, že lineárne modely niekedy ne-

dokážu dostatočne dobre zachytiť podstatu problému a boli tak používané skôr ako

východisko z núdze. Výsledkom bol vznik nelineárneho programovania, ktoré dnes

nachádza široké praktické uplatnenie (napr. modelovanie chemických a fyzikálnych

javov, optimálny výber portfólia, úlohy plánovania a optimálneho riadenia).

Jednou zo základných metód na riešenie nelineárnych optimalizačných úloh sú

metódy rozšírených Lagrangeových funkcií, ktorých podstatou je nahradenie riešenia

zložitej optimalizačnej úlohy postupnosťou riešení jednoduchších minimalizačných

úloh s cieľom nájdenia sedlového bodu týchto funkcií. Spomínané metódy sú ná-

stupcami penalizačných metód a odstraňujú niektoré ich nedostatky zavedením vek-

tora Lagrangeových multiplikátorov. Ich vznik sa datuje do roku 1969, kedy bola

Powellom [35] a nezávisle Hestenesom [22] uverejnená prvá metóda tohto druhu

pre úlohy s ohraničeniami v tvare rovníc. Rockafellar [40] neskôr danú metódu roz-

šíril aj pre ohraničenia v tvare nerovníc a postupom času vzniklo mnoho rôznych

tvarov rozšírených Lagrangeových funkcií [4]. Veľký teoretický aj praktický záujem o

tieto metódy bol badateľný najmä v 70-tych a 80-tych rokoch 20. storočia, kde medzi

popredných autorov tejto oblasti patril najmä Bertsekas [1]. V nasledujúcich rokoch

sa pozornosť mierne vytratila a upriamila sa na metódy vnútorného bodu.

O čiastočný návrat rozšírených Lagrangeových funkcií sa postarali Polyak a Griva,

ktorí v sérii článkov [30], [32], [33], [34] rozpracovali základy tzv. primárno-duálnej

nelineárne škálovacej metódy. Tento prístup je založený na použití metódy špeciálnej

rozšírenej Lagrangeovej funkcie a modifikácii jej záverečnej výpočtovej fázy. Polyak a

Griva navrhli nahradiť minimalizáciu Lagrangeovej funkcie riešením tzv. primárno-
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duálneho systému, čoho výsledkom je väčšia rýchlosť konvergencie. Do pozornosti sa

dostáva aj alternatívna metodika, založená na transformácii KKT systému Fische-

rovou transformačnou funkciou [14].

Cieľom práce je oboznámiť sa s metódami sedlového bodu a ich algoritmickou

realizáciou, implementovať tieto algoritmy a vykonať numerický experiment s cieľom

ich vzájomného porovnania. Tieto ciele sú realizované v štyroch hlavných kapitolách.

V prvej kapitole uvádzame základné poznatky z teórie nelineárneho programova-

nia.

V druhej kapitole sa venujeme teoretickému rozboru metód rozšírených Lagran-

geových funkcií. Spomíname Powellovu-Hestenesovu metódu, z ktorej postupne od-

vodíme Rockafellarovu metódu a takisto uvedieme všeobecné triedy rozšírených La-

grangeových funkcií.

V tretej kapitole nadviažeme na výsledky druhej kapitoly a uvedieme primárno-

duálnu nelineárne škálovaciu metódu Polyaka a Grivu a takisto Fischerovu metódu.

Štvrtú kapitolu venujeme numerickým experimentom. Spomenieme schematické

implementácie testovaných algoritmov, spôsob generovania náhodných úloh konvex-

ného bikvadratického programovania. Numerické testy vykonáme na spomínaných

náhodne generovaných úlohách a takisto na vybraných úlohách zo štandardného tes-

tovanieho balíka CUTEr.

Nasleduje zoznam použitej literatúry, výsledky experimentov na CUTEr príkla-

doch a časť zdrojového kódu pre prostredie MATLAB. Úplný zdrojový kód je obsia-

hnutý na priloženom médiu.
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Zoznam hlavných symbolov

A, C, D matice

I, In jednotková matica (dimenzie n× n)

x,x,y, z,u, v, ξ,μ vektory (stĺpcové)

AT,xT transponovaná matica k matici A, transponovaný

vektor k vektoru x (výsledkom je riadkový vektor)

xTy skalárny súčin vektorov x,y

y ≥ 0 vektor, ktorého všetky zložky sú väčšie alebo rovné

nule

S, M, X, Y množiny

R množina reálnych čísel

Rn,R
+
n ,R

++
n n-rozmerný Euklidovský priestor, jeho nezáporný,

resp. kladný ortant

f(x) reálna funkcia n-premenných x = (x1, . . . ,xn)T

∇f(x) gradient funkcie f(x), t.j. stĺpcový vektor, ktorého

zložky sú prvé parciálne derivácie funkcie f(x), čiže(∇f(x))
i
= ∂f(x)

∂xi

∇2f(x) Hessova matica funkcie f(x), t.j. matica druhých

parciálnych derivácií,
(∇2f(x))

ij
= ∂2f(x)

∂xi∂xj

F (x) =
(
f1(x), . . . , fm(x)

)T
vektorová funkcia premennej x, F : X → Rm

∇F (x) Jakobiho matica funkcie F (x), t.j. matica, ktorej

riadkami sú gradienty funkcií fi(x), pre i-ty riadok

∇F (x) platí (∇F (x))
i
= ∇fi(x)T

L(x,u, v),L(x,y, z) označenie pre klasickú, resp. rozšírenú Lagrangeovu

funkciu

‖x‖ norma vektora x, najčastejšie ‖x‖2 =
√
xTx

diag(x) diagonálna matica, ktorej diagonálu tvoria prvky

vektora x

rank(A) hodnosť matice A, t.j. počet jej lineárne nezávislých

riadkov (stĺpcov)

(PR), (PNR), . . . označenia úloh matematického programovania

3



Kapitola 1

Úvod do matematického

programovania

Pod ľubovolným problémom optimalizácie rozumieme výber „najlepšieho
 riešenia

spomedzi všetkých dostupných riešení. Na určenie kvality týchto riešení používame

účelovú funkciu, ktorú v závislosti od filozofie a podstaty problému minimalizujeme

alebo maximalizujeme. Takýto problém môžeme zapísať ako

minimalizovať f(x)

za podmienok x ∈ M,
(1.1)

kde f : X −→ R je už spomínaná účelová funkcia, a množinu M ⊂ X nazývame

množinou prípustných riešení. Keďže maximalizácia funkcie f je ekvivalentná mi-

nimalizácii −f , na základe konvencie sa preto obmedzíme na úlohy formulované v
uvedenom tvare. Vektor x̂ nazveme lokálnym minimom (lokálnym riešením) úlohy

(1.1), ak existuje δ > 0 také, že

f(x̂) ≤ f(x) ∀x ∈ M, ‖x̂− x‖ < δ, (1.2)

ostrým lokálnym minimom (ostrým lokálnym riešením), ak v (1.2) platí ostrá nerov-

nosť, a nakoniec globálnym minimom (globálnym riešením), ak

f(x̂) ≤ f(x) ∀x ∈ M.

V prípade, že M = R
n, dostávame úlohu voľnej minimalizácie. Naším záujmom je

však zaoberať sa problémami, kde M ⊂ Rn.

V celej práci budeme predpokladať nasledovné:
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Predpoklad 1.1. Množina optimálnych riešení

M̂ =
{
x̂ | f(x̂) ≤ f(x), ∀x ∈ M

}
je neprázdna a ohraničená.

Z matematického hľadiska je zaujímavé popísať M ako množinu všetkých bodov

x ∈ X, ktoré spĺňajú nejakú sústavu rovníc a nerovníc, čiže

M =

⎧⎨⎩x ∈ X

∣∣∣∣∣ gi(x) ≥ 0, i = 1, . . . , m

hj(x) = 0, j = 1, . . . , p

⎫⎬⎭ ,

pričom ohraničenia gi, hj sú reálne funkcie, gi : X −→ R (i = 1, . . . , m), hj : X −→ R

(i = 1, . . . , p), a naviac o týchto funkciách, a takisto o funkcii f predpokladáme, že sú

spojito diferencovateľné. Kvôli zjednodušeniu zápisov a úvah predpokladajme, že X =

R
n. Dostávame sa tak ku klasickej formulácii úlohy matematického programovania.

V ďalšom texte sa budeme venovať variáciám tejto úlohy a sformulujeme nie-

ktoré základné tvrdenia o ich optimálnom riešení. Začneme úlohou, ktorej množina

prípustných riešení M je tvorená iba rovnicami (t.j. m = 0), a na základe výsledkov

odvodených pre túto úlohu vyslovíme ich ekvivalenty aj pre úlohu s ohraničeniami v

tvare nerovníc (p = 0).

1.1 Úloha s ohraničeniami v tvare rovníc

Uvažujme úlohu matematického programovania v tvare

minimalizovať f(x)

za podmienok hj(x) = 0, j = 1, . . . , p.
(PR)

Nech f : Rn −→ R, hj : Rn −→ R (j = 1, . . . , p), a takisto f ∈ C1, hj ∈ C1 pre
všetky j. Pre zjednodušenie niektorých zápisov označme

h(x) =
(
h1(x), . . . , hp(x)

)T
,

potom h : Rn −→ Rp, a predpokladajme, že p ≤ n. Pripomeňme, že symbolom

∇h(x) označujeme Jakobiho maticu funkcie h.
Množina prípustných riešení M úlohy (PR) má tvar

M =
{
x | h(x) = 0}.
5



Pred vyslovením základného tvrdenia (Lagrange, 1760) o nutných podmienkach

optimálneho riešenia úlohy (PR) uvedieme definíciu regulárneho bodu, ktorú budeme
potrebovať pri jej vyslovení.

Definícia 1.1. Bod x̂ ∈ M nazývame regulárnym, ak sú gradienty ohraničení

∇h1(x̂), . . . , ∇hp(x̂) lineárne nezávislé, t. j.

rank
(∇h(x̂)) = p.

Teraz môžeme pristúpiť k vysloveniu tvrdenia.

Veta 1.1. Nech x̂ je lokálnym riešením úlohy (PR) a takisto regulárnym bo-
dom. Potom existuje (jednoznačne určený) vektor Lagrangeových multiplikátorov

v̂ = (v̂1, . . . , v̂p)T taký, že platí

∇f(x̂) +
p∑

j=1

v̂j∇hj(x̂) = 0, (1.3)

h(x̂) = 0. (1.4)

Ak naviac f ∈ C2, h ∈ C2, potom platí

ωT

[
∇2f(x̂) +

p∑
j=1

v̂j∇2hj(x̂)
]
ω ≥ 0 (1.5)

pre všetky ω také, že ∇h(x̂)ω = 0.

Dôkaz: Je možné nájsť v [3], str. 281-283, prípadne [24], str. 327. �

Sústavu n+ p rovníc (1.3), (1.4) zvyčajne zapisujeme pomocou klasickej Lagran-

geovej funkcie, ktorú definujeme predpisom

L(x, v) = f(x) +
p∑

j=1

vjhj(x) = f(x) + h(x)
Tv, (1.6)

kde L : Rn × Rp −→ R. Potom pre nutné podmienky prvého rádu (1.3), (1.4)

dostávame

∇xL(x̂, v̂) = 0,

∇vL(x̂, v̂) = 0,

6



čiže bod (x̂, v̂) je kritickým bodom Lagrangeovej funkcie na Rn × Rp.

Ukazuje sa, že tvrdenia (1.3) - (1.5) vety 1.1 môžeme využiť pri formulácii posta-

čujúcich podmienok pre x̂ takto: ak x̂ a v̂ spĺňajú sústavu (1.3), (1.4) a v podmienke

(1.5) platí pre všetky ω �= 0 ostrá nerovnosť, potom x̂ je ostrým (lokálnym) opti-

málnym riešením úlohy (PR). Navyše nie je nutné predpokladať regularitu bodu
x̂.

Dôležitou vlastnosťou bodu (x̂, v̂) vo vzťahu k Lagrangeovej funkcii (1.6) je jeho

sedlovosť, ako vyplýva z nasledujúcej vety (predpoklad f ∈ C1, h ∈ C1 nie je po-
trebný).

Veta 1.2. Nech bod (x̂, v̂) ∈ R
n × R

p spĺňa

L(x̂, v) ≤ L(x̂, v̂) ≤ L(x, v̂) ∀x ∈ R
n, ∀v ∈ R

p, (1.7)

čiže je sedlovým bodom Lagrangeovej funkcie (1.6). Potom x̂ je optimálnym riešením

úlohy (PR).

Dôkaz: Dá sa dokázať analogicky ako Tvrdenie 1 v [41]. �

Uvedené výsledky použijeme na odvodenie nutných a postačujúcich podmienok

pre úlohu s ohraničením v tvare nerovností.

1.2 Úloha s ohraničeniami v tvare nerovníc

Na tomto mieste sa budeme zaoberať úlohou

minimalizovať f(x)

za podmienok gi(x) ≥ 0, i = 1, . . . , m.
(PNR)

Analogicky ako v časti 1.1 predpokladajme f : Rn −→ R, gi : Rn −→ R (i =

1, . . . , m), f ∈ C1, gi ∈ C1 pre všetky i, a takisto zaveďme označenie

g(x) =
(
g1(x), . . . , gm(x)

)T
,

čiže g : Rn −→ Rm. Množina prípustných riešení úlohy (PNR) nadobúda tvar

M =
{
x | g(x) ≥ 0}.
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Pre potreby ďalšej analýzy zaveďme pre x ∈ M označenie

IA(x) = {i | gi(x) = 0} (1.8)

pre množinu indexov aktívnych ohraničení v bode x, a takisto definujme regulárny

bod.

Definícia 1.2. Bod x̂ ∈ M nazývame regulárnym, ak sú gradienty aktívnych ohra-

ničení ∇gi(x̂), ∀i ∈ IA(x̂) lineárne nezávislé.

Označme q = |IA(x̂)| počet aktívnych ohraničení v x̂ a podobne ako v časti 1.1

predpokladajme q ≤ n. Pre odvodenie nasledujúcich tvrdení najskôr pretransformu-

jeme úlohu (PNR) zavedením doplnkových premenných ξi, i = 1, . . . , m na úlohu

(PR) a použijeme vetu 1.1 na túto transformovanú úlohu. Výsledkom budú tzv.
Karush-Kuhn-Tuckerove (KKT) podmienky (pre detaily tohto postupu viď [3], str.

312 - 313).

Definujme transformovaný problém

minimalizovať f(x)

za podmienok ξ2i − gi(x) = 0, i = 1, . . . , m.
(1.9)

Nech x̂ je lokálnym riešením úlohy (PNR) a takisto nech je regulárnym bodom
(podľa def. 1.2), potom bod (x̂, ξ̂) = (x̂,

√
g1(x̂), . . . ,

√
gm(x̂)) je lokálnym riešením

úlohy (1.9) a takisto je regulárnym bodom tejto úlohy (def. 1.1), čo ľahko ukážeme.

Ak označíme ri(x, ξ) = ξ2i − gi(x), i = 1, . . . , m a použijeme pomocné označenie

r(x, ξ) =
(
r1(x, ξ), . . . , rm(x, ξ)

)T
, potom matica

∇r(x̂, ξ̂) =

⎡⎢⎢⎣
−∇g1(x̂)T 2ξ̂1 · · · 0

...
...
. . .

...

−∇gm(x̂)T 0 · · · 2ξ̂m

⎤⎥⎥⎦
má hodnosťm. Aplikujme teda nutné podmienky prvého rádu vety 1.1 na úlohu (1.9),

podľa ktorých existuje (jednoznačne určený) vektor Lagrangeových multiplikátorov

û = (û1, . . . , ûm)T taký, že platí

∇f(x̂) +
m∑
i=1

ûi∇ri(x̂) = 0,

ξ̂i =
√
gi(x̂), i = 1, . . . , m,
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čo je ekvivalentné s

∇f(x̂)−
m∑
i=1

ûi∇gi(x̂) = 0, (1.10)

2ûi

√
gi(x̂) = 0, i = 1, . . . , m. (1.11)

Z (1.11) máme ûi = 0 pre i �∈ IA(x), čo môžeme zapísať ako

ûigi(x̂) = 0, i = 1, . . . , m. (1.12)

Ak naviac predpokladáme f ∈ C2, g ∈ C2, potom aplikovaním podmienky druhého
rádu (1.5) vety 1.1 máme

[
ωT λT

] [∇2xxL(x̂, û) 0

0 2 diag(û)

][
ω

λ

]
≥ 0 (1.13)

pre všetky (ω,λ) ∈ Rn+m spĺňajúce

2ξ̂iλi −∇gi(x̂)Tω = 0, i = 1, . . . , m. (1.14)

pričom sme označili

L(x,u) = f(x)−
m∑
i=1

uigi(x), L : Rn × R
m
+ −→ R. (1.15)

Ak zvolíme λi = 0 pre i ∈ IA(x̂) a využitím (1.12) a (1.13) dostaneme

ωT∇xxL(x̂, û)ω ≥ 0

pre ω spĺňajúce ∇gi(x̂)Tω = 0 pre i ∈ IA(x̂). Ďalej môžeme pre každé i ∈ IA(x̂) vo

vzťahu (1.13) zvoliť ω = 0,λi �= 0 a λj = 0 pre i �= j a dostaneme

ûi ≥ 0, i ∈ IA(x̂). (1.16)

Týmto názorným postupom sme dostali sústavu podmienok (1.10), (1.12) a

(1.16), ktoré spolu s podmienkou prípustnosti g(x̂) ≥ 0 tvoria nutné podmienky pr-
vého rádu pre úlohu (PNR) (spomínané Karush-Kuhn-Tuckerove podmienky). Mu-
seli sme však dodatočne predpokladať, že f ∈ C2, g ∈ C2. Karush-Kuhn-Tuckerove
podmienky však platia aj bez tohto predpokladu, čo nám umožnuje sformulovať

nasledujúcu vetu.
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Veta 1.3. Nech x̂ je lokálnym riešením úlohy (PNR) a takisto regulárnym bo-
dom. Potom existuje (jednoznačne určený) vektor Lagrangeových multiplikátorov

û = (û1, . . . , ûm)T taký, že platí

∇f(x̂)−
m∑
i=1

ûi∇gi(x̂) = 0, (1.17)

g(x̂) ≥ 0, (1.18)

ûTg(x̂) = 0, (1.19)

û ≥ 0. (1.20)

Ak naviac f ∈ C2, g ∈ C2, potom platí

ωT

[
∇2f(x̂)−

m∑
i=1

ûi∇2gi(x̂)
]
ω ≥ 0 (1.21)

pre všetky ω také, že ∇gi(x̂)Tω = 0 pre i ∈ IA(x̂).

Dôkaz: Priamy dôkaz bez transformácie na úlohu (PR) a bez nutnosti
predpokladu f ∈ C2, g ∈ C2 pre odvodenie vzťahov (1.17) - (1.20) je možné nájsť v
[24], str. 342-343. �

Keďže platí û ≥ 0 a g(x̂) ≥ 0, potom (1.19) je ekvivalentné s

ûigi(x̂) = 0, i = 1, . . . , m. (1.22)

Tento výraz nazývame podmienkou komplementarity, keďže z neho vyplýva, že aspoň

jeden z výrazov ûi, gi(x̂) je nulový. Ak je nulový práve jeden, čiže ak

ûi > 0 pre i ∈ IA(x̂), (1.23)

hovoríme, že platí podmienka ostrej komplementarity.

Podobne ako v časti 1.1 môžeme formulovať postačujúce podmienky takto: Nech

bod (x̂, û) spĺňa (1.17) - (1.20), v podmienke (1.21) platí pre všetky ω �= 0 ostrá
nerovnosť a naviac je splnená podmienka ostrej komplementarity. Potom x̂ je ostrým

(lokálnym) optimálnym riešením úlohy (PNR).
Rovnako platí, že sedlovosť bodu (x̂, û) implikuje optimalitu x̂.
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Veta 1.4. Nech bod (x̂, û) ∈ Rn × Rm
+ spĺňa

L(x̂,u) ≤ L(x̂, û) ≤ L(x, û) ∀x ∈ R
n, ∀u ∈ R

m
+ , (1.24)

čiže je sedlovým bodom Lagrangeovej funkcie (1.15). Potom x̂ je riešením úlohy

(PNR).

Dôkaz: Veta je prvým tvrdením v [41]. �

Je nutné poznamenať, že pre všeobecné funkcie f, g a h nevieme dokázať viac

než len lokálnu platnosť uvedených viet (okrem viet o sedlových bodoch). K dokáza-

niu globálnej platnosti je potrebné, aby bola v istom zmysle „pekná
 nielen účelová

funkcia, ale aj množina prípustných riešení M. Tieto neurčité požiadavky je možné

splniť napríklad predpokladaním konvexnosti účelovej funkcie a množiny M. Dosta-

neme tak formuláciu úlohy konvexného programovania.

1.3 Úloha konvexného programovania a teória du-

ality

Úlohou konvexného programovania je minimalizácia konvexnej funkcie na konvexnej

množine. Uveďme najprv niektoré poznatky z konvexnej analýzy. Výborným zdrojom

z tejto oblasti je publikácia [38].

Množinu C nazývame konvexnou, ak C obsahuje celú priamku spájajúcu ľubovolné
dva body, ktoré v nej ležia, alebo inak

αx+ (1− α)y ∈ C, ∀x,y ∈ C,x �= y, α ∈ (0, 1). (1.25)

Množina, ktorá vznikne prienikom ľubovolného počtu konvexných množín, je kon-

vexná.

Vektorový súčet

α1x1 + · · ·+ αkxk

nazývame konvexnou kombináciou vektorov x1, . . . ,xk, ak platí α1 + · · ·+ αk = 1 a

αi ≥ 0 (i = 1, . . . , k). Potom množina C je konvexná práve vtedy, ak obsahuje všetky
konvexné kombinácie svojich prvkov.
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Funkciu f : S −→ R, S ⊆ Rn nazveme konvexnou, ak jej epigraf

epi f =
{
(x, μ) | x ∈ S, μ ∈ R, f(x) ≤ μ

}
je konvexná množina ako podmnožina Rn+1. Takisto platí

f
(
αx+ (1− α)y

) ≤ αf(x) + (1− α)f(y), ∀x,y ∈ S, α ∈ (0, 1), (1.26)

čiže úsečka spájajúca ľubovolné dva body funkcie f leží nad jej grafom. Pre f ∈ C1
platí

f(x) ≥ f(y) +∇f(y)T(x− y), ∀x,y ∈ S. (1.27)

Graf funkcie f teda leží nad jej ľubovolnou dotykovou nadrovinou.

Pre rýdzokonvexnú funkciu platia vzťahy (1.26) a (1.27) s ostrými nerovnosťami.

Dodajme ešte, že funkciu f nazývame konkávnou, ak −f je konvexná.
Ak f je konvexná, potom jej Hessova matica je kladne semidefinitná, Hessián

rýdzokonvexnej funkcie je kladne definitný.

Do nasledujúcej vety zaradíme dva dôležité poznatky o konvexných funkciách.

Veta 1.5. Platí:

(a) Nezáporná kombinácia konvexných funkcií je konvexnou funkciou.

(b) Nech f : Rn −→ R je konvexná funkcia a C je konvexná množina. Potom
lokálne minimum funkcie f na množine C je tiež globálnym minimom. Ak je f
rýdzokonvexná, potom existuje najviac jedno globálne minimum f na C.

Dôkaz: Tvrdenie (a) možno nájsť v [20], str. 78, časť (b) nájdeme napríklad

v [2], str. 87. �

1.3.1 Postačujúce podmienky optimality

Teraz už môžeme sformulovať úlohu konvexného programovania

minimalizovať f(x)

za podmienok gi(x) ≥ 0, i = 1, . . . , m,
(PNRC)

kde predpokladáme f : Rn −→ R, gi : Rn −→ R (i = 1, . . . , m), f je konvexná a gi

sú konkávne funkcie. Na základe vety 1.5 môžeme očakávať, že obdobné tvrdenia o
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optimálnom riešení z časti 1.2 budú pre úlohu (PNRC) platiť v globálnom meradle.

Skutočne, Karush-Kuhn-Tuckerove podmienky budú postačujúcou podmienkou pre

optimálne riešenie, ako vyplýva z nasledujúceho tvrdenia.

Veta 1.6. Majme úlohu konvexného programovania (PNRC) a predpokladajme, že

f ∈ C1, g ∈ C1. Nech bod (x̂, û) ∈ Rn × Rm
+ spĺňa

∇f(x̂)−
m∑
i=1

ûi∇gi(x̂) = 0, (1.28)

g(x̂) ≥ 0, (1.29)

ûTg(x̂) = 0, (1.30)

û ≥ 0. (1.31)

Potom x̂ je (globálnym) optimálnym riešením.

Dôkaz: Nájdeme v [21]. �

Vidíme, že regularita bodu x̂ nie je potrebná a takisto je automaticky splnená

podmienka druhého rádu (1.21) analogickej vety 1.3, keďže Lagrangeova funkcia

L(x,u) = f(x)−
m∑
i=1

uigi(x), L : Rn × R
m
+ −→ R, (1.32)

je konvexná (podľa vety 1.5, tvrdenie (a)). Niektoré ďalšie tvrdenia týkajúce sa úlohy

konvexného programovania uvedieme v súvislosti s jej duálnou úlohou.

1.3.2 Duálna úloha a teória duality

V tejto časti spomenieme niekoľko výsledkov a tvrdení teórie duality, ktorá skúma

vlastnosti tzv. duálnej úlohy. Túto úlohu možno chápať ako „doplnkovú
 úlohu k

úlohe (PNRC) v premennej u, pričom vzájomný vzťah týchto úloh je daný bodom

(x̂, û). Takýto pohľad na problematiku umožnuje nazerať na vektor multiplikátorov

u ako na rovnocennú veličinu s primárnym vektorom x (pre podrobnosti pozri [2],

kap. 5).

Budeme sa venovať konvexnej úlohe

minimalizovať f(x)

za podmienok gi(x) ≥ 0, i = 1, . . . , m,
(PNRC)
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no niektoré vlastnosti duality je možné rozšíriť aj na všeobecnú úlohu (PNR), prí-
padne (PR). Pre zjednoušenie niektorých zápisov označme

M =
{
x | gi(x) ≥ 0, i = 1, . . . , m

}
množinu prípustných riešení úlohy (PNRC). Predpokladajme naviac, že f(x̂) > −∞.
Úlohu (PNRC) nazveme v kontexte duality primárnou a označíme

f̂ = min
x∈M

f(x)

jej optimálnu hodnotu. Vďaka nej môžeme uviesť alternatívnu definíciu optimálneho

vektora Lagrangeových multiplikátorov.

Definícia 1.3 (Lagrangeov multiplikátor). Vektor û nazveme optimálnym vektorom

Lagrangeových multiplikátorov pre primárnu úlohu (PNRC), ak û ≥ 0 a

f̂ = min
x∈Rn

L(x, û).

Definujme duálnu funkciu d predpisom

d(u) = min
x∈Rn

L(x,u) (1.33)

a priraďme k nej duálnu úlohu

maximalizovať d(u)

za podmienok u ≥ 0. (DNRC)

Z definície funkcie d vyplýva, že je konkávna, a označme

d̂ = max
u≥0

d(u)

jej optimálnu hodnotu. Vzťah úloh (PNRC) a (DNRC) popíšeme pomocou slabej

vety o dualite.

Veta 1.7 (Slabá veta o dualite). Platí

d̂ ≤ f̂ .

Ak d̂ = f̂ , hovoríme, že platí silná dualita, a ak d̂ < f̂ , hovoríme o výskyte

duálnej medzery. Existencia optimálneho vektora Lagrangeových multiplikátorov z

definície 1.3 implikuje platnosť silnej duality, a v tomto prípade takisto platí, že û je
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optimálnym vektorom Lagrangeových multiplikátorov pre (PNRC) práve vtedy, ak

je optimálnym riešením úlohy (DNRC).

Ak existuje duálna medzera, potom je množina optimálnych vektorov Lagrange-

ových multiplikátorov prázdna. Za určitých doplňujúcich predpokladov (napr. exis-

tencia vnútorného bodu, t.j. ∃x̄ : g(x̄) > 0 ∀i) platí silná dualita pre úlohy (PNRC)

a (DNRC). Potom namiesto riešenia jednej z nich môžeme exvivalentne riešiť druhú,

napríklad s cieľom využiť jej výhodnejšiu štruktúru (napríkald lineárne a kvadratické

programovanie). Moderným prístupom je riešiť oba problémy „súčasne
, na základe

čoho ich potom nazývame primárno-duálnymi metódami.

Na záver ešte uvedieme dve vety.

Veta 1.8. Vektor x̂ ∈ R
n je optimálnym riešením úlohy (PNRC) a û ∈ Rm

+ je

optimálnym riešením úlohy (DNRC) vtedy a len vtedy, ak (x̂, û) je sedlovým bodom

Lagrangeovej funkcie

L(x̂,u) ≤ L(x̂, û) ≤ L(x, û), ∀x ∈ R
n, ∀u ∈ R

m
+ .

Záverečná veta predstavuje postačujúce podmienky pre všeobecnú úlohu (PNR)
cez globálne minimum Lagrangeovej funkcie L(·, û).

Veta 1.9. Nech û je optimálny vektor Lagrangeových multiplikátorov. Potom x̂ je

globálnym riešením primárnej úlohy (PNR) vtedy a len vtedy, ak x̂ ∈ M a

x̂ = arg min
x∈Rn

L(x, û), ûTg(x̂) = 0.

Sedlový bod Lagrangeovej funkcie je kľúčovým objektom pri hľadaní optimálneho

riešenia úlohy (PNR), prípadne (PNRC). Algoritmické využitie klasickej Lagran-

geovej funkcie však nie je postačujúce. Jedným z možných spôsobov je použitie tzv.

rozšírených Lagrangeových funkcií, ktorých hlavné myšlienky si predstavíme v nasle-

dujúcej časti.
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Kapitola 2

Metódy rozšírených

Lagrangeových funkcií

V predchádzajúcej kapitole sme vyjadrili vo vete 1.3 pomocou klasickej Lagrangeovej

funkcie nutné a v prípade konvexnej úlohy aj postačujúce podmienky pre optimálne

riešenie úlohy (PNR), ktoré sú realizované sústavou rovníc a nerovníc (1.17) - (1.20).
Každá dvojica vektorov (x̂, û), ktorá rieši tento systém, predstavuje kandidátov na

(lokálne) optimálne riešenie. Snaha o algoritmické hľadanie takejto dvojice pomocou

sedlového bodu klasickej Lagrangeovej funkcie má niekoľko nedostatkov. V tejto časti

sa preto budeme zaoberať skupinou metód, ktorých hlavným nástrojom je rozšírená

Lagrangeova funkcia.

Hlavnou ideou metód rozšírených Lagrangeových funkcií je aproximovať pôvodnú

úlohu (PNR) sekvenciou subproblémov, ktorých riešenie je výrazne jednoduchšie.
Riešením uvedených subproblémov budeme generovať postupnosť bodov {xk}, {uk},
ktoré budú stále lepšími aproximáciami optimálneho riešenia. Hoci táto schéma vy-

tvára nekonečnú postupnosť aproximácií, z praktického hľadiska ju však stačí ukončiť,

ak sme dostatočne spokojní s kvalitou aproximácie.

Koncepcia metód rozšírených Lagrangeových funkcií je veľmi podobná klasickým

penalizačným metódam z 50. a 60. rokov minulého storočia. V týchto metódach za-

nedbáme niektoré alebo všetky ohraničenia a k hodnote účelovej funkcie pripočítame

penalizačný člen, ktorý priradí vysokú hodnotu všetkým neprípustným vektorom x.

K penalizačnému členu je priradený parameter rk, ktorý kontroluje veľkosť penalizá-

cie. Cieľom je potom generovať postupnosť {rk} → ∞, ktorá zaručí, že {xk} → x̂,
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kde xk určíme ako minimum príslušnej penalizovanej funkcie. Avšak práve požia-

davka {rk} → ∞, ktorá spôsobuje výrazné zhoršenie podmienenosti problému a tak-
tiež pomerne pomalá konvergencia sú hlavnými nedostatkami penalizačných metód.

Tieto fakty boli jedným z dôvodov, ktoré podnietili vznik prvých metód rozšírených

Lagrangeových funkcií, ktoré tieto negatíva do značnej miery eliminujú.

Predtým, ako sa dostaneme k bližšej analýze niektorých metód z triedy rozšíre-

ných Lagrangeových funkcií, uvedieme pomerne všeobecnú vetu o sedlovom bode.

Veta 2.1 (Roode). Majme všeobecnú úlohu matematického programovania

minimalizovať f(x)

za podmienok x ∈ M
(2.1)

kde M ⊂ X ⊆ R
n a f : X −→ R. Nech Y ⊆ R

m a Γ : X × Y −→ R má nasledovné

vlastnosti:

(A1) ∀μ ∈ Y, ∀x ∈ M : Γ(x,μ)≤ 0
(A2) ∃μ̄ ∈ Y, ∀x ∈ M : Γ(x, μ̄)= 0

(A3) ∀x �∈ M : supμ∈Y Γ(x,μ)=∞
Nech (x̂, μ̂) ∈ X× Y je sedlovým bodom rozšírenej Lagrangeovej funkcie

L(x,μ) = f(x) + Γ(x,μ), (2.2)

L : X× Y −→ R v zmysle

L(x̂,μ) ≤ L(x̂, μ̂) ≤ L(x, μ̂), ∀x ∈ X, ∀μ ∈ Y. (2.3)

Potom x̂ je (lokálnym) optimálnym riešením úlohy (2.1).

Dôkaz: Je možné nájsť v [21]. �

Analógia s vetami o sedlovom bode z predošlých častí teda platí aj pre rozšírené

Lagrangeove funkcie definované vzťahom (2.2), pričom ich penalizačná funkcia Γ

musí spĺňať podmienky (A1)-(A3), ktoré budeme nazývať Roodeho axiómy.

Prvú metódu z triedy rozšírených Lagrangeových funkcií rozpracovali Hestenes

[22] a nezávisle Powell [35] pre úlohu (PR). Práve tejto metóde, v literatúre niekedy
označovanej ako klasická metóda multiplikátorov [1], venujeme nasledujúcu časť.
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2.1 Metóda Hestenesa a Powella pre úlohu s ohra-

ničeniami v tvare rovníc

V tejto časti budeme uvažovať úlohu v tvare

minimalizovať f(x)

za podmienok h(x) = 0
(PR)

kde f : R
n −→ R, h : R

n −→ R
p, f, h ∈ C2 sú dané funkcie, h(x) =(

h1(x), . . . , hp(x)
)T
. Na tomto mieste zatiaľ nebudeme požadovať konvexnosť úlohy

(PR) a stručný prehľad metódy multiplikátorov urobíme vo všeobecnosti aj pre ne-
konvexné úlohy. Spomenieme však výhody a teoretické zjednodušenia, ktoré prináša

konvexná úloha (v tomto prípade je potrebné, aby f bola konvexná a všetky funkcie

hj afinné).

Predpokladajme, že optimálne riešenie x̂ úlohy (PR) spĺňa nasledujúci predpo-
klad.

Predpoklad 2.1. Vektor x̂ je ostrým lokálnym minimom a regulárnym bodom úlohy

(PR), pričom platí
ωTL(x̂, v̂)ω > 0

pre všetky ω �= 0 spĺňajúce ∇h(x̂)ω = 0

Tento predpoklad zabezpečuje ostrú lokálnu konvexnosť klasickej Lagrangeovej

funkcie (1.6) na vybranom podpriestore. Definujme rozšírenú Lagrangeovu funkciu

pre úlohu (PR) ako

LPH(x, z) = f(x) +
p∑

i=1

[
zihi(x) +

r

2
h2i (x)

]
= f(x) + h(x)Tz +

r

2
h(x)Th(x),

(2.4)

kde r je kladný penalizačný parameter a z označuje vektor zovšeobecnených Lagran-

geových multiplikátorov. V súlade s vetou 2.1 máme Γ(x, z) = h(x)Tz+ r
2h(x)

Th(x),

X = R
n,Y = R

p a M =
{
x | h(x) = 0}, z čoho možno jednoducho overiť platnosť

Roodeho axióm.

Funkcia (2.4) predstavuje určité rozšírenie klasickej Lagrangeovej funkcie, keďže

LPH(x, z) = L(x, z) + r

2
h(x)Th(x).
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Takisto je zrejmá podobnosť s pôvodnou penalizačnou funkciou, ktorá zodpovedá

LPH(x, 0). Ďalej si všimnime, že platí

∇xLPH(x,μ) = ∇xL(x, μ̄), pre μ̄ = μ+ rh(x),

a keďže pre optimálne riešenie x̂ platí h(x̂) = 0, máme ∇xLPH(x̂, ẑ) = ∇xL(x̂, v̂) =

0, z čoho nakoniec dostávame, že ẑ = v̂. Vektory multiplikátorov v a z sa v opti-

málnom bode rovnajú.

Formálny popis jedného kroku klasického algoritmu Powell-Hestenesa je možné

sformulovať takto:

Algoritmus (Powell-Hestenes). Nech je daný Lagrangeov multiplikátor zk a penali-

začný parameter rk. Vektor xk získame minimalizáciou funkcie LPH(·, zk) na pries-

tore Rn. Potom položíme

zk+1 = zk + rkh(xk), (2.5)

zvolíme nový penalizačný parameter rk+1 ≥ rk a proces zopakujeme.

Počiatočný vektor z0 môže byť ľubovoľný a postupnosť rk môže byť zvolená a

priori, alebo na základe rýchlosti konvergencie podľa nejakého pravidla.

Je samozrejmé sa pýtať, či je algoritmus Powell-Hestenesa dobre definovaný, pri-

čom otázkou môže byť najmä existencia minima funkcie LPH(·, zk), prípadne ako sa

mení vzdialenosť týchto miním od bodu x̂ v závislosti od hodnoty multiplikátora z

a parametra r. Keďže máme

∇xLPH(x̂, ẑ) = ∇f(x̂) +∇h(x̂)T[ẑ + rh(ẑ)] = 0, (2.6)

∇2xxLPH(x̂, ẑ) = ∇2xxL(x̂, ẑ) + r∇h(x̂)T∇h(x̂), (2.7)

potom sa dá ukazať (napr. pomocou Lemmy 3.2.1 z [3]), že

∇2xxLPH(x̂, ẑ) > 0 ∀r ≥ r̄, (2.8)

kde r̄ je kritická hodnota penalizačného parametra (vopred neznáma). Teda na zá-

klade (2.6) a (2.8) vidíme, že x̂ je ostrým lokálnym minimom LPH(·, ẑ) pre všetky
r ≥ r̄. Môžeme sa teda domnievať, že pre všetky z dostatočne blízke k ẑ existuje

minimum LPH(·, z) pre všetky r ≥ r̄. Ako uvidíme z nasledujúceho tvrdenia, mini-

mum LPH(·, z) bude existovať aj pre z vzdialené od ẑ, ak je paramater r dostatočne
veľký.
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Veta 2.2. Nech je dané r̄ také, že

∇2xxLPH(x̂, ẑ) > 0

a nech platí predpoklad 2.1. Potom existujú kladné konštanty δ, ε,K, že platí

(a) Pre všetky (z, r) ∈ D ⊂ Rp+1, kde D je daná ako

D =
{
(z, r) | ‖z − ẑ‖ < δr, r ≥ r̄

}
,

má úloha

minimalizovať LPH(x, z)
za podmienok ‖x− x̂‖ < ε

jediné riešenie x(z). Funkcia x(z) je spojito diferencovateľná vo vnútri mno-

žiny D.

(b) Pre všetky (z, r) ∈ D máme

‖x(z)− x̂‖ ≤ K

r
‖z − ẑ‖ (2.9)

a

‖z̄ − ẑ‖ ≤ K

r
‖z − ẑ‖, (2.10)

kde

z̄ = z + rh
(
x(z)

)
,

(c) Pre všetky (z, r) ∈ D je matica ∇2xxLPH
(
x(z), z

)
kladne definitná a ∇h(x(z))

má hodnosť p.

Dôkaz: Dôkaz tvrdenia možno nájsť v [1], str. 108-111, alebo postupovať

rovnako ako v [28]. �

Skutočne vidíme, že aj keď zvolíme počiatočný vektor z0 príliš ďaleko od ẑ,

konvergenciu zaručíme voľbou dostatočne veľkého parametra r ≥ r̄. Pomocou tejto

vety môžeme dokázať konvergenciu metódy a ukázať rýchlosť konvergencie v prípade,

že iterácia multiplikátorov je daná vzťahom

zk+1 = zk + rkh(xk).
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Presnejšie, ak označíme

B =
[
∇h(x̂)(∇2xxLPH(x̂, ẑ))−1∇h(x̂)T]−1 − rI (2.11)

pre všetky r také, že
(∇2xxLPH(x̂, ẑ))−1 existuje a ak

r̄ > max
i=1,...,p

{− 2ei},
kde ei sú vlastné čísla matice B, potom za určitých dodatočných predpokladoch o z0

a r0 ≥ r̄ vieme ukázať, že {zk} → ẑ a {x(zk, rk)} → x̂. Naviac ak lim supk→∞ rk =

r̂ <∞ a zk �= ẑ pre všetky k, potom

lim sup
k→∞

‖zk+1 − ẑ‖
‖zk − ẑ‖ ≤ max

i=1,...,p

∣∣∣ ei
ei + r̂

∣∣∣, (2.12)

a ak {rk} → ∞ a zk �= ẑ pre všetky k, potom

lim sup
k→∞

‖zk+1 − ẑ‖
‖zk − ẑ‖ = 0. (2.13)

Teda z (2.12) vidíme, že algoritmus dosahuje lineárnu konvergenciu, ak je postup-

nosť rk ohraničená a superlineárnu konvergenciu (podľa (2.13)), ak rk → ∞. Tieto
odhady však vo všeobecnosti už nemožno zlepšiť.

Niekoľko poznámok k Powell-Hestenesovmu algoritmu:

(a) Opakovanie jednotlivých krokov Powell-Hestenesovho algoritmu je vo všeobec-

nosti nekonečný proces. Kvôli implementovateľnosti a výpočtovej náročnosti

sa pri riešení jednotlivých minimalizačných subproblémov uspokojíme aj s pri-

bližným riešením, teda takým, ktoré spĺňa

‖∇xLPH(xα(z), z)‖ ≤ α.

Pre takto definovaný algoritmus vieme dokázať podobnú vetu ako je Veta 2.2,

v ktorej uvažujeme množinu D definovanú ako

D =

{
(z, r, α)

∣∣∣∣∣
√

‖z − ẑ‖2
r2

+ ‖α‖2 < δ, r ≥ r̄

}
.

Potom sa pravé strany odhadov (2.9) a (2.10) zmenia na

K

r

√
‖z − ẑ‖2 + ‖rα‖2.

V platnosti zostanú aj odhady rýchlosti konvergencie (2.12) a (2.13).
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(b) Pre prípad konvexného programovania dostávame samozrejme silnejšie vý-

sledky. V tomto prípade stačí napríklad uvažovať ľubovolné r̄ kladné ako kri-

tickú hodnotu parametra r. Minimum funkcie LPH(·, z) existuje pre ľubovolnú
dvojicu (z, r) ∈ R

p × R++. Takisto pre iteráciu multiplikátorov

zk+1 = zk + rkh(xk),

platí {zk} → ẑ pre ľubovolné hodnoty z0 a r0. Rýchlosť konvergencie zostáva

v platnosti.

(c) Dôležitou otázkou z hľadiska praktických výpočtov zostáva, ako určiť postup-

nosť rk. Počiatočná hodnota r0 nesmie byť príliš veľká kvôli zhoršeniu podmie-

nenosti úlohy v prvej minimalizačnej iterácii (Hestenes navrhuje použiť z = 0

a teda prvá iterácia zodpovedá minimalizácii klasickej penalizačnej funkcie), a

jeho hodnota nesmie rásť príliš rýchlo. Často sa používa predpis rk+1 = γrk,

napríklad pre γ ∈ (1, 8]. Inou možnosťou je zväčšiť rk iba vtedy, ak ‖h(x(zk)
)‖

klesá k nule príliš „pomaly
. Ďalšou možnosťou je použiť vektor penalizačných

parametrov, každý priradený jednému ohraničeniu a meniť len tie, ktorých

ohraničenia nespĺňajú ‖hi
(
x(zk+1)

)‖ < β‖hi
(
x(zk)

)‖ pre β ∈ (0, 1). Pre kon-
vexné úlohy je možné ponechať rk = r0 pre všetky k. Idey zmeny penalizačného

parametra sú uvedené napr. v [8].

(d) Otázka požadovanej presnosti minimalizácie vyjadrenej pomocou

‖∇xLPH(x(zk), zk)‖ je takisto otvorená. Jednou z možností je požado-
vať, aby ‖∇xLPH(x(zk), zk)‖ < εk, kde {εk} → 0, resp. εk = ε0 � 1 ∀k.
Bertsekas [1] navrhuje použiť

εk =
ηkrk

2
‖h(x(zk)

)‖2,
pričom {ηk} → 0 je vopred zvolená nezáporná postupnosť, a Polyak [33] pou-
žíva

εk =
σ

rk
‖z̄ − zk‖,

kde z̄ = zk + rkh(x(zk)) a σ > 0 je zvolená konštanta.

Doposiaľ sme sa príliš nevenovali motivácii pre iteráciu multiplikátorov v tvare

zk+1 = zk + rkh(xk).
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Jednou z nich je fakt, že pre takto definovaný odhad multiplikátora zk+1 platí

∇xL(xk, zk+1) = 0. Ako uvidíme v ďalšej časti, z hľadiska duálnej funkcie pre prob-

lém (PR) ide o iteráciu gradientnej metódy s krokom rk.

2.1.1 Iterácie multiplikátorov

V tejto časti sa pokúsime zhrnúť základné poznatky o rôznych metódach odhadovania

Lagrangeových multiplikátorov. V algoritme Powell-Hestenesa sme sa zatiaľ zmienili

iba o jednej z nich (2.5), často nazývanej ako metóda prvého rádu. Ukážeme, že

je možné odvodiť aj metódy, ktoré využívajú informáciu Hessovej matice rozšírenej

Lagrangeovej funkcie, a preto sa s nimi môžeme v literatúre stretnúť pod názvom

metódy druhého rádu. Ukážeme odvodenie týchto metód pomocou duálnej funkcie

problému (PR), a ako sa neskôr ukáže, metóda bude zodpovedať jednej iterácii
Newtonovej metódy aplikovanej na primárno-duálny systém rovníc. Dobrým zdrojom

sú články Byrda [7], Tapiu [16], [43], a monografia Bertsekasa [1].

Nech r̄, δ a ε sú ako vo vete (2.2), a pre dvojicu (z, r) patriacu do množiny

D =
{
(z, r) | ‖z − ẑ‖ < δr, r ≥ r̄

}
(2.14)

definujme duálnu funkciu predpisom

dPH(z) = min
‖x−x̂‖<ε

LPH(x, z) = f(x(z)) + h
(
x(z)

)T
z +

r

2
h
(
x(z)

)T
h
(
x(z)

)
. (2.15)

Keďže z vety (2.2) vieme, že x(·) je diferencovateľná, potom to isté platí aj o dPH(·).
Spočítajme gradient a Hessovu maticu funkcie dPH. Dostávame

∇zdPH = ∇zx(z)∇xLPH
(
x(z), z

)
+ h
(
x(z)

)
(2.16)

Keďže

∇xLPH
(
x(z), z

)
= 0, (2.17)

máme

∇zdPH = h
(
x(z)

)
. (2.18)

Pre Hessovu maticu dostávame

∇2zzdPH = ∇zx(z)∇h
(
x(z)

)T
. (2.19)
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S využitím, že pre všetky dvojice (z, r) ∈ D máme (2.17), potom po derivovaní tohto

vzťahu podľa z máme

∇zx(z)∇2xxLPH
(
x(z), z

)
+∇2xzLPH

(
x(z), z

)
= 0

a s využitím

∇2xzLPH
(
x(z) = ∇h(x(z)).

dostávame

∇zx(z) = −∇h(x(z))[∇2xxLPH(x(z), z)]−1
a napokon

∇2zzdPH = −∇h(x(z))[∇2xxLPH(x(z), z)]−1∇h(x(z))T. (2.20)

Keďže z vety (2.2) máme, že ∇2xxLPH
(
x(z), z

)
> 0 a matica ∇h(x(z)) má hodnosť

p pre (z, r) ∈ D, dostávame z (2.20), že ∇2zzdPH(z) < 0 pre (z, r) ∈ D. Naviac, z

(2.18) máme pre r ≥ r̄

∇dPH(ẑ) = h
(
x(ẑ)

)
= h(x̂) = 0,

Teda, pre všetky r ≥ r̄, ẑ maximalizuje funkciu dPH na množine {z | ‖z− ẑ‖ < δr}.
Potom môžeme iteráciu (2.5) zapísať ako

zk+1 = zk + rk∇dPH(zk), (2.21)

čiže iterácia (2.5) skutočne zodpovedá iterácii gradientnej metódy s krokom rk.

Rovnako ako sme uvažovali iteráciu v tvare

zk+1 = zk + rk∇dPH(zk),

môžeme uvažovať Newtonovu iteráciu (pozri prílohu A) na maximalizovanie funkcie

dPH

zk+1 = zk −
[
∇2zzdPH(zk)

]−1
∇dPH(zk).

Po využití (2.18) a (2.20) dostávame vzťah

zk+1 = zk +
[
∇h(xk)

[
∇2xxLPH(xk, zk)

]−1
∇h(xk)T

]−1
h(xk). (2.22)
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Kvôli analýze konvergencie tohto odhadu uvažujme Newtonovu metódu na riešenie

sústavy rovníc

∇xLPH(x, z) = 0,
h(x) = 0,

čiže (použili sme označenie �x = x̄− x,�z = z̄ − z)[
∇2xxLPH(x, z) ∇h(x)T

∇h(x) 0

][
�x

�z

]
=

[
−∇xLPH(x, z)

−h(x)

]
(2.23)

Za predpokladov invertovateľnosti matice ∇2xxLPH(x, z) a plnej hodnosti matice
∇h(x) (hodnosť p) vieme tento systém explicitne vyriešiť. Ľahko sa možno pre-
svedčiť, že x̄, z̄ sú dané vzťahmi

z̄ = z +
[
∇h(x)

[
∇2xxLPH(x, z)

]−1
∇h(x)T

]−1
× (2.24)[

h(x)−∇h(x)
[
∇2xxLPH(x, z)

]−1
∇xLPH(x, z)

]
. (2.25)

x̄ = x− [∇2xxLPH(x, z)]−1∇xLPH(x, z) (2.26)

Ak použijeme fakt, že ∇xLPH(x, z) = 0, zistíme, že (2.22) zodpovedá iterácii (2.24),
čo nám pomôže pri analýze konvergencie. Podobne ako pre iteráciu (2.5) môžeme

sformulovať nasledujúcu vetu.

Veta 2.3. Nech platí predpoklad 2.1 a nech r̄ a δ sú totožné ako v (2.2). Potom

k ľubovolnej konštante γ existuje konštanta δ2, kde 0 < δ2 ≤ δ taká, že pre všetky

dvojice (z, r) z množiny D2 definovanej ako

D2 =
{
(z, r) | ‖z − ẑ‖ < δ2r, r ≥ r̄

}
,

dostávame nasledovné odhady:

(a) Platí

‖z̄ − ẑ‖ ≤ γ

r
‖z − ẑ‖ (2.27)

kde

z̄ = z +
[
∇h(x)

[
∇2xxLPH(x, z)

]−1
∇h(x)T

]−1
h(x)
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(b) Ak sú naviac Hessove matice funkcií f, hi Lipschitzovsky spojité, t.j.

‖∇2f(x1)−∇2f(x2)‖ ≤ L0‖x1 − x2‖
‖∇2hi(x1)−∇2hi(x2)‖ ≤ Li‖x1 − x2‖, i = 1, . . . , p

na nejakom okolí bodu x̂, potom existuje konštanta K2 taká, že pre všetky

(z, r) ∈ D2 máme

‖z̄ − ẑ‖ ≤ K2
r2

‖z − ẑ‖2. (2.28)

Dôkaz: Dôkaz tvrdenia nájdeme v [1], str. 136. �

Rovnako ako pre odhad prvého rádu aj pre odhad (2.22) platí, že za určitých

dodatočných predpokladoch o z0 a r0 ≥ r̄ vieme ukázať, že {zk} → ẑ a {x(zk)} → x̂.

Rýchlosť konvergencie je v prípade lim supk→∞ rk = r̂ < ∞ a zk �= ẑ superlineárna

a v prípade {rk} → ∞ a zk �= ẑ kvadratická.

Pri odvodení tejto iterácie sme predpokladali, že minimalizácia funkcie LPH(·, z)
je vykonaná exaktne, čiže máme ∇xLPH(·, z) = 0. Ak namiesto toho budeme pred-
pokladať, že platí ‖∇xLPH(·, z)‖ ≤ α, α ≥ 0, potom môžeme uvažovať odhad

zk+1 = zk +
[
∇h(xk)

[
∇2xxLPH(xk, zk)

]−1
∇h(xk)T

]−1
×[

h(xk)−∇h(xk)
[
∇2xxLPH(xk, zk)

]−1
∇xLPH(xk, zk)

]
.

(2.29)

ktorý môžeme považovať za verziu odhadu (2.22) v prípade, ak minimalizačná

procedúra nie je exaktná. Na tomto mieste je nutné spomenúť, že v praktických

výpočtoch dosahuje (2.29) lepšie výsledky ako (2.22).

Zaujímavé je porovnanie výhod a nevýhod týchto odhadov (2.5) a (2.22). Z viet

(2.2) a (2.3) vidíme, že oblasť konvergencie je v oboch prípadoch podobná, no dá sa

ukázať, že kritická hodnota r̄ je v prípade odhadu prvého rádu (2.5) väčšia ako v

prípade odhadu druhého rádu (2.22). Presnejšie, ak matica B definovaná podľa (2.11)

má zápornú vlastnú hodnotu a ak označíme ē najzápornejšiu z nich, potom iterácia

prvého rádu vyžaduje r̄ > −2ē, zatiaľčo pre metódu druhého rádu stačí, aby r̄ > −ē.
Naviac, iterácia druhého rádu má vyšší rád konvergencie. Na druhej strane, iterácia

prvého rádu je výpočtovo jednoduchšia a v prípade konvexnej úlohy konverguje pre

ľubovoľnú vstupnú dvojicu (z0, r0) dokonca aj bez predpokladu diferencovateľnosti,
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zatiaľčo metóda druhého rádu potrebuje druhé derivácie a koverguje len pre niektoré

vstupné dvojice. Pre úlohu konvexného programovania je teda metóda prvého rádu

robustnejšia.

Uvedené poznatky o metóde multiplikátorov Powella a Hestenesa aplikovanej na

úlohu (PR) využijeme pri odvodení a analýze tejto metódy aplikovanej na úlohu s
ohraničeniami v tvare nerovností.

2.2 Metóda Rockafellara pre úlohu s ohraniče-

niami v tvare nerovníc

V tejto časti použijeme doposiaľ známe výsledky Powell-Hestenesovej metódy na

odvodenie tzv. Rockafellarovej metódy pre úlohu v tvare

minimalizovať f(x)

za podmienok g(x) ≥ 0 (PNR)

kde f : Rn → R, g : Rn → Rm, g(x) =
(
g1(x), . . . , gm(x)

)T
. Pripomeňme, že klasická

Lagrangeova funkcia má pre túto úlohu tvar

L(x,u) = f(x)− g(x)Tu, L : Rn × R
m
+ −→ R. (2.30)

Tento problém je možné transformovať zavedením doplnkových premenných ξ =

(ξ1, . . . , ξm)
T na ekvivalentnú úlohu

minimalizovať f(x), x ∈ Rn

za podmienok ξ2i − gi(x) = 0, i = 1, . . . , m.
(2.31)

Naviac máme, že x̂ je lokálnym (globálnym) minimom úlohy (PNR) vtedy a len
vtedy, ak (x̂, ξ̂1, . . . , ξ̂m), kde ξ̂i =

√
gi(x̂), i = 1, . . . , m je lokálnym (globálnym)

minimom úlohy (2.31). Pomocou tejto transformácie odvodíme tzv. Rockafellarovu

[40] rozšírenú Lagrangeovu funkciu pre úlohu (PNR).
Uvažujme najprv rozšírenú Lagrangeovu funkciu

L(x,y, ξ) = f(x) +
m∑
i=1

[
yi

(
ξ2i − gi(x)

)
+ r
(
ξ2i − gi(x)

)2]
. (2.32)
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Pri aplikovaní algoritmu Powell-Hestenesa na úlohu (2.31) musíme minimalizovať

funkciu (2.32) vzhľadom na (x, ξ) ∈ R
n+m pre rôzne, zafixované hodnoty multipliká-

tora y. Ukážeme, že minimalizácia L(x,y, ξ) vzhľadom na ξ sa dá vykonať explicitne
pre zafixovanú hodnotu vektora x.

Keďže máme

min
ξ

L(x,y, ξ) = f(x) + min
ξ

m∑
i=1

[
yi

(
ξ2i − gi(x)

)
+
r

2

(
ξ2i − gi(x)

)2]
,

vidíme, že minimalizácia L(x,y, ξ) vzhľadom na ξi je ekvivalentná s

min
ξi

[
yi

(
ξ2i − gi(x)

)
+
r

2

(
ξ2i − gi(x)

)2]
,

prípadne

min
ηi≥0

[
yi

(
ηi − gi(x)

)
+
r

2

(
ηi − gi(x)

)2]
. (2.33)

Keďže minimalizovaná funkcia v (2.33) je kvadratická v premennej ηi, jej globálne

minimum vzhľadom na ηi ∈ R sa nadobúda v bode

η̄i = gi(x)−
yi

r
.

Musíme uvažovať dve možnosti: ak η̄i ≥ 0, potom η̄i rieši minimalizačný problém

(2.33) a teda η̂i = η̄i, v opačnom prípade máme η̂i = 0. Sumárne dostávame pre η̂i

vzťah

η̂i = max

[
0, gi(x)− yi

r

]
,

a takisto máme

η̂i − gi(x) = max

[
− gi(x),−yi

r

]
. (2.34)

Ak zavedieme pomocné označenia

g+i (x,yi) = max

[
− gi(x),−yi

r

]
= −min

[
gi(x),

yi

r

]
, (2.35)

a

g+(x,y) =

⎡⎢⎢⎣
g+1 (x,y1)
...

g+m(x,ym)

⎤⎥⎥⎦ ,
potom z (2.33), (2.34) máme

min
ξ

L(x,y, ξ) = f(x) + g+(x,y)Ty + r

2
g+(x,y)Tg+(x,y). (2.36)
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Rozšírená Lagrangeova funkcia pre úlohu (PNR) je teda daná vzťahom

LR(x,y) = f(x) + g+(x,y)Ty + r

2
g+(x,y)Tg+(x,y).

Tento výraz je možné upraviť na ekvivalentný tvar

LR(x,y) = f(x) + 12r
m∑
i=1

[
max2

(
0,yi − rgi(x)

)− y2i

]
, (2.37)

ktorý sa často používa v literatúre.

Uvedené výsledky možno sumarizovať takto: Úloha minimalizácie L(x,y, ξ)
vzhľadom na (x, ξ) ∈ R

n+m je ekvivalentná minimalizácii LR(x,y) v premennej
x ∈ Rn, a teda bod

(
x(y), ξ(y)

)
je riešením prvého z týchto problémov vtedy a len

vtedy, ak x(y) je riešením druhého a platí

∣∣ξi(y)
∣∣ =√max [0, gi(x(y))− yi

r

]
, i = 1, . . . , m.

Algoritmus Powell-Hestenesa teda môžeme aplikovať na úlohu (PNR) po jej pre-
transformovaní na ekvivalentný problém (2.31), no pri výpočte minima funkcie

L(x,y, ξ) môžeme vynechať doplnkové premenné ξi, i = 1, . . . , m, keďže namiesto

tohto výpočtu môžeme ekvivalentne minimalizovať funkciu LR(x,y).
Pre funkciu

Γ(x,y) =
1
2r

[
max2

(
0,yi − rgi(x)

)− y2i

]
môžeme ľahko overiť platnosť Roodeho axióm z vety 2.1, kde použijeme X = Rn,Y =

R
m
+ a M =

{
x | g(x) ≥ 0}. Rovnako ako v prípade rozšírenej funkcie Hestenesa a

Powella platí

∇xLR(x,μ) = ∇xL(x, μ̄), pre μ̄i = −max [0,μi − rgi(x)] , i = 1, . . . , m

a keďže ∇xLR(x̂, ŷ) = ∇xL(x̂, û) = 0 a takisto g(x̂) ≥ 0, ŷTg(x̂) = 0, ŷ ≥ 0, potom
ŷ = û. Opäť dostávame rovnosť multiplikátorov v optimálnom bode.

Takmer všetky teoretické výsledky Powell-Hestenesovho algoritmu pre úlohu

(PR) je možné mechanicky rozšíriť aj pre jeho aplikáciu na úlohu (PNR). V tomto
prípade budeme od optimálenho riešenia x̂ úlohy (PNR) požadovať splnenie nasle-
dovného predpokladu:
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Predpoklad 2.2. Vektor x̂ je ostrým lokálnym minimom a regulárnym bodom prob-

lému (PNR), pričom platí
ωTL(x̂, û)ω > 0

pre všetky ω �= 0 spĺňajúce ∇gi(x̂)Tω = 0 pre všetky i ∈ IA(x̂) = {i | gi(x̂) = 0},
kde L(·, ·) je definovaná v (2.30). Naviac, û spĺňa podmienku ostrej komplementarity,
čiže

ûi > 0 pre všetky i ∈ IA(x̂).

Ak x̂ spĺňa predpoklad 2.2, potom lokálne minimum
(
x̂,
√
g1(x̂), . . . ,

√
gm(x̂)

)
problému (2.31) spĺňa predpoklad 2.1. Tento fakt umožňuje použiť algoritmus a jeho

teoretické výsledky (napr. veta (2.2)) z časti (2.1) najprv na úlohu (2.31) a potom

transformovaním na (PNR).
V prípade úlohy (PR) sme definovali iteráciu multiplikátorov prvého rádu (2.5)

ako

zk+1
j = zk

j + r
khj(x

k), j = 1, . . . , p,

podobne pre úlohu (PNR) definujme

yk+1
i = yk

i + r
kg+i (x

k,yk
i ), i = 1, . . . , m. (2.38)

Keďže máme (2.35), môžeme pre všetky i = 1, . . . , m písať

yk+1
i = yk

i + r
kmax

[
− gi(x

k),−yk
i

r

]
,

a nakoniec

yk+1
i = max

[
0,yk

i − rkgi(x
k)
]
. (2.39)

Iterácia (2.39) je analógom k (2.5) pre úlohu (PNR). Výraz (2.39) zároveň zaručí
nezápornosť yk pre ľubovolné k > 1.

Schematicky potom môžeme popísať tzv. Rockafellarov algoritmus takto:

Algoritmus (Rockafellar). Nech je daný rozšírený Lagrangeov multiplikátor yk a

penalizačný parameter rk. Vektor xk získame minimalizáciou funkcie LR(·,yk) na

priestore Rn. Ďalej položíme

yk+1
i = max

[
0,yk

i − rkgi(x
k)
]
, i = 1, . . . , m,

zvolíme nový penalizačný parameter rk+1 ≥ rk a proces zopakujeme.

Tento algoritmus býva často nazývaný aj Powell-Hestenes-Rockafellarov [4].
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2.2.1 Odvodenie odhadu druhého rádu

Na tomto mieste odvodíme rovnako ako pre úlohu (PR) iteráciu druhého rádu k
úlohe (PNR). K tomuto odvodeniu použijeme duálnu funkciu pre problém (PNR).
Budeme postupovať rovnako ako v časti (2.1.1) (pre detaily pozri [1], [36]). Za plat-

nosti predpokladu 2.2 definujeme duálnu funkciu

dR(y) = min
‖x−x̂‖<ε

LR(x,y). (2.40)

pre všetky (y, r) patriace do množiny

D =
{
(y, r) | ‖y − ŷ‖ < δr, r ≥ r̄

}
, (2.41)

kde δ, ε, a r̄ sú rovnaké ako vo Vete (2.2) aplikovanej na úlohu (2.31). Potom pre

všetky (y, r) ∈ D máme

∇ydR(y) = g
+
(
x(y),y

)
, (2.42)

kde x(y) rieši (2.40). Ďalej odvodíme Hessovu maticu funkcie dR. Ak x(y) patrí do

množiny Ŝy,r, kde

Ŝy,r =

{
x
∣∣∣ gi(x) �= yi

r
, i = 1, . . . , m

}
,

potom je dR dvakrát spojito diferencovateľná na nejakom okolí (y, r). Ak rozpíšeme

výraz (2.42) po zložkách, dostaneme

∂dR(y)
∂yi

= max

[
− gi

(
x(yi)

)
,−yi

r

]
, i = 1, . . . , m,

potom ľahko spočítame aj druhé parciálne derivácie funckie dR. Pre všetky indexy i

také, že gi
(
x(y)

) ≥ yi

r
, máme

∂2dR(y)
∂yiyj

= 0, i �= j, (2.43)

∂2dR(y)
∂y2i

= −1
r
, (2.44)

a pre zvyšné indexy i počítame druhé derivácie rovnako ako v (2.1.1), pričom po-

važujeme gi
(
x(y)

)
za rovnosti. Pre zjednodušenie sumárneho zápisu na chvíľu pred-

pokladajme, že existuje index q taký, že platí gi
(
x(y)

) ≥ yi

r
pre i = 1, . . . , q a
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gi
(
x(y)

)
< yi

r
pre i = q + 1, . . . , m, a označme g(m−q)(x) =

(
gq+1(x), . . . , gm(x)

)T
.

Potom

∇2yydR =
[
−1

r
Iq 0

0 H
(
x(y),y

)] , (2.45)

kde Iq je q× q identická matica, a H
(
x(y),y

)
je matica rozmeru (m− q)× (m− q),

pričom

H
(
x(y),y

)
= −∇g(m−q)

(
x(y)

)[∇2xxLR(x(y),y)]−1∇g(m−q)

(
x(y)

)T
,

Rovnako možno písať

∇2yydR = −
[
∇g(x(y))D1[∇2xxLR(x(y),y)]−1D1∇g(x(y))T −D2], (2.46)

pre

D1 =

[
0 0

0 Im−q

]
, D2 =

[
1
r
Iq 0

0 0

]
,

pričom Iq a Im−q sú identické matice príslušných rozmerov. Následná iterácia má

potom tvar

yk+1 = yk −
[
∇2yydR(yk)

]−1
∇dR(yk). (2.47)

S využitím (2.42) a (2.45), resp. (2.46) vidíme, že

yk+1
i = 0 pre i = 1, . . . , q, (2.47a)

a

yk+1
(m−q) = yk

(m−q) −
[
∇g(m−q)(x

k)
[
∇2xxLR(xk,yk)

]−1
∇g(m−q)(x

k)T
]−1

g(m−q)(x
k),

(2.47b)

kde sme označili

y(m−q) =

⎡⎢⎢⎣
yq+1
...

ym

⎤⎥⎥⎦ .
Ak označíme

Nk =

{
i
∣∣∣ gi(x(yk)

) ≥ yi

r

}
,

čiže Nk je množina indexov tých ohraničení, o ktorých predpokladáme, že budú

neaktívne v x̂, potom iteráciu (2.47) môžeme s pomocou (2.47a) a (2.47b) opísať

takto: Všetky Lagrangeove multiplikátory, ktoré zodpovedajú nerovniciam o ktorých
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predpokladáme, že budú neaktívne v bode optima x̂, položíme rovné 0 (t.j. yk+1
i =

0 ∀i ∈ Nk), a zvyšné ohraničenia budeme považovať za rovnice a na základe tohto

predpokladu odhadneme k nim prislúchajúce multiplikátory yk+1
i , i �∈ Nk.

Niekoľko poznámok k metóde druhého rádu:

(a) Vo všeobecnosti sa môže stať, že niektoré yi získané vzťahom (2.47) budú

záporné, no z KKT podmienok vieme, že ŷ ≥ 0. Preto sa zdá byť rozumné
použiť namiesto (2.47) upravenú iteráciu, ktorú definujeme ako

ȳk+1 = yk −
[
∇2yydR(yk)

]−1
∇dR(yk)

a

yk+1 =

⎡⎢⎢⎣
max[0, ȳk+1

1 ]
...

max[0, ȳk+1
m ]

⎤⎥⎥⎦ , (2.48)

čiže všetky záporné multiplikátory yk+1
i položíme rovné 0. Dá sa ukázať, že

platí

‖yk+1 − ŷ‖ ≤ ‖ȳk+1 − ŷ‖,
a taktiež pre ľubovolné (x,y) máme

LR(x,y) ≤ LR(x,yk+1),

z čoho plynie

dR(ȳ
k+1) ≤ dR(y

k+1).

Vektor yk+1 je teda bližšie k riešeniu ŷ ako ȳk+1, a zároveň hodnotu duálnej

funkcie nemôžeme zmenšiť, ak vymeníme ȳk+1 za yk+1. Tento poznatok je

dôležitý pri dôkazoch konvergenčných viet, ako je Veta (2.3).

(b) Podobne ako v prípade úlohy (PR) môžeme dať iteráciu (2.47) do súvisu s
riešením primárno-duálnej sústavy Newtonovou metódou. Vzťah (2.47) zod-

povedá prípadu, keď je minimalizácia funkcie LR(·,y) presná. Rovnako ako v
časti 2.1.1 môžeme definovať

yk+1 = yk −
[
∇yydR(y

k)
]−1

×[
∇ydR(y

k)−∇g(xk)
[
∇2xxLR(xk,yk)

]−1
∇xLR(xk,yk)

]
.

(2.49)

zodpovedajúcu neexaktnej minimalizácii funkcie LR(·,y). Takisto možno po-
zorovať lepšie praktické výsledky oproti iterácii (2.47)
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(c) Výsledky odvodené pre iteráciu druhého rádu v časti 2.1.1 platia aj pre iterácie

(2.39) a (2.47). Na zreteli musíme mať najmä globálnu konvergenciu iterácie

(2.39) a iba lokálnu konvergenciu (2.47) pre úlohy konvexného programovania.

Podarilo sa nám odvodiť kvadratické penalizačné funkcie pre úlohy (PR) a (PNR).
V nasledujúcom texte poukážeme na niektoré teoretické nedostatky týchto metód a

definujeme triedy všeobecných penalizačných funkcií.

2.3 Všeobecná penalizačná funkcia

Doposiaľ uvažované kvadratické penalizačné funkcie a k nim pridružené rozšírené

Lagrangeove funkcie sú najrozšírenejšie pre túto triedu algoritmov. V istých špe-

ciálnych prípadoch však môže byť žiaduce použiť inú ako kvadratickú penalizačnú

funkciu. Tieto dôvody môžu byť napríklad takéto:

(a) Existujú jednoduché príklady úloh (nekonvexného programovania), v ktorých

je síce účelová funkcia na množine prípustných riešení zdola ohraničená, no

príslušná rozšírená Lagrangeova funkcia túto vlastnosť nemá (na R
n). Ako

príklad uvažujme jednoduchú úlohu jednej premennej [1]

minimalizovať −x2ρ, x ∈ R

za podmienky x = 0,
(2.50)

pričom ρ ∈ N. Hestenesova funkcia má potom tvar

LR(x, z) = −x2ρ + xz + r

2
x2

a vidíme, že je zdola neohraničená pre ľubovolné r, ak ρ ≥ 2. Potom voľná
minimalizácia tejto funkcie môže zlyhať s výnimkou, ak je štartovací bod dos-

tatočne blízko bodu lokálneho minima Powell-Hestenesovej funkcie. Tento ne-

dostatok sa však dá napraviť voľbou inej penalizačnej funkcie (ich konkrétne

tvary budeme uvažovať neskôr).

(b) K úlohe (PNR) sme jej transformáciou na úlohu (PR) a následnou úpravou
odvodili Rockafellarovu rozšírenú Lagrangeovu funkciu. Tento postup však spô-

sobuje, že druhá derivácia funkcie LR(·,y) je nespojitá pre tie x, ktoré spĺňajú
gi(x) =

yi

r
, i = 1, . . . , m. Na druhej strane, minimalizačné metódy, ktoré prichá-

dzajú do úvahy, vyžadujú spojitosť druhej derivácie na garanciu konvergencie.
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V praktickej implementácii a riešení problémov sa však ukazuje, že pri pou-

žití Newtonovej, prípadne kvázinewtonovských metód tento nedostatok nemá

negatívny vplyv na správanie sa algoritmu. Je tu však teoretická možnosť zly-

hania a preto je potrebné sa ňou zaoberať. V častiach, ktoré budú nasledovať,

odvodíme triedu penalizačných, dvakrát spojito diferencovateľných funkcií.

(c) Otázka rýchlosti konvergencie je takisto dôležitá. Táto rýchlosť sa môže dras-

ticky meniť v závislosti od použitej penalizačnej funkcie.

Všetky funkcie, ktoré budeme spomínať, budú spĺňať axiómy Roodeho vety 2.1,

a takisto bude platiť, podobne ako v prípade funkcií Powell-Hestenesa a Rockafel-

lara, rovnosť medzi klasickým a zovšeobecneným Lagrangeovým multiplikátorom v

optimálnom bode (ẑ = v̂ pre úlohu (PR) a ŷ = û pre úlohu (PNR)).
Kvôli jednoduchosti začneme úlohou (PR) a definujeme veľmi všeobecné pod-

mienky na tvar penalizačných funkcií.

2.3.1 Penalizačné funkcie pre úlohu (PR)
K úlohe (PR) definujme triedu penalizačných funkcií takto:
Trieda funkcií PEQ: Do tejto triedy zaradíme všetky funkcie φ : R −→ R

spĺňajúce tieto podmienky:

(i) φ(ξ) je spojito diferencovateľná a ostro konvexná v R,

(ii) φ(0) = 0, φ′(0) = 0,

(iii) limξ→∞ φ′(ξ) =∞, limξ→−∞ φ′(ξ) = −∞.
K danej penalizačnej funkcii φ z triedy funkcií PEQ priradíme rozšírenú Lagrangeovu
funkciu LEQ(x, z) predpisom

LEQ(x, z) = f(x) + h(x)Tz + 1
r

p∑
j=1

φ
(
rhj(x)

)
. (2.51)

Metóda multiplikátorov potom pozostáva z voľnej minimalizácie funkcie

LEQ(·, zk) na Rn, ktorou získame vektor xk. Po tejto minimalizácii nasleduje ite-

rácia multiplikátorov (v tomto prípade prvého rádu)

zk+1
j = zk

j + φ
′(rhj(xk)

)
, j = 1, . . . , p. (2.52)

Je možné odvodiť iteráciu multiplikátorov druhého rádu úplne analogickým po-

stupom ako v časti 2.1.1, jej tvar bude rovnaký ako v (2.22) so zámenou LPH(·, ·) −→
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LEQ(·, ·). To isté platí aj pre definovanie iterácie v tvare (2.29), ktorá zodpovedá ite-
rácii druhého rádu po neúplnej minimalizácii.

Zostáva ešte spomenúť príklady niektorých funkcií patriacich do triedy funkcií

PEQ. Máme napríklad:
(a) φ(ξ) = 1

2ξ
2,

(b) φ(ξ) = 1
ν
|ξ|ν, ν > 1,

(c) φ(ξ) = 1
ν
|ξ|ν + 1

2ξ
2, ν ∈ (1, 2),

(d) φ(ξ) = Q(ξ), Q je polynóm stupňa 2ν, ν ∈ N, spĺňajúci Q(0) = 0 a Q′(0) = 0.

Môžeme si všimnúť, že pri použití (a) dostaneme Powell-Hestenesovu rozšírenú

Lagrangeovu funkciu. Ak použijeme na definovanie rozšírenej Lagrangeovej funkcie

funkciu (b), prípadne (d) pre ν dostatočne veľké, potom ju môžeme s úspechom ap-

likovať na riešenie problematickej úlohy (2.50). V literatúre sa často môžeme stretnúť

aj s exponenciálnymi penalizačnými funkciami, v ich prípade si však treba dať pozor

pri implementácii. Veľmi ľahko môže dôjsť k pretečeniu vo floating-point aritmetike,

preto sa pristupuje k ich extrapolácii polynomiálnymi funkciami.

Takisto hodnota parametra ν funkcie (b) a (d) nesmie byť príliš veľká. Zvýšená

rýchlosť konvergencie je v tomto prípade kompenzovaná zhoršujúcou sa podmiene-

nosťou Hessovej matice rozšírenej Lagrangeovej funkcie, čo môže mať negatívny vplyv

na proces jej minimalizácie. Funkcia (c) dosahuje superlineárnu rýchlosť konvergen-

cie, no vykazuje nespojitosť druhej derivácie. Existujú príklady úloh, v ktorých však

dosahuje lepšie výsledky ako Powell-Hestenesova funkcia (a).

2.3.2 Penalizačné funkcie pre úlohu (PNR)
V prípade úlohy (PNR) uvedieme jednu veľkú triedu funkcií, z ktorej vyberieme
dve rôzne podskupiny funkcií, ktoré sa často vyskytujú a používajú v literatúre [4].

Trieda funkcií PNEQ: Do tejto triedy zaradíme všetky funkcie P : R2 −→ R

spĺňajúce tieto podmienky (použijeme označenie P ′(ξ, η) = ∂
∂ξ
P (ξ, η)):

(i) P (ξ, η) je spojitá na R×[0,∞) a spojito diferencovateľná na R×[0,∞), P (·, 0)
je spojito diferencovateľná v premennej ξ,

(ii) P (ξ, ·) je konkávna na [0,∞] pre každé pevné ξ,
(iii) Pre každé η ≥ 0 je P (·, η) konvexná v ξ na R,
(iv) P (0, η) = 0 pre všetky η ≥ 0,
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(v) P ′(0, η) = −η pre všetky η ≥ 0,
(vi) limξ→∞ P ′(ξ, η) = 0 pre všetky η ≥ 0,
(vii) limξ→−∞ P ′(ξ, η) = −∞ pre všetky η ≥ 0,
(viii) infξ∈R P (ξ, η) > −∞ pre všetky η ≥ 0.
Premennú ξ možno interpretovať ako výraz rgi(x), premennú η zasa považujme

za multiplikátor yi, pre nejaké i. Funkcia P (ξ, η) prechádza počiatkom a rastie do

nekonečna pre ξ → −∞ (neprípustná oblasť, keďže gi(x) < 0), naviac sklon tejto

funkcie rastie bez obmedzenia. Pre ξ → ∞ funkcia postupne klesá k svojmu infimu
(ktoré je konečné, a z konvexnosti funkcie vyplýva, že aj menšie alebo rovné 0). Mul-

tiplikátor η mení sklon funkcie P pri prechode počiatkom, kde je tento sklon rovný

−η (dôležité pre rovnosť medzi klasickým a rozšíreným vektorom Lagrangeových
multiplikátorov v optimálnom bode).

Ku každej funkcii P priradíme rozšírenú Lagrangeovu funkciu predpisom

LNEQ(x,y) = f(x) + 1
r

m∑
i=1

P
(
rgi(x),yi

)
. (2.53)

Klasické metódy multiplikátorov môžeme prirodzene rozšíriť na použitie funkcie

(2.53). Metóda prvého rádu teda bude zodpovedať voľnej minimalizácii funkcie

LNEQ(·,yk) na Rn, ktorou získame vektor xk. Po tejto minimalizácii nasleduje iterá-

cia multiplikátorov prvého rádu

yk+1
j = −P ′(rgi(xk),yi

)
, i = 1, . . . , m. (2.54)

Ak štartovací Lagrangeov multiplikátor spĺňa y0 ≥ 0, potom z vlastností (iii), (vi),
(vi) funkcie P máme, že yk ≥ 0 pre všetky k.
Keďže máme

∇xLNEQ(x,y) = ∇f(x)−
m∑
i=1

P ′(rgi(x),yi

)∇gi(x), (2.55)

tak z (2.54) vidíme, že platí

∇xLNEQ(xk,yk) = ∇xL(x
k,yk+1),

kde L(x,y) je klasická Lagrangeova funkcia definovaná vzťahom (2.30).

Prvá z podtried funkcií, ktorú budeme uvažovať pre problém (PNR), je trans-
formovanou triedou PEQ. Získame ju rovnakým postupom, akým sme postupovali
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pri odvodení Rockafellarovej funkcie z Powell-Hestenesovej funkcie v časti 2.2, čiže

zavedením doplnkových premenných ξi, i = 1, . . . , m, transformáciou problému a ná-

slednou minimalizáciou príslušnej rozšírenej Lagrangeovej funkcie (2.51) priradenej

k penalizačnej funkcii z triedy PEQ. Dostaneme tak odvodenú triedu funkcií PNEQ
pre úlohu (PNR).
Trieda funkcií P1NEQ: Do tejto triedy funkcií patria všetky funkcie P : R2 −→ R

definované vzťahom

P (ξ, η) =

⎧⎨⎩φ(ξ)− ξη pre φ′(ξ) < η

minθ∈R
{
φ(θ)− θμ

}
pre φ′(ξ) ≥ η

, (2.56)

kde φ je penalizačná funkcia z triedy PEQ pre úlohu (PR). Existencia minima je
zabezpečená vlastnosťami (i) a (iii) funkcie φ. Trieda P1NEQ teda zodpovedá metóde
multiplikátorov pre úlohu (PNR) po tom, čo ju pretransformujeme na úlohu (PR).
Použitím (2.56) dostaneme

∂

∂ξ
P (ξ, η) = P ′(ξ, η) =

⎧⎨⎩φ′(ξ)− η pre φ′(ξ) < η

0 pre φ′(ξ) ≥ η
,

a teda iterácia multiplikátorov (2.54) má pre triedu funkcií (2.56) tvar

yk+1
i = −P ′(rgi(xk),yk

)
= max

[
0,yk

i − φ′(rgi(xk)
)]
.

Vezmime napríklad φ(ξ) = 1
2ξ
2, čiže klasickú kvadratickú penalizačnú funkciu

patriacu do triedy PEQ. Podľa (2.56) máme

PR(ξ, η) =

⎧⎨⎩
1
2ξ
2 − ξη pre ξ < η

−η2

2 pre ξ ≥ η
,

a podľa (2.53) dostávame

LR(x,y) = f(x) + 1
r

m∑
i=1

PR
(
rgi(x),yi

)
= f(x) +

1
2r

m∑
i=1

[
max2

(
0,yi − rgi(x)

)− y2i

]
,

čiže Rockafellarovu rozšírenú Lagrangeovu funkciu (2.37). Rovnako pre iteráciu mul-

tiplikátorov prvého rádu máme

yk+1
i = max

[
0,yk

i − rgi(x
k)
]
.
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Rovnakým postupom získame ďalšie funkcie P pomocou ľubovolnej funkcie φ ∈ PEQ,
pre ktorú vieme nájsť minimum vo výraze (2.56) analyticky. Takisto je možné odvodiť

iteráciu multiplikátorov druhého rádu opakovaním postupu z časti 2.2.1.

Keďže odvodenie celej triedy funkcií zodpovedalo postupu odvodenia Rockafel-

larovej penalizačnej funkcie z klasickej kvadratickej penalizačnej funkcie Powell-

Hestenesa, metódy používajúce penalizačné funkcie z triedy P1NEQ budú mať po-
dobné vlastnosti ako sú uvedené v časti 2.2. Zároveň však zostane v platnosti aj

nespojitosť druhých derivácií v bodoch, kde

φ′(rgi(x)) = yi, i = 1, . . . , m.

Sformulujeme preto ešte jednu podtriedu triedy PNEQ, ktorá bude zostrojená
špeciálne pre úlohu (PNR), ktorá je v literatúre veľmi často spomínaná. Funkcie z
tejto triedy budú mať spojité druhé derivácie.

Trieda funkcií P2NEQ: Do tejto triedy patria všetky funkcie P : R2 −→ R tvaru

P (ξ, η) = ηψ(ξ),

kde ψ : R −→ R spĺňa nasledujúce požiadavky:

(i) ψ ∈ C2, ψ je ostro konvexná na R,

(ii) ψ(0) = 0, ψ′(0) = −1,
(iii) limξ→−∞ ψ(ξ) =∞, limξ→∞ ψ(ξ) > −∞,
(iv) limξ→−∞ ψ′(ξ) = −∞, limξ→∞ ψ′(ξ) = 0,

Penalizačné funkcie z tejto triedy sú lineárne v multiplikátore y, zároveň vidíme, že

z vlastnosti (i) vyplýva, že P má spojité druhé derivácie. Vlastnosť ψ′(0) = −1 za-
bezpečí rovnosť medzi klasickým a rozšíreným optimálnym vektorom Lagrangeových

multiplikátorov.

Typickým zástupcom funkcií z tejto triedy je exponenciálna penalizačná funkcia

ψ(ξ) = e−ξ − 1,

konkrétnou tvorbou ďalších funkcií patriacich do P2NEQ sa budeme zaoberať v ďalšej
kapitole.

Rozšírená Lagrangeova funkcia prislúchajúca k triede penalizačných funkcií P2NEQ
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je daná ako

LNEQ(x,y) = f(x) + 1
r

m∑
i=1

P
(
rgi(x),yi

)
= f(x) +

1
r

m∑
i=1

yiψ
(
rgi(x)

)
,

(2.57)

a iterácia multiplikátorov prvého rádu je daná vzťahom

yk+1
i = −yk

iψ
′(rgi(xk)

)
, i = 1, . . . , m. (2.58)

Metódy rozšírených Lagrangeových funkcií používajúce funkciu (2.57) sa niekedy

nazývajú metódami nelineárneho škálovania a parameter r škálovacím parametrom

([34]).

Je nutné poznamenať, že v prípade funkcií z triedy P2NEQ je nevyhnutné, aby
y0 > 0. Potom na základe (2.58) a vlastností (i), (ii) a (iii) funckie ψ platí yk > 0

pre všetky k. Pre úlohu konvexného programovania je možné pomocou teórie Fen-

chelovej duality ukázať, že bod yk+1 definovaný pomocou (2.58) maximalizuje pena-

lizovanú duálnu funkciu úlohy (PNR) odvodenú pomocou funkcie (2.57). Odhady
multiplikátorov druhého rádu pre túto funkciu nie sú známe.

Napriek tomu, že teoretické výsledky pre funkcie z triedy P2NEQ nie sú také silné
ako v prípade triedy P1NEQ, ich algoritmické využitie takmer identické. Na druhej
strane odstraňujú nedostatok funkcií z triedy P1NEQ v podobe nespojitosti druhej
derivácie, a aj preto môžu byť použité ako súčasť metód, pre ktoré je táto vlast-

nosť nevyhnutná. Využijeme ich aj v nasledujúcej kapitole, v ktorej predstavíme

algoritmus R. Polyaka a I. Grivu.
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Kapitola 3

Nelineárne škálovanie a Fischerova

metóda

V predošlej kapitole sme sa venovali teoretickému popisu klasických metód rozší-

rených Lagrangeových funkcií. Každý krok týchto metód spočíval v minimalizácii

rozšírenej Lagrangeovej funkcie na priestore primárnej premennej x, po ktorej nasle-

doval odhad vektora zovšeobecnených Lagrangeových multiplikátorov y. Penalizačný

parameter r môže byť zafixovaný alebo zmenený na konci iterácie. Práve možnosť

fixovania parametra r často zabraňuje zhoršovaniu podmienenosti Hessovej matice

minimalizovanej funkcie. Aktívna prítomnosť Lagrangeových multiplikátorov je pre

konvergenciu pri fixovanom r rozhodujúca. Ak sú splnené podmienky optimality dru-

hého rádu (podmienky predpokladu 2.2 z časti 2.2), metódy konvergujú lineárne k

(lokálnemu) optimálnemu riešeniu pri fixovanom, no dostatočne veľkom penalizač-

nom parametri r ≥ r̄ (veta 2.2).

Za účelom zlepšenia rýchlosti konvergencie je nutné zvyšovať hodnotu penalizač-

ného parametra po každej iterácii, čo môže viesť k výrazným numerickým ťažkostiam.

Minimalizácia rozšírenej Lagrangeovej funkcie sa tak stáva náročnejšou. Tento prob-

lém študovali R. Polyak a I. Griva a publikovali v sérii článkov ([29], [30], [31], [32],

[33], [34]), ktorých výsledkom bolo popísanie tzv. primárno-duálnej, nelineárne škálo-

vacej metódy. Táto nahradzuje voľnú minimalizáciu rozšírenej Lagrangeovej funkcie

a následný odhad multiplikátorov riešením tzv. primárno-duálnej nelineárnej sústavy

rovníc, čo umožňuje neobmedzené zvyšovanie penalizačného parametra bez naruše-

nia numerickej stability. V prípade špeciálnej voľby zmeny penalizačného parametra
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je možné dosiahnuť superlineárnu rýchlosť konvergencie.

Keďže na riešenie spomínaného primárno-duálneho systému rovníc použijeme

Newtonovu metódu, musí byť štartovací bod dostatočne blízko optimálnemu

primárno-duálnemu riešeniu (x̂, ŷ). Preto výsledný algoritmus bude špeciálnym spo-

jením klasického algoritmu rozšírených Lagrangeových funkcií a riešenia primárno-

duálnej sústavy, kde využijeme „to najlepšie
 z oboch uvedených metód.

Táto kapitola je organizovaná nasledovne: Najprv sformulujeme základné predpo-

klady a zopakujeme metódu nelineárneho škálovania, potom odvodíme tzv. primárno-

duálnu nelineárne škálovaciu metódu s dynamickou zmenou penalizačného parametra

(PDNRD metóda, [30], [33]), a poukážeme na možné zlepšenia uvedeného prístupu

(PDEPM metóda, [32]). Na záver ukážeme odlišný spôsob formulácie primárno-

duálnej sústavy využitím tzv. Fischerovej funkcie [14], ktorá umožňuje prepísať KKT

podmienky na systém rovníc [11], [12].

3.1 Metóda nelineárneho škálovania

Budeme sa zaoberať problémom konvexného programovania v tvare

minimalizovať f(x)

za podmienok g(x) ≥ 0 (PNRC)

kde f : Rn −→ R je konvexná, g : Rn → R
m konkávna funkcia, a predpokladajme,

že f, g ∈ C2. Metódy uvedené v tejto časti je možné odvodiť aj pre ohraničenia typu

h(x) = 0, h : Rn −→ R
p,

no tieto pre zjednodušenie výkladu vynecháme (odvodenie spočíva v mechanickom

zopakovaní postupov, ktoré neskôr uvedieme). Niektoré vlastnosti uvedených metód

platia aj bez predpokladu konvexnosti.

Pre jednoduchosť zápisov označme

IA(x̂) =
{
i | gi(x̂) = 0

}
=
{
1, . . . , q

}
,

kde q ≤ min{n,m} a takisto použime označenie g(q)(x) =
(
g1(x), . . . , gq(x)

)T
so

štandardným predpokladom rank
(∇g(q)(x̂)) = q. Lagrangeovu funkciu zapisujeme

v tvare

L(x,y) = f(x)− g(x)Ty, L : Rn × R
m
+ −→ R. (3.1)
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V tejto kapitole budeme uvažovať, že platia nasledujúce predpoklady.

Predpoklad 3.1. Platí Slaterova podmienka, čiže existuje x̄ také, že gi(x̄) > 0, i =

1, . . . , m.

Predpoklad 3.2. Vektor x̂ je ostrým globálnym minimom a regulárnym bodom

problému (PNRC), pričom platí

ωTL(x̂, ŷ)ω > 0

pre všetky ω �= 0 spĺňajúce ∇gi(x̂)Tω = 0 pre i ∈ {1, . . . , q}, kde L(·, ·) je definovaná
v (3.1). Naviac, ŷ spĺňa podmienku ostrej komplementarity, čiže

ŷi > 0 pre všetky i ∈ IA(x̂).

Uvažujme rozšírenú Lagrangeovu funkciu s predpisom

LNR(x,y) = f(x) + 1
r

m∑
i=1

yiψ
(
rgi(x)

)
, (3.2)

kde transformačné funkcie ψ spĺňajú tieto podmienky:

(i) ψ′(ξ) < 0, ψ′′(ξ) > 0, ψ ∈ C2,

(ii) ψ(0) = 0, ψ′(0) = −1,
(iii) ψ(ξ) ≥ αξ2, pre ξ < 0 a nejaké α > 0,

(iv) −ψ′(ξ) ≤ β
ξ+1 , ψ

′′(ξ) ≤ γ
(ξ+1)2 , pre ξ > 0 a nejaké β > 0, γ > 0.

Funkcie ψ s uvedenými vlastnosťami tvoria podmnožinu funkcií patriacich do

triedy P2NEQ definovanej v kapitole 2, keďže konkrétne špecifikujeme rýchlosť ich
rastu pre ξ < 0, resp. rýchlosť poklesu pre ξ > 0. Medzi najčastejšie používané

transformačné funkcie ψ patria

(a) ψ1(ξ) = e−ξ − 1, (b) ψ2(ξ) =
1
1 + ξ

− 1, (c) ψ3(ξ) = − ln(1 + ξ),

no tieto funkcie ešte nie sú vhodné pre praktické použitie. Funkcie ψ2 a ψ3 sú defi-

nované iba pre ξ ∈ (−1,∞) a exponenciálny rast funkcie ψ1 môže byť až príliš veľký,
preto je možné pristúpiť ku kvadratickej extrapolácii. Pre ľubovolné τ ∈ (−1, 0]
definujme

ψpi(ξ) =

⎧⎨⎩pi(ξ) = aiξ2 + biξ + ci ξ ≤ τ,

ψi(ξ) ξ > τ.
(3.3)
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Konštanty ai, bi, ci polynómu pi(ξ) určíme podľa

ai =
ψ′′
i (τ)
2

,

bi = ψ
′
i(τ)− τψ′′

i (τ),

ci = ψi(τ)− τψ′
i(τ) +

τ 2ψ′′
i (τ)
2

,

keďže práve takáto voľba jednoznačne zabezpečí, že ψpi ∈ C2.

Algoritmus nelineárneho škálovania je potom klasickým zástupcom algoritmov

rozšírených Lagrangeových funkcií.

Algoritmus (Nelineárne škálovanie). Predpokladajme, že poznáme rozšírený Lagran-

geov multiplikátor yk a penalizačný (škálovací) parameter rk. Vektor xk+1 získame

minimalizáciou funkcie LNR(·,yk) na priestore Rn. Potom odhadneme multiplikátory

vzťahom

yk+1
i = −yk

i ψ
′(rkgi(xk+1)

)
, i = 1, . . . , m, (3.4)

zvolíme nový penalizačný (škálovací) parameter rk+1 ≥ rk a proces zopakujeme.

Algoritmus je dobre definovaný vďaka vlastnostiam (i), (iii) a (iv) funkcie ψ, za

predpokladu konvexnosti úlohy (PNRC) a predpokladu 3.1 (napr. [30], tvrdenie 1.).

Uvedený algoritmus vytvára postupnosť bodov xk,yk podľa

xk+1 : ∇xLNR(xk+1,yk) = ∇f(xk+1) +
m∑
i=1

yk
iψ

′(rkgi(xk+1)
)∇gi(xk+1) = 0 (3.5)

a

yk+1
i = −yk

i ψ
′(rkgi(xk+1)

)
, i = 1, . . . , m. (3.6)

Ak označíme

Ψ′(rkg(xk+1)
)
= diag

[
ψ′(rkgi(xk+1)

)]m
i=1
=

⎡⎢⎢⎣
ψ′(rkg1(xk+1)

) · · · 0
...

. . .
...

0 · · · ψ′(rkgm(xk+1)
)
⎤⎥⎥⎦ ,

potom môžeme (3.6) zapísať ako

yk+1 = −Ψ′(rkg(xk+1)
)
yk. (3.7)

Za platnosti predpokladu 3.2 algoritmus nelineárneho škálovania vytvára tra-

jektóriu bodov {xk}, {yk}, ktorá konverguje k optimálnemu riešeniu lineárne pre
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fixovaný prenalizačný parameter rk, a superlineárne, ak rk → ∞. Platia nasledovné
ohraničenia

‖xk+1 − x̂‖ ≤ K

rk
‖yk − ŷ‖, ‖yk+1 − ŷ‖ ≤ K

rk
‖yk − ŷ‖, (3.8)

kde konštanta K nezávisí od rk.

Nájdenie presnej hodnoty xk+1 je vo všeobecnosti nemožné, preto sa uspoko-

jíme s jej aproximáciou x̃k+1. Ak nová aproximatívna dvojica x̃k+1, ỹk+1 generovaná

algoritmom nelineárneho škálovania bude spĺňať

x̃k+1 : ‖∇xLNR(x̃k+1, ỹk)‖ ≤ σ

rk
‖Ψ′(rkg(x̃k+1)

)− ỹk‖, (3.9)

ỹk+1 = −Ψ′(rkg(x̃k+1)
)
ỹk, (3.10)

potom sa dá ukázať ([31], s. 444-449), že platia podobné odhady ako vo vzťahu (3.8).

Dvojicu x̃k+1, ỹk+1 vieme nájsť konečným počtom operácií.

Sústava rovníc (3.5), (3.7) bude základom pre odvodenie primárno-duálnej me-

tódy Polyaka a Grivu ([32], [33], [34]).

3.2 Primárno-duálna metóda Polyaka a Grivu

Uvažujme už spomínanú sústavu rovníc

∇xLNR(x̄,y) = ∇f(x̄) +
m∑
i=1

yiψ
′(rgi(x̄))∇gi(x̄) = ∇xL(x̄, ȳ) = 0, (3.11)

ȳ = −Ψ′(rg(x̄))y. (3.12)

Namiesto minimalizovania funkcie (3.1) a následným odhadom multiplikátorov podľa

(3.6), budeme riešiť systém rovníc (3.11), (3.12). Na jeho riešenie aplikujeme New-

tonovu metódu, pričom použijeme (x,y) ako štartovací bod.

Ak predpokladáme x̄ = x+�x, ȳ = y+�y, potom linearizáciou systému (3.11),

(3.12), zanedbaním členov druhých a vyšších rádov a označením ỹ = −Ψ′(rg(x))y
dostaneme

∇2xxL(x,y)�x−∇g(x)T�y = −∇xL(x,y), (3.13)

rψ′′(rgi(x))yi∇gi(x)T�x+�yi = ỹi − yi, i = 1, . . . , m. (3.14)
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Ak označíme

Y = diag
[
yi

]m
i=1
=

⎡⎢⎢⎣
y1 · · · 0
...
. . .

...

0 · · · ym

⎤⎥⎥⎦ ,
potom môžeme ekvivalentne písať[

∇2xxL(x,y) −∇g(x)T
rΨ′′(rg(x))Y∇g(x) Im

][
�x

�y

]
=

[
−∇xL(x,y)

ỹ − y

]
(3.15)

Označme

N(x,y) =

[
∇2xxL(x,y) −∇g(x)T

rΨ′′(rg(x))Y∇g(x) Im

]
, (3.16)

potom z (3.15) máme

N(x,y)

[
�x

�y

]
=

[
−∇xL(x,y)

ỹ − y

]
. (3.17)

Maticu Nk(x,y) budeme regulatizovať, aby sme zabezpečili jej regularitu pre ľubo-

voľnú dvojicu (x,y):

Nk(x,y) =

[
∇2xxL(x,y) + 1

r2
In −∇g(x)T

rΨ′′(rg(x))Y∇g(x) Im

]
. (3.18)

Táto konkrétna voľba regularizácie totiž nebude mať vplyv na rýchlosť konver-

gencie algoritmu. Predtým, ako popíšeme krok primárno-duálneho algoritmu, zade-

finujme tzv. merit funkciu, ktorá bude určovať „vzdialenosť
 od riešenia (x̂, ŷ),

ν(x,y) = max

{
‖∇xL(x,y)‖,− min

1≤i≤m
{gi(x)},

m∑
i=1

|yigi(x)|,− min
1≤i≤m

{yi}
}
, (3.19)

s vlastnosťou ν(x,y) ≥ 0 a ν(x̂, ŷ) = 0.
Jeden krok primárno-duálneho algoritmu potom spočíva v nasledovnom.

Algoritmus (Primárno-duálny). Nech je daná primárno-duálna dvojica xk,yk. Je-

den krok primárno-duálneho algoritmu potom spočíva v nasledovnom postupe:

(1) Zo sústavy

Nk(x
k,yk)

[
�x

�y

]
=

[
−∇xL(xk,yk)

ỹk − yk

]
nájdeme primárno-duálne korektory �x,�y.
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(2) Položíme xk+1 = xk +�x, yk+1 = yk +�y.

(3) Zmeníme penalizačný parameter rk+1 podľa pravidla

rk+1 =
1√

ν(xk+1,yk+1)
. (3.20)

Uvedený postup je dobre definovaný, ak je matica Nk(x,y) regulárna pre ľubo-

volné x,y. Ak by nebola, potom by musel existovať nenulový vektor (ω,χ)T taký,

že

Nk(x,y)

[
ω

χ

]
=

[
0

0

]
.

Vzhľadom na štruktúru systému (3.15) môžeme vyjadriť χ vzťahom

χ = −rΨ′′(rg(x))Y∇g(x)ω.

Dosadením do prvej rovnice tejto sústavy máme(
∇2xxL(x,y) +

1
r2
In + r∇g(x)TΨ′′(rg(x))Y∇g(x)

)
ω =Mk(x,y)ω = 0.

Ak vezmeme do úvahy konvexnosť úlohy (PNRC) a vlastnosť (i) funkcie ψ, dosta-

neme, že maticaMk(x,y) je kladne definitná, z čoho máme ω = 0 a následne χ = 0.

Matica Nk(x,y) je teda regulárna.

Uvedený postup ukazuje, že vzhľadom na štruktúru uvedeného systému môžeme

riešenie sústavy zjednodušiť. Najprv nájdeme primárny korektor �x riešením

Mk(x
k,yk)�x = −∇xLNR(xk,yk),

potom položíme

xk+1 = xk +�x,

yk+1 = ỹk − rΨ′′(rg(xk)
)
Y∇g(xk)�x.

Pre potreby ďalšej analýzy označme

w = (x,y), Mε =
{
w | ‖w − ŵ‖ ≤ ε

}
Potom platí
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Veta 3.1. Nech platí predpoklad 3.2 a nech sú Hessove matice funkcií f, gi Lipschit-

zovsy spojité, t.j.

‖∇2f(x1)−∇2f(x2)‖ ≤ L0‖x1 − x2‖
‖∇2gi(x1)−∇2gi(x2)‖ ≤ Li‖x1 − x2‖, i = 1, . . . , m.

Potom existuje ε0 dostatočne malé tak, že pre ľubovolnú dvojicu w = (x,y) ∈ Mε0

stačí jediný krok primárno-duálneho algoritmu na nájdenie novej primárno-duálnej

dvojice w̄ = (x̄, ȳ) takej, že platí

‖w̄ − ŵ‖ ≤ C‖w − ŵ‖ 32 ,

kde C nezávisí od (x,y).

Dôkaz: Nájdeme v [33], s. 247-251. �

Vidíme, že pokiaľ sa štartovací bod nachádza v blízkosti optimálneho bodu,

primárno-duálny algoritmus konverguje lokálne superlineárne. Dôležitým faktom v

dôkaze je práve špeciálna voľba penalizačného parametra rk. Konvergencia je však

iba lokálna, preto spojením primárno-duálnej metódy a nelineárne-škálovacej metódy

navrhneme globálne konvergentný algoritmus.

Majme ľubovolnú dvojicu (xk,yk). Nový skúšobný bod (xk+1
T ,yk+1

T ) najprv náj-

deme použitím primárno-duálneho algoritmu. Ak tento bod nezníži superlineárne

hodnotu merit funkcie (t.j. ν(xk+1
T ,yk+1

T ) > ν(xk,yk)1.5), znamená to, že bod (xk,yk)

ešte nie je dostatočne blízko optimálneho riešenia (nepatrí doMε0). V tomto prípade

zamietneme skúšobný bod (xk+1
T ,yk+1

T ) a nový bod (x
k+1,yk+1) nájdeme nelineárne

škálovacím algoritmom - minimalizovaním rozšírenej Lagrangeovej funkcie a odha-

dom multiplikátorov. K tejto minimalizácii naviac môžeme použiť smer �x nájdený

primárno-duálnym algoritmom, keďže tento smer je vďaka kladnej definitnosti matice

Mk(xk,yk) spádový (t.j. ∇xLNR(xk,yk)T�x < 0).

Spočiatku sa teda algoritmus správa rovnako ako nelineárne škálovací algoritmus

a v tomto „móde
 vykoná niekoľko iterácií, generujúcich postupnosť bodov xk,yk,

ktoré budú čoraz bližsie okoliu Mε0 primárno-duálneho riešenia. Potom sa „prepne


na primárno-duálny algoritmus, kde naplno využije jeho superlineárnu rýchlosť kon-

vergencie (veta 3.1).
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Môžeme si všimnúť, že k výraznému zväčšeniu penalizačného parametra rk do-

chádza iba počas vykonávania primárno-duálnych krokov v záverečnej fáze algoritmu

(vzťah (3.20)). Táto zmena nespôsobuje numerické ťažkosti ako v prípade voľnej mi-

nimalizácie, práve naopak: smer (�x,�y), ktorý získame riešením systému (3.18),

sa čoraz viac podobá smeru, ktorý získame Newtonovou metódou aplikovanou na

Lagrangeov systém rovníc zodpovedajúci aktívnym ohraničeniam. Algoritmus tak

využíva najlepšie vlastnosti nelineárne-škálovacej metódy pre body vzdialené od rie-

šenia (x̂, ŷ) a primárno-duálnej metódy pre body v okolí Mε0. Zároveň tak obchádza

ich základné nedostatky.

Tento výsledný kombinovaný algoritmus Polyak a Griva nazývajú PDNRD al-

goritmus (primal-dual nonlinear-rescalling method with dynamic scaling parameter

update, [33]). V článku [32] rozpracovali zlepšenie primárno-duálnej schémy zakla-

dajúce sa na identifikácii nulových multiplikátorov a zavedení vektora penalizačných

parametrov, ktoré teraz uvedieme.

3.3 Vylepšená primárno-duálna schéma

Výsledkom spomínaného zlepšenia bude primárno-duálna metóda s asymptoticky

kvadratickou rýchlosťou konvergencie. Základom bude identifikácia aktívnych ohra-

ničení a nulových Lagrangeových multiplikátorov počas vykonávania algoritmu, k

čomu poslúži fakt, že Lagrangeove multiplikátory prislúchajúce pasívnym ohraniče-

niam konvergujú k nule kvadraticky. Takisto zavedieme vektor škálovacích paramet-

rov p = (p1, . . . ,pm)
T, ktorý bude v úzkom spojení s penalizačným parametrom

r.

Budeme vychádzať zo sústavy

∇xLNR(x̄,y) = ∇f(x̄) +
m∑
i=1

yiψ
′(pigi(x̄)

)∇gi(x̄) = ∇xL(x̄, ȳ) = 0, (3.21)

ȳ = −Ψ′(pg(x̄))y, (3.22)

pi =
r

yi

, i = 1, . . . , m, (3.23)

kde

Ψ′(pg(x)) = diag [ψ′(pigi(x)
)]m

i=1
=

⎡⎢⎢⎣
ψ′(p1g1(x)) · · · 0

...
. . .

...

0 · · · ψ′(pmgm(x)
)
⎤⎥⎥⎦ .

49



Definujme indexové množiny

I+(x,y) =
{
i | yi > ν(x,y)

}
, I0(x,y) =

{
i | yi < ν(x,y)

}
,

reprezentujúce množiny „veľkých
 a „malých
 Lagrangeových multiplikátorov. Roz-

delíme systém (3.22) na dva podsystémy

ȳi = −yiψ
′(pigi(x̄)

)
, i ∈ I+(x,y), (3.24)

ȳi = −yiψ
′(pigi(x̄)

)
, i ∈ I0(x,y). (3.25)

Pri linearizácii systému rovníc (3.21), (3.24), (3.25) budeme prihliadať na odlišnosť

týchto systémov. Uvedieme len výslednú linearizovanú schému, keďže jej odvodenie

vyžaduje určité znalosti teórie Fenchelovej konvexnej transformácie. Označme

g+(x) =
(
gi(x)

)T
y+ = (yi)

T

p+ = (pi)
T

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ i ∈ I+(x,y),

g0(x) =
(
gi(x)

)T
y0 = (yi)

T

p0 = (pi)
T

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ i ∈ I0(x,y),

ỹ0 = −Ψ′(p0g0(x))y0, (3.26)

potom dostávame (regularizovanú) sústavu (pre detaily odvodenia pozri [32])⎡⎢⎢⎣
∇2xxL(x,y) + 1

r
In −∇g+(x)T −∇g0(x)T

∇g+(x) −ϕ′′(1)
r
I+ 0

rΨ′′(p0g0(x))Y0∇g0(x) 0 I0

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣
�x

�y+

�y0

⎤⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎣
−∇xL(x,y)

−g+(x)
ỹ0 − y0

⎤⎥⎥⎦ ,
kde ϕ je záporne vzatá Fenchelova transformácia funkcie ψ. Opäť označíme

Nk(x,y+,y0) =

⎡⎢⎢⎣
∇2xxL(x,y) + 1

r
In −∇g+(x)T −∇g0(x)T

∇g+(x) −ϕ′′(1)
r
I+ 0

rΨ′′(p0g0(x))Y0∇g0(x) 0 I0

⎤⎥⎥⎦ (3.27)

a popíšeme jeden krok modifikovanej primárno-duálnej metódy.

Algoritmus (Modifikovaný primárno-duálny). Nech je daná primárno-duálna dvoj-

ica xk,yk
+,y

k
0. Jeden krok modifikovaného primárno-duálneho algoritmu potom spo-

číva v nasledovnom postupe:
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(1) Zo sústavy

Nk(x
k,yk

+,y
k
0)

⎡⎢⎢⎣
�x

�y+

�y0

⎤⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎣
−∇xL(xk,yk)

−g+(xk)

ỹk
0 − yk

0

⎤⎥⎥⎦ ,
nájdeme primárno-duálne korektory �x,�y+,�y0.

(2) Položíme xk+1 = xk +�x, yk+1
+ = yk

+ +�y+, y
k+1
0 = yk

0 +�y0

(3) Zmeníme penalizačný parameter rk+1 podľa pravidla

rk+1 =
1

ν(xk+1,yk+1)
(3.28)

a položíme

pk+1
i =

rk+1

yk+1
i

, i = 1, . . . , m.

Oproti pôvodnému algoritmu si môžeme všimnúť aj pozmenené pravidlo zmeny

penalizačného parametra.

Globálne konvergentný algoritmus opäť dostaneme spojením nelineárne škálova-

cieho algoritmu a modifikovaného primárno-duálneho algoritmu. Nelineárne škálovací

algoritmus poslúži v úvodnej fáze na získanie bodov xk,yk blízko optimálneho rieše-

nia, modifikovaný primárno-duálny algoritmus potom spúšťame v záverečnej výpoč-

tovej fáze. Tento algoritmus Polyak a Griva nazývajú PDEPM (primal-dual exterior

point method, [32]). PDEMP vykazuje asymptoticky kvadratickú rýchlosť konver-

gencie.

Veta 3.2. Nech platí predpoklad 3.2 a nech sú Hessove matice funkcií f, gi Lipschit-

zovsy spojité, t.j.

‖∇2f(x1)−∇2f(x2)‖ ≤ L0‖x1 − x2‖
‖∇2gi(x1)−∇2gi(x2)‖ ≤ Li‖x1 − x2‖, i = 1, . . . , m.

potom algoritmus PDEPM generuje globálne konvergentnú postupnosť bodov xk,yk

konvergujúcu k optimálnemu riešeniu (x̂, ŷ) s asymptoticky kvadratickou rýchlosťou.

Dôkaz: Nájdeme v [32], s. 155-158. �

V poslednej časti tejto kapitoly ukážeme spôsob, ktorým môžeme previesť KKT

systém na ekvivalentný systém, ktorý však bude obsahovať iba rovnice. Optimálny

bod (x̂, ŷ) potom nájdeme riešením tohto systému.
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3.4 Fischerova schéma

Doposiaľ sme sa zaoberali metódami, ktoré hľadajú sedlový bod (rozšírenej) Lagran-

geovej funkcie prostredníctvom ich minimalizácie na priestore primárnej premennej,

nasledovanej voľbou nového vektora Lagrangeových multiplikátorov, ktorý maxima-

lizuje penalizovanú duálnu funkciu príslušnej duálnej úlohy. Metódy uvedené v čas-

tiach 3.2 a 3.3 tento bod hľadajú prostredníctvom riešenia primárno-duálnej sústavy,

celková filozofia metód však zostáva zachovaná. V tejto časti spomenieme odlišný

prístup, založený na transformácii KKT sústavy na ekvivalentnú sústavu rovníc.

Pripomeňme uvažovanú úlohu

minimalizovať f(x)

za podmienok g(x) ≥ 0 (PNRC)

kde f : Rn −→ R je konvexná, g : Rn → Rm konkávna vektorová funkcia. Predpo-

kladajme, že f, g ∈ C2, a definujme pomocou

L(x,y) = f(x)− g(x)Ty

príslušnú Lagrangeovu funkciu. Ohraničenia typu

h(x) = 0

neuvažujeme iba kvôli zjednodušeniu výkladu.

Nutné a postačujúce podmienky optimality pre úlohu (PNRC) v podobe Karush-

Kuhn-Tuckerových podmienkok majú tvar (veta 1.6)

∇f(x)−
m∑
i=1

yi∇gi(x) = 0,

g(x) ≥ 0,
yTg(x) = 0,

y ≥ 0,

ktoré zapíšeme ako

∇xL(x,y) = 0, (3.29)

g(x) ≥ 0, y ≥ 0, g(x)Ty = 0. (3.30)
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Vzťah (3.30) je podobný formulácii úloh o komplementarite, ktoré je možné pre-

transformovať na systém rovníc pomocou tzv. CP-funkcií (complementarity problem

functions, [27]).

Definícia 3.1 (CP-funkcia). Funkciu φ : R2 −→ R nazveme CP-funkciou, ak platí

φ(α, β) = 0⇐⇒ α ≥ 0, β ≥ 0, αβ = 0. (3.31)

Z uvedenej definície je zrejmé, že pomocou CP-funkcií môžeme transformovať

systém (3.29), (3.30) na ekvivalentný systém

∇xL(x,y) = 0, (3.32)

φ
(
gi(x),yi

)
= 0, i = 1, . . . , m. (3.33)

V minulosti bolo navrhnutých viacero takýchto funkcií (spomínané napr. v [13]), no v

poslednej dobe sa teší popularite najmä CP-funkcia zavedená Fischerom ([14], [15]).

Veta 3.3. Nech je funkcia φF definovaná vzťahom

φF (α, β) = α + β −
√
α2 + β2.

Potom φF je CP-funkcia.

Dôkaz: (=⇒) Nech platí φF (α, β) = 0. Ak α + β < 0, potom φF (α, β) < 0 pre

ľubovolné α, β spĺňajúce uvedenú nerovnosť. Predpokladajme teda, že α + β ≥ 0.
Potom namiesto výrazu φF (α, β) = 0 môžeme ekvivalentne písať

(α + β)2 = α2 + β2,

z čoho plynie αβ = 0. Využitím výrazov α+ β ≥ 0 a αβ = 0 už ľahko dostaneme, že
musí platiť α ≥ 0 a takisto β ≥ 0.
(⇐=) Ak platí αβ = 0, potom môžeme písať

φF (α, β) = α + β −
√
α2 + β2 + 2αβ = α+ β −

√
(α + β)2

= α + β − |α + β|.

Keďže predpokladáme α ≥ 0, β ≥ 0, potom φF (α, β) = 0, čo sme chceli dokázať. �
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Funkcia φF je spojitá a pre jej parciálne derivácie platí

∂φF (α, β)
∂α

= 1− α√
α2 + β2

,
∂φF (α, β)

∂β
= 1− β√

α2 + β2
. (3.34)

Problém so spojitosťou prvých parciálnych derivácií (3.34) v bode (0, 0) je možné

obísť zavedením regularizovanej Fischerovej funkcie

φFμ(α, β) = α + β −
√
α2 + β2 + 2μ (3.35)

s vlastnosťou

φFμ(α, β) = 0⇐⇒ α > 0, β > 0, αβ = μ, (3.36)

pre μ > 0, ktorú dokážeme rovnako ako vo vete 3.3. Označme

ΦFμ

(
g(x),y

)
=

⎡⎢⎢⎣
φFμ

(
g1(x),yi

)
...

φFμ

(
gm(x),ym

)
⎤⎥⎥⎦ ,

potom budeme aproximovať systém (3.32), (3.33) systémom

∇xL(x,y) = 0 (3.37)

ΦFμ

(
g(x),y

)
= 0. (3.38)

Jedným zo spôsobov riešenia tohto systému je minimalizácia jeho normy. V tomto

prípade vznikajú menšie problémy aj pri ostro konvexných úlohách [12], preto na jeho

riešenie aplikujeme Newtonovu metódu. Linearizovaním uvedenej sústavy a zaned-

baním členov druhého a vyššieho rádu dostávame (predpokladáme x̄ = x+�x, ȳ =

y +�y) [
∇2xxL(x,y) −∇g(x)T
Dα∇g(x) Dβ

][
�x

�y

]
=

[
−∇xL(x,y)

−ΦFμ

(
g(x),y

)] . (3.39)

kde používame označenie

Dα = diag
[
φ′
Fμ;α

(
g(x),y

)]m
i=1
=

⎡⎢⎢⎣
φ′
Fμ;α

(
g1(x),y1

) · · · 0
...

. . .
...

0 · · · φ′
Fμ;α

(
gm(x),ym

)
⎤⎥⎥⎦ ,

Dβ = diag
[
φ′
Fμ;β

(
g(x),y

)]m
i=1
=

⎡⎢⎢⎣
φ′
Fμ;β

(
g1(x),y1

) · · · 0
...

. . .
...

0 · · · φ′
Fμ;β

(
gm(x),ym

)
⎤⎥⎥⎦ ,
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pričom

φ′
Fμ;α

(
gi(x),yi

)
=
∂φFμ(α, β)

∂α

∣∣∣∣
α=gi(x),β=yi

,

φ′
Fμ;β

(
gi(x),yi

)
=
∂φFμ(α, β)

∂β

∣∣∣∣
α=gi(x),β=yi

.

Označme

Nγ(x,y) =

[
∇2xxL(x,y) + γIn −∇g(x)T
Dα∇g(x) Dβ

]
, γ > 0 (3.40)

regularizovanú maticu sústavy (3.39). Newtonovské smery (�x,�y) budú touto

sústavou dobre definované, ak Nγ(x,y) bude regulárna matica pre ľubovolné (x,y).

Ak by nebola regulárna, potom by muselo platiť

Nγ(x,y)

[
ω

χ

]
=

[
0

0

]

pre nenulový vektor (ω,χ)T. Z druhej rovnice pre χ dostávame

χ = −D−1
β Dα∇g(x)ω

a dosadením do prvej rovnice máme(
∇2xxL(x,y) + γIn +∇g(x)TD−1

β Dα∇g(x)
)
ω =Mγ(x,y)ω = 0.

Matica Mγ(x,y) je kladne definitná (konvexnosť úlohy (PNRC) a kladnosť prvkov

diagonálnych matíc Dα,Dβ), čiže ω = 0, a následne χ = 0. Matica Nγ(x,y) je

regulárna.

Základnú ideu hľadania optimálneho riešenia (x̂, ŷ) potom môžeme zhrnúť takto:

Algoritmus (Fischerov). Nech je daná dvojica vektorov xk,yk. Jeden krok Fische-

rovho algoritmu potom spočíva v nasledovnom postupe:

(1) Zo sústavy

Nγ(x
k,yk)

[
�x

�y

]
=

[
−∇xL(xk,yk)

−ΦFμ

(
g(xk),yk

)]
nájdeme Newtonovské smery �x,�y.

(2) Položíme xk+1 = xk +�x, yk+1 = yk +�y a zvolíme γk+1 ≤ γk.
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Uvedený algoritmus však konverguje len pre body (xk,yk) patriace do nejakého

okolia optimálneho riešenia (x̂, ŷ), pričom veľkosť tohto okolia závisí od dát úlohy.

Pri rozšírení algoritmu na globálny sa ponúkajú dve možnosti

(a) Krok (2) uvedeného algoritmu nahradíme

xk+1 = xk + λk�x, yk+1 = yk + λk�y,

kde λk získame vyhľadávaním na lúči normy riešeného systému. Ak označíme

w = (x,y), s = (�x,�y) a

F (w) =

[
∇xL(x,y)

ΦFμ(g(x),y)

]
,

potom λk získame približným riešením úlohy

λk = argmin
λ>0

{‖F (w + λs)‖}.
(b) Na získanie potrebných bodov (xk,yk) môžeme využiť napríklad nelineárne

škálovací algoritmus. Fischerovu metódu potom spustíme až v čase, keď tieto

body budú ležať v požadovanom okolí optimálneho riešenia (x̂, ŷ).

Ani jednu z uvedených modifikácií nepodporíme dôkazom konvergencie, no pokúsime

sa ich otestovať rozličnými numerickými experimentami.
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Kapitola 4

Numerické experimenty

Záverečnú kapitolu tejto práce venujeme numerickým experimentom, ktorých cieľom

bude vzájomné porovnanie rôznych metód k riešeniu úlohy konvexného programova-

nia v tvare

minimalizovať f(x)

za podmienok g(x) ≥ 0 (PNRC)

kde f : Rn → R je konvexná, g : Rn → Rm je konkávna vektorová funkcia,

g(x) =
(
g1(x), . . . , gm(x)

)T
. Za týmto účelom využijeme náhodne generované úlohy

konvexného bikvadratického (kvadratického) programovania, a takisto vybrané úlohy

zo zbierky testovacích príkladov CUTEr [18].

Kapitola je rozdelená do troch logických celkov. V prvom popíšeme spôsob ná-

hodného generovania úloh, v druhom sa budeme venovať implementácii uvažovaných

algoritmov, a v treťom uvedieme výsledky navrhnutých experimentov, ktoré stručne

okomentujeme.

4.1 Generátor úloh

Dôležitým predpokladom pre tvorbu automatického generátora úloh (PNRC) je

voľba konkrétnej triedy úloh, pre ktorú budeme môcť takýto generátor ľahko imple-

mentovať. My sme si zvolili triedu úloh bikvadratického programovania. Konkrétna
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voľba funkcií f, g teda bude

f(x) =
1
4
(xTDx)2 +

1
2
xTGx+ hTx,

gi(x) =

⎧⎨⎩
1
2x
TGix+ hTi x− ti, i = 1, . . . , q,

aTi x− bi, i = 1, . . . , m− q.

(4.1)

pre nejaké kladne definitné matice D,G (D diagonálna) a záporne definitné ma-

tice Gi, i = 1, . . . , q, kde predpokladáme 0 ≤ q ≤ m. Vektory h,hi, ti,ai, bi volíme

„ľubovolne
 (drobné obmedzenie špecifikujeme neskôr). Z riadkových vektorov aTi

utvoríme maticu A. Pre takto zvolené funkcie a matice bude úloha (PNRC) rý-

dzo konvexná. Jej primárno-duálne optimálne riešenie (x̂, û) je potom jednoznačne

determinované sústavou KKT podmienok, ktoré nadobúdajú tvar

(x̂TDx̂)Dx̂+Gx̂+ h−ATû(m−q) −
q∑

i=1

ûi

(
Gix̂+ hi

)
= 0 (4.2)

1
2
x̂TGix̂+ hTi x̂ ≥ ti, i = 1, . . . , q, (4.3)

ui

(
1
2
x̂TGix̂+ hTi x̂− ti

)
= 0, i = 1, . . . , q, (4.4)

Ax̂ ≥ b, (4.5)

ûT(m−q)

(
Ax̂− b

)
= 0, (4.6)

û ≥ 0, (4.7)

kde označujeme u(m−q) =
(
uq+1, . . . ,um

)T
a u = (u1, . . . ,uq,u(m−q))T. Potrebu-

jeme ešte zabezpečiť lineárnu nezávislosť gradientov∇gi(x̂) prislúchajúcich aktívnym
ohraničeniam. Predpokladajme, že existujú 1 ≤ q1 ≤ q, 1 ≤ q2 ≤ m − q, q1 + q2 ≤ n

také, že prvých q1 kvadratických ohraničení a prvých q2 lineárnych ohraničení je

aktívnych v x̂. Potom musí platiť

rank
(∇g(q1+q2)(x̂)) = min{q1 + q2, n}, ∇g(q1+q2)(x̂) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(G1x̂+ h1)
T

...

(Gq1x̂+ hq)
T

aT1
...

aTq2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (4.8)

čo môžeme dosiahnuť vhodnou voľbou matíc úlohy.
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Sústava rovníc a nerovníc (4.2) - (4.7) ponúka pomerne jednoduchý spôsob na

generovanie úloh (PNRC) v požadovanom tvare: Najprv zvolíme ľubovolné x̂ a ŷ ≥
0, nato zvolíme matice a vektory Gi,hi,A, i = 1, . . . , q (Gi záporne definitné) tak,

aby platilo (4.8). Následne zvolíme ľubovolné, kladne definitné matice D a G, a zo

vzťahov (4.3) - (4.6) dopočítame vektory b, t. Na záver určíme h z rovnice (4.2).

Schematický popis implementácie tohto postupu je nasledovný:

Krok 1 : Inicializácia. Zvoľ n (počet premenných), m (počet ohraničení), 0 ≤ q ≤ m (počet

kvadratických ohraničení), ma < n (počet aktívnych ohraničení v bode optima),

ďalej nastav ρ > 0 (vzdialenosť bodu x0 od optimálneho riešenia) a cond > 1 (číslo

podmienenosti matíc D,G,Gi).

Krok 2 : Vygeneruj ľubovolné x̂ ∈ Rn a ľubovolné také ŷ ≥ 0, ktoré obsahujem−ma nulových

prvkov a ma kladných prvkov.

Krok 3 : Vytvor maticu G = QΛQT, kde Q je ľubovolná ortogonálna matica a Λ je diago-

nálna matica s prvkami λi > 0 zvolenými tak, aby platilo λmax
λmin

= cond. Rovnako

urči Gi = QiΛiQTi , pre Λi diagonálne s prvkami λij < 0 zvolenými tak, aby platilo
λi,max

λi,min
= cond.

Krok 4 : Zvoľ d > 0 tak, aby dmax
dmin

= cond, a polož D = diag(d).

Krok 5 : Vygeneruj maticu A a vektory hi, i = 1, . . . , q tak, aby platilo (4.8), a dopočítaj

vektory b, t podľa

ti = 1
2 x̂
TGix̂+ hTi x̂− θi ak ui = 0

ti = 1
2 x̂
TGix̂+ hTi x̂ ak ui > 0

}
i = 1, . . . , q,

bi = aTx̂− θi ak uq+i = 0

bi = aTx̂ ak uq+i > 0

}
i = 1, . . . ,m− q,

pričom θi > 0 sú náhodné čísla.

Krok 6 : Z (4.2) dopočítaj h.

Krok 7 : Zvoľ náhodne vektor s a polož x0 = x̂+ ρ s
‖s‖ .

Krok 8 : Výstup : Matice a vektory dát x̂, û,D,G,h,Gi,hi, t,A, b,x0.

Parametrami generátora sú konštanty {n,m,ma, q, ρ, cond}, ktorých rozličným na-
stavením budú vznikať úlohy s rôznymi charakteristikami. Toto využijeme pri vyko-

návaní numerických experimentov.

Všimnime si ešte, že algoritmus nášho generátora úloh zabezpečí platnosť pod-

mienky ostrej komplementarity (1.23). Maticu D pri generovaní volíme diagonálnu.
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4.2 Implementácie algoritmov

Na tomto mieste sa budeme venovať popisu algoritmov, ktoré použijeme na nume-

rické experimentovanie. Konkrétne sa bude jednať o:

(a) Klasický aloritmus Rockafellara, kde použijeme dva rôzne prístupy pre odhad

multiplikátorov: odhad prvého rádu a odhad druhého rádu.

(b) Algoritmus nelineárneho škálovania pre vybranú transformačnú funkciu ψ ∈
P2NEQ.

(c) Algoritmus PDNRD Polyaka a Grivu.

(d) „Fischerov
 algoritmus v dvoch verziách, ktoré nazveme „klasická
 a „modifi-

kovaná
.

Detaily Newtonovho algoritmu na voľnú minimalizáciu a algoritmov na vyhľa-

dávanie na lúči možno nájsť v Prílohe. Predtým, ako pristúpime ku konkrétnym

implementáciam algoritmov, zadefinujme funkciu

ν(x,y) = max

{
‖∇xL(x,y)‖,− min

1≤i≤m
{gi(x)},

m∑
i=1

|yigi(x)|,− min
1≤i≤m

{yi}
}
, (4.9)

ktorú nazveme „merit
 funkciou a budeme ňou merať kvalitu aproximácie jednotli-

vých iteračných bodov (xk,yk), keďže pre všetky uvažované algoritmy platí û = ŷ.

Predpokladáme, že vstup je vhodne škálovaný.

Na záver prezraďme, že všetky algoritmy sme naprogramovali v prostredí MAT-

LAB (verzia 7.12). Kvôli snahe o zrýchlenie niektorých výpočtov kombinujeme kla-

sické .m súbory so skompilovanými časťami kódu jazyku C v podobe .mex súborov,

v ktorých využívame FORTRANovské funkcie z knižnice BLAS. Keďže sme chceli

použit na testovanie aj spomínaný testovací balík CUTEr, museli sme pracovať pod

operačným systémom LINUX (distribúcia Ubuntu, v11.04). Implementácia, ktorá je

špeciálne určená pre výstup generátora úloh je však po vhodnom prekompilovaní

spustiteľná aj pod operačným systémom Windows.

4.2.1 Rockafellarov algoritmus

Pripomeňme označenia Rockafellarovej rozšírenej Lagrangeovej funkcie

LR(x,y) = f(x) +
m∑
i=1

PR
(
gi(x),yi

)
,
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s Rockafellarovou penalizačnou funkciou

PR(ξ, η) =

⎧⎨⎩
1
2ξ
2 − ξη pre ξ < η

−η2

2 pre ξ ≥ η
.

Algoritmus Rockafellara, ktorý sme teoreticky popísali v časti 2.2, sme implemento-

vali nasledovne:

Krok 1 : Inicializácia. Urči konštanty ε (terminačné kritérium), rmax < 106, rstp ∈ [2, 10] (kon-
štanty použité na zmenu parametra r), δ (očakávaný pokles porušenia prípustnosti),

konštanty 0 < νcrit ≤ 1, odhad = 1 a 0 < L < 1, a urči hodnotu r0 > 0. Polož

y0 = (1, . . . , 1)T a k = 0.

Krok 2 : AK ν(xk,yk) < ε, STOP, Výstup : xk,yk.

Krok 3 : Polož ỹ = multiplier(xk,yk, odhad), označ gk = ‖∇xLR(xk,yk)‖ a použi Newto-
novu metódu na približnú minimalizáciu funkcie LR(·,yk) na Rn, bod minima označ

xk+1. V tomto bode musí platiť

‖∇xLR(xk+1,yk)‖ <
L

rk
‖ỹ − yk‖+max{1,

√
rk‖gk‖}ε.

Krok 4 : Polož yk+1 = multiplier(xk+1,yk, odhad).

Krok 5 : Označ δk =
maxi{−gi(x

k+1)}
maxi{−gi(xk)} , AK δk > δ, POTOM rk+1 = min{rstprk, r δk

δ , rmax},
INAK rk+1 = rk.

Krok 6 : AK ν(xk+1,yk+1) < νcrit, POTOM odhad = 2.

Krok 7 : k = k + 1, CHOĎ NA KROK 2.

Pomocná funkcia multiplier(x,y, odhad) :

Krok 1 : AK odhad = 1, potom ỹi = max[0,yi − rgi(x)], i = 1, . . . ,m.

AK odhad = 2, potom

ȳ = y −
[
∇yydR(y)

]−1
×[

∇ydR(y)−∇g(x)
[
∇2xxLR(x,y)

]−1
∇xLR(x,y)

]
,

a ỹi = max[0, ȳi], i = 1, . . . ,m, pričom význam a hodnoty symbolov ∇ydR(y) a

∇yydR(y) nájdeme definované v časti 2.2.1.

Krok 2 : Výstup : ỹ.

Krátky komentár k uvedenej implementácii: Najväčšia výpočtová náročnosť algo-

ritmu sa sústreďuje v kroku 3, v ktorom minimalizujeme Rockafellarovu rozšírenú

Lagrangeovu funkciu, pričom terminačné kritérium je inšpirované vetou 2.2. Parame-

ter νcrit určuje, ktorú metódu odhadu multiplikátorov použijeme. Ak sa nachádzame
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„ďaleko
 od optimálneho riešenia (ν(xk,yk) je veľké), použijeme odhad prvého rádu,

pre malé hodnoty merit funkcie použijeme odhad druhého rádu. Parameter νcrit teda

určuje, kedy považujeme vzdialenosť za malú a kedy za veľkú. Pri experimentoch

budeme používať dva varianty: v prvom zvolíme νcrit = 0 (vždy použijeme odhad

prvého rádu), v druhom νcrit = 1 (použijeme oba odhady).

Parameter r meníme, ak algoritmus vykazuje veľmi pomalé znižovanie neprípust-

nosti bodov (xk,yk). Ak pomer hodnôt neprípustnosti dvoch po sebe idúcich iterácií

je väčší ako očakávaná hodnota δ, zmeníme r podľa vzťahu v kroku 5, inak pone-

cháme r bezo zmeny (pre detaily pozri [8]).

V experimentoch používame rmax = 5 · 105, rstp = 6, δ = 0.5, L = 0.9, r0 = 10.

4.2.2 Nelineárne škálovanie

Implementácia tohto algoritmu je veľmi podobná ako implementácia Rockafellarovho

algoritmu. Pripomeňme, že uvažujeme

LNR(x,y) = f(x) + 1
r

m∑
i=1

yiψ
(
rgi(x)

)
, (4.10)

kde sme zvolili

ψ(ξ) =

⎧⎨⎩ξ2 − ξ pre ξ ≤ 0,
1
1+ξ − 1 pre ξ > 0.

(4.11)

Schematická implementáci algoritmu:

Krok 1 : Inicializácia. Urči konštanty ε (terminačné kritérium), rmax < 106, rstp ∈ [2, 10] (kon-
štanty použité na zmenu parametra r), δ (očakávaný pokles porušenia prípustnosti),

0 < L < 1, a urči hodnotu r0 > 0. Polož y0 = (1, . . . , 1)T a k = 0.

Krok 2 : AK ν(xk,yk) < ε, STOP, Výstup : xk,yk.

Krok 3 : Polož ỹ = −Ψ′(rg(xk)
)
yk, označ gk = ‖∇xLNR(xk,yk)‖ a použi Newtonovu me-

tódu na približnú minimalizáciu funkcie LNR(·,yk) na Rn, bod minima označ xk+1.

V tomto bode musí platiť

‖∇xLNR(xk+1,yk)‖ <
L

rk
‖ỹ − yk‖+max{1,

√
rk‖gk‖}ε.

Krok 4 : Polož yk+1 = −Ψ′(rg(xk+1)
)
yk.

Krok 5 : Označ δk =
maxi{−gi(x

k+1)}
maxi{−gi(xk)} , AK δk > δ, POTOM rk+1 = min{rstprk, r δk

δ , rmax},
INAK rk+1 = rk.

Krok 6 : k = k + 1, CHOĎ NA KROK 2.
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Vidíme, že schematický algorimus je takemr totožný ako Rockafellarov algorit-

mus. Uvažujeme iba odhad multiplikátorov prvého rádu. Rovnako ako v prípade Roc-

kafellarovho algoritmu používame rmax = 5 · 105, rstp = 6, δ = 0.5, L = 0.9, r0 = 10.

4.2.3 Algorimus PDNRD Polyaka a Grivu

Schematický popis uvedeného algoritmu Polyaka a Grivu sa bude od predošlých

prípadov mierne odlišovať. V algoritme využijeme funkcie definované vzťahmi (4.10)

a (4.11):

Krok 1 : Inicializácia. Urči konštanty ε (terminačné kritérium), rmax < 106, rstp ∈ [2, 10] (kon-
štanty použité na zmenu parametra r), δ (očakávaný pokles porušenia prípustnosti),

0 < L < 1, 0 < θ ≤ 0.5, a urči hodnotu r0 > 0. Polož y0 = (1, . . . , 1)T a k = 0.

Krok 2 : AK ν(xk,yk) < ε, STOP, Výstup : xk,yk.

Krok 3 : Nájdi �x,�y zo sústavy[
∇2xxL(xk,yk) −∇g(xk)T

rΨ′′(rg(xk)
)
Y∇g(xk) Im

] [
�x

�y

]
=

[
−∇xL(xk,yk)

ỹ − yk

]
, (4.12)

kde Y = diag(yk) a ỹ = −Ψ′(rg(xk)
)
yk. Polož xk+1

T = xk +�x,yk+1
T = yk +�y.

Krok 4 : AK ν(xk+1
T ,yk+1

T ) < min{1 − θ, ν(xk,yk)1.5−θ}, POTOM polož xk+1 =

xk+1
T ,yk+1 = yk+1

T a rk+1 = ν(xk+1,yk+1)−1, k = k + 1, CHOĎ NA KROK 2.

Krok 5 : Polož ỹ = −Ψ′(rg(xk)
)
yk, označ gk = ‖∇xLNR(xk,yk)‖ a použi Newtonovu me-

tódu na približnú minimalizáciu funkcie LNR(·,yk) na Rn, bod minima označ xk+1.

V tomto bode musí platiť

‖∇xLNR(xk+1,yk)‖ <
L

rk
‖ỹ − yk‖+max{1,

√
rk‖gk‖}ε.

Krok 6 : Polož yk+1 = −Ψ′(rg(xk+1)
)
yk.

Krok 7 : Označ δk =
maxi{−gi(x

k+1)}
maxi{−gi(xk)} , AK δk > δ, POTOM rk+1 = min{rstprk, r δk

δ , rmax},
INAK rk+1 = rk.

Krok 8 : k = k + 1, CHOĎ NA KROK 2.

Algoritmus je vlastne kombináciou primárno-duálneho algoritmu a nelineárneho šká-

lovania. V každej iterácii sa pokúsime najprv spustiť primárno-duálnu metódu. Ak

nový iteračný bod generovaný touto metódou dostatočne nezníži hodnotu merit funk-

cie (krok 4), znamená to, že sa ešte nachádzame príliš ďaleko od primárno-duálneho

riešenia. Na získanie nového bodu (xk+1,yk+1) potom použijeme klasickú nelineárne

škálovaciu metódu tak, ako sme popísali v závere časti 3.2. Môžeme si všimnúť, že zo

sústavy (4.12) vynechávame regularizačný člen (porovnaj s (3.18)). Dôvod je ten, že
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všetky úlohy generované algoritmom z časti 4.1 spĺňajú∇2xxL(x,y) > 0 pre ľubovolné
x a y ≥ 0.
Parametre algoritmu v experimentoch volíme rmax = 5 ·105, rstp = 6, δ = 0.5, L =

0.9, r0 = 10, θ = 0.35.

4.2.4 Fischerove algoritmy

Algoritmy uvedené v časti 3.4 sú založené na použití Fischerovej funkcie na transfor-

máciu KKT sústavy. Prvý algoritmus, „klasický
, bude založený výlučne na riešení

tohto transformovaného systému.

Krok 1 : Inicializácia. Urči konštanty ε (terminačné kritérium), 0 < μ (korekcia Fischerovej

funkcie). Polož y0 = (1, . . . , 1)T a k = 0.

Krok 2 : AK ν(xk,yk) < ε, STOP, Výstup : xk,yk.

Krok 3 : Nájdi �x,�y zo sústavy[
∇2xxL(xk,yk) −∇g(xk)T

Dα∇g(xk) Dβ

][
�x

�y

]
=

[
−∇xL(xk,yk)

−ΦFμ

(
g(xk),yk

)] , (4.13)

kde presné definície diagonálnych matíc a funkcie ΦFμ nájdeme v časti 3.4.

Krok 4 : Nájdi približné riešenie λk úlohy

λk = argmin
λ>0

{‖F (wk + λsk)‖}, F (w) =

[
∇xL(x,y)

ΦFμ

(
g(x),y

)] ,
kde wk = (xk,yk) a sk = (�x,�y).

Krok 5 : Polož xk+1 = xk + λk�x, yk+1
i = max[0,yk

i + λk(�y)i], i = 1, . . . ,m.

Krok 6 : k = k + 1, CHOĎ NA KROK 2.

Algoritmus je vlastne implementáciou Newtonovej metódy na riešenie sústavy

rovníc (3.37), (3.38). Zároveň „cielene
 udržiavame body yk nezáporné a takisto

upúštame od regularizácie sústavy (4.13) (rovnaké dôvody ako pri algoritme PDNRD

v predchádzajúcej časti). V experimentoch volíme μ = mε = 2−52.

Druhá implementácia Fischerovho algoritmu bude založená na kombinácii pre-

došlého algoritmu a nelineárne škálovacieho algoritmu.

Krok 1 : Inicializácia. Urči konštanty ε (terminačné kritérium), rmax < 106, rstp ∈ [2, 10] (kon-
štanty použité na zmenu parametra r), δ (očakávaný pokles porušenia prípustnosti),

0 < L < 1, 0 < μ (korekcia Fischerovej funkcie), 0 < νcrit ≤ 1, alg = 2 a urči r0.
Polož y0 = (1, . . . , 1)T a k = 0.

Krok 2 : AK ν(xk,yk) < ε, STOP, Výstup : xk,yk.
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Krok 3 : AK alg = 1, POTOM CHOĎ NA KROK 3, INAK CHOĎ NA KROK 6.

Krok 4 : Nájdi �x,�y zo sústavy[
∇2xxL(xk,yk) −∇g(xk)T

Dα∇g(xk) Dβ

][
�x

�y

]
=

[
−∇xL(xk,yk)

−ΦFμ

(
g(xk),yk

)] , (4.14)

kde presné definície diagonálnych matíc a funkcie ΦFμ nájdeme v časti 3.4.

Krok 5 : Polož xk+1 = xk+�x, yk+1
i = max[0,yk

i +(�y)i], i = 1, . . . ,m, , k = k+1, CHOĎ

NA KROK 2.

Krok 6 : Polož ỹ = −Ψ′(rg(xk)
)
yk, označ gk = ‖∇xLNR(xk,yk)‖ a použi Newtonovu me-

tódu na približnú minimalizáciu funkcie LNR(·,yk) na Rn, bod minima označ xk+1.

V tomto bode musí platiť

‖∇xLNR(xk+1,yk)‖ <
L

rk
‖ỹ − yk‖+max{1,

√
rk‖gk‖}ε.

Krok 7 : Polož yk+1 = −Ψ′(rg(xk+1)
)
yk.

Krok 8 : Označ δk =
maxi{−gi(x

k+1)}
maxi{−gi(xk)} , AK δk > δ, POTOM rk+1 = min{rstprk, r δk

δ , rmax},
INAK rk+1 = rk.

Krok 9 : AK ν(xk+1,yk+1) < νcrit, POTOM polož alg = 1.

Krok 10 : k = k + 1, CHOĎ NA KROK 2.

Tento postup je vlastne heuristickým spojením dvoch odlišných algoritmov. V

prvých iteráciach budeme najprv vykonávať klasický algoritmus nelineárneho škálo-

vania, pokým nedostaneme dvojicu xk,yk, ktorej merit funkcia má menšiu hodnotu

ako νcrit. Potom prepneme na Fischerov algoritmus (v testoch volíme νcrit = 0.1,

všetky ostatné konštanty volíme rovnako ako v pôvodných algoritmoch).

Ostatné parametre už tradične volíme rmax = 5·105, rstp = 6, δ = 0.5, L = 0.9, μ =
2−52, r0 = 10.

4.3 Výsledky experimentov

Po stručnom popísaní implementácie jednotlivých algoritmov môžeme pristúpiť k

vykonaniu jednotlivých numerických experimentov. Budeme si všímať najmä vplyv

zmeny veľkosti úlohy (vyjadrenú počtom premenných n a počtom ohraničení m), po-

meru aktívnych ohraničení k ich celkovému počtu (t.j. bude nás zaujímať pomer ma

m
),

pomeru kvadratických ohraničení (t.j. q
m
) a nakoniec vplyv zmeny čísla podmiene-

nosti matíc (determinujúcich funkcie (4.1)) na kvalitu dosiahnutých riešení. Kvalitu

budeme posudzovať týmito kritériami:
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(a) Absolútne odchýlky polohy dosiahnutých aproximácií x̄, ȳ od známych opti-

málnych riešení x̂, ŷ, t.j. budú nás zaujímať vzdialenosti ‖x̄− x̂‖ a ‖ȳ − ŷ‖.
(b) Výsledná norma gradientu klasickej Lagrangeovej funkcie ‖∇xL(x̄, ȳ)‖ (ozna-
číme GRAD).

(c) Porušenie komplementarity, vyjadrené pomocou
∑m

i=1 |ȳigi(x̄)| (KOMP).
(d) Porušenie prípustnosti, t.j. max

{
maxi{−gi(x̄)},maxi{−ȳi}

}
(PRIP).

(e) Časová náročnosť v sekundách.

(f) Počet vykonaných makroiterácií (hodnota konštanty k vo všetkých algorit-

moch).

(g) Počet vykonaných mikroiterácií (počet iterácií vykonaných Newtonovou mi-

nimalizačnou metódou plus počet riešení špeciálnych sústav (4.12), (4.13) a

(4.14)).

V každom experimente vykonáme pozorovania na sérii 10 náhodne generovaných

úloh. Výsledky testov potom uvedieme v tabuľkách, v ktorých každý z riadkov bude

obsahovať priemerné údaje z testovanej série. V tabuľkách budeme označovať imple-

mentované algoritmy skratkami:

AL NR - Algoritmus rozšírenej Lagrangeovej funkcie používajúci funkcie nelineár-

neho škálovania.

AL ROC1 - Algoritmus rozšírenej Lagrangeovej funkcie používajúci Rockafella-

rovu funkciu a odhad multiplikátorov prvého rádu.

AL ROC1 - Algoritmus rozšírenej Lagrangeovej funkcie používajúci Rockafella-

rovu funkciu a kombinovaný odhad multiplikátorov (prvého aj druhého rádu).

FIS1 - Klasická verzia Fischerovho algoritmu.

FIS2 - Modifikovaná verzia Fischerovho algoritmu.

POL - Polyakov a Grivov algoritmus PDNRD.

Algoritmy sme testovali na počítači s procesorom Pentium(R) Dual-Core 2.10 GHz a

s 3Gb operačnej pamäťe typu DDR3, používajúci operačný systém Linux (distrubúcia

Ubuntu, v11.04).

Predtým, ako pristúpime k vykonaniu spomínaných experimentov, demonštru-

jeme funkčnosť algorimov na príklade malých rozmerov.
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4.3.1 Ilustračný príklad

Na ilustráciu sme vybrali príklad zo známej zbierky testovacích úloh Hocka a Schitt-

kowského (pôvodné zadania je možné nájsť v [42]), konkrétne príklad s označením

HS65 (príklad malých rozmerov s n = 3 a m = 7). Jeho formulácia je nasledovná:

minimalizovať (x1 − x2)
2 +
(x1 + x2 − 10)2

9
+ (x3 − 5)2

za podmienok 48− x21 − x22 − x23 ≥ 0
−4.5 ≤ xi ≤ 4.5, i = 1, 2

−5 ≤ x3 ≤ 5.

(4.15)

Keďže analytický výpočet presného riešenia je pomerne náročný (vyžaduje riešiť

polynómy štvrtého stupňa), v nasledujúcej tabuľke namiesto odchyliek polôh riešenia

(kritérium (a)) uvedieme funkčnú hodnotu vo výslednom bode (označíme f̄ ≡ f(x̄)).

Použili sme terminačné kritérium ε = 10−9, štartovací bod je určený ako x0 =

(−5, 5, 0)T.

HOCK & SCHITTKOWSKI, p. 65

ALG f̄ GRAD KOMP PRIP
počet ∑

mikroit.
časová

iterácií náročnosť

AL NR 9.535E−01 2.254E−11 1.330E−12 8.043E−270 4 11 0.052

AL ROC1 9.535E−01 3.178E−11 3.502E−15 2.737E−231 4 11 0.049

AL ROC2 9.535E−01 8.882E−16 8.756E−16 8.043E−270 3 10 0.048

FIS1 9.535E−01 3.528E−11 2.032E−14 2.309E−13 8 8 0.076

FIS2 9.535E−01 2.554E−15 2.382E−14 2.736E−13 7 11 0.037

POL 9.535E−01 3.748E−11 9.862E−31 8.043E−270 4 16 0.070

Tabuľka 4.1: Riešenie ilustračného príkladu

Vidíme, že všetky použité algoritmy konvergujú veľmi rýchlo k optimálnemu rie-

šeniu úlohy. Metóda Rockafellara dosahuje presnejšie výsledky pri použití odhadu

druhého rádu, čo sme intuitívne očakávali. Veľmi dobre sa ukazujú aj Fischerove

metódy a takisto PDNRD algoritmus Polyaka a Grivu.

4.3.2 Test č. 1: Vplyv rozmerov úlohy

Prvý test, ktorý vykonáme, sa zameriava na súvis zmeny veľkosti úlohy (počet pre-

menných n a počet ohraničení m) so zmenou výkonu algoritmov. Budeme si vší-

mať najmä zmenu počtu iterácií potrebných na konvergenciu a takisto na pres-

nosť dosiahnutých riešení. Nastavenie parametrov generátora bude nasledovné: n =
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100, 200, 300, m = 2n, ma = 0.25m, q = 0.25m, ρ = 5n a cond = 102, ako tolerančné

kritérium zvolíme ε = 10−6. V tabuľke sumerizujeme výsledky:

TEST č. 1, VÝSLEDKY

ALG ‖x̄− x̂‖ ‖ȳ − ŷ‖ GRAD KOMP PRIP
počet ∑

mikroit.
časová

iterácií náročnosť

n = 100, m = 200, ma = 50,mq = 50, ρ = 500

AL NR 1.451E−09 2.994E−06 2.034E−07 5.044E−07 3.633E−08 10.10 32.50 2.639

AL ROC1 5.000E−10 1.075E−06 5.438E−08 2.800E−07 4.298E−09 14.30 30.40 2.273

AL ROC2 3.061E−10 8.144E−07 1.589E−08 2.566E−07 5.169E−09 6.90 24.60 1.846

FIS1 2.311E−12 4.546E−09 1.310E−10 5.028E−10 1.298E−10 19.80 19.80 3.754

FIS2 1.084E−13 2.071E−10 1.164E−10 2.434E−11 7.105E−12 8.60 28.10 2.215

POL 2.026E−11 3.752E−08 5.821E−11 1.441E−08 7.388E−10 9.20 30.20 2.122

n = 200, m = 400, ma = 100, mq = 100, ρ = 1000

AL NR 1.236E−09 4.694E−06 1.180E−06 8.743E−07 5.553E−08 11.10 35.30 23.668

AL ROC1 1.404E−10 3.264E−07 4.036E−07 2.191E−07 2.166E−09 14.40 35.70 21.149

AL ROC2 2.462E−11 1.663E−11 1.198E−06 4.752E−07 6.705E−09 8.10 30.10 16.846

FIS1 1.103E−12 2.824E−09 1.164E−10 4.970E−10 6.435E−11 21.90 21.90 31.987

FIS2 1.510E−14 1.908E−11 3.492E−10 9.862E−11 3.638E−12 8.70 32.40 17.184

POL 2.241E−11 5.145E−08 2.328E−10 1.305E−08 1.226E−09 9.20 33.00 16.991

n = 300, m = 600, ma = 150, mq = 150, ρ = 1500

AL NR 5.005E−10 1.865E−06 2.426E−06 6.524E−07 2.846E−08 11.30 37.50 226.601

AL ROC1 1.021E−10 2.304E−07 5.632E−07 2.728E−07 1.826E−09 14.50 39.20 179.374

AL ROC2 4.320E−11 3.214E−11 1.502E−06 5.190E−07 4.158E−09 8.40 32.80 141.009

FIS1 2.486E−09 1.543E−05 4.064E−07 8.822E−07 4.397E−07 23.30 23.30 253.049

FIS2 1.181E−13 6.614E−10 3.492E−10 2.447E−10 1.762E−11 8.30 34.70 162.137

POL 4.920E−11 1.577E−07 2.328E−10 7.108E−08 5.298E−09 9.10 33.80 154.684

Tabuľka 4.2: Súhrnné výsledky pre test č. 1

Výsledky do veľkej miery potvrdzujú naše očakávania. Príjemným konštatovaním

je fakt, že požadovaná presnosť bola dosiahnutá vo všetkých prípadoch, odchýlky

presnosti polohy x̄ a ȳ sú takisto veľmi dobré. V tomto smere sa sľubne ukazujú

metódy študované v Kapitole 3, čiže PDNRD algoritmus Polyaka a Grivu a obe

modifikácie Fischerovho algoritmu. Všimnúť si môžeme aj vplyv použitia odhadu

multiplikátorov druhého rádu na presnosť vektora multiplikátorov ȳ oproti použitiu

odhadu prvého rádu v prípade Rockafellarovho algoritmu.

Zväčšujúci sa rozmer úlohy však viac alebo menej vplýva na počet vykonaných

iterácií, ale najmä na časovú náročnosť. Počty hlavných iterácií sa zväčšujú len ne-

patrne, sumárny počet Newtonovských iterácií stúpol najviac v prípade Rockafella-

rovho algoritmu (2nd order update), konkrétne o 33%. Rapídny vzrast si všimneme
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v prípade časovej náročnosti. Tento je spôsobený jednak zmenou rozmerov úlohy, a

takisto zväčšujúcim sa počtom kvadratických ohraničení, ktoré je nutné vyčíslovať v

každej iterácii.

4.3.3 Test č. 2: Zmena počtu ohraničení

V tomto teste sa zameriame výlučne na zmenu počtu ohraničení, kým počet pre-

menných ponecháme konštantný. Budeme uvažovať n = 100 a postupne budeme

voliť m = 100, 300, 500. Ku každej kombinácii potom priradíme ostatné parametre

generátora predpisom q = 0.25m,ma = 0.6n, ρ = 5n a cond = 102. Podobne ako v

predošlom teste zvolíme ε = 10−6.

TEST č. 2, VÝSLEDKY

ALG ‖x̄− x̂‖ ‖ȳ − ŷ‖ GRAD KOMP PRIP
počet ∑

mikroit.
časová

iterácií náročnosť

n = 100, m = 100, ma = 60,mq = 25, ρ = 500

AL NR 1.110E−09 3.323E−06 2.539E−07 3.649E−07 2.095E−08 11.40 32.50 1.485

AL ROC1 6.008E−10 1.567E−06 1.321E−07 3.673E−07 4.690E−09 14.20 30.40 1.246

AL ROC2 3.190E−10 5.275E−07 1.345E−06 2.254E−07 3.138E−09 7.80 24.20 1.015

FIS1 1.717E−09 4.834E−06 1.328E−07 1.535E−07 7.430E−08 18.30 18.30 1.971

FIS2 4.410E−12 1.081E−08 4.578E−09 1.970E−09 2.735E−10 7.70 25.90 1.104

POL 2.492E−10 5.010E−07 1.110E−10 1.173E−07 8.925E−09 9.50 29.40 1.100

n = 100, m = 300, ma = 60, mq = 75, ρ = 1000

AL NR 3.665E−08 2.948E−05 9.813E−06 4.209E−07 2.045E−08 11.30 34.70 4.175

AL ROC1 7.116E−10 2.058E−06 9.482E−08 5.649E−07 7.176E−09 13.80 32.80 3.596

AL ROC2 7.545E−11 1.490E−07 4.058E−07 9.406E−08 1.564E−09 8.50 27.60 3.141

FIS1 4.559E−09 5.459E−06 8.165E−06 1.883E−07 9.350E−08 21.30 21.30 6.424

FIS2 1.236E−11 2.643E−08 6.275E−08 1.864E−08 9.334E−10 8.00 28.90 3.210

POL 2.290E−09 5.618E−06 2.832E−10 3.725E−07 3.503E−08 9.00 31.40 3.193

n = 100, m = 500, ma = 60, mq = 125, ρ = 1000

AL NR 2.967E−09 6.626E−06 3.704E−07 2.999E−07 1.271E−08 11.40 34.20 6.481

AL ROC1 7.771E−10 2.024E−06 7.080E−08 5.149E−07 8.199E−09 13.80 32.50 5.654

AL ROC2 9.382E−11 1.723E−07 3.505E−08 9.180E−08 1.188E−09 8.00 27.10 4.952

FIS1 1.289E−09 2.125E−06 3.307E−06 2.125E−07 6.695E−08 22.90 22.90 11.915

FIS2 4.189E−09 5.152E−06 6.274E−05 1.545E−07 6.452E−09 8.40 28.80 5.185

POL 6.019E−10 1.284E−06 2.197E−10 2.053E−07 1.566E−08 9.70 31.30 5.081

Tabuľka 4.3: Súhrnné výsledky pre test č. 2

Vidíme, že presnosť dosiahnutých riešení primárnej premennej x̄ aj duálnej pre-

mennej ȳ je v každom z nastavení parametrov takmer rovnaká. Zaujímavá je najmä
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takmer rovnaká dosiahnutá presnosť pre ȳ, keďže práve počet multiplikátorov sa v

rámci testu zvyšuje. Všetky algoritmy produkujú porovnateľne presné riešenia, hoci v

niektorých prípadoch nedosahuje norma gradientu Lagrangeovuj funkcie požadovanú

presnosť.

Časová náročnosť má podľa očakávania rastúcu tendenciu, keďže viac ohraničení

znamená viac ich vyčíslení. Nárast však nie je taký markantný ako v prípade pred-

chádzajúceho testu. Situácia ohľadom počtu vykonaných iterácií nie je jednoznačná:

v niektorých prípadoch pozorujeme mierny nárast, v iných prípadoch stagnáciu či

dokonca mierny pokles. Prevažujúci trend je však mierne rastúci.

V rámci tohto testu teda uspeli všetky porovnávané algoritmy, čo je uspokojivé.

4.3.4 Test č. 3: Zmena počtu aktívnych ohraničení

V doterajších testoch sme sa príliš nezameriavali na pomer počtu aktívnych ohrani-

čení k ich celkovému počtu. V prvom teste bol tento pomer konštantný, v druhom

sa vplyvom zmeny počtu ohraničení nepriamo menil. V tomto teste sa zameriame

výlučne na skúmanie vplyvu daného pomeru na iteračnú a časovú náročnosť, a ta-

kisto na presnosť dosiahnutých riešení. Zvolíme n = 100, m = 100, q = 50, ρ =

500, cond = 102 a budeme uvažovať pomery ma

m
= 0.1, 0.4, 0.7, 0.95. Tradične bu-

deme voliť ε = 10−6.

Z výsledkov uvedených v tabuľke 4.4 opäť vidíme, že dosiahnutá presnosť či už

primárnej premennej x̄ alebo duálnej premennej ȳ je vo všetkých skúmaných scená-

roch takmer rovnaká. Mierny pokles si môžeme všimnúť až pri nastavení ma

m
= 0.95.

Práve v tomto teste je najlepšie vidieť rast počtu iterácií, či už hlavných iterá-

cií alebo sumárneho počtu Newtonovských iterácií. Pri zvyšovaní počtu aktívnych

ohraničení sa stále viac ohraničení realizuje v optimálnom bode ako rovnosti, a tento

fakt zrejme sťažuje konvergenciu algoritmov. Najlepšie je tento fakt vidieť pri pre-

chode ma

m
: 0.7 → 0.95. Pri tomto nastavení v niektorých prípadoch mierne klesá

dosiahnutá presnosť vektora multiplikátorov a takisto normy gradientu Lagrange-

ovej funkcie. Priamym dôsledkom zvyšovania počtu iterácií je aj zvýšenie časovej

náročnosti.
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TEST č. 3, VÝSLEDKY

ALG ‖x̄− x̂‖ ‖ȳ − ŷ‖ GRAD KOMP PRIP
počet ∑

mikroit.
časová

iterácií náročnosť

n = 100, m = 100, ma = 10, q = 50, ρ = 1000

AL NR 7.865E−08 1.354E−05 1.889E−06 5.512E−07 1.917E−08 10.40 30.10 2.467

AL ROC1 1.629E−09 6.107E−07 3.148E−09 4.634E−07 4.068E−08 11.50 27.90 2.096

AL ROC2 5.889E−10 1.462E−07 6.425E−07 1.408E−07 1.222E−08 6.00 22.50 1.760

FIS1 1.518E−11 2.178E−09 7.233E−09 7.272E−09 1.441E−09 16.90 16.90 3.096

FIS2 4.585E−13 5.916E−11 5.937E−10 4.540E−10 4.354E−11 5.80 24.60 1.836

POL 8.523E−10 2.339E−07 5.251E−10 1.743E−07 2.600E−08 6.30 25.30 1.816

n = 100, m = 100, ma = 40, q = 50, ρ = 1000

AL NR 1.940E−09 3.252E−06 1.344E−07 4.551E−07 3.934E−08 10.40 31.90 2.548

AL ROC1 5.438E−10 8.460E−07 3.024E−08 4.007E−07 1.111E−08 13.10 29.90 2.137

AL ROC2 1.268E−10 1.880E−07 1.005E−08 1.186E−07 2.424E−09 7.70 24.70 1.807

FIS1 1.961E−10 2.101E−07 1.779E−08 8.152E−08 8.718E−10 18.60 18.60 3.359

FIS2 3.309E−12 1.830E−09 2.856E−08 1.733E−08 3.879E−10 7.20 26.60 1.958

POL 2.433E−10 3.228E−07 1.135E−10 9.221E−08 1.142E−08 8.40 28.10 1.887

Tabuľka 4.4: Súhrnné výsledky pre test č. 3

TEST č. 4, VÝSLEDKY

ALG ‖x̄− x̂‖ ‖ȳ − ŷ‖ GRAD KOMP PRIP
počet ∑

mikroit.
časová

iterácií náročnosť

n = 100, m = 100, ma = 70, q = 50, ρ = 1000

AL NR 1.290E−09 4.342E−06 8.152E−07 3.547E−07 1.730E−08 11.10 34.10 2.678

AL ROC1 7.262E−10 2.410E−06 1.971E−07 4.204E−07 7.085E−09 14.10 33.00 2.311

AL ROC2 6.470E−10 8.283E−07 7.048E−06 4.872E−07 6.288E−09 7.60 26.20 1.893

FIS1 6.411E−10 1.641E−06 3.309E−07 1.388E−07 2.225E−08 19.60 19.60 3.605

FIS2 1.104E−09 2.286E−06 6.493E−05 2.931E−08 1.393E−09 8.00 28.50 2.066

POL 2.418E−10 6.405E−07 1.019E−10 7.732E−08 7.827E−09 9.90 31.40 2.025

n = 100, m = 100, ma = 95, q = 50, ρ = 1000

AL NR 4.120E−09 7.758E−05 2.381E−05 4.426E−07 1.461E−08 13.60 39.70 3.099

AL ROC1 2.210E−09 4.007E−05 7.493E−06 3.723E−07 3.827E−09 15.60 36.70 2.499

AL ROC2 1.367E−09 8.513E−06 2.332E−05 2.993E−07 3.149E−09 9.00 28.60 2.031

FIS1 1.466E−09 1.563E−05 4.061E−08 1.208E−07 1.723E−08 30.50 30.50 5.486

FIS2 3.132E−10 2.665E−06 6.430E−07 6.247E−08 6.630E−09 8.60 29.10 2.102

POL 2.836E−09 5.838E−05 2.119E−05 3.335E−07 1.352E−08 14.00 39.10 2.417

Tabuľka 4.4: Súhrnné výsledky pre test č. 3, pokračovanie

4.3.5 Test č. 4: Zmena počtu kvadratických ohraničení

Teraz sa zameriame na sledovanie vplyvu pomeru kvadratických ohraničení k celko-

vému počtu ohraničení. Dá sa očakávať, že úloha s väčším podielom nelineárnych
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funkcií bude ťažšie riešiteľná. Za týmto účelom zafixujeme n = 100, m = 100, ma =

40, ρ = 500, cond = 102, postupne budeme voliť q = 10, 30, 70, 95 a uvidíme, či sa

naše domnienky potvrdia.

TEST č. 4, VÝSLEDKY

ALG ‖x̄− x̂‖ ‖ȳ − ŷ‖ GRAD KOMP PRIP
počet ∑

mikroit.
časová

iterácií náročnosť

n = 100, m = 100, ma = 50, q = 10, ρ = 1000

AL NR 1.597E−09 3.247E−06 1.254E−07 4.973E−07 2.563E−08 10.90 29.10 0.749

AL ROC1 7.266E−10 1.444E−06 3.559E−08 5.284E−07 7.750E−09 13.50 28.30 0.698

AL ROC2 2.957E−10 9.136E−06 1.084E−06 3.831E−07 2.988E−08 7.40 22.40 0.536

FIS1 6.925E−10 1.588E−06 4.069E−08 1.448E−07 3.371E−08 16.90 16.90 1.023

FIS2 2.956E−12 6.128E−09 1.717E−10 2.725E−10 1.507E−10 7.40 23.00 0.552

POL 7.880E−10 1.509E−06 1.019E−10 2.199E−07 3.608E−08 8.70 26.00 0.553

n = 100, m = 100, ma = 50, q = 40, ρ = 1000

AL NR 1.564E−09 3.054E−06 2.606E−07 4.911E−07 3.215E−08 10.30 32.20 2.145

AL ROC1 7.809E−10 1.282E−06 5.090E−08 5.295E−07 1.016E−08 13.20 30.30 1.786

AL ROC2 8.742E−11 1.130E−07 1.313E−08 7.994E−08 1.321E−09 7.90 25.50 1.604

FIS1 5.972E−10 1.101E−06 6.025E−08 2.262E−07 4.484E−09 17.90 17.90 2.760

FIS2 4.141E−11 5.472E−08 5.219E−08 2.394E−08 2.212E−09 7.30 26.30 1.607

POL 2.334E−10 2.888E−07 1.048E−10 6.979E−08 6.905E−09 8.80 29.80 1.638

n = 100, m = 100, ma = 50, q = 70, ρ = 1000

AL NR 1.157E−09 2.453E−06 2.575E−07 3.424E−07 3.415E−08 10.40 32.10 3.532

AL ROC1 7.036E−10 1.446E−06 5.795E−08 5.515E−07 1.578E−08 13.00 30.40 3.196

AL ROC2 7.041E−11 1.152E−07 1.856E−08 6.677E−08 1.852E−09 7.90 25.30 2.569

FIS1 1.896E−10 2.416E−07 2.196E−08 1.003E−07 2.734E−09 18.40 18.40 4.864

FIS2 1.821E−11 2.565E−08 1.175E−07 5.222E−08 1.139E−09 7.00 26.70 2.742

POL 6.808E−10 9.970E−07 1.426E−10 1.790E−07 2.840E−08 8.20 28.80 2.930

n = 100, m = 100, ma = 50, q = 95, ρ = 1000

AL NR 1.655E−09 1.376E−06 5.020E−08 3.736E−07 3.770E−08 10.00 32.20 4.577

AL ROC1 7.738E−10 1.096E−06 2.468E−08 4.672E−07 3.109E−08 12.10 29.70 3.821

AL ROC2 8.417E−11 1.111E−07 1.256E−08 1.046E−07 2.687E−09 6.50 24.20 3.359

FIS1 8.125E−11 8.729E−08 6.015E−07 7.058E−08 3.353E−09 18.80 18.80 6.329

FIS2 1.305E−13 1.909E−10 4.540E−10 4.197E−10 8.728E−12 5.90 26.20 3.520

POL 5.942E−10 7.886E−07 3.347E−10 1.448E−07 2.981E−08 6.90 27.70 3.500

Tabuľka 4.5: Súhrnné výsledky pre test č. 4

Výsledky testu sú viac ako zaujímavé. Ukazuje sa totiž, že okrem zvyšovania

časovej náročnosti (čo sa očakávalo, keďže vyčíslenie kvadratických ohraničení je

náročnejšie ako lineárnych) nedochádza k žiadnej výraznej zmene vo všetkých os-

tatných sledovaných veličinách. Pri použití metód využívajúcich informácie druhého

rádu však v prípade kvadratických funkcií nedochádza k strate informácie. To je
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jedno z možných vysvetlení výsledkov.

Dosiahnuté výsledky sú opäť veľmi presné, všetky algoritmy skonvergovali k dos-

tatočne presným aproximáxiám skutočných riešení, pričom počet iterácií zostal re-

latívne malý. Uvidíme, či sa situácia zmení, ak na testovanie použijeme úlohy, kde

Hessove matice funkcií týchto úloh budú zle podmienené.

4.3.6 Test č. 5: Zmena čísla podmienenosti

Na záver ešte vykonáme test na zle podmienených úlohách. Zafixujeme preto

n = 100, m = 200, ma = 80, q = 50, ρ = 500 a budeme voliť rôzne čísla pod-

mienenosti matíc vystupujúcich v definíciach funkcií (4.1), konkrétne vyskúšame

cond = 10, 106, 1012. Výsledky sumarizuje nasledujúca tabuľka.

TEST č. 5, VÝSLEDKY

ALG ‖x̄− x̂‖ ‖ȳ − ŷ‖ GRAD KOMP PRIP
počet ∑

mikroit.
časová

iterácií náročnosť

n = 100, m = 200, ma = 80, q = 50, ρ = 1000, cond = 10

AL NR 1.624E−09 3.347E−06 1.587E−06 4.086E−07 1.421E−08 11.30 40.30 3.210

AL ROC1 1.243E−09 2.846E−06 4.636E−07 5.089E−07 5.311E−09 14.20 39.30 2.844

AL ROC2 6.874E−10 1.035E−06 5.768E−07 4.903E−07 5.132E−09 7.60 31.60 2.394

FIS1 3.263E−10 5.064E−07 2.467E−08 6.824E−08 5.679E−09 25.30 25.30 4.924

FIS2 1.894E−12 3.896E−09 2.101E−10 3.111E−10 7.325E−11 8.50 34.80 2.567

POL 4.273E−10 7.497E−07 7.331E−11 1.461E−07 7.603E−09 10.40 37.20 2.485

n = 100, m = 200, ma = 80, q = 50, ρ = 1000, cond = 106

AL NR 1.519E−09 7.074E−05 9.180E−05 4.364E−07 1.575E−08 12.90 33.70 2.544

AL ROC1 1.276E−09 5.674E−05 8.837E−07 5.920E−07 6.178E−09 15.10 29.60 2.057

AL ROC2 1.144E−10 1.204E−05 1.656E−03 1.934E−07 3.638E−09 8.90 23.20 1.666

FIS1 5.426E−10 1.735E−05 4.734E−08 1.487E−07 1.833E−08 27.50 27.50 5.407

FIS2 8.476E−12 1.415E−07 2.055E−06 1.226E−08 3.414E−10 9.50 25.80 1.764

POL 6.868E−10 2.703E−05 7.451E−10 1.588E−07 7.110E−09 14.20 35.20 2.089

n = 100, m = 200, ma = 80, q = 50, ρ = 1000, cond = 1012

AL NR 1.590E−09 3.039E−04 8.654E−04 3.712E−07 8.150E−09 13.00 32.20 2.428

AL ROC1 8.974E−10 1.685E−04 2.968E−06 4.074E−07 3.976E−09 15.70 30.70 2.090

AL ROC2 1.895E−11 3.217E−06 2.636E−04 2.681E−08 5.238E−10 8.60 21.30 1.517

FIS1 4.147E−11 5.254E−06 2.500E−09 9.421E−09 1.084E−09 31.90 31.90 6.368

FIS2 2.528E−12 4.415E−07 2.073E−08 1.777E−10 1.330E−10 10.00 24.90 1.650

POL 1.252E−09 2.612E−04 6.925E−04 3.870E−07 8.808E−09 15.50 36.00 2.185

Tabuľka 4.6: Súhrnné výsledky pre test č. 5

Výsledky sú opäť zaujímavé. Výrazné zvýšenie čísla podmienenosti neviedlo v

73



niektorých prípadoch k takmer žiadnemu zhoršeniu výkonu algoritmov. Zhrošenie

podmienosti matíc determinujúcich funkcie úlohy toriž nemusí automaticky zname-

nať zhoršenie podmienenosti Hessovej matice klasickej či rozšírenej Lagrangeovej

funkcie.

Zaznamenali sme mierny pokles presnosti aproximáxií multiplikátorov ȳ (napr.

AL NR alebo POL), a takisto veľkosť normy gradientu Lagrangeovej funkcie v nie-

ktorých prípadoch nedosahuje požadovanú presnosť 10−6. Súhrnne v tomto teste

celkom dobre dopadli Fisherove algoritmy.

4.3.7 Zbierka CUTEr

Na záver vykonáme testy na niekoľkých vybraných úlohách zo zbierky príkladov CU-

TEr [18]. Jedná sa o zborník obsahujúci príklady na voľnú aj viazanú optimalizáciu.

Všeobecný tvar úloh obsiahnutých v tomto zborníku je

minimalizovať f(x)

za podmienok bi ≤ gi(x) ≤ ci, i = 1, . . . , m

hi(x) = di, i = 1, . . . , p

αi ≤ xi ≤ βi, i = 1, . . . , n.

(4.16)

pre f : Rn −→ R, gi : Rn −→ R (i = 1, . . . , m) a hi : Rn −→ R (i = 1, . . . , p).

Niektoré prvky vektorov b,α môže byť −∞ a analogicky môže byť niektoré prvky

c,β rovné ∞. Úlohy vykazujú rôzne stupne nelinearity, zbierka taksito obsahuje
množstvo nekonvexných úloh.

Naše testovanie zameriame na niektoré vybrané úlohy konvexného programova-

nia. Aby sme mohli lepšie využiť štruktúru úlohy 4.16, rozšírili sme algoritmy z časti

(4.2) aj pre zvládnutie ohraničení v tvare rovností. Keďže toto rozšírenie je pomerne

priamočiare, preto detaily na tomto mieste uvádzať nebudeme. Výsledky numeric-

kého experimentu sú uvedené v druhej časti Prílohy a zdrojové kódy portu algoritmov

na testovanie CUTEr úloh sú obsiahnuté na priloženom médiu.

Väčšinu úloh dokázali vyriešiť všetky algoritmy. Klasický Fischerov algoritmus

mal spomedzi testovaných algoritmov najväčšie problémy. Naopak najlepšie si viedli

PDNRD algoritmus Polyaka a Grivu a modifikovaný Fischerov algoritmus.
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Záver

V tejto práci sme sa venovali teoretickému popisu a implementácii algoritmov na rie-

šenie úlohy konvexného programovania (PNRC) a ich experimentálnemu porovna-

niu. Prevažnú časť algoritmov tvorili metódy rozšírených Lagrangeových funkcií,

konkrétne Rockafellarov algoritmus (časť 2.2) a všeobecný algoritmus nelineárneho

škálovania (2.3.2 a 3.1). Spolu s uvedenými algoritmami sme študovali primárno-

duálny nelineárne škálovací algoritmus (PDNRD, časti 3.2, 3.3) Polyaka a Grivu a

dva varianty Fischerovho algoritmu (časť 3.4). Algoritmy sme implementovali pre

prostredie MATLAB, pričom využívame mex funkcie (skompilovaný kód jazyka C)

a procedúry knižnice BLAS v snahe urýchliť niektoré výpočty. Ukážky zdrojových

kódov sú priložené v Prílohe.

Tieto algoritmy sme podrobili testovaniu na sériach náhodne generovaných úloh

bikvadratického programovania a takisto na vybraných úlohách zo známeho testova-

cieho prostredia CUTEr.

Na testoch pozostávajúcich z náhodne generovaných úloh dosahovali všetky al-

goritmy podobné výsledky, dosiahnutá presnosť riešení bola postačujúca. Môžeme

si však všimnúť zväčšenú presnosť a miernu iteračnú a časovú úsporu algoritmov

PDNRD, modifikovaného Fischerovho algoritmu a Rockafellarovho algoritmu s po-

užitím odhadu multiplikátorov druhého rádu v porovnaní s ostatnými metódami.

Prístup kombinovania klasických algoritmov rozšírených Lagrangeových funkcií a

riešenia špeciálnych sústav v záverečnej časti výpočtového procesu, ktoré PDNRD a

modifikovaný Fischerov algoritmus využívajú, sa zdá byť užitočný. Takisto sa preja-

vuje vplyv odhadu multiplikátorov druhého rádu.

V testovaniach na príkladoch zo zborníka CUTEr si najlepšie viedli klasický al-

goritmus nelineárneho škálovania, PDNRD algoritmus a modifikovaný Fischerov al-

goritmus, ktoré vyriešili takmer všetky úlohy. Veľkú väčšinu úloh však vyriešili veľmi

presne všetky testované algoritmy.
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Niektoré dôležité otázky zostávajú zatiaľ nezodpovedané: porovnanie teoretickej

rýchlosti konvergencie PDNRD algoritmu s Fischerovým algoritmom a prípadná re-

formulácia týchto algoritmov na riešenie úloh nekonvexného programovania. V týchto

oblastiach je priestor pre ďalší výskum.
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Príloha

A. Newtonova minimalizačná metóda a vyhľadá-

vanie na lúči

V tejto časti budeme uvažovať úlohu na voľnú minimalizáciu v tvare

minimalizovať F (x), x ∈ Rn (5.1)

kde F : Rn −→ R, F ∈ C2. Na úvod predpokladajme, že F je rýdzokonvexná.
Majme bod xk, ktorý je približným riešením úlohy (5.1). Na okolí tohto bodu

budeme aproximovať funkciu F Taylorovým polynómom druhého stupňa. Dostávame

F (x) � F (xk) +∇F (xk)T(x− xk) +
1
2
(x− xk)T∇2F (xk)(x− xk). (5.2)

Novú aproximáciu minima xk+1 definujeme ako bod minimalizujúci (5.2). Derivova-

ním (5.2) a dosadením xk+1 dostávame

∇F (xk) +∇2F (xk)(xk+1 − xk) = 0,

z čoho máme

xk+1 = xk −∇2F (xk)−1∇F (xk). (5.3)

Tento iteračný predpis určuje jeden krok klasickej Newtonovej metódy. Uvedená me-

tóda patrí do triedy metód, v ktorých sa nový iteračný krok určuje ako

xk+1 = xk + λksk,

pre voľbu

sk = −∇2F (xk)−1∇F (xk), λk = 1. (5.4)

Vidíme, že Newtonovský smer sk je spádový, čiže platí ∇F (xk)Tsk < 0 (keďže

∇2F (xk) je kladne definitná). Výsledná metóda však nemusí byť spádová v zmysle
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F (xk+1) < F (xk). Preto základom modifikovanej Newtonovej metódy bude regulácia

kroku λk.

Do polovice 60-tych rokov sa presadzovala myšlienka optimalizácie kroku λk,

dôsledkom čoho bolo nutné riešiť minimalizačnú úlohu

λk = argmin
λ>0

{
F (xk + λsk)

}
,

ktorá je však časovo náročná. Aj preto sa neskôr od tejto požiadavky upúšťalo a

cieľom bolo hľadať „približne optimálny
 krok. Kvôli zabráneniu akceptovateľnosti

príliš malých alebo veľkých krokov boli neskôr formulované podmienky, ktoré musí

krok λk spĺňať. Takýmito podmienkami sú napr. silné Wolfeho podmienky

F (xk + λksk) ≤ F (xk) + c1λ
k∇F (xk)Tsk, (5.5)

|∇F (xk + λksk)Tsk| ≤ c2|∇F (xk)Tsk|, (5.6)

pre 0 < c1 < c2 < 1. Podmienka (5.5) zabezpečuje hornú hranicu pre krok

λk, podmienka (5.6) naopak dolnú hranicu. Konštanty c1, c2 je možné voliť napr.

c1 = 10−4, c2 = 0.9 [26]. Sústava podmienok (5.5), (5.6) zabezpečí, že krok λk bude

ležať blízko optimálneho kroku. Známym algoritmom na hľadanie krokov spĺňajúcich

(5.5), (5.6) je algoritmus J. Morého a D. Thuenteho [25]. Pre iné algoritmy pozri napr.

[9].

Doteraz sme predpokladali ostrú konvexnosť funkcie F . Pre funkcie, ktoré nie

sú konvexné už nie je iterácia 5.3 dobre definovaná: smer sk nemusí byť spádový,

a ak neexistuje ∇2F (xk)−1, tak sk nie je ani definovaný. Tieto problémy môžu na-

stať aj v prípade konvexných funkcií, ak je matica ∇F (xk) singulárna alebo tak-

mer singulárna. V tomto prípade je možné modifikovanú Newtonovu metódu opraviť

uvažovaním matice ∇2F (xk) +Ek namiesto ∇2F (xk), kde Ek je diagonálna matica

zvolená tak, že ∇2F (xk) +Ek je zaručene kladne definitná (niektorí autori uvažujú

Ek = μkI, Ek = 0 ak ∇2F (xk) je dostatočne kladne definitná). Známym algoritmom

na hľadanie matice Ek je algoritmus GMW81 (pozri [26], [17]) založený na modi-

fikovanom Choleskeho rozklade matice ∇2F (xk) (algoritmus v skutočnosti vykoná

Choleskeho rozklad ∇2F (x) tak, že platí LLT = ∇2F (x) +E).
V tejto práci sa často stretávame s potrebou riešiť problém (5.1), k čomu využí-

vame modifikovanú Newtonovu metódu nasledovnej implementácie.
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Krok 1 : Inicializácia. Urči konštantu ε a polož k = 0.

Krok 2 : AK ‖∇F (xk)‖ < ε, STOP, Výstup : xk.

Krok 3 : Nájdi sk z rovnice (∇2F (xk) + Ek)sk = −∇F (xk), kde Ek je určená pomocou

GMW81 algoritmu.

Krok 4 : Nájdi približné riešenie úlohy λk = argminλ>0
{
F (xk+λsk)

}
spĺňajúce (5.5), (5.6).

Krok 5 : Polož xk+1 = xk + λksk, k = k + 1, CHOĎ NA KROK 2.

Na riešenie sústavy v kroku 3 používame Choleskeho rozklad, krok 4 kvôli jedno-

duchosti riešime Brentovou metódou [6] (testovali sme aj algoritmus MoreThuente

[25]). Kódy všetkých procedúr sú priložnené k diplomovej práci.

83



B. Výsledky testovania príkladov CUTEr

V tabuľkách uvádzame výsledky algoritmov dosiahnuté pri riešení vybranej vzorky

príkladov zo zborníka CUTEr. Ku každému príkladu pridávame jeho názov a takisto

rozmery (n - počet premenných, m - počet nerovníc, p - počet rovníc). Údaje o

absolútnej odchýlke bodov x̄, ȳ od optimálnych riešení nahradíme údajom o funkčnej

hodnote v bode x̄ (f̄ = f(x̄)). Požadovaná tolerancia bola nastavená na ε = 10−8.

VÝSLEDKY TESTOVANIA CUTEr PRÍKLADOV

ALG f̄ GRAD KOMP PRIP
počet ∑

mikroit.
časová

iterácií náročnosť

úloha ’3PK’, n = 30, m = 30, p = 0

AL NR 1.720E+00 3.849E−12 9.481E−13 2.737E−231 4 4 0.231

AL ROC1 1.720E+00 2.821E−12 0.000E+00 2.737E−231 1 1 0.106

AL ROC2 1.720E+00 2.821E−12 0.000E+00 8.043E−270 1 1 0.007

FIS1 1.720E+00 1.614E−06 6.642E−15 8.043E−270 32 32 0.419

FIS2 1.720E+00 7.174E−07 1.085E−12 8.043E−270 3 3 0.140

POL 1.720E+00 9.174E−12 1.853E−09 8.043E−270 3 4 0.140

úloha ’AIRCRFTA’, n = 8,m = 0, p = 8

AL NR 0.000E+00 6.777E−14 0.000E+00 2.388E−16 1 7 0.030

AL ROC1 0.000E+00 6.777E−14 0.000E+00 2.388E−16 1 7 0.039

AL ROC2 0.000E+00 6.777E−14 0.000E+00 2.388E−16 1 7 0.034

FIS1 0.000E+00 1.000E−13 0.000E+00 2.388E−16 4 4 0.054

FIS2 0.000E+00 6.777E−14 0.000E+00 2.388E−16 1 7 0.031

POL 0.000E+00 6.777E−14 0.000E+00 2.388E−16 1 7 0.030

úloha ’AIRCRFTB’, n = 8, m = 0, p = 3

AL NR 1.672E−25 4.397E−11 0.000E+00 1.368E−14 1 23 0.104

AL ROC1 1.672E−25 4.397E−11 0.000E+00 1.368E−14 1 23 0.123

AL ROC2 1.672E−25 4.397E−11 0.000E+00 1.368E−14 1 23 0.127

FIS1 8.109E−01 6.994E−14 0.000E+00 0.000E+00 34 34 0.257

FIS2 1.672E−25 4.397E−11 0.000E+00 1.368E−14 1 23 0.110

POL 1.672E−25 4.397E−11 0.000E+00 1.368E−14 1 23 0.107

úloha ’AIRPORT’, n = 84, m = 210, p = 0

AL NR 4.795E+04 3.683E−11 7.262E−09 2.247E−12 17 33 0.323

AL ROC1 4.795E+04 1.013E−10 5.643E−09 2.184E−12 21 42 0.419

AL ROC2 4.795E+04 1.933E−12 3.208E−12 4.747E−16 15 36 0.405

FIS1 4.795E+04 1.592E−12 7.512E−10 8.597E−14 13 13 0.321

FIS2 4.795E+04 4.547E−12 1.177E−09 9.164E−14 14 29 0.297

POL 4.795E+04 2.274E−12 3.260E−12 4.747E−16 13 34 0.314

Tabuľka 5.7: Súhrnné výsledky pre testovanie úloh zo zbierky CUTEr
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VÝSLEDKY TESTOVANIA CUTEr PRÍKLADOV

ALG f̄ GRAD KOMP PRIP
počet ∑

mikroit.
časová

iterácií náročnosť

úloha ’ALLINQP’, n = 100, m = 134, p = 28

AL NR −9.159E+00 1.026E−11 2.254E−09 2.515E−09 14 36 0.292

AL ROC1 −9.159E+00 6.479E−09 9.171E−09 5.949E−09 11 34 0.288

AL ROC2 −9.159E+00 5.551E−16 2.637E−17 2.220E−16 3 14 0.164

FIS1 −9.159E+00 2.578E−10 5.346E−14 2.220E−16 10 10 0.208

FIS2 −9.159E+00 9.290E−16 4.628E−14 2.220E−16 9 17 0.134

POL −9.159E+00 2.876E−11 5.012E−11 8.242E−11 9 18 0.113

úloha ’AUG2DCP’, n = 220, m = 220, p = 110

AL NR 3.040E+02 6.106E−10 2.897E−09 1.955E−09 12 22 0.487

AL ROC1 3.040E+02 3.026E−13 2.260E−09 1.578E−11 13 19 0.554

AL ROC2 3.040E+02 2.331E−15 3.955E−16 8.882E−16 6 12 0.437

FIS1 − − − − − − −
FIS2 3.040E+02 6.982E−12 3.620E−12 1.934E−10 8 11 0.389

POL 3.040E+02 1.308E−10 2.887E−10 7.195E−09 8 13 0.347

úloha ’AVGASA’, n = 8,m = 26, p = 0

AL NR −4.632E+00 1.545E−13 4.811E−09 2.438E−09 9 13 0.050

AL ROC1 −4.632E+00 6.917E−14 3.125E−09 1.282E−09 11 14 0.059

AL ROC2 −4.632E+00 8.882E−16 1.371E−16 5.551E−17 3 6 0.035

FIS1 −4.632E+00 4.237E−12 1.081E−14 7.757E−17 8 8 0.105

FIS2 −4.632E+00 1.422E−10 1.055E−14 8.043E−270 5 9 0.035

POL −4.632E+00 1.518E−10 4.758E−10 5.392E−10 5 10 0.038

úloha ’AVGASB’, n = 8, m = 26, p = 0

AL NR −4.483E+00 4.885E−14 7.231E−09 2.527E−09 11 17 0.073

AL ROC1 −4.483E+00 1.423E−13 8.562E−09 3.327E−09 12 16 0.068

AL ROC2 −4.483E+00 8.882E−16 9.889E−17 2.220E−16 4 7 0.041

FIS1 −4.483E+00 4.289E−09 1.131E−14 1.212E−16 8 8 0.102

FIS2 −4.483E+00 1.948E−09 1.138E−14 2.737E−231 5 10 0.040

POL −4.483E+00 7.994E−15 3.841E−14 1.477E−14 6 12 0.044

úloha ’BDEXP’, n = 500, m = 500, p = 0

AL NR 0.000E+00 2.058E−18 5.034E−15 2.737E−231 3 3 5.085

AL ROC1 7.670E−28 9.971E−27 0.000E+00 2.737E−231 1 1 1.593

AL ROC2 7.670E−28 9.971E−27 0.000E+00 2.737E−231 1 1 1.598

FIS1 4.036E−07 1.414E−08 9.238E−16 8.043E−270 74 74 24.486

FIS2 0.000E+00 3.078E−15 1.589E−12 2.737E−231 3 3 3.428

POL 8.286E−28 2.639E−21 1.279E−18 2.737E−231 3 3 2.344

Tabuľka 5.7: Súhrnné výsledky pre testovanie úloh zo zbierky CUTEr, pokračovanie
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VÝSLEDKY TESTOVANIA CUTEr PRÍKLADOV

ALG f̄ GRAD KOMP PRIP
počet ∑

mikroit.
časová

iterácií náročnosť

úloha ’BIGGSB1’, n = 1000, m = 1998, p = 0

AL NR 1.500E−02 7.995E−13 2.155E−09 5.887E−09 12 28 79.869

AL ROC1 1.500E−02 1.006E−13 2.430E−09 8.043E−270 4 11 35.235

AL ROC2 1.500E−02 2.220E−16 0.000E+00 2.737E−231 3 9 58.144

FIS1 1.500E−02 9.516E−09 7.390E−13 8.043E−270 37 37 181.446

FIS2 1.500E−02 6.366E−09 4.101E−13 2.737E−231 8 13 44.048

POL 1.500E−02 2.166E−11 1.458E−13 7.324E−13 8 14 55.102

úloha ’BOX2’, n = 3,m = 0, p = 1

AL NR 8.027E−19 9.126E−10 0.000E+00 1.033E−10 1 5 0.068

AL ROC1 8.027E−19 9.126E−10 0.000E+00 1.033E−10 1 5 0.039

AL ROC2 8.027E−19 1.727E−09 0.000E+00 1.033E−10 1 5 0.023

FIS1 1.829E−16 1.244E−09 0.000E+00 0.000E+00 13 13 0.118

FIS2 8.027E−19 9.126E−10 0.000E+00 1.033E−10 1 5 0.019

POL 8.027E−19 9.126E−10 0.000E+00 1.033E−10 1 5 0.019

úloha ’CONGIGMZ’, n = 3, m = 5, p = 0

AL NR 2.800E+01 2.758E−10 2.448E−09 8.043E−270 11 31 0.128

AL ROC1 1.968E+02 1.846E+20 3.969E+21 4.407E+02 99 5000 25.742

AL ROC2 1.968E+02 1.846E+20 3.969E+21 4.407E+02 99 5000 25.558

FIS1 2.800E+01 3.259E−12 1.602E−14 7.105E−15 8 8 0.094

FIS2 2.800E+01 9.907E−16 7.423E−15 2.737E−231 5 16 0.075

POL 2.800E+01 3.794E−15 7.106E−15 7.105E−15 6 18 0.078

úloha ’CVXBQP1’, n = 100, m = 200, p = 0

AL NR 2.272E+02 3.411E−13 6.497E−09 2.179E−12 8 10 0.075

AL ROC1 2.272E+02 4.263E−14 2.031E−09 1.042E−11 16 19 0.150

AL ROC2 2.273E+02 0.000E+00 0.000E+00 2.737E−231 8 11 0.119

FIS1 2.273E+02 1.142E−10 1.107E−11 6.106E−15 5 5 0.108

FIS2 2.273E+02 1.421E−14 1.004E−11 6.467E−15 7 9 0.078

POL 2.272E+02 1.421E−13 2.192E−09 7.567E−13 7 11 0.077

úloha ’CVXQP1’, n = 100, m = 200, p = 50

AL NR 1.159E+04 4.614E−10 1.845E−09 2.061E−09 13 39 0.312

AL ROC1 1.159E+04 1.771E−10 9.889E−09 3.787E−11 19 30 0.264

AL ROC2 1.159E+04 1.771E−10 9.889E−09 3.787E−11 19 30 0.481

FIS1 1.159E+04 2.274E−13 2.716E−11 1.125E−14 11 11 0.332

FIS2 1.159E+04 7.958E−13 2.990E−11 2.177E−14 12 35 0.318

POL 1.159E+04 2.274E−13 1.388E−11 8.692E−12 12 38 0.289

Tabuľka 5.7: Súhrnné výsledky pre testovanie úloh zo zbierky CUTEr, pokračovanie
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VÝSLEDKY TESTOVANIA CUTEr PRÍKLADOV

ALG f̄ GRAD KOMP PRIP
počet ∑

mikroit.
časová

iterácií náročnosť

úloha ’CVXQP2’, n = 100, m = 200, p = 25

AL NR 8.121E+03 1.637E−11 5.525E−10 2.414E−10 11 27 0.196

AL ROC1 8.121E+03 1.307E−11 9.028E−09 2.308E−11 19 26 0.225

AL ROC2 8.121E+03 1.137E−13 1.380E−14 8.882E−16 10 17 0.172

FIS1 8.121E+03 1.787E−12 3.383E−11 1.324E−14 17 17 0.543

FIS2 8.121E+03 1.137E−13 4.861E−11 2.637E−14 12 28 0.425

POL 8.121E+03 2.274E−13 2.734E−13 1.021E−14 10 26 0.195

úloha ’DTOC1L’, n = 598, m = 0, p = 400

AL NR 4.254E−01 5.770E−15 0.000E+00 8.051E−10 6 9 4.669

AL ROC1 4.254E−01 5.770E−15 0.000E+00 8.051E−10 6 9 5.335

AL ROC2 4.254E−01 8.246E−09 0.000E+00 5.653E−09 3 7 5.175

FIS1 4.254E−01 1.372E−10 0.000E+00 9.714E−17 9 9 3.318

FIS2 4.254E−01 2.040E−10 0.000E+00 9.021E−17 6 7 2.203

POL 4.254E−01 8.209E−13 0.000E+00 1.211E−12 4 8 4.128

úloha ’DUAL1’, n = 85, m = 170, p = 1

AL NR 3.501E−02 7.149E−10 1.793E−12 3.868E−12 18 35 0.358

AL ROC1 3.501E−02 9.507E−14 5.090E−10 1.125E−09 11 30 0.297

AL ROC2 3.501E−02 2.352E−15 6.753E−19 2.164E−16 6 16 0.239

FIS1 3.501E−02 6.103E−10 6.653E−13 1.341E−09 12 12 0.342

FIS2 3.501E−02 1.113E−12 6.654E−13 1.341E−09 18 20 0.315

POL 3.501E−02 2.852E−15 1.949E−15 8.003E−14 16 37 0.366

úloha ’DUAL2’, n = 96, m = 192, p = 1

AL NR 3.373E−02 3.772E−11 1.640E−09 1.815E−09 16 30 0.305

AL ROC1 3.373E−02 2.754E−14 1.248E−09 3.076E−11 10 19 0.267

AL ROC2 3.373E−02 1.638E−15 1.323E−22 3.886E−16 7 11 0.244

FIS1 3.373E−02 1.614E−10 8.864E−14 1.094E−13 8 8 0.274

FIS2 3.373E−02 2.033E−15 8.716E−14 2.914E−14 14 17 0.236

POL 3.373E−02 1.235E−15 7.739E−15 5.377E−13 12 29 0.364

úloha ’EXPQUAD’, n = 120, m = 20, p = 0

AL NR −3.626E+06 6.594E−12 8.207E−10 2.726E−11 7 22 0.133

AL ROC1 −3.626E+06 5.912E−12 2.461E−09 6.214E−11 13 36 0.216

AL ROC2 −3.626E+06 8.422E−08 0.000E+00 8.043E−270 6 29 0.180

FIS1 − − − − − − −
FIS2 −3.626E+06 6.366E−12 2.263E−13 1.776E−15 5 20 0.167

POL −3.626E+06 6.995E−12 9.914E−11 3.306E−12 6 21 0.117

Tabuľka 5.7: Súhrnné výsledky pre testovanie úloh zo zbierky CUTEr, pokračovanie
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VÝSLEDKY TESTOVANIA CUTEr PRÍKLADOV

ALG f̄ GRAD KOMP PRIP
počet ∑

mikroit.
časová

iterácií náročnosť

úloha ’GENHS28’, n = 10, m = 0, p = 8

AL NR 9.272E−01 3.775E−15 0.000E+00 2.066E−09 6 6 0.022

AL ROC1 9.272E−01 3.775E−15 0.000E+00 2.066E−09 6 6 0.022

AL ROC2 9.272E−01 2.220E−16 0.000E+00 1.110E−16 3 3 0.014

FIS1 9.272E−01 1.186E−10 0.000E+00 1.110E−16 7 7 0.094

FIS2 9.272E−01 5.274E−16 0.000E+00 1.665E−16 4 4 0.010

POL 9.272E−01 2.220E−15 0.000E+00 3.331E−16 4 4 0.012

úloha ’GILBERT’, n = 50, m = 1, p = 1

AL NR 2.115E+01 1.055E−14 9.442E−17 7.392E−09 11 15 0.127

AL ROC1 2.115E+01 9.881E−15 0.000E+00 7.391E−09 11 15 0.100

AL ROC2 2.115E+01 1.946E−12 0.000E+00 2.550E−12 5 10 0.068

FIS1 2.115E+01 6.112E−09 4.414E−16 1.962E−09 13 13 0.107

FIS2 2.115E+01 2.929E−11 4.391E−16 3.304E−12 5 9 0.050

POL 2.115E+01 1.359E−10 9.158E−20 9.411E−10 6 10 0.054

úloha ’GOULDQP3’, n = 699, m = 1398, p = 349

AL NR 2.028E+00 4.815E−10 1.354E−10 6.475E−09 11 24 25.149

AL ROC1 2.028E+00 4.968E−11 2.750E−10 2.795E−10 7 32 36.587

AL ROC2 2.028E+00 3.057E−15 0.000E+00 3.553E−15 6 31 51.286

FIS1 2.018E+00 3.338E−08 8.978E−03 4.375E−03 99 99 232.696

FIS2 1.962E+00 1.174E−04 1.758E−02 1.074E−01 99 108 255.446

POL 2.028E+00 2.693E−13 2.766E−12 2.301E−10 11 22 41.565

úloha ’GRIDGENA’, n = 578, m = 780, p = 188

AL NR 1.920E+03 4.448E−13 1.840E−29 4.494E−09 9 10 6.857

AL ROC1 1.920E+03 3.389E−13 0.000E+00 3.297E−09 8 9 6.894

AL ROC2 1.920E+03 2.953E−09 0.000E+00 5.421E−20 3 4 5.423

FIS1 1.920E+03 6.067E−09 4.152E−14 1.023E−19 5 5 4.136

FIS2 1.920E+03 7.200E−10 3.088E−13 7.790E−18 4 5 3.508

POL 1.920E+03 7.239E−13 3.439E−26 7.565E−13 5 6 4.241

úloha ’GRIDNETA’, n = 180, m = 41, p = 148

AL NR 9.524E+01 3.624E−13 3.701E−09 2.821E−09 15 21 0.330

AL ROC1 9.524E+01 2.010E−13 3.448E−09 2.208E−10 14 15 0.341

AL ROC2 9.524E+01 2.010E−13 3.448E−09 2.208E−10 14 15 0.557

FIS1 9.524E+01 4.000E+00 8.533E−15 2.665E−15 99 99 9.702

FIS2 9.524E+01 2.070E−13 1.002E−14 9.194E−16 9 15 0.638

POL 9.524E+01 7.097E−11 2.328E−10 1.744E−10 8 15 0.400
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úloha ’GRIDNETI’, n = 924, m = 308, p = 484

AL NR 8.787E+01 1.866E−11 2.194E−09 5.103E−09 16 28 65.608

AL ROC1 8.787E+01 5.262E−14 2.330E−09 4.822E−09 14 28 69.615

AL ROC2 8.787E+01 5.262E−14 2.330E−09 4.822E−09 14 28 87.785

FIS1 8.787E+01 9.058E−09 1.394E−13 5.025E−11 10 10 13.095

FIS2 8.787E+01 5.284E−14 1.715E−13 5.024E−11 12 16 26.136

POL 8.787E+01 8.882E−16 5.356E−15 1.245E−12 12 22 49.327

úloha ’HANGING’, n = 308, m = 180, p = 12

AL NR −6.202E+02 7.553E−12 5.016E−09 1.776E−10 11 35 2.226

AL ROC1 −5.378E+00 2.050E−02 6.931E+11 4.035E+00 99 2281 139.942

AL ROC2 −5.378E+00 2.050E−02 6.931E+11 4.035E+00 99 2281 171.870

FIS1 −6.202E+02 3.858E−11 1.129E−11 1.833E−11 26 26 2.278

FIS2 −6.202E+02 1.180E−13 3.260E−13 1.910E−14 6 26 1.568

POL −6.202E+02 1.625E−11 2.438E−09 2.891E−10 7 25 1.360

úloha ’HAGER1’, n = 201, m = 0, p = 101

AL NR 8.808E−01 2.976E−11 0.000E+00 5.868E−09 10 10 0.166

AL ROC1 8.808E−01 2.976E−11 0.000E+00 5.868E−09 10 10 0.201

AL ROC2 8.808E−01 4.783E−13 0.000E+00 2.620E−13 3 3 0.093

FIS1 8.808E−01 8.049E−09 0.000E+00 2.198E−14 11 11 0.386

FIS2 8.808E−01 3.152E−09 0.000E+00 2.254E−14 5 5 0.112

POL 8.808E−01 4.018E−11 0.000E+00 3.115E−13 6 7 0.101

úloha ’HART6’, n = 6,m = 12, p = 0

AL NR −3.323E+00 3.022E−12 9.918E−10 8.043E−270 4 7 0.020

AL ROC1 −3.323E+00 3.475E−14 0.000E+00 8.043E−270 2 6 0.023

AL ROC2 −3.323E+00 3.475E−14 0.000E+00 2.737E−231 2 6 0.027

FIS1 −6.687E−04 7.078E−03 2.670E−15 8.043E−270 99 99 0.944

FIS2 −3.323E+00 6.155E−11 5.277E−15 2.737E−231 4 7 0.021

POL −3.323E+00 2.640E−10 8.164E−13 8.043E−270 4 7 0.021

úloha ’HS11’, n = 2,m = 1, p = 0

AL NR −8.498E+00 1.219E−12 6.953E−09 2.280E−09 5 11 0.100

AL ROC1 −8.498E+00 2.665E−15 7.035E−09 2.307E−09 8 14 0.081

AL ROC2 −8.498E+00 1.763E−11 4.166E−12 1.366E−12 4 11 0.054

FIS1 −8.498E+00 1.423E−09 1.022E−13 3.353E−14 7 7 0.075

FIS2 −8.498E+00 6.350E−13 5.552E−14 1.821E−14 4 10 0.042

POL −8.498E+00 2.984E−11 7.733E−09 2.536E−09 4 8 0.041
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úloha ’HS14’, n = 2,m = 1, p = 1

AL NR 1.393E+00 2.531E−14 3.501E−09 6.940E−09 10 14 0.049

AL ROC1 1.393E+00 2.087E−14 6.913E−09 3.744E−09 10 13 0.047

AL ROC2 1.393E+00 1.023E−08 6.187E−09 3.350E−09 4 9 0.034

FIS1 1.393E+00 7.162E−09 4.309E−12 2.333E−12 6 6 0.059

FIS2 1.393E+00 6.861E−09 7.936E−09 4.298E−09 4 7 0.021

POL 1.393E+00 1.386E−13 1.597E−12 2.048E−12 5 7 0.017

úloha ’HS34’, n = 3,m = 8, p = 0

AL NR −8.340E−01 8.107E−10 1.915E−11 2.737E−231 5 19 0.086

AL ROC1 − − − − − − −
AL ROC2 − − − − − − −
FIS1 −8.340E−01 1.280E−11 1.516E−14 3.233E−13 11 11 0.203

FIS2 −8.340E−01 1.443E−15 8.837E−15 1.723E−13 8 15 0.067

POL −8.340E−01 4.408E−39 7.715E−17 2.737E−231 5 23 0.126

úloha ’HS37’, n = 3,m = 8, p = 0

AL NR −3.456E+03 8.572E−10 1.023E−12 7.105E−15 5 9 0.051

AL ROC1 −3.456E+03 6.730E−11 3.070E−12 8.043E−270 8 12 0.071

AL ROC2 −3.456E+03 2.842E−14 0.000E+00 8.043E−270 6 10 0.069

FIS1 −1.597E−22 1.436E−09 1.864E−16 8.043E−270 19 19 0.296

FIS2 −3.456E+03 1.188E−11 1.029E−12 8.043E−270 4 8 0.044

POL −3.456E+03 0.000E+00 2.053E−48 8.043E−270 6 10 0.044

úloha ’HS44NEW’, n = 10, m = 16, p = 0

AL NR −1.500E+01 3.115E−11 4.050E−11 2.871E−12 5 12 0.095

AL ROC1 −1.500E+01 8.334E−12 1.545E−09 8.043E−270 6 10 0.085

AL ROC2 −1.500E+01 8.334E−12 1.545E−09 2.737E−231 6 10 0.112

FIS1 −3.000E+00 1.859E−10 4.111E−15 2.737E−231 11 11 0.189

FIS2 −1.500E+01 4.121E−11 1.066E−12 4.547E−13 4 9 0.074

POL −1.500E+01 7.105E−15 1.338E−14 8.043E−270 6 10 0.066

úloha ’HS100’, n = 7, m = 4, p = 0

AL NR 6.806E+02 6.065E−09 5.377E−12 4.121E−13 4 18 0.125

AL ROC1 6.806E+02 5.556E−11 7.152E−11 8.043E−270 4 17 0.111

AL ROC2 6.806E+02 4.558E−08 6.159E−11 1.053E−10 3 16 0.111

FIS1 6.806E+02 2.931E−12 3.311E−14 2.376E−14 14 14 0.214

FIS2 6.806E+02 1.230E−10 1.669E−09 4.449E−09 4 14 0.086

POL 6.806E+02 3.553E−14 6.666E−13 5.342E−13 4 20 0.121
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úloha ’HS108’, n = 9,m = 14, p = 0

AL NR −8.660E−01 5.868E−09 8.302E−10 3.990E−13 8 175 1.033

AL ROC1 −8.660E−01 4.596E−11 7.834E−10 2.513E−10 6 86 0.511

AL ROC2 −8.660E−01 4.596E−11 7.834E−10 2.513E−10 6 86 0.562

FIS1 −8.660E−01 2.844E−09 1.892E−12 2.471E−12 69 69 0.981

FIS2 −8.660E−01 3.113E−09 3.868E−15 7.617E−20 6 25 0.151

POL −8.660E−01 4.520E−10 1.274E−13 2.283E−13 6 32 0.170

úloha ’HS113’, n = 10,m = 8, p = 0

AL NR 2.431E+01 5.204E−10 8.898E−11 2.409E−11 4 20 0.117

AL ROC1 2.431E+01 1.879E−11 2.910E−09 1.036E−09 4 19 0.114

AL ROC2 2.431E+01 3.143E−08 3.417E−10 2.856E−10 3 18 0.123

FIS1 2.431E+01 4.370E−13 9.369E−15 1.421E−14 11 11 0.137

FIS2 2.431E+01 5.760E−13 1.052E−11 5.064E−10 4 19 0.109

POL 2.431E+01 6.598E−09 6.803E−11 5.143E−11 3 23 0.125

úloha ’HS118’, n = 15, m = 59, p = 0

AL NR 6.648E+02 4.736E−12 1.460E−10 1.795E−10 4 24 0.245

AL ROC1 6.648E+02 1.348E−12 1.502E−09 3.050E−10 3 42 0.396

AL ROC2 6.648E+02 2.802E−13 1.502E−09 3.050E−10 3 42 0.393

FIS1 1.798E+02 4.341E+01 1.359E+03 1.466E+03 99 99 2.062

FIS2 6.648E+02 5.286E−11 2.383E−11 4.471E−10 4 23 0.173

POL 6.648E+02 1.776E−15 8.943E−11 3.007E−10 4 27 0.214

úloha ’JANNSON3’, n = 200, m = 402, p = 1

AL NR 1.985E+02 1.378E−08 7.892E−09 1.430E−10 13 17 0.646

AL ROC1 1.985E+02 1.081E−13 0.000E+00 1.193E−10 6 10 0.573

AL ROC2 1.985E+02 2.220E−16 0.000E+00 1.089E−16 5 8 0.969

FIS1 1.985E+02 9.427E−09 1.780E−13 1.119E−15 5 5 1.084

FIS2 1.985E+02 3.708E−14 1.781E−13 1.366E−16 6 7 0.932

POL 1.985E+02 1.452E−08 1.737E−15 4.187E−14 7 11 0.785

úloha ’MATRIX2’, n = 6, m = 6, p = 0

AL NR 1.754E−13 3.687E−09 3.399E−13 1.244E−14 22 35 0.222

AL ROC1 1.717E−11 4.272E−18 3.959E−11 3.175E−12 6 28 0.181

AL ROC2 4.830E−19 1.387E−09 4.316E−20 3.285E−09 5 14 0.109

FIS1 1.154E−16 4.234E−09 2.234E−16 2.693E−17 6 6 0.089

FIS2 1.375E−09 3.419E−09 6.438E−09 2.331E−09 13 17 0.050

POL 1.844E−22 1.506E−18 3.688E−22 6.329E−10 91 127 0.893
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úloha ’MCCORMCK’, n = 1000, m = 2000, p = 0

AL NR −9.137E+02 1.018E−13 6.904E−09 6.377E−09 5 8 24.310

AL ROC1 −9.137E+02 8.882E−13 8.139E−10 8.043E−270 4 48 152.777

AL ROC2 −9.137E+02 1.554E−15 0.000E+00 8.043E−270 4 48 170.406

FIS1 −9.137E+02 4.090E−12 4.521E−13 2.737E−231 11 11 183.033

FIS2 −9.137E+02 1.812E−14 5.334E−13 2.737E−231 4 7 61.171

POL −9.137E+02 9.473E−10 1.099E−09 1.176E−09 4 6 26.415

úloha ’MINC44’, n = 51, m = 66, p = 40

AL NR 4.297E−02 4.477E−13 3.357E−13 3.043E−09 11 62 0.466

AL ROC1 4.297E−02 1.976E−11 0.000E+00 8.681E−09 8 55 0.443

AL ROC2 1.177E+10 5.961E+20 4.436E+23 8.233E+06 99 4918 64.134

FIS1 − − − − − − −
FIS2 4.297E−02 4.120E−11 2.778E−14 5.242E−11 9 69 0.545

POL 4.297E−02 4.636E−11 2.393E−18 6.885E−11 7 39 0.268

úloha ’OBSTCLBM’, n = 529, m = 882, p = 88

AL NR 6.519E+00 5.650E−10 1.855E−09 6.603E−09 11 29 12.581

AL ROC1 6.519E+00 1.998E−14 7.468E−10 2.825E−10 7 27 13.721

AL ROC2 6.519E+00 1.388E−16 6.291E−18 6.939E−18 4 21 16.531

FIS1 6.519E+00 5.489E−10 4.362E−13 2.431E−13 9 9 6.940

FIS2 6.519E+00 2.474E−13 4.530E−13 2.760E−13 11 16 9.670

POL 6.519E+00 2.220E−16 4.760E−14 9.748E−14 12 24 15.045

úloha ’OPTCTRL6’, n = 302, m = 0, p = 203

AL NR 5.039E+03 1.177E−08 0.000E+00 9.108E−09 17 32 1.687

AL ROC1 5.039E+03 1.177E−08 0.000E+00 9.108E−09 17 32 1.995

AL ROC2 5.039E+03 2.774E−11 0.000E+00 1.632E−15 16 78 5.547

FIS1 5.039E+03 3.881E−07 0.000E+00 1.161E−13 5 5 0.670

FIS2 5.039E+03 1.356E−06 0.000E+00 5.348E−11 11 14 1.486

POL 5.039E+03 2.728E−11 0.000E+00 1.570E−11 17 43 3.580

úloha ’PRIMAL1’, n = 325, m = 86, p = 0

AL NR −3.501E−02 4.197E−09 3.325E−11 3.517E−09 9 28 3.124

AL ROC1 −3.501E−02 7.653E−14 1.851E−09 5.899E−09 4 23 2.671

AL ROC2 −3.501E−02 5.375E−17 9.325E−18 4.510E−17 4 23 3.469

FIS1 −3.501E−02 5.803E−11 9.985E−13 1.664E−09 11 11 1.928

FIS2 −3.501E−02 6.940E−14 4.006E−13 1.050E−09 13 19 2.101

POL −3.501E−02 2.220E−16 3.086E−16 1.950E−13 9 31 3.242
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úloha ’PRIMAL2’, n = 649, m = 97, p = 0

AL NR −3.373E−02 1.116E−09 5.588E−11 6.158E−10 8 23 14.301

AL ROC1 −3.373E−02 1.082E−13 2.048E−09 5.639E−09 4 16 9.780

AL ROC2 −3.373E−02 1.061E−15 9.579E−18 5.594E−17 3 15 10.657

FIS1 −3.373E−02 1.452E−10 7.419E−14 1.570E−13 7 7 1.316

FIS2 −3.373E−02 6.217E−15 7.597E−14 1.570E−13 9 15 6.148

POL −3.373E−02 1.173E−09 1.583E−13 2.879E−15 8 25 14.609

úloha ’S268’, n = 5,m = 5, p = 0

AL NR 4.657E−10 7.335E−10 9.273E−10 2.737E−231 5 9 0.044

AL ROC1 1.455E−11 7.276E−12 0.000E+00 2.737E−231 2 3 0.020

AL ROC2 1.455E−11 7.276E−12 0.000E+00 2.737E−231 2 3 0.024

FIS1 −3.638E−12 7.269E−07 3.207E−17 2.737E−231 8 8 0.098

FIS2 1.091E−11 1.231E−06 4.332E−18 2.737E−231 4 7 0.028

POL 1.091E−11 7.724E−07 5.103E−18 2.737E−231 4 7 0.029

úloha ’SIMPLLPA’, n = 2, m = 4, p = 0

AL NR 1.000E+00 1.360E−12 2.138E−11 1.395E−11 5 10 0.048

AL ROC1 1.000E+00 0.000E+00 0.000E+00 8.043E−270 3 5 0.024

AL ROC2 1.000E+00 0.000E+00 0.000E+00 2.737E−231 3 5 0.026

FIS1 1.000E+00 5.946E−09 4.634E−12 4.633E−12 8 8 0.094

FIS2 1.000E+00 6.521E−09 1.954E−11 1.855E−11 3 5 0.023

POL 1.000E+00 0.000E+00 1.278E−11 1.278E−11 5 7 0.027

úloha ’STCQP1’, n = 1025, m = 2025, p = 510

AL NR 2.618E+04 9.026E−09 1.508E−75 2.331E−15 13 20 69.879

AL ROC1 2.618E+04 8.754E−12 2.184E−09 2.437E−11 18 24 101.653

AL ROC2 2.618E+04 8.754E−12 2.184E−09 2.437E−11 18 24 272.656

FIS1 2.618E+04 8.160E−12 8.930E−13 2.454E−14 9 9 72.859

FIS2 2.618E+04 9.030E−11 7.999E−11 1.598E−10 14 23 124.668

POL 2.618E+04 4.547E−13 2.242E−12 1.039E−12 10 18 85.552

úloha ’UBH1’, n = 909, m = 606, p = 612

AL NR 1.116E+00 1.811E−11 1.970E−10 2.700E−11 6 6 12.935

AL ROC1 1.116E+00 2.080E−11 0.000E+00 1.625E−09 5 5 15.141

AL ROC2 1.116E+00 2.129E−12 0.000E+00 3.837E−13 3 3 12.521

FIS1 1.799E+00 2.219E−05 2.657E−13 1.812E−13 99 99 222.896

FIS2 1.116E+00 6.341E−10 2.691E−13 4.214E−13 5 5 11.556

POL 1.116E+00 2.189E−06 0.000E+00 7.310E−13 99 102 307.053

Tabuľka 5.7: Súhrnné výsledky pre testovanie úloh zo zbierky CUTEr, pokračovanie

93



VÝSLEDKY TESTOVANIA CUTEr PRÍKLADOV

ALG f̄ GRAD KOMP PRIP
počet ∑

mikroit.
časová

iterácií náročnosť

úloha ’WACHBIEG’, n = 3, m = 2, p = 2

AL NR 1.000E+00 1.021E−14 3.602E−10 7.063E−10 7 15 0.056

AL ROC1 1.000E+00 3.828E−13 2.450E−09 4.903E−09 6 15 0.064

AL ROC2 1.000E+00 8.882E−16 3.218E−16 1.110E−15 4 14 0.066

FIS1 1.000E+00 1.522E−09 1.158E−12 2.316E−12 10 10 0.106

FIS2 1.000E+00 1.611E−11 7.514E−12 1.503E−11 4 11 0.039

POL 1.000E+00 1.887E−15 2.449E−16 8.882E−16 5 15 0.055
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m
i
n
0
.
2
5
*
(
x
’
*
D
*
x
)
.
^
2
+
0
.
5
*
x
*
’
G
*
x
+
h
’
*
x

8
%

x
9
%

z
a
p
o
d
m
i
e
n
o
k

0
.
5
*
x
’
*
G
i
n
*
x
+
h
i
n
’
*
x
>
=
r
i
n

1
0
%

A
*
x
>
=
b

1
1
%

A
e
q
*
x
=
=
b
e
q

1
2
%

1
3
%
V
s
t
u
p
n
e
p
a
r
a
m
e
t
r
e
s
p
e
c
i
f
i
k
u
j
u
r
o
z
s
a
h
u
l
o
h
y
:
n
-
p
o
c
e
t
p
r
e
m
e
n
n
y
c
h
,

1
4
%
m
-
p
o
c
e
t
o
h
r
a
n
i
c
e
n
i
v
t
v
a
r
e
n
e
r
o
v
n
o
s
t
i
,
m
q
-
p
o
c
e
t
k
v
a
d
r
a
t
i
c
k
y
c
h

1
5
%
o
h
r
a
n
i
c
e
n
i
(
m
q
<
=
m
)
,
m
a
j
e
p
o
c
e
t
o
h
r
a
n
i
c
e
n
i
v
t
v
a
r
e
n
e
r
o
v
n
o
s
t
i
,

1
6
%
k
t
o
r
e
s
u
a
k
t
i
v
n
e
v
b
o
d
e
o
p
t
i
m
a
(
p
r
e
d
p
o
k
l
a
d
a
s
a
m
a
<
=
m
i
n
(
m
,
n
-
m
e
q
)
,

1
7
%
m
e
q
-
p
o
c
e
t
o
h
r
a
n
i
c
e
n
i
v
t
v
a
r
e
r
o
v
n
i
c
,
d
i
s
t
-
v
o
l
i
t
e
l
n
y
p
a
r
a
m
e
t
e
r
,
k
t
o
r
y

1
8
%
u
d
a
v
a
v
z
d
i
a
l
e
n
o
s
t
s
t
a
r
t
o
v
a
c
i
e
h
o
b
o
d
u
x
0
o
d
o
p
t
i
m
a
l
n
e
h
o
r
i
e
s
e
n
i
a
u
l
o
h
y

1
9
%
x
_
h
a
t
.
V
p
r
i
p
a
d
e
n
e
z
a
d
a
n
i
a
d
i
s
t
j
e
v
o
v
y
s
t
u
p
e
x
0
=
[
]
,
r
c
o
n
d
-

2
0
%
p
o
z
a
d
o
v
a
n
e
c
i
s
l
o
p
o
d
m
i
e
n
e
n
o
s
t
i
m
a
t
i
c
D
,
G
,
p
r
i
p
a
d
n
e
G
i
n
,
g
d
i
a
g
-

2
1
%
u
d
a
v
a
,
c
i
s
u
m
a
t
i
c
e
G
i
n
d
i
a
g
o
n
a
l
n
e
,
a
l
e
b
o
n
i
e
,

2
2
%
o
p
t
i
o
n
s
-
s
t
r
u
k
t
u
r
a
u
d
a
v
a
j
u
c
a
v
y
s
t
u
p
n
e
n
a
s
t
a
v
e
n
i
a
g
e
n
e
r
a
t
o
r
a

2
3
%

2
4
%
S
T
R
U
K
T
U
R
A
V
Y
S
T
U
P
U
:

2
5
%
V
s
t
u
p
n
a
p
r
e
m
e
n
n
a
o
u
t
o
p
t
s
p
e
c
i
f
i
k
u
j
e
f
o
r
m
a
t
v
y
s
t
u
p
u
.
V
o
l
b
a
’
s
’
s
p
o
s
o
b
i
,

2
6
%
z
e
v
p
r
i
p
a
d
e
m
e
q
=
0
a
l
e
b
o
m
=
0
b
u
d
u
v
o
v
y
s
t
u
p
e
v
y
n
e
c
h
a
n
e
v
_
h
a
t
,
A
e
q
,

2
7
%
b
e
q
(
a
k
m
e
q
=
0
)
,
p
r
i
p
a
d
n
e
u
_
h
a
t
,
A
,
b
,
G
i
n
,
h
i
n
,
r
i
n
(
a
k
m
=
0
)
.

2
8
%
T
e
d
a
n
a
p
r
.
p
r
i
v
o
l
b
e
o
u
t
o
p
t
=
’
s
’
a
m
e
q
=
0
j
e
v
y
s
t
u
p
v
o
f
o
r
m
e

2
9
%
[
x
_
h
a
t
,
u
_
h
a
t
,
D
,
G
,
h
,
A
,
b
,
G
i
n
,
h
i
n
,
r
i
n
,
x
0
]
.

3
0
3
1
%
k
o
n
t
r
o
l
a
v
s
t
u
p
n
y
c
h
p
a
r
a
m
e
t
r
o
v

3
2
3
3
i
f
n
a
r
g
i
n
<
9

3
4

o
u
t
o
p
t
=
’
s
’
;

3
5

i
f
n
a
r
g
i
n
<
8

3
6

g
d
i
a
g
=
[
]
;

3
7

i
f
n
a
r
g
i
n
<
6

3
8

d
i
s
t
=
[
]
;

3
9

i
f
n
a
r
g
i
n
<
5

4
0

m
e
q
=
0
;

4
1

i
f
n
a
r
g
i
n
<
4

4
2

m
q
=
0
;

4
3

i
f
n
a
r
g
i
n
<
3

4
4

e
r
r
o
r
(
’
P
r
i
l
i
s
m
a
l
o
v
s
t
u
p
n
y
c
h
p
a
r
a
m
e
t
r
o
v
,
m
i
n
i
m
u
m
j
e
3
’
)
;

4
5

e
n
d

4
6

e
n
d

4
7

e
n
d

4
8

e
n
d

4
9

e
n
d

5
0
e
n
d

5
1
5
2
%
k
o
n
t
r
o
l
y
c
h
y
b
n
y
c
h
v
s
t
u
p
o
v

5
3
i
f
i
s
e
m
p
t
y
(
n
)
|
|
i
s
e
m
p
t
y
(
m
)
|
|
i
s
e
m
p
t
y
(
m
a
)
|
|
i
s
e
m
p
t
y
(
m
e
q
)
|
|
i
s
e
m
p
t
y
(
m
q
)

5
4

e
r
r
o
r
(
’
V
s
t
u
p
n
e
p
a
r
a
m
e
t
r
e
n
,
m
,
m
a
,
m
q
a
m
e
q
m
u
s
i
a
b
y
t
c
i
s
e
l
n
e
u
d
a
j
e
’
)
;

5
5
e
n
d

5
6
i
f
i
s
e
m
p
t
y
(
c
o
n
d
n
)

5
7

c
o
n
d
n
=
5
;

5
8
e
n
d

5
9
6
0
n
=
m
a
x
(
0
,
f
l
o
o
r
(
n
)
)
;
m
=
m
a
x
(
0
,
f
l
o
o
r
(
m
)
)
;

6
1
m
a
=
m
a
x
(
0
,
f
l
o
o
r
(
m
a
)
)
;
m
e
q
=
m
a
x
(
0
,
f
l
o
o
r
(
m
e
q
)
)
;

6
2
m
q
=
m
a
x
(
0
,
f
l
o
o
r
(
m
q
)
)
;
d
i
s
t
=
m
a
x
(
0
,
d
i
s
t
)
;

6
3
c
o
n
d
n
=
m
a
x
(
2
,
c
o
n
d
n
)
;
r
c
o
n
d
n
=
1
/
c
o
n
d
n
;

6
4
6
5
i
f
m
e
q
+
m
a
>
n

6
6

e
r
r
o
r
(
’
P
o
c
e
t
a
k
t
i
v
n
y
c
h
o
h
r
a
n
i
c
e
n
i
(
%
i
)
p
r
e
s
a
h
u
j
e
p
o
c
e
t
p
r
e
m
e
n
n
y
c
h
(
%
i
)
’
,
.
.
.

6
7

m
e
q
+
m
a
,
n
)
;

6
8
e
n
d

6
9
i
f
m
q
>
m

7
0

e
r
r
o
r
(
’
Z
i
a
d
a
n
y
p
o
c
e
t
k
v
a
d
r
a
t
i
c
k
y
c
h
o
h
r
a
n
i
c
e
n
i
p
r
e
s
a
h
u
j
e
i
c
h
p
o
c
e
t
’
)

7
1
e
n
d

7
2
7
3
%
k
o
n
t
r
o
l
a
v
y
s
t
u
p
n
y
c
h
p
a
r
a
m
e
t
r
o
v
,
p
r
i
p
a
d
,
k
e
d
j
e
p
o
z
i
a
d
a
v
k
a
n
a
v
y
n
e
c
h
a
n
i
e

7
4
%
n
e
p
o
t
r
e
b
n
y
c
h
v
y
s
t
u
p
o
v

7
5
o
u
t
o
p
t
i
n
d
e
x
=
s
t
r
c
m
p
i
(
o
u
t
o
p
t
,
’
s
’
)
;

7
6
i
f
o
u
t
o
p
t
i
n
d
e
x

7
7

i
f
~
m
e
q
&
&
n
a
r
g
o
u
t
>
1
1

7
8

e
r
r
o
r
(
’
P
o
c
e
t
v
y
s
t
u
p
n
y
c
h
p
a
r
a
m
e
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r
o
v
j
e
n
e
k
o
n
z
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s
t
e
n
t
n
y
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o
v
s
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u
p
o
m
u
l
o
h
y
’
)

7
9

e
n
d

8
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i
f
~
m
&
&
n
a
r
g
o
u
t
>
8

8
1

e
r
r
o
r
(
’
P
o
c
e
t
v
y
s
t
u
p
n
y
c
h
p
a
r
a
m
e
t
r
o
v
j
e
n
e
k
o
n
z
i
s
t
e
n
t
n
y
s
o
v
s
t
u
p
o
m
u
l
o
h
y
’
)

8
2

e
n
d

8
3

i
f
~
m
e
q
&
&
~
m
&
&
n
a
r
g
o
u
t
>
4

8
4

e
r
r
o
r
(
’
P
o
c
e
t
v
y
s
t
u
p
n
y
c
h
p
a
r
a
m
e
t
r
o
v
j
e
n
e
k
o
n
z
i
s
t
e
n
t
n
y
s
o
v
s
t
u
p
o
m
u
l
o
h
y
’
)

8
5

e
n
d

8
6
e
l
s
e

8
7

i
f
n
a
r
g
o
u
t
>
1
4

8
8

e
r
r
o
r
(
’
P
o
c
e
t
v
y
s
t
u
p
n
y
c
h
p
a
r
a
m
e
t
r
o
v
j
e
n
e
k
o
n
z
i
s
t
e
n
t
n
y
s
o
v
s
t
u
p
o
m
u
l
o
h
y
’
)

8
9

e
n
d

9
0
e
n
d

9
1
9
2
%
g
l
o
b
a
l
n
e
p
a
r
a
m
e
t
r
e

9
3
r
o
z
s
a
h
=
1
0
;

%
c
i
s
e
l
n
y
r
o
z
s
a
h
n
i
e
k
t
o
r
y
c
h
p
o
l
i

9
4
d
e
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=
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.
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;

%
h
u
s
t
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t
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i
c
e
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9
5
d
e
c
p
=
1
6
;

9
6
9
7
%
h
e
u
r
i
s
t
i
k
a
p
r
e
u
r
c
e
n
i
a
l
m
a
x
a
l
m
i
n
n
a
z
a
k
l
a
d
e
z
n
a
l
o
s
t
i
c
o
n
d
n

9
8
l
m
a
x
=
l
o
g
(
c
o
n
d
n
+
1
)
;

9
9
l
m
i
n
=
l
m
a
x
*
r
c
o
n
d
n
;

1
0
0

1
0
1
l
v
e
c
=
l
m
i
n
+
(
l
m
a
x
-
l
m
i
n
)
*
r
a
n
d
(
n
,
1
)
;

1
0
2
i
n
d
l
=
r
a
n
d
i
(
[
1
,
n
]
)
;
i
n
d
u
=
r
a
n
d
i
(
[
1
,
n
]
)
;

1
0
3
w
h
i
l
e
i
n
d
l
=
=
i
n
d
u
&
&
n
>
1

1
0
4

i
n
d
u
=
r
a
n
d
i
(
[
1
,
n
]
)
;

1
0
5
e
n
d

1
0
6
l
v
e
c
(
i
n
d
l
)
=
l
m
i
n
;
l
v
e
c
(
i
n
d
u
)
=
l
m
a
x
;

1
0
7

1
0
8
%
g
e
n
e
r
o
v
a
n
i
e
o
p
t
i
m
a
l
n
y
c
h
r
i
e
s
e
n
i
,
u
_
h
a
t
m
a
r
o
v
n
o
m
e
r
n
e
r
o
z
d
e
l
e
n
e

1
0
9
%
n
u
l
o
v
e
a
n
e
n
u
l
o
v
e
h
o
d
n
o
t
y

1
1
0
m
t
=
m
-
m
a
;
m
a
t
=
m
a
;
p
=
m
a
/
m
;

1
1
1
x
_
h
a
t
=
r
a
n
d
i
(
[
-
r
o
z
s
a
h
,
r
o
z
s
a
h
]
,
n
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1
)
;

%
o
p
t
i
m
a
l
n
e
r
i
e
s
e
n
i
e

1
1
2
v
_
h
a
t
=
r
a
n
d
i
(
[
-
r
o
z
s
a
h
,
r
o
z
s
a
h
]
,
m
e
q
,
1
)
;

%
m
u
l
t
i
p
l
i
k
a
t
o
r
r
o
v
n
o
s
t
i

1
1
3
u
_
h
a
t
=
r
a
n
d
(
m
,
1
)
;

%
m
u
l
t
i
p
l
i
k
a
t
o
r
n
e
r
o
v
n
o
s
t
i

1
1
4

1
1
5
f
o
r
i
=
1
:
m

1
1
6

i
f
u
_
h
a
t
(
i
)
<
p

1
1
7

m
a
t
=
m
a
t
-
1
;

1
1
8

e
l
s
e

1
1
9

m
t
=
m
t
-
1
;
u
_
h
a
t
(
i
)
=
0
;

1
2
0

e
n
d

1
2
1

p
=
m
a
t
/
(
m
a
t
+
m
t
)
;

1
2
2
e
n
d

1
2
3
p
=
u
_
h
a
t
>
0
;

1
2
4
u
_
h
a
t
(
p
)
=
f
l
o
o
r
(
0
.
7
5
*
r
o
z
s
a
h
*
r
a
n
d
(
n
n
z
(
p
)
,
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)
)
+
1
;

1
2
5

1
2
6
%
g
e
n
e
r
o
v
a
n
i
e
m
a
t
i
c
u
l
o
h
y

1
2
7
D
=
l
v
e
c
;

1
2
8
G
=
f
u
l
l
(
s
p
r
a
n
d
s
y
m
(
n
,
d
e
n
s
,
r
c
o
n
d
n
,
2
)
)
;

1
2
9

1
3
0
i
f
g
d
i
a
g
=
=
0

1
3
1

G
i
n
=
z
e
r
o
s
(
n
,
n
*
m
q
)
;

1
3
2
e
l
s
e

1
3
3

G
i
n
=
z
e
r
o
s
(
n
,
m
q
)
;

1
3
4
e
n
d

1
3
5
h
i
n
=
z
e
r
o
s
(
n
,
m
q
)
;

1
3
6
r
i
n
=
z
e
r
o
s
(
m
q
,
1
)
;

1
3
7
t
g
r
a
d
=
z
e
r
o
s
(
m
,
n
)
;

%
p
o
m
o
c
n
y
v
y
p
o
c
e
t
g
r
a
d
i
e
n
t
o
v

1
3
8
f
o
r
i
=
1
:
m
q

1
3
9

i
f
g
d
i
a
g
=
=
0

1
4
0

G
i
n
(
:
,
n
*
(
i
-
1
)
+
1
:
n
*
i
)
=
-
f
u
l
l
(
s
p
r
a
n
d
s
y
m
(
n
,
d
e
n
s
,
r
c
o
n
d
n
,
2
)
)
;

1
4
1

h
i
n
(
:
,
i
)
=
r
a
n
d
i
(
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-
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.
5
*
r
o
z
s
a
h
,
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.
5
*
r
o
z
s
a
h
]
,
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1
)
;

1
4
2

r
i
n
(
i
)
=
0
.
5
*
x
_
h
a
t
’
*
G
i
n
(
:
,
n
*
(
i
-
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)
+
1
:
n
*
i
)
*
x
_
h
a
t
+
h
i
n
(
:
,
i
)
’
*
x
_
h
a
t
;

1
4
3

t
g
r
a
d
(
i
,
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)
=
(
G
i
n
(
:
,
n
*
(
i
-
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)
+
1
:
n
*
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)
*
x
_
h
a
t
+
h
i
n
(
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,
i
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)
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;

1
4
4

e
l
s
e

1
4
5

l
v
e
c
=
l
m
i
n
+
(
l
m
a
x
-
l
m
i
n
)
*
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a
n
d
(
n
,
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)
;

1
4
6

i
n
d
l
=
r
a
n
d
i
(
[
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,
n
]
)
;
i
n
d
u
=
r
a
n
d
i
(
[
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,
n
]
)
;

1
4
7

w
h
i
l
e
i
n
d
l
=
=
i
n
d
u
&
&
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>
1

1
4
8

i
n
d
u
=
r
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n
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i
(
[
1
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n
]
)
;

1
4
9

e
n
d

1
5
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l
v
e
c
(
i
n
d
l
)
=
l
m
i
n
;
l
v
e
c
(
i
n
d
u
)
=
l
m
a
x
;

1
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1

G
i
n
(
:
,
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)
=
-
l
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e
c
;

1
5
2

h
i
n
(
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,
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=
r
a
n
d
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*
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o
z
s
a
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.
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*
r
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h
]
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)
;

1
5
3

r
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n
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=
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.
5
*
x
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a
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(
G
i
n
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)
.
*
x
_
h
a
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)
+
h
i
n
(
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*
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a
t
;

1
5
4

t
g
r
a
d
(
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(
G
i
n
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.
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i
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)
’
;

1
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n
d

1
5
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e
n
d
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1
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8
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m
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;

9
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;
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p
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p
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=
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=
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p
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ra
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ra
ni
če
ní
a
ic
h
Ja
ko
bi
án
ov
(f
un
kc
ie

pr
e
ba
lík
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u
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i
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e
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e
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c
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i
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c
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c
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c
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c
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c
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c
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c
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c
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c
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c
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]
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c
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b
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p
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p
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=
l
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=
l
e
n
g
t
h
(
r
i
n
)
;

2
3
s
z
_
m
=
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c
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p
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=
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=
=
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=
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=
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e
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i
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;
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c
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c
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c
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i
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.
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i
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=
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i
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i
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i
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p
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c
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e
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e
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p
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=
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i
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e
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c
e
t
k
v
a
d
r
a
t
i
c
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c
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=
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.
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;
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i
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i
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(
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i
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m
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i
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;
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*
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i
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i
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(
t
e
m
p
+
h
i
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p
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i
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c
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e
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p
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i
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e
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u
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u
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e
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c
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u
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i
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=
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d
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p
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c
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c
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c
i
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c
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i
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c
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c
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c
n
a
h
o
d
n
o
t
a
a
g
r
a
d
i
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c
i
a
L
A
G
R
C
L
A
S
_
Q
U
A
D
p
o
t
r
e
b
u
j
e
1
4
v
s
t
u
p
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n
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p
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=
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;
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;
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p
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;
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p
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;
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;
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e
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e
b
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n
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n
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p
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u
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p
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u
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p
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p
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l
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i
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n
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l
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p
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l
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=
l
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b
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p
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l
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e
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b
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b
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p
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l
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l
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b
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p
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=
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=
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i
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c
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