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Abstrakt

ROSENBERG, Tomas, Bc., Metédy sedlového bodu na riese-
nie uloh konvexného programovania

Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informa-
tiky, Katedra aplikovanej matematiky a statistiky.

Veduci diplomovej prace: doc. RNDr. Milan Hamala, CSc.

Diplomovéa praca, 2012.

V praci sa venujeme najmi metédam rozsirenych Lagrangeovych funkcii,
ktoré su jednym z nastrojov na riesenie uloh nelinearneho programovania.
Ich podstatou je nahradit rieSenie danej tlohy postupnostou tloh na volnt
optimalizaciu. Okrem klasickej metody Hestenesa, Powella a Rockafellara bolo
navrhnutych mnozstvo alternativnych metdéd, vratane techniky nelinearneho
skalovania. V poslednych dvadsiatich rokoch boli naviac navrhnuté postupy,
ktoré v zaverecnej faze algoritmu nahradia minimalizaciu rozsirenej Lagran-
geovej funkcie rieSenim Specidlnej sustavy rovnic. Vysledkom je asymptoticky
vysSia rychlost konvergencie. Okrem Studovania tychto postupov sa pokisime
aplikovat novii metédu zaloZzenii na komplementarnych funkciach. Nasim
hlavnym cielom je implementacia uvedenych algoritmov a vykonanie numeric-
kych experimentov, na ktoré pouzijeme nahodne generované konvexné tlohy

kvadratického programovania a vybrani mnozinu tloh z kolekcie CUTEr.

KIéové slova: nelinedrne programovanie, rozsirené Lagrangeove funkcie, ne-
linedrne skalovanie, primarno-dualny systém, Fischerova funkcia, numerické

experimenty.
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Abstract

ROSENBERG, Tomas, Bc., Saddle point methods for solving
convex optimization problems

Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and
Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics.

Supervisor: doc. RNDr. Milan Hamala, CSc.

Master Thesis, 2012.

In this master thesis we study in particular the augmented Lagrangian met-
hods, which represent one of the well-known approaches to solving constrained
optimization problems. Their purpose is to replace the solving of a given
problem by sequence of unconstrained optimization subproblems. Aside to
the classic Powell-Hestenes-Rockafellar algorithm many other methods of this
kind were proposed, notably of the nonlinear-rescalling framework. Also in the
last two decades some special procedures were suggested, which replaced the
unconstrained optimization by solving particular system of equations in the
last phase of the main algorithm. This results in an asymptotically faster rate
of convergence. In addition to studying these methods, we try to apply a new
method based on complementarity-problem functions. Our major goal is to
implement aforementioned algorithms and to perform numerical experiments
on randomly generated convex quadratic programming problems and selected

problems from the CUTEr collection.
Keywords: nonlinear programming, augmented Lagrangian functions,

nonlinear-rescalling, primal-dual system, Fischer function, numerical experi-

ments.
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Uvod

Poziadavka optimalizacie je stale castejSie sa vyskytujucim problémom v technic-
kej a vedeckej praxi. Velky tspech linedrneho programovania v polovici minulého
storoc¢ia bol podnetom pre formulaciu a stidium zlozitejsich modelov. Tento fakt
bol podporeny zisteniami z praxe, kde sa ukazalo, Ze linearne modely niekedy ne-
dokézu dostatocne dobre zachytit podstatu problému a boli tak pouzivané skor ako
vychodisko z nidze. Vysledkom bol vznik nelinearneho programovania, ktoré dnes
nachédza Siroké praktické uplatnenie (napr. modelovanie chemickych a fyzikalnych
javov, optimélny vyber portfdlia, tlohy planovania a optimalneho riadenia).

Jednou zo zakladnych metdd na riesenie nelinearnych optimaliza¢nych tloh sa
metddy rozsirenych Lagrangeovych funkcii, ktorych podstatou je nahradenie rieSenia
zloZitej optimalizacnej tlohy postupnostou rieSeni jednoduchsich minimaliza¢nych
uloh s cielom najdenia sedlového bodu tychto funkcii. Spominané metédy si na-
stupcami penalizacnych metdd a odstranujt niektoré ich nedostatky zavedenim vek-
tora Lagrangeovych multiplikdtorov. Ich vznik sa datuje do roku 1969, kedy bola
Powellom [35] a nezavisle Hestenesom [22] uverejnend prva metdéda tohto druhu
pre ulohy s ohranic¢eniami v tvare rovnic. Rockafellar [40] neskor dani metédu roz-
siril aj pre ohranicenia v tvare nerovnic a postupom casu vzniklo mnoho réznych
tvarov rozsirenych Lagrangeovych funkcii [4]. Velky teoreticky aj prakticky zaujem o
tieto metddy bol badatelny najmé v 70-tych a 80-tych rokoch 20. storocia, kde medzi
poprednych autorov tejto oblasti patril najmé Bertsekas [1]. V nasledujicich rokoch
sa pozornost mierne vytratila a upriamila sa na metédy vntutorného bodu.

O diasto¢ény navrat rozsirenych Lagrangeovych funkcii sa postarali Polyak a Griva,
ktori v sérii ¢lankov [30], [32], [33], [34] rozpracovali zaklady tzv. primarno-duélne;
nelinearne skalovacej metédy. Tento pristup je zalozeny na pouziti metédy Specidlnej
rozsirenej Lagrangeovej funkcie a modifikacii jej zaverecnej vypoctovej fazy. Polyak a

Griva navrhli nahradif minimalizaciu Lagrangeovej funkcie rieSenim tzv. priméarno-



dudlneho systému, ¢oho vysledkom je viicsia rychlost konvergencie. Do pozornosti sa
dostava aj alternativna metodika, zalozena na transformacii KKT systému Fische-
rovou transformacnou funkciou [14].

Cielom prace je oboznamit sa s metdédami sedlového bodu a ich algoritmickou
realizdciou, implementovat tieto algoritmy a vykonaf numericky experiment s cielom
ich vzajomného porovnania. Tieto ciele st realizované v styroch hlavnych kapitolach.

V prvej kapitole uvadzame zakladné poznatky z tedrie nelinearneho programova-
nia.

V druhej kapitole sa venujeme teoretickému rozboru metéd rozsirenych Lagran-
geovych funkcii. Spominame Powellovu-Hestenesovu metédu, z ktorej postupne od-
vodime Rockafellarovu metédu a takisto uvedieme vSeobecné triedy rozsirenych La-
grangeovych funkcii.

V tretej kapitole nadviazeme na vysledky druhej kapitoly a uvedieme primarno-
duélnu nelinearne skalovaciu metédu Polyaka a Grivu a takisto Fischerovu metédu.

Stvrta kapitolu venujeme numerickym experimentom. Spomenieme schematické
implementacie testovanych algoritmov, spésob generovania nahodnych tiloh konvex-
ného bikvadratického programovania. Numerické testy vykonadme na spominanych
nahodne generovanych tlohach a takisto na vybranych tlohach zo standardného tes-
tovanieho balika CUTEr.

Nasleduje zoznam pouzitej literatury, vysledky experimentov na CUTEr prikla-
doch a ¢ast zdrojového kédu pre prostredie MATLAB. Uplny zdrojovy kéd je obsia-

hnuty na prilozenom médiu.



Zoznam hlavnych symbolov

A C D

I? In
w7w7y7z7u7v7€7l’l'
AT 2T

y>0
S, M, X, Y
R

R, Rf R+

f(x)
Vi(z)

matice

jednotkova matica (dimenzie n x n)

vektory (stipcové)

transponovana matica k matici A, transponovany
vektor k vektoru x (vysledkom je riadkovy vektor)
skalarny sucin vektorov x,y

vektor, ktorého vsetky zlozky sa vicsie alebo rovné
nule

mnoziny

mnozina realnych cisel

n-rozmerny Fuklidovsky priestor, jeho nezaporny,

resp. kladny ortant

@)t

gradient funkcie f(x), t.j. stipcovy vektor, ktorého

realna funkcia n-premennych = = (xq, ..

zlozky st prvé parcidlne derivacie funkcie f(x), ¢ize

(vf(w))z = /)

ox;
Hessova matica funkcie f(«), t.j. matica druhych
_ Pf(=)
vektorova funkcia premennej , F': X — R™

parcidlnych derivacii, (V2f(z))

Jakobiho matica funkcie F(x), t.j. matica, ktorej

riadkami st gradienty funkcii f;(x), pre i-ty riadok
VF(x) plati (VF(z)), =V fi(z)"

oznacenie pre klasicku, resp. rozsirenti Lagrangeovu
funkciu

norma vektora x, najcastejsie ||x||; = VaTx
diagonalna matica, ktorej diagonalu tvoria prvky
vektora @

hodnost matice A, t.j. pocet jej linedrne nezavislych
riadkov (stIpcov)

oznacenia tloh matematického programovania



Kapitola 1

Uvod do matematického

programovania

Pod Tubovolnym problémom optimalizicie rozumieme vyber ,najlepSieho“ rieSenia
spomedzi vSetkych dostupnych rieSeni. Na urcenie kvality tychto rieseni pouzivame
ucelovy funkciu, ktora v zavislosti od filozofie a podstaty problému minimalizujeme

alebo maximalizujeme. Takyto problém mozeme zapisat ako

minimalizovat f(x)

(1.1)

za podmienok ax € M,

kde f : X — R je uz spominana tucelova funkcia, a mnozinu M C X nazyvame
mnozinou pripustnych rieSeni. KedZe maximalizacia funkcie f je ekvivalentnd mi-
nimalizacii — f, na zaklade konvencie sa preto obmedzime na tlohy formulované v
uvedenom tvare. Vektor & nazveme lokdlnym minimom (lokdlnym rieSenim) tlohy

(1.1), ak existuje 6 > 0 také, ze
f@) < flx) vVeeM |z - <, (1.2)

ostrym lokdlnym minimom (ostrym lokdlnym rieSenim), ak v (1.2) plati ostrd nerov-

nost, a nakoniec globdlnym minimom (globdlnym rieSenim), ak
f@) < f(®) VeeM.

V pripade, ze Ml = R", dostavame tlohu volnej minimalizdcie. Nasim zaujmom je
vSak zaoberat sa problémami, kde Ml C R™.

V celej praci budeme predpokladat nasledovné:

4



Predpoklad 1.1. MnoZina optimadlnych rieseni
M={&| f(&) < f(z), V& € M}
je meprazdna a ohranicend.

Z matematického hladiska je zaujimavé popisat M ako mnozinu vSetkych bodov

x € X, ktoré spliiaji nejaki sstavu rovnic a nerovnic, ¢ize

gi(x) >0, i=1,...,m

M = x e X ) )
hij(x) =0, j=1,....p
pri¢om ohranicenia g;, h; st redlne funkcie, g; : X — R (i =1,...,m), h; : X — R
(t=1,...,p), anaviac o tychto funkcidch, a takisto o funkcii f predpokladame, ze st

spojito diferencovatelné. Kvoli zjednoduseniu zapisov a ivah predpokladajme, ze X =
R™. Dostavame sa tak ku klasickej formulacii ilohy matematického programovania.
V dalSom texte sa budeme venovat varidcidm tejto tlohy a sformulujeme nie-
ktoré zakladné tvrdenia o ich optimalnom rieseni. Zacneme tulohou, ktorej mnozina
pripustnych rieSeni M je tvorend iba rovnicami (t.j. m = 0), a na zaklade vysledkov
odvodenych pre tato tlohu vyslovime ich ekvivalenty aj pre tilohu s ohrani¢eniami v

tvare nerovnic (p = 0).

1.1 Uloha s ohrani¢eniami v tvare rovnic

Uvazujme tlohu matematického programovania v tvare

minimalizovat f(x) (PR)
za podmienok hj(xz)=0, j=1,...,p.

Nech f: R" — R, h; : R" — R (j = 1,...,p), a takisto f € C' h; € C' pre
vsetky j. Pre zjednodusenie niektorych zapisov oznac¢me

W) = (h(@),... hy@))",

potom h : R® — RP, a predpokladajme, ze p < n. Pripomenime, Ze symbolom
Vh(x) oznacujeme Jakobiho maticu funkcie h.

Mnozina pripustnych rieSeni M tlohy (PR) ma tvar
M= {x | h(z) =0}.

5



Pred vyslovenim zakladného tvrdenia (Lagrange, 1760) o nutnych podmienkach
optiméalneho riesenia tlohy (PR) uvedieme definiciu reguldrneho bodu, ktort budeme

potrebovat pri jej vysloveni.

Definicia 1.1. Bod & € M nazgvame reguldarnym, ak su gradienty ohranicent

Vhi(), ..., Vh,(2) linedrne nezdvislé, t. j.
rank (VA(&)) = p.
Teraz mozeme pristipit k vysloveniu tvrdenia.

Veta 1.1. Nech & je lokalnym riesenim dlohy (PR) a takisto requldrnym bo-

dom. Potom ezistuje (jednoznacne urceny) vektor Lagrangeovych multiplikdtorov

0= (91,...,0,)" taky, Ze plati
p
V&) + > 0;Vhi(@) =0, (1.3)
j=1
h(x) = 0. (1.4)
Ak naviac f € C%, h € C?, potom plati
) + ZvJVZ (@) w >0 (1.5)
pre vSetky w také, Ze Vh(Z)w = 0.
DOKAZ: Je mozné najst v [3], str. 281-283, pripadne [24], str. 327. O

Sustavu n + p rovnic (1.3), (1.4) zvy¢ajne zapisujeme pomocou klasickej Lagran-

geovej funkcie, ktori definujeme predpisom

L(zx, +Zvj () + h(z)Tv (1.6)

kde L : R® x R? — R. Potom pre nutné podmienky prvého radu (1.3), (1.4)

dostavame



¢ize bod (&, v) je kritickym bodom Lagrangeovej funkcie na R™ x RP.

Ukazuje sa, ze tvrdenia (1.3) - (1.5) vety 1.1 mdzeme vyuzit pri formulécii posta-
¢ujticich podmienok pre & takto: ak & a ® spliiaji ststavu (1.3), (1.4) a v podmienke
(1.5) plati pre vSetky w # 0 ostra nerovnost, potom & je ostrym (lokdlnym) opti-
mélnym rieSenim tlohy (PR). NavySe nie je nutné predpokladat regularitu bodu
z.

Délezitou vlastnostou bodu (&, v) vo vztahu k Lagrangeovej funkecii (1.6) je jeho
sedlovost, ako vyplyva z nasledujtcej vety (predpoklad f € C',h € C! nie je po-
trebny).

Veta 1.2. Nech bod (&,9) € R" x RP spliia

>

L(z,v) < L(z,v) < L(x,v) Ve € R", Vv € R?, (1.7)

¢ize je sedlovgm bodom Lagrangeovej funkcie (1.6). Potom & je optimdlnym rieSenim
ulohy (PR).

DOkAzZ: Da sa dokazat analogicky ako Tvrdenie 1 v [41]. O

Uvedené vysledky pouzijeme na odvodenie nutnych a postacujicich podmienok

pre ulohu s ohranic¢enim v tvare nerovnosti.

1.2 Uloha s ohrani¢eniami v tvare nerovnic

Na tomto mieste sa budeme zaoberat tilohou

minimalizovat T
oV /() | (PN'R)
za podmienok ¢;(x) >0, i=1,...,m.

Analogicky ako v casti 1.1 predpokladajme f : R" — R, ¢; : R* — R (i =

1,...,m), f € Cl g; € C! pre vietky i, a takisto zavedme oznacenie

9(@) = (qu(@), ..., gm(x))",

¢ize g : R™ — R™. Mnozina pripustnych rieseni tlohy (PAR) nadobuda tvar

M= {z | g(=) > 0}.



Pre potreby dalsej analyzy zavedme pre & € M oznacenie

In(x) = {i | gi(x) = 0} (1.8)

pre mnozinu indexov aktivnych ohranic¢eni v bode @, a takisto definujme regquldrny
bod.

Definicia 1.2. Bod & € M nazjvame reqularnym, ak siu gradienty aktivnych ohra-

nicent Vg;(x),Vi € I4(&) linedrne nezdvislé.

Oznacme q = |I4(&)| pocet aktivnych ohrani¢eni v & a podobne ako v ¢asti 1.1
predpokladajme ¢ < n. Pre odvodenie nasledujtcich tvrdeni najskor pretransformu-
jeme tlohu (PN'R) zavedenim doplnkovych premennych &;,7 = 1,...,m na tlohu
(PR) a pouzijeme vetu 1.1 na tato transformovant tlohu. Vysledkom budi tzv.
Karush-Kuhn-Tuckerove (KKT) podmienky (pre detaily tohto postupu vid [3], str.
312 - 313).

Definujme transformovany problém

minimalizovat f(x) (1.9)
za podmienok &7 — g;(x) = 0, i=1,...,m. '

Nech & je lokdlnym riesenim tlohy (77/\/ R) a takisto nech je regularnym bodom

(podla def. 1.2), potom bod (& E T,/ (Z), ..., \/gm(Z)) je lokdlnym riesenim
ulohy (1.9) a takisto je regularnym bodom teJto ulohy (def. 1.1), ¢o lahko ukazeme.

Ak oznacime 7;(x, &) = &€ — gi(x), i = 1,...,m a pouZijeme pomocné oznacenie

r(x, &) = (7"1(3:, £),...,rm(x, S))T, potom matica

~Va(&)" 26 - 0

Vr(#,€) = : SR
—Vgn(®)T 0 .- Qém

mé hodnost m. Aplikujme teda nutné podmienky prvého radu vety 1.1 na tlohu (1.9),

podla ktorych existuje (jednozna¢ne urceny) vektor Lagrangeovych multiplikdtorov

= (,...,%,)" taky, Ze plati

+ Y @ Vri(@) =0,
=1



¢o je ekvivalentné s

V@) - @iVg(&) =0, (1.10)
=1

Z (1.11) mame w; = 0 pre i ¢ [4(x), ¢o mdzeme zapisat ako

Ak naviac predpokladame f € C?,g € C?, potom aplikovanim podmienky druhého
radu (1.5) vety 1.1 mame

[T AT V2, L(&, ) 0 )] [w] >0 (1.13)

pre vietky (w,A) € R™*™ splnajtce

2,M — V(@) 'w=0, i=1,...m. (1.14)
pricom sme oznacili
L(z,u) = f(z) - > wgi(x), L:R"xR} —R (1.15)
=1

Ak zvolime A\; = 0 pre i € I4(&) a vyuzitim (1.12) a (1.13) dostaneme
WV, Lz, 4)w >0

pre w spliiajice Vg;(2)"w = 0 pre i € I4(2). Dalej mozeme pre kazdé i € I,(&) vo
vztahu (1.13) zvolif w =0, A; # 0 a A; = 0 pre i # j a dostaneme

>0, Qe l\(@). (1.16)

Tymto nazornym postupom sme dostali ststavu podmienok (1.10), (1.12) a
(1.16), ktoré spolu s podmienkou pripustnosti g(&) > 0 tvoria nutné podmienky pr-
vého rddu pre tlohu (PA'R) (spominané Karush-Kuhn-Tuckerove podmienky). Mu-
seli sme vSak dodato¢ne predpokladat, ze f € C?, g € C?. Karush-Kuhn-Tuckerove
podmienky vSak platia aj bez tohto predpokladu, ¢o nam umoZnuje sformulovat

nasledujtcu vetu.



Veta 1.3. Nech x je lokdlnym riesenim ulohy (PN'R) a takisto requldrnym bo-

dom. Potom ezistuje (jednoznacéne urceny) vektor Lagrangeovijch multiplikatorov

U= (ty,...,%,)" taky, Ze plati
VI(@) =Y V(@) =0, (1.17)
i—1
g9(2) =0, (1.18)
ag(&) =0, (1.19)
@ > 0. (1.20)
Ak naviac f € C?, g € C%, potom plati
W' |V2f(&) =) V(&) | w >0 (1.21)
i=1

pre vietky w také, Ze Vg;(@)Tw = 0 pre i € I1(2).

DOkKAz: Priamy dokaz bez transformécie na tlohu (PR) a bez nutnosti
predpokladu f € C? g € C? pre odvodenie vztahov (1.17) - (1.20) je mozné najst v
[24], str. 342-343. O

Kedze plati & > 0 a g(&) > 0, potom (1.19) je ekvivalentné s

Tento vyraz nazyvame podmienkou komplementarity, kedze z neho vyplyva, Ze asporn

jeden z vyrazov ;, g;() je nulovy. Ak je nulovy préave jeden, ¢ize ak
u; >0 pre i € 14(Z), (1.23)

hovorime, ze plati podmienka ostrej komplementarity.

Podobne ako v ¢asti 1.1 mdZzeme formulovat postacujice podmienky takto: Nech
bod (&, @) spliia (1.17) - (1.20), v podmienke (1.21) plati pre vietky w # 0 ostra
nerovnost a naviac je splnend podmienka ostrej komplementarity. Potom & je ostrym
(lokalnym) optimalnym rieSenim tlohy (PA'R).

Rovnako plati, ze sedlovost bodu (&, @) implikuje optimalitu @.
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Veta 1.4. Nech bod (&,4) € R" x R" splia
L(z,u) <L(z,u) < L(z,u) Va € R",Vu € RT, (1.24)

¢ize je sedlovym bodom Lagrangeovej funkcie (1.15). Potom & je rieSenim tulohy

(PN'R).

DOKAZ: Veta je prvym tvrdenim v [41]. O

Je nutné poznamenat, Ze pre vSeobecné funkcie f,g a h nevieme dokazat viac
nez len lokdlnu platnost uvedenych viet (okrem viet o sedlovych bodoch). K dokéza-
niu globalnej platnosti je potrebné, aby bola v istom zmysle ,,pekna“ nielen ucelova
funkcia, ale aj mnozina pripustnych rieseni M. Tieto neurcité poziadavky je mozné
splnit napriklad predpokladanim konvexnosti tcelovej funkcie a mnoziny M. Dosta-

neme tak formulaciu tlohy konvexného programovania.

1.3 Uloha konvexného programovania a teéria du-
ality

Ulohou konvexného programovania je minimalizacia konvexnej funkcie na konvexnej
mnozine. Uvedme najprv niektoré poznatky z konvexnej analyzy. Vybornym zdrojom
z tejto oblasti je publikicia [38].

Mnozinu C nazyvame konveznou, ak C obsahuje celt priamku spajajticu Iubovolné

dva body, ktoré v nej lezia, alebo inak
ar+ (1 —a)y €C, Ve,y e C,x #y,a € (0,1). (1.25)

Mnozina, ktord vznikne prienikom Tubovolného poc¢tu konvexnych mnozin, je kon-
vexna.
Vektorovy sucet

oy + -+ @y

nazyvame konvexnou kombindciou vektorov @y, ..., x, ak plati a1 +---+ap =1 a
a; >0 (i=1,..., k). Potom mnozina C je konvexnd prave vtedy, ak obsahuje vSetky

konvexné kombinécie svojich prvkov.
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Funkciu f: S — R, S C R" nazveme konvexnou, ak jej epigraf

epi f = {(z,p) |z €S, peR, f(x) < p}

je konvexna mnozina ako podmnozina R"*!. Takisto plati
f(OéCE—f-(l—Oé)y) §af(a:)+(1—a)f(y), V%y ES,Oé S (071)7 (126)

Cize usecka spajajtca lubovolné dva body funkcie f lezi nad jej grafom. Pre f € C!
plati
fx)> fly)+Vfy) "(x—y), Vx,yes. (1.27)

Graf funkcie f teda lezi nad jej Tubovolnou dotykovou nadrovinou.

Pre rydzokonvezni funkciu platia vzahy (1.26) a (1.27) s ostrymi nerovnostami.
Dodajme este, ze funkciu f nazyvame konkdvnou, ak —f je konvexna.

Ak f je konvexnd, potom jej Hessova matica je kladne semidefinitnd, Hessian
rydzokonvexnej funkcie je kladne definitny.

Do nasledujtcej vety zaradime dva dolezité poznatky o konvexnych funkciach.

Veta 1.5. Plati:
(a) Nezapornd kombindcia konvexnych funkcii je konvernou funkciou.
(b) Nech f : R" — R je konvernd funkcia a C je konvexnd mnoZina. Potom
lokdlne minimum funkcie f na mnoZine C je tieZ globdlnym minimom. Ak je f

rydzokonvexnd, potom existuje najviac jedno globdlne minimum f na C.

DOKAz: Tvrdenie (@) mozno najst v [20], str. 78, ¢ast (b) najdeme napriklad
v [2], str. 87. O

1.3.1 Postacujuce podmienky optimality
Teraz uz mozeme sformulovat lohu konvexného programovania

minimalizovat f(x) (PNRe)
C

za podmienok g¢;(x) > 0, i=1,...,m,

kde predpokladdme f: R" — R, g; : R* — R (i = 1,...,m), f je konvexna a g;

st konkavne funkcie. Na zdklade vety 1.5 mdzeme ocakavat, Ze obdobné tvrdenia o
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optimélnom rieSeni z ¢asti 1.2 bud pre tlohu (PN R¢) platif v globdlnom meradle.
Skutocne, Karush-Kuhn-Tuckerove podmienky buda postacujicou podmienkou pre

optimalne riesenie, ako vyplyva z nasledujiceho tvrdenia.

Veta 1.6. Majme dlohu konvexného programovania (PN Rc) a predpokladajme, Ze
f € Cl g e Cl Nech bod (z,4) € R" x RT spliia

V@) — ) V(&) =0, (1.28)
i=1
g(x) =0, (1.29)
' g(&) =0, (1.30)
@ > 0. (1.31)
Potom & je (globdlnym) optimdlnym riesenim.
DOkAzZ: Najdeme v [21]. O

Vidime, ze regularita bodu & nie je potrebna a takisto je automaticky splnena

podmienka druhého radu (1.21) analogickej vety 1.3, kedze Lagrangeova funkcia
L(z,u) = f(x) — Zuigi(a:), L:R" xR} — R, (1.32)
i=1

je konvexna (podla vety 1.5, tvrdenie (a)). Niektoré dalsie tvrdenia tykajice sa tlohy

konvexného programovania uvedieme v suvislosti s jej dudlnou tlohou.

1.3.2 Dualna uloha a tedria duality

V tejto Casti spomenieme niekolko vysledkov a tvrdeni tedrie duality, ktord skiima
vlastnosti tzv. dudlnej ulohy. Tato tlohu mozno chépat ako ,doplnkova® tlohu k
tlohe (PN'R¢) v premennej u, pricom vzajomny vztah tychto tloh je dany bodom
(z, ). Takyto pohlad na problematiku umoznuje nazerat na vektor multiplikitorov
u ako na rovnocennu veli¢inu s primarnym vektorom « (pre podrobnosti pozri [2],
kap. 5).

Budeme sa venovat konvexnej tilohe

minimalizovat f(x) (PNRe)
C

za podmienok g;(x) > 0, 1=1,...,m,
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no niektoré vlastnosti duality je mozné rozsirit aj na vseobecnii ilohu (PA'R), pri-

padne (PR). Pre zjednousenie niektorych zapisov ozna¢me
M= {z|g(x)>0,i=1,...,m}

mnozinu pripustnych rieseni tlohy (PN R¢). Predpokladajme naviac, ze f(&) > —oo.

Ulohu (PA'R¢) nazveme v kontexte duality primdrnou a oznacéime

f= min ()

jej optiméalnu hodnotu. Vdaka nej mézeme uviest alternativnu definiciu optimalneho

vektora Lagrangeovych multiplikatorov.

Definicia 1.3 (Lagrangeov multiplikator). Vektor w nazveme optimdinym vektorom

Lagrangeovych multiplikdtorov pre primdrnu vlohu (PN Rc), ak 4 >0 a

f= min L(x, ).

Definujme dudlnu funkciu d predpisom

d(u) = min L(z, u) (1.33)

xeR?

a priradme k nej dudlnu ulohu

maximalizovat d(u) (DN'R¢)
C

za podmienok wu > 0.

7 definicie funkcie d vyplyva, Ze je konkavna, a ozna¢me

=g dt)

jej optimalnu hodnotu. Vzfah aloh (PNR¢) a (DNR¢) popiSeme pomocou slabej

vety o dualite.
Veta 1.7 (Slaba veta o dualite). Plati
d<f.
Ak d = f, hovorime, ze plati silna dualita, a ak d < f, hovorime o vyskyte

dudlnej medzery. Existencia optimalneho vektora Lagrangeovych multiplikatorov z

definicie 1.3 implikuje platnost silnej duality, a v tomto pripade takisto plati, Ze u je
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optimélnym vektorom Lagrangeovych multiplikitorov pre (PN R¢) prave vtedy, ak
je optimalnym riesenim tlohy (DN'R).

Ak existuje dualna medzera, potom je mnozina optimalnych vektorov Lagrange-
ovych multiplikdtorov prazdna. Za urcitych dopliujicich predpokladov (napr. exis-
tencia vnatorného bodu, t.j. 3% : g(&) > 0 Vi) plati silnd dualita pre tlohy (PN Rc¢)
a (DN'R¢). Potom namiesto rieSenia jednej z nich mozeme exvivalentne riesit druhd,
napriklad s ciefom vyuzit jej vyhodnejsiu struktiru (naprikald linearne a kvadratické
programovanie). Modernym pristupom je riesit oba problémy ,sicasne, na zaklade
¢oho ich potom nazyvame primarno-dualnymi metédami.

Na zaver este uvedieme dve vety.

Veta 1.8. Vektor & € R" je optimdlnym riesenim ilohy (PNR¢) a w € R} je
optimdlnym riesenim ilohy (DN Rc) vtedy a len vtedy, ak (Z,) je sedlovym bodom

Lagrangeovej funkcie
L(z,u) <L(z,u) < L(z,u), Ve € R", Vu € RT".

Zaveretnd veta predstavuje postacujice podmienky pre vSeobecnt tlohu (PNR)

cez globalne minimum Lagrangeovej funkcie L(-, w).

Veta 1.9. Nech @ je optimalny vektor Lagrangeovych multiplikatorov. Potom & je
globdalnym riesenim primdrnej ulohy (PN'R) vtedy a len vtedy, ak & € M a

T = arggé% L(z,u), ' g(x) = 0.

Sedlovy bod Lagrangeovej funkcie je kIt¢ovym objektom pri hladani optiméalneho
rieSenia tlohy (PN'R), pripadne (PNR¢). Algoritmické vyuzitie klasickej Lagran-
geovej funkcie vSak nie je postacujuce. Jednym z moznych spdsobov je pouzitie tzv.
rozsirenych Lagrangeovych funkcii, ktorych hlavné myslienky si predstavime v nasle-

dujtcej Casti.
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Kapitola 2

Metody rozsirenych

Lagrangeovych funkcii

V predchadzajicej kapitole sme vyjadrili vo vete 1.3 pomocou klasickej Lagrangeovej
funkcie nutné a v pripade konvexnej tilohy aj postacujice podmienky pre optimalne
rieSenie tlohy (PA'R), ktoré si realizované sistavou rovnic a nerovnic (1.17) - (1.20).
Kazda dvojica vektorov (&, @), ktord riesi tento systém, predstavuje kandidatov na
(lokélne) optimélne rieSenie. Snaha o algoritmické hladanie takejto dvojice pomocou
sedlového bodu klasickej Lagrangeovej funkcie mé niekolko nedostatkov. V tejto casti
sa preto budeme zaoberaf skupinou metdd, ktorych hlavnym nastrojom je rozsirend
Lagrangeova funkcia.

Hlavnou ideou metdd rozsirenych Lagrangeovych funkcii je aproximovat povodni
tlohu (PN'R) sekvenciou subproblémov, ktorych riesenie je vyrazne jednoduchsie.
Riesenim uvedenych subproblémov budeme generovat postupnost bodov {z*}, {u*},
ktoré budu stale lepsimi aproximaciami optiméalneho riesenia. Hoci tato schéma vy-
tvara nekonecnu postupnost aproximacii, z praktického hladiska ju vsak stac¢i ukoncit,
ak sme dostatocne spokojni s kvalitou aproximacie.

Koncepcia metdd rozsirenych Lagrangeovych funkcii je velmi podobné klasickym
penalizacnym metédam z 50. a 60. rokov minulého storocia. V tychto metédach za-
nedbame niektoré alebo vSetky ohranicenia a k hodnote tcelovej funkcie pripoc¢itame
penaliza¢ny ¢len, ktory priradi vysokt hodnotu vsetkym nepripustnym vektorom .
K penaliza¢nému ¢lenu je priradeny parameter 7%, ktory kontroluje velkost penaliza-

cie. Cielom je potom generovat postupnost {r*} — oo, ktora zarudi, ze {x*} — &,
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kde x* uréime ako minimum prislusnej penalizovanej funkcie. AvSak prave pozia-
davka {r*} — oo, ktora sposobuje vyrazné zhorsenie podmienenosti problému a tak-
tiez pomerne pomald konvergencia su hlavnymi nedostatkami penaliza¢nych metod.
Tieto fakty boli jednym z dévodov, ktoré podnietili vznik prvych metdd rozsirenych
Lagrangeovych funkcii, ktoré tieto negativa do znacnej miery eliminuju.

Predtym, ako sa dostaneme k blizSej analyze niektorjch metod z triedy rozsire-

nych Lagrangeovych funkcii, uvedieme pomerne vSeobecnt1 vetu o sedlovom bode.
Veta 2.1 (Roode). Majme vSeobecni ulohu matematického programovania

minimalizovat  f(x) (2.1)
za podmienok x € M |

kde M CXCR"af:X—R. NechYCR" a T : X XY — R mad nasledovnée
vlastnosti:
(A1) VpueY, VeeM: TI(x,pu)<0

(A2) 3peY, VreM : I(x,@1)=0
(A3) Ve & M : sup,ey I'(x, p) = o0

Nech (&, 1) € X X Y je sedlovgm bodom rozsirenej Lagrangeovej funkcie

Lz, p) = f(x)+T(x,p), (2.2)
L:XxY — R v zmysle
L(a,p) < L@ ) < L(z, 1), Yz EX, YpeY. (2.3)
Potom & je (lokdlnym) optimdlnym rieSenim ulohy (2.1).
DOKAZ: Je mozné najst v [21]. O
Analdgia s vetami o sedlovom bode z predoslych casti teda plati aj pre rozsirené
Lagrangeove funkcie definované vztahom (2.2), pri¢om ich penaliza¢nd funkcia I'
musi splitat podmienky (A1)-(A8), ktoré budeme nazyvat Roodeho aziomy.
Prvii metédu z triedy rozsirenych Lagrangeovych funkcii rozpracovali Hestenes

[22] a nezavisle Powell [35] pre tlohu (PR). Prave tejto metdde, v literatire niekedy

oznacovanej ako klasickd metéda multiplikatorov [1], venujeme nasledujicu cast.
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2.1 Metoda Hestenesa a Powella pre ulohu s ohra-

nic¢eniami v tvare rovnic

V tejto ¢asti budeme uvazovat tlohu v tvare

minimalizovat f(x) (PR)
za podmienok h(x) =0

kde f : R" — R, h : R* — RP, f h € (C? st dané funkcie, h(x) =
(ha(), ..., hp(a:))T. Na tomto mieste zatial nebudeme pozadovat konvexnost tlohy
(PR) a stru¢ny prehlad metédy multiplikdtorov urobime vo vSeobecnosti aj pre ne-
konvexné tilohy. Spomenieme vsak vyhody a teoretické zjednodusenia, ktoré prinasa
konvexn4 tuloha (v tomto pripade je potrebné, aby f bola konvexna a vSetky funkcie
h; afinné).

Predpokladajme, Ze optimalne rieSenie & tlohy (PR) spliia nasledujici predpo-
klad.

Predpoklad 2.1. Vektor & je ostrym lokdlnym minimom a reqularnym bodom ulohy
(PR ), pricom plati
WIL(Z, 9)w > 0

pre vietky w # 0 sphiajice Vh(Z)w = 0

Tento predpoklad zabezpecuje ostru lokdlnu konvexnost klasickej Lagrangeove;
funkcie (1.6) na vybranom podpriestore. Definujme rozsirentd Lagrangeovu funkciu
pre ulohu (PR) ako

Lru(x, z) = f(x) + Z [zihi(az) + ghf(az) -

= J(@) + h(2)"z + Shia) h(@),

kde r je kladny penalizacny parameter a z oznacuje vektor zovseobecnenych Lagran-
geovych multiplikatorov. V stilade s vetou 2.1 mame I'(x, z) = h(x)Tz+5h(x)Th(z),
X=R",Y=RPaM= {a: | h(x) = 0}, z ¢oho mozno jednoducho overit platnost
Roodeho axiém.

Funkcia (2.4) predstavuje urcité rozsirenie klasickej Lagrangeovej funkcie, kedze
Leu(zx,z) = L(x, z) + gh(a:)Th(a:).
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Takisto je zrejméa podobnost s pdvodnou penalizacnou funkciou, ktord zodpoveda

Lpy(x,0). Dalej si véimnime, ze plati
V.Lpu(x,p) = V. L(x, i), pre oL = p + rh(x),

a kedZe pre optimélne riesenie & plati h(2) = 0, mdme V,Lpy(x, 2) = V, L(Z,0) =
0, z ¢oho nakoniec dostavame, ze z = v. Vektory multiplikdtorov v a z sa v opti-
malnom bode rovnaja.

Formalny popis jedného kroku klasického algoritmu Powell-Hestenesa je mozné

sformulovat takto:

Algoritmus (Powell-Hestenes). Nech je dany Lagrangeov multiplikdtor z* a penali-
zaény parameter v%. Vektor x* ziskame minimalizdciou funkcie Lpy(-, 2%) na pries-
tore R™. Potom poloZime

2H = 28 rRp(xh), (2.5)

zvolime novy penalizacny parameter r*+t1 > 1% a proces zopakujeme.

Pociatoény vektor z° méze byt Tubovolny a postupnost 7% méze byt zvolend a
priori, alebo na zaklade rychlosti konvergencie podla nejakého pravidla.

Je samozrejmé sa pytat, ¢ je algoritmus Powell-Hestenesa dobre definovany, pri-
¢om otdzkou moze byt najmi existencia minima funkcie Lpy(+, 2¥), pripadne ako sa
meni vzdialenost tychto minim od bodu @ v zéavislosti od hodnoty multiplikdtora z

a parametra r. KedZze mame

V.Leu(#, 2) = V(&) + Vh(z)"[2 +rh(2)] =0, (2.6)
V2 Leu(®,2) = V2 L(,2) + rVh(2)"Vh(2), (2.7)

potom sa da ukazaf (napr. pomocou Lemmy 3.2.1 z [3]), Ze
VixﬁPH(:i; 2) >0 Vr > T, (28)

kde 7 je kritickd hodnota penaliza¢ného parametra (vopred nezndma). Teda na za-
klade (2.6) a (2.8) vidime, Ze & je ostrym lokdlnym minimom Lpy(-, 2) pre vsetky
r > 7. Mozeme sa teda domnievat, ze pre vSetky z dostato¢ne blizke k 2 existuje
minimum Lpy(-, z) pre vSetky r > 7. Ako uvidime z nasledujticeho tvrdenia, mini-
mum Lpy(+, z) bude existovat aj pre z vzdialené od 2, ak je paramater r dostato¢ne

velky.
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Veta 2.2. Nech je dané 7 take, Ze
VixﬁPH(:i; 2) >0

a nech plati predpoklad 2.1. Potom existuju kladné konstanty 6, e, K, Ze plati
(a) Pre vsetky (z,r) € D C RFT! kde D je dand ako

D= {(z,7) | |z — 2| < dr,r > 7},

ma uloha

minimalizovat  Lpy(x, 2)
za podmienok |jx — x| <e
jediné riesenie x(z). Funkcia x(z) je spojito diferencovatelnd vo vnitri mno-
zZiny D.
(b) Pre vietky (z,7) € D mdme

. K .
le(z) — 2| < |z — 2| (2.9)

o oo K R
1z - 2]l < —ll= - 2], (2.10)

kde
z =z +rh(z(z)),
(c) Pre vsetky (z,r) € D je matica V2, Lou(x(2), 2) kladne definitnd a Vh(z(z))

mda hodnost p.

DOkAz: Dokaz tvrdenia mozno najst v [1], str. 108-111, alebo postupovat
rovnako ako v [28]. O

Skutoc¢ne vidime, Ze aj ked zvolime pociatoény vektor z° prilis daleko od 2,
konvergenciu zaru¢ime volbou dostato¢ne velkého parametra r > 7. Pomocou tejto
vety mozeme dokazat konvergenciu metddy a ukézat rychlost konvergencie v pripade,

Ze iteracia multiplikdtorov je dand vztahom

2H = 28 4 rRp ().
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Presnejsie, ak oznacime
~ 2 ~ Az —1 ANT -1
B = [Vh(a:)(VmEPH(a:,z)) V(i) } ol (2.11)
pre vietky r také, ze (V2 Lpu(2, 2))71 existuje a ak

> E}axp{ — 262-},

(2

kde e; st vlastné ¢&isla matice B, potom za ur¢itych dodatoénych predpokladoch o z°
ar? > 7 vieme ukazat, ze {zF} — 2 a {x(z*,r*)} — &. Naviac ak limsup, , r* =

7 < 0o a zF # 2 pre vsetky k, potom

: |25 — 2] e;
lim sup ——— < max - 2.12
k_mp |2k — 2] ~i=t.ple; + 71 (2.12)
a ak {r*} — oo a z¥ # 2 pre vsetky k, potom
: |25+ — 2]
lim sup — = 0. 2.13
P 249)

Teda z (2.12) vidime, Ze algoritmus dosahuje linedrnu konvergenciu, ak je postup-
nost 7% ohrani¢end a superlinearnu konvergenciu (podla (2.13)), ak r* — co. Tieto

odhady vsak vo vSeobecnosti uz nemozno zlepsit.

Niekolko poznamok k Powell-Hestenesovmu algoritmu:
(a) Opakovanie jednotlivych krokov Powell-Hestenesovho algoritmu je vo vSeobec-
nosti nekoneény proces. Kvoli implementovatelnosti a vypoctovej naroc¢nosti
sa pri rieSeni jednotlivych minimaliza¢nych subproblémov uspokojime aj s pri-

bliznym rieSenim, teda takym, ktoré spliia
IVaLru(za(z), 2)|| < a.

Pre takto definovany algoritmus vieme dokéazat podobnu vetu ako je Veta 2.2,

v ktorej uvazujeme mnozinu D definovana ako

_ 5|2
\/L il +||ay|2<5,rzf}.
.

Potom sa pravé strany odhadov (2.9) a (2.10) zmenia na

D:{(z,r,a)

K -
—Vlz =22+ IralP.
V platnosti zostant aj odhady rychlosti konvergencie (2.12) a (2.13).
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(b) Pre pripad konvexného programovania dostdvame samozrejme silnejsie vy-
sledky. V tomto pripade staci napriklad uvazovat fubovolné 7 kladné ako kri-
tickti hodnotu parametra r. Minimum funkcie Lpy(-, z) existuje pre ubovolni

dvojicu (z,7) € RP? x R, . Takisto pre iteraciu multiplikitorov
M =28 4 rfh(ah),

plati {z*} — 2% pre lubovolné hodnoty z° a 7°. Rychlost konvergencie zostava
v platnosti.

(c) Dolezitou otazkou z hladiska praktickych vypoétov zostava, ako uréit postup-
nost r*. Poc¢iato¢na hodnota r° nesmie byt prili§ velk4 kvoli zhorSeniu podmie-
nenosti tlohy v prvej minimaliza¢nej iteracii (Hestenes navrhuje pouzit z = 0
a teda prva iteracia zodpovedd minimalizacii klasickej penaliza¢nej funkcie), a
jeho hodnota nesmie rast prili§ rychlo. Casto sa pouziva predpis 7#+1 = ~yrk,
napriklad pre v € (1, 8]. Inou moznostou je zvécsit r* iba vtedy, ak || (z(2¥)) ||
klesa k nule prilis ,pomaly“. Dalsou moznostou je pouzit vektor penaliza¢nych
parametrov, kazdy priradeny jednému ohraniceniu a menif len tie, ktorych
ohranicenia nesplaja ||h; (x(2¥))[| < B]|h;(2(z*))| pre 5 € (0,1). Pre kon-
vexné tlohy je mozné ponechat r* = r0 pre vietky k. Idey zmeny penalizac¢ného
parametra st uvedené napr. v [8].

(d) Otézka pozadovanej presnosti minimalizacie vyjadrenej pomocou
|V.Lpu(x(2F), 2%)|| je takisto otvorend. Jednou z moZnosti je poZzado-
vat, aby ||V.Lpu(x(2%),2%)|| < &F, kde {eF} — 0, resp. eF = ¥ <« 1 Vk.
Bertsekas [1] navrhuje pouzit

k,.k
nr
= T ()

pricom {n*} — 0 je vopred zvolend nezdporna postupnost, a Polyak [33] pou-
Ziva

k

0 _
k= Tz -2,

kde z = 2* + r*h(x(z%)) a 0 > 0 je zvolend konstanta.

Doposial sme sa prili§ nevenovali motivacii pre iteraciu multiplikdtorov v tvare

2H = 28 4 rRp(xh).
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Jednou z nich je fakt, ze pre takto definovany odhad multiplikdtora z**! plati
V.L(x*, 2¥*1) = 0. Ako uvidime v dalsej ¢asti, z hladiska dudlnej funkcie pre prob-

1ém (PR) ide o iteraciu gradientnej metédy s krokom 7%,

2.1.1 Iteracie multiplikatorov

V tejto ¢asti sa pokisime zhrnaf zékladné poznatky o roznych metédach odhadovania
Lagrangeovych multiplikdtorov. V algoritme Powell-Hestenesa sme sa zatial zmienili
iba o jednej z nich (2.5), ¢asto nazyvanej ako metéda prvého radu. Ukazeme, Ze
je mozné odvodit aj metddy, ktoré vyuzivaju informaciu Hessovej matice rozsirenej
Lagrangeovej funkcie, a preto sa s nimi mozeme v literatire stretnit pod nazvom
metédy druhého radu. Ukazeme odvodenie tychto metéd pomocou dualnej funkcie
problému (PR), a ako sa neskdr ukaze, metéda bude zodpovedaf jednej iteracii
Newtonovej metody aplikovanej na primarno-dualny systém rovnic. Dobrym zdrojom
st ¢lanky Byrda [7], Tapiu [16], [43], a monografia Bertsekasa [1].

Nech 7,6 a e st ako vo vete (2.2), a pre dvojicu (z,r) patriacu do mnoziny
D={(z,r)| ||z — 2| <dr,r>r} (2.14)
definujme duélnu funkciu predpisom

dpu(z) = min Lpu(x,z) = f(x(2)) + h(az(z))Tz + gh(az(z))Th(az(z)). (2.15)

[|e—&|<e

Kedze z vety (2.2) vieme, Ze x(-) je diferencovatelnd, potom to isté plati aj o dpn(-).

Spocitajme gradient a Hessovu maticu funkcie dpy. Dostavame

V.dpy = V.x(2)V,Lru(x(2), 2) + h(z(2)) (2.16)
Kedze
V.Lpu (w(z), z) =0, (2.17)

Pre Hessovu maticu dostavame

V2 dpy = Vza:(z)Vh(a:(z))T. (2.19)
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S vyuzitim, Ze pre vSetky dvojice (z,7) € D mame (2.17), potom po derivovani tohto

vztahu podla z mame
V.x(2)V2, Lon(x(2),2) + V2, Lon(x(2),2) =0

a s vyuzitim

V2. Leu(z(2) = Vh(z(2)).

dostavame

V.x(z) = —Vh(ac(z)) [VixﬁpH (a:(z), z)} -
a napokon
Vde = ~Vh(2(2)) [V, Lon(2(2), 2)] T Uh(e(z)". (2.20)

KedZe z vety (2.2) méme, ze V2, Lpy(x(2),z) > 0 a matica Vh(z(z)) ma hodnost
p pre (z,7) € D, dostdvame z (2.20), Ze V2. dpu(z) < 0 pre (z,r) € D. Naviac, z
(2.18) mame pre r > 7

Vdpu(2) = h(xz(2)) = h(z) =0,

Teda, pre vSetky r > 7, 2 maximalizuje funkciu dpy na mnozine {z | ||z — 2|| < dr}.
(

Potom mézeme iteraciu (2.5) zapisat ako

2F = 28 4 rEVdpy(2Y), (2.21)

¢ize iterdcia (2.5) skuto¢ne zodpoved4 iteracii gradientnej metédy s krokom 7*.

Rovnako ako sme uvaZovali iteraciu v tvare
2F = 28 4 rhVdpy(27),

mozeme uvazovat Newtonovu iteraciu (pozri prilohu A) na maximalizovanie funkcie

dPH .
Zk+1 = Z]€ — [VﬁzdPH(zk)} Vde(Zk)

Po vyuziti (2.18) a (2.20) dostavame vztah

ZFh = 2k 4 [Vh(a:k) [V§$EPH(wk, zk)] _IVh(ack)T] _lh(wk). (2.22)
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Kvoli analyze konvergencie tohto odhadu uvazujme Newtonovu metédu na rieSenie

sustavy rovnic

V$EPH($, Z) = 0,
h(x) =0,

C¢ize (pouzili sme oznacenie Ax =& —x, Az =2z — z)

(2.23)

V2. Leu(x,z) Vh(x)'| |Az|
Vh(x) 0 Az|

—V.Lpu(zx, z)]
—h(x)

Za predpokladov invertovatelnosti matice V2 Lpy(x,2) a plnej hodnosti matice
Vh(x) (hodnost p) vieme tento systém explicitne vyriesif. Lahko sa mozno pre-

svedcit, ze &, z st dané vzfahmi

2= 2+ |[Vh(@) V2, Lon(a, 2) _lw(w)ﬂ T (2.24)
h(x) — Vh(x) [VixﬁpH(w, z)] 71V$/JPH(33, z)} : (2.25)
z=x— [V Leu(z, z)}_lv$£pH(a:, z) (2.26)

Ak pouzijeme fakt, ze V,Lpu(x, z) = 0, zistime, Ze (2.22) zodpoveda iteréacii (2.24),
¢o nam pomdze pri analyze konvergencie. Podobne ako pre iterdciu (2.5) moZzeme

sformulovat nasledujticu vetu.

Veta 2.3. Nech plati predpoklad 2.1 a nech ¥ a § si totoiné ako v (2.2). Potom
k lubovolnej konstante ~ existuje konstanta 0, kde 0 < 6o < § takd, Ze pre vsetky

dvojice (z,1) z mnozZiny Dy definovanej ako
Dy = {(z,r) | ||z — 2| < dor,7 > f},

dostdvame nasledovnée odhady:
(a) Plati
— Y A
1z — 2|l < ll= - 2] (2.27)

kde

-1

F—zt [Vh(:c) [vixﬁpH(m, z)} _IVh(a:)T] h(z)
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(b) Ak si naviac Hessove matice funkcit f, h; Lipschitzovsky spojité, t.j.

IV2f(@1) = V2 f(z2)]| < Lollzi — |
IV2hi(@1) = VZhi(@2)|| < Lill#y — @, i=1,....p

na nejakom okoli bodu &, potom existuje konstanta Ko takd, Ze pre vsetky

(z,7) € Dy mdme

. Ky .
Iz =2l < = — 2" (2.28)
DOkAz: Dokaz tvrdenia najdeme v [1], str. 136. O

Rovnako ako pre odhad prvého radu aj pre odhad (2.22) plati, Ze za urcitych
dodatoc¢nych predpokladoch o 2° a r® > 7 vieme ukazat, ze {2z¥} — 2 a {z(2")} — 2.
Rychlost konvergencie je v pripade limsup,_,. 7" = 7 < 0o a z* # 2 superlinedrna
a v pripade {r¥} — co a zF # 2 kvadraticka.

Pri odvodeni tejto iterdcie sme predpokladali, Ze minimalizacia funkcie Lpy(-, 2)
je vykonana exaktne, ¢ize méme V,Lpg(-, 2) = 0. Ak namiesto toho budeme pred-
pokladaft, ze plati | V.Lpu(+, 2)|| < o, @ > 0, potom mdzeme uvazovat odhad

2 = 24 4 [Vh(ah) V2, Lon(a, 24)] _IVh(a:k)T] T
» (2.29)
[h(a:k) — Vh(x®) [VixﬁpH(wk, zk)] V. Lpu(x, zk)]

ktory mozeme povazovat za verziu odhadu (2.22) v pripade, ak minimalizacna
procedira nie je exaktnid. Na tomto mieste je nutné spomentt, Zze v praktickych
vypoctoch dosahuje (2.29) lepsie vysledky ako (2.22).

Zaujimavé je porovnanie vyhod a nevyhod tychto odhadov (2.5) a (2.22). Z viet
(2.2) a (2.3) vidime, Ze oblast konvergencie je v oboch pripadoch podobnd, no da sa
pripade odhadu druhého radu (2.22). Presnejsie, ak matica B definovana podla (2.11)
ma zapornu vlastni hodnotu a ak oznac¢ime € najzapornejsiu z nich, potom iteracia
prvého radu vyzaduje 7 > —2é, zatial¢o pre metédu druhého radu staci, aby 7 > —e.
Naviac, iteracia druhého radu ma vyssi rad konvergencie. Na druhej strane, iteracia
prvého radu je vypoctovo jednoduchsia a v pripade konvexnej tlohy konverguje pre

Tubovolnt vstupni dvojicu (2°,7°) dokonca aj bez predpokladu diferencovatelnosti,
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zatial¢o metdda druhého rddu potrebuje druhé derivacie a koverguje len pre niektoré
vstupné dvojice. Pre tlohu konvexného programovania je teda metéda prvého radu
robustnejsia.

Uvedené poznatky o metode multiplikatorov Powella a Hestenesa aplikovanej na
ulohu (PR) vyuzijeme pri odvodeni a analyze tejto metédy aplikovanej na tlohu s

ohraniceniami v tvare nerovnosti.

2.2 Metoda Rockafellara pre ulohu s ohranice-

niami v tvare nerovnic

V tejto casti pouZijeme doposial zname vysledky Powell-Hestenesovej metédy na

odvodenie tzv. Rockafellarovej metédy pre tlohu v tvare

minimalizovat  f(x) (PNR)
za podmienok g(x) >0

kde f : R" - R, g : R" - R™, g(x) = (gl(ac), o ,gm(a:))T. Pripomenme, 7Ze klasicka

Lagrangeova funkcia ma pre tuto tlohu tvar
L(z,u) = f(x) — g(x) u, L:R" xRT —R. (2.30)

Tento problém je mozné transformovat zavedenim doplnkovych premennych & =
(&,...,€,,)" na ekvivalentni tilohu
minimalizovat x), r € R”
. fg( ) , (2.31)
za podmienok &7 —gi(x) =0, i=1,...,m.
Naviac mame, Ze & je lokdlnym (globalnym) minimom tlohy (PAR) vtedy a len
vtedy, ak (ﬁ:,él, o ,ém), kde él = gi(@),7 = 1,...,m je lokdlnym (globalnym)
minimom tlohy (2.31). Pomocou tejto transformécie odvodime tzv. Rockafellarovu
[40] roz&irenti Lagrangeovu funkciu pre tlohu (PNR).
Uvazujme najprv rozsirent Lagrangeovu funkciu

m

L@ y,€) = f@)+ > |yi(€ — gi(@) + (€2 - (@)’ (232)

i=1
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Pri aplikovani algoritmu Powell-Hestenesa na tlohu (2.31) musime minimalizovat
funkciu (2.32) vzhladom na (x, €) € R™™™ pre rozne, zafixované hodnoty multipliké-
tora y. UkdZeme, Ze minimalizacia L£(x, y, €) vzhladom na & sa d& vykonat explicitne
pre zafixovani hodnotu vektora .

KedZze mame

min £(2.9.€) = 1 (@) + min 3 €~ ) + 568 - o)

vidime, ze minimalizacia L(x,y, &) vzhladom na &, je ekvivalentna s

Hgn [yi (522 — gz(az)) + g(&? - gi(w))Z]’

7

pripadne
,

5 (i = gi(w)ﬂ : (2.33)

KedZe minimalizovana funkcia v (2.33) je kvadratickd v premennej n,, jej globalne

min yi(n, — gi()) +

minimum vzhladom na 7); € R sa nadobtida v bode

Musime uvazovat dve moznosti: ak 7, > 0, potom 7, riesi minimaliza¢ny problém
(2.33) a teda 1, = 7;, v opa¢nom pripade mame 7), = 0. Sumérne dostédvame pre 7,

vztah

a takisto mame

. Y
n; — gi(x) = max [— gi(x), —7} (2.34)
Ak zavedieme pomocné oznacenia
+ . Yi| . Y,
9 (z,y;) = max | — gi(x), —=-| = —min | gi(z), = |, (2.35)
r r
a
91 (z, Y1)
g (z,y) = 5 :
I (T, Y)
potom z (2.33), (2.34) mame
. r
min £(@,y,€) = f(2) + 9" (@,y)"y + 59" (2.9) 9" (@, y). (236)
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Rozsirend Lagrangeova funkcia pre tlohu (PAR) je teda dand vztahom

Lae.y) = f(@) + 9" (@.9)"y + 59" (@.9)"" (z.9).

Tento vyraz je mozné upravit na ekvivalentny tvar

m

Lr(w,y) = f(z) + % > | max? (0, y, — rgi(@)) - v, (2:37)

ktory sa casto pouziva v literatire.

Uvedené vysledky mozno sumarizovat takto: Uloha minimalizacie £(x,y, &)
vzhladom na (x,€) € R™™™ je ekvivalentnd minimalizicii Lg(x,y) v premennej
x € R", a teda bod (a:(y), £ (y)) je rieSenim prvého z tychto problémov vtedy a len

vtedy, ak (y) je rieSenim druhého a plati

’&(y)} = \/max [O,Qi(az(y)) — %], 1=1,...,m.

Algoritmus Powell-Hestenesa teda mozeme aplikovat na tlohu (PA'R) po jej pre-
transformovani na ekvivalentny problém (2.31), no pri vypocte minima funkcie
L(x,y, &) mdzeme vynechat doplnkové premenné &,,7 = 1, ..., m, kedze namiesto
tohto vypoctu mozeme ekvivalentne minimalizovaf funkciu Lg(x,y).

Pre funkciu
1
M(@y) =5 [max? (0,y; —rgi(z)) - y?]
mozeme lahko overit platnost Roodeho axiém z vety 2.1, kde pouZijeme X = R, Y =

R7T a M = {@ | g(x) > 0}. Rovnako ako v pripade rozsirenej funkcie Hestenesa a

Powella plati
V.Lr(x,p) =V, L(z, i), pre o, = —max [0, u; —rg;(x)], i=1,...,m

a kedze V,Lr(2,¥y) = V,L(&, @) = 0 a takisto g(&) > 0,9  g(&) = 0,9 > 0, potom
1y = u. Opit dostavame rovnost multiplikdtorov v optimalnom bode.

Takmer vsetky teoretické vysledky Powell-Hestenesovho algoritmu pre tlohu
(PR) je mozné mechanicky rozsirit aj pre jeho aplikdciu na tilohu (PN'R). V tomto
pripade budeme od optimélenho rieSenia & tlohy (PNR) pozadovat splnenie nasle-

dovného predpokladu:
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Predpoklad 2.2. Vektor & je ostrym lokdlnym minimom a regularnym bodom prob-
lému (PN'R), pricom plati

wiL(z, 4)w > 0
pre vsetky w # 0 spliajice Vg;(2)Tw = 0 pre vsetky i € I4(2) = {i | g:(&) = 0},
kde L(-, ) je definovand v (2.30). Naviac, 4 spliia podmienku ostrej komplementarity,
cize

u; >0 pre vietky i € I4().

Ak & spliia predpoklad 2.2, potom lokalne minimum (ﬁ:, \/m e \/M)
problému (2.31) spliia predpoklad 2.1. Tento fakt umoziiuje pouzif algoritmus a jeho
teoretické vysledky (napr. veta (2.2)) z ¢asti (2.1) najprv na tlohu (2.31) a potom
transformovanim na (PNR).

V pripade tlohy (PR) sme definovali iteraciu multiplikdtorov prvého radu (2.5)
ako

k k k k .
ZjJrl:Zj"—rhj(w), J=1L...,p,

podobne pre tlohu (PA'R) definujme

Yt =yi ottt yl),  i=1,...,m. (2.38)
KedZe mame (2.35), moZeme pre vSetky i = 1,..., m pisat
y’?
yf“ — yf’ + r* max [ — gi(a:k'), —7’} ,
a nakoniec
Y = max [0, Yyt — rkgi(azk)}. (2.39)

Iteracia (2.39) je analégom k (2.5) pre ulohu (PN'R). Vyraz (2.39) zaroven zaruci
nezapornost y* pre Tubovolné k > 1.
Schematicky potom moézZzeme popisat tzv. Rockafellarov algoritmus takto:

Algoritmus (Rockafellar). Nech je dany roz§ireny Lagrangeov multiplikdtor y* a

k

penalizaény parameter r*. Vektor x* ziskame minimalizdciou funkcie Lgr(-,y*) na

priestore R™. Dalej poloZime
yi = max [0,yf —rFgi(x")],  i=1,...,m,

zvolime novy penalizacny parameter r*+t1 > 1% a proces zopakujeme.

Tento algoritmus byva ¢asto nazyvany aj Powell-Hestenes-Rockafellarov [4].
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2.2.1 Odvodenie odhadu druhého radu

Na tomto mieste odvodime rovnako ako pre tlohu (PR) iterdciu druhého radu k
tilohe (PN'R). K tomuto odvodeniu pouzijeme dudlnu funkciu pre problém (PA'R).
Budeme postupovat rovnako ako v ¢asti (2.1.1) (pre detaily pozri [1], [36]). Za plat-

nosti predpokladu 2.2 definujeme dualnu funkciu

dr(y) = min Lg(z,y). (2.40)

[|e—&|<e

pre vietky (y,r) patriace do mnoziny

D= {(y,7) | lly — gl <or,r >7}, (2.41)

kde d,¢, a 7 s rovnaké ako vo Vete (2.2) aplikovanej na tlohu (2.31). Potom pre

vsetky (y,7) € D mame
Vydr(y) = 9" (z(y), y), (2.42)

kde x(y) riesi (2.40). Dalej odvodime Hessovu maticu funkcie dg. Ak x(y) patri do

mnoziny S, ,, kde

Sy,r = {a: ’ gi(x) &, 1= 1,...,m},

r

potom je dg dvakrat spojito diferencovatelna na nejakom okoli (y, 7). Ak rozpiseme

vyraz (2.42) po zlozkach, dostaneme

Jdg(y)
ayi

_ Y
.,

~ max l—gi(a}(yi)), } i1 .m,

potom lahko spoc¢itame aj druhé parcidlne derivacie funckie dg. Pre vSetky indexy ¢

také, Ze g;(x(y)) > %, mame

2
L@ﬁjy) —0, i) (2.43)
(=4
82dR(y) 1
N 2.44

a pre zvysné indexy i pocitame druhé derivicie rovnako ako v (2.1.1), pri¢om po-
vazujeme g; (a:(y)) za rovnosti. Pre zjednoduSenie sumérneho zapisu na chvilu pred-

pokladajme, Ze existuje index q taky, ze plati gz(az(y)) > yT pret =1,...,q a
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. : y T
gi(z(y)) < % prei=q+1,...,m, aoznatme gum_g(x) = (ggs1(x), ..., gn(x)) .
Potom

2 _ _%Iq 0
VyydR = [ 0 H(w(y),y)] , (2.45)

kde I, je g x ¢ identickd matica, a H(w(y), y) je matica rozmeru (m — q) X (m — q),

pricom
H(2(y),9) = ~ Voo (@) |72 Lx(20). 1) Voo (2(w)"

Rovnako mozno pisat

V2, dp = — {Vg (z(y))Dy [Vicﬁa(w(y), y)] D,y (z(y))" — D2} , (246)

0 0 i1, 0
Dl — ) D2 =" I 5
0 L., 0 0

pricom I, a I,,_, st identické matice prislusnych rozmerov. Nasledna iteracia ma

pre

potom tvar :
Yy =yt = [V3dn(y")] Van(y"). (2.47)

S vyuzitim (2.42) a (2.45), resp. (2.46) vidime, ze

Yyt =0 prei=1,...,q, (2.47a)

-1 -1
Uit = Ybnen = Vom0 (@) | V2 Lr(@ 5] Vo o@)T] g g (@),
(2.47b)
kde sme oznacili
yq+1
Yim—q) =
Ym

Ak oznacdime

r

. Y
Ny = {Z ’ gz(w(yk)) > —}>
¢ize N je mnozina indexov tych ohraniceni, o ktorych predpokladame, ze budu

neaktivne v &, potom iteraciu (2.47) mézeme s pomocou (2.47a) a (2.47b) opisat

takto: VSetky Lagrangeove multiplikatory, ktoré zodpovedaji nerovniciam o ktorych
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predpokladédme, ze budi neaktivne v bode optima &, polozime rovné 0 (t.j. yf“ =
0 Vi € N), a zvys$né ohrani¢enia budeme povaZovat za rovnice a na zdklade tohto
predpokladu odhadneme k nim prislichajice multiplikatory yf“, 1 &€ Ng.
Niekolko poznédmok k metéde druhého radu:
(a) Vo vsSeobecnosti sa moze staf, Ze niektoré y, ziskané vzfahom (2.47) budua
zaporné, no z KKT podmienok vieme, ze ¢y > 0. Preto sa zda byt rozumné

pouzit namiesto (2.47) upravent iteraciu, ktori definujeme ako
-1
T [szdR(yk)} Vdr(y")

max[0, y3 ]

Yyt = : , (2.48)
max(0, g1}

Gize vsetky zaporné multiplikdtory yF*?

;" polozime rovné 0. Da sa ukéazat, ze

plati
ly*" =gl < 17" — gl

a taktiez pre [ubovolné (z,y) mame
Lr(z,y) < Lr(z, y™),

z ¢oho plynie
dr(g") < dr(y*).

Vektor y**! je teda blizsie k rieSeniu ¢ ako g**+!

k+1

, a zaroven hodnotu dualnej

funkcie nemoézeme zmenSit, ak vymenime ¥y za y**1. Tento poznatok je
dolezity pri dékazoch konvergencnych viet, ako je Veta (2.3).

(b) Podobne ako v pripade tlohy (PR) mdzeme dat iteraciu (2.47) do stvisu s
rieSenim primarno-duélnej sustavy Newtonovou metédou. Vztah (2.47) zod-
poveda pripadu, ked je minimalizécia funkcie Lg(-,y) presna. Rovnako ako v
Casti 2.1.1 mdZeme definovaft

Yt = gk [Vyyda(yk)} 71><
B (2.49)
V(5 - Valat) [V Lt o) VaLale o)

zodpovedajicu neexaktnej minimalizacii funkcie Lg(-,y). Takisto mozno po-

zorovat lepsie praktické vysledky oproti iteracii (2.47)
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(c)

Vysledky odvodené pre iteraciu druhého radu v casti 2.1.1 platia aj pre iteracie
(2.39) a (2.47). Na zreteli musime mat najmé globalnu konvergenciu iteracie

(2.39) a iba lokalnu konvergenciu (2.47) pre tlohy konvexného programovania.

Podarilo sa ndm odvodit kvadratické penalizacné funkcie pre tlohy (PR) a (PNR).

V nasledujicom texte poukazeme na niektoré teoretické nedostatky tychto metéd a

definujeme triedy vseobecnych penalizacnych funkcii.

2.3 VsSeobecna penalizacna funkcia

Doposial uvazované kvadratické penalizacné funkcie a k nim pridruzené rozsirené

Lagrangeove funkcie st najrozsirenejsie pre tuto triedu algoritmov. V istych Spe-

cidlnych pripadoch vSak méze byt Ziaduce pouzit ini ako kvadratickii penalizacni

funkciu. Tieto dovody mozu byt napriklad takéto:

(a)

(b)

Existuju jednoduché priklady uloh (nekonvexného programovania), v ktorych
je sice ucelova funkcia na mnozine pripustnych rieseni zdola ohranic¢end, no
prislusné rozsirena Lagrangeova funkcia tato vlastnost neméd (na R™). Ako

priklad uvazujme jednoduchi tlohu jednej premennej [1]

minimalizovat —2%, 2 € R
_ (2.50)
za podmienky x =0,

pricom p € N. Hestenesova funkcia ma potom tvar
2 ro2
Lr(x,z) = - + 22 + 3%

a vidime, Ze je zdola neohrani¢ena pre Tubovolné r, ak p > 2. Potom volné
minimalizacia tejto funkcie moze zlyhat s vynimkou, ak je Startovaci bod dos-
tatocne blizko bodu lokdlneho minima Powell-Hestenesovej funkcie. Tento ne-
dostatok sa vSak da napravif volbou inej penalizacnej funkcie (ich konkrétne
tvary budeme uvazovat neskor).

K tlohe (PNR) sme jej transforméciou na tlohu (PR) a néslednou tpravou
odvodili Rockafellarovu rozsirent Lagrangeovu funkciu. Tento postup vSak spo-
sobuje, Ze druhé derivacia funkcie Lg(-,y) je nespojita pre tie x, ktoré spliiaji
gi(x) = yT,z =1,...,m. Nadruhej strane, minimaliza¢né metddy, ktoré pricha-

dzaju do tvahy, vyzaduju spojitost druhej derivicie na garanciu konvergencie.
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V praktickej implementacii a rieSeni problémov sa vsak ukazuje, Ze pri pou-
ziti Newtonovej, pripadne kvazinewtonovskych metdd tento nedostatok neméa
negativny vplyv na spravanie sa algoritmu. Je tu vSak teoretickd moznost zly-
hania a preto je potrebné sa nou zaoberat. V astiach, ktoré budu nasledovat,
odvodime triedu penaliza¢nych, dvakrat spojito diferencovatelnych funkeii.
(c) Otézka rychlosti konvergencie je takisto dolezita. Tato rychlost sa moze dras-
ticky menit v zavislosti od pouZitej penalizacnej funkcie.
Vsetky funkcie, ktoré budeme spominat, budu spliiat axiémy Roodeho vety 2.1,
a takisto bude platit, podobne ako v pripade funkcii Powell-Hestenesa a Rockafel-
lara, rovnost medzi klasickym a zovSeobecnenym Lagrangeovym multiplikdtorom v
optimalnom bode (2 = ¥ pre tlohu (PR) a ¥ = @ pre ulohu (PANR)).
Kvoli jednoduchosti zacneme tlohou (PR) a definujeme velmi vSeobecné pod-

mienky na tvar penalizacnych funkcii.

2.3.1 Penaliza¢né funkcie pre ulohu (PR)

K tlohe (PR) definujme triedu penaliza¢nych funkcii takto:
Trieda funkcii Pgq: Do tejto triedy zaradime vSetky funkcie ¢ : R — R
splnajtce tieto podmienky:
(1) #(€) je spojito diferencovatelné a ostro konvexna v R,
(ii) ¢(0) =0, ¢'(0) =0,
(i) lime,no /() = o0, lime,_ow ¢/(€) = —o0.
K danej penalizacnej funkcii ¢ z triedy funkcii Pgq priradime rozsirentt Lagrangeovu

funkciu Lgq (2, z) predpisom

p

Lrq(x,z) = f(x) + h(z) 2 + % Z o(rhi(zx)). (2.51)

=1

Metéda multiplikdtorov potom pozostdava z volnej minimalizacie funkcie
Lrq(-, 2") na R", ktorou ziskame vektor x*. Po tejto minimalizicii nasleduje ite-

racia multiplikdtorov (v tomto pripade prvého radu)

28 =28 ¢ (rhy(2h)), j=1,...,p. (2.52)

Je moZné odvodit iteraciu multiplikdtorov druhého radu tplne analogickym po-

stupom ako v ¢asti 2.1.1, jej tvar bude rovnaky ako v (2.22) so zdmenou Lpg(-, ) —>
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Lrq(-, ). To isté plati aj pre definovanie iteracie v tvare (2.29), ktora zodpoveda ite-
racii druhého radu po netiplnej minimalizacii.

Zostava este spomenut priklady niektorych funkcii patriacich do triedy funkeii
Prq. Mame napriklad:

(a) (&) = 3¢,

(b) 6¢) = Lel’, v>1,

(c) 6(6) = Llel + €% ve(1.2),

(d) ¢(&) = Q(€), Q je polyném stupiia 2v, v € N, spliajici Q(0) = 0 a Q'(0) = 0.

Mézeme si vSimnat, Ze pri pouziti (a) dostaneme Powell-Hestenesovu rozsirent
Lagrangeovu funkciu. Ak pouzijeme na definovanie rozsirenej Lagrangeovej funkcie
funkciu (b), pripadne (d) pre v dostatocne velké, potom ju mozeme s tispechom ap-
likovat na rieSenie problematickej tilohy (2.50). V literattre sa ¢asto mozeme stretntt
aj s exponencidlnymi penaliza¢nymi funkciami, v ich pripade si vSak treba daf pozor
pri implementécii. Velmi lahko moze dojst k preteceniu vo floating-point aritmetike,
preto sa pristupuje k ich extrapolacii polynomialnymi funkciami.

Takisto hodnota parametra v funkcie (b) a (d) nesmie byt prilis velka. Zvysena
rychlost konvergencie je v tomto pripade kompenzovand zhorsujicou sa podmiene-
nostou Hessovej matice rozsirenej Lagrangeovej funkcie, ¢o moze mat negativny vplyv
na proces jej minimalizacie. Funkcia (c¢) dosahuje superlinearnu rychlost konvergen-
cie, no vykazuje nespojitost druhej derivacie. Existuju priklady tloh, v ktorych vSak

dosahuje lepsie vysledky ako Powell-Hestenesova funkcia (a).

2.3.2 Penaliza¢né funkcie pre tlohu (PAR)

V pripade tlohy (PAR) uvedieme jednu velka triedu funkcii, z ktorej vyberieme

dve rozne podskupiny funkeii, ktoré sa casto vyskytuji a pouzivaju v literattre [4].

Trieda funkcii Pnrq: Do tejto triedy zaradime vsetky funkcie P : R? — R
spltiajtice tieto podmienky (pouZijeme oznacenie P'(&,n) = %P({, n)):
(1) P(&,m) je spojita na R x [0, 00) a spojito diferencovatelnd na R x [0, 00), P(+,0)
je spojito diferencovatelnd v premennej &,
(ii) P(¢,-) je konkdvna na [0, co] pre kazdé pevné &,
(iii) Pre kazdé n > 0 je P(-,n) konvexnd v ¢ na R,
(iv) P(0,7n) = 0 pre vsetky n > 0,
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(v) P'(0,n) = —n pre vietky n > 0,

(vi) limg o P'(€,m) = 0 pre vsetky n > 0,
(vii) lime, o P'(§,m) = —oo pre vietky n > 0,
(viii) infeegr P(€,m) > —o0 pre vSetky n > 0.

Premennt ¢ mozno interpretovat ako vyraz rg;(x), premennt 7 zasa povazujme
za multiplikdtor y;, pre nejaké i. Funkcia P(&,n) prechddza pociatkom a rastie do
nekoneéna pre £ — —oo (nepripustna oblast, kedze g;(x) < 0), naviac sklon tejto
funkcie rastie bez obmedzenia. Pre £ — oo funkcia postupne klesa k svojmu infimu
(ktoré je konecné, a z konvexnosti funkcie vyplyva, Ze aj mensie alebo rovné 0). Mul-
tiplikator 77 meni sklon funkcie P pri prechode pociatkom, kde je tento sklon rovny
—n (dolezité pre rovnost medzi klasickym a rozsirenym vektorom Lagrangeovych
multiplikdtorov v optimélnom bode).

Ku kazdej funkcii P priradime rozsirenti Lagrangeovu funkciu predpisom

m

Lxsa(@ ) = @)+ Y Plroi(e),v,) (2.53)

i=1
Klasické met6dy multiplikdtorov moZzeme prirodzene rozsirif na pouzitie funkcie
(2.53). Metéda prvého radu teda bude zodpovedat volnej minimalizacii funkcie
Lxuq(+, ¥*) na R™, ktorou ziskame vektor @*. Po tejto minimalizacii nasleduje itera-

cia multiplikdtorov prvého radu
Yyt = —P'(rg("),y,), i=1,...,m. (2.54)

Ak $tartovaci Lagrangeov multiplikator spliia y° > 0, potom z vlastnosti (iii), (vi),
(vi) funkcie P mame, Ze y* > 0 pre vietky k.
KedZe mame
m

V.Llyeg(x,y) = Vf(z) — Z P'(rgi(x),y,;) Vgi(x), (2.55)

i=1

tak z (2.54) vidime, zZe plati
Vx['NEQ(wk? yk) - VIL(wk> yk+1)a

kde L(zx, y) je klasickd Lagrangeova funkcia definovana vztahom (2.30).
Prvé z podtried funkcii, ktort budeme uvazovat pre problém (PNR), je trans-

formovanou triedou Pgq. Ziskame ju rovnakym postupom, akym sme postupovali
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pri odvodeni Rockafellarovej funkcie z Powell-Hestenesovej funkcie v ¢asti 2.2, Cize
zavedenim doplnkovych premennych &;,7 = 1, ..., m, transforméciou problému a na-
slednou minimalizaciou prislusnej rozsirenej Lagrangeovej funkcie (2.51) priradene;
k penalizacnej funkcii z triedy Pgrq. Dostaneme tak odvodent triedu funkcii Pnrq
pre tlohu (PAR).

Trieda funkcii PllIEQ: Do tejto triedy funkcii patria vietky funkcie P : R? — R

definované vztahom

Ple.n) = (&) —&n pre¢(§)<n’ (2.56)

mingeg {¢(0) — O} pre ¢'(€) > n
kde ¢ je penalizacnd funkcia z triedy Pgrq pre tlohu (PR). Existencia minima je
zabezpecend vlastnostami (i) a (iii) funkcie ¢. Trieda Plgq teda zodpovedd metdde
multiplikdtorov pre tlohu (PA'R) po tom, ¢o ju pretransformujeme na tlohu (PR).
Pouzitim (2.56) dostaneme
9 ¢'(€) —n pre ¢'(§) <n

P(E,n) =P'(&n) = :
oe &) = e 0 pre ¢/(€) > 1

a teda iteracia multiplikitorov (2.54) méa pre triedu funkeii (2.56) tvar

Yt = —P'(rgi(«"), y*) = max [0,y — ¢/ (rg:(="))].

Vezmime napriklad ¢(¢) = 1¢% ¢ize klasickt kvadratickti penalizaént funkciu

patriacu do triedy Pgq. Podla (2.56) mame

162

38" —&n pre & <
PR(§7 7]) = ? 2 )
-% pre £ > 1]
a podla (2.53) dostavame

m

Lalw,y) = () +5 D Palrai(). )

m

= f(x)+ — Z [max2 (0, Y; — rgi(a:)) — yf},

i=1
¢ize Rockafellarovu rozsirent Lagrangeovu funkciu (2.37). Rovnako pre iteraciu mul-

tiplikdtorov prvého radu méame

Yy = max [0,y — rg;(=")].
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Rovnakym postupom ziskame dalsie funkcie P pomocou Iubovolnej funkcie ¢ € Pgq,
pre ktort vieme najst minimum vo vyraze (2.56) analyticky. Takisto je mozné odvodit
iteraciu multiplikdtorov druhého radu opakovanim postupu z casti 2.2.1.

KedZe odvodenie celej triedy funkcii zodpovedalo postupu odvodenia Rockafel-
larovej penalizacnej funkcie z klasickej kvadratickej penaliza¢nej funkcie Powell-
Hestenesa, metody pouzivajice penalizacné funkcie z triedy PﬁEQ budt mat po-
dobné vlastnosti ako st uvedené v casti 2.2. Zaroven vsak zostane v platnosti aj

nespojitost druhych derivacii v bodoch, kde

¢ (rgi(®)) =y, i=1,...,m.

Sformulujeme preto este jednu podtriedu triedy Pnrq, ktora bude zostrojena
Specidlne pre tlohu (PNR), ktora je v literatire velmi ¢asto spominand. Funkcie z

tejto triedy budi mat spojité druhé derivécie.

Trieda funkcii P{gq: Do tejto triedy patria vietky funkcie P : R*? — R tvaru

P(&m) = ny(§),

kde 1) : R — R spliia nasledujiice poziadavky:
(i) ¥ € C?, ¢ je ostro konvexnd na R,

(ii) +(0) =0, ¢'(0) = —1,

(iif) lime, o ¢(£) = 00, lime00 Y(§) > —00,

(iv) limg, oo ¢/(§) = —00, lime00 ¥'(§) = 0,
Penalizacné funkcie z tejto triedy st linearne v multiplikatore y, zaroven vidime, ze
z vlastnosti (i) vyplyva, ze P mé spojité druhé derivacie. Vlastnost ¢/'(0) = —1 za-
bezpedi rovnost medzi klasickym a rozsirenym optimalnym vektorom Lagrangeovych
multiplikatorov.

Typickym zastupcom funkcii z tejto triedy je exponencidlna penalizacna funkcia

W(E) =e* -1,

konkrétnou tvorbou dalsich funkcif patriacich do Pfgq sa budeme zaoberat v dalsej
kapitole.

Rozsirena Lagrangeova funkcia prislichajica k triede penaliza¢nych funkcii PIZ\IEQ

39



je dana ako

Lyeq(x,y) = f(x) + % Z P(ng‘(m)a yi)

Lo (2.57)
= f(z) + - ;yiw(rgi(w)),
a iteracia multiplikdtorov prvého radu je dand vztahom
Yyt =~y (rgi(2¥)),  i=1,...,m. (2.58)

Met6dy rozsirenych Lagrangeovych funkcii pouzivajuce funkciu (2.57) sa niekedy
nazyvaju metédami nelinedrneho skalovania a parameter r skalovacim parametrom
([34).

Je nutné poznamenaf, Ze v pripade funkcii z triedy PﬁEQ je nevyhnutné, aby
y° > 0. Potom na zaklade (2.58) a vlastnosti (i), (ii) a (iii) funckie ¢ plati y* >0
pre vSetky k. Pre tlohu konvexného programovania je mozné pomocou tedrie Fen-

*1 definovany pomocou (2.58) maximalizuje pena-

chelovej duality ukazaf, Ze bod y
lizovant dudlnu funkciu alohy (PAN'R) odvodent pomocou funkcie (2.57). Odhady
multiplikatorov druhého radu pre tuto funkciu nie st zname.

Napriek tomu, ze teoretické vysledky pre funkcie z triedy 7)12\IEQ nie su také silné
ako v pripade triedy PlllEQ, ich algoritmické vyuzitie takmer identické. Na druhej
strane odstranuju nedostatok funkcii z triedy P&EQ v podobe nespojitosti druhej
derivacie, a aj preto mozu byt pouzité ako stucast metdd, pre ktoré je tato vlast-
nost nevyhnutna. Vyuzijeme ich aj v nasledujicej kapitole, v ktorej predstavime

algoritmus R. Polyaka a I. Grivu.
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Kapitola 3

Nelinearne skalovanie a Fischerova

metoda

V predoslej kapitole sme sa venovali teoretickému popisu klasickych metéd rozsi-
renych Lagrangeovych funkcii. Kazdy krok tychto metod spocival v minimalizacii
rozsirenej Lagrangeovej funkcie na priestore primarnej premennej @, po ktorej nasle-
doval odhad vektora zovseobecnenych Lagrangeovych multiplikatorov y. Penaliza¢ny
parameter r moze byt zafixovany alebo zmeneny na konci iterdcie. Prave moznost
fixovania parametra r Casto zabranuje zhorSovaniu podmienenosti Hessovej matice
minimalizovanej funkcie. Aktivna pritomnost Lagrangeovych multiplikdtorov je pre
konvergenciu pri fixovanom r rozhodujtuca. Ak st splnené podmienky optimality dru-
hého raddu (podmienky predpokladu 2.2 z ¢asti 2.2), metédy konverguju linearne k
(lokdlnemu) optimalnemu rieSeniu pri fixovanom, no dostato¢ne velkom penalizac-
nom parametri r > 7 (veta 2.2).

Za Ucelom zlepSenia rychlosti konvergencie je nutné zvySovat hodnotu penalizac-
ného parametra po kazdej iteracii, ¢o moze viest k vyraznym numerickym tazkostiam.
Minimalizécia rozsirenej Lagrangeovej funkcie sa tak stava naroc¢nejsou. Tento prob-
lém Studovali R. Polyak a I. Griva a publikovali v sérii ¢lankov ([29], [30], [31], [32],
[33], [34]), ktorych vysledkom bolo popisanie tzv. primarno-dudlnej, nelinearne skalo-
vacej metédy. Tato nahradzuje volnti minimalizéciu rozsirenej Lagrangeovej funkcie
a nasledny odhad multiplikdtorov riesenim tzv. primarno-dualnej nelinearnej ststavy
rovnic, ¢o umoznuje neobmedzené zvysovanie penalizacného parametra bez naruse-

nia numerickej stability. V pripade Specidlnej volby zmeny penalizacného parametra
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je mozné dosiahnut superlinedrnu rychlost konvergencie.

KedZe na rieSenie spominaného priméarno-dudlneho systému rovnic pouZijeme
Newtonovu metédu, musi byt Startovaci bod dostatoéne blizko optimalnemu
primarno-dudlnemu rieseniu (&, g). Preto vysledny algoritmus bude $pecidlnym spo-
jenim klasického algoritmu rozsirenych Lagrangeovych funkcii a rieSenia primarno-
duélnej sustavy, kde vyuzijeme ,to najlepsie” z oboch uvedenych metéd.

Tato kapitola je organizovana nasledovne: Najprv sformulujeme zakladné predpo-
klady a zopakujeme metddu nelinearneho skalovania, potom odvodime tzv. primarno-
duélnu nelinearne skalovaciu metddu s dynamickou zmenou penalizacného parametra
(PDNRD metdéda, [30], [33]), a poukdZeme na mozné zlepSenia uvedeného pristupu
(PDEPM metdda, [32]). Na zaver ukdzeme odlisny spdsob formuldcie priméarno-
dudlnej ststavy vyuzitim tzv. Fischerovej funkcie [14], ktora umoziiuje prepisat KKT

podmienky na systém rovnic [11], [12].

3.1 Metoda nelinearneho skalovania

Budeme sa zaoberat problémom konvexného programovania v tvare

minimalizovat f(x) (PNRe)
za podmienok g(x) >0

kde f : R®™ — R je konvexna, g : R® — R konkavna funkcia, a predpokladajme,

ze f,g € C%. Metddy uvedené v tejto ¢asti je mozné odvodit aj pre ohranicenia typu
h(x) =0, h:R" — RP,

no tieto pre zjednodusenie vykladu vynechame (odvodenie spo¢iva v mechanickom
zopakovani postupov, ktoré neskor uvedieme). Niektoré vlastnosti uvedenych metéd
platia aj bez predpokladu konvexnosti.

Pre jednoduchost zépisov ozna¢me

Iy(@) = {i | g:() = 0} = {1,....q},

kde ¢ < min{n,m} a takisto pouzime oznadenie g, (z) = (gi(),... ,gq(w))T SO
standardnym predpokladom rank (Vg(q) (ﬁ:)) = q. Lagrangeovu funkciu zapisujeme

v tvare
L(z,y) = f(x) —g(®)"y, L:R"xR} — R (3.1)
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V tejto kapitole budeme uvazovat, Ze platia nasledujice predpoklady.

Predpoklad 3.1. Plati Slaterova podmienka, ciZe existuje & také, Ze g;(x) > 0,1 =

1,...,m.

Predpoklad 3.2. Vektor & je ostrym globdlnym minimom a regularnym bodom
problému (PNR¢), pricom plati

W'L(Z, §)w >0

pre vsetky w # 0 spliajice Vg;(2)Tw =0 prei € {1,...,q}, kde L(-,-) je definovand

v (3.1). Naviac, § spliia podmienku ostrej komplementarity, ¢ize
Yy, >0 pre vSetky i € I4().

Uvazujme rozsirent Lagrangeovu funkciu s predpisom
1 m
Lar(z,y) = f(x) + - Z Y¥ (rgi(ac)), (32)
i=1

kde transformac¢né funkcie 1 spliiaji tieto podmienky:
(i) ¥'(&) <0,9"(&) > 0,4 € C?,
(ii) ©(0) =0, ¢'(0) = —1,
(iii) (&) > a&?, pre £ < 0 a nejaké o > 0,
(iv) —0/() < £.0"(€) < 2, pre € > 0 a nejaké 8> 0,7 > 0.
Funkcie ¢ s uvedenymi vlastnostami tvoria podmnozinu funkcii patriacich do
triedy PIZ\IEQ definovanej v kapitole 2, kedze konkrétne Specifikujeme rychlost ich
rastu pre £ < 0, resp. rychlost poklesu pre & > 0. Medzi najcastejSie pouzivané

transformacné funkcie 1 patria

() ¥a(€) =e* =1, (b) ¥(¢) L (c) ¥5(§) = —In(1 +¢),

=Ty

no tieto funkcie este nie st vhodné pre praktické pouzitie. Funkcie vy a 13 st defi-
nované iba pre £ € (—1,00) a exponencidlny rast funkcie ¢); moze byt az prilis velky,
preto je mozné pristipit ku kvadratickej extrapolacii. Pre Tubovolné 7 € (—1,0]
definujme

) — q.:£2 ) )
(g = M T e = 33
¥i(§) £>.
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Konstanty a;, b;, ¢; polynému p;(§) uréime podla

i (1)

a; = —-—,

2
b= () = Tl (7),
A

ci = Pi(T) — TYi(T) + I

kedze préave takato volba jednoznacne zabezpedi, ze 1, € C*.
Algoritmus nelinearneho skalovania je potom klasickym zastupcom algoritmov

rozsirenych Lagrangeovych funkcii.

Algoritmus (Nelinedrne skdlovanie). Predpokladajme, Ze pozndme rozsireny Lagran-

L viskame

geov multiplikdtor y* a penalizacny (skdlovaci) parameter r*. Vektor x**
minimalizdciou funkcie Lxgr (-, y*) na priestore R™. Potom odhadneme multiplikdtory

vztahom
Yyt = —yby (rkgi(2hT), i=1,...,m, (3.4)

zvolime novy penalizacny ($kdlovaci) parameter r**1 > r* a proces zopakujeme.

Algoritmus je dobre definovany vdaka vlastnostiam (i), (iii) a (iv) funkcie v, za
predpokladu konvexnosti tlohy (PN R¢) a predpokladu 3.1 (napr. [30], tvrdenie 1.).

Uvedeny algoritmus vytvara postupnost bodov z*, y* podla

LA Vx‘CNR(wk+la yk) _ vf(warl) + nyw/ (Tkgi(warl))Vgi(-’BkJrl) -0 (3‘5)

i=1

a
yitt =~y (rhgi (), i=1,...m. (3.6)
Ak oznacime
YtaE) o
V(o) = dig [ (Pl )T = | : |
0 o ) (P g (D))
potom mozeme (3.6) zapisat ako
Yyt = 0 (g (")) y" (3.7)

Za platnosti predpokladu 3.2 algoritmus nelinearneho skalovania vytvara tra-

jektériu bodov {x*}, {y*}, ktord konverguje k optimalnemu rieseniu linedrne pre
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k

fixovany prenaliza¢ny parameter 7%, a superlinedrne, ak r* — oo. Platia nasledovné

ohranicenia

|24+t — &

K . R K N
< T—kHyk -9, |yt -9 < T—kHyk — 9l (3.8)

kde konstanta K nezavisi od r*.
N4jdenie presnej hodnoty x*! je vo vseobecnosti nemozné, preto sa uspoko-
jime s jej aproximaciou &*™!. Ak nova aproximativna dvojica &', §*1 generovana

algoritmom nelinedrneho $kalovania bude spliaft

| Volar (@, 9N < kII\If(T g(@h) = 9", (3.9)
gttt = 0 (rFe(@™)) 9", (3.10)

potom sa da ukazat ([31], s. 444-449), ze platia podobné odhady ako vo vztahu (3.8).
Dvojicu &, §*! vieme néjst koneénym pocétom operacii.
Sustava rovnic (3.5), (3.7) bude zakladom pre odvodenie primarno-duélnej me-

tédy Polyaka a Grivu ([32], [33], [34]).

3.2 Primarno-dualna metéda Polyaka a Grivu

Uvazujme uz spominani sustavu rovnic

V.Lxr(Z,y) )+ Zyz rgi(®)) Vg (z) = V,L(z,g) =0, (3.11)

y=-V(rg(z))y. (3.12)

Namiesto minimalizovania funkcie (3.1) a naslednym odhadom multiplikatorov podla
(3.6), budeme riesit systém rovnic (3.11), (3.12). Na jeho rieSenie aplikujeme New-
tonovu metddu, pri¢om pouzijeme (x,y) ako Startovaci bod.

Ak predpokladame & = x+ Az, y = y+ Ay, potom linearizaciou systému (3.11),

(3.12), zanedbanim ¢lenov druhych a vyssich radov a oznadenim g = —¥'(rg(z))y
dostaneme

Vi Lz, y)Az — V()" Ay = -V, L(z,y), (3.13)

" (Tgi(a:))yngi(a:)TAa: + Ay, =9y, — Y, 1=1,...,m. (3.14)
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Ak oznacime
y, - 0
Y:diag[y,};ﬂ =1: . i,

=1

potom mozeme ekvivalentne pisat

V2 Lz, y) —Vg(a:)T] [Aw] _ VIL(w,y)] (3.15)
r¥(rg(z))YVg(z) I, Ay Y-y
Oznacme
o ViwL(mv y) _Vg(a:)T
Nz, y) = rU"(rg(x))YVg(x) | ] 7 (3.16)
potom z (3.15) mame
N(z,y) [ij - _ng_(Z’ y)] . (3.17)

Maticu Ni(x,y) budeme regulatizovat, aby sme zabezpecili jej regularitu pre lubo-

volnt dvojicu (z,y):

Ni(z,y) = (3.18)

V2. Lz, y) + %I, —Vg(w)T]
rV(rg(®)YVg(z) L, |

Tato konkrétna volba regularizacie totiz nebude mat vplyv na rychlost konver-
gencie algoritmu. Predtym, ako popiseme krok priméarno-dualneho algoritmu, zade-

finujme tzv. merit funkciu, ktord bude uréovat ,vzdialenost“ od riesenia (&, y),

1<i<m

viz,y) :maX{HVxL(a:,y)H,— min {gz )} Z!yzgl )|, — min {yz}} (3.19)

s vlastnostou v(z,y) > 0 a v(z,y) = 0.

Jeden krok priméarno-dualneho algoritmu potom spociva v nasledovnom.

Algoritmus (Primarno-dualny). Nech je dand primdrno-dudlna dvojica x*,y*. Je-

den krok primdrno-dudlneho algoritmu potom spociva v nasledovnom postupe:

(1) Zo sustavy
A —V.L(z", y*
y -y

ndjdeme primdrno-dudlne korektory Az, Ny.
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(2) Polozime "1 = x* + Az, y** = y* + Ay.

(3) Zmenime penalizacny parameter r**1 podla pravidla

1
rhtt = : (3.20)
v(xht, yht)
Uvedeny postup je dobre definovany, ak je matica Ni(x,y) regularna pre lubo-
volné x,y. Ak by nebola, potom by musel existovat nenulovy vektor (w,x)T taky,

v

ze
w

X

Ny(x,y)

Vzhladom na Struktiru systému (3.15) moézeme vyjadrif x vzfahom
X = —r\If”(rg(a:))YVg(a:)w.
Dosadenim do prvej rovnice tejto stistavy mame
1
(VixL(w, y) + ﬁIn + TVg(w)T\I/’/(rg(w))YVg(w))w = My(z,y)w = 0.

Ak vezmeme do tvahy konvexnost tlohy (PAR¢) a vlastnost (i) funkcie v, dosta-
neme, ze matica My(x,y) je kladne definitna, z ¢oho mame w = 0 a nasledne x = 0.
Matica Ni(x,y) je teda regulérna.

Uvedeny postup ukazuje, ze vzhladom na Struktiru uvedeného systému mozeme

rieSenie sustavy zjednodusit. Najprv ndjdeme primarny korektor Ax rieSenim
Mk(wka yk)Aw - _vx‘CNR(wka yk)a
potom polozime

2" — 2F ¢ A,

yk—l—l — ,gk o r‘ll”(rg(a:k))YVg(azk)Aw.
Pre potreby dalSej analyzy ozna¢me
w=(z,y), M={w|[w-o|<e}

Potom plati
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Veta 3.1. Nech plati predpoklad 3.2 a nech su Hessove matice funkcii f, g; Lipschit-

20vsy spojite, t.J.

V2 f (1) — V2 f(22)]] < Loll@1 — .
HVZQZ'(wl) - VZQz’(wz)H < Li|ley — x|, i=1,...,m.

Potom existuje g dostatocne malé tak, Ze pre lubovolni dvojicu w = (x,y) € M,
stact jediny krok primdrno-dudlneho algoritmu na ndjdenie novej primdrno-dudlnej

dvojice w = (&, y) takej, Ze plati
I — || < Cllw — |3,
kde C' nezavisi od (x,y).

DOkAz: Najdeme v [33], s. 247-251. O

Vidime, Ze pokial sa Startovaci bod nachédza v blizkosti optimalneho bodu,
primarno-dualny algoritmus konverguje lokalne superlinearne. Dolezitym faktom v
dokaze je prave $pecidlna volba penalizac¢ného parametra r*. Konvergencia je vSak
iba lokalna, preto spojenim primarno-dualnej metody a nelineadrne-skalovacej metédy
navrhneme globalne konvergentny algoritmus.

Majme Tubovolnii dvojicu (x*, y*). Novy sktgobny bod (k™ y5t!) najprv naj-
deme pouzitim primarno-dualneho algoritmu. Ak tento bod neznizi superlinearne
hodnotu merit funkeie (t.j. v(xh™, yitt) > v(zF, y*)?), znamena to, ze bod (x*, y*)
este nie je dostatocne blizko optimalneho riesenia (nepatri do M., ). V tomto pripade

k41, k+1 Bt1 g L)

zamietneme skisobny bod (z1 ', y4 ) a novy bod (x najdeme nelinedrne
skalovacim algoritmom - minimalizovanim rozsirenej Lagrangeovej funkcie a odha-
dom multiplikatorov. K tejto minimalizacii naviac mdéZeme pouzit smer Ax najdeny
primarno-dudlnym algoritmom, kedZe tento smer je vdaka kladnej definitnosti matice
My(x*, y*) spadovy (t.j. V.Lxr (2", y*)T Az < 0).

Spociatku sa teda algoritmus sprava rovnako ako nelinearne skalovaci algoritmus
a v tomto ,méde* vykona niekolko iteracii, generujtcich postupnost bodov x*, y*,
ktoré budu ¢oraz blizsie okoliu M, primarno-dualneho riesenia. Potom sa , prepne®
na primarno-duélny algoritmus, kde naplno vyuzije jeho superlinedrnu rychlost kon-

vergencie (veta 3.1).
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Mobzeme si v&imnut, Ze k vyraznému zviicseniu penaliza¢ného parametra 7% do-
chadza iba pocas vykonavania primarno-dualnych krokov v zaverecnej faze algoritmu
(vzfah (3.20)). Tato zmena nesposobuje numerické fazkosti ako v pripade volnej mi-
nimalizacie, prave naopak: smer (Ax, Ay), ktory ziskame rieSenim systému (3.18),
sa Coraz viac podoba smeru, ktory ziskame Newtonovou metdédou aplikovanou na
Lagrangeov systém rovnic zodpovedajuci aktivnym ohrani¢eniam. Algoritmus tak
vyuziva najlepsie vlastnosti nelinearne-skalovacej metédy pre body vzdialené od rie-
Senia (&, y) a primarno-dualnej metédy pre body v okoli Ml,. Zaroven tak obchadza
ich zakladné nedostatky.

Tento vysledny kombinovany algoritmus Polyak a Griva nazyvajit PDNRD al-
goritmus (primal-dual nonlinear-rescalling method with dynamic scaling parameter
update, [33]). V ¢lanku [32] rozpracovali zlepSenie priméarno-duélnej schémy zakla-
dajuce sa na identifikacii nulovych multiplikdtorov a zavedeni vektora penaliza¢nych

parametrov, ktoré teraz uvedieme.

3.3 Vylepsena primarno-dualna schéma

Vysledkom spominaného zlepSenia bude primarno-dualna metdéda s asymptoticky
kvadratickou rychlostou konvergencie. Zakladom bude identifikdcia aktivnych ohra-
niceni a nulovych Lagrangeovych multiplikatorov pocas vykonavania algoritmu, k
c¢omu posluzi fakt, ze Lagrangeove multiplikatory prislichajice pasivnym ohranice-
niam konverguju k nule kvadraticky. Takisto zavedieme vektor skalovacich paramet-
rovp = (py,...,p,,)"T, ktory bude v tizkom spojeni s penaliza¢nym parametrom
r.

Budeme vychadzat zo stustavy

\Y ENR(J3 y + Z yz ngz Vgl(j) - VIL(j> @) =0, (3'21)
5=~V (py(@))y. (3.22)
T
p,=— Zzla , 1, (3 23)
Y,
kde

U (prgr()) - - 0
V' (pg(@)) = diag [¢' (p,gi(2))];_, = ' ' ;
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Definujme indexové mnoziny

I_|_(£L',y) - {Z ‘ Y, > V(mvy)}7 ]O(mvy) - {Z | Y, < V(CL‘,y)},

reprezentujice mnoziny ,,velkych“ a ,malych” Lagrangeovych multiplikdtorov. Roz-

delime systém (3.22) na dva podsystémy
Z_Ji = —yﬂ#' (pigi(j))> (&S Lr(.’lj, y)’ (3'24)
Y, = _yﬂ// (pigi(a_:))7 (&S ]O(w,y). (3~25)
Pri linearizacii systému rovnic (3.21), (3.24), (3.25) budeme prihliadat na odlisnost

tychto systémov. Uvedieme len vyslednt linearizovant schému, kedze jej odvodenie

vyzaduje urcité znalosti tedrie Fenchelovej konvexnej transformécie. Ozna¢me

gi(x) = (Qz(w))T \
v, = (y;)" i€l (zy),
by = (pz)T )
go(x) = (gi(2)" )
Yo = (yz)T i€ Ilo(x,y),
Dy = (pi)T
Yo = — V' (Pogo(x)) Yo, (3.26)

potom dostavame (regularizovantl) stistavu (pre detaily odvodenia pozri [32])

Vg.(x) —£ 0y, 0 Ay, | = | —gu(x) |-
" (pogo(x))YoVgo(x) 0 Iy Ay, Yo — Yo

kde ¢ je zaporne vzata Fenchelova transformécia funkcie 1. Opit oznacime

Vi L(z,y) + %In —Vgi(x)" —Vgo(z)"
Ni(x,y,.Y0) = Vg, (x) —£0y, 0 (3.27)
U (pogo())YoVgo(x) 0 I,

a popiseme jeden krok modifikovanej primarno-dualnej metdody.

Algoritmus (Modifikovany primarno-dudlny). Nech je dand primdrno-dudlna dvoj-
ica ¥, y’i, yt. Jeden krok modifikovaného primdrno-dudlneho algoritmu potom spo-

¢iva v nasledovnom postupe:
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(1) Zo sustavy

Ax —V.L(z*, y*)
Nk(mka yﬁ—? yg) Ay+ - _ng(wk) )
Ayo @]g - ylg

ndjdeme primdrno-dudlne korektory Ax, Ay, Ay,.
(2) Polozime "' = x* + Az, y"' = y* + Ay, yo™ = ¥k + Ay,

(8) Zmenime penalizacny parameter r*1 podla pravidla

1
k1
Pt = —V(a:k+1,yk+1) (3.28)

a poloZime
Pl
Pl =
1 k410
y.

2

1=1,...,m.

Oproti povodnému algoritmu si mdéZzeme vSimnit aj pozmenené pravidlo zmeny
penalizacného parametra.

Globalne konvergentny algoritmus opif dostaneme spojenim nelinearne skélova-
cieho algoritmu a modifikovaného primarno-dualneho algoritmu. Nelinearne skalovaci
algoritmus poslizi v tivodnej faze na ziskanie bodov ¥, ¢y* blizko optimalneho riese-
nia, modifikovany primarno-dualny algoritmus potom spustame v zaverecnej vypoc-
tovej faze. Tento algoritmus Polyak a Griva nazyvajit PDEPM (primal-dual exterior
point method, [32]). PDEMP vykazuje asymptoticky kvadratickal rychlost konver-

gencie.

Veta 3.2. Nech plati predpoklad 3.2 a nech su Hessove matice funkcii f, g; Lipschit-

20vsy spojite, t.J.
IV?f(@1) = V2 f(@2)|| < Loll@1 — s

Hv291($1) — VZQZ(wQ)H S Llel — .’BQH, 7= ]_, Lo, M.

potom algoritmus PDEPM generuje globdlne konvergentnii postupnost bodov =", y"

konvergujicu k optimdlnemu rieseniu (Z,y) s asymptoticky kvadratickou ryjchlostou.

DOkAz: Najdeme v [32], s. 155-158. O

V poslednej Casti tejto kapitoly ukaZzeme spdsob, ktorym mozeme previest KKT
systém na ekvivalentny systém, ktory vSak bude obsahovaf iba rovnice. Optimélny

bod (&,y) potom néjdeme rieSenim tohto systému.
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3.4 Fischerova schéma

Doposial sme sa zaoberali metédami, ktoré hladaji sedlovy bod (rozsirenej) Lagran-
geovej funkcie prostrednictvom ich minimalizacie na priestore priméarnej premennej,
nasledovanej volbou nového vektora Lagrangeovych multiplikdtorov, ktory maxima-
lizuje penalizovanti dualnu funkciu prislusnej dualnej tlohy. Metédy uvedené v cas-
tiach 3.2 a 3.3 tento bod hladaji prostrednictvom riesenia priméarno-duéalnej ststavy,
celkova filozofia metéd vsSak zostava zachovana. V tejto casti spomenieme odlisny
pristup, zaloZeny na transforméacii KK'T ststavy na ekvivalentna ststavu rovnic.

Pripomenme uvazovanu tlohu

minimalizovat  f(x) (PNRe)
za podmienok g(x) >0

kde f : R® — R je konvexné, g : R" — R konkavna vektorova funkcia. Predpo-

kladajme, Ze f, g € C?, a definujme pomocou
L(z,y) = f(z) — 9(z)"y
prislusnu Lagrangeovu funkciu. Ohranicenia typu
h(z) =0

neuvazujeme iba kvoli zjednoduseniu vykladu.
Nutné a postacujice podmienky optimality pre tlohu (PN R¢) v podobe Karush-

Kuhn-Tuckerovych podmienkok majui tvar (veta 1.6)

m

Vi) - Z y;Vgi(x) =0,

g(x) >0,
y g(z) =0,
y >0,
ktoré zapiseme ako
V.L(z,y) =0, 3.29)
g(x) >0, y >0, g(x)'y = (3.30)



Vztah (3.30) je podobny formulacii iloh o komplementarite, ktoré je mozné pre-
transformovat na systém rovnic pomocou tzv. CP-funkcii (complementarity problem

functions, [27]).

Definicia 3.1 (CP-funkcia). Funkciu ¢ : R? — R nazveme CP-funkciou, ak plati
d(a,)=0<=a>0,0>0,a8 =0. (3.31)

Z uvedenej definicie je zrejmé, ze pomocou CP-funkcii méZeme transformovat

systém (3.29), (3.30) na ekvivalentny systém

V.L(z,y) =0, (3.32)
o(g:i(z),y;) =0, i=1,...,m. (3.33)

V minulosti bolo navrhnutych viacero takychto funkeii (spominané napr. v [13]), no v

poslednej dobe sa tesi popularite najméd CP-funkcia zavedena Fischerom ([14], [15]).

Veta 3.3. Nech je funkcia ¢r definovand vztahom

or(a, B) = a+ 0 —+/a?+ B2
Potom ¢ je CP-funkcia.

DOkAzZ: (=) Nech plati ¢r(a, f) = 0. Ak ao+ 5 < 0, potom ¢ («, ) < 0 pre
fubovolné «, B spliiajice uvedenti nerovnost. Predpokladajme teda, ze a + 5 > 0.

Potom namiesto vyrazu ¢p(a, ) = 0 mozeme ekvivalentne pisat
(a+p)* =a”+ 57,

z ¢oho plynie af = 0. Vyuzitim vyrazov a+ 5 > 0 a aff = 0 uz lahko dostaneme, Ze
musi platit « > 0 a takisto 5 > 0.
(<) Ak plati a8 = 0, potom mozeme pisat

or(a,B)=a+B—a2+p2+2aB=a+8—/(a+pB)?
=a+0—la+p|.

KedZze predpokladédme « > 0, 5 > 0, potom ¢r(c, 5) = 0, ¢o sme chceli dokézat. [J
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Funkcia ¢ je spojita a pre jej parcialne derivacie plati
6¢F(a>ﬁ):1_ o 8¢F(a>ﬁ) —1— 6
[oJe! Va2 + 52 0B /o + 32

Problém so spojitostou prvych parcidlnych derivécii (3.34) v bode (0, 0) je mozné

(3.34)

obist zavedenim regularizovanej Fischerovej funkcie
Oru(e, ) =a+ B —+/a?+ 2+ 2u (3.35)
s vlastnostou
¢ru(e, 8) =0 a>0,8>0,a8 = p, (3.36)
pre p > 0, ktort dokdzeme rovnako ako vo vete 3.3. Oznac¢me
¢Fu (gl (a:), yz)
Pp,(9(x), y) = : :
¢F}L (gm(w)7 ym)

potom budeme aproximovat systém (3.32), (3.33) systémom

V.L(z,y) =0 (3.37)
Ppy(9(x),y) =0. (3.38)

Jednym zo spdsobov rieSenia tohto systému je minimalizacia jeho normy. V tomto
pripade vznikaji mensie problémy aj pri ostro konvexnych tlohéch [12], preto na jeho
rieSenie aplikujeme Newtonovu metddu. Linearizovanim uvedenej sustavy a zaned-
banim ¢lenov druhého a vyssieho radu dostavame (predpokladdme & = x + Az, y =

y + Ay)

Vi L(z, ) —Vg(w)T] [Aw] _ [ ~V.L(z,y) ] ' (3.30)
D,Vyg(x) Dgs Ay —®p, (g(a:), y)
kde pouzivame oznacenie
-¢%'u;a (gl (%)7 yl) e 0 |
D, = diag [¢/Fu;a (9('73)’ y)]l‘il - : : ’
| 0 T /F;L;a (gm(m)7 ym)_
[Oyep(91(@),91) -+ 0 '
D = diag [gb/Fmﬁ (g(a:), y)];il - : : ’
| 0 T /Fmﬁ (gm(af:), ym)_

54



pricom

/ o (a, B)

Pppal9i(@), y;) = —5— ’
Fu; ( ) Oa a=gi(z),6=y;
, Opru(a, B)

Orpp(9i(), ¥;) = — 50— '
s ( e N

Oznacéme

V2 L(z,y) ++1, —Vg(z)T

NW(wvy) - [ Dan(a:) Dg

] , v >0 (3.40)
regularizovani maticu sustavy (3.39). Newtonovské smery (Az, Ay) buda touto
ststavou dobre definované, ak N, (x,vy) bude regularna matica pre Iubovolné (x,y).

Ak by nebola regularna, potom by muselo platit

0
0

w

X

Nv(wa y)

pre nenulovy vektor (w,x)T. Z druhej rovnice pre x dostdvame
X = —Dngan(ac)w
a dosadenim do prvej rovnice mame
(VixL(w, y) +9L, + Vg(w)TDngan(w))w = M, (z, y)w = 0.

Matica M, (z,y) je kladne definitna (konvexnost tlohy (PN R¢) a kladnost prvkov
diagonalnych matic D,,Dg), ¢ize w = 0, a nasledne x = 0. Matica N,(x,y) je
regularna.

Zakladn ideu hladania optimalneho riesenia (&, ¢) potom moZzeme zhrnat takto:

Algoritmus (Fischerov). Nech je dand dvojica vektorov =*, y*. Jeden krok Fische-

rovho algoritmu potom spociva v nasledovnom postupe:
(1) Zo sustavy

N, (e, ) [ﬁ:’] -

~V,L(z*, y") ]
_(I)F,u (g(mk)v yk)

najdeme Newtonovskeé smery Ax, Ay.

(2) Polozime x**1 = x* + Az, y**! = y* + Ay a zvolime yF 1 < AF.
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Uvedeny algoritmus vSak konverguje len pre body (x*, y*) patriace do nejakého
okolia optimélneho riesenia (&, y), pricom velkost tohto okolia zavisi od dat tlohy.
Pri rozsireni algoritmu na globalny sa pontukaji dve moznosti

(a) Krok (2) uvedeného algoritmu nahradime
o = g 4 VAL Y = oF 4 A Ay,

kde \* ziskame vyhladdvanim na l4¢ normy rieseného systému. Ak oznacime

w=(2,y), s = (Az, Ay) a

Plw) = [ V.L(x,y) ] |

(I)F,u(g(m)7 y)

potom A\* ziskame pribliznym rieSenim tlohy
k .
A = arg min {IIF(w + Xs)]}.

(b) Na ziskanie potrebnych bodov (z*,y*) moézeme vyuzif napriklad nelinearne
skalovaci algoritmus. Fischerovu metddu potom spustime az v Case, ked tieto
body budu lezat v pozadovanom okoli optimélneho rieSenia (&, 4).

Ani jednu z uvedenych modifikacii nepodporime dékazom konvergencie, no pokusime

sa ich otestovaf rozlicnymi numerickymi experimentami.
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Kapitola 4
Numerické experimenty

Zéaverecnu kapitolu tejto prace venujeme numerickym experimentom, ktorych ciefom
bude vzajomné porovnanie réznych metdd k rieseniu tlohy konvexného programova-

nia v tvare

minimalizovat f(x) (PARe)
za podmienok g(x) >0

kde f : R* — R je konvexna, g : R — R™ je konkdvna vektorova funkcia,
9(x) = (q1(z),. .., gm(a:))T. Za tymto uc¢elom vyuzijeme nahodne generované tlohy
konvexného bikvadratického (kvadratického) programovania, a takisto vybrané tlohy
zo zbierky testovacich prikladov CUTEr [18].

Kapitola je rozdelena do troch logickych celkov. V prvom popiseme sposob na-
hodného generovania tloh, v druhom sa budeme venovat implementéacii uvazovanych

algoritmov, a v trefom uvedieme vysledky navrhnutych experimentov, ktoré strucne

okomentujeme.

4.1 Generator uloh

Dolezitym predpokladom pre tvorbu automatického generatora tloh (PANR¢) je
volba konkrétnej triedy tloh, pre ktortt budeme méct takyto generator lahko imple-

mentovat. My sme si zvolili triedu tloh bikvadratického programovania. Konkrétna
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volba funkcii f, g teda bude

f(w)zz(

%wTGiw—i—hiTa:—ti, 1=1,...,q, (4.1)

1
x'Dx)? + éazTGa: + h'zx,

gi(x) =

alz — b, 1=1,...,m—q.
pre nejaké kladne definitné matice D, G (D diagonélna) a zaporne definitné ma-
tice G;,i = 1,...,q, kde predpokladdame 0 < g < m. Vektory h, h;, t;, a;, b; volime
,lubovolne* (drobné obmedzenie $pecifikujeme neskor). Z riadkovych vektorov a;
utvorime maticu A. Pre takto zvolené funkcie a matice bude tloha (PNR¢) ry-
dzo konvexné. Jej primarno-duélne optimélne rieSenie (&, %) je potom jednoznacéne

determinované sustavou KKT podmienok, ktoré nadobudaja tvar

q
("D2)Da& + G& + h — A g — > 0;(Gi + h;) =0 (4.2)
i=1
1
QATGa:—i-haA: i=1,...,q, (4.3)
1
u; (éiTGZ-’i + h;r 1 ) = 1= 1) 4, (44)
Az > b, (4.5
al, ) (AZ —b) =0, (4.6)
u > 0, (4.7)
kde oznacujeme w(n,_q) = (uqH, .. .,um)T au = (ug,.. .,uq,u(m,q))T. Potrebu-

jeme este zabezpecif linedrnu nezévislost gradientov Vg, () prisluchajicich aktivnym
ohraniceniam. Predpokladajme, ze existuju 1 < ¢; < ¢, 1 < g <m—q,q1 +q <n
také, ze prvych ¢; kvadratickych ohraniceni a prvych ¢o linedrnych ohraniceni je

aktivnych v &. Potom musi platit

[ (G1@ + hy)" ]

rank (Vg(ql+<12)(ﬁj)) = min{q: + g2, n}, vQ(QHer)(‘%) = T ! , (4.8)

¢o mozeme dosiahnutf vhodnou volbou matic tlohy.
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Sustava rovnic a nerovnic (4.2) - (4.7) ponika pomerne jednoduchy sposob na
generovanie tloh (PN R¢) v pozadovanom tvare: Najprv zvolime fubovolné & a ¢ >
0, nato zvolime matice a vektory G;, h;,; A,i = 1,...,q (G, zdporne definitné) tak,
aby platilo (4.8). Nasledne zvolime [ubovolné, kladne definitné matice D a G, a zo
vztahov (4.3) - (4.6) dopoc¢itame vektory b,t. Na zaver uré¢ime h z rovnice (4.2).

Schematicky popis implementécie tohto postupu je nasledovny:

Krok 1 : Inicializdcia. Zvol n (pocet premennych), m (pocet ohraniceni), 0 < ¢ < m (pocet
kvadratickych ohraniceni), m, < m (pocet aktivnych ohranifeni v bode optima),
dalej nastav p > 0 (vzdialenost bodu z° od optimalneho riesenia) a cond > 1 (&islo
podmienenosti matic D, G, G;).

Krok 2 : Vygeneruj Iubovolné & € R™ a Iubovolné také ¢ > 0, ktoré obsahuje m—m, nulovych
prvkov a m, kladnych prvkov.

Krok 3 : Vytvor maticu G = QAQT, kde Q je Iubovoln4 ortogonilna matica a A je diago-

nalna matica s prvkami A; > 0 zvolenymi tak, aby platilo i‘\"“‘a:‘ = cond. Rovnako
uréi G; = Q;A;Q7, pre A; diagonélne s prvkami A;; < 0 zvolenymi tak, aby platilo
i‘\—‘r’:: = cond.

Krok 4 : Zvyol’ d > 0 tak, aby ?1,:&: = cond, a poloz D = diag(d).

Krok 5 : Vygeneruj maticu A a vektory h;,i = 1,...,q tak, aby platilo (4.8), a dopo¢itaj
vektory b, t podla

ti=12"Giz+h/2-0; aku;=0 1
l: 7"'7Q)
t; = 18"Giz + hlé ak u; >0
bi=a2 -0, aku, ;=0 |
1=1, ,m —(q,
bi = aT:i: ak Ug+i >0

pricom 6; > 0 st ndhodné ¢isla.
Krok 6 : Z (4.2) dopocitaj h.
Krok 7 : Zvol ndhodne vektor s a poloz x° = & + pHT‘?”.
Krok 8 : Vystup : Matice a vektory dat &, %, D, G, h, G;, h;, t, A, b, z°.

Parametrami generatora st konstanty {n,m,m,,q, p,cond}, ktorych rozlicnym na-
stavenim budu vznikat tlohy s roznymi charakteristikami. Toto vyuzijeme pri vyko-
navani numerickych experimentov.

Vsimnime si eSte, ze algoritmus nasho generatora tloh zabezpedi platnost pod-

mienky ostrej komplementarity (1.23). Maticu D pri generovani volime diagonélnu.

99



4.2 Implementacie algoritmov

Na tomto mieste sa budeme venovat popisu algoritmov, ktoré pouZijeme na nume-

rické experimentovanie. Konkrétne sa bude jednat o:

(a) Klasicky aloritmus Rockafellara, kde pouzijeme dva rdzne pristupy pre odhad
multiplikdtorov: odhad prvého radu a odhad druhého radu.

(b) Algoritmus nelinedrneho skalovania pre vybrant transformacént funkciu ¢ €
Pieq-

(c) Algoritmus PDNRD Polyaka a Grivu.

(d) ,Fischerov* algoritmus v dvoch verzidch, ktoré nazveme ,klasicka“ a ,modifi-

kovand“.

Detaily Newtonovho algoritmu na voln minimalizaciu a algoritmov na vyhla-
ddvanie na 1u¢i mozno najst v Prilohe. Predtym, ako pristipime ku konkrétnym

implementaciam algoritmov, zadefinujme funkciu

1<i<m

v(a.y) = max { IV.Liz. ). - min (0@}, 3 @)l - min tw | @9

ktort nazveme ,merit“ funkciou a budeme 1ou merat kvalitu aproximécie jednotli-
vych itera¢njch bodov (x*, y*), kedZe pre vietky uvazované algoritmy plati & = 9.
Predpokladame, ze vstup je vhodne skalovany.

Na zaver prezradme, ze vSetky algoritmy sme naprogramovali v prostredi MAT-
LAB (verzia 7.12). Kvoli snahe o zrychlenie niektorych vypoctov kombinujeme kla-
sické .m stbory so skompilovanymi ¢astami kédu jazyku C v podobe .mex stborov,
v ktorych vyuzivame FORTRANovské funkcie z kniznice BLAS. KedZe sme chceli
pouzit na testovanie aj spominany testovaci balik CUTEr, museli sme pracovat pod
operac¢nym systémom LINUX (distribuicia Ubuntu, v11.04). Implementécia, ktora je
Specidlne urcena pre vystup generatora tuloh je vSak po vhodnom prekompilovani

spustitelna aj pod operaénym systémom Windows.

4.2.1 Rockafellarov algoritmus

Pripomenme oznacenia Rockafellarovej rozsirenej Lagrangeovej funkcie

Lr(z,y) = f(x)+ _Z Pr(g:(x),y,),
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s Rockafellarovou penaliza¢nou funkciou

1e2 _
Paleon) = 252 &n pre§<n‘

— 5 pre § > 1

Algoritmus Rockafellara, ktory sme teoreticky popisali v ¢asti 2.2, sme implemento-

vali nasledovne:

Krok 1 :

Krok 2 :
Krok 3 :

Krok 4 :
Krok 5 :

Krok 6 :
Krok 7 :

Inicializacia. Uréi konstanty e (terminaéné kritérium), rmax < 10%, 75, € [2,10] (kon-
Stanty pouZité na zmenu parametra r), ¢ (ofakavany pokles porusenia pripustnosti),
konstanty 0 < vy < 1, odhad = 1 a 0 < L < 1, a uréi hodnotu r® > 0. Poloz
Yy =(1,...,)Tak=0.

AK v(zF, y*) < &, STOP, Vystup : =¥, y*.

Poloz § = multiplier(z¥, y* odhad), oznaé g* = || V. Lr(z*,y")| a pouzi Newto-
novu metédu na priblizntt minimalizaciu funkcie £g (-, y*) na R™, bod minima oznaé

2P+, V tomto bode musi platit
L
IVeLr (@ 4| < 19— y"|| + max{1, Vi¥|g*[|}e.
ok

Poloz y**! = multiplier (zF*!, y*, odhad).

Ozna 6 = 22el0@ )l AK 6, > 6, POTOM ' = min{rupr®, 7%, ),
INAK rk+l = pk,

AK v(xF! y* 1) < v, POTOM odhad = 2.

k =k-+1, CHOD NA KROK 2.

Pomocnéa funkcia multiplier(x,y, odhad) :

Krok 1 :

Krok 2 :

AK odhad = 1, potom g, = max[0,y; — rg;(x)],i =1,...,m.
AK odhad = 2, potom

p=y - [V,dny)] x
{vydR(m V(@) [V2,Lr(zy)] | VeLn(e y)} :

a ¢y, = max[0,y;],7 = 1,...,m, prifom vyznam a hodnoty symbolov V,dr(y) a
Vyydr (y) ndjdeme definované v Casti 2.2.1.

Vystup : g.

Kréatky komentar k uvedenej implementacii: Najvicsia vypoctova naroc¢nost algo-

ritmu sa sustreduje v kroku 3, v ktorom minimalizujeme Rockafellarovu rozsirent

Lagrangeovu funkciu, pricom terminac¢né kritérium je inspirované vetou 2.2. Parame-

ter Ve urcuje, ktori metddu odhadu multiplikatorov pouzijeme. Ak sa nachadzame
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,daleko“ od optimalneho riesenia (v(x*, y*) je velké), pouzijeme odhad prvého radu,
pre malé hodnoty merit funkcie pouzijeme odhad druhého radu. Parameter v, teda
urcuje, kedy povazujeme vzdialenost za mali a kedy za velkd. Pri experimentoch
budeme pouzivat dva varianty: v prvom zvolime vgy = 0 (vzdy pouzijeme odhad
prvého radu), v druhom v,y = 1 (pouzijeme oba odhady).

Parameter » menime, ak algoritmus vykazuje velmi pomalé zniZovanie nepripust-

k

nosti bodov (z*, y*). Ak pomer hodnot nepripustnosti dvoch po sebe idtcich iteracii

je viacsi ako ocakévana hodnota §, zmenime r podla vztahu v kroku 5, inak pone-
chame 7 bezo zmeny (pre detaily pozri [8]).

V experimentoch pouZivame rpyax =5 - 10°, 74, = 6,6 = 0.5, L = 0.9, % = 10.

4.2.2 Nelinearne skalovanie

Implementécia tohto algoritmu je velmi podobné ako implementécia Rockafellarovho
algoritmu. Pripomenme, ze uvazujeme

m

Lanle,y) = (@) + 3y (o), (4.10)

i=1

kde sme zvolili

2 < O7
¥(§) = 61 §opress (4.11)
e —1 preé& > 0.

Schematickd implementéaci algoritmu:

Krok 1 : Inicializ4cia. Urdi konstanty e (termina¢né kritérium), rmax < 105, s, € [2,10] (kon-
Stanty pouZité na zmenu parametra r), ¢ (o¢akavany pokles porusenia pripustnosti),
0 < L <1, a uré hodnotu r° > 0. Poloz y° = (1,...,1)T a k = 0.

Krok 2 : AK v(zF, y*) < e, STOP, Vystup : =, y*.

Krok 3 : Poloz § = —¥(rg(z*))y*, ozna¢ g* = ||V,Lxr (2", y")|| a pouzi Newtonovu me-
tédu na priblizntt minimalizaciu funkcie Lxgr (-, ¥*) na R™, bod minima ozna¢ x*+1.

V tomto bode musi platit
L
IV Lxn(@ g8 < g — g + max{1, ViFlg ).

Krok 4 : Poloz y**! = —W/(Tg($k+1))yk-
Krok 5 : Oznaé 6, = %mv AK 6, > 6, POTOM rkt+1 = min{rstprk,f%,rmax}7

INAK 7F+1 = ok,
Krok 6 : k=k+ 1, CHOD NA KROK 2.
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Vidime, ze schematicky algorimus je takemr totozny ako Rockafellarov algorit-
mus. Uvazujeme iba odhad multiplikatorov prvého radu. Rovnako ako v pripade Roc-

kafellarovho algoritmu pouzivame ryax = 5+ 10°, 14, = 6,0 = 0.5, L = 0.9, 7° = 10.

4.2.3 Algorimus PDNRD Polyaka a Grivu

Schematicky popis uvedeného algoritmu Polyaka a Grivu sa bude od predoslych
pripadov mierne odliSovat. V algoritme vyuzijeme funkcie definované vzfahmi (4.10)
a (4.11):

Krok 1 : Inicializdcia. Ur¢i konstanty e (termina¢né kritérium), rmax < 105, g, € [2,10] (kon-
Stanty pouZité na zmenu parametra r), ¢ (o¢akavany pokles porusenia pripustnosti),
0<L<1,0<6<0.5 auré hodnotu 7° > 0. Poloz y° = (1,...,1)T a k = 0.

Krok 2 : AK v(zF, y*) < e, STOP, Vystup : =, y*.

Krok 3 : Najdi Az, Ay zo sustavy

V2, L(z*, y") —Vg(w’“)T] [Aw] _ [—VmL(wk’yk)] (4.12)
r¥” (rg(x"))YVg(z"*) I Ay vy | |

kde Y = diag(y") a g = —¥'(rg(z*))y*. Poloz it = kb ¢ Az, yhiT = b + Ay
Krok 4 : AK v(zh™ ¢5M) < min{l — 6,v(z" y*)'>=%}, POTOM poloz z*+! =

ah L gkt = bl gkl — (gt gkt =1 — k41, CHOD NA KROK 2.
Krok 5 : Poloz § = —¥'(rg(z*))y*, ozna¢ g* = ||V,Lxr(x",y")|| a pouzi Newtonovu me-

tédu na pribliznti minimalizaciu funkcie Lxgr (-, ¥*) na R™, bod minima ozna¢ x*+1.

V tomto bode musi platit
L
IV Lxn(@* yh) | < g — o] + max{1, ViFlg ).

Krok 6 : Poloz y*! = —‘I’/(Tg(wk+1))yk«

Krok 7 : Oznaé §;, = maxi {—gi(@ T} AR 5 > 8, POTOM rF+! = min{rstprk,r%,rmax},

max; {—gi(z*)}

INAK 7kt1 = pk,
Krok 8 : k=k+ 1, CHOD NA KROK 2.

Algoritmus je vlastne kombinaciou primarno-dualneho algoritmu a nelinearneho ska-
lovania. V kazdej iteracii sa pokisime najprv spustit primarno-duélnu metédu. Ak
novy itera¢ny bod generovany touto metédou dostatocne neznizi hodnotu merit funk-
cie (krok 4), znamené to, Ze sa eSte nachddzame prili§ daleko od primarno-duélneho
riefenia. Na ziskanie nového bodu (z**1, y*!) potom pouZijeme klasickti nelinedrne
skalovaciu metédu tak, ako sme popisali v zévere casti 3.2. Mozeme si vSimnuf, Ze zo

ststavy (4.12) vynechavame regulariza¢ny ¢len (porovnaj s (3.18)). Dovod je ten, ze
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vetky tlohy generované algoritmom z ¢asti 4.1 spliiaji V2_L(z, y) > 0 pre lubovolné
ray>0.

Parametre algoritmu v experimentoch volime 7. = 510, 74, = 6,0 = 0.5, L =
0.9,7° = 10,0 = 0.35.

4.2.4 Fischerove algoritmy

Algoritmy uvedené v casti 3.4 st zaloZené na pouziti Fischerovej funkcie na transfor-
maciu KKT suastavy. Prvy algoritmus, ,klasicky“, bude zalozeny vylucne na rieseni

tohto transformovaného systému.

Krok 1 : Inicializacia. Ur¢i konstanty ¢ (termina¢né kritérium), 0 < p (korekcia Fischerovej
funkcie). Poloz y° = (1,...,1)T a k = 0.

Krok 2 : AK v(z* y*) < ¢, STOP, Vystup : =¥, y*.

Krok 3 : N&ajdi Az, Ay zo sustavy

V2 L(z*, y") —wwk)T] lAw} - l ~V,L(x*, y")
D. V(") D; Ayl | =Pru(g(ah), y*)

kde presné definicie diagonalnych matic a funkcie ®, najdeme v casti 3.4.

] : (4.13)

Krok 4 : Najdi priblizné riesenie A* tlohy

A = argmin {||[F(w® + A"}, F(w) =

Va.L(z,y) 1

<DF,u(g(w)ay) 7
kde wk = (z*,y*) a s* = (Az, Ay).

Krok 5 : Poloz "1 = % + M Az, y" = max(0,y* + \e(Ay)il,i=1,...,m.

Krok 6 : k= k+ 1, CHOD NA KROK 2.

Algoritmus je vlastne implementaciou Newtonovej metédy na rieSenie sustavy
rovnic (3.37), (3.38). Zaroven ,cielene udrziavame body y* nezédporné a takisto
upustame od regularizacie ststavy (4.13) (rovnaké dévody ako pri algoritme PDNRD
v predchadzajtcej Casti). V experimentoch volime p = m, = 2772,

Druha implementacia Fischerovho algoritmu bude zalozena na kombinacii pre-

doslého algoritmu a nelinearne skalovacieho algoritmu.

Krok 1 : Inicializdcia. Uré¢i konstanty ¢ (termina¢né kritérium), rmax < 108, 74 € [2,10] (kon-
Stanty pouZité na zmenu parametra r), 0 (ocakavany pokles porusenia pripustnosti),
0 < L <1,0 < pu (korekcia Fischerovej funkcie), 0 < veiy < 1, alg = 2 a uréi 0.
Poloz y° = (1,...,1)T a k= 0.

Krok 2 : AK v(zF,y*) < ¢, STOP, Vystup : =, y*.
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Krok 3 : AK alg =1, POTOM CHOD NA KROK 3, INAK CHOD NA KROK 6.
Krok 4 : Najdi Az, Ay zo sustavy

V2, L(z", y") —wwﬂ [Aw} _ l ~V,L(z",y")

, 4.14
D, Vg(z") Dg Ay ~®py, (g(w’“)vy’“)l (41

kde presné definicie diagonalnych matic a funkcie ®r,, najdeme v Casti 3.4.
Krok 5 : Poloz ! = zF + Az, y?™! = max[0,y* + (Ay)i],i=1,...,m, , k = k+1, CHOD
NA KROK 2.

Krok 6 : Poloz g = —¥/(rg(z"))y", ozna¢ g* = |V, Lnr(z", y")| a pouzi Newtonovu me-

tédu na pribliznti minimalizaciu funkcie Lxgr (-, ¥*) na R™, bod minima oznaé x*+1.

V tomto bode musi platit
L .
Ve Lrr(2* 3" < el y" || + max{1, Vrk||g*||}e.

Krok 7 : Poloz y*! = — W/ (rg(zk 1)) y*.
Krok 8 : Oznac¢ J, = M, AK &, > 4, POTOM 71 = min{rstprk,r%,rmax},

max; {—g;(z*)}

INAK 7F+1 = ok,
Krok 9 : AK v(z**!, y**1) < vei, POTOM poloz alg = 1.
Krok 10 : k =k + 1, CHOD NA KROK 2.

Tento postup je vlastne heuristickym spojenim dvoch odlisnych algoritmov. V
prvych iterdciach budeme najprv vykonavat klasicky algoritmus nelinearneho skélo-
vania, pokym nedostaneme dvojicu ¥, y*, ktorej merit funkcia mé mensiu hodnotu
ako Vi Potom prepneme na Fischerov algoritmus (v testoch volime vy = 0.1,
vSetky ostatné konstanty volime rovnako ako v povodnych algoritmoch).

Ostatné parametre uz tradicne volime ryax = 5-10°, 75, = 6,0 = 0.5, L = 0.9, u =
2752 9 = 10.

4.3 Vysledky experimentov

Po struénom popisani implementacie jednotlivych algoritmov mdéZeme pristipit k
vykonaniu jednotlivych numerickych experimentov. Budeme si v&imaf najmi vplyv
zmeny velkosti tlohy (vyjadrent po¢tom premennych n a po¢tom ohraniceni m), po-
meru aktivnych ohraniceni k ich celkovému poctu (t.j. bude nas zaujimat pomer %< ),
pomeru kvadratickych ohraniceni (t.j. £) a nakoniec vplyv zmeny ¢isla podmiene-
nosti matic (determinujucich funkcie (4.1)) na kvalitu dosiahnutych rieseni. Kvalitu

budeme posudzovat tymito kritériami:
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(a) Absolatne odchylky polohy dosiahnutych aproximacii Z,y od zndmych opti-
mélnych rieSeni &, ¢, t.j. budi nés zaujimat vzdialenosti | — &|| a ||y — ]|

(b) Vysledna norma gradientu klasickej Lagrangeovej funkcie ||V, L(Z, )| (ozna-
¢ime GRAD).

(c) Porusenie komplementarity, vyjadrené pomocou )", |y,g:(€)| (KOMP).

(d) Porusenie pripustnosti, t.j. max { max;{—g;(z)}, max;{—y,}} (PRIP).

(e) Casova naro¢nost v sekundach.

(f) Pocet vykonanych makroiterdcii (hodnota konstanty k vo vSetkych algorit-
moch).

(g) Pocet vykonanych mikroiteracii (pocet iteracii vykonanych Newtonovou mi-
nimaliza¢nou metédou plus pocet rieSeni $pecidlnych sustav (4.12), (4.13) a
(4.14)).

V kazdom experimente vykoname pozorovania na sérii 10 ndhodne generovanych
uloh. Vysledky testov potom uvedieme v tabulkach, v ktorych kazdy z riadkov bude
obsahovat priemerné idaje z testovanej série. V tabulkach budeme oznacovat imple-
mentované algoritmy skratkami:

AL_NR - Algoritmus rozsirenej Lagrangeovej funkcie pouzivajici funkcie nelinear-
neho skalovania.

AL _ROCI1 - Algoritmus rozsirenej Lagrangeovej funkcie pouzivajuci Rockafella-
rovu funkciu a odhad multiplikatorov prvého radu.

AL_ROC1 - Algoritmus rozsirenej Lagrangeovej funkcie pouzivajici Rockafella-
rovu funkciu a kombinovany odhad multiplikdtorov (prvého aj druhého radu).

FIS1 - Klasicka verzia Fischerovho algoritmu.

FIS2 - Modifikovana verzia Fischerovho algoritmu.

POL - Polyakov a Grivov algoritmus PDNRD.

Algoritmy sme testovali na po¢itaci s procesorom Pentium(R) Dual-Core 2.10 GHz a
s 3Gb operacnej pamiite typu DDR3, pouzivajuci operacny systém Linux (distrubtcia
Ubuntu, v11.04).

Predtym, ako pristipime k vykonaniu spominanych experimentov, demonstru-

jeme funkcénost algorimov na priklade malych rozmerov.
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4.3.1 TIlustracny priklad

Na ilustraciu sme vybrali priklad zo zndmej zbierky testovacich tloh Hocka a Schitt-
kowského (pdvodné zadania je mozné najst v [42]), konkrétne priklad s oznacenim
HS65 (priklad malych rozmerov s n = 3 a m = 7). Jeho formulacia je nasledovna:

(.’Dl + xo — 10)2

minimalizovat (x; — x3)* + 5 + (3 — 5)?
za podmienok 48 —x? —x2 — x2 >0 (4.15)
45 <w; <45, i=1,2
-5 S I3 S 5.

Kedze analyticky vypocet presného rieSenia je pomerne naro¢ny (vyzaduje riesit
polynémy stvrtého stupiia), v nasledujtcej tabulke namiesto odchyliek poloh riesenia

(kritérium (a)) uvedieme funkénti hodnotu vo vyslednom bode (oznacime f = f()).

Pouzili sme terminacné kritérium ¢ = 107Y, Startovaci bod je urceny ako x° =
T
(—5,5,0)7.
HOCK & SCHITTKOWSKI, p. 65
_ pocet Casova
ALG f GRAD KOMP PRIP o . > mikroit. | )
iteracii narocnost
AL_NR 9.535E—01 2.254E—11 1.330E—12 8.043E—270 4 11 0.052
AL_ROC1 9.535E—01 3.178E—11 3.502E—15 2.737TE—231 4 11 0.049
AL_ROC2 9.535E—01 8.882E—16 8.756E—16 8.043E—270 3 10 0.048
FIS1 9.535E—01 3.528E—11 2.032E—14 2.309E—13 8 8 0.076
FIS2 9.535E—01 2.554E—15 2.382E—14 2.736E—13 7 11 0.037
POL 9.535E—01 3.748E—11 9.862E—31 8.043E—270 4 16 0.070

Tabulka 4.1: RieSenie ilustra¢ného prikladu

Vidime, Ze vSetky pouzité algoritmy konverguju velmi rychlo k optimalnemu rie-
seniu ulohy. Metdéda Rockafellara dosahuje presnejsie vysledky pri pouziti odhadu
druhého radu, ¢o sme intuitivne ocakavali. Velmi dobre sa ukazuji aj Fischerove

metody a takisto PDNRD algoritmus Polyaka a Grivu.

4.3.2 Test ¢. 1: Vplyv rozmerov ulohy

Prvy test, ktory vykoname, sa zameriava na sivis zmeny velkosti tlohy (pocet pre-
mennych n a pocet ohranieni m) so zmenou vykonu algoritmov. Budeme si vsi-
mat najmi zmenu poctu iterdcii potrebnych na konvergenciu a takisto na pres-

nost dosiahnutych rieSeni. Nastavenie parametrov generatora bude nasledovné: n =
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100, 200, 300, m = 2n, m, = 0.25m, ¢ = 0.25m, p = 5n a cond = 102, ako toleran¢né

kritérium zvolime ¢ = 1075, V tabulke sumerizujeme vysledky:

TEST &. 1, VYSLEDKY

pocet casova
ALG [l — 2| lg — 9l GRAD KOMP PRIP o> mikroit. | |
iteracii narocnost
n = 100, m = 200, mq = 50, mq = 50, p = 500
AL NR 1.451E—-09 2.994E—06 2.034E—07 5.044E—07 3.633E—08 10.10 32.50 2.639
AL_ROC1 5.000E—10 1.075E—06 5.438E—08 2.800E—07 4.298E—09 14.30 30.40 2.273
AL_ROC2 3.061E—10 8.144E—07 1.589E—08 2.566E—07 5.169E—09  6.90 24.60 1.846
FIS1 2.311E—12 4.546E—09 1.310E—10 5.028E—10 1.298E—10 19.80 19.80 3.754
FIS2 1.084E—-13 2.071E—10 1.164E—10 2.434E—11 7.105E—12 8.60 28.10 2.215
POL 2.026E—11 3.752E—08 5.821E—11 1.441E—08 7.388E—10 9.20 30.20 2.122

n = 200, m = 400, mq = 100, mq = 100, p = 1000

AL.NR 1.236E—09 4.694E—06 1.180E—06 8.743E—07 5.553E—08 11.10 35.30 23.668
AL_ROC1 1.404E—10 3.264E—07 4.036E—07 2.191E—07 2.166E—09 14.40 35.70 21.149
AL_ROC2 2.462E—11 1.663E—11 1.198E—06 4.752E—07 6.705E—09  8.10 30.10 16.846

FIS1 1.103E—12 2.824E—09 1.164E—10 4.970E—10 6.435E—11 21.90 21.90 31.987
FIS2 1.510E—14 1.908E—11 3.492E—10 9.862E—11 3.638E—12 8.70 32.40 17.184
POL 2.241E—11 5.145E—-08 2.328E—10 1.305E—08 1.226E—09 9.20 33.00 16.991

n = 300, m = 600, m, = 150, my = 150, p = 1500

AL.NR 5.006E—10 1.865E—06 2.426E—06 6.524E—07 2.846E—08 11.30 37.50 226.601
AL_ROC1 1.021E—10 2.304E—07 5.632E—07 2.728E—07 1.826E—09 14.50 39.20 179.374

AL_ROC2 4.320E—11 3.214E—11 1.502E—06 5.190E—07 4.158E—09  8.40 32.80 141.009
FIS1 2.486E—09 1.543E—05 4.064E—07 8.822E—07 4.397E—07 23.30 23.30 253.049
FIS2 1.181E—13 6.614E—10 3.492E—10 2.447E—10 1.762E—11 8.30 34.70 162.137
POL 4.920E—11 1.577E—-07 2.328E—10 7.108E—08 5.298E—09 9.10 33.80 154.684

Tabulka 4.2: Stuhrnné vysledky pre test ¢. 1

Vysledky do velkej miery potvrdzuji nase ocakavania. Prijemnym konstatovanim
je fakt, Ze pozadované presnost bola dosiahnutd vo vSetkych pripadoch, odchylky
presnosti polohy & a gy su takisto velmi dobré. V tomto smere sa slubne ukazuju
metédy Studované v Kapitole 3, ¢ize PDNRD algoritmus Polyaka a Grivu a obe
modifikicie Fischerovho algoritmu. VSimnat si mézeme aj vplyv pouZitia odhadu
multiplikdtorov druhého radu na presnost vektora multiplikdtorov ¢ oproti pouzitiu
odhadu prvého radu v pripade Rockafellarovho algoritmu.

Zvacsujaci sa rozmer ulohy vSak viac alebo menej vplyva na pocet vykonanych
iteracii, ale najmi na ¢asovi narocnost. Pocty hlavnych iteracii sa zvic¢suju len ne-
patrne, sumarny pocet Newtonovskych iteracii stipol najviac v pripade Rockafella-

rovho algoritmu (2nd order update), konkrétne o 33%. Rapidny vzrast si vSimneme
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v pripade casovej naroc¢nosti. Tento je sposobeny jednak zmenou rozmerov tulohy, a
takisto zviicSujicim sa poc¢tom kvadratickych ohraniceni, ktoré je nutné vycislovat v

kazdej iteracii.

4.3.3 Test ¢. 2: Zmena poctu ohraniceni

V tomto teste sa zameriame vyluéne na zmenu poc¢tu ohraniceni, kym pocet pre-
mennych ponechdme konstantny. Budeme uvazovat n = 100 a postupne budeme
volit m = 100, 300, 500. Ku kaZdej kombinacii potom priradime ostatné parametre
generatora predpisom ¢ = 0.25m,m, = 0.6n, p = 5n a cond = 10?. Podobne ako v

predoglom teste zvolime ¢ = 1076,

TEST ¢&. 2, VYSLEDKY

. . pocet . casova
ALG [l — & lg — 9l GRAD KOMP PRIP 2> mikroit. L. ;
iteracii narocnost

n =100, m = 100, ma = 60,mq = 25, p = 500

AL.NR 1.110E—09 3.323E—06 2.539E—07 3.649E—07 2.095E—08 11.40 32.50 1.485
AL_ROC1 6.008E—10 1.567TE—06 1.321E—07 3.673E—07 4.690E—09 14.20 30.40 1.246
AL_ROC2 3.190E—10 5.275E—07 1.345E—06 2.254E—07 3.138E—09  7.80 24.20 1.015

FIS1 1.71TE—09 4.834E—06 1.328E—07 1.535E—07 7.430E—08 18.30 18.30 1.971
FIS2 4.410E—-12 1.081E—08 4.578E—09 1.970E—09 2.735E—10 7.70 25.90 1.104
POL 2.492E—10 5.010E—-07 1.110E—10 1.173E—-07 8.925E—09  9.50 29.40 1.100

n = 100, m = 300, m, = 60, mq = 75, p = 1000

AL.NR 3.665E—08 2.948E—05 9.813E—06 4.209E—07 2.045E—08 11.30 34.70 4.175
AL_ROC1 7.116E—10 2.058E—06 9.482E—08 5.649E—07 7.176E—09 13.80 32.80 3.596
AL_ROC2 7.545E—11 1.490E—07 4.058E—07 9.406E—08 1.564E—09 8.50 27.60 3.141

FIS1 4.559E—09 5.459E—-06 8.165E—06 1.883E—07 9.350E—08 21.30 21.30 6.424
FIS2 1.236E—11 2.643E—08 6.275E—08 1.864E—08 9.334E—10  8.00 28.90 3.210
POL 2.290E—09 5.618E—06 2.832E—10 3.725E—07 3.503E—08  9.00 31.40 3.193

n = 100, m = 500, m, = 60, mq = 125, p = 1000

ALNR 2967E—09 6.626E—06 3.704E—07 2.999E—07 1.271E—08 11.40 34.20 6.481
AL_ROC1 7.771E—10 2.024E—06 7.080E—08 5.149E—07 8.199E—09 13.80 32.50 5.654
AL_ROC2 9.382E—11 1.723E—07 3.505E—08 9.180E—08 1.188E—09  8.00 27.10 4.952

FIS1 1.289E—-09 2.125E—06 3.307TE—06 2.125E—07 6.695E—08 22.90 22.90 11.915
FIS2 4.189E—09 5.152E—06 6.274E—05 1.545E—07 6.452E—09  8.40 28.80 5.185
POL 6.019E—-10 1.284E—-06 2.197E—10 2.053E—07 1.566E—08 9.70 31.30 5.081

Tabulka 4.3: Stuhrnné vysledky pre test ¢. 2

Vidime, Ze presnost dosiahnutych rieSeni primarnej premennej & aj duélnej pre-

mennej ¥ je v kazdom z nastaveni parametrov takmer rovnaka. Zaujimava je najmé
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takmer rovnaké dosiahnuté presnost pre y, kedze prave pocet multiplikdtorov sa v
ramci testu zvysuje. VSetky algoritmy produkuji porovnatelne presné riesenia, hoci v
niektorych pripadoch nedosahuje norma gradientu Lagrangeovuj funkcie pozadovant
presnost.

Casova naro¢nost méa podla o¢akavania rastiicu tendenciu, kedZe viac ohrani¢eni
znamena viac ich vycisleni. Narast vsak nie je taky markantny ako v pripade pred-
chadzajuceho testu. Situdcia ohfadom poctu vykonanych iteracii nie je jednoznacné:
v niektorych pripadoch pozorujeme mierny narast, v inych pripadoch stagnaciu ¢i
dokonca mierny pokles. Prevazujuci trend je vsak mierne rastuci.

V ramci tohto testu teda uspeli vSetky porovnavané algoritmy, co je uspokojivé.

4.3.4 Test ¢. 3: Zmena poctu aktivnych ohraniceni

V doterajsich testoch sme sa prilis nezameriavali na pomer poc¢tu aktivnych ohrani-
¢eni k ich celkovému poctu. V prvom teste bol tento pomer konstantny, v druhom
sa vplyvom zmeny poc¢tu ohraniceni nepriamo menil. V tomto teste sa zameriame
vyluéne na skiimanie vplyvu daného pomeru na iteraénii a ¢asovil naroc¢nost, a ta-
kisto na presnost dosiahnutych rieSeni. Zvolime n = 100,m = 100,q = 50,p =
500, cond = 10? a budeme uvazovaf pomery e = 0.1,0.4,0.7,0.95. Tradi¢ne bu-
deme volit ¢ = 107°.

Z vysledkov uvedenych v tabulke 4.4 opit vidime, Ze dosiahnuté presnost ¢i uz
primarnej premennej & alebo dualnej premennej 4 je vo vSetkych skiimanych scena-
roch takmer rovnaka. Mierny pokles si mézeme vSimnif az pri nastaveni ™= = 0.95.

Prave v tomto teste je najlepSie vidief rast poctu iteracii, ¢i uz hlavnych itera-
cii alebo suméarneho poc¢tu Newtonovskych iteracii. Pri zvySovani poctu aktivnych
ohraniceni sa stale viac ohraniceni realizuje v optiméalnom bode ako rovnosti, a tento
fakt zrejme stazuje konvergenciu algoritmov. Najlepsie je tento fakt vidief pri pre-
chode 7= : 0.7 — 0.95. Pri tomto nastaveni v niektorych pripadoch mierne klesa
dosiahnuté presnost vektora multiplikdtorov a takisto normy gradientu Lagrange-
ovej funkcie. Priamym dosledkom zvysSovania poctu iteracii je aj zvysenie Casovej

naroc¢nosti.
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TEST ¢. 3, VYSLEDKY

L . pocet L casova
ALG [l — 2| lg — 9l GRAD KOMP PRIP o . > mikroit.
iteracii narocnost
n =100, m = 100, mq = 10, q = 50, p = 1000
AL_NR 7.865E—08 1.354E—05 1.889E—06 5.512E—07 1.917E—08 10.40 30.10 2.467
AL_ROC1 1.629E—09 6.107TE—07 3.148E—09 4.634E—07 4.068E—08 11.50 27.90 2.096
AL_ROC2 5.8890E—10 1.462E—07 6.425E—07 1.408E—07 1.222E—08 6.00 22.50 1.760
FIS1 1.518E—11 2.178E—09 7.233E—09 7.272E—09 1.441E—09 16.90 16.90 3.096
FIS2 4.585E—13 5.916E—11 5.937TE—10 4.540E—10 4.354E—11 5.80 24.60 1.836
POL 8.523E—10 2.339E—07 5.251E—10 1.743E—07 2.600E—08 6.30 25.30 1.816
n = 100, m = 100, m, = 40, ¢ = 50, p = 1000
AL_NR 1.940E—09 3.252E—06 1.344E—07 4.551E—07 3.934E—08 10.40 31.90 2.548
AL_ROC1 5.438E—10 8.460E—07 3.024E—08 4.007TE—07 1.111E—08 13.10 29.90 2.137
AL_ROC2 1.268E—10 1.880E—07 1.0056E—08 1.186E—07 2.424E—09 7.70 24.70 1.807
FIS1 1.961E—10 2.101E—07 1.779E—08 8.152E—08 8.718E—10 18.60 18.60 3.359
FIS2 3.309E—12 1.830E—09 2.856E—08 1.733E—08 3.879E—10 7.20 26.60 1.958
POL 2.433E—10 3.228E—07 1.135E—10 9.221E—08 1.142E—-08 8.40 28.10 1.887

Tabulka 4.4: Sthrnné vysledky pre test ¢. 3

TEST ¢&. 4, VYSLEDKY

~ N pocet L casova
ALG [l — 2| lg — 9l GRAD KOMP PRIP o . > mikroit.
iteracii narocnost
n = 100, m = 100, mq = 70, g = 50, p = 1000
ALNR 1.290E—09 4.342E—06 8.152E—07 3.547E—07 1.730E—08 11.10 34.10 2.678
AL_ROC1 7.262E—10 2.410E—06 1.971E—07 4.204E—07 7.085E—09 14.10 33.00 2.311
AL_ROC2 6.470E—10 8.283E—07 7.048E—06 4.872E—07 6.288E—09  7.60 26.20 1.893
FIS1 6.411E—10 1.641E—06 3.309E—07 1.388E—07 2.225E—08 19.60 19.60 3.605
FIS2 1.104dE—09 2.286E—06 6.493E—05 2.931E—08 1.393E—09  8.00 28.50 2.066
POL 2.418E—10 6.405E—07 1.019E—10 7.732E—08 7.827TE—09  9.90 31.40 2.025
n = 100, m = 100, mq = 95,9 = 50, p = 1000
ALNR 4.120E—09 7.758E—05 2.381E—05 4.426E—07 1.461E—08 13.60 39.70 3.099
AL_ROC1 2.210E—09 4.007TE—05 7.493E—06 3.723E—07 3.827TE—09 15.60 36.70 2.499
AL_ROC2 1.367TE—09 8.513E—06 2.332E—05 2.993E—07 3.149E—09 9.00 28.60 2.031
FIS1 1.466E—09 1.563E—05 4.061E—08 1.208E—07 1.723E—08 30.50 30.50 5.486
FIS2 3.132E—-10 2.665E—06 6.430E—07 6.247E—08 6.630E—09  8.60 29.10 2.102
POL 2.836E—09 5.838E—05 2.119E—05 3.335E—07 1.352E—08 14.00 39.10 2.417

Tabulka 4.4: Sthrnné vysledky pre test ¢. 3, pokracovanie

4.3.5 Test €. 4: Zmena poctu kvadratickych ohraniceni

Teraz sa zameriame na sledovanie vplyvu pomeru kvadratickych ohraniceni k celko-

vému poctu ohraniceni. D4 sa ocCakavat, Ze tloha s vic¢sSim podielom nelinearnych
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funkcii bude tazsie riesitelna. Za tymto ucelom zafixujeme n = 100, m = 100, m, =
40, p = 500, cond = 102, postupne budeme volit ¢ = 10, 30, 70,95 a uvidime, ¢i sa

nase domnienky potvrdia.

TEST ¢. 4, VYSLEDKY

. L pocet o casova
ALG [l — & g — 9l GRAD KOMP PRIP 5" mikroit. L. ;
iteracii narocnost

n = 100, m = 100, m, = 50, ¢ = 10, p = 1000
AL.NR 1.597E—09 3.247TE—06 1.254E—07 4.973E—07 2.563E—08 10.90 29.10 0.749
AL_ROC1 7.266E—10 1.444E—06 3.559E—08 5.284E—07 7.750E—09 13.50 28.30 0.698
AL_ROC2 2.957TE—10 9.136E—06 1.084E—06 3.831E—07 2.988E—08 7.40 22.40 0.536
FIS1 6.925E—10 1.588E—06 4.069E—08 1.448E—07 3.371E—08 16.90 16.90 1.023
FIS2 2.956E—12 6.128E—09 1.717E—10 2.725E—10 1.507E—10 7.40 23.00 0.552
POL 7.880E—10 1.509E—06 1.019E—10 2.199E—07 3.608E—08 8.70 26.00 0.553

n = 100, m = 100, m, = 50, ¢ = 40, p = 1000
AL_NR 1.564E—09 3.054E—06 2.606E—07 4.911E—07 3.215E—08 10.30 32.20 2.145
AL_ROC1 7.809E—10 1.282E—06 5.090E—08 5.295E—07 1.016E—08 13.20 30.30 1.786
AL_ROC2 8.742E—11 1.130E—07 1.313E—08 7.994E—08 1.321E—09 7.90 25.50 1.604
FIS1 5.972E—10 1.101E—06 6.025E—08 2.262E—07 4.484E—09 17.90 17.90 2.760
FIS2 4.141E—11 5.472E—08 5.219E—08 2.394E—08 2.212E—09 7.30 26.30 1.607
POL 2.334E—10 2.888E—07 1.048E—10 6.979E—08 6.905E—09 8.80 29.80 1.638

n = 100, m = 100, m, = 50,q = 70, p = 1000
AL_NR 1.157TE—09 2.453E—06 2.575E—07 3.424E—07 3.415E—08 10.40 32.10 3.532
AL_ROC1 7.036E—10 1.446E—06 5.795E—08 5.515E—07 1.578E—08 13.00 30.40 3.196
AL_ROC2 7.041E—11 1.152E—07 1.856E—08 6.677TE—08 1.852E—09 7.90 25.30 2.569
FIS1 1.896E—10 2.416E—07 2.196E—08 1.003E—07 2.734E—09 18.40 18.40 4.864
FIS2 1.821E—11 2.565E—08 1.175E—07 5.222E—08 1.139E—09 7.00 26.70 2.742
POL 6.808E—10 9.970E—07 1.426E—10 1.790E—07 2.840E—08 8.20 28.80 2.930

n = 100, m = 100, m, = 50, = 95, p = 1000
AL.NR 1.655E—09 1.376E—06 5.020E—08 3.736E—07 3.770E—08 10.00 32.20 4.577
AL_ROC1 7.738E—10 1.096E—06 2.468E—08 4.672E—07 3.109E—08 12.10 29.70 3.821
AL_ROC2 8.417E—11 1.111E—07 1.256E—08 1.046E—07 2.687E—09 6.50 24.20 3.359
FIS1 8.125E—11 8.729E—08 6.0156E—07 7.058E—08 3.353E—09 18.80 18.80 6.329
FIS2 1.3056E—13 1.909E—10 4.540E—10 4.197TE—10 8.728E—12 5.90 26.20 3.520
POL 5.942E—10 7.886E—07 3.347TE—10 1.448E—07 2.981E—08 6.90 27.70 3.500

Tabulka 4.5: Sthrnné vysledky pre test ¢. 4

Vysledky testu st viac ako zaujimavé. Ukazuje sa totiz, Ze okrem zvySovania
¢asove] narocnosti (¢o sa ocakavalo, kedze vycislenie kvadratickych ohraniceni je
narocnejsie ako linearnych) nedochadza k ziadnej vyraznej zmene vo vSetkych os-
tatnych sledovanych veli¢inach. Pri pouziti metod vyuzivajicich informacie druhého

radu vSak v pripade kvadratickych funkcii nedochadza k strate informéacie. To je
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jedno z moznych vysvetleni vysledkov.

Dosiahnuté vysledky st opét velmi presné, vSetky algoritmy skonvergovali k dos-
tatoCne presnym aproximaxiam skutocnych rieseni, pricom pocet iteracii zostal re-
lativne maly. Uvidime, ¢i sa situacia zmeni, ak na testovanie pouzijeme tulohy, kde

Hessove matice funkcii tychto tloh budu zle podmienené.

4.3.6 Test ¢. 5: Zmena c¢isla podmienenosti

Na zaver este vykoname test na zle podmienenych tlohéch. Zafixujeme preto
n = 100,m = 200,m, = 80,q = 50,p = 500 a budeme volit rozne ¢isla pod-
mienenosti matic vystupujicich v definiciach funkecii (4.1), konkrétne vysktasame

cond = 10,10°,10'2. Vysledky sumarizuje nasledujtica tabulka.

TEST &. 5, VYSLEDKY

L . pocet . casova
ALG |z — 2| lg — 9l GRAD KOMP PRIP >~ mikroit.

iteracii naroé¢nost

n = 100, m = 200, m, = 80, ¢ = 50, p = 1000, cond = 10

AL.NR 1.624E—09 3.347TE—06 1.587E—06 4.086E—07 1.421E—08 11.30 40.30 3.210
AL_ROC1 1.243E—09 2.846E—06 4.636E—07 5.089E—07 5.311E—09 14.20 39.30 2.844
AL_ROC2 6.874E—10 1.035E—06 5.768E—07 4.903E—07 5.132E—09  7.60 31.60 2.394

FIS1 3.263E—-10 5.064E—-07 2.467E—08 6.824E—-08 5.679E—09 25.30 25.30 4.924
FIS2 1.894E—-12 3.896E—09 2.101E—-10 3.111E—-10 7.325E—11 8.50 34.80 2.567
POL 4.273E—-10 7.497E—-07 7.331E—11 1.461E—07 7.603E—09 10.40 37.20 2.485

n = 100, m = 200, m, = 80, ¢ = 50, p = 1000, cond = 10°

AL.NR 1.519E—09 7.074E—05 9.180E—05 4.364E—07 1.575E—08 12.90 33.70 2.544
AL_ROC1 1.276E—09 5.674E—05 8.837TE—07 5.920E—07 6.178E—09 15.10 29.60 2.057
AL_ROC2 1.144E—10 1.204E—05 1.656E—03 1.934E—07 3.638E—09 8.90 23.20 1.666

FIS1 5.426E—10 1.735E—05 4.734E—08 1.487E—07 1.833E—08 27.50 27.50 5.407
FIS2 8.476E—12 1.415E—07 2.055E—06 1.226E—08 3.414E—-10 9.50 25.80 1.764
POL 6.868E—10 2.703E—05 7.451E—10 1.588E—07 7.110E—09 14.20 35.20 2.089

n = 100, m = 200, m, = 80, q = 50, p = 1000, cond = 1012

AL.NR 1.590E—09 3.039E—04 8.654E—04 3.712E—07 8.150E—09 13.00 32.20 2.428
AL_ROC1 8.974E—10 1.685E—04 2.968E—06 4.074E—07 3.976E—09 15.70 30.70 2.090
AL_ROC2 1.895E—11 3.217TE—06 2.636E—04 2.681E—08 5.238E—10 8.60 21.30 1.517

FIS1 4.147TE—11 5.254E—-06 2.500E—09 9.421E—09 1.084E—09 31.90 31.90 6.368
FIS2 2.528E—12 4.415E—07 2.073E—08 1.777E—10 1.330E—10 10.00 24.90 1.650
POL 1.252E—09 2.612E—04 6.925E—04 3.870E—07 8.808E—09 15.50 36.00 2.185

Tabulka 4.6: Stuhrnné vysledky pre test ¢. 5

Vysledky st opét zaujimavé. Vyrazné zvysenie ¢isla podmienenosti neviedlo v
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niektorych pripadoch k takmer ziadnemu zhorseniu vykonu algoritmov. Zhrosenie
podmienosti matic determinujtcich funkcie tlohy toriz nemusi automaticky zname-
nat zhorSenie podmienenosti Hessove] matice klasickej ¢i rozsirenej Lagrangeovej
funkcie.

Zaznamenali sme mierny pokles presnosti aproximaxii multiplikdtorov g (napr.
AL NR alebo POL), a takisto velkost normy gradientu Lagrangeovej funkcie v nie-
ktorych pripadoch nedosahuje pozadovanii presnost 107%. Sthrnne v tomto teste

celkom dobre dopadli Fisherove algoritmy.

4.3.7 Zbierka CUTEr

Na zéver vykoname testy na niekolkych vybranych tlohéch zo zbierky prikladov CU-
TEr [18]. Jedn4 sa o zbornik obsahujici priklady na volnt aj viazanti optimalizaciu.

VsSeobecny tvar tloh obsiahnutych v tomto zborniku je

minimalizovat f(x)

za podmienok b; < gi(x) < ¢, i=1 17 (4.16)
( ) == d 7 17 7p
o; <x; < ﬁ L= 1’ '

pre f:R" — R ¢ :R* —-R@GE=1,...m)ah :R*" —R@GE=1...,p).
Niektoré prvky vektorov b, « moze byt —oo a analogicky moze byt niektoré prvky
¢, B rovné oo. Ulohy vykazuju rozne stupne nelinearity, zbierka taksito obsahuje
mnozstvo nekonvexnych tloh.

Nase testovanie zameriame na niektoré vybrané tlohy konvexného programova-
nia. Aby sme mohli lep§ie vyuzit Strukttru tlohy 4.16, rozsirili sme algoritmy z casti
(4.2) aj pre zvladnutie ohrani¢eni v tvare rovnosti. Kedze toto rozsirenie je pomerne
priamociare, preto detaily na tomto mieste uvadzat nebudeme. Vysledky numeric-
kého experimentu st uvedené v druhej ¢asti Prilohy a zdrojové kody portu algoritmov
na testovanie CUTEr tloh st obsiahnuté na priloienom médiu.
mal spomedzi testovanych algoritmov najvécsie problemy. Naopak najlepsie si viedli

PDNRD algoritmus Polyaka a Grivu a modifikovany Fischerov algoritmus.
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Zaver

V tejto praci sme sa venovali teoretickému popisu a implementéacii algoritmov na rie-
Senie tlohy konvexného programovania (PN R¢) a ich experimentédlnemu porovna-
niu. Prevaznu c¢ast algoritmov tvorili metédy rozSirenych Lagrangeovych funkeii,
konkrétne Rockafellarov algoritmus (¢ast 2.2) a vSeobecny algoritmus nelinedrneho
skalovania (2.3.2 a 3.1). Spolu s uvedenymi algoritmami sme Studovali primérno-
dudlny nelinedrne skalovaci algoritmus (PDNRD, ¢casti 3.2, 3.3) Polyaka a Grivu a
dva varianty Fischerovho algoritmu (¢ast 3.4). Algoritmy sme implementovali pre
prostredie MATLAB, pri¢om vyuZzivame mex funkcie (skompilovany kéd jazyka C)
a procedury kniznice BLAS v snahe urychlit niektoré vypocty. Ukazky zdrojovych
kédov su prilozené v Prilohe.

Tieto algoritmy sme podrobili testovaniu na sériach nahodne generovanych tloh
bikvadratického programovania a takisto na vybranych tilohach zo znameho testova-
cieho prostredia CUTEr.

Na testoch pozostavajicich z nahodne generovanych tloh dosahovali vSetky al-
goritmy podobné vysledky, dosiahnuté presnost rieseni bola postacujica. Mozeme
si v8ak vSimnat zvidSent presnost a miernu iteracni a ¢asovi usporu algoritmov
PDNRD, modifikovaného Fischerovho algoritmu a Rockafellarovho algoritmu s po-
uzitim odhadu multiplikatorov druhého rddu v porovnani s ostatnymi metédami.
Pristup kombinovania klasickych algoritmov rozsirenych Lagrangeovych funkcii a
rieSenia Specialnych ststav v zaverecnej casti vypoctového procesu, ktoré PDNRD a
modifikovany Fischerov algoritmus vyuzivaju, sa zda byt uzito¢ny. Takisto sa preja-
vuje vplyv odhadu multiplikdtorov druhého radu.

V testovaniach na prikladoch zo zbornika CUTEr si najlepsie viedli klasicky al-
goritmus nelinearneho skalovania, PDNRD algoritmus a modifikovany Fischerov al-
goritmus, ktoré vyriesili takmer vSetky tlohy. Velku vicsinu Gloh v8ak vyriesili velmi

presne vsetky testované algoritmy:.
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Niektoré dolezité otazky zostavaju zatial nezodpovedané: porovnanie teoretickej
rychlosti konvergencie PDNRD algoritmu s Fischerovym algoritmom a pripadné re-
formulécia tychto algoritmov na riesenie loh nekonvexného programovania. V tychto

oblastiach je priestor pre dalsi vyskum.
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Priloha

A. Newtonova minimalizaénd metéda a vyhlada-
vanie na luci
V tejto ¢asti budeme uvazovat tlohu na volnii minimalizéciu v tvare

minimalizovat F(x), x € R" (5.1)

kde F': R® — R, F' € (2. Na tvod predpokladajme, Ze F' je rydzokonvexna.
Majme bod ¥, ktory je pribliznym riesenim tilohy (5.1). Na okoli tohto bodu

budeme aproximovat funkciu F' Taylorovym polynémom druhého stuptia. Dostavame

F(@) ~ F(a*) + V(@) (@ — a*) + %(:1: _ VR (- 2).  (5.2)

k+1

Novi aproximéciu minima " definujeme ako bod minimalizujuci (5.2). Derivova-

k+1

nim (5.2) a dosadenim "+ dostavame

VF(x") + V2F(2") (2" — 2F) = 0,
z ¢oho mame
" = 2F — VIF(2F) TV (2. (5.3)

Tento iteracny predpis urcuje jeden krok klasickej Newtonovej metody. Uvedend me-

téda patri do triedy metdd, v ktorych sa novy iteracny krok urcuje ako
't =k + WSk

pre volbu
s = —V2F(x") 'V (2b), A= 1. (5.4)

Vidime, %e Newtonovsky smer s* je spddovy, ¢ize plati VEF(xF)Ts* < 0 (kedZe

V2F(x*) je kladne definitn). Vyslednd metéda viak nemusi byt spadova v zmysle

81



F(xF*) < F(x¥). Preto zékladom modifikovanej Newtonovej metody bude regulacia
kroku M.
Do polovice 60-tych rokov sa presadzovala myslienka optimalizacie kroku M,

dosledkom ¢oho bolo nutné riesif minimaliza¢ni (llohu
argmin {F(=" + s},

ktord je vSak ¢asovo narocna. Aj preto sa neskor od tejto poziadavky upustalo a
ciefom bolo hladat ,priblizne optimélny“ krok. Kvoli zabraneniu akceptovatelnosti
prilis malych alebo velkych krokov boli neskor formulované podmienky, ktoré musi

krok \* spliaf. Takjmito podmienkami st napr. silné Wolfeho podmienky

F(x* + \es?) < F(x*) + e NPV F ()T sF, (5.5)
|VE(x" + NesF)Tsk| < cy| VF ()T s, (5.6)

pre 0 < ¢; < ¢ < 1. Podmienka (5.5) zabezpecuje horntt hranicu pre krok
A podmienka (5.6) naopak dolnti hranicu. Konstanty c;,cy je mozné volit napr.
c1 = 1074 ¢y = 0.9 [26]. Ststava podmienok (5.5), (5.6) zabezpedi, Ze krok A\* bude
lezaf blizko optimalneho kroku. Zndmym algoritmom na hladanie krokov spliiajicich
(5.5), (5.6) je algoritmus J. Morého a D. Thuenteho [25]. Pre iné algoritmy pozri napr.
9].

Doteraz sme predpokladali ostrii konvexnost funkcie F. Pre funkcie, ktoré nie

¥ nemusi byt spadovy,

st konvexné uz nie je iteracia 5.3 dobre definovana: smer s
a ak neexistuje V2F(z*)~!, tak s* nie je ani definovany. Tieto problémy moZu na-
staf aj v pripade konvexnych funkcii, ak je matica VF(x*) singularna alebo tak-
mer singularna. V tomto pripade je mozné modifikovani Newtonovu metédu opravit
uvazovanim matice V2F(z*) + E* namiesto V2F(z*), kde E* je diagonalna matica
zvolend tak, ze V2F (x*) + E* je zarucene kladne definitnd (niektori autori uvazuji
E* = "I, EF = 0 ak V2F(2") je dostato¢ne kladne definitnd). Zndmym algoritmom
na hladanie matice E* je algoritmus GMWS81 (pozri [26], [17]) zaloZeny na modi-
fikovanom Choleskeho rozklade matice V2F(x*) (algoritmus v skuto¢nosti vykoné
Choleskeho rozklad V2F(z) tak, Ze plati LLT = V2F(x) + E).

V tejto préci sa ¢asto stretdvame s potrebou riesit problém (5.1), k ¢omu vyuzi-

vame modifikovanii Newtonovu metédu nasledovnej implementacie.
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Krok 1 : Inicializacia. Uré¢i konstantu € a poloz k = 0.

Krok 2 : AK |[VF(z")| < e, STOP, Vystup : z*.

Krok 3 : Najdi s* z rovnice (V2F(x*) + EF)s* = —VF(x*), kde E* je uréend pomocou
GMW381 algoritmu.

Krok 4 : Najdi priblizné rieSenie tlohy \* = argminy~o { F(z* + As")} spliiajuce (5.5), (5.6).

Krok 5 : Poloz Ft! = z¥ 4 \fs* k =k 4 1, CHOD NA KROK 2.

Na riesenie ststavy v kroku 3 pouzivame Choleskeho rozklad, krok 4 kvoli jedno-
duchosti riesime Brentovou metédou [6] (testovali sme aj algoritmus MoreThuente

[25]). Kbdy vSetkych procedir su priloznené k diplomovej praci.
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B. Vysledky testovania prikladov CUTEr

V tabulkach uvadzame vysledky algoritmov dosiahnuté pri rieSeni vybranej vzorky
prikladov zo zbornika CUTEr. Ku kazdému prikladu pridavame jeho nazov a takisto
rozmery (n - pocet premennych, m - pocet nerovnic, p - pocet rovnic). Udaje o
absolutnej odchylke bodov &, ¥ od optimalnych rieseni nahradime idajom o funkc¢nej

hodnote v bode Z (f = f(&)). Pozadovan4 tolerancia bola nastavena na e = 1075,

VYSLEDKY TESTOVANIA CUTEr PRIKLADOV

_ pocet L casova

ALG f GRAD KOMP PRIP o . > mikroit. | ;

iteracii narocnost

uloha 3PK’, n =30,m =30,p =0
AL.NR 1.720E400 3.849E—12 9.481E—13 2.737TE—231 4 4 0.231
AL_ROC1 1.720E400 2.821E—12 0.000E+400 2.737E—231 1 1 0.106
AL_ROC2 1.720E+00 2.821E—12 0.000E+00 8.043E—270 1 1 0.007
FIS1 1.720E4+00 1.614E—06 6.642E—15 &8.043E—270 32 32 0.419
FIS2 1.720E+00 7.174E—07 1.085E—12 8.043E—270 3 3 0.140
POL 1.720E4+00 9.174E—12 1.853E—09 8.043E—270 3 4 0.140
uloha "ATIRCRFTA’, n=8,m=0,p=28
AL_NR 0.000E4+00 6.777TE—14 0.000E+00 2.388E—16 1 7 0.030
AL_ROC1 0.000E+00 6.777E—14 0.000E+00 2.388E—16 1 7 0.039
AL_ROC2 0.000E+00 6.777E—14 0.000E+00 2.388E—16 1 7 0.034
FIS1 0.000E+00 1.000E—13 0.000E+00 2.388E—16 4 4 0.054
FIS2 0.000E+00 6.777E—14 0.000E+00 2.388E—16 1 7 0.031
POL 0.000E+00 6.777E—14 0.000E4+00 2.388E—16 1 7 0.030
aloha ’AIRCRFTB’, n =8, m=0,p=3
AL NR 1.672E—25 4.397E—11 0.000E+00 1.368E—14 1 23 0.104
AL_ROC1 1.672E—25 4.397E—11 0.000E+00 1.368E—14 1 23 0.123
AL_ROC2 1.672E—25 4.397E—11 0.000E4+00 1.368E—14 1 23 0.127
FIS1 8.109E—-01 6.994E—14 0.000E4+00 0.000E+400 34 34 0.257
FIS2 1.672E—25 4.397E—11 0.000E+00 1.368E—14 1 23 0.110
POL 1.672E—25 4.397E—11 0.000E+00 1.368E—14 1 23 0.107
tloha ’AIRPORT’, n = 84, m = 210,p =0

ALNR 4.795E+404 3.683E—11 7.262E—09 2.247E—12 17 33 0.323
AL_ROC1 4.795E+04 1.013E—10 5.643E—09 2.184E—12 21 42 0.419
AL_ROC2 4.795E+04 1.933E—12 3.208E—12 4.747E—16 15 36 0.405
FIS1 4.795E4+04 1.592E—12 7.512E—10 8.597E—14 13 13 0.321
FIS2 4.795E4+04 4.547TE—12 1.177E—09 9.164E—14 14 29 0.297
POL 4.795E+04 2.274E—12 3.260E—12 4.747TE—16 13 34 0.314
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_ pocet L casova
ALG f GRAD KOMP PRIP >~ mikroit.

iteracii naroé¢nost

uloha ’ALLINQP’, n = 100, m = 134,p = 28

AL.NR  —9.159E+400 1.026E—11 2.254E—09 2.515E—09 14 36 0.292
AL_ROC1 —-9.159E+400 6.479E—09 9.171E—09 5.949E—09 11 34 0.288
AL_ROC2 —-9.159E+400 5.551E—16 2.637TE—17 2.220E—16 3 14 0.164

FIS1 —9.159E+00 2.578E—10 5.346E—14 2.220E—-16 10 10 0.208
FIS2 —9.159E+00 9.290E—16 4.628E—14 2.220E—-16 9 17 0.134
POL —9.159E4+-00 2.876E—11 5.012E—11 8.242E—11 9 18 0.113

tloha ’AUG2DCP’, n = 220, m = 220, p = 110

AL_NR 3.040E402 6.106E—10 2.897TE—09 1.955E—09 12 22 0.487
AL_ROC1 3.040E4+02 3.026E—13 2.260E—09 1.578E—11 13 19 0.554
AL_ROC2 3.040E+402 2.331E—15 3.955E—16 8.882E—16 6 12 0.437

FIS1 - - - - - - -
FIS2 3.040E402 6.982E—12 3.620E—12 1.934E-10 8 11 0.389
POL 3.040E402 1.308E—10 2.887TE—10 7.195E—09 8 13 0.347

tiloha ’AVGASA’, n = 8,m = 26,p =0

AL.NR —4.632E400 1.545E—13 4.811E—09 2.438E—09 9 13 0.050
AL_ROC1 —-4.632E+00 6.917E—14 3.125E—-09 1.282E—09 11 14 0.059
AL_ROC2 —4.632E+00 8.882E—16 1.371E—16 5.551E—17 3 6 0.035

FIS1 —4.632E400 4.237TE—12 1.081E—14 7.757E—17 8 8 0.105
FIS2 —4.632E+00 1.422E—10 1.055E—14 8.043E—270 5 0.035
POL —4.632E+00 1.518E—10 4.758E—10 5.392E—10 5 10 0.038

uloha "AVGASB’, n =8, m =26,p =0

AL.NR  —4.483E400 4.885E—14 7.231E—09 2.527E—09 11 17 0.073
AL_ROC1 —4.483E+400 1.423E—13 8.562E—09 3.327E—09 12 16 0.068
AL_ROC2 —4.483E+00 8.882E—16 9.889E—17 2.220E—16 4 0.041

FIS1 —4.483E4+00 4.289E—09 1.131E—14 1.212E-16 8 8 0.102
FIS2 —4.483E4+00 1.948E—09 1.138E—14 2.737TE—231 5 10 0.040
POL —4.483E+00 7.994E—15 3.841E—14 1477E-14 6 12 0.044

uloha 'BDEXP’, n = 500, m = 500,p =0

AL_NR 0.000E4+00 2.058E—18 5.034E—15 2.737E—231 3 3 5.085
AL_ROC1 T7.670E—28 9.971E—27 0.000E400 2.737E—231 1 1 1.593
AL_ROC2 7.670E—28 9.971E—27 0.000E400 2.737E—231 1 1 1.598

FIS1 4.036E—-07 1.414E—08 9.238E—16 8.043E—270 74 74 24.486
FIS2 0.000E400 3.078E—15 1.589E—12 2.737E—231 3 3 3.428
POL 8.286E—28 2.639E—21 1.279E—18 2.737TE—231 3 3 2.344
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_ pocet L casova
ALG f GRAD KOMP PRIP >~ mikroit.

iteracii naro¢nost

tloha 'BIGGSB1’, n = 1000, m = 1998, p = 0

AL.NR 1.500E—02 7.995E—13 2.155E—09 5.887E—09 12 28 79.869
AL_ROC1 1.500E—02 1.006E—13 2.430E—09 8.043E—270 4 11 35.235
AL_ROC2 1.500E—02 2.220E—16 0.000E4+00 2.737E—231 3 9 58.144

FIS1 1.500E—-02 9.516E—09 7.390E—13 8.043E—270 37 37 181.446
F1S2 1.500E—-02 6.366E—09 4.101E—13 2.737E—231 8 13 44.048
POL 1.500E—-02 2.166E—11 1.458E—13 7.324E—13 8 14 55.102

tloha 'BOX2’, n=3,m=0,p=1

AL.NR 8.027E—19 9.126E—10 0.000E4+00 1.033E—10 1 5 0.068
AL_ROC1 8.027E—19 9.126E—10 0.000E4-00 1.033E—10 1 5 0.039
AL_ROC2 8.027E—19 1.727E—09 0.000E+00 1.033E—10 1 5 0.023

FIS1 1.829E—16 1.244E—09 0.000E+00 0.000E4-00 13 13 0.118
F1S2 8.027TE—19 9.126E—10 0.000E4-00 1.033E—10 1 5 0.019
POL 8.027TE—19 9.126E—10 0.000E4-00 1.033E—10 1 5 0.019

tiloha "CONGIGMZ’, n = 3,m = 5,p =0

AL.NR 2.800E+401 2.758E—10 2.448E—09 8.043E—270 11 31 0.128
AL_ROC1 1.968E+402 1.846E+20 3.969E+421 4.407E4-02 99 5000 25.742
AL_ROC2 1.968E+402 1.846E+20 3.969E+421 4.407E4-02 99 5000 25.558

FIS1 2.800E4+01 3.259E—12 1.602E—14 7.105E—15 8 8 0.094
F1S2 2.800E401 9.907TE—16 7.423E—15 2.737TE—231 5 16 0.075
POL 2.800E401 3.794E—15 7.106E—15 7.1056E—15 6 18 0.078

tloha "CVXBQP1’, n = 100, m = 200,p = 0

ALNR  2.272E+402 3.411E—13 6.497E—09 2.179E—12 8 10 0.075
AL_ROC1 2.272E+402 4.263E—14 2.031E—09 1.042E—11 16 19 0.150
AL_ROC2 2.273E+02 0.000E4+00 0.000E+00 2.737E—231 8 11 0.119

FIS1 2.273E4+02 1.142E—10 1.107TE—11 6.106E—15 5 0.108

FIS2 2.273E+02 1.421E—14 1.004dE—11 6.467TE—15 7 0.078

POL 2.272E402 1.421E—13 2.192E—-09 7.567E—13 7 11 0.077
tloha "CVXQP1’, n = 100, m = 200,p = 50

ALNR 1.159E+404 4.614E—10 1.845E—09 2.061E—09 13 39 0.312
AL_ROC1 1.159E+04 1.771E—10 9.889E—09 3.787E—11 19 30 0.264
AL_ROC2 1.159E404 1.771E—10 9.889E—09 3.787E—11 19 30 0.481

FIS1 1.159E+04 2.274E—13 2.716E—11 1.125E—14 11 11 0.332
FIS2 1.159E+04 7.958E—13 2.990E—11 2.177E—14 12 35 0.318
POL 1.159E+04 2.274E—13 1.388E—11 8.692E—12 12 38 0.289
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tloha ’CVXQP2’, n = 100, m = 200,p = 25

AL_NR 8.121E403 1.637E—11 5.525E—10 2.414E-10 11 27 0.196
AL_ROC1 8.121E403 1.307E—11 9.028E—09 2.308E—11 19 26 0.225
AL_ROC2 8.121E4+03 1.137E—13 1.380E—14 8.882E—16 10 17 0.172

FIS1 8.121E403 1.787E—12 3.383E—11 1.324E-14 17 17 0.543
FIS2 8.121E403 1.137E—13 4.861E—11 2.637E—14 12 28 0.425
POL 8.121E403 2.274E—-13 2.734E—13 1.021E—-14 10 26 0.195

uloha 'DTOCIL’, n = 598, m = 0, p = 400

AL_NR 4.254E—-01 5.770E—15 0.000E+00 8.051E—10 6 9 4.669
AL_ROC1 4.254E—01 5.770E—15 0.000E+00 8.051E—10 6 9 5.335
AL_ROC2 4.254E—01 8.246E—09 0.000E+00 5.653E—09 3 7 5.175

FIS1 4.254E—-01 1.372E—10 0.000E+00 9.714E—17 9 9 3.318

FIS2 4.254E—-01 2.040E—10 0.000E+00 9.021E—17 6 7 2.203

POL 4.254E—01 8.209E—13 0.000E+00 1.211E—12 4 8 4.128
tloha 'DUAL1’, n = 85,m = 170,p =1

AL_NR 3.501E—02 7.149E—10 1.793E—12 3.868E—12 18 35 0.358
AL_ROC1 3.501E—02 9.507TE—14 5.090E—10 1.125E—09 11 30 0.297
AL_ROC2 3.501E—02 2.352E—15 6.753E—19 2.164E—16 6 16 0.239

FIS1 3.501E—-02 6.103E—10 6.653E—13 1.341E—09 12 12 0.342

FIS2 3.501E—-02 1.113E—12 6.654E—13 1.341E—09 18 20 0.315

POL 3.501E—-02 2.852E—15 1.949E—15 &.003E—14 16 37 0.366
tloha 'DUAL2’, n =96,m = 192,p =1

AL_NR 3.373E—02 3.772E—11 1.640E—09 1.815E—09 16 30 0.305
AL_ROC1 3.373E—02 2.754E—14 1.248E—09 3.076E—11 10 19 0.267
AL_ROC2 3.373E—02 1.638E—15 1.323E—22 3.886E—16 7 11 0.244

FIS1 3.373E—02 1.614E—10 8.864E—14 1.094E—13 8 8 0.274

FIS2 3.373E—02 2.033E—15 8.716E—14 2.914E—14 14 17 0.236

POL 3.373E—02 1.235E—15 7.739E—15 5.377TE—13 12 29 0.364
tloha "TEXPQUAD’, n = 120, m = 20,p =0

AL_.NR —3.626E4+06 6.594E—12 8.207TE—10 2.726E—11 7 22 0.133
AL_ROC1 -3.626E+406 5.912E—12 2.461E—09 6.214E—11 13 36 0.216
AL_ROC2 —3.626E+06 8.422E—08 0.000E4+00 8.043E—270 6 29 0.180

FIS1 — — — — — — —
FIS2 —3.626E4+06 6.366E—12 2.263E—13 1.776E—15 5 20 0.167
POL —3.626E4+06 6.995E—12 9.914E—11 3.306E—12 6 21 0.117
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tloha "GENHS28, n =10,m =0,p=8

AL_NR 9.272E—01 3.775E—15 0.000E4+00 2.066E—09 6 6 0.022
AL_ROC1 9.272E—01 3.775E—15 0.000E400 2.066E—09 6 6 0.022
AL_ROC2 9.272E—01 2.220E—16 0.000E400 1.110E—16 3 3 0.014

FIS1 9.272E—01 1.186E—10 0.000E+00 1.110E—16 7 7 0.094

FIS2 9.272E—01 5.274E—16 0.000E+00 1.665E—16 4 4 0.010

POL 9.272E—01 2.220E—15 0.000E+00 3.331E—16 4 4 0.012
tloha ’GILBERT’, n =50,m=1,p=1

AL_NR 2.115E401 1.055E—14 9.442E—17 7.392E—09 11 15 0.127
AL_ROC1 2.115E401 9.881E—15 0.000E4+00 7.391E—09 11 15 0.100
AL_ROC2 2.115E+01 1.946E—12 0.000E+00 2.550E—12 5 10 0.068

FIS1 2.115E4+01 6.112E—09 4.414E—16 1.962E—09 13 13 0.107

FIS2 2.115E401 2.929E—11 4.391E—16 3.304E—12 5 9 0.050

POL 2.115E401 1.359E—10 9.158E—20 9.411E—10 6 10 0.054
tloha ’"GOULDQP3’, n = 699, m = 1398, p = 349

AL_NR  2.028E+400 4.815bE—10 1.354E—10 6.475E—09 11 24 25.149
AL_ROC1 2.028E4+00 4.968E—11 2.750E—10 2.795E—10 7 32 36.587
AL_ROC2 2.028E4+00 3.057E—15 0.000E4+00 3.553E—15 6 31 51.286

FIS1 2.018E400 3.338E—08 8.978E—03 4.375E—03 99 99 232.696

FIS2 1.962E+00 1.174E—04 1.758E—02 1.074E—01 99 108 255.446

POL 2.028E400 2.693E—13 2.766E—12 2.301E—10 11 22 41.565
uloha 'GRIDGENA’, n = 578, m = 780,p = 188

AL.NR 1.920E+03 4.448E—13 1.840E—29 4.494E—09 9 10 6.857
AL_ROC1 1.920E+403 3.389E—13 0.000E4-00 3.297E—09 8 9 6.894
AL_ROC2 1.920E+4+03 2.953E—09 0.000E4+00 5.421E—20 3 4 5.423

FIS1 1.920E+03 6.067TE—09 4.152E—14 1.023E—19 5 5 4.136

FIS2 1.920E+03 7.200E—10 3.088E—13 7.790E—18 4 5 3.508

POL 1.920E+03 7.239E—13 3.439E—26 7.565E—13 5 6 4.241
tloha "GRIDNETA’, n = 180, m = 41, p = 148

AL.NR 9.524E+01 3.624E—13 3.701E—09 2.821E—09 15 21 0.330
AL_ROC1 9.524E+401 2.010E—13 3.448E—09 2.208E—10 14 15 0.341
AL_ROC2 9.524E+4+01 2.010E—13 3.448E—09 2.208E—10 14 15 0.557

FIS1 9.524E+01 4.000E4+00 8.533E—15 2.665E—15 99 99 9.702
FIS2 9.524E+01 2.070E—13 1.002E—14 9.194E—16 9 15 0.638
POL 9.524E+01 7.097E—11 2.328E—10 1.744E—10 8 15 0.400
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iteracii narocnost
uloha '"GRIDNETT, n = 924, m = 308,p = 484
AL_NR 8.787TE+01 1.866E—11 2.194E—09 5.103E—09 16 28 65.608
AL_ROC1 8.787E+01 5.262E—14 2.330E—09 4.822E—09 14 28 69.615
AL_ROC2 8.787E+01 5.262E—14 2.330E—09 4.822E—09 14 28 87.785
FIS1 8.787TE+01 9.058E—09 1.394E—13 5.025E—11 10 10 13.095
FIS2 8.787TE+01 5.284E—14 1.7156E—13 5.024E—11 12 16 26.136
POL 8.787TE+01 8.882E—16 5.356E—15 1.245E—12 12 22 49.327
tloha "HANGING’, n = 308, m = 180,p = 12
AL_NR  —6.202E402 7.553E—12 5.016E—09 1.776E—10 11 35 2.226
AL_ROC1 —5.378E+00 2.050E—02 6.931E+11 4.035E+00 99 2281 139.942
AL_ROC2 —5.378E+00 2.050E—02 6.931E+11 4.035E4-00 99 2281 171.870
FIS1 —6.202E4+02 3.858E—11 1.129E—11 1.833E—11 26 26 2.278
FIS2 —6.202E4+02 1.180E—13 3.260E—13 1.910E—14 6 26 1.568
POL —6.202E4+02 1.625E—11 2.438E—09 2.891E—10 7 25 1.360
tloha "HAGERI’, n = 201, m = 0,p = 101
AL_NR 8.808E—01 2.976E—11 0.000E+00 5.868E—09 10 10 0.166
AL_ROC1 8.808E—01 2.976E—11 0.000E+00 5.868E—09 10 10 0.201
AL_ROC2 8.808E—01 4.783E—13 0.000E+00 2.620E—13 3 3 0.093
FIS1 8.808E—01 8.049E—09 0.000E+00 2.198E—14 11 11 0.386
FIS2 8.808E—01 3.152E—09 0.000E+400 2.254E—14 5 5 0.112
POL 8.808E—01 4.018E—11 0.000E+4+00 3.115E—13 6 7 0.101
tloha "HART6’, n =6,m =12,p =0
AL.NR  —3.323E+00 3.022E—12 9.918E—10 8.043E—270 0.020
AL_ROC1 -3.323E+400 3.475E—14 0.000E+400 8.043E—270 0.023
AL_ROC2 —3.323E+00 3.475E—14 0.000E+00 2.737E—231 2 0.027
FIS1 —6.687TE—04 7.078E—03 2.670E—15 8.043E—270 99 99 0.944
FIS2 —3.323E4+00 6.155E—11 5.277TE—15 2.737TE—231 4 0.021
POL —3.323E4+00 2.640E—10 8.164E—13 8.043E—270 4 0.021
tloha '"HS11', n =2,m=1,p=0
AL.NR  —8.498E+00 1.219E—12 6.953E—09 2.280E—09 5 11 0.100
AL_ROC1 —8.498E+400 2.665E—15 7.035E—09 2.307E—09 8 14 0.081
AL_ROC2 —8.498E+00 1.763E—11 4.166E—12 1.366E—12 4 11 0.054
FIS1 —8.498E+00 1.423E—09 1.022E—13 3.353E—14 7 7 0.075
FIS2 —8.498E+00 6.350E—13 5.552E—14 1.821E—14 4 10 0.042
POL —8.498E+00 2.984E—11 7.733E—09 2.536E—09 4 8 0.041
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tloha '"HS14’, n=2,m=1,p=1
AL_NR 1.393E+00 2.531E—14 3.501E—09 6.940E—09 10 14 0.049
AL_ROC1 1.393E+00 2.087E—14 6.913E—09 3.744E—09 10 13 0.047
AL_ROC2 1.393E+00 1.023E—08 6.187E—09 3.350E—09 4 9 0.034
FIS1 1.393E+00 7.162E—09 4.309E—12 2.333E—12 6 6 0.059
FIS2 1.393E+00 6.861E—09 7.936E—09 4.298E—09 4 7 0.021
POL 1.393E+00 1.386E—13 1.597E—12 2.048E—12 5 7 0.017
uloha '"HS34’, n=3,m=8,p=0
AL_NR  —8.340E—01 &8.107E—10 1.915E—11 2.737E—231 5 19 0.086
AL_ROC1 — — — — — — —
AL_ROC2 — — — — — — —
FIS1 —8.340E—01 1.280E—11 1.516E—14 3.233E—13 11 11 0.203
FIS2 —8.340E—01 1.443E—15 8.837TE—15 1.723E—13 8 15 0.067
POL —8.340E—01 4.408E—39 T7.715E—17 2.737TE—231 5 23 0.126
uloha '"HS37, n=3,m=8,p=0
AL.NR  —3.456E+03 8.572E—10 1.023E—12 7.105E—15 5 9 0.051
AL_ROC1 —3.456E+03 6.730E—11 3.070E—12 8.043E—270 8 12 0.071
AL_ROC2 —3.456E+03 2.842E—14 0.000E+00 8.043E—270 6 10 0.069
FIS1 —1.597E—22 1.436E—09 1.864E—16 8.043E—270 19 19 0.296
FIS2 —3.456E+03 1.188E—11 1.029E—12 8.043E—270 4 8 0.044
POL —3.456E+03 0.000E+00 2.053E—48 8.043E—270 6 10 0.044
tloha "HS44NEW’, n = 10, m = 16,p =0
AL_NR —1.500E+401 3.115E—11 4.050E—11 2.871E—12 5 12 0.095
AL_ROC1 —1.500E+401 8.334E—12 1.545E—09 8.043E—270 6 10 0.085
AL_ROC2 —1.500E+01 8.334E—12 1.545E—09 2.737TE—231 6 10 0.112
FIS1 —3.000E4-00 1.859E—10 4.111E—15 2.737E—231 11 11 0.189
FIS2 —1.500E4+01 4.121E—11 1.066E—12 4.547TE—13 4 9 0.074
POL —1.500E4+01 7.106E—15 1.338E—14 8.043E—270 6 10 0.066
tloha "HS100), n =7,m =4,p =0
AL_NR 6.806E+02 6.0656E—09 5.377TE—12 4.121E—13 4 18 0.125
AL_ROC1 6.806E+4+02 5.556E—11 7.152E—11 8.043E—270 4 17 0.111
AL_ROC2 6.806E+02 4.558E—08 6.159E—11 1.053E—10 3 16 0.111
FIS1 6.806E+02 2.931E—12 3.311E—14 2.376E—14 14 14 0.214
FIS2 6.806E+02 1.230E—10 1.669E—09 4.449E—09 4 14 0.086
POL 6.806E+02 3.553E—14 6.666E—13 5.342E—13 4 20 0.121
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tloha "HS108’, n =9,m = 14,p =0

AL.NR —8.660E—01 5.868E—09 8.302E—10 3.990E—13 8 175 1.033
AL_ROC1 —8.660E—01 4.596E—11 7.834E—10 2.513E—10 6 86 0.511
AL_ROC2 —8.660E—01 4.596E—11 7.834E—10 2.513E—10 6 86 0.562

FIS1 —8.660E—01 2.844E—09 1.892E—12 2471E-12 69 69 0.981
F1S2 —8.660E—01 3.113E—09 3.868E—15 7.617E—20 6 25 0.151
POL —8.660E—01 4.520E—10 1.274E—13 2.283E—13 6 32 0.170

uloha '"HS113’, n =10,m =8,p=0

AL_NR 2.431E401 5.204E—10 8.898E—11 2.409E—-11 4 20 0.117
AL_ROC1 2.431E+401 1.879E—11 2.910E—09 1.036E—09 4 19 0.114
AL_ROC2 2.431E+01 3.143E—08 3.417TE—10 2.856E—10 3 18 0.123

FIS1 2.431E401 4.370E—13 9.369E—15 1.421E-14 11 11 0.137
F1S2 2.431E401 5.760E—13 1.052E—11 5.064E—10 4 19 0.109
POL 2.431E401 6.598E—09 6.803E—11 5.143E—11 3 23 0.125

tloha "HS118’, n =15,m =59,p =0

AL_NR 6.648E+02 4.736E—12 1.460E—10 1.795E—10 4 24 0.245
AL_ROC1 6.648E+402 1.348E—12 1.502E—09 3.050E—10 3 42 0.396
AL_ROC2 6.648E+402 2.802E—13 1.502E—09 3.050E—10 3 42 0.393

FIS1 1.798E+402 4.341E4-01 1.359E4-03 1.466E4-03 99 99 2.062
F1S2 6.648E+02 5.286E—11 2.383E—11 4.471E—10 4 23 0.173
POL 6.648E+02 1.776E—15 8.943E—11 3.007E—10 4 27 0.214

tloha "JANNSON3’, n =200, m = 402,p =1

AL_NR 1.985E402 1.378E—08 7.892E—09 1.430E—10 13 17 0.646
AL_ROC1 1.985E+02 1.081E—13 0.000E4+00 1.193E—10 6 10 0.573
AL_ROC2 1.985E+402 2.220E—16 0.000E+00 1.089E—16 5 0.969

FIS1 1.985E402 9.427E—09 1.780E—13 1.119E—15 5 5 1.084
FIS2 1.985E402 3.708E—14 1.781E—13 1.366E—16 6 0.932
POL 1.985E+02 1.452E—08 1.737E—15 4.187TE—14 7 11 0.785

uloha '"MATRIX2', n =6,m =6,p =0

AL_NR 1.754E—-13 3.687TE—09 3.399E—13 1.244E—14 22 35 0.222
AL_ROC1 1.717TE—11 4.272E—18 3.959E—11 3.175E—12 6 28 0.181
AL_ROC2 4.830E—19 1.387E—09 4.316E—20 3.285E—09 5 14 0.109

FIS1 1.1564E—-16 4.234E—-09 2.234E—16 2.693E—17 6 6 0.089
FIS2 1.3756E—09 3.419E—09 6.438E—09 2.331E—09 13 17 0.050
POL 1.844E—22 1.506E—18 3.688E—22 6.329E—10 91 127 0.893
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VYSLEDKY TESTOVANIA CUTEr PRIKLADOV

_ pocet L casova
ALG f GRAD KOMP PRIP >~ mikroit.

iteracii naroé¢nost

tuloha 'MCCORMCK’, n = 1000, m = 2000,p =0

AL_NR  —9.137E+402 1.018E—13 6.904E—09 6.377TE—09 5 8 24.310
AL_ROC1 —9.137E+02 8.882E—13 8.139E—10 8.043E—270 4 48 152.777
AL_ROC2 —9.137TE+02 1.554E—15 0.000E4+00 8.043E—270 4 48 170.406

FIS1 —9.137TE+02 4.090E—12 4.521E—13 2.737TE—231 11 11 183.033

FIS2 —9.137TE+02 1.812E—14 5.334E—13 2.737TE—231 4 61.171

POL —9.137E4+02 9.473E—10 1.099E—09 1.176E—09 4 6 26.415
tloha "MINC44’, n = 51, m = 66,p = 40

AL_NR 4.297TE—02 4.47T7TE—13 3.357TE—13 3.043E—09 11 62 0.466
AL_ROC1 4.297E—02 1.976E—11 0.000E+00 8.681E—09 8 55 0.443
AL_ROC2 1.177TE4+10 5.961E+20 4.436E+23 8.233E4-06 99 4918 64.134

FIS1 — - — — — — -

FIS2 4.297E—02 4.120E—11 2.778E—14 5.242E—11 9 69 0.545

POL 4.297E—02 4.636E—11 2.393E—18 6.885E—11 7 39 0.268
tloha "'OBSTCLBM’, n = 529, m = 882,p = 88

AL_NR 6.519E4+00 5.650E—10 1.855E—09 6.603E—09 11 29 12.581
AL_ROC1 6.519E400 1.998E—14 7.468E—10 2.825E—10 7 27 13.721
AL_ROC2 6.519E400 1.388E—16 6.291E—18 6.939E—18 4 21 16.531

FIS1 6.519E4+00 5.489E—10 4.362E—13 2.431E—13 9 9 6.940

FIS2 6.519E4+00 2.474E—13 4.530E—13 2.760E—13 11 16 9.670

POL 6.519E4+00 2.220E—16 4.760E—14 9.748E—14 12 24 15.045
uloha 'OPTCTRL6’, n = 302, m = 0,p = 203

AL_NR 5.039E4+03 1.177E—08 0.000E+00 9.108E—09 17 32 1.687
AL_ROC1 5.039E4+03 1.177E—08 0.000E+00 9.108E—09 17 32 1.995
AL_ROC2 5.039E4+03 2.774E—11 0.000E+00 1.632E—15 16 78 5.547

FIS1 5.039E4+03 3.881E—07 0.000E+00 1.161E—13 5 5 0.670

FIS2 5.039E4+03 1.356E—06 0.000E4+00 5.348E—11 11 14 1.486

POL 5.039E4+03 2.728E—11 0.000E+400 1.570E—11 17 43 3.580
uloha 'PRIMALL’, n = 325,m =86,p =0

AL.NR —3.501E—02 4.197E—09 3.325E—11 3.517E—09 9 28 3.124
AL_ROC1 —-3.501E—02 7.653E—14 1.851E—09 5.899E—09 4 23 2.671
AL_ROC2 —-3.501E—02 5.375E—17 9.325E—18 4.510E—17 4 23 3.469

FIS1 —3.501E—02 5.803E—11 9.985E—13 1.664E—09 11 11 1.928
FIS2 —3.501E—-02 6.940E—14 4.006E—13 1.050E—09 13 19 2.101
POL —3.501E—02 2.220E—16 3.086E—16 1.950E—13 9 31 3.242
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VYSLEDKY TESTOVANIA CUTEr PRIKLADOV

_ pocet L casova
ALG f GRAD KOMP PRIP >~ mikroit.

iteracii naroé¢nost

uloha 'PRIMAL2’, n =649, m =97,p =0

AL_NR —-3.373E—02 1.116E—09 5.588E—11 6.158E—10 8 23 14.301
AL_ROC1 —-3.373E—02 1.082E—13 2.048E—09 5.639E—09 4 16 9.780
AL_ROC2 —-3.373E—02 1.061E—15 9.579E—18 5.594E—17 3 15 10.657

FIS1 —3.37T3E—02 1.452E—10 T7.419E—14 1.570E—13 7 7 1.316

FIS2 —3.37T3E—02 6.217TE—15 7.597TE—14 1.570E—13 9 15 6.148

POL —3.373E—02 1.173E—09 1.583E—13 2.879E—15 8 25 14.609
uloha 'S268’, n=5,m=5p=0

AL_NR 4.657E—10 7.335E—10 9.273E—10 2.737TE—231 5 9 0.044
AL_ROC1 1.455E—11 7.276E—12 0.000E+00 2.737E—231 2 3 0.020
AL_ROC2 1.455E—11 7.276E—12 0.000E+400 2.737TE—231 2 3 0.024

FIS1 —3.638E—12 7.269E—07 3.207TE—17 2.737TE—231 8 8 0.098

FIS2 1.091E—11 1.231E—06 4.332E—18 2.737TE—231 4 7 0.028

POL 1.091E—11 7.724E—-07 5.103E—18 2.737TE—231 4 7 0.029
tloha SIMPLLPA’, n=2,m=4,p=0

AL_NR 1.000E+00 1.360E—12 2.138E—11 1.395E—11 5 10 0.048
AL_ROC1 1.000E+400 0.000E+00 0.000E+400 8.043E—270 3 5 0.024
AL_ROC2 1.000E+400 0.000E+00 0.000E+400 2.737E—231 3 5 0.026

FIS1 1.000E+00 5.946E—09 4.634E—12 4.633E—12 8 8 0.094

FIS2 1.000E+00 6.521E—09 1.954E—11 1.855E—11 3 5 0.023

POL 1.000E+00 0.000E+00 1.278E—11 1.278E—11 5 7 0.027
tloha 'STCQP1’, n = 1025, m = 2025, p = 510

AL_NR 2.618E4+04 9.026E—09 1.508E—75 2.331E—15 13 20 69.879
AL_ROC1 2618E+04 8.754E—12 2.184E—09 2.437E—11 18 24 101.653
AL_ROC2 2.618E4+04 8.754E—12 2.184E—09 2.437E—11 18 24 272.656

FIS1 2.618E+04 8.160E—12 8.930E—13 2.454E—14 9 9 72.859

FIS2 2.618E4+04 9.030E—11 7.999E—11 1.598E—10 14 23 124.668

POL 2.618E4+04 4.547E—13 2.242E—12 1.039E—12 10 18 85.552
uloha "UBH1’, n = 909, m = 606,p = 612

AL_NR 1.116E+00 1.811E—11 1.970E—10 2.700E—11 6 6 12.935
AL_ROC1 1.116E400 2.080E—11 0.000E+00 1.625E—09 5 5 15.141
AL_ROC2 1.116E400 2.129E—12 0.000E+00 3.837E—13 3 3 12.521

FIS1 1.799E+00 2.219E—-05 2.657E—13 1.812E—13 99 99 222.896
FIS2 1.116E+00 6.341E—10 2.691E—13 4.214E—13 5 5 11.556
POL 1.116E+00 2.189E—06 0.000E+00 7.310E—13 99 102 307.053
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VYSLEDKY TESTOVANIA CUTEr PRIKLADOV

_ pocet . Casova
ALG f GRAD KOMP PRIP >~ mikroit.

iteracii naro¢nost

tloha "WACHBIEG’, n =3,m =2,p =2

AL.NR 1.000E+00 1.021E—14 3.602E—10 7.063E—10 7 15 0.056
AL_ROC1 1.000E400 3.828E—13 2.450E—09 4.903E—09 6 15 0.064
AL_ROC2 1.000E400 8.882E—16 3.218E—16 1.110E—15 4 14 0.066

FIS1 1.000E+00 1.522E—09 1.158E—12 2.316E—12 10 10 0.106
F1S2 1.000E+00 1.611E—11 7.514E—-12 1.503E—11 4 11 0.039
POL 1.000E+00 1.887E—15 2.449E—16 8.882E—16 5 15 0.055
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