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Abstrakt

SEKEROVA, Jana: Analyza a navrh numerickych algoritmov na riegenie nelinearnych
rovnic Black - Scholesovho typu [Diplomova pracal, Univerzita Komenského v Brati-
slave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a

Statistiky; kolitel: prof. RNDr Daniel Seviovi¢, CSc., Bratislava, 2012, 66 stran

V naSej praci sa zaoberame analyzou nelinedrnych modelov Black - Scholesovho typu
a navrhom ich numerického riesenia. Modely ktorym sa venujeme, sltizia na oceneno-
vanie finan¢nych derivatov Eurépskeho typu. Ich hodnota zavisi od ceny podkladového
aktiva a ¢asu do expiracie. Zameriavame sa na riziko zahritujicu metodolégiu a model
nelikvidného trhu. V oboch modeloch volatilita zavisi okrem iného aj od ceny podkla-
dového aktiva. Vyhoda nelinearnych modelov je, Ze nAm umoziuji modelovanie spitne]
vizby dominantného investora pri kupe alebo predaji opcii, alebo zahrnit transakéné
néklady a mozné straty z nechrdneného portfolia. Na urcenie hodnoty aktualnej ceny
finan¢ného derivatu neexistuje vseobecny explicitny vzorec a preto pri hladani rieSenia
vyuzivame numerické schémy. Existuje niekolko explicitnych vzorcov, ktoré vyhovuju
jednotlivym nelinedrnym modelom, ale nedaji sa vyuzit pri redlnom ocenovani deri-
vatov. Tieto explicitné rieSenia ndm v praci slizia na urcenie presnosti numerického

vysledku navrhnutého algoritmu.

Krladové slova: finanéné derivaty, hedzovanie portfolia, Black - Scholesova rovnica,

RAPM model, model nelikvidného trhu, Gama rovnica,



Abstract

SEKEROVA, Jana: Analysis and numeric algorithm design for solving nonlinear Black
- Scholes equations. [Master Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of
Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Sta-
tistics; Supervisor: prof. RNDr Daniel Seviovi¢, CSc., Bratislava, 2012, 66p.

In our work we investigate non-linear Black - Scholes equations and introduce nu-
meric algorithm. We concern in models which serves to price financial derivatives of
European type. Its value depends on the price of the underlying asset and the time to
expiration. We focus on the risk - adjusted pricing methodology and illiquid market
model. In both models volatility depends i.a. on price of the underlying asset. Ad-
vantages of non-linear models are, that they enable us to model back-coupling, when
dominant investor buys or sells options, or include transaction costs and possible loss of
non-protected portfolio. There is no general explicit solution to enumerate actual price
of financial derivative, that’s why we use numerical schemes to obtain it. Nevertheless
there exist a couple of explicit equations which satisfy those non-linear models but they
are unable to use in real pricing. These explicit solutions serves us in our work to find

accuracy of algorithm design of numerical solution.

Keywords: financial derivatives, portfolio hedging, Black - Scholes equation, RAPM

model, Illiquid market model, Gamma equation
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UVOD

Uvod

V stcasnosti existuje obrovsky pocet financénych nastrojov, s ktorymi sa denno denne
obchoduje na finanénom trhu. Medzi nimi si aj finan¢né derivaty, ktorych cena zavisi
od ceny podkladového aktiva a ich priméarny ciel je poistenie portfolia vo¢i moZznym
stratam sposobenych nestabilitou trhu. Existuje viacero druhov financénych derivatov,
ale my sa v praci zaobedame len opciami Eur6pskeho typu. Hlavni mySlienku a mo-
del ocenovania finan¢énych derivatov priniesli Black a Scholes, ktori vytvorili linedrnu
parcidlnu diferencidlnu rovnicu, zndmu ako Black - Scholesova rovnica. Ich model je za-
kladom v8etkych dalSich nelinedrnych modelov ktoré boli neskér odvodené. Nelinearne
modely vo vSeobecnosti nemaja explicitné rieSenie a preto sa na najdenie riesenia vy-
uzivaju numerické schémy. Hoci je vypocet pomocov tychto modelov znacne zlozitejsi,
rieSia niektoré nedostatky a obmedzenia zakladného modelu.

Na zaciatku priblizime problematiku finan¢nych nastrojov, matematické odvo-
denie stochastickych procesov a zakladny linearny model. f)alej sa podrobne venujeme
dvom nelinedrnym modelom - riziko zahriujicej metodolégie a modelu netplného trhu.
Na zaklade numerickych poznatkov sa snazime navrhnut efektivne algoritmy, ktoré nadm
dané modely riesia. Numerické vysledky algoritmov porovname s explitnymi rieSeniami,
ktoré sice vyhovuju jednotlivym modelom, pre realne oceiiovanie vSak maju diskuta-
bilny charakter. Vdaka tomu mozeme zhodnotit presnost a efektivnost navrhovanej

metody riesSenia.



1 Zakladny pohl'ad do problematiky finan¢nych deri-
vatov

Rozvoj finan¢ného trhu v poslednych desatroc¢iach prindsa mnoho moznosti pri investo-
vani a obchodovani s finanénymi néstrojmi. Na trhu sa stretneme s mnohymi aktivami,
ako su napriklad akcie a dlhopisy. Akcia je cenny papier, ktory umoznuje jeho majite-
Tovi podielat sa na majetku prislusnej akciovej spolo¢nosti, jej riadeni a zisku. Cena sa
denno denne meni v zavislosti od dopytu a ponuky. Ponuka finan¢ého aktiva na predaj
(ask price) je vidy vyssia ako ponuka na kiapu (bid price) pricom trhova cena je vysled-
kom hlfadania rovnovahy medzi tymito ponukami. Ak sa spolo¢nost rozvija a vytvara
zisk, je po nej vyssi dopyt a cena akcii rastie. Niektoré akcie mozu prinasat pravidelny
vynos svojim majitelom vo forme dividend, ktorych vyska zavisi od hospodarenia spo-
lo¢nosti za uplynulé obdobie. Pri zlom hospodareni a vytvorenej penaznej strate nema
akcionar narok na vyplatenie divided. Akcie st bezne obchodovatelné na burzéch cen-
nych papierov, ako napriklad New Yorkska burza cennych papierov (NYSE), burza v
Stuttgarte (STU), vo Viedni (Wiener Borse AG) a mnohé dalsie. Kedze ceny sa neustéle
menia v zavislosti od posobenia burzového a mimoburzového trhu, dopytu a ponuky,
ich ¢asovy vyvoj sa neda predpovedat. V matematickom ponimani hovorime, 7Ze ma
stochasticky (ndhodny) charakter. Z dlhodobého hladiska méa vyvoj cien akcii rastuci
trend alebo klesajuci. Z krakodobého hladiska zvyc¢ajne vyrazne fluktuuju, ako mozeme
vidiet na obrazku 1.1, ktory zobrazuje pohyby cien akcii spolo¢nosti Google za obdobie
jedného roka. Podla vykyvov cien rozdelujeme akcie na rizikové, pricom kompenzaciou
za podstupené riziko moze byt vysoky zisk ale taktiez moznost straty je vysoka. Menej
rizikové s také, ktorych cena je stabilnejSia a preto sa zisk sa dosiahne s vac¢Sou prav-
depodobnostou. Takéto akcie neprinasaju vysoky vynos. Za bezpec¢né finan¢né aktiva
sa povazuju dlhopisy, ktoré sa daji chapat ako pozicka s presne stanovenym ro¢nym
urokom. Za bezrizikovi drokova mieru berieme trok $tatnych dlhopisov, ktoré si brané
ako bezrizikové, hoci sme v nedavnom obdobi boli svedkami krachu Islandského statu
(rok 2008) a nie moc priaznivej situacie v Grécku, Spanielsku, ¢ Taliansku (roky 2008
- 2012). Na trhu sa okrem iného obchoduje aj s burzovymi indexami alebo trokovymi

mierami.
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Obr. 1.1: Casovy vyvoj ceny akcii spolo¢nosti Google

Rozvojom finan¢ného trhu vznikla potreba ochrany investovanych pefiazi. Snaha
o eliminaciu straty z investovanych penazi do finanénych aktiv sa nazyva hedzing. Fi-
nanc¢né derivaty predstavuja urcity druh poistky voci poklesu, narastu, alebo nezme-
nenej ceny akcii. Zakladnym a najjednoduchs$im derivatom je forward, ktory je zaroven
aj historicky prvym. Je to pravo a sucastne povinnost realizécie obchodu medzi vypi-
sovatelom a kupujucim na kipu, respektive predaj aktiva v presne stanovenom c¢ase za
vopred dohodnutt expira¢na cenu. Ak predpokladame, Ze cena aktiva je v ¢ase expi-
racie T rovna F, sucasna cena forwardu (v ¢ase t = 0) sa ziska odarofenim budticej
ocakavanej hodnoty F podkladového aktiva, P = Fe " "= Obe strany musia tento
obchod uskutocnit nezavisle od vyvoja ceny akcie.

Medzi d'alsie finan¢né derivaty patria opcie, ktoré davaja vlastnikovi préavo, ale
nie povinnost kuapit alebo predat dané aktivum, za vopred dohodnutta cenu vo vopred
stanovenom expira¢nom c¢ase. Ak sa jedna o prave kupit, hovorime o call opcii a ak o
préave predat, potom o put opcii. Vlastnik opcie je v takzvanej dlhej pozicii (long posi-
tion), vypisovatel (predajca) opcie je v kratkej pozicii (short position). Majitel opcie
ma voci vypisovatelovi vyhodu vyberu, ¢ si opciu uplatni alebo nie a za ttto vyhodu
si musi priplatit takzvana opénid prémiu. Drzitel opcie si ju uplatni len vtedy, ak mu
uplatnenie prinesie zisk. V st¢asnosti existuje niekol'ko druhov opcii, najjednoduchsie z

nich sa Eurdpske (vanilla) opcie. Eurdpsku call opciu si vlastnik uplatni len vtedy, ak je
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Obr. 1.2: Ziskovy diagram majitela opcie

cena aktiva S v Case expiracie T vyssia ako dohodnuté cena E, pretoze akciu preda za
drahsgie, ako ju vdaka uplnatnenej opcii kupi. Pri put opcii méa investor zisk, ak je cena
aktiva S v stanovenom c¢ase niz§ia ako dohodnuté cena E. Hodnota opcii v expira¢nom
¢ase teda predstavuje vysku zisku, ktort majitel moze dosiahnut v zavislosti od ceny

S

e call opcia

Ve(s,T) =max {S — E,0},

e put opcia

VP(S,T) = max {E — S, 0},

kde S je cena podkladového aktiva, T je datum expirdcie a E je dohodnuta expira¢na
cena. Celkovy vyplatny diagram majitela je eSte zniZeny o cenu opcie, ktord pred-
stavuje zaplateni op¢na prémiu. Zisk, ktory majitel dosiahne v zéavislosti od ceny S
v Case expliraciemozeme vidiet na obrazku 1.2. Predané opcia, alebo taktiez opcia v
short pozicii prinesie vypisovatelovi zisk, iba ak si ju jej drzitel neuplatni. Vynos vtedy
predstavuje cenu samotnej opcie, ktori vypisovatel zinkasuje jej predajom. Inymi slo-
vami, zisk vypisovatela je zapornd hodnota zisku majitela, ako vidiet aj na obrazku
1.3.

Kombinéaciou kipy a predaja opcii s roznymi expira¢nymi cenami vnikaji rozne
hedzovacie stratégie, ¢i uz proti narastu, poklesu, alebo nezmenej ceny akcie. Zaklad-
nymi a najjednodnoduchsimi stratégiami st bullish spread a bearish spread. Bullish

spread vznikne kiipou opcie s expira¢nou cenou £ a predajom s expiracnou cenou Fs,

12



1.1 Linedrny model
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Obr. 1.3: Ziskovy diagram vypisovatela opcie

pricom Fy < E,. Pri stratégii bearish spread je kombinacia opac¢nd, Cize drzime opciu
s expira¢nou cenou Fy a predame s Fy, kde E; < Es. Vyplatny diagram v ¢ase T pre

obe stratégie st zobrazené na obrazku 1.4 a si nasledovné:

e Bullish spread

V(S, T) = maX(S — El,O) — maX(S — EQ,O), E < E27

e Bearish spread

V(S, T) = —maX(S — E170) + maX(S — EQ,O), E, < Es.

Ostatné stratégie vzniknu dals§imi l'ubovolnymi kombinéciami kupy a predaja call a
put opcii.

Okrem wvanilla opcii pozname aj Americké opcie, path-dependent opcie a dal-
Sie. Americkd opciu si moze vlastnik uplatnit hocikedy do ¢asu expiracie, teda pre
Tubovolné t € (0, 7). Hodnota path-dependent opcii zavisi nie len od stucasnej hodnoty
podkladového aktiva, ale aj od vyvoja jeho historickej ceny na celom intervale ¢ € [0, 7).
Prikladom takychto opcii st Azijské opcie, Bariérové opcie a Look-back opcie. V praci

sa dalej zaoberame len Eurdpskymi opciami.

1.1 Linedrny model

Hodnota opcie v Case expiracie je znama, otazne zostava, aki hodnotu ma opcia pre
t = 0 teda v Case jej kupy. Cena musi byt stanovend tak, aby nenastala arbitraz. Cena

akcie ma nahodny pohyb, ktory dopredu nevieme presne predikovat. Hovorime, Ze cena

13



1.1 Linedrny model
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Obr. 1.4: Porovnanie stratégii bullish a bearish spread

akcie sa riadi geometrickym Brownovym pohybom s parametrami i a 0. KedZe pohyb
ceny akcie S = S(t) je ndhodny, potrebujeme vyuzit Itoovu lemu, vdaka ktorej vieme

urcit stochasticku diferencidlnu rovnicu opisujicu tento ndhodny vyvoj.

Lema 1.1 (Itoova lema). [15] Nech f(x,t) je hladkd funkcia dvoch premenngch, pricom

premennd x je riesenim stochastickej diferencidlnej rovnice
dr = p(z,t)dt + o(x,t)dw,
kde W (t) je Wienerov proces. Potom prvy diferencidl funkcie f je dany vztahom
df = 0, fdx + <8tf + %UQ(x, t)aif) dt,
dosledkom coho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlne; rovnici
df = (@f + O fu(x,t) + 302(35, t)@if) dt + 0, fo(x,t)dw.

Wienerov proces je ndhodny proces, ktory mé norméalne rozdelenie s paramet-
rami W (t) ~ N(0,1). Vyvoj ceny akcie modelujeme pomocou stochastickej diferencia-

nej rovnice
dS = p(S,t)Sdt + o(S,t)Sdw. (1.1)

kde 11(S,t) je o¢akacany vynos akcie, o(S,t) je jej volatilita, dS je zmena ceny akcie za
¢asovy okamih dt a dw je diferencidl Wienerovho procesu. Cena opcie V (S, t) je funkcia
dvoch premennych - ceny podkladového aktiva S a casu t. Na vyjadrenie diferencidlu

vyuzijeme Ito6vu lemu.
dv(S,t) = (&V + 05V Su(S,t) + %O’Q(S, t)Sang) dt + 0sV So (S, t)dw. (1.2)

14



1.1 Linedrny model

Odvodenie ceny derivatu V (S, t) spo¢iva v odvodeni linedrnej Black - Scholesovej rov-
nice, pricom vyuzijeme Mertonovu myslienku, kde mame portfolio II pozostavajtce z
Qs mnozstva akcii vyplacajicich dividendy, QQy opcii a bezrizikovych dlhopisov vypla-

cajucich dividendy ([15], str. 34-37).
M=5SQs+VQy+ B

Dané portfolio chceme mat zaistené vo¢i moznym vykyvom cien akcii a s nulovym ras-
tom investicii. Na zaistenie vo¢i vykyvom ho musime dynamicky v ¢ase prerozdelovat,
pri¢om vyuzijeme zdroje zo samotného portfélia. Nulové investicie nam vytvaraja prva
podmienku

M=25Qs+VQy+B=0 (1.3)

a zéroveil nam z toho vyplyva, ze hodnota portfélia sa v ¢ase nemeni, preto zaroven
plati aj
dll =d(SQs +VQy + B) = 0. (1.4)

Prefinancovanie daného portfolia nam hovori o zmene mnozstva )y opcii, Qg akcii a

0 dlhopisov, ¢o matematicky vieme vyjadtrit:

SdQs +VdQy + 0B = 0. (1.5)

Na ocenovanie bezkuponovych dlhopisov vyuzivame jednoduchy vztah B(t) = B(0)e!

kde r je bezrizikova miera Grocenia. Tento Grok sa zvycajne udava ako vynos zo statnych
dlhopisov, ktoré st vo vSeobecnosti povazované za bezpetné aktivum. Zmena dB(t) =
rB(t) vyjadruje tiro¢enie dlhopisu, no nesmieme zabudat, ze dlhopisy su zarovei mozné
prostriedky na prerozdelovanie portfolia, pricom na toto prerozdelenie vyuZijeme 6B
dlhopisov, preto zmena peniazného objedmu je dB(t) = rB(t) + d B Derivovanim (1.4)

a vyuzitim podmienky (1.5) dostaneme

dll = d(SQs +VQv + B)
=dSQs+dVQy +rB+ SdQs + VdQy + 6B (1.6)
= dSQg + dVQy + rB.

Ked dlhopisy B vyjadrime za pomoci (1.3), ziskame vztah
dSQs + AV Qy — rSQgdt — rVOQydt = 0. (1.7)

15



1.1 Linedrny model

Po dosadeni (1.1) a (1.2) do vztahu (1.7) a definovanim A = —g—‘s/, kde A predstavuje

pomer poc¢tu Qg akcii a poctu Qy opcii drzanych v portfoliu, dostaneme rovnicu

1
(@V + u(S,t)S0sV + 502(5, t)S?0LV — Au(S,t)S + ArS — rV) dt
(1.8)
—(Ac(S,t)S —a(S,t)S0sV) dw = 0
Kedze berieme do tivahy akciu vyplacajucu dividendy, stredné hodnota stochastického
procesu je v tvare u—q. Volatilitu o = (S, t) modzeme ur¢it roznymi spésobmi, jednym
z nich je uvazovat pevnu volatilitu na zaklade historickych dat, pripadne ju vypocitat

implicitne. Odstranenie rizikového stochastického faktora dw zabezpecime vyberom
A = 0gV.

Ak stale udrzujeme takyto pomer akcii a opcii, zabezpecime si tym eliminaciu rizika,
pretoze nam v procese vystupuji len deterministické ¢leny dt a ziadne stochastické dw.
Pomocou tohoto pomeru vieme zistit cenu opcie V(S,t) zavisla od ceny akcie S pre

¢as t € [0,T], ktora je riesenim linearnej parcidlnej diferencialnej rovnice
2
8,V + (r — q)SBsV + %SQ@@V V=0, (1.9)

s pociatoénymi podmienkami V' (S,T) = max(S — E,0) pre Call opciu a V(S,T) =
max(FE — S,0) pre Put opciu. V rovnici o predstavuje volatilitu procesu, r > 0 je
urokova miera bezkuponového dlhopisu, ¢ je vynos z dividend. Pre konstantni o > 0
sa rovnica (1.9) nazyva linearna Black-Scholesova diferencidlna rovnica. Predpokladom

fungovania tohto modelu si dost obmedzujice poziadavky:
- tuplnost trhu,
- trh je dokonale likvidny,
- investor moze obchodovat s [Tubovolnym poc¢tom akcii bez ovplyvnenia jeho ceny,
- ziadne obmedzenia na shortselling
- 7ziadne transakéné néklady,
- dokonalé delitelnost cennych papierov

- lognormalne rozdelenie cien, ...
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1.2 Priklady nelinedrnych modelov

Takyto model je nerealisticky. MoZeme vSak zmenit konstantni hodnotu ¢ > 0 na
funkciu zavisla od viacerych parametrov, pricom dostaneme nelinedrnu parcidlnu dife-

rencidlnu rovnicu. Volatilita o zapisand vo vSeobecnom tvare vyzeré:
_ 292
o=0(S°0V,S, T —1t).

Pre Black-Scholesovu rovnicu s takouto volatilitou vieme do modelu zahrnut napriklad

transakcéné naklady, nedplnost trhu, likviditu, alebo riziko z nestability portfolia.

1.2 Priklady nelinedrnych modelov

Vytvorenie modelu, ktory by splital predpoklady realneho trhu je prakticky nemozné.
Kazdy nelinearny model sa snazi zabezpecit splnenie zvycajne jedného alebo dvoch
redlnych poziadaviek. Funkcia volatility je pre kazdy model rézna, financény derivat

kazdého nelinearneho modelu splita Black - Scholesovu rovnicu.

Lelandov model

Lelandov model [13] bol vytvoreny na ocenovanie put a call opcie za pritomnosti trans-
akénych nakladov pri kipe a predaji opcii. Burzy si pri kazdom obchodovani acétuji
poplatky, preto uvazujeme, Ze akcie sa nakupuji za cenu ask, ktorad je od skutocnej
rovnovaznej ceny akcie navySena o transakcény poplatok, cena bid za ktort aktivum
predavame je on znizena. Linearny model je zaloZeny na spojitom prerovnavani portfo-
lia, to by v8ak viedlo k nekone¢nym nakladom. Predpokladom Lenandovho modelu je,

7e prerozdelujeme portfolio kazdych At ¢asovych jednotiek. Volatilita nadobuda tvar
o(S20:V, S, T —t) = 6*(1 — Lesign(93V)) (1.10)

kde ¢ > 0 predstavuje konstantni historickd volatilitu vypocitani na zéklade dat, Le

je takzvané Lelandova konStanta

2 1
Le = \/ic_, 1.11
‘ (G RVIAN 5 ( )

C' predstavuje chybu zo zaokruhlenia transakénych néakladov na 1$ transakcie, t.j.

C _ Sask_sbz‘d

s>, At > 0 je nami urcend frekvencia prerozdelovania portfolia. V praxi to

znamena to, Ze ¢im Castejsie prerozdelujeme portfolio, tym st poplatky vyssie. Ak ak-

ciu vlastnime, vtedy je hodnota 93V > 0 a volatilia dana ako o = 6%(1 — Le sign(9%V))
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1.2 Priklady nelinedrnych modelov

je mensia ako pri klasickom Black - Scholesovom modeli, pricom cena takéhoto financ-
ného derivatu je pri ostatnych nezmenenych parametroch nizsia. Ak akciu nevlastnime
a je v tzv. kratkej pozicii, vtedy je cena derivatu konkavna funkcia, 92V < 0 a volatilita

nadobida vyssiu hodnotu.

RAPM model

RAPM, alebo Riziko zahrniujica metodologia je nelinearny model, ktory vytvoril Kratka
[9] a neskor bol zovseobecneny Jandackom a Sevovicom [11]. Tento model zahfia
transakcéné naklady podobne ako Lelandov model, no taktiez berie do tivahy rastice
riziko neprerozdelovaného portfolia. Ak uvazujeme opciu v dlhej pozicii, potom je vo-

latilita v tvare

o? = 6% (1 + u(SoEV)H3) (1.12)

ak v kratkej, potom
o? = 6% (1 — p(SoV)'/3), (1.13)

kde 62 je volatilita vypocitana na zéklade historickych dat, ji = 3(%?)1/3, C predsta-
vuju relativne nadklady na 1$ transakcie pri kupe, alebo predaji akcii S a R koeficient

prémie za riziko. Tomuto modelu sa viac venujeme v d'alsej kapitole.

Model so skakajicimi volatilitami
Tymto modelom sa zaoberali Avellaneda a kol. [1], pricom uvazovali s moznost neupl-
nosti trhu. Volatilita nie je presne urcend a je viazana.
SOV ST — 1) o2, ak 0:V <0,
o3, ak OV >0,
o1, 09 je urcitd hornd a dolnd apriorna hranica, ktord moéze byt urcena na zéklade

historickych dat.

Model nelikvidného trhu
Existuje aj model, ktory sa zaoberd vplyvom velkého investora na cenu podkladového
aktiva. Tento model zovseobecnil Frey a kol. [8] a volatilita podkladového aktivna ma

tvar:
~2
2 O-

T (- SRV
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1.2 Priklady nelinedrnych modelov

V tomto modeli vystupuje parameter p, ktory je parametrom likvidity. Likvidita hovori
o tom, ako dlho trva, kym sa podari zamenit akciu za iny tovar alebo peniaze. Peniaze
st vo vSeobecnosti dokonale likvidné, lebo vymena za tovar je mozna vzdy a okamzite.
Ak je parameter p nulovy, akcia je dokonale likvidna rovnako ako peniaze a mame li-
nearnu Black - Scholesovu rovnicu (1.9). Ak je p < 0, znamena to, Ze je po tovare va¢si
dopyt ako ponuka, akcia sa Tahko preda a vdaka tomu cena moze byt vyssia. Naopak,

ak je p > 0, vtedy ponuka prevysuje dopyt, cena akcie je nizsia a je tazsie ju predat.

Model so zahrnutou preferenciou investora
Model s nelinearnou volatilitou, ktory vytvorili Barles a Soner [3], vyjadruje preferencie

investora pomocou exponencidlnej funkcie uzitocnosti:
o?(S?0%V, S, T —t) = 62(1 + W(a?e"™S*02V, S, 7)),
kde W(x) je rieSenim diferencidlnej rovnice:

V(z) = (U(x) + 1)%, pricom ¥(0) = 0.
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2 (Odvodenie nelinearnych modelov

Hoci je linedrny model jednoduchy na rieSenie a vieme ho explicitne rie§it, kvoli obme-
dzujicim predpokladom vznikaji vo vysledkoch v porovnani s redlnymi datami znacné
odchylky. Preto, ako uz bolo spomenuté vyssie, vznikali zlozitejSie modely, ktoré boli
kvoli svojej nelinearite naroc¢nejsie na najdenie rieSenia, ale zahriiuji aspon jeden re-
alny predpoklad navysSe. V kapitole blizSie predstavime riziko zahriiujicu metodolégiu

(dalej ako RAPM) a model nelikvidného trhu.

2.1 RAPM model

RAPM model [11] je nelinearny model, ktory zahiha okrem transakénych nakladov
vzniknutych pri kiipe a predaji podkladového aktiva, aj riziko spojené s nechranenym
portfoliom. Cim CastejSie sa portfolio prerozdeluje, tym st celkové néklady vyssie a
naopak, ¢im menej sa portfolio prerozdeluje, tym sa stava portfolio nechranené, vola-
tilita portfolia je vySSia a stéva sa rizikovejsim. Cielom modelu je najdenie optimélne;j
frekvencie prerozdelovania portélia tak, aby sa minimalizovali celkové straty z mozného
rizika alebo prerozdelovania. Odvodenie modelu je zaloZené na nasledovnych predokla-

doch.

1. Uvazujme portfolio zloZené z jednej opcie a delta prislachajucich akcii IT = V44.5,

pricom prerozdelujeme kazdych At ¢asovych jednotiek.

2. Cena akcie opisuje geometricky Brownov pohyb v diskrétnej forme AS = uSAt+
oSPV AL, a ® je ndhodna premenna z N(0,1).

3. Opcia je v dlhej pozicii, ¢ize akciu vlastnime.

4. Transak¢né néklady st dané relativne k cene akcie. Akciu kupujeme za drahsiu

cenu S = S(1 + %) a predavame za lacnejSiu Spq = S(1 — %), pricom S =

Sask+Sbid
B R

Uvazujeme samofinancovaciu stratégiu, takze prostriedky, ktoré chceme vyuzit na kipu
(predaj) opcii, musime vykryt z predaja (kapy) akcii. Zmena portfolia v ¢ase vyjadruje
rozdiel medzi novou hodnotou po prerozdeleni a povodnou hodnotou AIT = TI(t+ At) —

I1(t). V portfoliu chceme prerozdelovanim minimalizovat riziko. Ak je riziko portfolia
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2.1 RAPM model

nulové, na to aby nevznikla arbitraz, hodnota portfélia by mala v ¢ase rast rovnakou
urokovou mierou r ako bezrizikové portfélio, Al = rIIAt. Akcie sa za bezrizikové
nepovazuju, preto ziadame za podstipenie rizika pri investovani vyssi vynos. Rozdiel
vynosu rizikovej akcie oproti vynosu bezrizikovych aktiv je prémia za riziko a je tym
vySsia, ¢im si akcie rizikovejSie. Ako uz bolo vysSie spomenuté, dana odmena za riziko
je kompenzaciou za transakéné naklady a volatilnost portfélia, preto si investor za
podstupenie oboch rizik vynos vo vyske rg = ro¢c + ryp. KedZe vo veobecnosti mozu
akcie vyplacat dividendy vo vyske ¢S, celkovd zmena hodnoty nasho portfolia za ¢as

At je vyjadrend nasledovne:
AIl = rITAt — 0gSAt + rrSAt (2.1)

Ako uvadzaji Jandacka so SevEovicom v [11], na ziskanie jednotlivych rizik mozeme
uvazovat dve samostatné tlohy. Najskor chvilu uvazujeme nulové straty z volatility
portfolia ryp = 0. Chceme prerozdelit portfolio predanim alebo kipou akcii. Za ¢as
At stcasne dochadza k zmene hodnot opcie a akcie. Celkova zmena hodnoty portfélia
predstavuje zmenu hodnoty opcie ktord drzime, zmenu hodnoty delta drzanych akcii
0AS a to celé je este znizené o naklady vynalozené na prerozdelenie portfolia. Kipa
jednej akcie predstavuje naklady vo vyske S %, pre celkovi zmenu Ad poctu akcii to je

S % | Ad |. Zmenu hodnoty portfolia AIl matematicky vyjadrime ako
C
AH:AV—i—éAS—SE | A0 |, (2.2)

kde %S predstavuje stratu, ktora vznikd pri kupe a predaji jednej akcie. Ak na nase

portfolio aplikujeme Itodvu lemu a spojime vztahy (2.1) a (2.2), dostaneme
[Ty c
(0, V + 50 SZOZV)AL + (0sV + 6)AS — SE | Ad |= (rII — 0gS — rreS) At. (2.3)

Podobne ako v kapitole 1.1 chceme minimalizovat straty odstranenim stochastickych
¢lenov v rovnici. Kedze dS méa ndhodny charakter kvoli stochastickému ¢lenu dw, defi-
novanim poc¢tu drzanych akcii § = —dsV tento nadhodny ¢len eliminujeme a dostaneme

vztah

1
(0,V + 502828§V)At - S% | AS |= (r(V — SOsV) 4+ 05V qS — rpeS) At (2.4)
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2.1 RAPM model

Aplikovanim [todvej lemy na Ad a zanedbanim At a c¢lenov vySsich radov ziskame

aproximaciu Ad &~ 0S92V AW. Ofakavana hodnota stochastického ¢lena AW potom

Bl AW || = ,/%At.

Z kapitoly 1.1 vieme, Ze rovnica (0,V + 1025203V )At — r(V — 0sV) At + 95V gSAt =

je

0 je Black - Scholesova rovnica bez transakénych nakladov. Zahrnutim transak¢énych
nakladov do vztahu (1.9) ndm pribudli ¢leny S$ | A | a rreSAt. Naslednym vyuZitim
aproximacie pre AJ ziskavame urcenie vysky odmeny rpc za riziko z transakénych

nakladov:

CoS 1
rre = % | 05V | N (2.5)

Nie je ndhoda, ze naklady vysli totozné ako st uvedené v Lelandovom modeli, pretoze
model RAPM vychéadza pri odvodeni préave z myslienky tohoto modelu.

Druhé tdloha pozostéva v najdeni odmeny ry p za riziko nechraneného portfolia,
pricom tentokrat zanedbame transakéné naklady. Cim je volatilita porfolia vyssia, tym
si investor ziada vysSiu finan¢énit odmenu ako kompenzaciu za vyssie riziko. Mieru tohto
rizika je vhodné merat ako varianciu zmeny hodnoty portfolia pripadajici na hodnotu
akcie za Casovy interval At:

Var(A—SH)

LE (2.6)

Tyvp =

kde konstanta R reprezentuje krajnt hodnotu, kedy je eSte investor ochotny vystavit
sa riziku. Inak povedané je to koeficient prémie za riziko. Aplikovanim Itodvej lemy na

All = AV + JAS dostaneme
1
Al = (9sV + 0)o SAW + 5025*28§V(AM/)2 +G (2.7)

kde G = (0sV + 0)uSAt + 0,V At. Kedze G obsahuje len deterministické ¢leny, plati
E(G) = G. Vieme, ze W predstavuje Wienerov proces v diskrétnej forme, pricom AW =
dv/At a ® je nahodna premennd z normélneho rozdelenia s parametrami N(0,1),
preto plati E[AW] = 0 a E[AW]? = 1. Nas zaujima hodnota variancie var(AlIl) =
E[(AIl — E(AII))?], preto najskor vypocitame AIl — E[ATI]:

Al — E[AD] = (O5V + 6)aSPV AL + %JQSzang(@Q —1)At. (2.8)
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2.1 RAPM model

Pri odvodzovani transakénych nakladov sme stanovili podmienku § = —0sV. Zo Sta-

tistiky plati E[(®? — 1)?] = 2. Variancia zmeny hodnoty portfolia je preto rovna:
var(All) = E[(AIl — E(AIID))?]
= E[((asv + 0)oSPVAL + %(725283\/(@2 — 1)) (2.9)
= E[ o' SOV )AL,
Pre zjednodusenie zépisu si definujme I' = 92V. S vyuzitim (2.6) a (2.9) dostaneme
ryp = %RU%‘QFQAt. (2.10)

Ziskali sme vyjadrenie pre prémie za obe rizika; riziko z transakcénych nakladov rpe a
riziko z volatility portfolia ry p. Uvazujme, Ze investor je rizikovo averzny a preto sa

snazime dané riziko minimalizovatf. Hladdme minimum nasledovnej rg(At) funkcie:
TR =TrC +TVp = —S! [ ~

Minimum najdeme derivovanim (2.11) podla At a vysledok polozime rovny nule:

+ = Ra4S2P2At (2.11)

~ CoS 1 | RPN
O——M|F|(At)2/3+§RUSF. (2.12)

Miniméalnu hodnotu celkového rizika dosiahneme stanovenim optimalnej frekvencie

At,,, prerozdelenia:

KQ
Aty = — 2.13
o2 | ST/ (2.13)
pricom K = (%%)1/3. Spatnym dosadenim (2.13) do (2.11) ziskame
C2R (1/3)
At,,) = 28T |43 . 2.14
mdt) =3 (5) 1Tl (2.14)

Tymto sme dostali vyjadrenie optimalnej frekvencie prerozdelenia portfélia a zaroven
oCakévani hodnotu prémie za riziko. Zo vzorca (2.11) vidiet, ako sme aj v tvode kapi-
toly spominali, ze pre At — 0,, ¢ — oo teda rasti naklady z prerozdelenia portfolia
a pre At — oo ryp — 00, teda zniZovanim frekvencie prerozdelovania zvySujeme
rizikovost portfolia a tym mozné straty.

Teraz nam ostéva uz len odvodit parcidlnu diferencidlnu rovnicu, ktoré vyho-
vuje RAPM modelu. Vychadzame z rovnice (2.1). Po aplikovani Itodvej lemy a stano-

venim podmienky § = —0sV dostaneme:

2
&V + %s?agv + (r—q)S8sV —rV 4+ rpS = 0. (2.15)
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2.1 RAPM model

Po dosadeni (2.14) do (2.15) a naslednou tipravou dostaneme nelinearnu Black - Scho-

lesovu parcialnu diferencialnu rovnicu
2
oV + %5%(1 + a(ST)V3) + (r — )SosV — 7V =0, (2.16)

1/3
kde T = 03V, i = 3 (%%) , 1 je bezrizikovd miera bezkuponového dlhopisu a ¢
je dividendova sadzba. Na zabezpecenie jednoznac¢ného rieSenia je dolezité, aby bola

splnend podmienka f'(H) > 0. T4 je zarucend, ak
ST > (—3/4f1)°. (2.17)

Jandatka a Seviovic [11, strana 242| sa tieZ venovali analyze spréavania sa ceny
opcie V = V(S,t) v Case blizkej do expiracie T'. Ak definujeme 7 =T — ¢, tak za ¢as
blizky do expiracie povazujeme 7 > 0, pricom 7 je malé. Lelandov model predpoklada,
ze frekvencia prerozdelovania je ovela mengia ako 7 [12,13]. Na to, aby bolo zaru¢ené
At,,. < 7, sta¢i pridat podmienku, 7Ze sa portfolio prerozdeluje v ¢ase blizko expiracie
T. Tym padom sme dostali dva intervaly; interval (0,¢*), kde sa portfolio nemoze
prerozdelovat a (t*, 7)), kde sa prerozdelovat moze. Na intervale kde neprerozdelujeme
st transakéné néklady nulové, preto g = 0 a plati linearna Black - Scholesova rovnica
(1.9). Dant linearnu rovnicu vieme explicitne riesit (pozri [15], strany 47 - 57), pricom

hodnota opcie pre cas t* je dana

V(S,1%)° = SN(d)e 1T~ — EN(dy)e "1, (2.18)
2.18
V(S; t*)p fd EN(—dg)e_T(T—t*) _ SN(—dl)e_Q(T_t*)7

kde N(d) je kumulativna distribu¢né funkcia,
_In(S/E) 4 (r —q+a*/2)(T — t*)

oV/T —t* ’ (2.19)
d2 :dl —O’\/T—t*,

pricom S je cena akcie, E je expira¢nd cena, r je bezrizikovd miera trocenia, ¢ si

dr

vyplacané dividendy, o je variancia portfolia, T' je ¢as do expiracie a t* je takzvany
switching time. V (S,t*) je vzorec na ziskanie hodnoty call opcie a V (S, t*)P na vycisle-
nie hodnoty put opcie. Switching time mdzeme stanovit ako minimalnu frekvenciu pri

ktorej prerozdelujeme portfolio:

T—t" = min Atope (S, 7). (2.20)
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2.2 Transformdcia RAPM modelu na Gama rovnicu

Ak dostanime hodnotu At,,, ktordt mame vyjadrent ako (2.14) do (2.20), naslednou

upravou dostaneme

C

Ro?’

Cas t berieme do tvahy len na intervale ¢t € [0,T], at <t* <T.Vidime, ze T —t* > 0.

T—t = (2.21)

Tymto sme ziskali podmienku
C < Ro?, (2.22)

ktortd musime pri rieSeni tlohy uvazovat. Na intervale ¢ € [0, ¢*] rieSime nelinearnu dife-
rencialnu rovnicu (2.16). Ked7Ze explicitné rieSenie vo vSeobecnosti nepozniame, musime

ju riesit numericky.

2.2 Transformacia RAPM modelu na Gama rovnicu

Predtym ako za¢neme samotnu nelinedrnu parabolickt rovnicu (2.16) riesit, najskor si

ju upravime na vhodnejsi tvar. Ako prvé zavedieme substiticiu na nezavislé premenné:

a:::In(%),:ceR, r=T—t 7€(0,7). (2.23)

Ukazalo sa, Ze je velmi vyhodné vyuzit aj transforméciu
H(z,7) = ST = S02V (S, 1), (2.24)

a zadefinovat si pomocnu funkciu

B(H) = %UQH(l + a(H)'3). (2.25)

Na zaklade danych substiticii plati:
0,5 = (Ee®)!, = Ee* = S,
0,V (S,t) = 05V (5,1)0,S = SOsV (S, 1), (2.26)
02V (S,t) = SOsV (S, t) + S202V (S, t) = SOsV (S, t) + SH(x, 1),
O-H(z,7) = 0,(SO2V (S, 1))0rt = —0,(SOZV (S, 1)),
Tieto vztahy pre derivacie vyuzijeme pri odvodzovani Gama rovnice. Rovnicu (2.16)

dvakrat zderivujeme podla premennej z. Po prvej derivacii dostavame rovnicu

01(S0,V) + SB(H) 4+ S0,B(H) + (r — q)(SsV + S?02V) — rSosV = 0, (.27

S(9,(0,V) 4+ B(H) + 0,8(H) + (r — q)(0sV + SH) — rdsV) = 0.

25



2.2 Transformdcia RAPM modelu na Gama rovnicu

Hodnota opcii pre ktoré je cena S podkladovéhe aktiva nulova, je taktiez nulovi. Zau-
jimaji nas netrividlne rieSenia, preto rovnicu (2.27) mozeme danou premennou S pre-

delit. Druhou derivéciou uz predelenej rovnice (2.27) dostaneme
O(SO2V) + 0,B(H) + 02B(H) + (r — q)(SOZV + 0, H) — rSoV = 0. (2.28)

Definovali sme si H(z,7) = S04V (S, t) a po tiprave dostaneme takzvani Gama rovnicu,

ktora neskor vyuZzijeme pri numerickom vypocte:
aTH(x7 T) - aﬁﬁ(H(ZE, 7-)) + azﬁ(‘H(x? T)) + (T - Q)8$H<x7 T) - qH(.T, T)7 (229)

kde 7 € (7*,T), € R. Dana rovnica je narozdiel od nelinearnej parabolickej Black -
Scholesovej rovnice (2.16) kvazilinearna parabolickd rovnica a tato vieme pomerne jed-
noducho numericky riesit. Pre call aj put opciu mdzeme vSeobecne vyjadrit podiatocni

podmienku

~

H(z,0) = H(z), x € R, (2.30)

kde H(z) je Diracova delta funkcia H(z) = 6(x) v tvare

~

H(z,0) = H(z), z € R. (2.31)
Pripomenme, ze Diracova funkcia je funckia distribu¢ného charakteru taka, ze

/OO 5z — 29)B(x)dz = B(o), /OO 5(x)dz = 1, (2.32)
pre TubovoInt hladka funkciu ®. Ako uz bolo v predchadzajicej ¢asti povedané, rieSe-
nie hladdme na dvoch intervaloch. Najskor riesime linearnu Black - Scholesovu rovnicu
na intervale 7 € (0,7*) pomocou explicitného riesenia (2.18). Na intervale 7 € (7%, 7))
explicitné rieSenie nepozname, ale vieme, Ze najdené riesenie funkcie V(S,1) splha-
juce nelinearnu Black - Scholesovu rovnicu (2.16) vyhovuje aj odvodenej beta rovnici
(2.25). Ostava nam uz len uréit okrajové a pociatoéné podmienky H(—oo,7), H (oo, T)
a H(x,7*) pricom vieme, Ze plati H(z,7) = S0%V(S,t). KedZe na hranici switching
time T* eSte plati explicitné rieSenie vyhovujice linearnej Black - Scholesovej rovnici
(2.18), vyuzijeme to, Ze z explicitného rieSenia vieme vyjadrit nasledovné parcialne
derivacie:

dsV (S,t) = e " TIN(dy),
e—q(T—t)N/<d1) (2.33)

RV(S,1) = =,
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2.2 Transformdcia RAPM modelu na Gama rovnicu

kde S >0, t € (t*,T — t*), r je vynos derivatu, ¢ dividendova sadzba a
o _W(S/E)+(r—g+ )T —t*)

! VT -t '
7 tohoto l'ahko vidiet, Ze pozname poc¢iato¢ni podmienku pre ¢as 7*:

~ e I N/<d1)

H(z)=H(x,7") = , 2.34
@) = Hle,m) = —m— (2:34)

pricom 7* > 0 je dostato¢ne malé. Okrajové podmienky
H(+00,7) = H(—00,7) =0 (2.35)

vieme odvodit z nasledovnych limitnych vztahov:

lim di = +o0,
S—o00

lim d; = —o0,
S——o0

. / o

Ked numericky néjdeme rieSenie H(x,T), musime ho spétne transformovat, aby sme
dostali nase hladané riesnie V(S,0). Z definicie 93V (S,t) = $H(In(S/E),7) prvou

integraciou dostaneme

51
dsV (S, 1) :/ EH(ln(S/E),T— t)ds + K(t)

IH(S/E) Ee*
:/ Z H(x,T —t)dz + Ky(t)
61‘

—0o0

In(s/E)
:/ H(x,T —t)dx + Ki(t).

—0o0

Néaslednou integraciou odvodime:

—00

Ini/E
V(S,1) :/S (/ v )H(m,T—t)dx> ds + SK1 (1) + Ks(1)

In(s/E
_ / * )( ’ H(x,T—t)ds) dr + SK, () + Ky (t) (2.36)

Ee®

—00

:/ max (S — Ee®, 0)H (z, T — t)dx + SK;(t) + Ks(t),

kde Ky(t) = 05V (0,t), Ko(t) = V(0,t) st premenné nezavislé od S a v V(0,t) =

05V (0,t) = 0. Po uprave ziskame vzorec pre Call opciu

V(S,t) = /OO max (S — Ee®,0)H(x, T — t)dx. (2.37)
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2.8 Model nelikvidného trhu

Analogickym postupom vieme ziskat vzorec pre Put opciu
V(S,t) = / max(Fe® — S,0)H (z,T — t)dx). (2.38)

Ako ukdzeme v préci neskor, ak integrujeme na inom intervale ako [0,S], premenné
Ki(t) a Ky(t) mozu byt nenulové. Budu to také pripady, kedy dsV (S,t) a 92V (S, )
nebuda mat rieSenie pre S = 0.

Doteraz sme sa zaoberali myslienkou, Ze opcia je v dlhej pozicii a v ¢ase expiré-
cie jej tvar je V' (S, T). V pripade, ze opciu dlhujeme (teda je v kratkej pozicii), hodnota
V(S,T) v ¢ase expiracie je opatna k drzanej opcii V(S,T) = —V/(S, T). PretoZe maji-
tel nadodiba zisk uplatnenim opcie na tikor dlhovatela, cely proces V(S,t) je opaény
k V(S,t). Z tohto nam vyplyva, ze vSetky derivacie st taktieZ s opaénym znamienkom

a V(S,T) vyhovuje Black- Scholesovej rovnici

—0,V — %251“(1 — a(ST)V3) — (r — ¢)SOsV +rV = 0.
Ked prenéasobime celd rovnicu hodnotou —1, dostavame tvar

oV + %252r(1 — a(ST)Y3) + (r — q)S0sV —rV =0, (2.39)
pricom V (S, t) = —V(S,t) riedi (2.39). Netreba zabudntif na podmienku parabolickosti,
pretoze rovnica (2.39) ma rieSenie len vtedy, ak

ST < (3/4i1)>. (2.40)

2.3 Model nelikvidného trhu

Na rozdiel od klasického linedrneho modelu, model ktory odvodil Frey [8], berie do
uvahy nelikvidnost na trhu. Tato nelikvidita trhu hovori, Ze ak investor nakipi velké
mnozstvo akcii, cena tychto akcii sa urcite zmeni. Pre investora je vtedy ovela naroc-
nejsie predat velké mmnozstvo akcii za trhova cenu, pretoze dopyt po nich mézZze byt
maly. Predpokladame, 7e cielom investora je replikicia derivatu dynamickou straté-
gou zalozenou na dvoch adaptovanych procesoch (ay, B;) [16]. Vyraz ay(5;) predstavuje
pocet rizikovych podielov v portfoliu v ¢ase ¢ (dalej oznac¢ujeme len «(f5)). V tomto
modeli predpokladame, Ze zmena ceny podkladového aktiva sa riadi stochastickou di-

ferencidlnou rovnicou

dS = pSdt + oSdw + pSda, (2.41)
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2.8 Model nelikvidného trhu

kde p je stredna hodnota ndhodného procesu, o je volatilita daného procesu, 0 <
p < p je parameter likvidity a W(t) predstavuje Wienerov proces. Uvazujeme, Ze
dynamicka hedzovacia stratégia investora a(3) je hladka funkcia ®(S,t), ktora zavisi
od ceny podkladového aktiva S a ¢asu t. Diferencial ceny podkladovej akcie dS' je dany
implicitne (2.41), pretoze da znovu obsahuje diferencial ceny dS. Postupne ukazeme,

ze ho vieme vyjadrit aj explicitne. Uvazujme dS v tvare
dS = b(S,t)Sdt + v(S,t)Sdw. (2.42)

Z Ttoovej lemy, rovnakym postupom ako sme odvodili diferencial dV (S, t) v (1.2) vieme

odvodit, ze diferencial hedZovacej stratégie je v tvare
S,t
da = 0s®dS + <3t<1> + ( >8S ) (2.43)

Ak tento diferencial dosadime do (2.41), dostaneme

v%(S,t)
2

(1 — pSas®) dS = b(S,)Sdt + v(S,t)Sdw + pS (a@ + agé) dt.  (2.44)

7 tohoto vieme I'ahko urc¢it stredni hodnotu a varianciu procesu dS ako

o

oSt = 1 Shep
b(S,t) = 1—/)#@ < +p (@ascb)) .

Ziskali sme explicitné vyjadrenie pre dS v tvare

1 v%(S, 1) o
iS=— YO ONY sat 4 — T Saw, 2.4
S = 1= 5050 <“+p( 2020 )) St T Shea (2.46)

Odvodenie diferencidlu ceny opcie dV (S,t) a Black - Scholesovej rovnice pre model

(2.45)

nelikvidného trhu je analogické, ako sme odvodili v kapitole 1.1, s tym rozdielom, ze
zamiesto p uvazujeme b(S, t) a namiesto volatility o(S,t) uvazujeme v(S,t). Cena opcie

V(S,t) vyhovuje diferencialnej rovnici

v%(S,t)
* 2

oV S2O%V + (r — q)SdsV —rV =0, (2.47)

kde r je bezrizikovy turok a ¢ vynos z dividend. Koeficienty r a ¢ zvykna zanedbat, aby

sa zjednodusil vypocet rieSenia. V praci taktiez hladame rieSenie nelinearnej Black -
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2.4 Transformdcia modelu nelikvidného trhu na Gama rovnicu

Scholesovej rovnice s nulovymi hodnotami pre r a ¢q. Nasa tloha na najdenie rieSenia
ceny opcie V (S,0) sa nam zjednodusila, pricom V (S, t) vyhovuje diferencialnej rovnici

v2(S,t)

oV + S?ORV =0, (2.48)

pociato¢na podmienka V' (S, T) je V¢(S,T) = max {S — F, 0}, ak sa jedna o call opciu a
VP(S,T) = max {E — 5,0}, ak o put opciu. Zostava nam este vyjadrit funkciu ®. Mys-
lienka spoc¢iva v stratégii minimalizovania takzvaného "zero tracking erroru", inak po-
vedané uhlovej chyby. Nulova odchylka podTa [8] nastane vtedy, ak funkcia o = ®(S, t)
je definovana ako delta ceny opcie V(S,t), ktoré riesi nelinearnu Black-Scholesovu ro-
nicu (2.48):

O(S,t) = sV (S, 1), (2.49)

a volatilita v(S,t) rieSenia V' (5,t) je v tvare

o

Potom hladéame funkciu V' (S, ), ktora je rieSenim nelinearnej Black - Scholesovej rov-

nice
1 o?

OV A= psav)

kde S > 0, t € [0, T]. Oproti linedArnemu modelu nastal rozdiel vo variancii procesu dS.

S?9LV =0, (2.51)

Variancia v nelinearnom modeli nadobuda tvar pricom v linedrnom hodnotu

o>
(1—pSH2V)2>

o%. Pre p > 0, MTW > o2, variancia v nelineArnom modeli vychadza vy&gia, ¢o

negativne ovplyvni aj cenu opcie - je drah$ia. Na trhu, kde nie je dokonala likvidita, si

musi dominantny investor priplatit.

2.4 Transformacia modelu nelikvidného trhu na Gama rovnicu

Ak chceme riesit diferencidlnu rovnicu 2.51 pre model nelikvidného trhu, musime po-
dobne ako pre RAPM model v Kapitole 2.2 dant rovnicu transformovat na (Gama

rovnicu. Postup je analogicky. Zavedieme substitiiciu na nezavislé premenné:
S
z:=In 5 ,x€R, T=T—t, 7€(0,7). (2.52)
Vyuzijeme transformaciu V (95, ¢) na funkciu H(z,7) v tvare

H(z,7) = SOV (S,1), (2.53)
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2.4 Transformdcia modelu nelikvidného trhu na Gama rovnicu

a definujeme pomocnii funkciu beta

o? H
H)= —————. 2.54
) = G (= o (254)
Vyuzitim (2.54) a dosadenim do (2.51) dostaneme diferenciélnu rovnicu
0V + B(H)S = 0. (2.55)

Funkcia V(S,t) je zavisi od premennych S a ¢, pricom H(x,7) od z a 7. Aby sme
dostali Gama rovnicu, ktord obsahuje len premenné x a 7, musime dand rovnicu zde-
rivovat podla premennej z. S vyuzitim vztahov(2.26), ktoré sme odvodili v Kapitole
2.2, dostaneme

9,(9sV)S + 8,8(H)S + B(H)S = 0. (2.56)

Cena opcie, ktorej podkladové aktivum mé hodnotu S = 0, je taktiez nulova, pre S > 0
mozeme rovnicu (2.56) predelit S a naslednou druhou derivaciou podla z ziskame Gama

rovnicu v tvare

O.-H = 92B(H) + 0.5(H). (2.57)

Dostali sme kvéazilinedrnu diferencidlnu rovnicu, ktord vieme numericky riesit. Hod-
nota opcie v c¢ase expiracie je vysledkom rovnakej funkcie, ako pre RAPM model.
Pretoze V¢(S,T) = max{S — E,0} je vyplatna funkcia pre call opciu a VP(S,T) =
max {F — 5,0} pre put opciu, po¢iato¢na podmienka je opit vysledkom Diracovej fun-

keie v tvare
H(z,0) = H(z), z € R., (2.58)

pricom
~ €_qT*N,<d1)
H(z)=H(x,7") = ——————=, 2.59
(#) = H(x,7) = =13 (2.59)
kde 7* > 0 je dostato¢ne malé ¢islo. Ako vidime, pre 7 = 0 by funkcia nebola spo-
jita, preto sme znovu museli vyuzit switching time 7*. Pre okrajové hodnoty plati

H(—o00,7) = H(oco,7) = 0. Pre ndjdené riesenie H(x,T) vieme spravit spitnt integra-

ciu a ziskame riesenie pre call opciu

V(S,t) = /OO max (S — Ee®,0)H(x, T — t)dx. (2.60)
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2.4 Transformdcia modelu nelikvidného trhu na Gama rovnicu

Analogicky, vzorec pre Put opciu ma tvar

V(S,t) = /OO max(Fe” — S,0)H (z,T — t)dx). (2.61)
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3 Explicitné rieSenie nelinearnych modelov

Doteraz sme sa zaoberali rieSenim RAPM modelu implicitne pomocou numerického vy-
poctu. L.A. Borgadova sa zaoberala tymto modelom [6] a aj dalgimi modelmi pomocou
metddy geometrickej analyzy. Pouzitim tejto metody sa daju najst viaceré explicitné
rieSenia ktoré budd vyhovovat RAPM modelu. Ako neskor ukazeme, prevodom na
Gama rovnicu a hladanim H(x,7) sa daji odhalit niektoré explicitné rieSenia. Hoci
maji dané rieSenia diskutabilny charakter, mozu nam poslazit pri skamani vlastnosti

RAPM modelu, presnosti numerickych vypoctov a testov.

3.1 RAPM model bez zahrnutia dividend

Jednym z rieSeni, ktoré Bordagova [6] uvadza, je v tvare
k3
V(S,t) = —-SInS — (k) — B)tS + 1S + cpe™, (3.1)
r

kde c;, o € R, r #£0, f € R, ¢ # 7/2 a k; musi byt koreiom rovnice

s _

3 —_——
k(1 — pr~sk;) + 2 0, (3.2)

pri¢om berieme do uvahy iba realne korene. Podla znamienka minus v zatvorke vieme,
ze sa jedna o model, kde je opcia v kratkej pozicii. Overime, ¢i dané explicitné rieSenie
je naozaj rieSenim nelinearnej Black - Scholesovej rovnice (2.16) pre RAPM model bez

zahrnutia dividend, ktora je v tvare
o2
@V+¢S%V+~55N1—ﬂﬁﬁ)—ﬂ/:0 (3.3)

Najskor odvodime jednotlivé parcidlne derivacie, ktoré nam vystupuju v diferenciélnej

rovnici:

OV = —(k} — B)S + core™,

k3 k3

o5V = 721nS+7Z — (k3 = B)t +c1,
k31

DRV = ——.

s rS
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3.1 RAPM model bez zahrnutia dividend

Ak dosadime tieto ¢leny do (3.3), dostaneme

3 3
ki lnS—i—ﬁ
r

— (K} = B)S + core™ + 1S (72 — (k2 — B)t + cl>

2 k31 B K
+ 2 (g — (LSS — (k% — B)tS + 1S + cae™ | = 0.

2 r S r r
(3.4)

Po tprave naozaj dostaneme podmienku pre k; (3.1) v tvare
1 27"5
kf‘(l—,ur 3/{31')—1-?:0.

Uvedené rieSenie je naozaj rieSenim RAPM modelu. Zaujima nés, ¢ vysledok nume-
rického sposobu rieSenia je totozny s explicitnym rieSenim. Ked chceme ziskaf rieSenie

numericky, musime rovnicu (3.3) transformovat na Gama rovnicu
0. H(x,7) = 028(H (2, 7)) + 8, 6(H(x, 7)) + rd. H (x,T), (3.5)

kde H(x,7) = S0%, x = In(S/E) a T = T —t. Z explicitného riesenia (3.1) vieme Tahko
3

najst tvar funkcie H(z, 7). Kedze 93V = %’é a zéroven vieme, ze H(z,7) = SO3V,

vidime, ze H je konStantné a teda je nezavislé od 7 a ani od x:

Ak funkciu H(z,7) dosadime do gama rovnice (3.5), dostaneme na oboch stranich
3

nulovit hodnotu. To znamena, ze vstupom a vystupom je t4 ist4 konStanta H = kT V

porovnani s funkciou H(z,7) z Kapitoly 2.2, dana transforméacia nadobudala nekon-

Statny tvar, pricom platilo

T N'(d
Ha,m%) = " — _(Tl*), >0, 6)

H(—o0,7) = H(+00,7) = 0.

Vidime, Ze pre explicitné rieSenie, kde H = 11_57 nulové okrajové podmienky nikdy
nedosiahneme. Taktiez derivacie dsV (S,t) a 93V (S,t) nie st definované pre S = 0.
Na to, aby bola tloha riegitelna, musime brat do uvahy len nezaporné ceny akcii. Na
obrazku 3.1 mozeme vidiet priebeh funkcie V(S,t) pre parametre k; = 1, r = 0.1,
=01 8=0,c,=1, ¢ = 1.
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3.2 ZovSeobecnenie explicitného riesenia

V(S
V(S

Obr. 3.1: Priebeh funkcie V(S, t) Bordagovej riesenia

Otéazna eSte ostava spatna transforméacia z H(x, 7) na V(5,t). Funkciu H(z, 1)
postupne zintegrujeme. Kedze derivacie nie st pre S = 0 definované, za oblast, na ktorej

integrujeme si zvolime interval [1,.5].

S 113 In(s/e) 1.3
dsV(S,t) :/ ——ds+ K (t) :/ ——dz + K (t)

1 ST 0 r (3.7)
k3
= ln(S/E)f + Ky (1),

kde Ki(t) € R je integra¢na konstanta. Na ziskanie V/(.S,¢) musime spravit este jednu

integraciu.
S ]{33
V(S,1) = / In(s) " ds -+ K (1)S + Ko(),
1
In(s/E) 3
V(S,t) = / rBe”~td + K (1) + Kolt), (3-8)
’ k3 k3
V(5.1) = 5 (In(S) = m(E)) - — (S = 1)-5 + Ka(1)S + Kst),

pricom K(t) =+ ¢ + ln(E)@ a Ky(t) = —k;—? + coe™. Vidiet, Ze jednotlivé metody

rieSenia si ekvivalentné.

3.2 ZovSeobecnenie explicitného rieSenia

Skisme sa najskor zamysliet sa nad tym, ¢o nam hovori spétna integracia z H(z,7)
na V(S,t) v predchadzajucej casti. Integracion nam vznikli koeficienty K;(t) a Ks(t),
ktoré vieme vzdy urcit tak, aby numerické rieSenie vyhovovalo explicitnému rieSeniu.
Nastoluje sa otazka, ¢i je rieSenie invariantné voc¢i posunutiu. DokiZeme nasledovné

tvrdenie:
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3.2 ZovSeobecnenie explicitného riesenia

Tvrdenie 3.1. Nech plati
1 1
av+5#5%@41—mS%vpy+@—@S@V—rV:o. (3.9)
Ak V(S,t) riesi (3.9), potom

V(S,T)=V(S,T)+ ki1(t)S + kao(t) (3.10)
je opat rieSenie, pricom ki(t) a ko(t) rieSia obycéajné diferencidlne rovnice v tvare
ki (t) = —qka (1), ka(t) = —rka(t).
Dokaz: Zo vzfahu (3.10) najskor ur¢ime parcialne derivacie pre V (S, t).
AV =V, + ki(t)S + ka(t),
dsV =05V + ki (t), (3.11)
DLV = 02V,
Po dosadeni do nelinearnej Black - Scholesovej rovnice (2.16) a vyuzitim predpokladu

(3.9) dostaneme:

Zo vztahu 3.12 ziskavame dve diferencidlne rovnice
k(1) = —gka(t),
k’g(t) = —Tkg(t)
ateda V(S,T) = V(S,T)+k (T)e TS+ ky(T)e "1 taktie7 riesi nelinearnu Black
- Scholesovu rovnicu (2.16). Kazdé rieSenie nelinearnej Black - Scholesovej rovnice je
invariantné voc¢i posunutiu.
V predchadzajicom explicitnom rieSeni RAPM modelu nebola zahrnuta miera

vynosu z divident g, preto zovSeobecnime Bordagovej rieSenie (3.1) o tuto mieru. Pred-
pokladajme, Ze rieSenie existuje v tvare
V(S,t) = A(t)SIn S+ B(t)S + C(t), (3.13)
kde A(t), B(t), C(t) st koeficienty zavislé od ¢asu t.
OV =A(t)SInS + B(t)S + C(t),
0sV =A(t)InS + A(t) + B(t),

A(t)
21,
8SV—S.
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3.2 ZovSeobecnenie explicitného riesenia

Ziskané ¢leny dosadime do nelinearnej Black - Scholesovej rovnice (2.16), aby sme nagli

podmienky, ktoré musia premenné A(t), B(t), C(t) splhat. Dostavame vzfah

A(t)SIn S+ B(t)S + C(t) + U;SA(t)(l — a(A(t)V?)

(3.14)
+(r—q)S(A(t)In S+ A(t) + B(t)) —r(A()SInS + B(t)S + C(t)) = 0.
Po upraveme dostaneme:
A(t)SInS + B(t)S + C(t) + %25A(t)(1 — a(A)?)
(3.15)

+rSA(t) — q(S(A(t)In S + A(t) + B(t)) +rC(t) = 0.

Ak premenné A(t), B(t), C(t) spliajt rovnicu (3.15), potom zovieobecnené rieSenie
(3.13) spliia nelinedrnu Black-Scholesovu rovnicu pre RAPM model (2.16). Rovnicu

(3.15) si moézeme rozdelif na tri jednoduché diferencidlne rovnice

RieSenim prvej a tretej dferencialnej rovnice zo stustavy dostaneme

A(t) = Ape2T=0), (3.16)
C(t) = Cpe "™, (3.17)
Riesenie druhej diferencidlnej rovnice je o nieco zlozitejsie. Najskor si dosadime rieSenie

At) = ApetT-1).

2

- o
B(t) = ¢B(T) = - Are™ "1 = i Ape™"T0)1%) — (1 — ) Ape?T™0.

Nasledne integraciou ziskame rieSenie

2

3

B(t) = Bre 1T 4 T Ape 1 T0(T — 1) — i=(A1*)

2 q

1 5 (3.18)
+ (T = t)(r — q)Ape” T 4 502ﬂA4T/3—6_4/3q(T_t).
q
ZovSeobecnené explicitné rieSenie RAPM modelu teda médzeme napisat v tvare:

V(S,t) = A(t)SInS + B(t)S + C(t), (3.19)
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3.2 ZovSeobecnenie explicitného riesenia
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Obr. 3.2: Priebeh funkcie V(S, t) zovSeobecneného riesenia

kde A(t), B(t), C(t) st (3.16), (3.18), (3.17), Ar, By, Cr st Tubovolné koncové pod-
mienky, r je irokova miera a ¢ je miera vynosu dividend. Aj tentokrat chceme zistit
okrajové a pociato¢né podmienky H(x,t) pre numerické rieSenie. Postup je rovnaky

ako v Kapitole 3.1. Chceme néjst transforméaciu
H(z,7) = SOV,
pricom z = In(S/E), 7 =T —t.
H(z,7) = Ape 17, (3.20)

Tentokrat je H(z, ) konstatné iba vzhladom k x, v ¢ase sa meni. Chceme nést spatna

transformaciu pre 7 = T'. Dosadenim do Gama rovnice (2.29) dostéavame
V(S,t) = S (In(S) — In(E)) Ape 9T — Ape 1T=D8 £ K\ (£)S + Ky(t),  (3.21)

kde
Ki(t) = Ape™T=Y 4 B(t) + Ape 1T YnE,
Ky(t) = Cpe "0,

B(t) je v tvare

2
3
Bt) = Bre™ + T Are tT-( — 1) - (4"
q

1 3
+ (T —t)(r — q)Ape T8 1 502;2/14:/356_4/3‘1@_”.

a Ar, By, Cr lubovolné konstanty z R. Ziskali sme explicitné rieSenie, ktoré vyhovuje

nelinedrnej Black - Scholesovej rovnici pre model RAPM, pri¢om je v modeli zahrnuty
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3.2 ZovSeobecnenie explicitného riesenia

aj vynos z dividend. Priebeh funkcie V(S,t) mozeme vidiet na obrazku ??. Po¢iato¢na
podmienka V' (S,T') nie je v tvare vynosovej funkcie pre call alebo put opciu ako sme

to uviedli v Kapitole 2

V(S,1%)° = SN(dy)e ") — EN(dy)e "1,
V(S,t*) = EN(=dp)e ") — SN(—dy)e 1),

Napriek tomu je to jedno z rieseni vyhovujicich RAPM modelu.
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4 Numerickd schéma na rieSenie nelinearnych mode-
lov

Vieobecné explicitné rieSenie, ktoré by splitalo Gama rovnicu s podiato¢nou podmien-
kou V(S,T) vyjadrujiace hodnotu call a put v ¢ase expiracie nepozname. Pozname
moznosti [pozri 16|, ako najst hodnotu finanéného derivatu numerickym vypodctom.
Pomocou numerickej metédy vznikne odchylka sposobena diskretizaciou priestoru, pre-
toze priestor, v ktorom hladéme rieSenie je spojity a taktiez hladané rieSenie je spojita
funkcia. Napriek tomu, vhodnou diskretiziciou a vhodne zvolenou numerickou meto-
dou sa da najst hladané rieSenie s minimalnou nepresnostou. Hladame rieSenie Gama

rovnice pre RAPM model a pre model nelikvidného trhu v tvare
a’BH(xa T) = 835(H(x, T)) + amﬁ(H(‘ra T)) + (T’ - Q)aﬂvH(m7 T) - qH(SL’, ’7'), (41)

kde = = In(S/E), 7 = T — t, r je bezrizikovA miera troenia, a ¢ je miera vynosu
dividend. Tento tvar Gama rovnice sa d& v zavislosti od definovania funkcie beta pouzit
aj na rieSenie RAPM modelu a po stanoveni nulového troku r a vynosu z dividend ¢
aj na model nelikvidného trhu. Vieme, 7Ze rieSenie jednotlivych modelov ndjdeme tak,

ze vyuzijeme pociatoént podmienku v tvare

Hiz,7) = H(x) = % (4.2)

In(s/E)+(r—q+0%/2)(r*)

o T*

kde 7* > 0 je malé, d; = a zvolime nasledovné okrajové podmienky

H(+o0,7) = H(—00,7) =0. (4.3)

Pre nasSe testovanie vyuzivame koncovii podmienku a okrajové podmienky z expli-
citnych rieSeni, aby sme mohli v zavere porovnat presnost jednotlivych numerickych
metod.

Ako prvé pristiupime k diskretizacii priestoru. Vieme, ze x moze byt vo vse-
obecnosti z intervalu x € (—oo, +00), ale pre nase explicitné rieSenia uvazujeme ceny
akcii S > 1, pretoze diferencie V(S,t) explicitnych rieSeni v bode S = 0 neexistuju.
Pre numerické vypoéty berieme do tvahy len hodnoty pre z € [0, L], kde L je dosta-

to¢ne velké ¢islo. Vo vSeobecnosti sa ukazuje ako postacujuce zvolit L ~ 1.5. Interval
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[0, L] rozdelime na n rovnomernych dielov pricom kazdy mé krok o velkosti h, ktory
si zvolime. Potom pocet dielov je n = L/h + 1. Pre toto delenie je premenna x dis-
kretizovan& na tvar x; = th, ¢« = 0,1,...,n — 1,n. Pre ¢asovy krok urobime taktiez
rovnomernu diskretizaciu na intervale [0, 7], tentokrat na m dielov o velkosti kroku
k, pricom m = T/k + 1 a pre 7 plati diskretizacia 7; = jk, j = 0,...,m. Spravna
disketizacia je pri numerickych vypoctoch velmi dolezita a zaroven plati, Ze ¢im men§i
¢asovy krok, tym presnejSie rieSenie. Nevyhoda velmi malych krokov je, Ze vypocet je
¢asovo velmi naro¢ny. Mnohokrat sa v8ak dosahuje vynikajuca presnost aj pri krokoch

velkosti ~ 0.001. V numerickej schéme budeme zapisovat diskretizaciu v tvare
H! ~ H(ih, jk). (4.4)

Pri numerickom vypocte st po¢iato¢né podmienky a okrajové velmi dolezité. Pozndme
pocdiato¢né podmienky pre 7 = 0 v tvare H(z,0) a naSou tlohou je najst rieSenie pre
T =T v tvare H(z,T). Postupne vyratavame rieSenie H(x,7) na jednotlivych ¢asovych
vrstvach. V numerike pozndme dve zakladné metody vypoctu. Prvou je explicitnd me-
téda, ktord vyuziva na vypocet novej vrstvy jedine prvky z predchadzajicej ¢asovej
vrstvy. Co sa tyka algoritmu je velmi jednoduché, ale pri vypocte musime ratat s is-
tymi obmedzeniami. Dalsim zakladnym typom je implicitna metdda, ktord na vypocet
novej ¢asovej vrstvy vyuziva vSetky prvky z novej ¢asovej vrstvy. Pri implicitnej me-
tode sa hlada riSenie v sustave rovnic alebo nerovnic v zavislosti od typu diferencialne;j
rovnice, na ktorej chceme néast rieSenie. Pri hladani rieSenia v linedrnom modeli je po-
uzitie pomerne jednoduché. Pri Gama rovnici vznikne pri implicitnej schéme systém
nelinedrnych rovnic, ktorych vypocet je znacne komplikovany a v préaci tito metodu
nevyuzijeme. Existuju vSak aj dalsie metody, ktoré si kombinaciou explicitnej a impli-
citnej metody alebo ich modifikiciami (|??]). My vyuzijeme okrem explicitnej metody
aj takzvanid semi - implicitni metédu, v ktorej sa vSetky nelinedrne prvky vypoditaji
explicitne z predchédzajicej Casovej vrstvy a linedrne prvky sa vypocitavajia implicitne

z novej ¢asovej vrstvy. Z numeriky ([2]) pozname tri druhy aproximacii derivaci:

- dopredna diferencia s chybou radu O(h) :

0, f(x) ~ I Iy oy = T i o,

Tip1 — T4 h
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- spétna diferencia s chybou radu O(h) :

fz-i-l_fz (h>: fi+l_fi+

Tit1 — a:, h

Onf(Tig1) ~ O(h);

- a centralna, ktora je s chybou radu O(h?) :

azf(xz> ~ fi+1 - fi—l O(hQ) fz+1 fz 1 (hg)

Tiy1 — Ti1 2

Centralna diferencia dava najmensiu chybu, pretoze hodnotu derivacie pocitame v
strednom bode a nie v krajnom, ako je to v predoslych dvoch uvedenych. Pre ap-
roximaciu druhej derivéacie plati:

—~ fz+1 2fz+f2 1

(%’H - xi)2

O(hz) fz+1 ij;i‘i‘fi—l +O<h2)

Ako vidime, aproximéaciou druhej derivéicie vznika chyba radu O(h?), ¢o je rovnaké, ako
vzniknuta chyba pri centralnej diferencii prvej derivacie. Aby sme zabezpecili velkost
chyby metody maximélne O(h?), pre priestorovi diferenciu x vyuzivame centralnu di-
ferenciu. Casovi diferenciu aproximujeme bud spétnou diferenciou, ¢im ziskame expli-
citnt schému, alebo doprednou diferenciou a rie§ime semi - implicitnd schému. Casova
diferencia sposobi chybu radu O(7).

Ostéava otazne, ako najlepsie aproximovat prvi a druhu derivaciu 0,6(H) a
O2B(H) beta funkcif jednotlivych modelov. Jedna moznost je derivacie numericky vy-
pocitat ako

BlHi) = B(Hi) o
= +O(?),

B(Hi) = 26(H;) + B(Hi1)
h2

0.0(H) ~
0;B(H) ~

(4.5)
+ O(h?).

KedZe funkcie S(H) st pre oba modely zname, vieme ich zderivovat, pricom platia
nasledovné vztahy

H, 11— H,_

Hi+1 Hz - Hi—l

(4.6)
06(H) ~ (BH( ZH/Q)T_BH( i 1/2)T) %+O(h2).

Takato aproximacia by mala znizit pocet moznych nepresnosti pri vypoctoch oproti
vyuzitiu aproximacie (4.5). Hodnoty funkcie H v bodoch x;11/2 a x;_1/2 vypocitame

e .. Hi1+Hi Hi+H;_
pomocou linedrnej interpolacie ako H; /o = % a Hi_yp = % Ak by sme
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4.1  Explicitnd metoda

v postupe pre aproximaciu 928(H) pokracovali dalej a zderivovali by sme ju, dostali
by sme

(Hiy1 —2H; + H; 1)
h2

Hiy 1 — H;

OLB(H) = 5 (H) =+ Bia () +O(h?). (A7)

Tato aproximacia sa neda pouzit pri numerickom rieSeni RAPM modelu s pociato¢nou

podmienkou H(x,7*) = %\/ﬁ[iﬁfh), lebo 8}, (H) je v tvare

4 (H) = g

Danéa aproximaécia nie je pre model vhodné, lebo H je na okrajoch intervalu rovné nule
a preto by nam numericky vypocet zlyhal. Pri hladani rieSenia v RAPM modeli sa

zvyCajne vyuzivaji aproximécie druhej derivacie v tvare (4.6).

Pozndmka: Existuju v8ak modely, kde v beta funkcii moze priamo vystupovat aj sa-
motné z alebo 7, preto by mal vSeobecny zapis pre beta funkciu vyzerat 5(H(z, 1), x, 7).
V modeloch ako RAPM a model nelikvidého trhu, beta funkcia priamo zavisi len od H,
vdaka tomu nam stacilo uvadzat beta funkciu v tvare 5(H(x,7)) = S(H). Derivaciu
0.0 (H) sme zjednodusene aproximovali ako S, (H )0, H, ale vo vSeobecnosti by sme

mali pouzit aproximaciu 0,6(H (v, 7),z,7) = By (H(x,7),2,7)0. H + f,(H(x,T),x,T).
Diferencialna rovnica, ktort chceme numericky rie§it, je v tvare
8—,—H(SL’, T) = 836(H<x7 T)) + amﬁ(H(xv T)) + (T - Q)81H<x7 T) - QH<$, T)a (48)

pre RAPM model a pre r = ¢ = 0 rieSime model nelikvidného trhu. V zévislosti vyuzitia
jednotlivych aproximacii pre derivacie funkcie 5(H) a zvolenia si explicitnej alebo semi-
implicitnej metody rieSenia, ziskame rozne numerické schémy pre nase vypocty, ktorych

vysledky moZeme porovnavat. Celkova chyba kazdej z metod je radu O(h?) + O(7).

4.1 Explicitnd metdda

Pre explicitnt metodu je velmi jednoduché vytvorit algoritmus, ale funguje len za
obmedzenych podmienok. Na zaklade odvodenych moznosti aproximécie nam vznikaju

nasledovné schémy vypoctu. Ak berieme do tivahy aproximaciu (4.5), potom riesime
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4.2 Implicitndg metoda

schému

o
HIY' —H!

. (B(H2,,) ~ 28(H] + BUHL,)

1
}{ . . 1 . . (4.9)
+ o (6(H1‘J—|—1) - B(qu) (r— Q)Qh (HZJ+1 Hij—l) - quj'

Vsetky prvky starej casovej vrstvy pozname, jedinou nezndmou je hodnota HZ.jH. Ak

vyuZijeme aproximéciu (4.6), potom numericky rieSime

Hz‘jH H] J J

B (B )y — ) = B 1/2><H H ) o
+ ﬁ (Bu(H))(H]y = HL)) + (r = )Qh (Hi\ — HLy) — qH].

Pre aproximéaciu (4.7) dostavame
H™ —H 1 : : . A _
P = g G B ¢ B 20 L)
1 . 1 . . ’

+ o (5 (H; )(HZJH Hi]—l)) (r =)+ oh (HZJH Hi]—l) —qHj].

Ziskali sme tri rozne explicitné schémy, pomocou ktorych moézeme hladaf rieSenie da-
nych nelinedrnych modelov. Aby bola zarucena stabilita, musi byt splnena Courant-

Lewy-Fridrichova podmienka (dalej ako CLF) v tvare

Tato je velmi nevyhodné, pretoZe pri nami zvolenom priestorovom kroku h = 0.01,
variancii 02 = 0.16 musime zvolit ¢asovy krok najviac t = 0.000625. Kvoli tomu je hl'a-
danie rieSenia pomocou explicitnej metddy hlavne pri velmi malych krokoch z ¢asového

hladiska znacne zdlhavé.

4.2 TImplicitnad metoda
Pri volbe implicitnej schémy st vSetky ¢leny v rovnici vypocitavané priamo z novej
¢asovej vrstvy. Ak by sme volili aproximéciu derivacii ako (4.6), riesili by sme schému

H'j-‘rl H]
k

oz (Bt it - = )
+ ﬁ (BH(H%l)(Hfjll — Hfjll)) + (r — q) 57 (szill ngf) B qujH.

(4.12)
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4.8 Semi - implicitnd metoda

Jedinou zndmou hodnotou v schéme je Hlj Postup vypoctu je zaloZeny na itera¢nom
procese |pozri aj 7?]. Najskor by sa ako Startovaci vektor zvolil vektor zlozeny z hodnot
starej Gasovej vrstvy a postupnymi iteraciami by sa hladali linearne prvky a nelinearne
prvky z novej ¢asovej vrstvy pomocou projekcii. Hladanie by sa ukoncilo, ak by naSe
rieSenie bolo dostato¢ne blizko k skutoé¢nému. Vyhodou schémy je, Ze neméa obmedzenie
na priestorovy a casovy krok. Nevyhodou je jej zna¢ne komplikované rieSenie a preto

rieSenie pomocou implicitnej schémy vynechame.

4.3 Semi - implicitnd metoda

Semi - implicitnd metoda je kombinaciou explicitnej a implicitnej metody. Nelinearne
¢leny berieme explicitne zo starej ¢asovej vrstvy a linedrne ¢leny implicitne z novej. Ak
by sme chceli semi-implicitne rieSit numericki schému zalozent na aproximacii derivacii
B.(H) ako (4.5), prava strana rovnice by obsahovala len nelinearne ¢leny a dostali by
sme schému totozni s explicitnou schémou (4.9). Mozeme vSak vyuzit aproximéciu
(4.6) a dostaneme

H gl

i1 : .
e = g (B (= 1Y) = gy ] (17! — 12
1

M\»—-

1

* 2h (ﬁ}I<HL])(H£11 ngll)) +(r = q)2h (szjll Hijjll) —qH]".
(4.13)
Aby sme mohli pristflpit’ k numerickém pocitaniu schémy, definujeme si
k . ko
afi) = - BH( ie 1/2) ﬁﬁ}](HZ'J)+(T—q)%, 1=2,3,.n—1
/ k
C( ) - ﬁH( z+1/2) hﬁH(HZJ) (r_Q)ﬁ 1= 1,2,n—2

b(i) = (1 —kq) — (a(i) +c(i)), 1 =1,2,..n—1
d(i)=H!, i=2,3,..m — 2.

Prvky H? 12 H 12 S aproximuji pomocou linearnej interpolacie. Zaroven plati

(1) = — By (HL )+ oy () 4 (r )
0= ] el
cln = 1) = 5B (HL 1) = B (D) = (r = @)

dn—1)= Hfhl —c(n—1)H?,
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4.8 Semi - implicitnd metoda

pricom Hg je dolna okrajovd podmienka pre x = 0 a H’ je horna pre x = L. Ak
si definujeme vektor H/t' = (HI™' HJ™, ... H'1)T, potom hladame rieSenie Hit!
v tvare AH'™! = d, kde A je tridiagonalna matica s prvkami b(7) na diagonale, a(i)
pod a c¢(i) nad diagonalou. Vstupnym vektorom H° je potiato¢na podmienka, ktori
pozname. Na rieSenie je vyhodné vyuzit metddu rieSenia trojdiagonalneho systému.
Podobnym postupom rieSime schému, v ktorej aproximujeme druht derivaciu

pomocou (4.7):
ot -l 1

. =73 (B (H])(H]y, — H)*) + 8y (H))(HLS = 2H] ™ + HIY))
1 ) . ) 1 , ) ,
+ % (BH(HZ)(HzJLI - Hﬁf)) +(r— Q)ﬁ (Hijjll - Hi?jll) - quJ-Fl'

(4.14)

Tentokrat si definujeme

a(i) = —ﬁﬁjq(Hf) + ﬁﬁ}{(Hf) +(r—q¢)=—,1=2,3,..n—1,

2h’
o(i) = =3B (H) = o By (H) = (r —q) 5, i=1,2,.n = 2,
b(i) = (1 — kq) — (a(z) + c(i)), 1 =1,2,..n — 1,
dii)=H!,i=1,2,..n—2.
Ak 7 =1 alebo 7 = n definujeme
k : k ; k
a(l) = —ﬁﬁﬁq(Hf) + ﬁﬁ?{([ﬂ) +(r— Q)%,

d(1) = H{ — a(1)Hg,
L , L .
c(n—1)= _ﬁﬁ}{([ﬂz—ﬂ - %ﬁ}f(HgL—ﬁ —(r—q

din—1)=H! | —c(n—1)H?,

Ll
2h’

pricom opét Hg je dolna okrajova podmienka pre x = 0 a H/ je horné pre x = L. Hla-
dame riesenie H'*! v tvare AH'™ = d, kde A je tridiagondlna matica s prvkami b(7)
na diagonéle, a(i) pod a c(i) nad diagonalou. Vstupnym vektorom H° je pociato¢na
podmienka ktori pozndme. Opéaf na rieSenie vyuzijeme metodu rieSenia trojdiagonél-
neho systému. V implicitnej schéme vidime, ze matica A je diagonalne dominantné,
pretoze prvky a(i) a c(i) st zaporné &isla. Vdaka tomu sa nemusime obmedzovat na
podmienku pomeru priestorového a ¢asového kroku k =~ h? a vysledok nam konverguje

aj pre zvolené k = h.
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5 Numerické vysledky vypoctov

Cielom tejto kapitoly je porovnanie vysledkov numerickych rieSeni so znamymi expli-
citnymi rieseniami, ktoré vyhovuji RAPM modelu alebo modelu nelikvidného trhu.

Na zaklade toho méZzeme vyhodnotit rychlost a presnost jednotlivych vypoctov.

5.1 RAPM model

V kapitole 3 sme uviedli riesenie

V(S,t) = Ape ™ T981In S + B(t)S + Cpre "7,

B(t) = Bre 1 + U;ATe_‘I(T_t)((T —t) — ﬂg(AlT/?’))
(T = t)(r — q)Ape—?T=9 4 %UQ[IJA;{/?)SG_M?’(I(T_”. (5.1)
%O'ZMA(t)4/3S€4/3q(Tt).
kde Ar, Br, Cr, € R. Pri transforméacii na H(x,7) = S02V(S,t) sme dostali
H(x,7) = Ape™ 7.
V Gama rovnici nam ostalo riesit rovnicu jednoduchu diferenciadlnu rovnicu
O-H(x,7) = —qH(x,T). (5.2)

Kedze pre pociatoéné riesenie H(x,0) vieme najst rieSenie H(x,T) analyticy ako
O0.H(x,T) = H(z,0)e ", (5.3)

je zbytocné pri vypocte vyuzivat numericky vypocet. Vyuzijeme spitnu transforméciu
a pomocou integrovania dostaneme rieSenie V' (S, t), ktoré sme uz odvodili v Kapitole

3.2.
V(S,t) =S (In(S) —In(E)) Ape 9T — Ape T8 L K1 (£)S + Ky(t),  (5.4)

kde
Ki(t) = Ape "D 4 B(t) + Ape 1T V0 E,

K2 (t) == CTG_T(T_t) .

47



5.2  Model nelikvidného trhu

5.2 Model nelikvidného trhu

Explicitné rieSenie modelu nelikvidného trhu sme cerpali z odvodenia Bordagovej a

Freya v [3.1]. RieSenie V'(S,t) pozostava z dvoch rieseni

1 2
ViS,1) = -8 <1og5 . %t)

2 2 P
— =S cosh (garccosh <—1—|— | c| 5_2/36316t>>
P

16 1 2 302
— —Slog | cosh | —arccosh (—1—1— | c| S_2/365176t> (5.5)
3p 6
4 1 —2/3 302,
— —Slog | —1 + 2 cosh | —arccosh (—1—1— | c| S7e6 )
3p 3
+ dlg + dg,

2

2/3
kdeSz(%) esta
1 o?
Vo(S. t) =— =5 [ logS — —t
O G )
2

2 _2/3 3224
— —Scos garccos (—1—1— lc| S e’16 )
p

1 1 o2
— —6510g cos | —arccos (—1—1— | c| 5_2/3e%t) (5.6)
3p 6

4 1 2
— —Slog | —1 + 2cos | -arccos (—1—|— | c| §—2/3. % t)
3p 3

+di1S + ds,

pricom 0 < § < (%)2/3 eLSQt, p je parameter likvidity, d; a dy Tubovolné kostanty, ktoré
definuju posunutie. RieSenia Vi(S,t) a V2(95,t) sa na seba hladko napajaji a rieSenie
V(S,t) je hladké aj v prvej a druhej derivécii. Priebeh funkcie V'(S,t) mozeme vidiet
na obrazku 5.1 vlavo. Pre numericky vypocet potrebujeme vediet hodnoty H(z,7) v
podiato¢nom case 7 = 0, na hornej a dolnej hranici + = 0 a x = L definovaného
priestoru a pre porovnanie vysledkov aj v ¢ase 7 = T. Priebeh funkcie H (z, 7) mdzeme
vidiet na obréazku 5.1 vpravo.

Ked méame v8etky potrebné hodnoty vypocitané, moZeme pristupit k testo-
vaniu jednotlivych schém. Ako chybu schémy, takzvany error je brand maximalna

odchylka numerického riesenia H,,,;, od presného riesenia H, teda error,, = max(|

Hy(z,T) — Hyum(z,T) |). Sledujeme aj ¢as potrebny na najdenie rieSenia pomocou
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5.2  Model nelikvidného trhu

Obr. 5.1: Priebeh funkcii V(S,t) a H(x,T)

prislusnej schémy a FOC, ktory nam hovori o rychlosti konvergencii. Najskor sa za-
meriame na jednotlivé explicitné schémy, ktoré sme numericky riesili:

Explicitna schéma ¢.1, ktora je v tvare:

ot —H 1

p 7 (BUL) = 20(H] + BUHL)) + o7 (B(HLY) - A(HLL) . (57)

Explicitna schéma ¢.2:

JZERR ;A N , o ‘ ‘
Tk R (5H(Hij+1/2)<Hi]+1 — H}) = By (H] )(H] - Hi{l)>

! | | : (5.8)
b (B (H) (B~ HLL)).

o2 1+pH
2 (I—pH)®"

Vyuzili sme presny vypocet 5y (H) =

Explicitna schéma ¢.3:

HY —H 1 iy2 N i i
T = ﬁ ( H(Hi)((Hi+1 - Hiq) ) + 5H(Hi >(Hi+1 - 2Hz’ + Hz‘fl)) (5 9)
1 : : '
+ o (B}-I(Hi)(Hij—l—l - HZ‘J—1)) ;

pricom okrem [ (H), ktoré je totozné ako pri schéme ¢.2 méame aj presny vypocet

§'(H) = (0p) 285

(I—pH)*"

Vysledky numerickych vypoctov mozeme vidiet v tabulkéach 1, 2, a 3. Vsetky
metody vykazuju velmi dobrit presnost aj pri pomerne velkom kroku h = 0.1. Aby sme
zarucili konvergenciu, museli sme splnit podmienku CLF, pri¢om sme stanovili velkost
kroku k = h2. Pri zmengujticom sa kroku sa presnost takmer kvadraticky zvySuje.

Pre schému ¢.2 vysla chyba vo vSetkych pripadoch najmensia, zaroven je aj ¢asovo
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najpomalsia. Najrychlejsia a zaroven najmenej presnd sa javi schéma ¢.1. Ostava nadm

porovnat semi-implicitné schémy.

Tabul'ka 1: Vysledky explicitnej schémy ¢.1

h k= h? error ¢as EOC
0.1 1.01072 | 1.24107° | 5.64 10~* -
0.05 251073 | 3.42 1076 0.0088 1.86
0.025 6.25107* | 8.96 1076 0.0322 1.93
0.0125 1.56107% | 2.29 1077 | 0.2596 1.97
0.00625 | 3.91107° | 5.80 1078 2.2835 1.98
0.003125 | 9.77107% | 1.47 1078 | 17.5238 | 1.98
Tabul'ka 2: Vysledky explicitnej schémy ¢.2
h k= h? error cas | EOC
0.1 1.0107% | 2.82107% | 0.0024 | -
0.05 251073 | 7.41 1077 | 0.0212 | 1.93
0.025 6.25107% | 1.89 10~7 | 0.1964 | 1.97
0.0125 1.56107* | 4.78 1078 | 1.5272 | 1.98
0.00625 | 3.91107° | 1.20 107® | 12.7144 | 1.98
0.003125 | 9.77107% | 3.09 1072 | 99.7713 | 1.97

Semi - implicitnd schéma ¢.1 Dana schéma je odvodena rovnako ako explicitna
schéma ¢.1, preto ju neuvadzame.
Semi - implicitna schéma ¢.2:

H™ —H] 1 A A
% T m (ﬁ}f(Hfﬂ/z)(HZIf -

1 . .
+ 55 (B (H)(H — HIT) .

HIYY) = By (B2 ) — HIT)))
2 (5.10)

Tak isto, ako pri explicitnej schéme ¢.2 sme vyuzili presné riesenie 57,(H) v tvare
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Tabul'ka 3: Vysledky explicitnej schémy ¢.3

h k= h? error ¢as EOC
0.1 1.01072 | 7.82 1076 0.0024 -
0.05 251072 | 2.16 106 0.0216 1.86
0.025 6.25107* | 5.67 1077 0.1837 1.93
0.0125 1.56107* | 1.45 1077 | 1.5766 | 1.97
0.00625 3.91107° | 3.67 1078 | 14.6265 | 1.98
0.003125 | 9.77107% 1 9.32 1079 | 101.5984 | 1.98
Semi - implicitna schéma ¢.3:
Hz‘j+1 B sz 1 " j j j 2 / j 741 j+1 j+1
T = ﬁ ( H(Hi )((HiJrl - Hifl) ) + BH(Hi)(Hi+l - 2Hi + Hifl ))
1

2% (BE(HMH@‘T% - ng11)> :

(5.11)

V danej schéme berieme do tivahy presné rieSenia pre 5}, (H) ako v predchadzajicej

schéme a §(H) = po® 22

Na zaklade tabuliek 4 a 5 mézeme vidiet, Ze metoda konverguje pre rovnaky
¢asovy a priestorovy krok. Presnost je pre obe metoédy velmi dobra. Ked porovnéame
jednotlivé schémy vypoctu, tak isto ako pre explicitné schémy, aj pre semi - implicitné
vysla schéma ¢.2 ako presnejSia a zaroven najpomalsSia. V oboch pripadoch sme mohli
v rozumnom cCase najst aj také rieSenie, kde h = k = 0.000781. Pri zmensovani kroku

rastie presnost pre oba pripady priblizne linearne.
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Tabul'ka 4: Vysledky semi - implicitnej schémy ¢.2

h=k error ¢as EOC
0.1 3.9410°% | 5.17 1074 -

0.05 1.04 107¢ | 0.0017 1.92
0.025 7.3210°7 | 0.0076 0.51
0.0125 4.47 1077 0.0287 0.71
0.00625 | 2.45 1077 | 0.1262 0.84
0.003125 | 1.28 1078 | 0.5097 | 0.94
0.001563 | 6.55 1078 | 2.0927 | 0.96
0.000781 | 3.48 10 | 8.4701 0.91

Tabul'ka 5: Vysledky semi - implicitnej schémy ¢.3

h=k error cas EOC
0.1 8.71 1076 | 4.49 107* | -

0.05 2.23 107 | 0.0014 1.97
0.025 1.24 1075 | 0.0107 0.85
0.0125 8.21 1077 | 0.0232 0.59
0.00625 | 4.65 1077 | 0.1051 0.82
0.003125 | 2.47 1077 | 0.3386 0.91
0.001563 | 1.27 10~7 | 1.7565 0.96
0.000781 | 6.61 1078 | 6.7823 0.94
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ZAVER

Zaver

Cielom prace bola analyza a nédvrh numerickych schém, ktoré slizia na rieSenie ne-
linearnych rovnic Black - Scholesovho typu. Vyuzivali sme explicitné rieSenia ktoré
vyhovovali modelu RAPM a modelu nelikvidného trhu. Pre RAPM model sme odvo-
dili explicitny vzorec, ktory spliia nelinearnu Black - Scholesovu rovnicu, no neda sa
vyuzit na ocefiovanie redlnych opcii. Cenu opcie pre nelikvidny model sme transformo-
vali na funkciu, ktora vystupuje v Gama rovnici, vdaka ¢omu sme mohli porovnavat
presnost rieSenia a rychlost jednotlivych numerickych schém.

V prvej kapitole sme priblizili tematiku finan¢nych derivatov a predstavili li-
nearnu Black - Scholesovu rovnicu, ktora je zdkladom pre vSetky nelinedrne modely.
Spomedzi nelinearnych modelov sme sa v dalej kapitole podrobnejsie zamerali na ri-
ziko zahrihujicu metodologiu, zndmu ako RAPM model a model nelikvidného trhu.
Odvodili sme k nim diferencidlnu rovnicu zndmu ako Gama rovnica, pomocou ktorej
je mozné vytvorit numericka schému na najdenie rieSenia.

V tretej kapitole sme sa snazili ndjst vSeobecné explicitné rieSenie RAPM mo-
delu. Inspirovali sme sa odvodenym explicitnym vzorcom Bordagovej, ktory je sice
riesenim RAPM modelu, ale nie je mozné ho vyuzif na vypocet redlnej ceny opcie.
RieSenie je trividlne, kedze do Gama rovnice ktort chceme numericky riesit, vstupuje
namiesto funkcie konstantna hodnota. Dané rieSenie sa ndm podarilo zovSeobecnit na
tvar, ktory zahriuje aj mozné vyplacajice dividendy. Aj napriek zovSeobecneniu sme
dostali trivialne rieSenie funkcie vstupujicej do Gama rovnice, ktoré nemé zmysel nu-
mericky riesit. V nasledovnej kapitole sme odvodili rézne numerické schémy, ktoré sa
mozu vyuzit pri hTadani rieSenia RAPM modelu alebo modelu nelikvidného trhu. Roz-
diel medzi jednotlivymi schémami spocival v roznej aproximacii derivicie beta funkcie,
ktord vystupuje v Gama rovnici. Pre kazda aproximaciu derivicie sme na vypocet
vyuzili explicitnii a semi-implicitni metédu. Explicitnd metoda je intuitivnejsia, ale
narozdiel od semi-implicitnej metoédy méa obmedzenie pomeru velkosti ¢asového a pries-
torového kroku, ktory musi spliiat CLF podmienku pre konvergenciu rieenia. Vysledky
jednotlivych schém sme porovnali v kapitole 5.

Zistili sme, 7e kazda numerickd schéma pouzitd na najdenie rieSenia dosahuje

velmi dobré vysledky v porovnani s presnym rieSenim. Vyskytli sa len nepatrné od-
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ZAVER

chylky vysledkov jednotlivych schém. Ak by sme vSak chceli zvolit velmi maly krok,

rieSenie by sme rychlejSie nasli vdaka semi-implicitnej metode.
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Priloha 1

Priloha 1

Vypocet explicitného vzorca

1 2
u(S,t) = —55 (logS - U—t)

8
2 2 502
— ES cosh (§arccosh (—1—1— | c| 52/3631&))
16 1 o2
——555bg<%0d1<6anm0ﬂ1(—1+-|c\SW%fwt)>)
4

1 2
—E%Sbg<—l%—2amh<§amamh<—1+|c]S‘W%ﬁﬁﬁ))—+dﬁ?+d2

Ko6d na vypocet numerického vzorca

c=0.5; rho=1; d1=0; d2=0; sigma=0.4;’vstupne parametre
h=0.01; \%volba priestoroveho kroku
k=h"2; \Jipre explititnu schemu
\%k=h; \%pre implicitnu schemu
x=0:h:2; S=exp(x’);
tt=0:k:1;
n(1,1)=length(S);
n(1,2)=length(tt);
N=floor(1/k)+1;
u=zeros(n(1,1),1);
vi=zeros(5,n(1,2)); \/dolna vrstva
v2=zeros(5,n(1,2)); \%horna vrstva
u0=zeros(n(1,1),1); \/pociatocna vrstva
uT=zeros(n(1,1),1); \/konecna vrstva
for i=1:1:n(1,2)

t=(i-1) *k;

\%vypocet funkcie u(S,t)

u = - 1/rho.*S .x(log (S) - (sigma~2./8).%t) - ...

2/rho.*S .*cosh (2./3.% acosh (-1 +...
abs (c) .*S.7(-3/2).* exp(3.*sigma~2 .*t/16))) - ...
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4/(3.x rho) .*S.* log(-1 + 2.%cosh (1/3 .* acosh (-1 + ...

abs (c).* S.~(-3/2) .xexp (3.*sigma~2 .*t/16)))) -...

16/(3.* rho) .* S .* log (cosh (1/6 .* acosh (-1 + ...

abs (c).* S.7(-3/2) .x exp (3*sigma~2 .*t/16)))) + ...

dl .*S + d2;
if i==
u0(:,1)=u;
elseif i==n(1,2)
uT(:,1)=u;
end
vi(:,i)=[u(1); u(2); u(d; u4); uld)];
v2(:,1)=[u(end-4); u(end-3); u(end-2); u(end-1); u(end)];
end
\%vypocet derivacii
dvi=du(vi, S([1, 2, 3, 4, 51,1), h);
ddvi=du(dvi, S([2,3,4],1), h);
dv2=du(v2, S([end-4, end-3, end-2,end-1,end],1), h);
ddv2=du(dv2, S([end-3,end-2,end-1],1), h);
ddu0=du(du(u0, S(:,1), h), S(2:end-1,1), h);
dduT=du{(du(uT, S(:,1), h), S(2:end-1,1), h);
\%vypocet pociatocnych a koncovych hodnot funkcie H
HO=ddu0.*S(3:end-2,1);
HT=dduT.*S(3:end-2,1);
\%vypocet okrajovych podmienok funkcie H
up=ddv2*S(end-2,1) ;
down=ddv1*S(3,1);

Numericky vypocet derivacie

function duu = du(u, S, h)
n(1,1)=length(u(:,1));
n(1,2)=length(u(l,:));
duu=zeros(n(1,1)-2,n(1,2));
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\% definovanie si pomocnych premennych
duul=duu;
duu2=duu;
N=n(1,2);
for i=1:N
for j=1:n(1,1)-2
\% duul je odchylena vpravo
duul(j,i) = (u(j+2,i)-u(j,1))/(2xh)/S(j+1,1);
\’% duu2 je odchylena vlavo
duu2(j,i) = (u(j+2,i)-u(j,1))/(S(j+2,1)-8(j,1));
\% priemerna hodnota zarucila najpresnejsiu aproximaciu
duu(j,i)=(duul (j,i)+duu2(j,1))/2;
end

end

o V(S )

Obr. .2: Vypocet hodnot sV (S,t) a 9% V(S,t)
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Priloha 2

Numericky algoritmus ¢.1 na rieSenie parciilnej diferencialnej

rovnice

Analytickd schéma vypoctu:

pricom [(H) = U—;ﬁ K nej prisluchajici zdrojovy kod vypoctu - explicitna me-

toda:

function [H, e_max, t]l= Expli(sigma, h, HO, HT, up, down, rho, k)
tic; nil=size(HT); m=round(1/k)+1;
H=zeros(n1(1,1),2); H(:,1)=HT(:,1);
for j=m-1:-1:1
for i=1:n1(1,1)
if i==
H(i,2)=down(j);
elseif i==n1(1,1)
H(i,2)=up(j);
else

Hi=H(i-1,1); H3=H(i+1,1);H2=H(i,1);

H(i,2)=+sigma~2/2*(H3/(1-rho*H3)~2-H1/(1-rho*H1)~2)/(2*h)*xk +...

sigma~2/2* (H3/(1-rho*H3) ~2-2%H2/ (1-rho*H2) ~2+. ..
H1/(1-rho*H1)~2) /h~2%k+H2;
end
end
H(:,1)=H(:,2);
end
toc
t=toc; e_max=max(abs(H(:,2)-HO0));

end
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Numericky algoritmus ¢.2 na rieSenie parcialnej diferencialnej

rovnice
Analyticka schéma vypoctu:
O-H = B'(H)0,H + 0, (6'(H)0,H) ,

kde p'(H) = %2% Numericky kod - explicitné rieSenie:

function [H, e_max, t]= Expl2(sigma, h, HO, HT, up, down, rho, k)
tic
nil=size (HT);
m=round(1/k)+1;
H=zeros(n1(1,1),2);
H(:,1)=HT(:,1);
for j=m-1:-1:1
for i=1:n1(1,1)
if i==
H(i,2)=down(j);
elseif i==n1(1,1)
H(i,2)=up(j);
else
H1=H(i-1,1); H3=H(i+1,1); H2=H(i,1);
H12=(H1+H2)/2; H23=(H2+H3)/2;
H(i,2)=+sigma~2/2*(1+rho*H2)/(1-rho*H2) ~3*% (H3-H1) *k/(2*xh) +...
sigma~2/2% ((1+rho*H23) /(1-rho*H23) ~3* (H3-H2)-. ..
(1+rho*H12) / (1-rho*H12) ~3* (H2-H1) ) *k/h~2+H2;
end
end
H(:,1)=H(:,2);
end
toc
t=toc;

e_max=max(abs (H(:,2)-HO0));
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end
Numericky kod vypoctu - semi-implicitnd metoda:

function [H, e_maxi, t]= Impl2(sigma, h, HO, HT, up, down, rho, k)
tic; n=length(HO(1l:end,1));
n=n-2; m=floor(1/k)+1;
a=zeros(n,1); c=zeros(n,1); b=zeros(n,1);
d=zeros(n,1); H=zeros(n,2);
H(:,1)=HT(2:end-1,1); A=zeros(n,n);
for j=m-1:-1:1
for i=1:n
if 1i==
Hi=down(j); H2=H(i,1); H3=H(i+1,1);
H12=(H1+H2)/2; H23=(H3+H2)/2;
a(i)= sigma~2/2*(1+rho*H2)/(1-rho*H2)~3xk/(2xh) -...
sigma~2/2*(1+rho*H12) /(1-rho*H12) ~3%k/(h~2) ;
c(i)= - sigma~2/2*x(1+rho*H2)/(1-rho*H2) " 3xk/(2*h) -...
sigma~2/2* (1+rho*H23) / (1-rho*H23) ~3%k/(h~2) ;
A(i,i+1)=c(i);
d(i)=H2-a(i)*down(j);
elseif i==
H3=up(j); H2=H(i,1); H1=H(i-1,1);
H12=(H1+H2)/2; H23=(H3+H2)/2;
a(i)= sigma~2/2*x(1+rho*H2)/(1-rho*H2) ~3xk/(2*h) -
sigma~2/2*(1+rhoxH12) /(1-rho*H12) ~3%k/(h~2) ;

c(i)= - sigma~2/2*x(1+rho*H2)/(1-rho*H2) ~3xk/(2xh) - ...

sigma~2/2* (1+rho*H23) / (1-rho*H23) ~3*k/(h~2) ;
AGi,i-1)=a(i);
d(i)=H2-c(i)*up(j);
else
H3=H(i+1,1); H2=H(i,1); H1=H(i-1,1);
H12=(H1+H2)/2; H23=(H3+H2)/2;
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for

end

a(i)= sigma~2/2*(1+rho*H2)/(1-rho*H2) ~3xk/(2*h) - ...

sigma~2/2*(1+rho*H12) /(1-rho*H12) ~3%k/(h~2) ;

c(i)= - sigma~2/2*%(1+rho*H2)/(1-rho*H2)~3*k/(2*h) -...

sigma~2/2% (1+rho*H23) / (1-rho*H23) ~3*k/ (h"2) ;
A(i,i-1)=a(i);
A(i,i+1)=c(i);
d(i)=H2;
end
b(i)=1-(a(i)+c(i));
A(i,i)=b(i);
end
\% riesenie trojdiagonalneho systemu
n = length(b);
c(1) = c(1) / b(1);
d(1) = d) / b(1);
1= 2:n-1
pom = b(i) - a(i) * c(i-1);
c(i) = c(i) / pom;
d(i) = (d(i) - a(i) * d(i-1))/pom;

d(n) = (d(@) - a(n) * d@-1))/( b(n) - a(n) * c(n-1));

H(n,

for

end

H(:,

end

toc;

2) = d(n);
i=n-1:-1:1
H(i,2) = d(@1) - c(i) * HAE + 1,2);

1)=H(:,2);

t=toc;

H(:,
H(1,

1)=[1; H=[0; H; 0];
:)=down(1); H(end, :)=up(l);
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e_maxi=max(abs(H(:,1)-HO0));

end

Numericky algoritmus ¢.3 na rieSenie parciilnej diferencialnej

rovnice
Analytickd schéma vypodctu:
0-H = By (H)0:H + (85 (H)(0.H)? + By (H)O;H, )

2 2+4pH

G- p) K tomu prislichajtci kod pre explicitnit numerickd schému

pricom [}, = po

vypoctu:

function [H, e_max, t]= Expl_Frey_v2(sigma, h, HO, HT, up, down, rho, k)
tic
nl=size(HT); m=round(1/k)+1;
H=zeros(n1(1,1),2); H(:,1)=HT(:,1);
for j=m-1:-1:1
for i=1:n1(1,1)
if 1==
H(i,2)=down(j);
elseif i==ni1(1,1)
H(i,2)=up(j);
else
H1=H(i-1,1); H3=H(i+1,1); H2=H(i,1);
H(i,2)=sigma~2/2*(1+rho*H2)/(1-rho*H2) ~3* (H3-H1) *k/(2*h) +...

sigma~2/2x(2*xrho)* (2+rho*H2) /(1-rho*H2) ~4x(H3 - H1)~2xk/4/h~2 + ...

sigma~2/2x*(1+rho*H2) /(1-rho*H2) ~3* (H3-2xH2+H1) *k/ (h~2) +H2;
end
end
H(:,1)=H(:,2);
end
toc

t=toc;
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e_max=max(abs (H(:,2)-H0));

end
K taktiez kod prisliuchajici danej schéme vypoctu - semi -implicitna metoda:

function [H, e_maxi, t]= Impl_Frey_v2(sigma, h, HO, HT, up, down, rho, k)
tic
n=length(H0(1:end,1)); n=n-2;
m=floor(1/k)+1; a=zeros(n,l1); c=zeros(n,l); b=zeros(n,1);
d=zeros(n,1); H=zeros(n,2); H(:,1)=HT(2:end-1,1);
A=zeros(n,n);
for j=m-1:-1:1
for i=1:n
if i==
Hi=down(j); H2=H(i,1); H3=H(i+1,1);
a(i)= - sigma~2/2x(1l+rhoxH2)/(1-rho*H2)~3*(k/h~2 - k/(2%h));
c(i)= - sigma~2/2*%(1+rho*H2)/(1-rho*H2) 3% (k/h~2 + k/(2%h));
A(i,i+1)=c(i);
d(i)=sigma~2/2%(2*rho)* (2+rho*H2)/(1-rho*H2) ~4* (H3 - H1)"2*k/4/h~2-...
a(i)*down(j)+H2;
elseif i==n
H3=up(j); H2=H(i,1); H1=H(i-1,1);
a(i)= - sigma~2/2x(1l+rhoxH2)/(1-rho*H2)~3*(k/h~2 - k/(2%h));
c(i)= - sigma~2/2*%(1+rho*H2)/(1-rho*H2) 3% (k/h~2 + k/(2%h));
A(i,i-1)=a(i);

d(i)=sigma~2/2%(2*rho)* (2+rho*H2)/(1-rho*H2) ~4* (H3 - H1)"2*k/4/h~2 - .

c(i)*up(j)+H2;;

else
H3=H(i+1,1); H2=H(i,1); H1=H(i-1,1);
a(i)= - sigma~2/2*(1+rho*H2)/(1-rho*H2)3x(k/h~2 - k/(2*h));
c(i)= - sigma~2/2*%(1+rho*H2)/(1-rho*H2) 3% (k/h~2 + k/(2xh));
A(i,i-1)=a(i);
A(i,i+1)=c(i);
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d(i)=sigma~2/2%(2*rho)* (2+rho*H2) / (1-rho*H2) ~4*(H3 - H1) ~2xk/4/h~2+H2;
end
b(i)=1-(a(i)+c(i));
A(i,1)=b(1);
end
n = length(b);
\%riesenie tridiagonalnej matice
c(1) / v(1);
d(1) / v(1);

for i = 2:n-1

c(1)

d(1)

temp = b(i) - a(i) x* c(i-1);
c(i) = c(i) / temp;
d(i) = (d(i) - a(i) * d(i-1))/temp;

end
d(n) = (d(n) - a(n) * d(n-1))/( b(n) - a(n) * c(n-1));
H(n,2) = d(n);
for 1 = n-1:-1:1

H(i,2) = d(i) - c(i) *x H{1 + 1,2);
end
H(:,1)=H(:,2);
end
toc;
t=toc;
H(:,1=[1; H=[0; H; 0];
H(1,:)=down(1); H(end,:)=up(1);
e_maxi=max (abs(H(:,1)-H0));

end
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