
UNIVERZITA KOMENSKÉHO V BRATISLAVE

Fakulta Matematiky, Fyziky a Informatiky

Rýchla £asová ²kála volatility vo

Fong-Va²í£kovom modeli

Diplomová práca

Bratislava 2012 Bc. Radka Sele£éniová



UNIVERZITA KOMENSKÉHO V BRATISLAVE

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

Rýchla £asová ²kála volatility vo

Fong-Va²í£kovom modeli

Diplomová práca

�tudijný program: Ekonomická a �nan£ná matematika
�tudijný odbor: 9.1.9 Aplikovaná matematika, 1114
�koliace pracovisko: Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky,

FMFI UK, Mlynská dolina, 842 48 Bratislava
�kolite©: RNDr. Beáta Stehlíková, PhD.

Bratislava 2012 Bc. Radka Sele£éniová



92967451

Univerzita Komenského v Bratislave
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

ZADANIE ZÁVEREČNEJ PRÁCE 

Meno a priezvisko študenta: Bc. Radka Selečéniová
Študijný program: ekonomická a finančná matematika (Jednoodborové

štúdium, magisterský II. st., denná forma)
Študijný odbor: 9.1.9. aplikovaná matematika
Typ záverečnej práce: diplomová
Jazyk záverečnej práce: slovenský

Názov: Rýchla časová škála volatility vo Fong-Vašíčkovom modeli

Cieľ: Fong-Vašíčkov model patrí medzi modely so stochastickou volatilitou. To
znamená, že máme stochastickú diferenciálnu rovnicu pre okamžitú úrokovu
mieru, v ktorej je volatilita náhodná a riadi sa ďalšou stochastickou
diferenciálnou rovnicou. Dlhopisy, z ktorých sa počítajú výnosove krivky, sú
potom riešenim parabolickej PDR (premenné sú čas, okamžitá úroková miera,
volatilita). Volatilita sa však pohybuje v inej časovej škále ako úrokova miera.
Tymto sa zaobera článok B. Stehlíková, D. Ševčovič: On the singular limit of
solutions to the Cox-Ingersoll-Ross interest rate model with stochastic volatility
pdf, kde je spravená všeobecná analýza. V diplomovej praci sa zoberie Fong-
Vašíčkov model (kvôli možnosti jednoduchšieho výpočtu cien dlhopisov), kde
je predpoklad, že sa toho o cenách dlhopisov dá odvodiť viac, aproximácie sa
môžu porovnávať s presným riešením atď. Motiváciou je, že takéto výsledky
pre konkrétny model sú užitočné pri analýze zložitejsích alebo všeobecnejších
modelov.

Vedúci: RNDr. Mgr. Beáta Stehlíková, PhD.
Katedra: FMFI.KAMŠ - Katedra aplikovanej matematiky a štatistiky

Dátum zadania: 13.01.2011

Dátum schválenia: 14.01.2011 prof. RNDr. Daniel Ševčovič, CSc.
garant študijného programu

študent vedúci práce



�estné prehlásenie

�estne prehlasujem, ºe som diplomovú prácu vypracovala samostatne, s pomocou
literatúry uvedenej v zozname, konzultácií s vedúcou diplomovej práce a s vyuºitím
teoretických vedomostí.

V Bratislave, apríl 2012 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Radka Sele£éniová



Po¤akovanie

Touto cestou by som sa rada po¤akovala vedúcej diplomovej práce RNDr. Beáte
Stehlíkovej, PhD. za cenné rady a pripomienky, za poskytnutie literatúry ale hlavne
za podporu a motiváciu pri písaní diplomovej práce.



SELE�ÉNIOVÁ, Radka: Rýchla £asová ²kála volatility vo Fong-Va²í£kovom modeli [diplo-
mová práca]. Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a infor-
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Abstrakt

Medzi významné oblasti modernej �nan£nej matematiky patrí modelovanie úrokových
mier. Hodnota úrokovej miery je nevyhnutnou sú£as´ou ocenenia mnohých �nan£ných de-
rivátov. Jeden zo spôsobov ako opísa´ dynamiku krátkodobej úrokovej miery je pomocou
dvojfaktorových modelov so stochastickou volatilitou. Medzi takéto modely patrí aj Fong-
Va²í£kov model. V diplomovej práci uvádzame jeho podrobný opis, výpo£et ceny dlhopisov,
výnosových kriviek a tieº kalibráciu trhových cien rizika. Proces volatility krátkodobej
úrokovej miery sa pohybuje v rýchlej²ej £asovej ²kále ako samotná úroková miera ([6]).
Zoh©adnením tejto informácie a pouºitím asymptotickej metódy odvodíme aproximáciu
ceny dlhopisu. Závislos´ tejto aproximácie od parametrov skrytého procesu volatility bude
v porovnaní s presnou cenou dlhopisu zredukovaná, £ím sa napríklad eliminuje náro£ná
kalibrácia aktuálnej hodnoty volatility úrokovej miery potrebnej na výpo£et presnej ceny
dlhopisu. Od cien dlhopisu sa odvíjajú výnosové krivky. Porovnanie aproximácie ceny dl-
hopisu s presnou cenou a porovnanie príslu²ných výnosových kriviek prinesie moºnos´
predstavy o presnosti a kvalite aproximácie.

K©ú£ové slová: stochastická volatilita, rýchla £asová ²kála, Fong-Va²í£kov model, asymp-
totická metóda, aproximácia ceny dlhopisu
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Abstract

Modeling short-rate process is one of the most important part of modern �nancial math-
ematics. It is necessary to know the value of interest rate in pricing �nancial derivatives.
There are several ways of modeling instantaneous interest rate. Two-factor model with
stochastic volatility is one of them. In this master thesis we focus our attention on the
Fong-Vasicek model for which we calculate the bond price, yield curves and we calibrate
the market prices of risk. It was observed that stochastic volatility evolves in a di�erent
time scale, which is faster than the scale of short rate ([6]). We present an asymptotic ana-
lysis which corrects the classic formula for bond price. The key assumption of this method
is fast time scale of volatility. The approximation reduces the dependence of bond price
on the details of underlying volatility process, which is unknown. The present volatility
level is not need to be calibrated yet. The yield curves are derived from the bond prices.
A comparison of classic bond price and yield curves with approximations given by asymp-
totic method give us an idea of quality and accuracy of approximation.

Key words: stochastic volatility, fast time scale, Fong-Vasicek model, asymptotic analy-
sis, correction of bond price
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Úvod

V posledných desa´ro£iach nastala výrazná expanzia trhu s úrokovými derivátmi. K©ú£ovú
úlohu v správnom oce¬ovaní týchto derivátov hrá hodnota okamºitej úrokovej miery. Jej
stochastický charakter podnietil vznik mnohých modelov. Spo£iatku to boli jednofaktorové
modely, av²ak ²kála výnosových kriviek, ktorú nimi bolo moºné popísa´ nebola posta£u-
júca. Tak vznikli dvojfaktorové modely, medzi ktoré patria aj modely so stochastickou
volatilitou.

V práci sa budeme venova´ Fong-Va²í£kovmu modelu. V ¬om je dynamika úrokovej
miery popísaná dvojicou stochastických diferenciálnych rovníc pre samotnú úrokovú mieru
a pre volatilitu úrokovej miery. Proces volatility nie je na trhu pozorovate©ný, preto je
kalibrácia jeho parametrov náro£ná. Cena dlhopisu je v²ak od aktuálnej hodnoty volatility
a parametrov popisujúcich jej vývoj závislá. Jedným z rie²ení ako sa vyhnú´ kalibrácii
aktuálnej hodnoty volatility je pomocou asymptotickej metódy odvodi´ aproximáciu ceny
dlhopisu, ktorej závislos´ od volatility bude oproti klasickej cene zredukovaná. Základným
prvkom tejto metódy je predpoklad o rýchlej £asovej ²kále volatility. Aplikáciami tohto
konceptu na viaceré typy dvojfaktorových modelov sa zaoberajú £lánky [1], [6], [12], [26].

V diplomovej práci odvodíme aproximáciu ceny dlhopisu pre Fong-Va²í£kov model.
Vzh©adom na existenciu explicitného rie²enia tohto modelu, budeme ma´ moºnos´ porov-
nania aproximácie s presným rie²ením a tým získame predstavu o presnosti aproximácie.
Výsledky pre konkrétny model môºu by´ uºito£né pri analýzach zloºitej²ích modelov.

Práca je rozdelená na ²tyri kapitoly. V prvej kapitole sa venujeme stru£nému úvodu
do problematiky modelovania okamºitej úrokovej miery a oce¬ovaniu dlhopisov. V druhej
kapitole rozoberieme proces stochastickej volatility a vysvetlíme pojem rýchlej £asovej
²kály. Podrobne sa budeme venova´ aj Fong-Va²í£kovmu modelu, pre ktorý odvodíme
cenu dlhopisu, výnosové krivky a rôznymi metódami odhadneme trhové ceny rizika. De-
tailným odvodením aproximácie ceny dlhopisu pomocou asymptotickej metódy sa zaoberá
tretia kapitola. Nakoniec v ²tvrtej kapitole pre konkrétne hodnoty parametrov porovnáme
aproximácie ceny dlhopisov a výnosových kriviek s presným rie²ením.



Kapitola 1

Modelovanie okamºitej úrokovej miery

a ocenenie dlhopisov

Na úvod zade�nujeme základné pojmy ako dlhopis, £asová ²truktúra úrokových mier,
okamºitá úroková miera a stru£ne spomenieme teóriu stochastického kalkulu. Budeme
vychádza´ z [17], [18] a [27]. V ¤al²ej £asti kapitoly predstavíme jeden zo spôsobov mo-
delovania vývoja úrokových mier, a to short-rate modely. V skratke uvedieme aj ocenenia
dlhopisov, pre ktoré je okamºitá úroková miera podkladovým aktívom.

1.1 Základné pojmy

Dlhopis je dlhodobý cenný papier obchodovate©ný na burze. Dlºník sa v ¬om zaväzuje,
ºe v stanovenom termíne vyplatí nominálnu hodnotu a v dohodnutých intervaloch bude
vypláca´ pravidelný kupón. Dlhopis, ktorého nominálna hodnota je rovná 1 nazývame
diskontný dlhopis. Dlhopisy rozde©ujeme na dva typy, kupónové a bezkupónové, pod©a
toho, £i kupóny vyplácajú alebo nie. My sa ¤alej budeme zaobera´ najjednoduch²ím typom
dlhopisu a to bezkupónovým diskontným dlhopisom. Pri spojitom úro£ení sa sú£asná cena
dlhopisu P (t, T ) vypo£íta pod©a vzorca

P (t, T ) = e−R(t,T )(T−t), (1.1)

kde t je okamºitý £as a T je doba splatnosti dlhopisu, tzv. maturita. Výrazom R(t, T )

ozna£ujeme úrokovú mieru, ktorá vyjadruje mieru zhodnotenia dlhopisu oproti kúpnej
cene. Vyjadrením R(t, T ) z uvedeného vz´ahu môºeme na základe známych cien dlhopisov
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ur£i´ £asovú ²truktúru úrokových mier

R(t, T ) = − 1

T − t
lnP (t, T ). (1.2)

Tá vyjadruje funk£nú závislos´ medzi £asom do maturity a výnosomR(t, T ). Graf, zobrazu-
júci jednotlivé R(t, T ) pre �xný £as t, sa nazýva výnosová krivka. Tvary výnosových kriviek
sú predmetom rozsiahleho skúmania. V praxi sa ukazuje, ºe môºu by´ rôzne, rozli²ujú sa
v²ak ²tyri základné typy: rastúca, klesajúca, plochá a tzv. humped1 krivka. Rastúca (nor-
málna) výnosová krivka sa vyskytuje, ak trh neo£akáva významné zmeny, alebo ak o£akáva
rast trhových úrokových mier (vtedy jej sklon rastie). Klesajúca (inverzná) krivka sa na
trhu vyskytuje relatívne vzácne, napr. ke¤ centrálna banka z ur£itých dôvodov výrazne
zvý²i hodnoty úrokových sadzieb. Plochá výnosová krivka je tzv. prechodovou krivkou
medzi klesajúcou a rastúcou krivkou a spravidla o£akáva pokles úrokových mier. Humped
krivka môºe signalizova´ prechod ku inverznej, ale aj opa£ne, návrat k normálnej výnosovej
krivke. V²etky ²tyri tvary sú zobrazené na obr.1.1.
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Obr. 1.1: Rôzne tvary kriviek £asovej ²truktúry úrokových mier. Zdroj: www.treasury.gov,
www.bankofgreece.gr, www.bankofcanada.ca, www.bloomberg.com

1krivka s práve jedným lokálnym maximom a bez minima na intervale (0,∞)
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Úroková miera pre dlhopis s okamºitou splatnos´ou, t. j. T = t sa nazýva okamºitá úroková
miera, alebo aj short rate. Získame ju pomocou vz´ahu

rt = lim
T→t+

R(t, T ) = R(t, t). (1.3)

Short rate predstavuje za£iatok výnosovej krivky a poskytuje informáciu o jej ¤al²om
priebehu. Je teoretickou veli£inou, v praxi má k nej najbliº²ie tzv. overnight, t. j. jednod¬ová
úroková miera, za ktorú si medzi sebou poºi£iavajú banky. �asový vývoj úrokovej miery má
stochastický charakter. Na nasledujúcom obrázku je znázornený reálny priebeh referen£nej
sadzby EONIA, ktorá je sadzbou pre skuto£ne zrealizované jednod¬ové obchody v mene
euro.
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Obr. 1.2: �asový priebeh okamºitej úrokovej miery EONIA v roku 2011. Zdroj: www.euribor-ebf.eu

Z obrázka je zrejmý náhodný charakter úrokovej miery, ktorá sa v priebehu roku 2011
pohybovala v ²kále medzi 0.347% a 1.715%. V nasledujúcej £asti uvedieme základné infor-
mácie týkajúce sa teórie stochastického kalkulu.

1.2 Stochastický kalkulus

Stochastický proces je t-parametrický systém náhodných premenných {X(t), t ∈ I}, kde
I je interval alebo diskrétna mnoºina indexov. Medzi základné stochastické procesy patria
Markovovské náhodné procesy, ktorých charakteristickou £rtou je fakt, ºe budúca hodnota
procesu závisí len od sú£asnej hodnoty, nie minulej. �peciálnym typom Markovovského
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procesu je vo �nan£nej matematike ²iroko vyuºívaný proces - Wienerov proces a jeho
zov²eobecnenie Brownov pohyb. Uvedieme ich de�nície.

De�nícia 1. ([27], str. 22)
Brownov pohyb {X(t), t ≥ 0} je t-parametrický systém náhodných veli£ín, pri£om

(i) v²etky prírastky X(t + ∆) − X(t) majú normálne rozdelenie so strednou hodnotou
µ∆ a disperziou σ2∆,

(ii) pre kaºdé delenie t0 = 0 < t1 < t2 < t3 < . . . tn sú prírastky X(t1)−X(t0),

X(t2)−X(t1), . . . , X(tn)−X(tn−1) nezávislé náhodné premenné s parametrami pod©a
bodu (i),

(iii) X(0) = 0.

Brownov pohyb s parametrami µ = 0, σ2 = 1 nazývame Wienerov proces.

Náhodný proces zvy£ajne modelujeme ako rie²enie stochastickej diferenciálnej rovnice

dX(t) = µ(X, t)dt+ σ(X, t)dw, (1.4)

kde w je Wienerov proces, zabezpe£ujúci stochastickos´ procesu. Napr. okamºitá úroková
miera sa modeluje ako stochastický proces r(t). Na ocenenie jej derivátov, funkcií okamºitej
úrokovej miery, potrebujeme nástroj stochastickej analýzy - Itóovu lemu. Itóova lema je
k©ú£ovou v teórii oce¬ovania �nan£ných derivátov.

Lema 1. (Itóova lema)([27], str. 27)
Nech f(x, t) je hladká funkcia dvoch premenných, pri£om premenná x je rie²ením stochas-
tickej diferenciálnej rovnice

dx = µ(x, t)dt+ σ(x, t)dw,

kde w je Wienerov proces. Potom prvý diferenciál funkcie f je daný vz´ahom

df =
∂f

∂x
dx+

(
∂f

∂t
+

1

2
σ2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt,

dôsledkom £oho funkcia f vyhovuje stochastickej diferenciálnej rovnici

df =

(
∂f

∂t
+ µ(x, t)

∂f

∂x
+

1

2
σ2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt+ σ(x, t)

∂f

∂x
dw.



1.3 Modely okamºitej úrokovej miery 6

Roz²írenie Itóovej lemy pre vektorové náhodné premenné, ktoré budeme neskôr pri
oce¬ovaní dlhopisov v dvojfaktorových modeloch vyuºíva´ nebudeme uvádza´, ale £itate©
ho nájde v knihe [27]. V nasledujúcej £asti si stru£ne predstavíme jedno a dvojfaktorové
modely, ktoré sa pouºívajú pri modelovaní okamºitej úrokovej miery. Uvedieme aj postup
odvodenia ceny dlhopisu.

1.3 Modely okamºitej úrokovej miery

Modely okamºitej, resp. krátkodobej úrokovej miery opisujú vývoj okamºitej úrokovej
miery a závislos´ výnosovej krivky od nej. Okamºitú úrokovú mieru budeme v jednofak-
torových modeloch modelova´ ako rie²enie stochastickej diferenciálnej rovnice, v dvojfak-
torových modeloch ako rie²enie systému dvoch takýchto rovníc.

1.3.1 Jednofaktorové modely

V jednofaktorových modeloch je dynamika okamºitej úrokovej miery opísaná len pomocou
jedného faktora, jedného zdroja náhodnosti. Týmto zdrojom je samotná okamºitá úroková
miera r. Jej vývoj sa modeluje pomocou stochastickej diferenciálnej rovnice, ktorá má vo
v²eobecnosti tvar

dr = µ(r, t)dt+ σ(r, t)dw, (1.5)

kde w je ²tandardný Wienerov proces. V teórii modelovania okamºitej úrokovej miery
rozli²ujeme dve hlavné triedy modelov, a to rovnováºne a bezarbitráºne modely. Kaºdý
z týchto prístupov modelovania vyuºíva iný typ informácie. Zatia© £o v rovnováºnych
modeloch je výstupom £asová ²truktúra úrokových mier, v bezarbitráºnych je táto krivka
vstupom. Rovnováºne modely nedokáºu presne zachyti´ sú£asnú výnosovú krivku, pre-
toºe obsahujú len nieko©ko parametrov modelu. Bezarbitáºne modely sú skon²truované
tak, aby presne opisovali dennú £asovú ²truktúru úrokových mier. Av²ak cena za takúto
vlastnos´ sa prejaví v potrebe zavedenia £asovo závislých koe�cientov - driftu a volatility.
V mnohých modeloch potom nastáva nemarkovovos´ a aj preto sú £astokrát analyticky
nerie²ite©né. Bezarbitráºnymi modelmi sa v tejto práci zaobera´ nebudeme, a preto len
v krátkosti vymenujeme tie najznámej²ie. Patria medzi ne Ho-Leeho model z roku 1986 a
Hull-Whiteov model z roku 1990. �alej sa budeme zaobera´ len rovnováºnymi modelmi.

Proces (1.5) obsahuje dve zloºky. Deterministická £as´ procesu - drift µ(r, t) reprezen-
tuje trend vývoja short rate, stochastická £as´ - volatilita σ(r, t) ur£uje ve©kos´ �uktuácií
v okolí deterministickej £asti. Jedným z naj£astej²ie pouºívaných tvarov driftovej £asti je
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tzv. mean reversion drift
µ(r, t) = κ(θ − r), (1.6)

kde parametre κ, θ sú kladné kon²tanty. K©ú£ovou vlastnos´ou takejto vo©by je, ºe stredná
hodnota úrokovej miery je pri´ahovaná rýchlos´ou κ ku rovnováºnej (limitnej) hodnote,
ktorou je hodnota parametra θ. Takýto predpoklad o správaní sa úrokovej miery nie je
síce istým javom pozorovaným na reálnych trhoch ale je v súlade s ekonomickou teóriou.
Ak zaznamenáme nárast úrokových mier, ekonomika spomalí a nastane pokles dopytu po
pôºi£kách. Tým pádom majú úrokové miery opä´ tendenciu klesnú´. Podobne v opa£nom
smere. Na obr.1.3 je znázornený priebeh úrokovej miery EURIBOR v rokoch 2010 aº 2011.
Vidíme, ºe v prvej polovici roka 2010 je úroková miera takmer kon²tantná. Môºe teda
nasta´ situácia, ºe vývoj úrokovej miery nie je moºné popísa´ mean reversion procesom.
Av²ak pre niektoré sady parametrov mean reversion proces nie vºdy vyzerá �ideálne� a
aj procesy, ktoré na prvý poh©ad moºno nevyzerajú ako mean reversion nimi sú. Vývoj
v roku 2011 uº viac pripomína proces, v ktorom je úroková miera pri´ahovaná k limitnej
hodnote.
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Obr. 1.3: �asový priebeh úrokovej miery EURIBOR v rokoch 2010-2011. Zdroj: www.euribor-ebf.eu

Stochastická £as´ modelu je £asto v tvare

σ(r, t) = σrγ, (1.7)

kde parametre σ > 0 a γ ≥ 0 sú kon²tanty. V závislosti od vo©by parametrov potom
rozoznávame rôzne modely.
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Va²í£kov model

Vo©bou γ = 0 dostávame jeden z prvých modelov okamºitej úrokovej miery - Va²í£kov
model. Bol publikovaný v roku 1977 v £lánku [29]. Okamºitá úroková miera sa v ¬om riadi
stochastickou diferenciálnou rovnicou

dr = κ(θ − r)dt+ σdw. (1.8)

Proces v takomto tvare sa zvykne ozna£ova´ ako Ornstein-Uhlenbeckov proces. Va²í£kov
model bol prvým modelom, ktorý dokázal popísa´ vlastnos´ mean reversion. Vzh©adom
na prvenstvo v oblasti modelovania úrokovej miery má v²ak model nieko©ko nedostatkov.
Prvým z nich je kon²tantná volatilita, ktorá nezávisí od hodnoty úrokovej miery. Druhým
je, ºe rozdelenie úrokovej miery r je normálne a tým pádom dovo©uje aj záporné hodnoty.
Pozrime sa v²ak na to, £i je tento nedostatok aº taký významný. Ve©kos´ pravdepodobnosti
nadobudnutia záporných hodnôt r závisí od vo©by parametrov. Vypo£ítajme jej hodnotu.2

P (rt+∆t < 0) = P

(
N (θ(1− e−κt) + r0e

−κt,
σ2

2κ
(1− e−2κt)) < 0

)

= P

N (0, 1) <
−θ(1− e−κt)− r0e

−κt√
σ2

2κ
(1− e−2κt)


= Φ

−θ(1− e−κt)− r0e
−κt√

σ2

2κ
(1− e−2κt)


Funkcia Φ(.) je distribu£nou funkciou normovaného normálneho rozdelenia. Na nasledu-
júcom obrázku je znázornený priebeh hodnoty pravdepodobnosti v závislosti od £asu pre
hodnoty parametrov κ = 0.109, θ = 0.0652, σ =

√
2.64.10−2, prebraté z £lánku [9] a pre

po£iato£nú hodnotu r0 = 0.05. Vidíme, ºe pravdepodobnos´, ºe krátkodobá úroková miera
o rok pri daných parametroch nadobudne zápornú hodnotu je prakticky nulová (obrázok
v©avo). Aj ke¤ pravdepodobnos´ s rastúcim £asom rastie, je stále ve©mi nízka. Nakoniec
sa v²ak ustáli na limitnej hodnote, ktorá je pre na²e hodnoty parametrov rovná 0.0305

(obrázok vpravo). Problém nadobudnutia záporných hodnôt úrokovej miery nie je teda
vºdy aº taký závaºný, ako sa na prvý poh©ad môºe zda´, nako©ko pri vhodných hodnotách
parametrov je táto pravdepodobnos´ ve©mi nízka.

2Pri výpo£te je potrebné pozna´ podmienenú hustotu rozdelenia r a jej ²tatistiky - strednú hodnotu
a disperziu. Týmto sa zaoberá kapitola 2.
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Obr. 1.4: Priebeh pravdepodobnosti nadobudnutia zápornej hodnoty r pre Va²í£kov model v £ase s
po£iato£nou hodnotou r0 = 0.05 a parametrami κ = 0.109, θ = 0.0652, σ =

√
2.64.10−2.

Cox-Ingersoll-Rossov model (CIR)

Cox-Ingersoll-Rossov model bol prvýkrát publikovaný v roku 1985 v £lánku [8]. Vo©bou
parametra γ = 1

2
dostávame stochastickú diferenciálnu rovnicu

dr = κ(θ − r)dt+ σ
√
rdw, (1.9)

ktorej sa zvykne hovori´ aj Besselov odmocninový proces, z dôvodu, ºe stochastický £len
dw je násobený odmocninou z náhodnej premennej r. Významným prínosom CIR modelu
je fakt, ºe ak proces okamºitej úrokovej miery za£ína z kladnej po£iato£nej hodnoty r0

a je splnený predpoklad o paramatroch modelu 2κθ ≥ σ2, tak rt uº nikdy nenadobudne
nulové alebo záporné hodnoty. Intuitívne, ak sa okamºitá úroková miera blíºi k nulovým
hodnotám, jej volatilita je tieº malá a ak by r nadobudlo nulovú hodnotu, volatilita bude
tieº nulová a ¤al²í vývoj okamºitej úrokovej miery je riadený trendovou zloºkou, ktorá je
v tomto prípade kladná. Preto sa hodnota r opä´ zvý²i ([27]).

Medzi ¤al²ie známe jednofaktorové modely patrí aj Dothanov model (1978), Black-
Karasinského model (1991) a Chan-Karolyi-Longsta�-Sandersov model (1992). O nich sa
£itate© môºe do£íta´ napr. aj v [4].
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1.3.2 Cena dlhopisu v jednofaktorovom modeli

Okamºitá úroková miera slúºi ako podkladové aktívum pre bezkupónový dlhopis. Popí²eme
si odvodenie parciálnej diferenciálnej rovnice (PDR) pre cenu dlhopisu P (t, r;T ), ktorá je
závislá od £asu t, okamºitej úrokovej miery r a parametra T , ktorý predstavuje £as splat-
nosti. Uvádzame len stru£né odvodenie bez príslu²ných konkrétnych výpo£tov, podrobné
odvodenie £itate© môºe nájs´ napríklad v [18].

• Predpokladajme, ºe okamºitá úroková miera sa riadi jednofaktorovým modelom
(1.5).

• Pod©a Itóovej lemy pre cenu dlhopisu P (t, r;T ) platí

dP =

(
∂P

∂t
+ µ

∂P

∂r
+

1

2
σ2∂

2P

∂r2

)
dt+ σ

∂P

∂r
dw. (1.10)

• Vytvorme portfólio Π = V1 − V2 pozostávajúce z dvoch typov dlhopisov s rôznymi
maturitami T1 a T2 v mnoºstvách V1 a V2.

• Zvo©me hodnoty V1 a V2 tak, aby stochastický proces zmeny hodnoty portfólia dΠ

bol bezrizikový, t. j. aby obsahoval len deterministickú £as´.

• Vylú£ením moºnosti arbitráºe a teda vyuºitím faktu, ºe výnos bezrizikového port-
fólia musí by´ rovný r, t. j. dΠ = rΠdt, dostávame parciálnu diferenciálnu rovnicu
v tvare

∂P

∂t
+ (µ(r, t)− λ(r, t)σ(r, t))

∂P

∂r
+

1

2
σ2(r, t)

∂2P

∂r2
− rP = 0 (1.11)

s koncovou podmienkou P (T, r;T ) = 1. Funkcia λ(r, t) sa nazýva trhová cena rizika
a vyjadruje o£akávaný nárast výnosu dlhopisu na jednotku rizika, resp. dá sa inter-
pretova´ ako prémia pre investora, z dôvodu podstupovania rizika.

Ak teda ur£íme parametre stochastickej rovnice pre r(t) a hodnotu trhovej ceny rizika
λ(r, t), vyrie²ením parciálnej diferenciálnej rovnice (1.11) dostaneme cenu dlhopisu. V nasle-
dujúcej £asti uvedieme výpo£et ceny dlhopisu pre Va²í£kov model, ktorú budeme v ¤al²ej
£asti práce potrebova´.
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Cena dlhopisu vo Va²í£kovom modeli

Cenu dlhopisu pre Va²í£kov model (1.8) budeme h©ada´ v tvare P (τ, r). Nová premenná
τ = T − t vyjadruje £as zostávajúci do expirácie dlhopisu. V takomto zápise potom
parciálna diferenciálna rovnica pre Va²í£kov model s kon²tantnou trhovou cenou rizika
λ(r, t) = λ má pod©a (1.11) tvar

−∂P
∂τ

+ (κ(θ − r)− λσ)
∂P

∂r
+

1

2
σ2∂

2P

∂r2
− rP = 0 (1.12)

s po£iato£nou podmienkou P (0, r) = 1. Predpokladajme rie²enie v separovanom tvare

P (τ, r) = A(τ)e−B(τ)r, (1.13)

potom príslu²né derivácie vystupujúce v (1.12) sú

∂P

∂τ
= A′e−Br − AB′e−Br,

∂P

∂r
= −ABe−Br,

∂2P

∂r2
= AB2e−Br.

Dosadením derivácií do (1.12) dostávame systém oby£ajných diferenciálnych rovníc pre
funkcie A,B:

B′ = 1− κB, (1.14)

A′ = AB(λσ − κθ) +
1

2
σ2AB2, (1.15)

s po£iato£nými podmienkami A(0) = 1 a B(0) = 0. Rovnica pre funkciu B je oby£aj-
nou lineárnou diferenciálnou rovnicou a preto s vyuºitím po£iato£nej podmienky po©ahky
dostávame

B =
1

κ
(1− e−κτ ). (1.16)

Dosadením explicitného tvaru funkcieB do rovnice (1.15), následnou integráciou a vyuºitím
po£iato£nej podmienky dostávame

A = exp
[
(B(τ)− τ)R∞ −

σ2

4κ
B2(τ)

]
, (1.17)
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kde sme symbolom R∞ ozna£ili

R∞ = θ − λσ

κ
− σ2

2κ2
. (1.18)

Toto ozna£enie vychádza z toho, ºe hodnota R∞ je limitou výnosových kriviek pre τ →∞.

Cena dlhopisu v CIR modeli

Postup výpo£tu ceny dlhopisu v CIR modeli je analogický postupu vo Va²í£kovom modeli.
Predpokladaním tvaru (1.13) pre cenu dlhopisu a hodnoty trhovej ceny rizika λ(r, t) = λ

√
r

s kon²tantou λ, vy£íslením jednotlivých derivácií a dosadením do príslu²nej parciálnej
diferenciálnej rovnice dostávame systém oby£ajných diferenciálnych rovníc pre funkcie
A,B. Explicitným rie²ením tohto systému je:

A(τ) =

[
2φe

τ
2

(φ+ψ)

(φ+ ψ)[eφτ − 1] + 2φ

] 2κθ
σ2

, (1.19)

B(τ) =
2(eφτ − 1)

(φ+ ψ)[eφτ − 1] + 2φ
, (1.20)

φ =
√
ψ2 + 2σ2, ψ = κ+ λσ. (1.21)

Ve©kou výhodou a aj jedným z dôvodov popularity Va²í£kovho a CIR modelu je okrem
iného aj fakt, ºe pre oba modely je moºné analyticky nájs´ explicitné rie²enie pre cenu dl-
hopisu. Niektoré modely, napr. exponenciálny Va²í£kov model (1990), bezarbitráºny Black-
Karasinského model (1991), CKLS model (1992) alebo Mercurio-Moraledov model (2000)
takúto vlastnos´ nemajú. Cena dlhopisu sa dá vypo£íta´ pomocou numerických metód,
napr. pomocou Crank-Nicolsonovej schémy ([7]) alebo Box metódy ([22]), alebo pomocou
aproximácií v analytickom tvare (napr. [15], [24]).

1.3.3 Dvojfaktorové modely

V predchádzajúcej £asti práce sme si predstavili jednofaktorové modely. Dynamika úrokovej
miery je v týchto modeloch opísaná len pomocou jedného stochastického faktora. Jednodu-
chos´ takéhoto modelovania na jednej strane môºe pre niektoré modely priná²a´ výhodu
v moºnosti nájdenia explicitného rie²enia pre cenu dlhopisu, na strane druhej v²ak stojí
nieko©ko nedostatkov. Jedným z nich je fakt, ºe akonáhle je hodnota úrokovej miery známa,
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celá krivka £asovej ²truktúry úrokových mier je ur£ená. Av²ak, aj v realite môºu výnosové
krivky s rovnakým za£iatkom nadobúda´ rôzne tvary. Takýto prístup modelovania je
ve©kým zjednodu²ením skuto£ného správania sa úrokovej miery. Jedným z rie²ení týchto
problémov je kon²trukcia dvojfaktorových modelov, ktoré priná²ajú vä£²iu vo©nos´ pri
modelovaní úrokovej miery. Pri pouºití takýchto modelov môºu výnosové krivky nadobú-
da´ ²ir²iu ²kálu tvarov. Úroková miera je v dvojfaktorových modeloch funkciou dvoch fak-
torov, t. j. r = r(x, y), a jej dynamika je potom vo v²eobecnom prípade opísaná pomocou
systému dvoch stochastických rovníc:

dx = µx(x, y)dt+ σx(x, y)dw1,

dy = µy(x, y)dt+ σy(x, y)dw2. (1.22)

Prírastky dw1, dw2 Wienerových procesov môºu by´ korelované, t. j. E(dw1dw2) = ρdt.
V závislosti od vo©by faktorov potom rozli²ujeme rôzne typy dvojfaktorových modelov.
Uvedieme len niektoré z nich, £itate© sa podrobnej²ie informácie môºe dozvedie´ napr.
z [4] a [18].

Dvojfaktorový Va²í£kov a CIR model

V dvojfaktorovej verzii Va²í£kovho a CIR modelu je okamºitá úroková miera sú£tom dvoch
nezávislých faktorov, t. j. r = r1 + r2, kde r1, r2 sú popísané stochastickou diferenciálnou
rovnicou typu (1.8) vo Va²í£kovom modeli a (1.9) v CIR modeli.

Modely s inou ekonomickou veli£inou

V modeloch tohto typu je dynamika úrokovej miery popísaná dvomi stavovými premen-
nými, ktoré môºu ale nemusia by´ na trhu pozorovate©né, môºu alebo nemusia by´ ko-
relované. V modeli Brennana a Schwartza (1982) sú týmito premennými krátkodobá a
dlhodobá úroková miera. Model Corzovej a Schwartza (2003), patriaci do triedy kon-
vergen£ných modelov, bol vyvinutý pre krajiny vstupujúce do Európskej menovej únie.
V tomto modeli je úroková miera krajiny vstupujúcej do Európskej únie závislá od eu-
rópskej miery, pri£om obe sú modelované pomocou stochastických diferenciálnych rovníc.

Dvojfaktorové modely so stochastickou volatilitou

Inou triedou dvojfaktorových modelov sú modely, v ktorých sa niektorý z kon²tantných
parametrov jednofaktorového modelu modeluje ako náhodný proces. Týmto parametrom
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môºe by´ napríklad trhová cena rizika alebo volatilita úrokovej miery. Medzi modely so
stochastickou volatilitou patrí napríklad model Andersona a Lunda (1996) alebo Fong-
Va²í£kov model (1991). Druhým z nich sa budeme v tejto práci zaobera´ a jeho podrobnú
analýzu uvádzame v nasledujúcej kapitole.

1.3.4 Cena dlhopisu v dvojfaktorovom modeli

Odvodíme parciálnu diferenciálnu rovnicu pre cenu dlhopisu P (t, x, y;T ), kde t je £as a T je
£as splatnosti. Odvodenie je analogické odvodeniu pre jednofaktorové modely. Uvádzame
preto len stru£ný postup bez uvedenia príslu²ných výpo£tov. Podrobné odvodenie £itate©
môºe nájs´ napr. v [18].

• Predpokladajme, ºe vývoj úrokovej miery je popísaný dvojfaktorovým modelom
(1.22).

• Vyuºitím viacrozmernej Itóovej lemy pre cenu dlhopisu P (t, x, y;T ) dostávame

dP = µdt+ σ1dw1 + σ2dw2,

kde

µ =
∂P

∂t
+ µx

∂P

∂x
+ µy

∂P

∂y
+
σ2
x

2

∂2P

∂x2
+
σ2
y

2

∂2P

∂y2
+ ρσxσy

∂2P

∂x∂y
,

σ1 = σx
∂P

∂x
,

σ2 = σy
∂P

∂y
.

• Zostrojme portfólio Π pozostávajúce z troch typov dlhopisov s rôznymi maturitami
T1, T2 a T3 v mnoºstvách V1, V2 a V3.

• Zvo©me hodnoty V1, V2 a V3 tak, aby stochastický proces zmeny hodnoty portfólia
dΠ bol bezrizikový.

• Vylú£ením moºnosti arbitráºe a teda vyuºitím faktu, ºe výnos bezrizikového port-
fólia musí by´ rovný r, t. j. dΠ = rΠdt, dostávame parciálnu diferenciálnu rovnicu
v tvare
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∂P

∂t
+ (µx − λ1σx)

∂P

∂x
+ (µy − λ2σy)

∂P

∂y
+

+
σ2
x

2

∂2P

∂x2
+
σ2
y

2

∂2P

∂y2
+ ρσxσy

∂2P

∂x∂y
− r(x, y)P = 0 (1.23)

s koncovou podmienkou P (T, x, y;T ) = 1. Funkcie λ1(x, y, t) a λ1(x, y, t) sú tzv.
trhové ceny rizika príslu²ných faktorov a nezávisia od maturity T .



Kapitola 2

Pojem stochastickej volatility a

Fong-Va²í£kov model

V kapitole 2 sa zoznámime s nieko©kými pojmami, ktoré budeme potrebova´ v ¤al²ej
£asti diplomovej práce. Ako prvé popí²eme Fokker-Planckovu rovnicu, pomocou ktorej je
moºné ur£i´ hustotu rozdelenia náhodnej premennej riadiacej sa stochastickou diferen-
ciálnou rovnicou. Spomenieme dôleºitý koncept limitnej hustoty a predstavíme pojmy
stochastická volatilita, vlastnos´ zhlukovania a rýchla £asová ²kála volatility. Na záver
podrobne opí²eme Fong-Va²í£kov model, odvodíme cenu dlhopisu a zaobera´ sa budeme
aj kalibráciou trhových cien rizika.

2.1 Hustota rozdelenia stochastického procesu

Uvaºujme náhodnú premennú x = x(t), ktorá sa riadi v²eobecným stochastickým proce-
som v tvare

dx(t) = µ(x, t)dt+ σ(x, t)dw (2.1)

a za£ína v bode x(0) = x0. Najprv si ukáºeme, ako ur£i´ pravdepodobnostné rozdelenie
takejto premennej a potom nás bude zaujíma´ rozdelenie pre ve©ký £as t→∞, tzv. limitné
rozdelenie premennej x.

Ozna£me hustotu pravdepodobnostného rozdelenia procesu x(t) v £ase t ako

f = f(x, t|x(0) = x0). (2.2)

Funkcia hustoty okrem £asu t závisí aj od po£iato£nej hodnoty x0. �alej, ak ozna£íme
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kumulatívnu distribu£nú funkciu ako

F = F (x, t) = P (x(t) < x|x(0) = x0), (2.3)

potom na jej výpo£et môºeme pouºi´ vz´ah f = ∂F
∂x
. Funkcia hustoty sp¨¬a tzv. Fokker-

Planckovu rovnicu1
∂f

∂t
=

1

2

∂2

∂x2
(σ2f)− ∂

∂x
(µf) (2.4)

s po£iato£nou podmienkou f(x, 0) = δ(x − x0). Funkciou δ(x − x0) sme ozna£ili tzv.
Diracovu delta funkciu v bode x0. Diracova funkcia predstavuje distribúciu, t. j. nie je to
funkcia v pravom slova zmysle. Platí

δ(x− x0) =

{
0 ak x 6= x0

+∞ ak x = x0

a

∫ ∞
−∞

δ(x− x0)dx = 1,

£o pre proces x(t) v £ase t = 0 znamená, ºe sa takmer isto nachádza v bode x0. Z matema-
tického h©adiska je Fokker-Planckova rovnica lineárnou parciálnou diferenciálnou rovni-
cou druhého rádu parabolického typu. Okrem vyuºitia na výpo£et pravdepodobnostného
rozdelenia náhodnej premennej sa pomocou nej môºe opisova´ napr. pozícia a rýchlos´
malej £astice pohybujúcej sa Brownovým pohybom, prúd v elektrickom obvode alebo elek-
trické pole v laseri ([21]). Je známe (pozri [18]), ºe napr. rozdelenie rie²enia r(t) Va²í£kovho
stochastického procesu (1.8) v £ase t pri ²tartovacej hodnote r0 pochádza z normálneho
rozdelenia s parametrami2

E(rt) = θ(1− e−κt) + r0e
−κt,

D(rt) =
σ2

2κ
(1− e−2κt).

Hustotu f(x, t) je moºné explicitne vyjadri´ len pre niektoré ²peciálne tvary stochastic-
kého procesu. Av²ak, ak predpokladáme, ºe proces trvá dostato£ne dlho, t. j. t je dostato£ne
ve©ké, môºeme hustotu rozdelenia f(x, t) aproximova´ pomocou tzv. limitného rozdelenia.
Toto limitné rozdelenie existuje ak existuje limt→∞ f(t, x) a limitné rozdelenie je funkciou
hustoty. Uvaºujme teda prípad, ke¤ t → ∞ a limitné rozdelenie existuje. O£akávame, ºe
v takomto prípade uº rozdelenie nebude závisie´ od ²tartovacej hodnoty x0 a ºe hustota
f(x, t) sa stabilizuje na limitnej hustote f̃(x). Ke¤ºe potom f̃ = f̃(x) a ∂f̃

∂t
= 0, limitná

1Intuitívny dôkaz moºno nájs´ v [27].
2Výpo£et zaloºený na Fokker-Planckovej rovnici je napr. uvedený v [27].
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hustota sp¨¬a tzv. stacionárnu Fokker-Planckovu rovnicu

1

2

∂2

∂x2
(σ2f̃)− ∂

∂x
(µf̃) = 0 (2.5)

a podmienku na hustotu rozdelenia pravdepodobnosti
∫
R f̃(x)dx = 1. Limitným rozde-

lením Va²í£kovho modelu je normálne rozdelenie rlim ∼ N (θ, σ
2

2κ
). V ¤al²ej £asti sa zame-

riame na rozdelenie pravdepodobnosti náhodnej premennej, ktorá je rie²ením Besselovho
odmocninového procesu, t. j.

dx = κ(θ − x)dt+ σ
√
xdw. (2.6)

Limitné rozdelenie náhodnej premennej, ktorá je rie²ením procesu (2.6) budeme vo ve©kej
miere vyuºíva´ v kapitole 3 pri odvádzaní aproximovanej ceny dlhopisu vo Fong-Va²í£kovom
modeli. Fokker-Planckova rovnica pre uvedenený proces má tvar

∂f

∂t
=
σ2

2

∂2

∂x2
(xf)− ∂

∂x
(κ(θ − x)f). (2.7)

Autori v £lánku [8] uvádzajú, ºe pravdepodobnostné rozdelenie x je necentralizovaný chí-
kvadrát. Parametre tohto rozdelenia nebudeme z dôvodu zloºitosti uvádza´. V na²ej práci
budeme vyuºíva´ len limitné rozdelenie, teda rozdelenie pre t → ∞. Stacionárna Fokker-
Planckova rovnica má potom tvar

σ2

2

∂2

∂x2
(xf̃)− ∂

∂x
(κ(θ − x)f̃) = 0. (2.8)

Za podmienky 2κθ
σ2 > 1 integráciou (2.8) dostávame, ºe náhodná premenná x(t) má limitné

rozdelenie v tvare

f̃(x) =

{
βα

Γ(α)
e−βxxα−1 ak x > 0

0 ak x ≤ 0

kde α = 2κθ
σ2 , β = 2κ

σ2 a Γ je gama funkcia. Takéto pravdepodobnostné rozdelenie zodpovedá
gama rozdeleniu Γ(α, β). Uvedieme aj základné ²tatistiky rozdelenia, t. j. strednú hodnotu
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a disperziu ([31]).

E(x) =
α

β
= θ (2.9)

D(x) =
α

β2
=
θσ2

2κ
(2.10)

Na nasledujúcom obrázku je zobrazené limitné rozdelenie náhodnej premennej riadiacej
sa pod©a Besselovho odmocninového procesu.
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Obr. 2.1: Limitné rozdelenie Besselovho odmocninového procesu s hodnotami parametrov κ = 1.482,
θ = 2.640, σ = 1.934. Parametre prebraté z [9].

2.2 Stochastická volatilita

V roku 1973 bol prvýkrát publikovaný známy Black-Scholesov model na oce¬ovanie derivá-
tov akcií. Stal sa základným kame¬om tejto teórie a aj napriek mnoºstvu re²triktívnych
predpokladov je dodnes uznávaný a £asto pouºívaným modelom. Jedným z predpokladov
tohto modelu je aj predpoklad o kon²tantnej volatilite. Uº samotní autori v roku 1972
v £asopise Journal of Political Economy3 napísali: �...there is evidence of non-stacionarity
in the variance. More work must be done to predict variances using the information avail-
able.� Premenlivos´ volatility stochastického procesu pre vývoj cien akcií v £ase potvrdzujú
aj ¤al²ie známe fakty, napríklad volatility smile. Aj volatilita úrokovej miery má charak-
ter náhodného procesu a tento fakt je známy uº nieko©ko desa´ro£í. Longsta� a Schwartz
v £lánku [20] hovoria o existencii empirických dôkazov o náhodnom charaktere volatility
úrokovej miery a poukazujú na jej dôleºitos´ pri ur£ovaní cien derivátov. Je známych mnoho
modelov, v ktorých volatilita vystupuje ako ¤al²í stochastický faktor. Patria medzi ne

3BLACK, F., SCHOLES, M.: The Valuation of Option Contracts and Test of Market E�ciency,
Journal of Political Economy, Vol.27, No.2. p.416
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napríklad v²eobecný dvojfaktorový CIR model, ktorý sa dá do tvaru modelu stochastickej
volatility prepísa´ (Longsta� a Schwartz 1992, Du�e a Kan 1996), stochastický Va²í£kov
model, model odvodený Trollem a Schwartzom ([28]) alebo Brennerov model ([3]). Chen
ako prvý v £lánku [14] uviedol trojfaktorový model so stochastickou volatilitou. Vznik
modelov úrokovej miery so stochastickou volatilitou je £astokrát motivovaný aj tým, ºe
pomocou nich je moºné vysvetli´ tvar výnosových kriviek a ich pohyb ([20]).

2.2.1 Modelovanie stochastickej volatility

Vlastnos´ clustering

Proces volatility úrokovej miery nie je priamo pozorovate©ný na trhu. Predstavu o jeho
priebehu si môºeme napríklad urobi´ z odhadov získaných z pozorovate©ných cien dl-
hopisov. Ukazuje sa, ºe charakteristickou £rtou procesu volatility je tzv. volatility clus-
tering4, niekedy známou aj pod názvom volatility burstiness5 ([12]). V sloven£ine by sme
túto vlastnos´ mohli vo©ne preloºi´ ako zhlukovanie volatility. Na obr. 2.2 sú znázornené
dva simulované priebehy procesu volatility. Na vrchnom obrázku je proces volatility na
za£iatku nad limitnou hodnotu, potom v²ak dlhodobo nadobúda nízke hodnoty. Takýto
priebeh nie je ve©mi typický, na rozdiel od priebehu na spodnom obrázku. Tu je po-
zorovate©ná vlastnos´ volatility clustering. Volatilita �uktuuje medzi nízkymi a vysokými
hodnotami, pri£om ostáva na nízkych, resp. na vysokých hodnotách len nieko©ko dní, po-
tom sa rýchlo zmení. Zdá sa, ºe hodnoty volatility sú nízke ur£itú (krátku) periódu, potom
rýchlo, v návale nadobudnú vysoké hodnoty, opä´ ostanú vysokými nieko©ko dní a vrátia
sa spä´ na nízke hodnoty.

Táto vlastnos´ je úzko spätá s pojmom mean reversion, ktorý sme spomínali v kapitole
1. Pripome¬me, ºe drift v tvare µ(x, t) = κ(θ−x) stochastického procesu hovorí, ºe stredná
hodnota náhodnej premennej x je rýchlos´ou κ pri´ahovaná k limitnej hodnote θ. Hodnota
parametra 1

κ
potom intuitívne súvisí s pojmom holding period, to znamená, s dobou, po£as

ktorej ostáva volatilita na pribliºne rovnakých hodnotách. �ím je táto perióda men²ia,
tým £astej²ie sa volatilita vracia k strednej hodnote ([12]). Spojitos´ medzi vlastnos´ami
volatility clustering a mean reversion nazna£uje, ºe spomínaný tvar driftu by mohol by´
správnou vo©bou pre modelovanie stochastickej volatility. Je e²te potrebné spomenú´, ºe
v modeli, ktorý popisuje volatilitu by mala by´ zaru£ená nezápornos´ tejto premennej. Je
intuitívne zrejmé, ºe záporné hodnoty volatility nedávajú zmysel. Vzh©adom na spomenuté

4z ang. cluster - zhluk, zoskupenie
5z ang. burst- nával, výbuch, prepuknutie
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poºiadavky sa ako vhodný kandidát na popis stochastického charakteru volatility ukazuje
Besselov odmocninový proces (2.6).
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Obr. 2.2: Simulácie priebehu procesu volatility, ktorý sa riadi stochastickou diferenciálnou rovnicou
(2.6). Hodnoty parametrov sú: θ = 2.640.10−4, σ = 0.01934, T = 10 rokov a parameter κ = 0.5 pre vrchný
obrázok a κ = 10 pre spodný obrázok.

2.3 Rýchla £asová ²kála volatility

Empirické ²túdie ukazujú (pozri [6]), ºe na �nan£ných trhoch sa procesy úroková miera a
volatilita úrokovej miery pohybujú v odli²ných £asových ²kálach, presnej²ie, £asová ²kála
volatility je rýchlej²ia. Uvedieme dva rôzne prístupy, ako pojem rýchlej £asovej ²kály za-
komponova´ do modelu popisujúceho proces volatility. Predpokladajme, ºe proces volati-
lity je modelovaný pomocou Besselovho odmocninového procesu (2.6) a nech pojem £asovej
²kály reprezentuje hodnota parametra ε. Prvý zo spôsobov ²kálovania je prebratý z [26].
Pri tomto type ²kálovania sa akokeby volatilita úrokovej miery nepohybovala v £asovej
²kále t ale v ²kále tε, kde hodnota parametra ε je malá a platí 0 < ε � 1. �kálovaním
stochastickej diferenciálnej rovnice (2.6) dostaneme

dy =
κ(θ − y)

ε
dt+

σ
√
y

√
ε
dw. (2.11)
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Parameter σ je ²kálovaný hodnotou
√
ε z toho dôvodu, ºe pre stochastický £len dw platí

dw = Φ
√
dt, kde Φ ∼ N (0, 1). Rýchla £asová ²kála je potom reprezentovaná malými

hodnotami ε a limitou ε → 0. Druhý spôsob je prebratý z £lánku [12]. Rýchla £asová
²kála volatility zodpovedá ve©kej hodnote parametra κ. Ak zade�nujeme ε := 1

κ
, potom je

opä´ rýchla £asová ²kála reprezentovaná malými hodnotami ε a pre²kálovaný model vyzerá
nasledovne:

dy =
1

ε
(θ − y)dt+

σ
√
y

√
ε
dw. (2.12)

Koe�cient pri volatilite procesu y sa ur£í tak, aby sa dosiahla kon²tantná hodnota disperzie
limitného rozdelenia y, ktorej hodnota potom je

D(y) =
θσ2

2
. (2.13)

2.4 Fong-Va²í£kov model so stochastickou volatilitou

Fong-Va²í£kov model bol prvýkrát publikovaný v £lánku Fixed - Income Volatility Mana-
gement ([11]) v roku 1991 autormi Fongom a Va²í£kom. Patrí medzi dvojfaktorové modely
so stochastickou volatilitou a vznikol roz²írením Va²í£kovho jednofaktorového modelu. Je
zaloºený na pozorovaniach týkajúcich sa volatility krátkodobej úrokovej miery. Ako sme
spomenuli v predchádzajúcej podkapitole 2.2, volatilita krátkodobej úrokovej miery nie je
nutne kon²tantná, tak ako napr. predpokladá Va²í£kov model (1.8). Fong-Va²í£kov model
teda zah¯¬a stochastickos´ volatility a opisuje okamºitú úrokovú mieru prostredníctvom
systému dvoch stochastických rovníc

dr(t) = κ1(θ1 − r(t))dt+
√
y(t)dw1,

dy(t) = κ2(θ2 − y(t))dt+ υ
√
y(t)dw2, (2.14)

kde prírastky dw1 a dw2 Wienerových procesov moºu by´ korelované, t. j. E(dw1dw2) = ρdt.
Pre korela£ný koe�cient ρ platí ρ ∈ (−1, 1). Parametre modelu κ1, κ2, θ1, θ2 a υ sú kladné
kon²tanty. Dynamiku short rate teda popisujú dva faktory - okamºitá úroková miera
a volatilita okamºitej úrokovej miery, ktoré sú modelované mean reversion procesmi.
Na nasledujúcom obrázku je znázornená simulácia dvojrozmerného náhodného procesu
{r(t), y(t), t ∈ [0, T ]}, ktorý sa riadi Fong-Va²í£kovým modelom (2.14).
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Obr. 2.3: Simulácia rie²enia (r, y) systému stochastických rovníc (2.14) s hodnotami parametrov z tab.
2.1 a T=10.

Vidíme, ºe ako krátkodobá úroková miera, tak aj volatilita sú pri´ahované k limitným
hodnotám θ1 = 0.0652, resp. θ2 = 2.640.10−4. Naviac vidíme, ºe volatilita je nezáporná.
Krátkodobá úroková miera z teoretického h©adiska môºe nadobúda´ aj záporné hodnoty,
av²ak zo simulácií sa zdá, ºe pravdepodobnos´ nadobudnutia záporných hodnôt je ve©mi
nízka.

2.4.1 Ceny dlhopisov a výnosové krivky

V kapitole 1 sme odvodili oce¬ovaciu parciálnu diferenciálnu rovnicu (1.23) pre v²eobecný
dvojfaktorový model. Predpokladajme, ºe trhové ceny rizika majú tvar λ1

√
y, resp. λ2

√
y,

kde λ1, λ2 sú kon²tanty. Potom PDR pre Fong-Va²í£kov model pre cenu dlhopisu P (τ, r, y)

má nasledovný tvar:

−∂P
∂τ

+ (κ1(θ1 − r)− λ1y)
∂P

∂r
+ (κ2(θ2 − y)− λ2υy)

∂P

∂y
+

+
y

2

∂2P

∂r2
+
υ2y

2

∂2P

∂y2
+ ρυy

∂2P

∂r∂y
− rP = 0, (2.15)

pri£om po£iato£ná podmienka ceny dlhopisu je P (0, r, y) = 1. Rie²enie rovnice (2.15) sa
dá vyjadri´ v separovanom tvare (pozri [11])

P (τ, r, y) = A(τ)e−B(τ)r−C(τ)y, (2.16)



2.4 Fong-Va²í£kov model so stochastickou volatilitou 24

pri£om, aby bola splnená po£iato£ná podmienka P (0, r, y) = 1, pre funkcie A,B a C

musí plati´ A(0) = 1, B(0) = 0 a C(0) = 0. Vy£íslením jednotlivých parciálnych derivá-
cií vystupujúcich v rovnici (2.15), následným spätným dosadením do (2.15) a zlú£ením
jednotlivých výrazov prislúchajúcich k r a y dostávame, ºe P (τ, r, y) je rie²ením (2.15) v
tvare (2.16) práve vtedy ke¤ funkcie A(τ), B(τ) a C(τ) sp¨¬ajú systém oby£ajných dife-
renciálnych rovníc

A′ = −A(κ1θ1B + κ2θ2C), (2.17)

B′ = −κ1B + 1, (2.18)

C ′ = −λ1B − κ2C − λ2υC −
B2

2
− υ2C2

2
− υρBC, (2.19)

s po£iato£nými podmienkami A(0) = 1, B(0) = 0, C(0) = 0. Pozrime sa bliº²ie na tento
systém rovníc. Oby£ajná diferenciálna rovnica (2.18) pre funkciu B(τ) je lineárna a preto
jej rie²enie sp¨¬ajúce po£iato£nú podmienku B(0) = 0 moºno ©ahko analyticky vypo£íta´.
Explicitný tvar rie²enia je

B =
1

κ1

(1− e−κ1τ ). (2.20)

V²imnime si, ºe funkcia B má presne taký istý tvar ako (1.16), vystupujúca vo Va²í£kovom
modeli. Rovnica (2.19) pre funkciu C(τ) má uº zloºitej²í tvar, av²ak ak dosadíme explicitný
tvar rie²enia (2.20),

C ′ = −υ
2

2
C2 − (κ2 + λ2υ + υρB)C − λ1B −

B2

2
, C(0) = 0 (2.21)

vieme ju numericky, napríklad pomocou implementovanej explicitnej Runge-Kutta metódy
²tvrtého a piateho rádu6, vypo£íta´. Potom uº len dosadením do poslednej rovnice (2.17)
a následnou integráciou dostávame aj rie²enie pre funkciu A(τ),

A = exp

(
−θ1τ + θ1B − κ2θ2

∫ τ

0

C(s)ds

)
. (2.22)

Na obr. 2.4 sú zobrazené priebehy funkcií A,B a C pre hodnoty parametrov z tab. 2.1.
E²te predtým, ako sa budeme zaobera´ samotnými vlastnos´ami funkcií A,B a C,

spomenieme jeden zásadný predpoklad týkajúci sa parametrov Fong-Va²í£kovho modelu.
Stehlíková a �ev£ovi£ sa v £lánku [25] okrem iného zaoberajú aj prípustnos´ou ceny dl-
hopisu P (τ, r, y). Presnej²ie, aby sme funkciu (2.16) mohli chápa´ ako cenu dlhopisu, mala

6V Matlabe je to funkcia ode45.
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Obr. 2.4: Priebehy funkcií A,B a C pre hodnoty parametrov z tab. 2.1, λ1 = −12, λ2 = −5, τ ∈ (0, 10].

by sp¨¬a´ isté vlastnosti. Sú to:

1. 0 < P (τ, r, y) < 1 pre τ ∈ (0, T ],

2. funkcia r 7→ P (τ, r, y) je klesajúca,

3. funkcia y 7→ P (τ, r, y) je klesajúca.

Prvá z vlastností hovorí o tom, ºe cena dlhopisu by mala by´ kladná a nemala by presiahnu´
svoju nominálnu hodnotu 7. V druhej vlastnosti poºadujeme, aby pri vy²²ích krátkodobých
úrokových mierach bola hodnota dlhopisu niº²ia a pri poslednej, aby so zvä£²ujúcou sa
volatilitou krátkodobej úrokovej miery klesala cena dlhopisu. V²etky tieto tri vlastnosti
sú prirodzené a intuitívne a teda je rozumné, aby ich cena dlhopisu sp¨¬ala. V £lánku [25]
autori ukázali, ºe ak parametre modelu sp¨¬ajú nerovnos´

λ1 ≤ −
1

2κ1

, (2.23)

potom cena dlhopisu P (τ, r, y) sp¨¬a vlastnosti 1-3. Preto budeme v ¤al²ej £asti práce
predpoklada´, ºe parametre modelu sp¨¬ajú (2.23).

V krátkosti spomenieme nieko©ko vlastností funkcií A,B a C, ktoré sú podmienené
²trukturálnym predpokladom o parametroch modelu (2.23) a ktoré sa vyuºívajú pri odvo-
dení vlastností cien dlhopisov a výnosových kriviek.

7V na²om prípade sme uvaºovali diskontný dlhopis, touto hodnotou je teda 1.
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Veta 1. ([23], Veta 19.)
Za predpokladu (2.23) funkcie A, B, a C majú nasledovné vlastnosti:

1. C ′(0) = 0, C ′′(0) = −λ1,

2. ∀τ > 0 : 0 < A(τ) < 1, B(τ) > 0, C(τ) > 0.

Ukáºeme, ºe z podmienok uvedených vo Vete 1 vyplývajú vlastnosti 1-3. Pripome¬me,
ºe cena dlhopisu je v tvare (2.16). Pretoºe pre funkciu A(τ) platí A(τ) ∈ (0, 1),∀τ >

0 dostávame P (τ, r, y) ∈ (0, 1) pre τ ∈ (0, T ]. Ak zderivujeme cenu dlhopisu P (τ, r, y)

postupne pod©a premenných r a y a vyuºijeme P (τ, r, y) ∈ (0, 1) a B(τ) > 0, C(τ) >

0,∀τ > 0 dostávame

∂P

∂r
= −B(τ)P (τ, r, y) < 0,

∂P

∂y
= −C(τ)P (τ, r, y) < 0.

Záporné hodnoty derivácií dokazujú vlastnosti 2 a 3. Pozrime sa, aký tvar môºe nadobúda´
krivka £asovej ²truktúry úrokových mier pri pouºití Fong-Va²í£kovho modelu. Pouºijúc
separovaný tvar rie²enia ceny dlhopisu (2.16) a vzorec (1.2) na výpo£et úrokovej miery
R(τ, r, y) dostávame

R(τ, r, y) = −1

τ
lnA(τ) +

1

τ
B(τ)r +

1

τ
C(τ)y. (2.24)

Obrázok 2.5 zobrazuje krivky £asovej ²truktúry úrokových mier.
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Obr. 2.5: Krivky £asovej ²truktúry úrokových mier. Hodnoty parametrov modelu sú z tab. 2.1, λ1 = −12,
λ2 = −5, τ ∈ (0, 30]. V©avo: r = 0.0652, y ∈ [0.0001, 0.0011]. Vpravo: y = 2.64.10−4, r ∈ [0.05, 0.10].



2.4 Fong-Va²í£kov model so stochastickou volatilitou 27

Na obrázku v©avo sú vykreslené výnosové krivky pre �xnú hodnotu úrokovej miery
r = 0.0652 a meniace sa hodnoty volatility. Vpravo je naopak za�xovaná hodnota volatility
úrokovej miery na y = 2.64.10−4, zatia© £o úroková miera sa mení. Na záver si ukáºeme e²te
jeden dôvod, pre£o je ²trukturálna podmienka (2.23) dôleºitá. Predpokladajme na teraz,
ºe parametre modelu nesp¨¬ajú predpoklad (2.23), konkrétne uvaºujme λ1 > 0. Pod©a
prvej podmienky vo Vete 1 potom platí C ′′(0) = −λ1 < 0, C ′(0) = 0 a naviac C(0) = 0.
Preto pre nejaký malý £as do expirácie τ > 0 nadobúda funkcia C záporné hodnoty, £o
má za následok fakt, ºe úrokové miery môºu by´ pre vysoké hodnoty volatility záporné.
Túto situáciu ilustruje obr. 2.6, kde sme pre trhovú cenu rizika λ1 zvolili hodnotu 15 a pre
volatilitu hodnoty z intervalu [0.006, 0.0075]. Vidíme, ºe funkcia C je na celom intervale
záporná a hodnoty úrokových mier nadobúdajú aj záporné hodnoty, £o nie je v súlade s
realitou.
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Obr. 2.6: Funkcia C a výnosové krivky pri poru²ení predpokladu (2.23). Hodnoty parametrov modelu
sú z tab. 2.1, λ1 = 15, λ2 = −5, τ ∈ (0, 30].

2.4.2 Limita výnosových kriviek

Vrá´me sa naspä´ k obr. 2.5, ktorý zobrazuje výnosové krivky. Pri poh©ade na¬ nás môºe
napadnú´ otázka, £i existuje limita výnosových kriviek pre τ →∞ a v prípade ak existuje,
aká je jej hodnota. Touto otázkou sa teraz budeme zaobera´. Hodnoty krivky £asovej ²truk-
túry úrokových mier sa vypo£ítajú pomocou vzorca (2.24), v ktorom vystupujú funkcie
A,B a C. Pod©a Vety 1 je funkcia A ohrani£ená a z explicitného tvaru (2.20) funkcie B
dostávame

lim
τ→∞

B(τ) =
1

κ1

. (2.25)
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Zaujíma´ nás teda bude priebeh funkcie C. Predpokladajme, ºe existuje limita funkcie C.
Pouºitím Vety 1 je potom táto limita nezáporná a teda nech

lim
τ→∞

C(τ) =: C̃ ≥ 0. (2.26)

Intuitívne, ak má funkcia limitu, potom aj jej derivácia má limitu a naviac hodnota tejto
limity je nula. Podrobný dôkaz tohto tvrdenia môºe £itate© nájs´ napríklad v [19]. Stru£ne,
predpokladajme sporom, ºe limτ→∞C

′(τ) = L 6= 0. Potom z Lagrangeovej vety o strednej
hodnote8 a de�nície limity platí ∀s, t ∈ (K,∞) : C(s) − C(t) ≥ L

2
(s − t), £o pre s → ∞

dáva spor. Z (2.19) dostávame kvadratickú rovnicu pre C̃

0 =
υ2

2
C̃2 +

(
κ2 + λ2υ +

υρ

κ1

)
C̃ +

λ1

κ1

+
1

2κ2
1

. (2.27)

Ak predpokladáme platnos´ ²trukturálnej podmienky (2.23), potom pre absolútny £len
v kvadratickej rovnici (2.27) platí

1 + 2λ1κ1

2κ2
1

≤ 0. (2.28)

Pre potreby existencie práve jednej nezápornej limity C̃ potrebujeme, aby rovnica (2.27)
mala dva reálne korene, jeden kladný a jeden záporný. Toto môºeme dosiahnu´ zosil-
nením predpokladu (2.23) na ostrú nerovnos´. Vyuºitím platnosti Vietových vz´ahov9 pre
kvadratické rovnice potom dostávame, ºe (2.27) má práve jeden kladný kore¬ a hodnota
limity C̃ sa rovná práve tomuto kore¬u. Vypo£ítajme teraz hodnotu limity výnosových
kriviek.

lim
τ→∞

R(τ, r, y) = lim
τ→∞
− lnA(τ)

τ
+
B(τ)

τ
r +

C(τ)

τ
y

= lim
τ→∞
− lnA(τ)

τ
= lim

τ→∞
−A

′

A

= lim
τ→∞

κ1θ1B + κ2θ2C̃

= θ1 + κ2θ2C̃ (2.29)

8mathworld.wolfram.com/Mean-ValueTheorem.html
9mathworld.wolfram.com/VietasFormulas.html
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Vo výpo£te sme vyuºili nasledovné. V prvej rovnosti vz´ah (2.24), v druhej sme vyuºili,
ºe funkcie B a C sú kladné pre τ →∞ a majú kone£nú limitu. Preto

lim
τ→∞

B(τ)

τ
r = lim

τ→∞

C(τ)

τ
y = 0. (2.30)

V tretej rovnosti sme pouºili L'Hospitalovo pravidlo a v posledných dvoch vz´ahy (2.17)
a (2.25). V nasledujúcej £asti sa budeme venova´ kalibrácii niektorých parametrov Fong-
Va²í£kovho modelu.

2.4.3 Kalibrácia trhových cien rizika

O kalibrácii modelov krátkodobej úrokovej miery sa vedú ²iroké diskusie. Existuje mnoºstvo
so�stikovaných metód na odhadnutie parametrov, napr. zov²eobecnená metóda momen-
tov (GMM), efektívna metóda momentov Gallanta a Tauchena (EMM of Gallant and
Tauchen), roz²írený Kalmanov �lter (EKF) a iné. Nie je jednoduché ur£i´, ktorá metóda
je pre daný model najvhodnej²ia. Kalibrácia Fong-Va²í£kovho modelu nepatrí do náplne
na²ej diplomovej práce, av²ak odhady parametrov modelu budeme v kapitole 4 potrebova´.
Snaºili sme sa preto v dostupnej literatúre nájs´ odhady týchto parametrov. Vhodnými
£lánkami, ktoré sa nám podarilo získa´ boli £lánky [9] a [10], oba od Danilova a Mandala.
V nich autori pomocou EMM odhadli parametre κ1, κ2, θ1, θ2 a υ. Dáta, z ktorých paramet-
re odhadli boli vyjadrené v percentách. My v²ak potrebujeme odhady v desatinných £íslach
a preto je potrebné pre²kálovanie. V nasledujúcej tabu©ke sú uvedené originálne hodnoty
parametrov prevzaté z [9] a taktieº pre²kálované hodnoty, s ktorými budeme ¤alej praco-
va´.

Parameter Odhad prebratý z [9] Pre²kálovaný odhad

κ1 0.109 0.109000
κ2 1.482 1.482000
θ1 6.520 0.065200
θ2 2.640 0.000264
υ 1.934 0.019340

Tabu©ka 2.1: Hodnoty odhadnutých parametrov Fong-Va²í£kovho modelu (zdroj: [9]) a pre²kálované
hodnoty.

V £lánku sa autori vôbec nezaoberajú koreláciou medzi prírastkami Wienerových pro-
cesov, preto budeme predpoklada´, ºe ρ = 0. Ostávajú nám teda uº len hodnoty trhových
cien rizika λ1, λ2. Odhady týchto parametrov v²ak uº v £lánku nie sú, preto ich musíme
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odhadnú´ sami. Na odhad pouºijeme dáta uvedené v nasledujúcej tabu©ke. Jedná sa o
spriemerované výnosy dlhopisov s maturitami od 1 do 10 rokov a spriemerovanú hodnotu
výnosu trojmesa£ného dlhopisu, ktorú budeme povaºova´ za aktuálnu hodnotu krátkodobej
úrokovej miery.

Maturita 3m 1r 2r 3r 4r 5r 6r 7r 8r 9r 10r

Výnosy (%) 5.84 6.30 6.49 6.61 6.69 6.75 6.81 6.84 6.87 6.88 6.90

Tabu©ka 2.2: Spriemerované hodnoty výnosov dlhopisov s rôznymi maturitami. Zdroj: [9]

Odhad pomocou limity výnosových kriviek

V predchádzajúcej £asti sme vypo£ítali teoretickú hodnotu limity výnosových kriviek. Na
základe dát uvedených v tab. 2.2 nastavíme túto hodnotu na 7.00%. Z rovnice (2.29)
potom môºeme vyjadri´ hodnotu C̃ a dosadi´ ju do (2.27). V rovnici (2.27) sú potom
dve neznáme - λ1 a λ2. Naviac, z tejto rovnice vieme vyjadri´ λ2 pomocou λ1 a tak
dostávame jednorozmernú optimalizáciu pre neznámu λ1. Odhad trhovej ceny rizika λ1

potom dostaneme ako výsledok optimaliza£nej úlohy

min
λ1

10∑
i=1

1

10
(Rreal

i −Rmod
i )2

lim
τ→∞

Rmod = 0.07

λ1 < −
1

2κ1

,

kde Rreal, resp. Rmod sú hodnoty reálnych výnosov uvedených v tab. 2.2, resp. výnosy
s príslu²nými maturitami vypo£ítané Fong-Va²í£kovým modelom. Hodnotu trhovej ceny
rizika λ2 potom dopo£ítame z hodnoty λ1.

Dvojrozmerná optimalizácia

Druhým spôsobom odhadnutia trhových cien rizika je dvojrozmerná optimalizácia. V nej
budeme optimalizova´ cez oba neznáme parametre tak, aby sa dosiahla zhoda s výnosovými
krivkami. Rozlí²ime dva prípady - optimalizácia s rovnakými váhami a optimalizácia
s rôznymi váhami maturít. Rovnaké váhy maturít znamenajú, ºe váhy pre jednotlivé
výnosy sú rovnaké bez oh©adu na to, k akej maturite dlhopisu prislúchajú. Naopak,
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v druhom prípade budú váhy jednotlivých výnosov závisie´ od maturity dlhopisu, ku ktorej
prislúchajú. Presnej²ie, váhou bude τ 2. Ú£elová funkcia minimalizácie má potom tvar

min
λ1,λ2

10∑
i=1

1

10
(Rreal

i −Rmod
i )2

pre prvý prípad a tvar

min
λ1,λ2

10∑
i=1

i2

10
(Rreal

i −Rmod
i )2

pre druhý prípad. V oboch prípadoch musí by´ splnené ohrani£enie λ1 < − 1
2κ1

. V nasle-
dujúcej tabu©ke sú výsledky optimalizácie pre v²etky tri spôsoby odhadovania.

Metóda λ1 λ2

Odhad pomocou limity výnosových kriviek −4.94 −63.1044
Dvojrozmerná optimalizácia s rovnakými váhami maturít −12 −5
Dvojrozmerná optimalizácia s rôznymi váhami maturít −11 −6

Tabu©ka 2.3: Odhady trhových cien rizika

Na obr. 2.7 je v©avo porovnanie výnosovej krivky s hodnotami λ1 = −4.94, λ2 = −63.1044

s reálnymi dátami a vpravo samotná výnosová krivka pre τ ∈ (0, 100). Vidíme, ºe kon-
vergencia výnosovej krivky k limitnej hodnote je ve©mi pomalá, z £oho môºeme usúdi´,
ºe odhady trhových cien rizika v tomto prípade nemusia by´ aº také dobré. Aj z tohto
dôvodu sme uvaºovali dvojrozmernú optimalizáciu. Porovnania výnosových kriviek s reál-
nymi dátami pre oba prípady tejto metódy sú vykreslené na obr. 2.8.
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Obr. 2.7: V©avo: Porovnanie výnosovej krivky s reálnymi dátami pre odhad pomocou limity výnosových
kriviek. Vpravo: Výnosová krivka pre τ ∈ (0, 100)
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Obr. 2.8: Porovnanie výnosovej krivky s reálnymi dátami pre dvojrozmernú optimalizáciu s rovnakými
váhami (v©avo) a s rôznymi váhami (vpravo).

Aj ke¤ z obrázkov je zrejmé, ºe sa nejedná o extrémne dobré �tovanie reálnych dát,
výnosové krivky ako také majú rozumný tvar. V kapitole 4, kde budeme porovnáva´
presné rie²enie s aproximovaným, budeme preto pri porovnávaní vyuºíva´ v²etky tri sady
parametrov λ1 a λ2.



Kapitola 3

Asymptotická metóda a odvodenie

aproximácie ceny dlhopisu

Nápl¬ou tejto kapitoly bude predstavenie asymptotickej metódy, pomocou ktorej ur£íme
aproximáciu ceny dlhopisu. Metóda zah¯¬a koncept rýchlej £asovej ²kály volatility úrokovej
miery. Fouque, Papanicolaou a Sircar v £lánkoch [12] a [6]1 aplikovali túto metódu na
dvojrozmerné modely so stochastickou volatilitou dané rovnicami

dr(t) = κ1(θ1 − r(t))dt+ f(y(t))dw1,

dy(t) = κ2(θ2 − y(t))dt+ β(ρdw1 +
√

1− ρ2dw2),

dr(t) = κ1(θ1 − r(t))dt+
√
c11r(t) + c12y(t)dw1,

dy(t) = κ2(θ2 − y(t))dt+
√
c21r(t) + c22y(t)dw2,

kde f je kladná funkcia a vypo£ítali aproximované ceny opcií, resp. dlhopisov. Stehlíková
a �ev£ovi£ v [26] pomocou tejto metódy vypo£ítali aproximovanú cenu dlhopisu pre model

dr(t) = κ(θ − r(t))dt+
√
y(t)

√
r(t)dw1,

dy(t) = α(y)dt+ υ
√
y(t)dw2,

kde diferenciálna rovnica dy
dt

= α(y) pre funkciu α(y) má dve stabilné stacionárne rie²enia.
Nakoniec Aldberg v [1] aplikoval asymptotickú metódu na model, kde sa volatilita úrokovej

1v spolupráci s Cottonom
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miery riadi Va²í£kovým modelom

dr(t) = κ1(θ1 − r(t))dt+ y(t)dw1,

dy(t) = κ2(θ2 − y(t))dt+ σdw2.

Vo v²etkých ²tyroch prípadoch sú w1 a w2 nezávislé Wienerove procesy. V na²ej práci
aplikujeme asymptotickú metódu na Fong-Va²í£kov model so stochastickou volatilitou.
Výhodou, v porovnaní s aplikáciami na iné modely je to, ºe pre Fong-Va²í£kov model
vieme nájs´ dostato£ne presné rie²enie ceny dlhopisu. Máme teda moºnos´ porovnania
aproximácie rie²enia s presným rie²ením. Týmto sa bude zaobera´ kapitola 4.

3.1 Asymptotická metóda

Jednou z hlavných úloh diplomovej práce je pomocou asymptotickej metódy odvodi´ apro-
ximáciu ceny dlhopisu pre Fong-Va²í£kov model. K©ú£ovým predpokladom pouºitia tejto
metódy je predpoklad, ºe volatilita úrokovej miery sa pohybuje v rýchlej £asovej ²kále, t. j.
v na²om prípade teda predpokladáme, ºe κ2 je ve©ké. Princíp metódy spo£íva v asymp-
totickom rozvoji presného rie²enia. Ukon£enie tohto rozvoja v rozumnom bode, t. j. apro-
ximácia na ur£itej úrovni presnosti, redukuje závislos´ aproximovanej ceny na detailoch
podkladového modelu. V tomto zmysle je asymptotická metóda robustná a teda vhodná pre
²irokú ²kálu modelov ([6]). Pre modely ako Fong-Va²í£kov model, ktorého druhým náhod-
ným faktorom je volatilita úrokovej miery, teda proces, ktorý nie je priamo pozorovate©ný
na trhu, je tento fakt ve©mi podstatný. Pre výpo£et ceny dlhopisu totiº nebudeme nutne
potrebova´ odhady v²etkých parametrov modelu popisujúceho skrytý proces volatility.
Inak povedané, proces krátkodobej úrokovej miery môºeme povaºova´ za pozorovate©ný,
zatia© £o aktuálna hodnota volatility pozorovate©ná nie je. Asymptotická metóda výpo£tu
ceny dlhopisu zredukuje priamu závislos´ tejto ceny na parametroch procesu y ale ostane
dostato£ne závislá na parametroch procesu úrokovej miery.



3.1 Asymptotická metóda 35

3.1.1 Odvodenie aproximovanej ceny dlhopisu

Pre²kálovanie modelu

Uvaºujme Fong-Va²í£kov model (2.14). Za podmienky 2κ2θ2
v2

> 1 je limitné rozdelenie
náhodnej premennej y(t) pod©a 2.1 gama rozdelenie Γ(α, β) s parametrami

α =
2κ2θ2

υ2
, (3.1)

β =
2κ2

υ2
. (3.2)

Ak pouºijeme druhý z prístupov ²kálovania uvedených v predchádzajúcej kapitole, pre jed-
notku rýchlej £asovej ²kály ε dostávame ε = 1

κ2
. Za�xovaním variancie limitného rozdelenia

premennej y potom dostávame pre²kálovaný Fong-Va²í£kov model v tvare

dr(t) = κ1(θ1 − r(t))dt+
√
y(t)dw1, (3.3)

dy(t) =
1

ε
(θ2 − y(t))dt+

υ
√
y(t)√
ε

dw2. (3.4)

Parametre α, β gama rozdelenia potom sú

α =
2θ2

υ2
, (3.5)

β =
2

υ2
. (3.6)

Nech sa trhové ceny rizika dajú vyjadri´ v tvare λ1
√
y, resp. λ2

√
y, kde λ1, λ2 sú kon²tanty,

potom parciálna diferenciálna rovnica pre horeuvedený model má nasledujúci tvar:

∂P ε

∂t
+ (κ1(θ1 − r)− λ1y)

∂P ε

∂r
+

(
1

ε
(θ2 − y)− 1√

ε
λ2υy

)
∂P ε

∂y

+
y

2

∂2P ε

∂r2
+

1

ε

υ2y

2

∂2P ε

∂y2
+

1√
ε
ρυy

∂2P ε

∂r∂y
− rP ε = 0 (3.7)

s koncovou podmienkou P ε(T, r, y) = 1.2

2P ε(t, r, y) ozna£uje cenu dlhopisu vzh©adom na parameter ε.
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Prepis PDR pomocou operátorov

Zápis parciálnej diferenciálnej rovnice v tvare (3.7) je ve©mi nepreh©adný. Môºeme si v²im-
nú´, ºe vzh©adom na parameter ε obsahuje £leny troch rádov: 1

ε
, 1√

ε
a 1. Ak zoskupíme

výrazy prislúchajúce k týmto jednotlivým rádom, môºeme (3.7) prepísa´ do zjednodu²eného
tvaru pomocou zavedenia nového vhodného ozna£enia L0,L1 a L2. PDR (3.7) potom vyze-
rá nasledovne: (

1

ε
L0 +

1√
ε
L1 + L2

)
P ε = 0, (3.8)

kde

L0 = (θ2 − y)
∂

∂y
+
υ2y

2

∂2

∂y2
, (3.9)

L1 = −λ2υy
∂

∂y
+ ρυy

∂2

∂r∂y
, (3.10)

L2 =
∂

∂t
+ (κ1(θ1 − r)− λ1y)

∂

∂r
+
y

2

∂2

∂r2
− r. (3.11)

Pozrime sa bliº²ie na jednotlivé operátory. Operátor L0 obsahuje len parciálne derivá-
cie vzh©adom na volatilitu y, L1 obsahuje zmie²ané parciálne derivácie vzh©adom na obe
stochastické premenné3. Nakoniec, operátor L2 je Va²í£kov operátor pre stochastický pro-
ces (3.3).

Asymptotický rozvoj P ε

Asymptotický rozvoj presného rie²enia P ε spo£íva v tom, ºe toto rie²enie rozvinieme do
radu vzh©adom na mocniny

√
ε, t. j.

P ε = P0 +
√
εP1 + εP2 + ε

√
εP3 + . . . , (3.12)

kde P0, P1, . . . sú funkcie premenných t, r, y sp¨¬ajúce koncové podmienky P0(T, r, y) = 1

a Pi(T, r, y) = 0 pre i ≥ 1. Substitúciou (3.12) do (3.8) a zoskupením £lenov jednotlivých

3Ak by sme predpokladali, ºe Wienerove procesy w1 a w2 sú nekorelované, t. j. ρ = 0, operátor L1 by
obsahoval len parciálnu deriváciu vzh©adom na y.
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rádov parametra ε dostávame

1

ε
L0P0 +

1√
ε
(L0P1 + L1P0)

+ (L0P2 + L1P1 + L2P0)

+
√
ε(L0P3 + L1P2 + L2P1)

+ . . .

= 0. (3.13)

Ke¤ºe sa jedná o aproxima£nú metódu, postup rie²enia spo£íva v postupnom aproximovaní
rie²enia. Presnej²ie, najprv zoberieme £len prislúchajúci rádu 1

ε
a poloºíme ho rovný nule.

V druhom kroku poloºíme rovný nule £len pri 1√
ε
, at¤. V kaºdom kroku takto dostaneme

parciálnu diferenciálnu rovnicu, z ktorej sa snaºíme získa´ £o najviac informácií o funkciách
Pi a napokon tieto funkcie explicitne vyjadri´. Presnos´ aproximácie, ale aj náro£nos´
výpo£tu bude závisie´ od po£tu funkcií Pi, ktoré budeme chcie´ explicitne vyjadri´. �ím
viac £lenov rozvoja (3.13) budeme bra´ do úvahy, tým náro£nej²í bude výpo£et aproximácií
a tým viac bude výsledná aproximácia závislá od ²pecifík konkrétneho modelu. Av²ak ak
zoberieme do úvahy málo £lenov, môºe sa sta´, ºe nezachytíme dôleºité charakteristiky,
napr. humps výnosových kriviek ([6]).

�len rádu 1
ε

Poloºme £len rádu 1
ε
rovný nule, t. j.

L0P0 = 0 ⇔
(

(θ2 − y)
∂

∂y
+
υ2y

2

∂2

∂y2

)
P0 = 0. (3.14)

Ako sme uº spomenuli, operátor L0 obsahuje len parciálne derivácie vzh©adom na y(t) a
preto P0 nezávisí od premennej y(t), je vzh©adom na ¬u kon²tantné, t. j.

P0 = P0(t, r). (3.15)

�len rádu 1√
ε

Uvaºujme teraz £len rádu 1√
ε
, t. j.

L0P1 + L1P0 = 0. (3.16)
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Operátor L1 obsahuje v oboch svojich £lenoch parciálne derivácie vzh©adom na y(t) a
ako sme uº ukázali, P0 od tejto premennej nezávisí, preto nutne L1P0 = 0. Z toho v²ak
dostávame, ºe aj L0P1 = 0 a pouºijúc rovnaký argument ako pri predchádzajúcom £lene
dostávame

P1 = P1(t, r). (3.17)

Ukázali sme, ºe prvé dva £leny rozvoja, P0 +
√
εP1, nezávisia od volatility úrokovej miery.

�len rádu 1

V predchádzajúcej £asti sme eliminovali prvé dva £leny rozvoja. Pokra£ova´ budeme ¤al²ími
dvomi krokmi, a to eliminovaním £lenov rádu 1 a

√
ε. Poloºme teda £len prvého rádu rovný

nule, t. j.
L0P2 + L1P1 + L2P0 = 0. (3.18)

Pretoºe P1 = P1(t, r) a teda nezávisí od y tak L1P1 = 0 a preto

L0P2 + L2P0 = 0. (3.19)

Ak za�xujeme r a sústredíme sa len na závislos´ od y dostaneme, ºe (3.19) je v tvare Pois-
sonovej rovnice pre operátor L0 a premennú y. Poissonove rovnice patria medzi eliptické
parciálne diferenciálne rovnice. Pre potreby ¤al²ích výpo£tov uvedieme vo forme lemy
podmienku rie²ite©nosti Poissonových rovníc. �itate© sa podrobnej²ie informácie môºe
dozvedie´ napr. v [13].

Lema 2.

Uvaºujme rovnicu L0P + g = 0, kde L0 je operátor de�novaný vz´ahom (3.9) a g je daná
funkcia. Nutnou podmienkou existencie rie²enia P je, ºe funkcia g sp¨¬a 〈g〉 = 0, t. j.

〈g〉 =

∫
g(y)f(y)dy = 0,

kde f(y) je limitné rozdelenie procesu y(t).

Podmienka rie²ite©nosti pre rovnicu (3.19) má pod©a Lemy 2 tvar 〈L2P0〉 = 0. Pretoºe
P0 nezávisí od y(t) dostávame 〈L2〉P0 = 0 kde

〈L2〉 =
∂

∂t
+ (κ1(θ1 − r)− λ1〈y〉)

∂

∂r
+
〈y〉
2

∂2

∂r2
− r. (3.20)
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Pod©a (2.9) platí
〈y〉 = θ2. (3.21)

Dosadením tejto hodnoty do podmienky rie²ite©nosti Poissonovej rovnice dostávame par-
ciálnu diferenciálnu rovnicu

〈L2〉P0 =
∂P0

∂t
+ (κ1(θ1 − r)− (λ1

√
θ2)
√
θ2)

∂P0

∂r
+
θ2

2

∂2P0

∂r2
− rP0 = 0. (3.22)

PDR (3.22) prislúcha Va²í£kovmu modelu (1.8) s volatilitou σ(r, t) =
√
θ2 a kon²tantnou

trhovou cenou rizika λ(r, t) = λ1

√
θ2. Ak teda pouºijeme postup odvodenia ceny dlhopisu

vo Va²í£kovom modeli, dostávame

P0(τ, r) = A(τ)e−B(τ)r, (3.23)

B′ = 1− κ1B, (3.24)

A′ = AB(λ1θ2 − κ1θ1) +
θ2

2
AB2, (3.25)

s po£iato£nými podmienkami A(0) = 1 a B(0) = 0. Explicitné rie²enia pre funkcie A,B
sú:

B =
1

κ1

(1− e−κ1τ ),

A = exp

[
(B − τ)

(
θ1 −

λ1θ2

κ1

− θ2

2κ2
1

)
− θ2

4κ1

B2

]
. (3.26)

Cenu dlhopisu P0(τ, r) budeme nazýva´ cena aproximovaná Va²í£kom. Vrá´me sa spä´
k podmienke rie²ite©nosti. Ak vyuºijeme jej platnos´, t. j. 〈L2P0〉 = 0, môºeme napísa´

L2P0 = L2P0 − 〈L2P0〉 = (L2 − 〈L2〉)P0, (3.27)

kde pre rozdiel operátorov L2 − 〈L2〉 na základe (3.11) a (3.20) platí

L2 − 〈L2〉 =
1

2
(y − 〈y〉) ∂

2

∂r2
− λ1(y − 〈y〉) ∂

∂r
. (3.28)

Vyjadrením P2 z rovnice (3.19) a pouºitím vz´ahu (3.27) dostávame rie²enie Poissonovej
rovnice

P2(t, r, y) = −L−1
0 (L2P0) = −L−1

0 (L2 − 〈L2〉)P0 + c(t, r), (3.29)
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kde funkcia c(t, r), kon²tanta vzh©adom na premennú y, pochádza z rie²enia Poissonovej
rovnice. Po¤me sa teraz pozrie´ na ¤al²í £len rozvoja.

�len rádu
√
ε

Poloºme ²tvrtý £len rozvoja (3.13) rovný nule, t. j.

L0P3 + L1P2 + L2P1 = 0. (3.30)

Rovnica (3.30) je opä´ v tvare Poissonovej rovnice pre funkciu P3 vzh©adom na operátor
L0. Preto, pouºijúc podmienku rie²ite©nosti z Lemy 2, dostávame, ºe rovnica (3.30) má
rie²enie ak platí

〈L1P2 + L2P1〉 = 0. (3.31)

Z lineárnosti strednej hodnoty vyplýva

〈L2P1〉 = −〈L1P2〉 (3.32)

a teda

〈L2〉P1 = 〈L2P1〉 = −〈L1P2〉 = 〈L1(L−1
0 (L2 − 〈L2〉)P0 + c(t, r))〉

= 〈L1L−1
0 (L2 − 〈L2〉)〉P0. (3.33)

Pri odvodení vz´ahu (3.33) sme vyuºili nieko©ko faktov. V prvej rovnosti sme pouºili
informáciu, ºe funkcia P1 nezávisí od premennej y, v druhej rovnosti sme pouºili vz´ah
(3.32), v tretej (3.29) a v poslednej sme opä´ vyuºili, ºe P0 je kon²tantné vzh©adom na
y a ºe L1c(t, r) = 0, pretoºe operátor L1 obsahuje v oboch £lenoch parciálne derivácie
vzh©adom na y. Pre zjednodu²enie zápisu pouºijeme ozna£enie

〈L2〉P1 = 〈L1L−1
0 (L2 − 〈L2〉)〉P0 = AP0. (3.34)

Na tomto mieste je vhodné zavies´ novú pomocnú funkciu Φ(y), ktorá je rie²ením
Poissonovej rovnice

L0Φ = y − 〈y〉. (3.35)

Poznamenajme, ºe podmienka rie²ite©nosti z Lemy 2 platí, ke¤ºe 〈y−〈y〉〉 = 〈y〉−〈y〉 = 0.
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Substitúciou (3.35) do (3.28) a dosadením do A dostávame

A = 〈L1L−1
0 (L2 − 〈L2〉)〉

=

〈
L1L−1

0 L0Φ

(
1

2

∂2

∂r2
− λ1

∂

∂r

)〉
= 〈L1Φ〉

(
1

2

∂2

∂r2
− λ1

∂

∂r

)
.

Ak teraz za operátor L1 dosadíme (3.10) dostávame

A =

〈(
−λ2υy

∂

∂y
+ ρυy

∂2

∂r∂y

)
Φ

〉(
1

2

∂2

∂r2
− λ1

∂

∂r

)
= λ1λ2υ〈yΦ′〉 ∂

∂r
−
(

1

2
λ2υ + λ1ρυ

)
〈yΦ′〉 ∂

2

∂r2
+

1

2
ρυ〈yΦ′〉 ∂

3

∂r3
.

Výraz preA obsahuje prvú, druhú a tretiu parciálnu deriváciu vzh©adom na r. Ak ozna£íme
jednotlivé £leny pri týchto deriváciách V1, V2 a V3, dostávame

A = V1
∂

∂r
+ V2

∂2

∂r2
+ V3

∂3

∂r3
, (3.36)

kde V1, V2 a V3 ozna£ujú skupinové parametre

V1 = λ1λ2υ〈yΦ′〉,

V2 = −
(

1

2
λ2υ + λ1ρυ

)
〈yΦ′〉,

V3 =
1

2
ρυ〈yΦ′〉.

Pripomíname, ºe na²ím cie©om je vypo£íta´ aproximáciu P1, ktorá vyhovuje rovnosti
(3.34). Ak teda vyuºijeme vz´ahy (3.11), (3.23), (3.36) pre L2, P0,A a dosadíme ich do
(3.34) dostaneme parciálnu diferenciálnu rovnicu pre P1(τ, r)

−∂P1

∂τ
+ (κ1(θ1 − r)− λ1σ

2)
∂P1

∂r
+

1

2
σ2∂

2P1

∂r2
− rP1 − Ae−Br(−V1B + V2B

2 − V3B
3) = 0,

kde funkcie A a B sp¨¬ajú (3.25) a (3.24). Predpokladajme, ºe rie²enie predchádzajúcej



3.1 Asymptotická metóda 42

rovnice budeme h©ada´ v separovanom tvare

P1(τ, r) = D(τ)A(τ)e−B(τ)r, (3.37)

kde funkcie A,B vyhovujú (3.25) a (3.24). Pretoºe P1(0, r) = 0, pre po£iato£nú podmienku
funkcie D platí D(0) = 0. Vy£íslením a dosadením jednotlivých derivácií vystupujúcich
v parciálnej diferenciálnej rovnici a vyuºitím (3.25) a (3.24) dostaneme, ºe funkcia D(τ)

sp¨¬a oby£ajnú diferenciálnu rovnicu

D′ = V1B − V2B
2 + V3B

3. (3.38)

Ak pouºijeme explicitný tvar funkcie B, tak integráciou predchádzajúcej rovnice dostá-
vame

D(τ) =
V1

κ1

∫
(1− e−κ1τ )dτ − V2

κ2
1

∫
(1− e−κ1τ )2dτ +

V3

κ3
1

∫
(1− e−κ1τ )3dτ,

a po výpo£te integrálov a vyuºití po£iato£nej podmienky dostávame explicitný výraz pre
funkciu D

D(τ) =
V1

κ1

(−B + τ)− V2

κ2
1

(−B − κ1

2
B2 + τ) +

V3

κ3
1

(−B − κ1

2
B2 − κ2

1

3
B3 + τ). (3.39)

Aproximovaná cena dlhopisu teda bude ma´ tvar

P ε(τ, r, y) ≈ P0(τ, r) +
√
εP1(τ, r) = (1 +

√
εD(τ))A(τ)e−B(τ)r, (3.40)

kde funkcie A(τ), B(τ), D(τ) vyhovujú (3.26) a (3.39).

3.1.2 Výpo£et kon²tanty 〈yΦ′〉

V priebehu odvodzovania aproximovanej ceny dlhopisu sa objavila nová kon²tanta, ktorej
sme sa doposia© nevenovali. Je ¬ou výraz 〈yΦ′〉, ktorý vystupuje v £lenoch V1, V2 a V3.
Funkcia Φ(y) sp¨¬a rovnos´ (3.35) a ak vyuºijeme (3.21), pre funkciu Φ(y) dostávame
lineárnu nehomogénnu diferenciálnu rovnicu druhého rádu

Φ′′ +
2(θ2 − y)

υ2y
Φ′ +

2(θ2 − y)

υ2y
= 0. (3.41)
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Na výpo£et kon²tanty nám posta£uje vedie´ hodnotu derivácie funkcie Φ(y), a teda ak
zavedieme substitúciu Φ′ = Ψ dostávame nehomogénnu lineárnu oby£ajnú diferenciálnu
rovnicu pre Ψ(y)

Ψ′ +
2(θ2 − y)

υ2y
Ψ +

2(θ2 − y)

υ2y
= 0. (3.42)

Rovnica sa dá vyrie²i´ napríklad metódou variácie kon²tánt. Rie²ením potom je

Φ′(y) =
2

υ2yf(y)

∫ y

0

(ξ − 〈ξ〉)f(ξ)dξ. (3.43)

Pre hodnotu kon²tanty 〈yΦ′〉 platí

〈yΦ′〉 =

〈
2

υ2f(y)

∫ y

0

(ξ − 〈ξ〉)f(ξ)dξ

〉
=

2

υ2

∫ ∞
0

∫ y

0

(ξ − 〈ξ〉)f(ξ)dξdy. (3.44)

E²te pred samotným výpo£tom integrálov je potrebné zade�nova´ dva nové pojmy. Sú
nimi horná a dolná neúplná gama funkcia. Uvedieme naviac e²te lemu, týkajúcu sa hornej
neúplnej gama funkcie, ktorú pri výpo£te integrálu vyuºijeme.

De�nícia 2. ([32])
Funkciu Γ(a, z) =

∫∞
z
ta−1e−tdt nazývame hornou neúplnou gama funkciou.

Funkciu γ(a, z) =
∫ z

0
ta−1e−tdt nazývame dolnou neúplnou gama funkciou.

Z de�nície naviac priamo vyplýva vz´ah

Γ(a, z) + γ(a, z) = Γ(a). (3.45)

Platí nasledujúca lema.

Lema 3.([30])
Pre neur£itý integrál z hornej neúplnej gama funkcie platí:∫

Γ(a, z)dz = zΓ(a, z)− Γ(a+ 1, z).
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Vypo£ítajme teraz hodnotu vnútorného integrálu:∫ y

0

(ξ − 〈ξ〉)f(ξ)dξ =

∫ y

0

(ξ − θ2)
βα

Γ(α)
ξα−1e−βξdξ

=
1

βΓ(α)

∫ βy

0

tαe−tdt− α

βΓ(α)

∫ βy

0

tα−1e−tdt

=
γ(α + 1, βy)− αγ(α, βy)

βΓ(α)

=
Γ(α + 1)− Γ(α + 1, βy)− αΓ(α) + αΓ(α, βy)

βΓ(α)

=
αΓ(α, βy)− Γ(α + 1, βy)

βΓ(α)
. (3.46)

V prvej rovnosti sme vyuºili vz´ahy (2.1) a (3.21) pre hustotu f(y) a 〈y〉. V druhej rovnosti
sme zaviedli substitúciu t = βξ a v tretej sme vyuºili de�níciu dolnej neúplnej gama funkcie
γ(a, z). V ²tvrtej rovnosti sme vyuºili vz´ah (3.45) a v poslednej známu vlastnos´ gama
funkcie (pozri [32])

Γ(z) = (z − 1)Γ(z − 1). (3.47)

Nakoniec vypo£ítajme hodnotu kon²tanty 〈yΦ′〉.

〈yΦ′〉 =
2

υ2

∫ ∞
0

αΓ(α, βy)− Γ(α + 1, βy)

βΓ(α)
dy

=
2

υ2β2Γ(α)

∫ ∞
0

αΓ(α, x)− Γ(α + 1, x)dx

=
2

υ2β2Γ(α)

[
α(xΓ(α, x)− Γ(α + 1, x))− (xΓ(α + 1, x)− Γ(α + 2, x))

]∞
0

=
2

υ2β2Γ(α)
[αΓ(α + 1)− Γ(α + 2)]

=
2

υ2β2Γ(α)
[αΓ(α + 1)− (α + 1)Γ(α + 1)]

= −2Γ(α + 1)

υ2β2Γ(α)
= − 2α

υ2β2
= −θ2 (3.48)

Pri predchádzajúcom výpo£te sme pouºili nasledujúce vz´ahy a fakty. V prvej rovnosti
sme dosadili vz´ah (3.46), v druhej sme pouºili substitúciu x = βy. V tretej rovnosti sme



3.2 Zhrnutie 45

vyuºili platnos´ Lemy 3 a v ²tvrtej nasledujúce výpo£ty limít4.

lim
x→0

Γ(a, x) = Γ(a),

lim
x→∞

Γ(a, x) = 0,

lim
x→0

xΓ(a, x) = 0.Γ(a) = 0,

lim
x→∞

xΓ(a, x) = lim
x→∞

Γ(a, x)
1
x

= lim
x→∞

xa+1e−x = 0.

V ¤al²ích dvoch rovnostiach sme vyuºili (3.47) a nakoniec vz´ahy (3.5),(3.6) pre parametre
α, β.

3.2 Zhrnutie

Predmetom tejto kapitoly bol výpo£et aproximovanej ceny dlhopisu, ktorý sme uskuto£nili
na základe predpokladu o rýchlej £asovej ²kále volatility úrokovej miery. Na záver, kvôli
preh©adnosti, uvádzame stru£né zhrnutie. Predpokladajme, ºe krátkodobá úroková miera
sa riadi Fong-Va²í£kovým modelom

dr(t) = κ1(θ1 − r(t))dt+
√
y(t)dw1,

dy(t) = κ2(θ2 − y(t))dt+ υ
√
y(t)dw2,

a ºe hodnoty trhových cien rizika sú λ1
√
y, λ2
√
y. Aproximovanú cenu dlhopisu potom

vypo£ítame pod©a vzorca

P ε(τ, r, y) ≈ P0(τ, r) +
√
εP1(τ, r),

kde pre funkcie P0, P1 platí

P0(τ, r) = A(τ)e−B(τ)r,

P1(τ, r) = D(τ)A(τ)e−B(τ)r.

4Pri výpo£te poslednej limity sme pouºili L'Hospitalovo pravidlo.
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Funkcie B,A a D sú dané nasledovne:

B(τ) =
1

κ1

(1− e−κ1τ ),

A(τ) = exp

[
(B − τ)

(
θ1 −

λ1θ2

κ1

− θ2

2κ2
1

)
− θ2

4κ1

B2

]
,

D(τ) =
V1

κ1

(−B + τ)− V2

κ2
1

(−B − κ1

2
B2 + τ) +

V3

κ3
1

(−B − κ1

2
B2 − κ2

1

3
B3 + τ),

kde pre skupinové parametre V1, V2 a V3 platí

V1 = −λ1λ2υθ2,

V2 =
1

2
λ2υθ2 + λ1ρυθ2,

V3 = −1

2
ρυθ2.

Zamyslime sa nad otázkou, v £om spo£íva rozdiel medzi cenou dlhopisu P (τ, r, y) a cenou
vypo£ítanou pomocou asymptotickej metódy. Hlavný a podstatný rozdiel je v parametroch,
ktoré je na výpo£et cien dlhopisov potrebné odhadnú´. V ©avom st¨pci nasledujúcej tabu©ky
je zoznam parametrov potrebných na výpo£et ceny dlhopisu P (τ, r, y), v pravom st¨pci pre
cenu dlhopisu P ε(τ, r). Kým pre výpo£et ceny dlhopisu klasickým spôsobom je potrebné
odhadnú´ aj koreláciu medzi Wienerovými procesmi, parameter υ pre proces volatility
a obe trhové ceny rizika, pre aproximáciu ceny tieto odhady nie sú potrebné, posta£uje
odhad skupinových parametrov V1, V2, V3 získaný z výnosových kriviek ([6]).

P (τ, r, y) P ε(τ, r)

κ1 κ1

θ1 θ1

κ2 θ2

θ2 V1

υ V2

ρ V3

λ1

λ2

Tabu©ka 3.1: Parametre, ktoré je potrebné odhadnú´ pri výpo£te jednotlivých cien dlhopisov

�al²ím rozdielom je fakt, ºe pre aproximovanú cenu dlhopisu nie je potrebné pozna´
aktuálnu hodnotu volatility úrokovej miery y, £o je vzh©adom na to, ºe volatilita nie
je na trhu pozorovate©ná výhodou. Podrobnej²ie sa téme odhadov parametrov venova´
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nebudeme. �itate©a v²ak môºeme odkáza´ na prácu [5], v ktorej Cotton okrem iného
rozoberá aj stabilitu a odhad skupinových parametrov V1, V2, V3.

V nasledujúcej kapitole porovnáme presné rie²enie P (τ, r, y) Fong-Va²í£kovho modelu
s aproximovanou cenou dlhopisu P ε(τ, r) a pozrieme sa na to, aký dopad bude ma´ apro-
ximácia ceny na výnosové krivky.



Kapitola 4

Porovnanie aproximácie rie²enia s

presným rie²ením

Nápl¬ou tejto kapitoly bude porovnanie presného rie²enia Fong-Va²í£kovho modelu s apro-
ximovanou cenou dlhopisu vypo£ítanou v kapitole 3. Od ceny dlhopisu sa odvíja krivka
£asovej ²truktúry úrokových mier - výnosová krivka. Preto sa v druhej £asti kapitoly
pozrieme na to, aký vplyv bude ma´ aproximácia ceny dlhopisu na tvar a hodnoty výnosovej
krivky. K uskuto£neniu tohto porovnania je potrebné pozna´ dostato£ne presné rie²enie
modelu, pomocou ktorého modelujeme vývoj krátkodobej úrokovej miery. V na²om prí-
pade je to Fong-Va²í£kov model a toto rie²enie sme vypo£ítali v kapitole 2. Autori, ktorí
aplikovali asymptotickú metódu na iné modely1 túto moºnos´ nemali. Preto v porovnaní
s nimi máme výhodu a môºeme sa bliº²ie pozrie´ na rozdiely medzi cenami dlhopisov a
výnosovými krivkami.

V podkapitole 2.4 o Fong-Va²í£kovom modeli sme uviedli hodnoty parametrov tohto
modelu prevzaté z [9], ktoré sme neskôr pre²kálovali a rôznymi metódami sme odhadli
chýbajúce hodnoty trhových cien rizika. Dostali sme tri dvojice parametrov λ1, λ2. Porov-
nania presného rie²enia ceny dlhopisu, resp. výnosových kriviek s aproximovanými preto
budeme robi´ pre v²etky tri skupiny parametrov. Kvôli preh©adnosti v tab. 4.1 uvádzame
v²etky hodnoty parametrov, ktoré budú pouºité v nasledujúcom porovnávaní.

1pozri úvod kapitoly 3
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Skupina κ1 κ2 θ1 θ2 υ λ1 λ2

I −4.94 −63.1044
II 0.109 1.482 0.0652 0.000264 0.01934 −12 −5
III −11 −6

Tabu©ka 4.1: Tabu©ka hodnôt parametrov.

4.1 Porovnanie cien dlhopisov

V tejto £asti sa budeme zaobera´ porovnaním cien dlhopisov pre Fong-Va²í£kov model.
Porovnáva´ budeme klasickú cenu dlhopisu (2.16), ktorú sme vypo£ítali v kapitole 2 a
ozna£ili sme ju P (τ, r, y) (na grafoch bude zakreslená modrou farbou), cenu dlhopisu
aproximovanú Va²í£kom, t. j. cena P0(τ, r) vypo£ítaná v kapitole 3 a daná vz´ahom
(3.23)(cyklámenová farba) a cenu dlhopisu aproximovanú aj druhým £lenom P ε(τ, r) danú
vz´ahom (3.40)(£ervená farba). Podstatným bude porovnanie prvej a poslednej spomínanej
ceny dlhopisu, cena aproximovaná Va²í£kom je len menej presnou aproximáciou získanou
na základe asymptotickej metódy. Na nasledujúcich obrázkoch sú zobrazené priebehy cien
dlhopisov pre jednotlivé skupiny parametrov I, II a III. Pre lep²iu vidite©nos´ rozdielov
sme zvolili krat²iu maturitu T = 5 rokov, hodnota aktuálnej krátkodobej úrokovej miery
je na ©avých grafoch obrázkov 4.1, 4.2 a 4.3 rovná r = 0.04, t. j. je pod limitnou hodnotou
a na pravých grafoch rovná r = 0.08, t. j. je nad limitnou hodnotou úrokovej miery. Hod-
nota aktuálnej volatility úrokovej miery je postupne 0.8.10−4, 1.6.10−4, 2.4.10−4, 3.2.10−4,

4.10−4. Tento rozsah hodnôt vychádza z limitného rozdelenia volatility. Vzh©adom na to,
ºe ceny dlhopisov P0(τ, r) a P ε(τ, r) nie sú závislé od volatility y, pre v²etky spomínané
hodnoty volatility dostaneme len jednu cenu.
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Obr. 4.1: Cena dlhopisu s hodnotami parametrov z tab. 4.1, skupina I.



4.1 Porovnanie cien dlhopisov 50

0 1 2 3 4 5
0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

Maturita

C
en

a 
dl

ho
pi

su

Cena dlhopisu pre hodnotu r=0.04

0 1 2 3 4 5
0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

Maturita

C
en

a 
dl

ho
pi

su

Cena dlhopisu pre hodnotu r=0.08

Obr. 4.2: Cena dlhopisu s hodnotami parametrov z tab. 4.1, skupina II.
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Obr. 4.3: Cena dlhopisu s hodnotami parametrov z tab. 4.1, skupina III.

Z predchádzajúcich grafov je vidie´, ºe aproximovaná cena dlhopisu P ε pre skupinu
parametrov I leºí prevaºne nad pôvodnými cenami dlhopisov, na rozdiel od skupín II a
III, kde je aproximácia v strede medzi pôvodnými cenami dlhopisu pre rôzne hodnoty y.
Z grafov nie sú ve©mi vidite©né rozdiely, nako©ko sú ve©mi malé, preto sme na obrázku
4.4 vykreslili rozdiely medzi pôvodnou cenou dlhopisu P pre rôzne hodnoty volatility y a
aproximovanou cenou dlhopisu P ε, ktoré sme vypo£ítali pre hodnotu aktuálnej úrokovej
miery r = 0.04. Z prvého grafu vidíme, ºe pre skupinu parametrov I a pre vä£²ie hodnoty
maturity je aproximovaná cena P ε vä£²ia ako cena P bez oh©adu na hodnotu y. Pre
skupiny II a III je rozdiel najmen²í pre hodnotu volatility y = 2.4.10−4. Aproximovaná
cena dlhopisu sa preto pre skupiny parametrov II a III zdá by´ dobrá. Pozrime sa teraz
na porovnanie výnosových kriviek.
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Obr. 4.4: Rozdiel cien dlhopisov P − P ε pre hodnotu r = 0.04.

4.2 Porovnanie výnosových kriviek

V tejto £asti sa pozrieme na to, ako sa zmení tvar a hodnoty výnosových kriviek. Výnosovú
krivku odvodenú od klasickej ceny dlhopisu sme ozna£ili R(τ, r, y). Výnosovú krivku pris-
lúchajúcu aproximovanej cene P0 ozna£íme R0(τ, r) a cene P ε ozna£íme Rε(τ, r). Na nasle-
dujúcich grafoch sú zobrazené výnosové krivky2 pre maturitu T = 10. Hodnoty aktuálnej
úrokovej miery a volatility úrokovej miery sú rovnaké ako v predchádzajúcej podkapitole
4.1. Na prvom obrázku sú zobrazené výnosové krivky pre skupinu parametrov I. Vidíme,
ºe zatia© £o krivky R sú rastúce, pre r = 0.08 majú aproximované krivky R0 a Rε klesajúci
charakter. Pre skupiny parametrov II a III leºia výnosové krivky v strede medzi pôvod-
nými, £i uº pre hodnotu r = 0.04 alebo r = 0.08. Presné hodnoty výnosov pre parametre
zo skupín II a III sú uvedené v tabu©kách v prílohe.

2Jednotlivé farby sú analogické ako v podkapitole 4.1, t. j. R-modrá, R0-cyklámenová, Rε-£ervená.
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Obr. 4.5: Výnosové krivky s hodnotami parametrov z tab. 4.1, skupina I.
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Obr. 4.6: Výnosové krivky s hodnotami parametrov z tab. 4.1, skupina II.
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Obr. 4.7: Výnosové krivky s hodnotami parametrov z tab. 4.1, skupina III.
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Ak by sme teda chceli zhrnú´ výsledky porovnania, mohli by sme poveda´, ºe kvalita
odvodenej aproximácie je dobrá, rozdiely medzi cenami dlhopisov sú rádovo 10−3, apro-
ximácie výnosových kriviek sa z grafov taktieº zdajú by´ dobré. �o sa týka nepres-
ností odvodenej aproximácie pre skupinu parametrov I, nepovaºujeme ich za významné,
nako©ko my²lienka odhadu trhových cien rizika pre Fong-Va²í£kov model pomocou limity
výnosových kriviek nedala výsledky pod©a na²ich predstáv.



Záver

V diplomovej práci sme sa venovali Fong-Va²í£kovmu modelu. Fong-Va²í£kov model pa-
trí do triedy dvojfaktorových modelov so stochastickou volatilitou. Vznikol roz²írením
Va²í£kovho modelu a to pridaním stochastickej diferenciálnej rovnice pre volatilitu úrokovej
miery. V práci sme uviedli jeho podrobnú analýzu a naviac sme vypo£ítali teoretickú hod-
notu limity výnosových kriviek.

Cie©om na²ej práce bolo odvodenie aproximácie ceny dlhopisu. Princíp odvodenia
spo£íval v asymptotickom rozvoji presného rie²enia vzh©adom na parameter rýchlej £asovej
²kály volatility. Odli²né £asové ²kály, v ktorých sa úroková miera a volatilita úrokovej miery
pohybujú, sú na viacerých �nan£ných trhoch empiricky potvrdené ([6]) a sú k©ú£ovým
predpokladom pouºitej metódy. Aproximáciou sme získali cenu dlhopisu, ktorá na rozdiel
od presnej ceny dlhopisu nie je závislá od aktuálnej hodnoty volatility. Tento fakt je
vzh©adom na to, ºe proces volatility nie je moºné pozorova´ ve©mi podstatný a výrazne
zjednodu²uje kalibráciu modelu. Naviac, zatia© £o pri pôvodnej cene dlhopisu bolo potrebné
odhadnú´ v²etky parametre modelu a trhové ceny rizika, t. j. κ1, θ1, κ2, θ2, υ, ρ, λ1, λ2, pri
aproximovanej cene posta£uje kalibrácia parametrov κ1, θ1, θ2 a skupinových parametrov
V1, V2, V3, ktoré vznikli aproximáciou. Ich odhad je moºný z výnosových kriviek ([6]).

Existencia explicitného rie²enia Fong-Va²í£kovho modelu nám poskytla moºnos´ porov-
nania. Pre konkrétne hodnoty parametrov, ktoré sme prebrali z £lánku [9] sme preto
navrhnutú aproximáciu porovnali s presným rie²ením. K dispozícii sme v²ak nemali hod-
noty trhových cien rizika, ktoré sme preto museli odhadnú´. Vyuºitím limity výnosových
kriviek a dvojrozmernej optimalizácie sme získali tri sady parametrov. Výsledky porov-
naní boli uspokojujúce. Rozdiely medzi presnou a aproximovanou cenou dlhopisu boli
rádovo 10−3. Aproximácia výnosových kriviek leºala v strede medzi pôvodnými krivkami.
Navrhnutú aproximáciu ceny dlhopisu preto môºeme povaºova´ za dostato£ne kvalitnú.

Pri práci sme na²li priestor aj pre ¤al²iu £innos´ v tejto oblasti. Venova´ by sa dalo
kalibrácii skupinových parametrov alebo aj ¤al²iemu spresneniu samotnej aproximácie.
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Príloha

Maturita Presný výnos R Aproximácia R0 Aproximácia Rε

y = 1.6.10−4 y = 2.4.10−4 y = 3.2.10−4

1r 0.0425 0.0428 0.0431 0.0428 0.0434
2r 0.0449 0.0453 0.0457 0.0454 0.0461
3r 0.0473 0.0477 0.0481 0.0477 0.0486
4r 0.0495 0.0499 0.0503 0.0498 0.0507
5r 0.0515 0.0519 0.0523 0.0517 0.0527
6r 0.0533 0.0537 0.0541 0.0534 0.0545
7r 0.0550 0.0553 0.0557 0.0550 0.0561
8r 0.0565 0.0569 0.0572 0.0565 0.0576
9r 0.0580 0.0583 0.0586 0.0579 0.0589
10r 0.0593 0.0596 0.0599 0.0591 0.0602

Tabu©ka 4.2: Skupina parametrov II., hodnota r=0.04

Maturita Presný výnos R Aproximácia R0 Aproximácia Rε

y = 1.6.10−4 y = 2.4.10−4 y = 3.2.10−4

1r 0.0424 0.0426 0.0429 0.0427 0.0432
2r 0.0448 0.0451 0.0455 0.0451 0.0458
3r 0.0470 0.0474 0.0478 0.0473 0.0482
4r 0.0491 0.0495 0.0498 0.0493 0.0502
5r 0.0510 0.0514 0.0517 0.0511 0.0521
6r 0.0527 0.0531 0.0534 0.0528 0.0538
7r 0.0543 0.0547 0.0550 0.0543 0.0553
8r 0.0558 0.0561 0.0564 0.0557 0.0567
9r 0.0572 0.0575 0.0578 0.0570 0.0580
10r 0.0584 0.0587 0.0590 0.0582 0.0592

Tabu©ka 4.3: Skupina parametrov III., hodnota r=0.04



Maturita Presný výnos R Aproximácia R0 Aproximácia Rε

y = 1.6.10−4 y = 2.4.10−4 y = 3.2.10−4

1r 0.0804 0.0807 0.0810 0.0807 0.0812
2r 0.0809 0.0813 0.0817 0.0813 0.0821
3r 0.0814 0.0818 0.0823 0.0818 0.0827
4r 0.0819 0.0823 0.0827 0.0822 0.0831
5r 0.0823 0.0827 0.0831 0.0825 0.0835
6r 0.0827 0.0830 0.0834 0.0828 0.0838
7r 0.0830 0.0833 0.0837 0.0830 0.0841
8r 0.0832 0.0836 0.0839 0.0832 0.0843
9r 0.0834 0.0838 0.0841 0.0834 0.0844
10r 0.0836 0.0839 0.0842 0.0835 0.0845

Tabu©ka 4.4: Skupina parametrov II., hodnota r=0.08

Maturita Presný výnos R Aproximácia R0 Aproximácia Rε

y = 1.6.10−4 y = 2.4.10−4 y = 3.2.10−4

1r 0.0803 0.0805 0.0808 0.0806 0.0811
2r 0.0807 0.0811 0.0814 0.0811 0.0818
3r 0.0811 0.0815 0.0819 0.0814 0.0823
4r 0.0815 0.0819 0.0823 0.0817 0.0827
5r 0.0818 0.0822 0.0826 0.0820 0.0829
6r 0.0821 0.0825 0.0828 0.0822 0.0832
7r 0.0823 0.0827 0.0830 0.0823 0.0833
8r 0.0825 0.0828 0.0831 0.0824 0.0834
9r 0.0827 0.0830 0.0832 0.0825 0.0835
10r 0.0828 0.0831 0.0833 0.0825 0.0836

Tabu©ka 4.5: Skupina parametrov III., hodnota r=0.08


