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Abstrakt

Medzi vyznamné oblasti modernej finanénej matematiky patri modelovanie trokovych
mier. Hodnota tdrokovej miery je nevyhnutnou suc¢astou ocenenia mnohych finanénych de-
rivatov. Jeden zo sposobov ako opisat dynamiku kratkodobej irokovej miery je pomocou
dvojfaktorovych modelov so stochastickou volatilitou. Medzi takéto modely patri aj Fong-
Vagickov model. V diplomovej praci uvadzame jeho podrobny opis, vypocet ceny dlhopisov,
vynosovych kriviek a tiez kalibraciu trhovych cien rizika. Proces volatility kratkodobe]
trokovej miery sa pohybuje v rychlejiej ¢asovej gkale ako samotna urokova miera ([6]).
Zohl'adnenim tejto informacie a pouZitim asymptotickej metédy odvodime aproximaciu
ceny dlhopisu. Zéavislost tejto aproximéacie od parametrov skrytého procesu volatility bude
v porovnani s presnou cenou dlhopisu zredukovana, ¢im sa napriklad eliminuje néroc¢na
kalibracia aktualnej hodnoty volatility arokovej miery potrebnej na vypocet presnej ceny
dlhopisu. Od cien dlhopisu sa odvijaji vynosové krivky. Porovnanie aproximécie ceny dl-
hopisu s presnou cenou a porovnanie prislusnych vynosovych kriviek prinesie moznost

predstavy o presnosti a kvalite aproximacie.

Krluacéové slova: stochastickd volatilita, rychla ¢asova skala, Fong-Vasickov model, asymp-

totickd metoda, aproximacia ceny dlhopisu
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Abstract

Modeling short-rate process is one of the most important part of modern financial math-
ematics. It is necessary to know the value of interest rate in pricing financial derivatives.
There are several ways of modeling instantaneous interest rate. Two-factor model with
stochastic volatility is one of them. In this master thesis we focus our attention on the
Fong-Vasicek model for which we calculate the bond price, yield curves and we calibrate
the market prices of risk. It was observed that stochastic volatility evolves in a different
time scale, which is faster than the scale of short rate ([6]). We present an asymptotic ana-
lysis which corrects the classic formula for bond price. The key assumption of this method
is fast time scale of volatility. The approximation reduces the dependence of bond price
on the details of underlying volatility process, which is unknown. The present volatility
level is not need to be calibrated yet. The yield curves are derived from the bond prices.
A comparison of classic bond price and yield curves with approximations given by asymp-

totic method give us an idea of quality and accuracy of approximation.

Key words: stochastic volatility, fast time scale, Fong-Vasicek model, asymptotic analy-

sis, correction of bond price



Obsah

Uvod 1
1 Modelovanie okamzitej Grokovej miery a ocenenie dlhopisov 2
1.1 Zakladné pojmy . . . . . . ... 2
1.2 Stochasticky kalkulus . . . . . .. ... oo o 4
1.3 Modely okamzitej irokovej miery . . . . . . ... ..o 6
1.3.1 Jednofaktorové modely . . . . . . ... ... 6

1.3.2  Cena dlhopisu v jednofaktorovom modeli . . . . . . .. .. .. ... 10

1.3.3 Drvojfaktorové modely . . . . . . ... ..o 12

1.3.4  Cena dlhopisu v dvojfaktorovom modeli . . . . . . ... ... ... 14

2 Pojem stochastickej volatility a Fong-Vasi¢kov model 16
2.1 Hustota rozdelenia stochastického procesu . . . . .. .. . ... ... ... 16
2.2 Stochasticka volatilita . . . . .. .. ..o 19
2.2.1 Modelovanie stochastickej volatility . . . . .. .. ... ... .. .. 20

2.3 Rychla casova skala volatility . . . . . . .. .. ... . 0oL 21
2.4  Fong-Vasickov model so stochastickou volatilitou . . . . . . .. .. ... .. 22
2.4.1 Ceny dlhopisov a vynosové krivky . . . . . .. ... ... 23

2.4.2  Limita vynosovych kriviek . . . . ... ..o o000 27

2.4.3 Kalibracia trhovych cien rizika . . . . . . . . ..o oo 29

3 AsymptotickA metéda a odvodenie aproximacie ceny dlhopisu 33
3.1 Asymptotickh metéda . . . . . . ... 34
3.1.1 Odvodenie aproximovanej ceny dlhopisu . . . .. . ... ... ... 35

3.1.2  Vypocet konstanty (y®') . . . . .. ... 42

3.2 Zhrnutie . . . ... e 45



4 Porovnanie aproximacie rieSenia s presnym rieSenim

4.1 Porovnanie cien dlhopisov . .

4.2 Porovnanie vynosovych kriviek
Zaver
Literattra

Priloha

48
49
o1

54

55

58



Uvod

V poslednych desatro¢iach nastala vyrazna expanzia trhu s tirokovymi derivatmi. KItucova
tlohu v spravnom ocenovani tychto derivatov hra hodnota okamvzitej irokovej miery. Jej
stochasticky charakter podnietil vznik mnohych modelov. Spociatku to boli jednofaktorové
modely, av8ak Skala vynosovych kriviek, ktori nimi bolo mozné popisat nebola postacu-
juca. Tak vznikli dvojfaktorové modely, medzi ktoré patria aj modely so stochastickou
volatilitou.

V praci sa budeme venovat Fong-Vagickovmu modelu. V fiom je dynamika drokovej
miery popisané dvojicou stochastickych diferencidlnych rovnic pre samotnu drokovi mieru
a pre volatilitu trokovej miery. Proces volatility nie je na trhu pozorovatelny, preto je
kalibracia jeho parametrov ndro¢né. Cena dlhopisu je v8ak od aktualnej hodnoty volatility
a parametrov popisujicich jej vyvoj zavisla. Jednym z rieSeni ako sa vyhnut kalibracii
aktualnej hodnoty volatility je pomocou asymptotickej metoédy odvodit aproximaciu ceny
dlhopisu, ktorej zavislost od volatility bude oproti klasickej cene zredukovana. Zakladnym
prvkom tejto metody je predpoklad o rychlej ¢asovej Skale volatility. Aplikdciami tohto
konceptu na viaceré typy dvojfaktorovych modelov sa zaoberaju ¢lanky [1], [6], [12], |26].

V diplomovej praci odvodime aproximaciu ceny dlhopisu pre Fong-Vasickov model.
VzhIadom na existenciu explicitného riesenia tohto modelu, budeme mat moznost porov-
nania aproximacie s presnym rieSenim a tym ziskame predstavu o presnosti aproximaécie.
Vysledky pre konkrétny model mézu byt uzitoéné pri analyzach zlozitejsich modelov.

Praca je rozdelena na Styri kapitoly. V prvej kapitole sa venujeme stru¢nému tvodu
do problematiky modelovania okamzitej irokovej miery a oceniovaniu dlhopisov. V druhej
kapitole rozoberieme proces stochastickej volatility a vysvetlime pojem rychlej casove]
skaly. Podrobne sa budeme venovat aj Fong-VaSickovmu modelu, pre ktory odvodime
cenu dlhopisu, vynosové krivky a roznymi metédami odhadneme trhové ceny rizika. De-
tailnym odvodenim aproximécie ceny dlhopisu pomocou asymptotickej metédy sa zaobera
tretia kapitola. Nakoniec v Stvrtej kapitole pre konkrétne hodnoty parametrov porovname

aproximéacie ceny dlhopisov a vynosovych kriviek s presnym riesenim.



Kapitola 1

Modelovanie okamzitej arokovej miery

a ocenenie dlhopisov

Na 1uvod zadefinujeme zakladné pojmy ako dlhopis, ¢asova Struktura trokovych mier,
okamzitd trokova miera a stru¢ne spomenieme teériu stochastického kalkulu. Budeme
vychadzat z [17], [18] a [27]. V dalsej casti kapitoly predstavime jeden zo sposobov mo-
delovania vyvoja trokovych mier, a to short-rate modely. V skratke uvedieme aj ocenenia

dlhopisov, pre ktoré je okamzita trokova miera podkladovym aktivom.

1.1 Zakladné pojmy

Dlhopis je dlhodoby cenny papier obchodovatelny na burze. Dlznik sa v nom zavézuje,
Ze v stanovenom termine vyplati nomindlnu hodnotu a v dohodnutych intervaloch bude
vyplacat pravidelny kupon. Dlhopis, ktorého nominalna hodnota je rovna 1 nazyvame
diskontny dlhopis. Dlhopisy rozdelujeme na dva typy, kuponové a bezkupoénové, podla
toho, & kupony vyplacaja alebo nie. My sa dalej budeme zaoberat najjednoduch$im typom
dlhopisu a to bezkupénovym diskontnym dlhopisom. Pri spojitom troceni sa sticasna cena

dlhopisu P(t,T) vypotita podla vzorca
P(t,T) = ¢ BEDT=0), (1.1)

kde t je okamzity ¢as a T' je doba splatnosti dlhopisu, tzv. maturita. Vyrazom R(¢,T)
oznacujeme urokovi mieru, ktord vyjadruje mieru zhodnotenia dlhopisu oproti ktupnej

cene. Vyjadrenim R(t,T) z uvedeného vztahu mozeme na zaklade zndmych cien dlhopisov
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urcit ¢asovi Strukturu drokovych mier

R(t,T) = —

T_tlnP(t,T). (1.2)
Téa vyjadruje funk¢éni zavislost medzi ¢asom do maturity a vynosom R(t, T'). Graf, zobrazu-
juci jednotlivé R(t,T') pre fixny Cas ¢, sa nazyva vynosova krivka. Tvary vynosovych kriviek
st predmetom rozsiahleho skiimania. V praxi sa ukazuje, Zze mozu byt rozne, rozlisuju sa
vsak Styri zakladné typy: rastica, klesajtca, plocha a tzv. humped' krivka. Rastica (nor-
méalna) vynosova krivka sa vyskytuje, ak trh neo¢akava vyznamné zmeny, alebo ak o¢akava
rast trhovych urokovych mier (vtedy jej sklon rastie). Klesajuca (inverzna) krivka sa na
trhu vyskytuje relativne vzacne, napr. ked centralna banka z urcitych dévodov vyrazne
zvysi hodnoty trokovych sadzieb. Ploch4 vynosova krivka je tzv. prechodovou krivkou
medzi klesajiicou a rastiicou krivkou a spravidla oc¢akava pokles drokovych mier. Humped
krivka moze signalizovat prechod ku inverznej, ale aj opacne, navrat k normélnej vynosovej

krivke. Vsetky Styri tvary si zobrazené na obr.1.1.
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Obr. 1.1: Rozne tvary kriviek ¢asovej Struktary urokovych mier. Zdroj: www.treasury.gov,
www.bankofgreece.gr, www.bankofcanada.ca, www.bloomberg.com

Ykrivka s prave jednym lokdlnym maximom a bez minima na intervale (0, 0o0)
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Urokova miera pre dlhopis s okamzitou splatnostou, t. j. T = t sa nazyva okamzita trokova

miera, alebo aj short rate. Ziskame ju pomocou vztahu

re = lim R(t,T) = R(t,1). (1.3)
T—tt
Short rate predstavuje zaciatok vynosovej krivky a poskytuje informéciu o jej dalsom
priebehu. Je teoretickou veli¢inou, v praxi ma k nej najblizsie tzv. overnight, t. j. jednodnova
urokova miera, za ktort si medzi sebou pozi¢iavaju banky. éasovy vyvoj trokovej miery ma
stochasticky charakter. Na nasledujicom obrazku je znézorneny realny priebeh referencénej
sadzby EONIA, ktora je sadzbou pre skuto¢ne zrealizované jednodiové obchody v mene
euro.
1,80 [mmmmmmmmm e e
1,65 e e e e
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Obr. 1.2: Casovy priebeh okamzitej irokovej miery EONIA v roku 2011. Zdroj: www.euribor-ebf.eu

7 obrézka je zrejmy nahodny charakter trokovej miery, ktorda sa v priebehu roku 2011
pohybovala v 8kale medzi 0.347% a 1.715%. V nasledujicej ¢asti uvedieme zakladné infor-

mécie tykajice sa teodrie stochastického kalkulu.

1.2 Stochasticky kalkulus

Stochasticky proces je t-parametricky systém nahodnych premennych {X(¢),t € I}, kde
I je interval alebo diskrétna mnozina indexov. Medzi zakladné stochastické procesy patria
Markovovské nahodné procesy, ktorych charakteristickou ¢rtou je fakt, ze budica hodnota

procesu zavisi len od stucasnej hodnoty, nie minulej. épecialnym typom Markovovského



1.2 Stochasticky kalkulus 5

procesu je vo finan¢nej matematike Siroko vyuzivany proces - Wienerov proces a jeho

zovseobecnenie Brownov pohyb. Uvedieme ich definicie.

Definicia 1. ([27], str. 22)
Brownov pohyb {X (t),t > 0} je t-parametricky systém ndhodngjch velic¢in, pricom

(i) vsetky prirastky X (t + A) — X (t) maji normdlne rozdelenie so strednou hodnotou
A a disperziou oA,

(ii) pre kazdé delenie to =0 < t; <ty < tl3 <...t, si prirastky X (t1) — X (to),
X(ta)—X(t1), ..., X(t,)— X (t,—1) nezdvislé ndhodné premenné s parametrami podla
bodu (i),

(111) X (0) = 0.
Brownov pohyb s parametrami u = 0,0% = 1 nazjvame Wienerov proces.

Nahodny proces zvycajne modelujeme ako rieSenie stochastickej diferencialnej rovnice
dX(t) = p(X, t)dt + o(X, t)dw, (1.4)

kde w je Wienerov proces, zabezpecujuci stochastickost procesu. Napr. okamzita trokova
miera sa modeluje ako stochasticky proces r(t). Na ocenenie jej derivatov, funkeii okamzitej
urokovej miery, potrebujeme nastroj stochastickej analyzy - Itéovu lemu. It6ova lema je

kIi¢ovou v teodrii ocenovania finan¢nych derivatov.

Lema 1. (Itéova lema)([27], str. 27)
Nech f(x,t) je hladkd funkcia dvoch premenngjch, pricom premennd x je riesenim stochas-
tickej diferencidlnej rovnice

de = p(z,t)dt + o(x,t)dw

kde w je Wienerov proces. Potom prvy diferencidl funkcie [ je dany vztahom

2
df = fd +<a—{+—( )gxf)dt

dosledkom coho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici

0 0 1 0? 0
df:(a{-f-[t( )a—f+§2(,)8$f)dt+( )0—£dw.



1.3 Modely okamzitej tirokovej miery 6

Rozsirenie Itoovej lemy pre vektorové nadhodné premenné, ktoré budeme neskor pri
ocenovani dlhopisov v dvojfaktorovych modeloch vyuzivat nebudeme uvadzat, ale ¢itatel
ho najde v knihe |27]. V nasledujicej Casti si stru¢ne predstavime jedno a dvojfaktorové
modely, ktoré sa pouzivaju pri modelovani okamzitej irokovej miery. Uvedieme aj postup

odvodenia ceny dlhopisu.

1.3 Modely okamzitej irokovej miery

Modely okamzitej, resp. kratkodobej tirokovej miery opisuji vyvoj okamzitej trokovej
miery a zavislost vynosovej krivky od nej. Okamzitu trokovi mieru budeme v jednofak-
torovych modeloch modelovat ako rieSenie stochastickej diferenciilnej rovnice, v dvojfak-

torovych modeloch ako riesenie systému dvoch takychto rovnic.

1.3.1 Jednofaktorové modely

V jednofaktorovych modeloch je dynamika okamzitej Grokovej miery opisana len pomocou
jedného faktora, jedného zdroja ndhodnosti. Tymto zdrojom je samotna okamzité trokova
miera r. Jej vyvoj sa modeluje pomocou stochastickej diferencidlnej rovnice, ktora ma vo
vSeobecnosti tvar

dr = p(r,t)dt + o(r,t)dw, (1.5)

kde w je Standardny Wienerov proces. V tedrii modelovania okamzitej trokovej miery
rozliSujeme dve hlavné triedy modelov, a to rovnovazne a bezarbitrazne modely. Kazdy
z tychto pristupov modelovania vyuziva iny typ informaécie. Zatial ¢o v rovnovéaznych
modeloch je vystupom ¢asové Struktira drokovych mier, v bezarbitraznych je tato krivka
vstupom. Rovnovazne modely nedokazu presne zachytit sacasnt vynosova krivku, pre-
toze obsahuju len niekolko parametrov modelu. BezarbitaZzne modely su skon§truované
tak, aby presne opisovali dennt ¢asovi §truktiru drokovych mier. AvSak cena za takuto
vlastnost sa prejavi v potrebe zavedenia ¢asovo zavislych koeficientov - driftu a volatility.
V mnohych modeloch potom nastiava nemarkovovost a aj preto si castokrat analyticky
neriefitelné. Bezarbitraznymi modelmi sa v tejto praci zaoberat nebudeme, a preto len
v kratkosti vymenujeme tie najznamejsie. Patria medzi ne Ho-Leeho model z roku 1986 a
Hull-Whiteov model z roku 1990. f)alej sa budeme zaoberat len rovnovaznymi modelmi.
Proces (1.5) obsahuje dve zlozky. Deterministicka ¢ast procesu - drift p(r,t) reprezen-
tuje trend vyvoja short rate, stochasticka ¢ast - volatilita o(r,t) uréuje velkost fluktuacii

v okoli deterministickej ¢asti. Jednym z najcastejSie pouzivanych tvarov driftovej casti je
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tzv. mean reversion drift
) = 5(0 — 1), (1.6)

kde parametre k, # st kladné konstanty. KIu¢ovou vlastnostou takejto voIby je, Ze stredna
hodnota urokovej miery je pritahovana rychlostou x ku rovnovaznej (limitnej) hodnote,
ktorou je hodnota parametra 6. Takyto predpoklad o spravani sa trokovej miery nie je
sice istym javom pozorovanym na realnych trhoch ale je v stilade s ekonomickou teériou.
Ak zaznamename néarast urokovych mier, ekonomika spomali a nastane pokles dopytu po
pozickach. Tym padom maju drokové miery opét tendenciu klesnit. Podobne v opa¢nom
smere. Na obr.1.3 je znazorneny priebeh trokovej miery EURIBOR v rokoch 2010 az 2011.
Vidime, Ze v prvej polovici roka 2010 je trokova miera takmer konstantna. Moze teda
nastat situdcia, ze vyvoj urokovej miery nie je mozné popisat mean reversion procesom.
Avsak pre niektoré sady parametrov mean reversion proces nie vidy vyzerd ,idedlne“ a
aj procesy, ktoré na prvy pohlad mozno nevyzeraji ako mean reversion nimi si. Vyvoj
v roku 2011 uz viac pripomina proces, v ktorom je tirokova miera pritahované k limitne;
hodnote.

1,60 1
1,40 A
1,20 A
1,00 A
0,80 -
0,60 -

0,40 4

1 tyzdiiovy EURIBOR (%)

0,20 -

0,00
04/01/2010 12/05/2010 15/09/2010 19/01/2011 27/05/2011 30/09/2011

Obr. 1.3: Casovy priebeh urokovej miery EURIBOR v rokoch 2010-2011. Zdroj: www.euribor-ebf.eu

Stochasticka ¢ast modelu je ¢asto v tvare
o(r,t) =or?, (1.7)

kde parametre 0 > 0 a v > 0 si konStanty. V zavislosti od volby parametrov potom

rozoznavame rozne modely.
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Vasic¢kov model

Volbou v = 0 dostavame jeden z prvych modelov okamzitej tirokovej miery - Vasickov
model. Bol publikovany v roku 1977 v ¢lanku [29]. Okamzita trokova miera sa v fiom riadi

stochastickou diferencidlnou rovnicou
dr = k(0 — r)dt + odw. (1.8)

Proces v takomto tvare sa zvykne oznacovat ako Ornstein-Uhlenbeckov proces. Vasickov
model bol prvym modelom, ktory dokézal popisat vlastnost mean reversion. Vzhladom
na prvenstvo v oblasti modelovania tirokovej miery méa v8ak model niekolko nedostatkov.
Prvym z nich je konStantna volatilita, ktora nezavisi od hodnoty trokovej miery. Druhym
je, ze rozdelenie tirokovej miery r je normalne a tym padom dovoluje aj zaporné hodnoty.
Pozrime sa vSak na to, ¢i je tento nedostatok az taky vyznamny. Velkost pravdepodobnosti

nadobudnutia zapornych hodnot r zavisi od volby parametrov. Vypod&itajme jej hodnotu.?
o2
P(resar <0) = P <N(9(1 — e ) + rge ", 2—(1 —e ) < 0)
K
—0(1 — e ") — rge~ "

%(1 _ 672/@)

= P[N(0,1) <

—0(1 — e ") — rge "t

%(1 _ 672m‘,)

Funkcia ®(.) je distribu¢nou funkciou normovaného normélneho rozdelenia. Na nasledu-
jacom obrazku je znazorneny priebeh hodnoty pravdepodobnosti v zavislosti od ¢asu pre
hodnoty parametrov x = 0.109,0 = 0.0652,0 = 1/2.64.1072, prebraté z ¢lanku [9] a pre
podiatoéni hodnotu ry = 0.05. Vidime, ze pravdepodobnost, Ze kratkodoba trokova miera
o rok pri danych parametroch nadobudne zaporni hodnotu je prakticky nulova (obrazok
vlavo). Aj ked pravdepodobnost s rasticim ¢asom rastie, je stale velmi nizka. Nakoniec
sa vSak ustali na limitnej hodnote, ktora je pre nase hodnoty parametrov rovné 0.0305
(obrazok vpravo). Problém nadobudnutia zapornych hodnét trokovej miery nie je teda
vzdy az taky zavazny, ako sa na prvy pohlad moze zdat, nakolko pri vhodnych hodnotéach

parametrov je tato pravdepodobnost velmi nizka.

2Pri vypoéte je potrebné poznat podmienent hustotu rozdelenia r a jej Statistiky - strednt hodnotu
a disperziu. Tymto sa zaobera kapitola 2.
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Obr. 1.4: Priebeh pravdepodobnosti nadobudnutia zépornej hodnoty 7 pre Vagickov model v ¢ase s
podiato¢nou hodnotou ¢ = 0.05 a parametrami x = 0.109, 8 = 0.0652, 0 = v/2.64.102.

Cox-Ingersoll-Rossov model (CIR)

Cox-Ingersoll-Rossov model bol prvykrat publikovany v roku 1985 v ¢lanku [8]|. Volbou

parametra v = % dostavame stochasticka diferencidlnu rovnicu
dr = k(0 — r)dt + o/rdw, (1.9)

ktorej sa zvykne hovorit aj Besselov odmocninovy proces, z dévodu, Ze stochasticky ¢len
dw je nasobeny odmocninou z ndhodnej premennej r. Vyznamnym prinosom CIR modelu
je fakt, ze ak proces okamzitej tirokovej miery zacCina z kladnej pociatocnej hodnoty rg
a je splneny predpoklad o paramatroch modelu 2x6 > o2, tak r, uz nikdy nenadobudne
nulové alebo zaporné hodnoty. Intuitivne, ak sa okamzit4 trokova miera blizi k nulovym
hodnotam, jej volatilita je tiez mal& a ak by r nadobudlo nulovi hodnotu, volatilita bude
tiez nulova a dalsi vyvoj okamzitej urokovej miery je riadeny trendovou zlozkou, ktoré je
v tomto pripade kladné. Preto sa hodnota r opéat zvysi (|27]).

Medzi dalsie zname jednofaktorové modely patri aj Dothanov model (1978), Black-
Karasinského model (1991) a Chan-Karolyi-Longstaff-Sandersov model (1992). O nich sa
¢itatel moze docitat napr. aj v [4].
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1.3.2 Cena dlhopisu v jednofaktorovom modeli

Okamzita trokova miera sluzi ako podkladové aktivum pre bezkupénovy dlhopis. Popiseme
si odvodenie parcialnej diferencialnej rovnice (PDR) pre cenu dlhopisu P(t,r;T), ktora je
zavisla od c¢asu t, okamzitej tirokovej miery r a parametra T, ktory predstavuje ¢as splat-
nosti. Uvadzame len stru¢né odvodenie bez prislusnych konkrétnych vypoctov, podrobné

odvodenie ¢itatel moze najst napriklad v [18].

e Predpokladajme, Ze okamzitad trokovad miera sa riadi jednofaktorovym modelom
(1.5).

e Podla Itoovej lemy pre cenu dlhopisu P(t,r;T) plati

— +tp—=—+ -0 = | dt + o—duw. (1.10)

IP — oP oP 1 ,0*P oP
\ ot or 2 0Or? or

e Vytvorme portfolio Il = V; — V5 pozostavajice z dvoch typov dlhopisov s roznymi

maturitami 77 a 75 v mnoZstvach V; a V5.

e Zvolme hodnoty V; a V5 tak, aby stochasticky proces zmeny hodnoty portfolia dIl

bol bezrizikovy, t. j. aby obsahoval len deterministicki ¢ast.

e Vylicenim moznosti arbitraze a teda vyuzitim faktu, Zze vynos bezrizikového port-
folia musi byt rovny r, t. j. dII = rlldt, dostavame parcialnu diferencidlnu rovnicu
v tvare
oP oP 1 0*P

i (p(r,t) — X(r, t)o(r, t))a + 502(73 t)w —rP =0 (1.11)

s koncovou podmienkou P(T,r;T) = 1. Funkcia \(r,t) sa nazyva trhova cena rizika
a vyjadruje ocakavany néarast vynosu dlhopisu na jednotku rizika, resp. da sa inter-

pretovat ako prémia pre investora, z dévodu podstupovania rizika.

Ak teda ur¢ime parametre stochastickej rovnice pre r(t) a hodnotu trhovej ceny rizika
A(r, t), vyrieSenim parcidlnej diferencialnej rovnice (1.11) dostaneme cenu dlhopisu. V nasle-
dujticej casti uvedieme vypocet ceny dlhopisu pre Vasickov model, ktora budeme v dal3e;

Casti prace potrebovat.
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N4

Cena dlhopisu vo Vasickovom modeli

Cenu dlhopisu pre Vasi¢kov model (1.8) budeme hladat v tvare P(7,r). Nova premenna
7 = T — t vyjadruje Cas zostavajici do expiracie dlhopisu. V takomto zépise potom
parcidlna diferencidlna rovnica pre Vasitkov model s kongtantnou trhovou cenou rizika
A(r,t) = X ma podla (1.11) tvar

oP orP 1 ,0°P
- —r) — 4L gt _rpP = 1.12
5 + (k(0 — 1) — No) 5 + 50 52 T 0 (1.12)

s pociato¢nou podmienkou P(0,7) = 1. Predpokladajme rieSenie v separovanom tvare
P(r,r) = A(r)e B0, (1.13)

potom prislusné derivicie vystupujiice v (1.12) st

P
g_ — A/B—Br _ AB/@—BT’
T
oP
il —AB —Br
or <
aQP 2 _—Br
W = AB e .

Dosadenim derivéacii do (1.12) dostavame systém obyc¢ajnych diferencidlnych rovnic pre
funkcie A, B:

B' = 1-kB, (1.14)
1
A = AB(\o — k) + 502A32, (1.15)

s pociato¢nymi podmienkami A(0) = 1 a B(0) = 0. Rovnica pre funkciu B je oby¢aj-
nou linearnou diferencidlnou rovnicou a preto s vyuzitim pociatoénej podmienky polahky
dostavame

B=l—em. (1.16)

K
Dosadenim explicitného tvaru funkcie B do rovnice (1.15), naslednou integréciou a vyuzitim

pociato¢nej podmienky dostavame

A:wpw@p¢mw_ggmﬂ, (1.17)
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kde sme symbolom R, oznacili

2
R 207 (1.18)

K 2K2

Toto oznacenie vychadza z toho, ze hodnota R, je limitou vynosovych kriviek pre 7 — oo.

Cena dlhopisu v CIR modeli

Postup vypoctu ceny dlhopisu v CIR modeli je analogicky postupu vo Vasickovom modeli.
Predpokladanim tvaru (1.13) pre cenu dlhopisu a hodnoty trhovej ceny rizika \(r,t) = \\/r
s konStantou A, vycislenim jednotlivych derivacii a dosadenim do prislusnej parcialnej
diferencialnej rovnice dostavame systém obyc¢ajnych diferencidlnych rovnic pre funkcie

A, B. Explicitnym rieSenim tohto systému je:

i 2pe 5 (H0) % 1
S (P 7 (19
B(r) = 2e” — 1) (1.20)

(¢ +¢)[e?” —1] +2¢°
¢ =Y +202, Y =kK+ Ao (1.21)

Velkou vyhodou a aj jednym z dévodov popularity Vagickovho a CIR modelu je okrem
iného aj fakt, Ze pre oba modely je mozné analyticky najst explicitné rieSenie pre cenu dl-
hopisu. Niektoré modely, napr. exponencialny Vasi¢kov model (1990), bezarbitrazny Black-
Karasinského model (1991), CKLS model (1992) alebo Mercurio-Moraledov model (2000)
takiato vlastnost nemaju. Cena dlhopisu sa da vypocitat pomocou numerickych metod,
napr. pomocou Crank-Nicolsonovej schémy ([7]) alebo Box metody ([22]), alebo pomocou

aproximacii v analytickom tvare (napr. |15], [24]).

1.3.3 Dvojfaktorové modely

V predchadzajtcej ¢asti prace sme si predstavili jednofaktorové modely. Dynamika trokovej
miery je v tychto modeloch opisané len pomocou jedného stochastického faktora. Jednodu-
chost takéhoto modelovania na jednej strane moze pre niektoré modely prinasat vyhodu
v moznosti najdenia explicitného riesenia pre cenu dlhopisu, na strane druhej vsak stoji

niekol'ko nedostatkov. Jednym z nich je fakt, Ze akonéhle je hodnota trokovej miery znama,
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cela krivka ¢asovej Struktiry urokovych mier je urc¢ena. AvSak, aj v realite moézu vynosové
krivky s rovnakym zaciatkom nadobudat rozne tvary. Takyto pristup modelovania je
velkym zjednoduSenim skuto¢ného spravania sa trokovej miery. Jednym z rieSeni tychto
problémov je konstrukcia dvojfaktorovych modelov, ktoré prinaSaju vacsiu volnost pri
modelovani tirokovej miery. Pri pouziti takychto modelov mézu vynosové krivky nadobu-
dat sirgiu kalu tvarov. Urokova miera je v dvojfaktorovych modeloch funkciou dvoch fak-
torov, t. j. r = r(z,y), a jej dynamika je potom vo vSeobecnom pripade opisand pomocou
systému dvoch stochastickych rovnic:

dr = pg(z,y)dt + o (x,y)dw,
dy = py(z,y)dt + oy(z,y)dws. (1.22)

Prirastky dw;, dwy Wienerovych procesov mozu byt korelované, t. j. E(dwidw,) = pdt.
V zavislosti od volby faktorov potom rozliSujeme rozne typy dvojfaktorovych modelov.
Uvedieme len niektoré z nich, ¢itatel sa podrobnejSie informacie moze dozvediet napr.
z |4] a [18].

Dvojfaktorovy Vasickov a CIR model

V dvojfaktorovej verzii Vasickovho a CIR modelu je okamzita irokova miera sic¢tom dvoch
nezavislych faktorov, t. j. » = r{ 4+ r9, kde rq, 7o st popisané stochastickou diferencidlnou

rovnicou typu (1.8) vo Vasi¢kovom modeli a (1.9) v CIR modeli.

Modely s inou ekonomickou veli¢inou

V modeloch tohto typu je dynamika drokovej miery popisand dvomi stavovymi premen-
nymi, ktoré mozu ale nemusia byt na trhu pozorovatelné, mézu alebo nemusia byt ko-
relované. V modeli Brennana a Schwartza (1982) st tymito premennymi kratkodoba a
dlhodobé trokova miera. Model Corzovej a Schwartza (2003), patriaci do triedy kon-
vergencnych modelov, bol vyvinuty pre krajiny vstupujice do Eurdpskej menovej tnie.
V tomto modeli je tirokova miera krajiny vstupujicej do Eurépskej tnie zavisla od eu-

ropskej miery, pricom obe st modelované pomocou stochastickych diferencidlnych rovnic.

Dvojfaktorové modely so stochastickou volatilitou

Inou triedou dvojfaktorovych modelov st modely, v ktorych sa niektory z konStantnych

parametrov jednofaktorového modelu modeluje ako ndhodny proces. Tymto parametrom
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moze byt napriklad trhova cena rizika alebo volatilita trokovej miery. Medzi modely so
stochastickou volatilitou patri napriklad model Andersona a Lunda (1996) alebo Fong-
Vagickov model (1991). Druhym z nich sa budeme v tejto praci zaoberat a jeho podrobni

analyzu uvadzame v nasledujicej kapitole.

1.3.4 Cena dlhopisu v dvojfaktorovom modeli

Odvodime parcialnu diferencialnu rovnicu pre cenu dlhopisu P(t, x,y; T), kde t je cas a T je
¢as splatnosti. Odvodenie je analogické odvodeniu pre jednofaktorové modely. Uvadzame
preto len stru¢ny postup bez uvedenia prislusnych vypoc¢tov. Podrobné odvodenie Citatel

moze najst napr. v [18].

e Predpokladajme, 7ze vyvoj trokovej miery je popisany dvojfaktorovym modelom
(1.22).

e Vyuzitim viacrozmernej Itoovej lemy pre cenu dlhopisu P(t,z,y;T) dostavame

dP = pdt + oydwy + oadws,

kde

_op . oP ap+agazp+a§<92p+ *P
Ho= g THegy Ty T o a2 T2 g T P aray

oP

R

P

ag = Oy—.

2 yay

e Zostrojme portfolio Il pozostavajice z troch typov dlhopisov s réznymi maturitami
11,715 a Ty v mnozstvach Vi, V5 a V.

e Zvolme hodnoty Vi, V5 a Vi tak, aby stochasticky proces zmeny hodnoty portfolia
dIl bol bezrizikovy.

e Vylicenim moznosti arbitraze a teda vyuzitim faktu, Ze vynos bezrizikového port-
folia musi byt rovny r, t. j. dII = rlldt, dostavame parcialnu diferencidlnu rovnicu

v tvare
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opP oP opP
o + (St )‘1‘796)8_ + (Ny /\QUy) B +
020°P | 0, 0*P o*P
+7 92 + 2 0y + POLOy o~ r(z,y)P =0 (1.23)

s koncovou podmienkou P(T,z,y;T) = 1. Funkcie A\(x,y,t) a Ai(z,y,t) sa tzv.

trhové ceny rizika prislusnych faktorov a nezavisia od maturity 7.



Kapitola 2

Pojem stochastickej volatility a

Fong-Vasickov model

V kapitole 2 sa zoznadmime s niekolkymi pojmami, ktoré budeme potrebovat v dalgej
Casti diplomovej prace. Ako prvé popiSeme Fokker-Planckovu rovnicu, pomocou ktorej je
mozné urcit hustotu rozdelenia ndhodnej premennej riadiacej sa stochastickou diferen-
cidlnou rovnicou. Spomenieme dolezity koncept limitnej hustoty a predstavime pojmy
stochasticka volatilita, vlastnost zhlukovania a rychla ¢asova gkala volatility. Na zaver
podrobne opiSeme Fong-Vasickov model, odvodime cenu dlhopisu a zaoberat sa budeme

aj kalibraciou trhovych cien rizika.

2.1 Hustota rozdelenia stochastického procesu

Uvazujme ndhodni premennt x = x(t), ktora sa riadi vSeobecnym stochastickym proce-
som v tvare
dx(t) = p(x, t)dt + o(x, t)dw (2.1)

a za¢ina v bode x(0) = x¢. Najprv si ukdzeme, ako urc¢it pravdepodobnostné rozdelenie
takejto premennej a potom nés bude zaujimat rozdelenie pre velky ¢as t — oo, tzv. limitné
rozdelenie premennej x.

Ozna¢me hustotu pravdepodobnostného rozdelenia procesu x(t) v ¢ase t ako

f = f(z,t]x(0) = xo). (2.2)

Funkcia hustoty okrem casu ¢ zavisi aj od pociato¢nej hodnoty z. f)alej, ak oznacime
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kumulativnu distribuénua funkciu ako
F = F(z,t) = P(z(t) < z|z(0) = x), (2.3)

potom na jej vypocet mozeme pouzit vztah f = ‘Z—I;. Funkcia hustoty spliia tzv. Fokker-

Planckovu rovnicu®

of 197 0
G 5@(021“) — 5, 1f) (2.4)
s pociato¢nou podmienkou f(z,0) = d(z — x¢). Funkciou d(x — xo) sme oznacili tzv.

Diracovu delta funkciu v bode xy. Diracova funkcia predstavuje distribiciu, t. j. nie je to

funkcia v pravom slova zmysle. Plati

(5(x—x0):{ 0 akz# a /ooé(a:—xo)d:czl,

+o0o0 ak x = xg oo

o pre proces x(t) v ¢ase t = 0 znamen4, Ze sa takmer isto nachadza v bode xy. Z matema-
tického hladiska je Fokker-Planckova rovnica linedrnou parcialnou diferencialnou rovni-
cou druhého radu parabolického typu. Okrem vyuzitia na vypocet pravdepodobnostného
rozdelenia ndhodnej premennej sa pomocou nej moze opisovat napr. pozicia a rychlost
malej castice pohybujicej sa Brownovym pohybom, prid v elektrickom obvode alebo elek-
tricke pole v laseri (|21]). Je zname (pozri [18]), Ze napr. rozdelenie rieSenia r(t) Vasickovho
stochastického procesu (1.8) v ¢ase t pri Startovacej hodnote ry pochadza z normélneho

rozdelenia s parametrami?

E(r;) = 0(1—e™™)+re™,

D(ry) = (1-— 672“).

2%

Hustotu f(x,t) je mozné explicitne vyjadrit len pre niektoré Specialne tvary stochastic-
kého procesu. AvSak, ak predpokladame, ze proces trva dostato¢ne dlho, t. j. t je dostato¢ne
velké, mozeme hustotu rozdelenia f(x,t) aproximovat pomocou tzv. limitného rozdelenia.
Toto limitné rozdelenie existuje ak existuje lim; o, f(¢, ) a limitné rozdelenie je funkciou
hustoty. UvaZujme teda pripad, ked ¢t — oo a limitné rozdelenie existuje. Oc¢akévame, Ze
v takomto pripade uz rozdelenie nebude zavisiet od Startovacej hodnoty zy a Ze hustota

f(z,t) sa stabilizuje na limitnej hustote f(z). Kedze potom f = f(z) a %—Jf = 0, limitna

Untuitivny dékaz mozno najst v [27].
2Vypodet zalozeny na Fokker-Planckovej rovnici je napr. uvedeny v [27].



2.1 Hustota rozdelenia stochastického procesu 18

hustota spliia tzv. stacionarnu Fokker-Planckovu rovnicu

1 L, 0, ~
5@(0 f)— %(Mf) =0 (2.5)

a podmienku na hustotu rozdelenia pravdepodobnosti [; f(x)dx = 1. Limitnym rozde-
lenim Vasickovho modelu je norméalne rozdelenie 7, ~ N (6, %) V dalsej Casti sa zame-
riame na rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej premennej, ktora je rieSenim Besselovho

odmocninového procesu, t. j.
dr = k(0 — z)dt + o/zdw. (2.6)

Limitné rozdelenie ndhodnej premennej, ktoré je rieSenim procesu (2.6) budeme vo velkej
miere vyuzivat v kapitole 3 pri odvadzani aproximovanej ceny dlhopisu vo Fong-Vasickovom
modeli. Fokker-Planckova rovnica pre uvedeneny proces mé tvar

of o & o
S = Tl = 5 (<0 - 2)). (27)

Autori v ¢lanku [8] uvadzaji, ze pravdepodobnostné rozdelenie x je necentralizovany chi-
kvadrat. Parametre tohto rozdelenia nebudeme z dovodu zlozitosti uvadzat. V naSej praci
budeme vyuzivat len limitné rozdelenie, teda rozdelenie pre t — oo. Stacionarna Fokker-
Planckova rovnica ma potom tvar

o2 9%  ~ 0 ~

7@(@0) - %(K(Q —z)f)=0. (2.8)

Za podmienky 22 > 1 integraciou (2.8) dostavame, Ze ndhodné premennd x(¢) m4 limitné

rozdelenie v tvare

. B¢  —Bx.a—1
Flo) = @€ ak x>0
0 ak x <0
kde a = 20%9, = 3—’3 a [' je gama funkcia. Takéto pravdepodobnostné rozdelenie zodpoveda

gama rozdeleniu I'(a, 8). Uvedieme aj zékladné Statistiky rozdelenia, t. j. stredntt hodnotu
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a disperziu ([31]).

% -y (2.9)
0 2
% - % (2.10)

Na nasledujiicom obrazku je zobrazené limitné rozdelenie ndhodnej premennej riadiace]

sa podla Besselovho odmocninového procesu.

0.3F
0.25F
0.2F
0.15F
0.1r

0.05

0 | | | | | | | T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obr. 2.1: Limitné rozdelenie Besselovho odmocninového procesu s hodnotami parametrov x = 1.482,
0 = 2.640,0 = 1.934. Parametre prebraté z [9].

2.2 Stochasticka volatilita

V roku 1973 bol prvykrat publikovany znamy Black-Scholesov model na oceiovanie deriva-
tov akcii. Stal sa zédkladnym kamenom tejto tedrie a aj napriek mnozstvu restriktivnych
predpokladov je dodnes uznavany a c¢asto pouzivanym modelom. Jednym z predpokladov
tohto modelu je aj predpoklad o konStantnej volatilite. Uz samotni autori v roku 1972
v ¢asopise Journal of Political Economy? napisali: .,...there is evidence of non-stacionarity
in the variance. More work must be done to predict variances using the information avail-
able.“ Premenlivost volatility stochastického procesu pre vyvoj cien akcii v ¢ase potvrdzuji
aj dalsie zname fakty, napriklad volatility smile. Aj volatilita trokovej miery méa charak-
ter ndhodného procesu a tento fakt je znamy uz niekol’ko desatro¢i. Longstaff a Schwartz
v ¢lanku [20] hovoria o existencii empirickych dékazov o ndhodnom charaktere volatility
urokovej miery a poukazuji na jej dolezitost pri ur¢ovani cien derivatov. Je znadmych mnoho

modelov, v ktorych volatilita vystupuje ako dalsi stochasticky faktor. Patria medzi ne

3BLACK, F., SCHOLES, M.: The Valuation of Option Contracts and Test of Market Efficiency,
Journal of Political Economy, Vol.27, No.2. p.416
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napriklad vSeobecny dvojfaktorovy CIR model, ktory sa d4 do tvaru modelu stochasticke]
volatility prepisat (Longstaff a Schwartz 1992, Duffie a Kan 1996), stochasticky Vasickov
model, model odvodeny Trollem a Schwartzom (|28]) alebo Brennerov model (|3]). Chen
ako prvy v ¢lanku [14] uviedol trojfaktorovy model so stochastickou volatilitou. Vznik
modelov trokovej miery so stochastickou volatilitou je ¢astokrat motivovany aj tym, ze

pomocou nich je mozné vysvetlit tvar vynosovych kriviek a ich pohyb ([20]).

2.2.1 Modelovanie stochastickej volatility
Vlastnost clustering

Proces volatility trokovej miery nie je priamo pozorovatelny na trhu. Predstavu o jeho
priebehu si moézeme napriklad urobit z odhadov ziskanych z pozorovateInych cien dl-
hopisov. Ukazuje sa, ze charakteristickou ¢rtou procesu volatility je tzv. wvolatility clus-
tering®, niekedy znamou aj pod nazvom wvolatility burstiness® ([12]). V slovencine by sme
tuto vlastnost mohli volne prelozit ako zhlukovanie volatility. Na obr. 2.2 st znazornené
dva simulované priebehy procesu volatility. Na vrchnom obrazku je proces volatility na
zaciatku nad limitnou hodnotu, potom vSak dlhodobo nadobiida nizke hodnoty. Takyto
priebeh nie je velmi typicky, na rozdiel od priebehu na spodnom obrazku. Tu je po-
zorovatelna vlastnost volatility clustering. Volatilita fluktuuje medzi nizkymi a vysokymi
hodnotami, pri¢om ostava na nizkych, resp. na vysokych hodnotéach len niekol'ko dni, po-
tom sa rychlo zmeni. Zd4 sa, ze hodnoty volatility st nizke uréita (kratku) periodu, potom
rychlo, v névale nadobudnii vysoké hodnoty, opét ostant vysokymi niekolko dni a vratia
sa spét na nizke hodnoty.

Tato vlastnost je tizko spita s pojmom mean reversion, ktory sme spominali v kapitole
1. Pripomenme, ze drift v tvare u(z,t) = k(6 —x) stochastického procesu hovori, Ze stredné
hodnota ndhodnej premennej z je rychlostou s pritahovana k limitnej hodnote 6. Hodnota
parametra % potom intuitivne stvisi s pojmom holding period, to znamena, s dobou, pocas
ktorej ostava volatilita na priblizne rovnakych hodnotéach. Cim je tato peridda mensia,
tym ¢astejsie sa volatilita vracia k strednej hodnote ([12]). Spojitost medzi vlastnostami
volatility clustering a mean reversion naznacuje, ze spominany tvar driftu by mohol byt
spravnou volbou pre modelovanie stochastickej volatility. Je eSte potrebné spomentt, Ze
v modeli, ktory popisuje volatilitu by mala byt zaru¢ena nezapornost tejto premennej. Je

intuitivne zrejmé, Ze zaporné hodnoty volatility nedavajia zmysel. Vzhladom na spomenuté

4z ang. cluster- zhluk, zoskupenie
5z ang. burst- naval, vybuch, prepuknutie
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poziadavky sa ako vhodny kandidat na popis stochastického charakteru volatility ukazuje

Besselov odmocninovy proces (2.6).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obr. 2.2: Simulécie priebehu procesu volatility, ktory sa riadi stochastickou diferencislnou rovnicou
(2.6). Hodnoty parametrov st: § = 2.640.10™%, 0 = 0.01934, T = 10 rokov a parameter x = 0.5 pre vrchny
obrazok a k = 10 pre spodny obrazok.

2.3 Rychla casova skala volatility

Empirické studie ukazuju (pozri [6]), Ze na finanénych trhoch sa procesy trokova miera a
volatilita tirokovej miery pohybuji v odliSnych ¢asovych skalach, presnejsie, ¢asova skala
volatility je rychlejsia. Uvedieme dva rozne pristupy, ako pojem rychlej casovej skaly za-
komponovat do modelu popisujiceho proces volatility. Predpokladajme, Ze proces volati-
lity je modelovany pomocou Besselovho odmocninového procesu (2.6) a nech pojem ¢asovej
skaly reprezentuje hodnota parametra e. Prvy zo sposobov skdlovania je prebraty z [26].
Pri tomto type skdlovania sa akokeby volatilita tirokovej miery nepohybovala v ¢asovej
Skale t ale v skale te, kde hodnota parametra € je mala a plati 0 < ¢ < 1. Skalovanim

stochastickej diferencidlnej rovnice (2.6) dostaneme

“(9; Y g + O\\//gdw. (2.11)

dy =
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Parameter o je Skdlovany hodnotou /e z toho dovodu, Ze pre stochasticky ¢len dw plati
dw = ®Vdt, kde & ~ N(0,1). Rychla ¢asova §kala je potom reprezentovand malymi
hodnotami € a limitou € — 0. Druhy spésob je prebraty z ¢lanku [12]. Rychla ¢asova
skala volatility zodpoveda velkej hodnote parametra . Ak zadefinujeme € := %, potom je
opat rychla ¢asova skala reprezentovana malymi hodnotami € a preskalovany model vyzera

nasledovne:

dy = %(9 —y)dt + U—fdw. (2.12)

Koeficient pri volatilite procesu y sa urci tak, aby sa dosiahla konstantna hodnota disperzie

limitného rozdelenia y, ktorej hodnota potom je

D(y) = —. (2.13)

2.4 Fong-Vasickov model so stochastickou volatilitou

Fong-Vasickov model bol prvykrat publikovany v ¢lanku Fized - Income Volatility Mana-
gement ([11]) v roku 1991 autormi Fongom a Vasickom. Patri medzi dvojfaktorové modely
so stochastickou volatilitou a vznikol rozsirenim Vasickovho jednofaktorového modelu. Je
zalozeny na pozorovaniach tykajtcich sa volatility kratkodobej drokovej miery. Ako sme
spomenuli v predchadzajicej podkapitole 2.2, volatilita kratkodobej tirokovej miery nie je
nutne konStantnd, tak ako napr. predpoklada Vasitkov model (1.8). Fong-Vasickov model
teda zahfha stochastickost volatility a opisuje okamzitd trokovd mieru prostrednictvom

systému dvoch stochastickych rovnic

dr(t) = k1(0; —r(t))dt + /y(t)dws,
dy(t) = Ko(by —y(t))dt + v/ y(t)dw,, (2.14)

kde prirastky dw; a dwy Wienerovych procesov mozu byt korelované, t. j. E(dw;dws) = pdt.
Pre korelacny koeficient p plati p € (—1,1). Parametre modelu k1, k2, 01,602 a v st kladné
kon$tanty. Dynamiku short rate teda popisuji dva faktory - okamzitd drokova miera
a volatilita okamzitej tirokovej miery, ktoré si modelované mean reversion procesmi.
Na nasledujicom obrazku je znazornena simulécia dvojrozmerného ndhodného procesu
{r(t),y(t),t € [0,T]}, ktory sa riadi Fong-Vasi¢kovym modelom (2.14).
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Obr. 2.3: Simulécia rieSenia (r,y) systému stochastickych rovnic (2.14) s hodnotami parametrov z tab.
2.1 a T=10.

Vidime, ze ako kratkodoba urokova miera, tak aj volatilita st pritahované k limitnym
hodnotdm 6; = 0.0652, resp. 0, = 2.640.10~*. Naviac vidime, Ze volatilita je neziporna.
Kratkodoba urokova miera z teoretického hladiska moZe nadobudat aj zaporné hodnoty,
av8ak zo simulacii sa zd4, Zze pravdepodobnost nadobudnutia zdpornych hodnot je velmi

nizka.

2.4.1 Ceny dlhopisov a vynosové krivky

V kapitole 1 sme odvodili oceniovaciu parcidlnu diferencidlnu rovnicu (1.23) pre vSeobecny
dvojfaktorovy model. Predpokladajme, Ze trhové ceny rizika maji tvar A1/, resp. Aay/y,
kde \j, Ag st konstanty. Potom PDR pre Fong-Vasickov model pre cenu dlhopisu P(7,r,y)

mé nasledovny tvar:

oP oP oP
-5 1 (ki(0h — 1) — >\1y)5 + (K2(b2 —y) — szy)a—yﬂL
y0*P v’y d*P 0*P
= —rP = 2.1
+2 or? 2 Oy? +pvy87‘8y " 0 (2.15)

pri¢om podciato¢na podmienka ceny dlhopisu je P(0,7,y) = 1. RieSenie rovnice (2.15) sa

d4 vyjadrit v separovanom tvare (pozri [11])

P(7, ) = A(r)e P, (2.16)
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pricom, aby bola splnena poc¢iato¢na podmienka P(0,r,y) = 1, pre funkcie A, B a C
musi platit A(0) = 1,B(0) = 0 a C(0) = 0. Vy¢islenim jednotlivych parcidlnych deriva-
cii vystupujicich v rovnici (2.15), naslednym spitnym dosadenim do (2.15) a zlu¢enim
jednotlivych vyrazov prisluchajicich k r a y dostavame, ze P(7,r,y) je rieSenim (2.15) v
tvare (2.16) prave vtedy ked funkcie A(7), B(7) a C(7) spliiaji systém obyc¢ajnych dife-

rencialnych rovnic

A/ = —A(Iilng + IiQQQC), (217)

B = —mB+1, (2.18)
BQ 2,72

¢ = “MB = mC = duC = - = % — vpBC, (2.19)

s pociatoénymi podmienkami A(0) = 1, B(0) = 0,C(0) = 0. Pozrime sa blizsie na tento
systém rovnic. Oby¢ajna diferencialna rovnica (2.18) pre funkciu B(7) je linearna a preto
jej riesenie splhajtce poc¢iatoént podmienku B(0) = 0 mozno lahko analyticky vypocitat.
Explicitny tvar rieSenia je
B=(1—emm). (2.20)
K1
Vsimnime si, Ze funkcia B mé presne taky isty tvar ako (1.16), vystupujica vo Vasickovom
modeli. Rovnica (2.19) pre funkciu C'(7) ma uz zlozitejsi tvar, aviak ak dosadime explicitny
tvar rieSenia (2.20),
v? B2
C' = —?CQ — (k2 + v +vpB)C — \\B — ER C(0)=0 (2.21)
vieme ju numericky, napriklad pomocou implementovanej explicitnej Runge-Kutta metody
Stvrtého a piateho radu®, vypoéitat. Potom uz len dosadenim do poslednej rovnice (2.17)

a naslednou integraciou dostavame aj rieSenie pre funkciu A(7),

A =exp <—€1T + 6B — /fg@g/ C’(s)ds) . (2.22)
0

Na obr. 2.4 st zobrazené priebehy funkcii A, B a C' pre hodnoty parametrov z tab. 2.1.
Este predtym, ako sa budeme zaoberat samotnymi vlastnostami funkcii A, B a C,

spomenieme jeden zasadny predpoklad tykajici sa parametrov Fong-Vasickovho modelu.

Stehlikova a Seviovic sa v ¢lanku [25] okrem iného zaoberaju aj pripustnostou ceny dl-

hopisu P(7,7,y). Presnejsie, aby sme funkciu (2.16) mohli chapat ako cenu dlhopisu, mala

6V Matlabe je to funkcia ode45.
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Obr. 2.4: Priebehy funkcii A, B a C pre hodnoty parametrov z tab. 2.1, \; = —12, Ay = —5,7 € (0,10].

by splitat isté vlastnosti. Su to:
1. 0 < P(r,r,y) <1preTe (0,7T],
2. funkcia r — P(7,7,9y) je klesajuca,

3. funkcia y — P(7,r,y) je klesajuca.

Prva z vlastnosti hovori o tom, Ze cena dlhopisu by mala byt kladn& a nemala by presiahnut
svoju nominalnu hodnotu 7. V druhej vlastnosti pozadujeme, aby pri vyssich kratkodobych
urokovych mierach bola hodnota dlhopisu nizsia a pri poslednej, aby so zvic¢Sujicou sa
volatilitou kratkodobej trokovej miery klesala cena dlhopisu. Vsetky tieto tri vlastnosti
st prirodzené a intuitivne a teda je rozumné, aby ich cena dlhopisu spliala. V ¢lanku [25]

autori ukazali, ze ak parametre modelu spliiaji nerovnost

1
M < ——, 2.23
o (2:23)
potom cena dlhopisu P(7,r,y) spliia vlastnosti 1-3. Preto budeme v dalSej ¢asti prace
predpokladat, Ze parametre modelu spliiaji (2.23).
V kratkosti spomenieme niekolko vlastnosti funkcii A, B a C, ktoré st podmienené
Strukturalnym predpokladom o parametroch modelu (2.23) a ktoré sa vyuzivaja pri odvo-

deni vlastnosti cien dlhopisov a vynosovych kriviek.

"V naom pripade sme uvazovali diskontny dlhopis, touto hodnotou je teda 1.
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Veta 1. ([23], Veta 19.)
Za predpokladu (2.23) funkcie A, B, a C maju nasledovné vlastnosti:

1. C'(0) =0,C"(0) = =\,
2.V >0:0< A(r) < 1,B(r) >0,C(r) > 0.

Ukazeme, Ze z podmienok uvedenych vo Vete 1 vyplyvaja vlastnosti 1-3. Pripomenme,
ze cena dlhopisu je v tvare (2.16). Pretoze pre funkciu A(7) plati A(7) € (0,1),Vr >
0 dostavame P(r,7,y) € (0,1) pre 7 € (0,7]. Ak zderivujeme cenu dlhopisu P(r,7,y)
postupne podla premennych r a y a vyuzijeme P(7,7r,y) € (0,1) a B(r) > 0,C(7) >
0,V7 > 0 dostavame

oP
W - —B(T)P(T, T, y) < Oa
oP
T —C(1)P(7,1,9) <O.

Zaporné hodnoty derivacii dokazuju vlastnosti 2 a 3. Pozrime sa, aky tvar moze nadobudat
krivka casovej Strukttry trokovych mier pri pouziti Fong-Vasickovho modelu. Pouzijic
separovany tvar rieSenia ceny dlhopisu (2.16) a vzorec (1.2) na vypocet trokovej miery

R(t,r,y) dostavame

R(7,r,y) = —% In A(7) + %B(T)T + %C(T)y. (2.24)

Obrazok 2.5 zobrazuje krivky ¢asovej Struktiry trokovych mier.
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Obr. 2.5: Krivky ¢asovej §trukttry trokovych mier. Hodnoty parametrov modelu st z tab. 2.1, \; = —12,
Ao = —5,7 € (0,30]. VIavo: r = 0.0652,y € [0.0001,0.0011]. Vpravo: y = 2.64.10~%, € [0.05,0.10].
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Na obrazku vlavo st vykreslené vynosové krivky pre fixni hodnotu trokovej miery
r = 0.0652 a meniace sa hodnoty volatility. Vpravo je naopak zafixovana hodnota volatility
tirokovej miery na y = 2.64.10™%, zatial ¢o Grokova miera sa meni. Na zaver si ukdZeme este
jeden dovod, preco je Strukturalna podmienka (2.23) dolezita. Predpokladajme na teraz,
7ze parametre modelu nespliiaji predpoklad (2.23), konkrétne uvazujme \; > 0. Podla
prvej podmienky vo Vete 1 potom plati C”(0) = —\; < 0,C’(0) = 0 a naviac C'(0) = 0.
Preto pre nejaky maly ¢as do expiracie 7 > 0 nadobiida funkcia C' zdporné hodnoty, ¢o
mé za nasledok fakt, ze arokové miery mozu byt pre vysoké hodnoty volatility zaporné.
Thto situaciu ilustruje obr. 2.6, kde sme pre trhovi cenu rizika \; zvolili hodnotu 15 a pre
volatilitu hodnoty z intervalu [0.006,0.0075]. Vidime, Ze funkcia C' je na celom intervale
zaporna a hodnoty trokovych mier nadobtdaju aj zaporné hodnoty, ¢o nie je v silade s

realitou.

Funkcia C Vynosové krivky
0 - - - - - 0.07 - - - -

Vynos

-100

-120

-140
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

Maturita Maturita

Obr. 2.6: Funkcia C a vynosové krivky pri poruseni predpokladu (2.23). Hodnoty parametrov modelu
st z tab. 2.1, A\; = 15, Ao = =5, 7 € (0, 30].

2.4.2 Limita vynosovych kriviek

Vratme sa naspéit k obr. 2.5, ktory zobrazuje vynosové krivky. Pri pohTade nan nas moze
napadnit otazka, ¢i existuje limita vynosovych kriviek pre 7 — oo a v pripade ak existuje,
aka je jej hodnota. Touto otazkou sa teraz budeme zaoberat. Hodnoty krivky ¢asovej Struk-
tary urokovych mier sa vypoditaju pomocou vzorca (2.24), v ktorom vystupuju funkcie
A, B a C. Podla Vety 1 je funkcia A ohrani¢ena a z explicitného tvaru (2.20) funkcie B
dostavame

lim B(r) = i (2.25)

T—r00 K/l
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Zaujimat nés teda bude priebeh funkcie C'. Predpokladajme, Ze existuje limita funkcie C.

Pouzitim Vety 1 je potom tato limita nezaporné a teda nech

lim C(7)=:C > 0. (2.26)
T—00
Intuitivne, ak mé funkcia limitu, potom aj jej deriviacia ma limitu a naviac hodnota tejto
limity je nula. Podrobny dokaz tohto tvrdenia moéze ¢itatel najst napriklad v [19]. Struéne,
predpokladajme sporom, 7e lim,_,,, C'(7) = L # 0. Potom z Lagrangeove] vety o strednej
hodnote® a definicie limity plati Vs, t € (K,00) : C(s) — C(t) > £(s —t), ¢o pre s = o0

dava spor. Z (2.19) dostavame kvadratickt rovnicu pre C

2 ~ A 1
0="0C+ Ko+ dv+ L C+2+ . (2.27)
2 K1 K1 2KY
Ak predpokladame platnost strukturalnej podmienky (2.23), potom pre absolitny ¢len
v kvadratickej rovnici (2.27) plati

1+ 2)\1 K1
— <. 2.28
2k2 T (2:28)
Pre potreby existencie prave jednej nezapornej limity C potrebujeme, aby rovnica (2.27)
mala dva redlne korene, jeden kladny a jeden zaporny. Toto mdZzeme dosiahnut zosil-
nenim predpokladu (2.23) na ostra nerovnost. VyuZitim platnosti Vietovych vztahov? pre
kvadratické rovnice potom dostéavame, ze (2.27) ma prave jeden kladny korefi a hodnota

limity C' sa rovna prave tomuto korenu. Vypocitajme teraz hodnotu limity vynosovych

kriviek.
In A B
lim R(r,r,y) = lim — nA(7) - (T)T + C(T>y
T—00 T—00 T T
/
= lim —1nA(T> = lim —i
700 T oo A
= lim 51013 -+ 52926
T—00
= 91 —+ /@925 (229)

8mathworld.wolfram.com /Mean-ValueTheorem.html
Ymathworld.wolfram.com /VietasFormulas.html
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Vo vypocte sme vyuzili nasledovné. V prvej rovnosti vztah (2.24), v druhej sme vyuzili,

ze funkcie B a C st kladné pre 7 — oo a maji konecni limitu. Preto

lim B(T)r = lim @y

T—00 T T—00 T

= 0. (2.30)

V tretej rovnosti sme pouzili L'Hospitalovo pravidlo a v poslednych dvoch vztahy (2.17)
a (2.25). V nasledujiicej ¢asti sa budeme venovat kalibracii niektorych parametrov Fong-

Vasickovho modelu.

2.4.3 Kalibracia trhovych cien rizika

O kalibracii modelov kratkodobej tirokovej miery sa vedu Siroké diskusie. Existuje mnozstvo
sofistikovanych metéd na odhadnutie parametrov, napr. zovseobecnena metoéda momen-
tov (GMM), efektivna metoda momentov Gallanta a Tauchena (EMM of Gallant and
Tauchen), rozsireny Kalmanov filter (EKF) a iné. Nie je jednoduché uréit, ktora metoda
je pre dany model najvhodnejsia. Kalibracia Fong-Vasickovho modelu nepatri do naplne
nasej diplomovej prace, avsak odhady parametrov modelu budeme v kapitole 4 potrebovat.
Snazili sme sa preto v dostupnej literature najst odhady tychto parametrov. Vhodnymi
¢lankami, ktoré sa nam podarilo ziskat boli ¢lanky [9] a [10], oba od Danilova a Mandala.
V nich autori pomocou EMM odhadli parametre k1, ko, 01, 02 a v. Data, z ktorych paramet-
re odhadli boli vyjadrené v percentach. My v8ak potrebujeme odhady v desatinnych ¢islach
a preto je potrebné preskalovanie. V nasledujucej tabulke st uvedené originalne hodnoty
parametrov prevzaté z |9] a taktiez preskalované hodnoty, s ktorymi budeme dalej praco-

vat.

Parameter | Odhad prebraty z [9] | Preskalovany odhad

K1 0.109 0.109000
K2 1.482 1.482000
01 6.520 0.065200
02 2.640 0.000264
v 1.934 0.019340

Tabulka 2.1: Hodnoty odhadnutych parametrov Fong-Vasitkovho modelu (zdroj: [9]) a preskalované
hodnoty.

V ¢lanku sa autori vobec nezaoberaji koreldciou medzi prirastkami Wienerovych pro-
cesov, preto budeme predpokladat, ze p = 0. Ostavaju nam teda uz len hodnoty trhovych

cien rizika Aj, As. Odhady tychto parametrov vSak uz v ¢lanku nie si, preto ich musime
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odhadnit sami. Na odhad pouZijeme data uvedené v nasledujicej tabulke. Jedné sa o
spriemerované vynosy dlhopisov s maturitami od 1 do 10 rokov a spriemerovani hodnotu
vynosu trojmesac¢ného dlhopisu, ktori budeme povazovat za aktualnu hodnotu kratkodobej

urokovej miery.

’Maturita ‘Sm‘ 1r ‘ 2r ‘ 3r ‘ 4r ‘ 5r ‘ 6r ‘ r ‘ 8r ‘ 9r ‘107"‘
| Vynosy (%) [ 5.84]6.30]6.49 [ 6.61]6.69[6.75| 6.81[6.84 | 6.87]6.88 | 6.90 |

Tabulka 2.2: Spriemerované hodnoty vynosov dlhopisov s réznymi maturitami. Zdroj: [9]

Odhad pomocou limity vynosovych kriviek

V predchadzajicej ¢asti sme vypocitali teoretick hodnotu limity vynosovych kriviek. Na
zéklade dat uvedenych v tab. 2.2 nastavime tito hodnotu na 7.00%. Z rovnice (2.29)
potom mozeme vyjadrit hodnotu C' a dosadif ju do (2.27). V rovnici (2.27) st potom
dve nezndme - A\; a Xo. Naviac, z tejto rovnice vieme vyjadrit Ay pomocou A; a tak
dostavame jednorozmernid optimalizaciu pre neznamu A;. Odhad trhovej ceny rizika )\,

potom dostaneme ako vysledok optimaliza¢nej tlohy

101

: i Rreal _ Rmod 2
lim R™? = 0.07
T—00
1
A < ——
1 2/{1 9

kde R yresp. R™¢ st hodnoty reilnych vynosov uvedenych v tab. 2.2, resp. vynosy
s prisluSnymi maturitami vypocitané Fong-Vasickovym modelom. Hodnotu trhovej ceny

rizika Ay potom dopocitame z hodnoty A;.

Dvojrozmerna optimalizacia

Druhym spésobom odhadnutia trhovych cien rizika je dvojrozmerné optimalizicia. V nej
budeme optimalizovat cez oba nezname parametre tak, aby sa dosiahla zhoda s vynosovymi
krivkami. RozliSime dva pripady - optimalizacia s rovnakymi vdhami a optimalizacia
s roznymi vahami maturit. Rovnaké vdhy maturit znamenaji, ze vahy pre jednotlivé

vynosy si rovnaké bez ohladu na to, k akej maturite dlhopisu prislichaji. Naopak,
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v druhom pripade budu vahy jednotlivych vynosov zavisiet od maturity dlhopisu, ku ktorej

prislichaji. Presnejsie, vahou bude 72. Uéelova funkcia minimalizacie ma potom tvar

10 1
min . Rfeal . Rmod 2
A1,A2 4 10( ! ! )
1=1
pre prvy pripad a tvar
10 .
7
min o R?jeal . Rmod 2
>\171/\2 — 10< ! ’ )

pre druhy pripad. V oboch pripadoch musi byt splnené ohranic¢enie \; < —ﬁ. V nasle-

dujucej tabulke su vysledky optimalizacie pre v8etky tri sposoby odhadovania.

’ Metoda ‘ )\1 ‘ )\2 ‘
Odhad pomocou limity vynosovych kriviek —4.94 | —63.1044
Dvojrozmerna optimalizacia s rovnakymi vahami maturit | —12 -5
Dvojrozmerna optimalizacia s roznymi vdhami maturit —11 —6

Tabulka 2.3: Odhady trhovych cien rizika

Na obr. 2.7 je vlavo porovnanie vynosovej krivky s hodnotami \; = —4.94, \, = —63.1044
s realnymi datami a vpravo samotna vynosova krivka pre 7 € (0,100). Vidime, Ze kon-
vergencia vynosovej krivky k limitnej hodnote je velmi pomala, z ¢oho mozeme usudit,
7e odhady trhovych cien rizika v tomto pripade nemusia byt az také dobré. Aj z tohto
dovodu sme uvazovali dvojrozmernt optimaliziciu. Porovnania vynosovych kriviek s real-

nymi datami pre oba pripady tejto metddy st vykreslené na obr. 2.8.
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Obr. 2.7: VTavo: Porovnanie vynosovej krivky s realnymi datami pre odhad pomocou limity vynosovych

kriviek. Vpravo: Vynosova krivka pre 7 € (0, 100)
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Obr. 2.8: Porovnanie vynosovej krivky s realnymi datami pre dvojrozmernti optimalizaciu s rovnakymi
vahami (vlavo) a s roznymi vahami (vpravo).

Aj ked z obrazkov je zrejmé, 7e sa nejedné o extrémne dobré fitovanie realnych dat,
vynosové krivky ako také maju rozumny tvar. V kapitole 4, kde budeme porovnévat
presné rieSenie s aproximovanym, budeme preto pri porovnavani vyuzivat vSetky tri sady

parametrov A\; a As.



Kapitola 3

Asymptoticka metéda a odvodenie

aproximacie ceny dlhopisu

Néaplihou tejto kapitoly bude predstavenie asymptotickej metoédy, pomocou ktorej uréime
aproximéaciu ceny dlhopisu. Metoda zahina koncept rychlej ¢asovej §kaly volatility trokove;j
miery. Fouque, Papanicolaou a Sircar v ¢lankoch [12] a [6]' aplikovali tito metodu na

dvojrozmerné modely so stochastickou volatilitou dané rovnicami

dr(t) = k(6 —r(t)dt + f(y(t))dwn,
dy(t) = ke(Oy —y(t))dt + B(pdwi + /1 — p?dw,),

dr(t) = ry(0; —r(t))dt + /eur(t) + croy(t)dw:,
dy(t) = ra(By —y(t))dt + /earr(t) + cooy(t)dwy,

kde f je kladna funkcia a vypocitali aproximované ceny opcii, resp. dlhopisov. Stehlikova

a Seviovie v [26] pomocou tejto metddy vypoécitali aproximovant cenu dlhopisu pre model

dr(t) = k(0 —r(t))dt+ /y(t)\/r(t)dw,
dy(t) = aly)dt +vyy(t)dw,,

kde diferencidlna rovnica % = a(y) pre funkciu a(y) ma dve stabilné stacionarne riegenia.

Nakoniec Aldberg v [1] aplikoval asymptotickt metoédu na model, kde sa volatilita tirokovej

Ly spolupraci s Cottonom
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miery riadi Vasickovym modelom

dr(t) = k(01 —r(t))dt + y(t)dwy,
dy(t) = ko(by —y(t))dt + odws,.

Vo vsetkych styroch pripadoch st w; a ws nezavislé Wienerove procesy. V naSej praci
aplikujeme asymptoticki metoédu na Fong-Vasickov model so stochastickou volatilitou.
Vyhodou, v porovnani s aplikdciami na iné modely je to, Ze pre Fong-Vasickov model
vieme najst dostatocne presné rieSenie ceny dlhopisu. Mame teda moZznost porovnania

aproximécie rieSenia s presnym rieSenim. Tymto sa bude zaoberat kapitola 4.

3.1 AsymptotickdA metoéda

Jednou z hlavnych tloh diplomovej prace je pomocou asymptotickej metody odvodit apro-
ximaciu ceny dlhopisu pre Fong-Vasickov model. KIu¢ovym predpokladom pouzitia tejto
metody je predpoklad, Ze volatilita irokovej miery sa pohybuje v rychlej ¢asovej skale, t. j.
v naSom pripade teda predpokladame, Ze ko je velké. Princip metody spociva v asymp-
totickom rozvoji presného rieSenia. Ukoncenie tohto rozvoja v rozumnom bode, t. j. apro-
ximéacia na urcitej trovni presnosti, redukuje zavislost aproximovanej ceny na detailoch
podkladového modelu. V tomto zmysle je asymptotickd metdda robustné a teda vhodna pre
siroku skalu modelov (]6]). Pre modely ako Fong-Vasickov model, ktorého druhym nahod-
nym faktorom je volatilita trokovej miery, teda proces, ktory nie je priamo pozorovatelny
na trhu, je tento fakt velmi podstatny. Pre vypocet ceny dlhopisu totiz nebudeme nutne
potrebovat odhady vSetkych parametrov modelu popisujiceho skryty proces volatility.
Inak povedané, proces kratkodobej urokovej miery moZzeme povazovat za pozorovatelny,
zatial ¢o aktuédlna hodnota volatility pozorovatelna nie je. Asymptotickd metéda vypoctu
ceny dlhopisu zredukuje priamu zavislost tejto ceny na parametroch procesu y ale ostane

dostatoc¢ne zavisla na parametroch procesu tdrokovej miery.
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3.1.1 Odvodenie aproximovanej ceny dlhopisu
Preskalovanie modelu

Uvazujme Fong-Vasickov model (2.14). Za podmienky 2’%92 > 1 je limitné rozdelenie

nahodnej premennej y(t) podla 2.1 gama rozdelenie I'(«, 5) s parametrami

2/‘1292

a = — 5 (3.1)
2
B = g (3.2)

Ak pouzijeme druhy z pristupov skalovania uvedenych v predchadzajicej kapitole, pre jed-
notku rychlej ¢asovej skily € dostavame € = %2 Zafixovanim variancie limitného rozdelenia

premennej y potom dostavame preskalovany Fong-Vasickov model v tvare

dr(t) = k(07 —r(t))dt +/y(t)dws, (3.3)

dy(t) — %(92 —y(t))dt+ 2 Vj/g(t) dws. (3.4)

Parametre «, f gama rozdelenia potom st

0 = 27022 (3.5)
2
po= 0 (3.6)

Nech sa trhové ceny rizika daji vyjadrit v tvare Ai,/y, resp. A2,/y, kde Ay, Ay st konstanty,

potom parcidlna diferencidlna rovnica pre horeuvedeny model mé nasledujuci tvar:

o0P¢ O P¢ 1 1 OP¢
ot + (k1(6h —7) — \y) or + (2(92 —y) — %/\2?)?/) 8_y

—rP =0 (3.7)

+y 02 pe n 1v2y 0%2P¢ 4 1 0? Pe
= -—= —pv
2 0r2 € 2 0Oy? \/Ep y@ray

s koncovou podmienkou P¢(T,r,y) = 1.2

2P<(t,r,y) oznacuje cenu dlhopisu vzhladom na parameter e.
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Prepis PDR pomocou operatorov

Zapis parcialnej diferencialnej rovnice v tvare (3.7) je velmi neprehladny. MéZeme si v8im-
nut, ze vzhladom na parameter ¢ obsahuje ¢leny troch radov: %, ﬁ a 1. Ak zoskupime
vyrazy prisliachajuce k tymto jednotlivym radom, mozeme (3.7) prepisat do zjednoduseného
tvaru pomocou zavedenia nového vhodného oznacenia Ly, £1 a L. PDR (3.7) potom vyze-

r4 nasledovne:

1 1
(EEO + %Ll + £2> Pt = 0, (38)
kde

0 vy 0?
Ly = (62— Z/)@—y + 2 o (3.9)

0 0?
£1 = —)\QUya—y + pUym, (310)

o y 0?

Ly = §+('f1(91—7”)—)\19)5+§w—7“- (3.11)

Pozrime sa blizSie na jednotlivé operatory. Operator Ly obsahuje len parcidlne deriva-
cie vzhladom na volatilitu y, £; obsahuje zmieSané parcidlne derivacie vzhladom na obe
stochastické premenné?®. Nakoniec, operdtor £, je Vasickov operator pre stochasticky pro-
ces (3.3).

Asymptoticky rozvoj P¢

Asymptoticky rozvoj presného riesenia P€ spociva v tom, Ze toto rieSenie rozvinieme do

radu vzhTadom na mocniny 4/, t. j.
P€:P0+\/EP1—|—EP2—|—E\/EP3—|—..., (312)

kde P,, P, ... st funkcie premennych t,r,y spliajice koncové podmienky Py(T,r,y) = 1
a P(T,r,y) =0 pre i > 1. Substiticiou (3.12) do (3.8) a zoskupenim ¢lenov jednotlivych

3 Ak by sme predpokladali, Ze Wienerove procesy wi a ws st nekorelované, t. j. p = 0, operator £; by
obsahoval len parcidlnu derivaciu vzhladom na y.
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radov parametra ¢ dostavame
1

e
(£OP2 + £1P1 + EQPO)

Ve(LoPs+ L1Py + Lo Py)

1
ZEOPO (LoPr + L1 Fy)

+ 4+ + o+

I
e

(3.13)

KedZe sa jedna o aproximac¢ni metddu, postup rieSenia spoc¢iva v postupnom aproximovani
rieSenia. PresnejSie, najprv zoberieme ¢len prislichajtci radu % a polozime ho rovny nule.
V druhom kroku poloZzime rovny nule ¢len pri \/lg, atd. V kazdom kroku takto dostaneme
parcialnu diferencidlnu rovnicu, z ktorej sa snazime ziskat ¢o najviac informacii o funkciach
P; a napokon tieto funkcie explicitne vyjadrit. Presnost aproximécie, ale aj naroc¢nost
vypocétu bude zéavisiet od poc¢tu funkcii P;, ktoré budeme chciet explicitne vyjadrit. Cim
viac ¢lenov rozvoja (3.13) budeme brat do tivahy, tym naro¢nejsi bude vypocet aproximacii
a tym viac bude vysledné aproximéacia zavisla od Specifik konkrétneho modelu. Avsak ak
zoberieme do tvahy maélo ¢lenov, moze sa stat, ze nezachytime dolezité charakteristiky,
napr. humps vynosovych kriviek ([6]).

Clen radu %

Polozme ¢len radu % rovny nule, t. j.
0 vy 02
LoFPy =0 & O —y)—+——— | Ph=0. 3.14
0o ((2 y)8y+ zayg) 0 (3.14)

Ako sme uz spomenuli, operator Ly obsahuje len parcialne derivacie vzhladom na y(t) a

preto Py nezavisi od premennej y(t), je vzhladom na fu konstantné, t. j.
P() :Po(t,r). (315)

Clen radu \/ig

Uvazujme teraz ¢len radu \/lg, t. j.

£0P1 + ACIPO - O (316)
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Operator £; obsahuje v oboch svojich ¢lenoch parcidlne derivacie vzhladom na y(t) a
ako sme uz ukézali, Py od tejto premennej nezavisi, preto nutne £,F, = 0. Z toho v8ak
dostavame, ze aj LoP; = 0 a pouzijuc rovnaky argument ako pri predchadzajicom c¢lene
dostavame

P = Pi(t,r). (3.17)

Ukazali sme, ze prvé dva ¢leny rozvoja, Py + /€Py, nezavisia od volatility tirokovej miery.

Clen radu 1

V predchéadzajtcej ¢asti sme eliminovali prvé dva ¢leny rozvoja. Pokra¢ovat budeme d'alsimi
dvomi krokmi, a to eliminovanim ¢lenov radu 1 a y/e. Polozme teda ¢len prvého radu rovny
nule, t. j.

LoPy+ L1P, + LoFP) = 0. (3.18)

Pretoze P, = Pi(t,r) a teda nezavisi od y tak £, P; = 0 a preto
LOPQ + EQP() = 0. (319)

Ak zafixujeme r a stistredime sa len na zavislost od y dostaneme, ze (3.19) je v tvare Pois-
sonovej rovnice pre operator Ly a premennu y. Poissonove rovnice patria medzi eliptické
parcialne diferencidlne rovnice. Pre potreby dalSich vypoc¢tov uvedieme vo forme lemy
podmienku rieSitelnosti Poissonovych rovnic. Citatel sa podrobnejsie informécie mdze

dozvediet napr. v [13].

Lema 2.
Uvazujme rovnicu LoP + g = 0, kde Ly je operdtor definovany vztahom (3.9) a g je dand

funkcia. Nutnou podmienkou existencie riesenia P je, Ze funkcia g spliia (g) =0, t. j.

kde f(y) je limitné rozdelenie procesu y(t).

Podmienka riesitelnosti pre rovnicu (3.19) ma podla Lemy 2 tvar (£,F) = 0. Pretoze
Py nezavisi od y(t) dostavame (Ly) Py = 0 kde
9 (y) 0

(L2) = % (R =) = Aly)) g+ or g (3.20)
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Podla (2.9) plati
(y) = 0a. (3.21)

Dosadenim tejto hodnoty do podmienky rieSitelnosti Poissonovej rovnice dostavame par-

cidlnu diferencialnu rovnicu

0P OPy 0y 0P,
(La)Po= 2+ (mi(6y = 1) = MVO)VB) 2+ 252 —rRy =0, (3.22)

PDR (3.22) prislicha Vagickovmu modelu (1.8) s volatilitou o(r,t) = /05 a konstantnou
trhovou cenou rizika \(r,t) = A\;1/f2. Ak teda pouZijeme postup odvodenia ceny dlhopisu

vo Vagickovom modeli, dostavame

Po(r,r) = A(r)e B0 (3.23)
B = 1-rB, (3.24)
0
A" = AB(MOy — k16y) + EQABQ, (3.25)
s pociatoénymi podmienkami A(0) = 1 a B(0) = 0. Explicitné rieSenia pre funkcie A, B
st
1
B = —(l—e™
—(— e
AMby B 02 o
A = B - 0 ————= | —-—B"]. 2
P {( ™) ( Yokl 2k2 4Ky (3.26)

Cenu dlhopisu Py(7,7) budeme nazyvat cena aproximovana Vagickom. Vratme sa spit

k podmienke riesitelnosti. Ak vyuZijeme jej platnost, t. j. (£2Py) = 0, mdzeme napisat
LoPy = LyPy — (Lo Fy) = (L2 — (L2)) P, (3.27)

kde pre rozdiel operatorov Lo — (L5) na zaklade (3.11) a (3.20) plati

Lo () = 50— () arg — Mly — () o (3.28)

Vyjadrenim P, z rovnice (3.19) a pouzitim vztahu (3.27) dostavame rieSenie Poissonovej

rovnice

Pg(t, T, y) = —Lal(ﬁgp()) = —ﬁal(ﬁg - <£2>)P0 + C(t, 7“), (329)



3.1 Asymptotickd metdéda 40

kde funkcia c¢(t,r), konstanta vzhladom na premenniti y, pochadza z riesenia Poissonove;
rovnice. Podme sa teraz pozriet na dalsi ¢len rozvoja.
Clen radu +/e

Polozme §tvrty ¢len rozvoja (3.13) rovny nule, t. j.
[,Opg ‘|‘ £1P2 + £2P1 - O (330)

Rovnica (3.30) je opét v tvare Poissonovej rovnice pre funkciu Py vzhladom na operator
Ly. Preto, pouzijuc podmienku riesitelnosti z Lemy 2, dostavame, ze rovnica (3.30) ma
rieSenie ak plati

(L1Py + LoP) = 0. (3.31)

7 linearnosti strednej hodnoty vyplyva
(LaPr) = —(L1P) (3.32)
a teda

(L) Pr = (LoPr) = —(L1Py) = (L4(Ly " (Ly — (L2)) Py + c(t, 7))
= (L1L5" (L2 — (L)) Po. (3.33)

Pri odvodeni vztahu (3.33) sme vyuzili niekolko faktov. V prvej rovnosti sme pouzili
informéciu, 7Ze funkcia P; nezavisi od premennej y, v druhej rovnosti sme pouzili vztah
(3.32), v tretej (3.29) a v poslednej sme opit vyuzili, ze Py je konstantné vzhladom na
y a ze Lic(t,r) = 0, pretoze operator L£; obsahuje v oboch ¢lenoch parcidlne derivacie

vzhladom na y. Pre zjednoduSenie zapisu pouzijeme oznacenie
(L2)Py = (L1L5N Ly — (L)) Py = AP. (3.34)

Na tomto mieste je vhodné zaviest novii pomocnu funkciu ®(y), ktora je rieSenim
Poissonovej rovnice

Lo® =y — (y). (3.35)

Poznamenajme, 7e podmienka riesitelnosti z Lemy 2 plati, kedze (y— (y)) = (y) — (y) = 0.
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Substiticiou (3.35) do (3.28) a dosadenim do A dostavame

A = (LiLgH (L2 — (La)))
1 2

_ 0 0
= <£1£0 150@ (§w — )\15)>
1 52 0
= (Lid) (5%”%)'

Ak teraz za operator £, dosadime (3.10) dostavame

0 0? 1 02 0
A= <<_A2“ya_y ! ”“yaray) @> (5ﬁ - Al@)

2 3

N 1 N 1 N
= MAu(yd >§ - (5)\2?) + >\1PU) (y® >8 5 T PU<?J‘I) >%

Vyraz pre A obsahuje prvi, druht a tretiu parcialnu derivaciu vzhladom na r. Ak oznac¢ime

jednotlivé ¢leny pri tychto derivaciach Vi, V5 a Vi, dostavame

2 3
Avla 0 0

o +V26 5 ‘l‘%%, (3.36)
kde Vi, V5 a V3 oznacuji skupinové parametre
i = /\1/\20@@/%
1
Ve = = (k) o),

1
Vi = §PU<?J‘P,>'

Pripominame, Ze nasim cielom je vypocitat aproximéciu P;, ktord vyhovuje rovnosti

(3.34). Ak teda vyuzijeme vztahy (3.11), (3.23), (3.36) pre Ly, Py, A a dosadime ich do

(3.34) dostaneme parcialnu diferenciélnu rovnicu pre Py (7,7)

0P,
—8—7_1+(:‘<61(91—7’) )\10' )

oP, 1 ,0%P,

o t50 58 rP — Ae P (—~ViB + V,B? — V3B*) = 0,

kde funkcie A a B spliaju (3.25) a (3.24). Predpokladajme, Ze riesenie predchadzajiice;
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rovnice budeme hladat v separovanom tvare
Pi(r,7) = D(1)A(1)e B0, (3.37)

kde funkcie A, B vyhovujua (3.25) a (3.24). Pretoze P;(0,7) = 0, pre po¢iato¢ni podmienku
funkcie D plati D(0) = 0. Vy¢islenim a dosadenim jednotlivych derivacii vystupujtcich
v parcidlnej diferencialnej rovnici a vyuzitim (3.25) a (3.24) dostaneme, ze funkcia D(7)

spliia oby¢ajni diferencidlnu rovnicu
D' =ViB — V,B? + V3B, (3.38)

Ak pouzijeme explicitny tvar funkcie B, tak integraciou predchédzajicej rovnice dosta-

vame

D(r) = 4 /(1 Cemmyar— 2 [ emmar 4 2 [ - emmyan,

K1 K% "51

a po vypocte integralov a vyuziti pociato¢nej podmienky dostavame explicitny vyraz pre

funkciu D

2
W B+T_K B__32 +V B__32 Bips o). (3.39
3

D(r) =
Aproximovana cena dlhopisu teda bude mat tvar

PE(7,7,y) = Py(7,7) + VePy(,1) = (1 4+ v/eD(7))A(7)e B0, (3.40)

kde funkcie A(7), B(7), D(7) vyhovuji (3.26) a (3.39).

3.1.2 Vypocet konstanty (yd’)

V priebehu odvodzovania aproximovanej ceny dlhopisu sa objavila nova konstanta, ktore]
sme sa doposial nevenovali. Je fou vyraz (y®’), ktory vystupuje v ¢lenoch Vi, V5 a V.
Funkcia ®(y) spliia rovnost (3.35) a ak vyuZijeme (3.21), pre funkciu ®(y) dostavame

linedrnu nehomogénnu diferenciilnu rovnicu druhého radu

2(0y — )(I)/ 2(6> — y) —0. (3.41)

(p//_i_ 5
vy vty
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Na vypocet konstanty nam postacuje vediet hodnotu derivacie funkcie ®(y), a teda ak
zavedieme substiticiu ® = ¥ dostdavame nehomogénnu linedrnu obycajna diferencialnu
rovnicu pre ¥ (y)

02—1/)\1,4r 2(6; — y)

2(
\II/
* v2y vy

— 0. (3.42)

Rovnica sa da vyrieSit napriklad metdédou variacie konstant. RieSenim potom je

/ _ 2 Y —
V() = s [ (= (s (3.43)
Pre hodnotu konstanty (y®’) plati
W) = (e [ e tnr0ae) =2 [ [c—nresan.

Este pred samotnym vypoc¢tom integralov je potrebné zadefinovat dva nové pojmy. St
nimi horné a dolnd netplnd gama funkcia. Uvedieme naviac este lemu, tykajicu sa hornej

netiplnej gama funkcie, ktora pri vypocte integralu vyuzijeme.

Definicia 2. ([32])
Funkciu I'(a, z) = f:o teletdt nazjvame hornou neiplnou gama funkciou.

Funkciu v(a, z) = foz to=te~tdt nazjvame dolnou nevplnou gama funkciou.

7 definicie naviac priamo vyplyva vztah
[(a,z) + v(a, z) =I'(a). (3.45)
Plati nasledujtca lema.

Lema 3.(/30])

Pre neurcity integrdl z hornej neiplnej gama funkcie plati:

/F(a, 2)dz = 2T(a,z) — T(a+ 1, 2).
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Vypocéitajme teraz hodnotu vniatorného integralu:

/0 @) = /0 "6 =o)L eaopege

()

1 By Q By
= —BF(a) / tae_tdt——ﬂr(a) / e tdt
0 0

Y(e+ 1, By) — ay(a, By)
Al (a)
MNa+1)—T(a+1,8y) —al'(a) + al'(a, By)
AT ()
al(a, By) —I'(a +1, By)

- o) . (3.46)

V prvej rovnosti sme vyuzili vztahy (2.1) a (3.21) pre hustotu f(y) a (y). V druhej rovnosti

sme zaviedli substittciu t = B¢ a v tretej sme vyuzili definiciu dolnej netplnej gama funkcie

v(a, z). V stvrtej rovnosti sme vyuzili vztah (3.45) a v poslednej znamu vlastnost gama
funkcie (pozri [32])

['(z)=(z—-1'(z-1). (3.47)

Nakoniec vypoéitajme hodnotu konstanty (y®’).

(y®")

2 (™ al (o, By) — T(a+1,8y)

v Jo BT(a) dy
#r(a)/o ol(e,) =T{a+1,2)de
e [T () — Do+ 1,2) = (T + 1) o+ 2.)]
m[ar(a +1) = (o +2)]
#F(a)[al“(a +1) — (a+ 1)(a+1)]
2N (a+1) 2

~ P R —0, (3.48)

Pri predchadzajucom vypocte sme pouzili nasledujice vztahy a fakty. V prvej rovnosti

sme dosadili vztah (3.46), v druhej sme pouzili substiticiu x = Sy. V tretej rovnosti sme
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vyuzili platnost Lemy 3 a v §tvrtej nasledujice vypocty limit?.

lim'(a,z) = T(a),

z—0

g}LrgoF(a,x) = 0,

ii_r}r(l)xf‘(a,x) = 0.I'(a) =0,

i elose) = Jim ST < i ettt <o

V dalsich dvoch rovnostiach sme vyuzili (3.47) a nakoniec vztahy (3.5),(3.6) pre parametre
a, B.

3.2 Zhrnutie

Predmetom tejto kapitoly bol vypocet aproximovanej ceny dlhopisu, ktory sme uskuto¢nili
na zaklade predpokladu o rychlej ¢asovej Skéle volatility trokovej miery. Na zaver, kvoli
prehladnosti, uvaddzame stru¢né zhrnutie. Predpokladajme, Ze kratkodoba urokova miera

sa riadi Fong-Vasi¢kovym modelom

dr(t) = rk1(0; —r(t))dt + /y(t)dws,
dy(t) = ra(bz —y(t))dt + v\/y(t)dws,

a Ze hodnoty trhovych cien rizika st Ai,/y, A2y/y. Aproximovant cenu dlhopisu potom

vypocitame podla vzorca
P(1,r,y) = Po(T,7) + VePi(7,7),

kde pre funkcie P, P; plati

4Pri vypoéte poslednej limity sme pouzili L’Hospitalovo pravidlo.
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Funkcie B, A a D su dané nasledovne:

1

B(r) = —(1—e™7),

A(T) = exp [(B —7) (91 — )\;f? — 20—,%) — 40—;32} ,

D(t) = %(—B +7) — %(—B — %BQ +7) + %(—B — %32 — %%B?’ +7),

kde pre skupinové parametre Vi, V5 a V3 plati

Vi = —XAiAuby,
Ve = %)\22}02 + A pubs,
V3 = —%pvﬁg.

Zamyslime sa nad otazkou, v ¢om spociva rozdiel medzi cenou dlhopisu P(7,r,y) a cenou
vypocitanou pomocou asymptotickej metody. Hlavny a podstatny rozdiel je v parametroch,
ktoré je na vypocet cien dlhopisov potrebné odhadniat. V Tavom stipci nasledujicej tabulky
je zoznam parametrov potrebnych na vypocet ceny dlhopisu P(7,7,%), v pravom stlpci pre
cenu dlhopisu P¢(7,r). Kym pre vypocet ceny dlhopisu klasickym sposobom je potrebné
odhadnut aj korelaciu medzi Wienerovymi procesmi, parameter v pre proces volatility
a obe trhové ceny rizika, pre aproximéaciu ceny tieto odhady nie si potrebné, postacuje
odhad skupinovych parametrov Vi, Vs, V3 ziskany z vynosovych kriviek ([6]).

P(r,79) ‘ Pe(r,7)

R1 R1
61 01
K2 )
B2 Vi
v V2
p V3
A1

A2

Tabulka 3.1: Parametre, ktoré je potrebné odhadnut pri vypoécte jednotlivych cien dlhopisov

Dalsim rozdielom je fakt, Ze pre aproximovanu cenu dlhopisu nie je potrebné poznat
aktualnu hodnotu volatility drokovej miery v, ¢o je vzhladom na to, Ze volatilita nie

je na trhu pozorovatelna vyhodou. Podrobnejsie sa téme odhadov parametrov venovat
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nebudeme. Citatela vSak mozeme odkazaf na pracu [5], v ktorej Cotton okrem iného
rozobera aj stabilitu a odhad skupinovych parametrov Vi, Vs, Vs.

V nasledujucej kapitole porovname presné rieSenie P(7,7,y) Fong-Vasickovho modelu
s aproximovanou cenou dlhopisu P¢(7,7) a pozrieme sa na to, aky dopad bude mat apro-

ximacia ceny na vynosové krivky.



Kapitola 4

Porovnanie aproximacie riesenia s

presnym rieSenim

Néaplihou tejto kapitoly bude porovnanie presného riesenia Fong-Vasickovho modelu s apro-
ximovanou cenou dlhopisu vypocitanou v kapitole 3. Od ceny dlhopisu sa odvija krivka
casovej Struktiry drokovych mier - vynosova krivka. Preto sa v druhej casti kapitoly
pozrieme na to, aky vplyv bude mat aproximécia ceny dlhopisu na tvar a hodnoty vynosovej
krivky. K uskuto¢neniu tohto porovnania je potrebné poznat dostato¢ne presné rieSenie
modelu, pomocou ktorého modelujeme vyvoj kratkodobej trokovej miery. V nagom pri-
pade je to Fong-Vasickov model a toto rieSenie sme vypocitali v kapitole 2. Autori, ktor
aplikovali asymptotickit metédu na iné modely! tto moznost nemali. Preto v porovnani
s nimi mame vyhodu a moézeme sa bliz§ie pozriet na rozdiely medzi cenami dlhopisov a
vynosovymi krivkami.

V podkapitole 2.4 o Fong-Vasickovom modeli sme uviedli hodnoty parametrov tohto
modelu prevzaté z [9], ktoré sme neskor preskalovali a roznymi metodami sme odhadli
chybajice hodnoty trhovych cien rizika. Dostali sme tri dvojice parametrov A;, As. Porov-
nania presného rieSenia ceny dlhopisu, resp. vynosovych kriviek s aproximovanymi preto
budeme robit pre v8etky tri skupiny parametrov. Kvoli prehladnosti v tab. 4.1 uvadzame

vSetky hodnoty parametrov, ktoré buda pouzité v nasledujicom porovnavani.

!pozri tvod kapitoly 3
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’ Skupina ‘ K1 ‘ K9 ‘ 01 ‘ 0 v ‘ A ‘ Ao ‘
i —4.94 | —63.1044
1I 0.109 | 1.482 | 0.0652 | 0.000264 | 0.01934 | —12 -5
111 —-11 —6

Tabulka 4.1: Tabulka hodnét parametrov.

4.1 Porovnanie cien dlhopisov

V tejto Casti sa budeme zaoberat porovnanim cien dlhopisov pre Fong-Vagickov model.
Porovnavat budeme klasickit cenu dlhopisu (2.16), ktora sme vypocitali v kapitole 2 a
oznadili sme ju P(7,r,y) (na grafoch bude zakreslend modrou farbou), cenu dlhopisu
aproximovani Vasickom, t. j. cena FPy(7,7) vypocitana v kapitole 3 a dana vztahom
(3.23)(cyklamenova farba) a cenu dlhopisu aproximovani aj druhym ¢lenom P¢(7,r) dant
vztahom (3.40)(¢ervena farba). Podstatnym bude porovnanie prvej a poslednej spominane;
ceny dlhopisu, cena aproximovana Vasickom je len menej presnou aproximaciou ziskanou
na zaklade asymptotickej metody. Na nasledujicich obrazkoch st zobrazené priebehy cien
dlhopisov pre jednotlivé skupiny parametrov I, IT a III. Pre lep8iu viditelnost rozdielov
sme zvolili kratsiu maturitu 7" = 5 rokov, hodnota aktualnej kratkodobej trokovej miery
je na Tavych grafoch obrazkov 4.1, 4.2 a 4.3 rovna r = 0.04, t. j. je pod limitnou hodnotou
a na pravych grafoch rovna r = 0.08, t. j. je nad limitnou hodnotou trokovej miery. Hod-
nota aktualnej volatility drokovej miery je postupne 0.8.107%,1.6.107%,2.4.1074,3.2.1074,
4.10~%. Tento rozsah hodnot vychidza z limitného rozdelenia volatility. Vzhladom na to,
7e ceny dlhopisov Py(7,r) a P<(1,r) nie st zavislé od volatility y, pre vietky spominané

hodnoty volatility dostaneme len jednu cenu.

Cena dlhopisu pre hodnotu r=0.04 Cena dlhopisu pre hodnotu r=0.08

[N

o

©

a
T

0.95F

ot
©

0.9r

o
©
@

o
o

Cena dlhopisu
Cena dlhopisu

I

3

a
T

0.8

o
3

0.75 . . . . 0.65 . . . .
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Maturita Maturita

Obr. 4.1: Cena dlhopisu s hodnotami parametrov z tab. 4.1, skupina I.
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Cena dlhopisu pre hodnotu r=0.04 Cena dlhopisu pre hodnotu r=0.08
T T T 1 T T

0.95F
0.95r
0.9F

0.9F 0.85F

Cena dlhopisu

0.8
0.851

Cena dlhopisu

0.75F

0.8
0.7r

L L L L 065 L L L L
075, 0 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5
Maturita Maturita

Obr. 4.2: Cena dlhopisu s hodnotami parametrov z tab. 4.1, skupina II.

Cena dlhopisu pre hodnotu r=0.04 Cena dlhopisu pre hodnotu r=0.08

0.95}
0.95}
0.9+
osr 085}

081

Cena dlhopisu
Cena dlhopisu

0.75

0.8
0.7F

0.75 . . . . 0.65 . . . .
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Maturita Maturita

Obr. 4.3: Cena dlhopisu s hodnotami parametrov z tab. 4.1, skupina III.

7 predchadzajucich grafov je vidiet, 7ze aproximovana cena dlhopisu P¢ pre skupinu
parametrov I lezi prevazne nad poévodnymi cenami dlhopisov, na rozdiel od skupin II a
II1, kde je aproximécia v strede medzi povodnymi cenami dlhopisu pre rézne hodnoty y.
Z grafov nie st velmi viditelné rozdiely, nakolko st velmi malé, preto sme na obrazku
4.4 vykreslili rozdiely medzi pévodnou cenou dlhopisu P pre rozne hodnoty volatility y a
aproximovanou cenou dlhopisu P¢, ktoré sme vypocitali pre hodnotu aktualnej trokovej
miery r = 0.04. Z prvého grafu vidime, Ze pre skupinu parametrov I a pre vic¢sie hodnoty
maturity je aproximovand cena P°¢ vacSia ako cena P bez ohladu na hodnotu y. Pre
skupiny II a III je rozdiel najmensi pre hodnotu volatility y = 2.4.10~%. Aproximované
cena dlhopisu sa preto pre skupiny parametrov IT a III zd4 byt dobra. Pozrime sa teraz

na porovnanie vynosovych kriviek.
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Rozdiel
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x 10"

Skupina parametrov .

x107° Skupina parametrov II.

y=0.00008
—— y=0.00016
3H y=0.00024
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y=0.00024 2 j
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1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
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x10° Skupina parametrov Il
T T T
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y=0.00024
y=0.00032
| L——y=0.00040
3
o
R
o
@
-3 .
0 1 2 3 4 5
Maturita
Obr. 4.4: Rozdiel cien dlhopisov P — P€ pre hodnotu r = 0.04.

4.2 Porovnanie vynosovych kriviek

V tejto Casti sa pozrieme na to, ako sa zmeni tvar a hodnoty vynosovych kriviek. Vynosovi

krivku odvodent od klasickej ceny dlhopisu sme oznacili R(7,r,y). Vynosovi krivku pris-

lachajtcu aproximovanej cene Py oznadime Ry(7,7) a cene P¢ oznacime R*(7, 7). Na nasle-

dujtcich grafoch si zobrazené vynosové krivky? pre maturitu 7' = 10. Hodnoty aktuélnej

urokovej miery a volatility trokovej miery st rovnaké ako v predchadzajicej podkapitole

4.1. Na prvom obréizku st zobrazené vynosové krivky pre skupinu parametrov I. Vidime,

7e zatial ¢o krivky R st rastice, pre r = 0.08 maju aproximované krivky Ry a R klesajuci

charakter. Pre skupiny parametrov II a III lezia vynosové krivky v strede medzi povod-

nymi, ¢i uz pre hodnotu r» = 0.04 alebo » = 0.08. Presné hodnoty vynosov pre parametre
zo skupin II a III su uvedené v tabulkach v prilohe.

2Jednotlivé farby st analogické ako v podkapitole 4.1, t. j. R-modré, Ry-cyklamenova, R°-Eervena.



4.2 Porovnanie vynosovych kriviek

52

Vynosové krivky pre r = 0.04

Vynosové krivky pre r = 0.08

Maturita

Vynosové krivky pre r = 0.08

0.06 ‘ ‘ ‘ 0.085
0.058 q 0.084
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0.054 ]

0.082
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” » 0.081
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E o £

> > 008
0.048 ]

0.079
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0.044 — 0.078
0.042 i 0.077
0.04 : ‘ : 0.076
0 2 4 6 10 0
Maturita
Obr. 4.5: Vynosové krivky s hodnotami parametrov z tab. 4.1, skupina I.
Vynosové krivky pre r = 0.04
0.065 ‘ : ‘ 0.086
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Vynosové krivky pre r = 0.08
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0.04 . L . 0.079
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Obr. 4.6: Vynosové krivky s hodnotami parametrov z tab. 4.1, skupina II.
Vynosové krivky pre r = 0.04
0.06 T T T 0.0845
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> >
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Obr. 4.7: Vynosové krivky s hodnotami parametrov z tab. 4.1, skupina III.
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Ak by sme teda chceli zhrnut vysledky porovnania, mohli by sme povedat, ze kvalita
odvodenej aproximécie je dobra, rozdiely medzi cenami dlhopisov st radovo 1073, apro-
ximéacie vynosovych kriviek sa z grafov taktiez zdaju byt dobré. Co sa tyka nepres-
nosti odvodenej aproximacie pre skupinu parametrov I, nepovazujeme ich za vyznamné,
nakol’ko myslienka odhadu trhovych cien rizika pre Fong-Vasickov model pomocou limity

vynosovych kriviek nedala vysledky podla naSich predstav.



Zaver

V diplomovej préci sme sa venovali Fong-Vasickovmu modelu. Fong-Vasickov model pa-
tri do triedy dvojfaktorovych modelov so stochastickou volatilitou. Vznikol rozsirenim
Vasickovho modelu a to pridanim stochastickej diferencialnej rovnice pre volatilitu tirokovej
miery. V praci sme uviedli jeho podrobni analyzu a naviac sme vypocitali teoretickt hod-
notu limity vynosovych kriviek.

Cielom na8ej prace bolo odvodenie aproximécie ceny dlhopisu. Princip odvodenia
spocCival v asymptotickom rozvoji presného rieSenia vzhladom na parameter rychlej ¢asovej
skaly volatility. Odlisné ¢asové Skaly, v ktorych sa irokova miera a volatilita irokovej miery
pohybuji, st na viacerych finanénych trhoch empiricky potvrdené ([6]) a st kl'a¢ovym
predpokladom pouzitej metody. Aproximaciou sme ziskali cenu dlhopisu, ktora na rozdiel
od presnej ceny dlhopisu nie je zavisla od aktuélnej hodnoty volatility. Tento fakt je
vzhTadom na to, Ze proces volatility nie je moZzné pozorovat velmi podstatny a vyrazne
zjednodusuje kalibraciu modelu. Naviac, zatial ¢o pri povodnej cene dlhopisu bolo potrebné
odhadnit vSetky parametre modelu a trhové ceny rizika, t. j. k1,01, K2, 02, v, p, A1, A9, pri
aproximovanej cene postacuje kalibracia parametrov ki, 6,60, a skupinovych parametrov
Vi, Va, V3, ktoré vznikli aproximéaciou. Ich odhad je mozny z vynosovych kriviek ([6]).

Existencia explicitného rieSenia Fong-Vagickovho modelu nam poskytla moznost porov-
nania. Pre konkrétne hodnoty parametrov, ktoré sme prebrali z ¢lanku [9] sme preto
navrhnuti aproximéciu porovnali s presnym rieSenim. K dispozicii sme v8ak nemali hod-
noty trhovych cien rizika, ktoré sme preto museli odhadnat. Vyuzitim limity vynosovych
kriviek a dvojrozmernej optimalizacie sme ziskali tri sady parametrov. Vysledky porov-
nani boli uspokojujuce. Rozdiely medzi presnou a aproximovanou cenou dlhopisu boli
radovo 1073, Aproximéacia vynosovych kriviek lezala v strede medzi pévodnymi krivkami.
Navrhnutt aproximéaciu ceny dlhopisu preto moézeme povazovat za dostato¢ne kvalitnd.

Pri praci sme nasli priestor aj pre dalsiu ¢innost v tejto oblasti. Venovat by sa dalo

kalibracii skupinovych parametrov alebo aj dalSiemu spresneniu samotnej aproximécie.
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Priloha

Maturita | Presny vynos R ‘ Aproximacia Ry ‘ Aproximacia R¢
y=1610"%]y=24.10"%[y=3210"1
1r 0.0425 0.0428 0.0431 0.0428 0.0434
2r 0.0449 0.0453 0.0457 0.0454 0.0461
3r 0.0473 0.0477 0.0481 0.0477 0.0486
4r 0.0495 0.0499 0.0503 0.0498 0.0507
5r 0.0515 0.0519 0.0523 0.0517 0.0527
67 0.0533 0.0537 0.0541 0.0534 0.0545
r 0.0550 0.0553 0.0557 0.0550 0.0561
8r 0.0565 0.0569 0.0572 0.0565 0.0576
9r 0.0580 0.0583 0.0586 0.0579 0.0589
10r 0.0593 0.0596 0.0599 0.0591 0.0602

Tabulka 4.2: Skupina parametrov I1., hodnota r=0.04

Maturita Presny vynos R ‘ Aproximacia Ry ‘ Aproximacia R¢
y=1610""]y=24.10""|y=3210""
1r 0.0424 0.0426 0.0429 0.0427 0.0432
2r 0.0448 0.0451 0.0455 0.0451 0.0458
3r 0.0470 0.0474 0.0478 0.0473 0.0482
4r 0.0491 0.0495 0.0498 0.0493 0.0502
5r 0.0510 0.0514 0.0517 0.0511 0.0521
67 0.0527 0.0531 0.0534 0.0528 0.0538
r 0.0543 0.0547 0.0550 0.0543 0.0553
8r 0.0558 0.0561 0.0564 0.0557 0.0567
9r 0.0572 0.0575 0.0578 0.0570 0.0580
10r 0.0584 0.0587 0.0590 0.0582 0.0592

Tabulka 4.3: Skupina parametrov III., hodnota r—=0.04



Maturita Presny vynos R Aproximécia Ry | Aproximacia R*
y=1610""]y=24.10""|y=3210"1
1r 0.0804 0.0807 0.0810 0.0807 0.0812
2r 0.0809 0.0813 0.0817 0.0813 0.0821
3r 0.0814 0.0818 0.0823 0.0818 0.0827
4r 0.0819 0.0823 0.0827 0.0822 0.0831
5r 0.0823 0.0827 0.0831 0.0825 0.0835
67 0.0827 0.0830 0.0834 0.0828 0.0838
r 0.0830 0.0833 0.0837 0.0830 0.0841
8r 0.0832 0.0836 0.0839 0.0832 0.0843
9r 0.0834 0.0838 0.0841 0.0834 0.0844
10r 0.0836 0.0839 0.0842 0.0835 0.0845
Tabulka 4.4: Skupina parametrov II., hodnota r=0.08
Maturita Presny vynos R ‘ Aproximéacia Ry ‘ Aproximacia R¢
y=1610"4[y=2410"*]y=3.210""*
1r 0.0803 0.0805 0.0808 0.0806 0.0811
2r 0.0807 0.0811 0.0814 0.0811 0.0818
3r 0.0811 0.0815 0.0819 0.0814 0.0823
4r 0.0815 0.0819 0.0823 0.0817 0.0827
5r 0.0818 0.0822 0.0826 0.0820 0.0829
67 0.0821 0.0825 0.0828 0.0822 0.0832
r 0.0823 0.0827 0.0830 0.0823 0.0833
8r 0.0825 0.0828 0.0831 0.0824 0.0834
9r 0.0827 0.0830 0.0832 0.0825 0.0835
10r 0.0828 0.0831 0.0833 0.0825 0.0836

Tabulka 4.5: Skupina parametrov IIL., hodnota r—0.08




