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Abstrakt

STANOVSKY Matts: Numerické experimentovanie s novou parametrickou triedou
kvazinewtonovskych formul.

[Diplomova praca] — Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky
a informatiky: Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky.

Veduci: doc. RNDr. Milan Hamala CSc. Bratislava, 2012

Tato diplomova praca sa zaoberd problematikou minimalizacie funkcie na volny
extrém. Spominame Newtonovu metdédu ajej nedostatky anasledne vznik
kvéazinewtonovskych metod. Predstavime si zdkladné metddy a nakoniec ndjdeme novu

triedu ktort naprogramujeme a numericky overime jej vlastnosti.

KPlacové slova: nelinedrne programovanie, kvazinewtonovské metody, modifikovana

PSB formula



Abstract

STANOVSKY Matus: Numerical experiments with new parametrical class of quasi-
newton formula

[Master thesis] — Comenius Univesrity in Bratislava. Faculty of Mathematics, Physics
and Informatics: Department of Applied Mathematics and Statistics.

Tutor: doc. RNDr. Milan Hamala CSc. Bratislava, 2012

This master thesis take care about problem of minimization function. We descriebed
Newton method and mentioned it’s disadvantages and described quasi newton
methods.We remind a few famous quasi-newton methods and try to make a new
parametrical class of quasi newton methods. At the end we code new formula in

MATLAB and discuss about numerical quality of it.

Key words: nonlinear programming, quasi-newton method, new modified PSB formula
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Uvod

S optimalizaciou Uloh sa stretneme v kazdom matematickom, ekonomickom
a finanénom odvetvi. Redlne situicie sa snazime aproximovat pomocou rdznych
matematickych modelov. Nelinedrne programovanie je jednym z nastrojov
optimalizacie. Jeho zaliatok prinieslo v polovici minulého storofia linearne
programovanie, ktoré sa snazilo opisovat’ rozne javy iba pomocou linedrnych rovnic.
Postupom casu sa vSak prislo na to, Ze linedrne modely st nedostatocné pre narastajuce
poziadavky praxe a tak sustredenie smerovalo na nelinearne programovanie.

Jeden z prvych postupov na rieSenie uloh je Newtonova metdda, ktora vSak ma
nedostatky(prili§ velka zlozitost’, nie vzdy konverguje) tak teda vznikol priestor pre iné
formy. Kvazinewtonovské metody vyriesili najvacsie nedostatky Newtonovej metody a
vzniklo niekol’ko réznych formul.

Cielom tejto prace je ndjst nova parametricki triedu kvazinewtonovskej
formuly a dant formulu naprogramovat’ a numericky zanalyzovat. Neskor overime jej
presnost’ roznymi numerickymi experimentami ana zaver ju porovname s metddou

BFGS.



Kapitola 1

Kvazinewtonovské metody

Kvazinewtonovské metddy su urcené na rieSenie takzvanej llohy na vol'ny
extrém.

Min{f(x) | x € R"} (U1)

kde ucelova funkcia f(x): R™ = R je je vo vSeobecnosti spojita funkcia o ktorej
budeme predpokladat’:
e f(x) je konvexna

e f(x) ma spojité druhé parcidlne derivécie ,teda f(x) € C?

1.1. Iteracne metddy

Ulohu (U1) spravidla nevieme riesit’ nejakou matematickou formulkou
(predpisom) a preto sme odkézany na iteraéné metddy, ktoré postupne vylepsuju
zaCiato¢ny odhad, zadany takzvanym Startovacim bodom x, € R™, podla

schémy
X1 = 1(xy) (k=012,..) (1.1)

Takymto iteracnym predpisom hovorime jednoduché, alebo autondémne.

Ak itera¢ny predpis je zlozitejsi

Xk+1 — I(xk’xk_l’, xk_z,, ...,xn,) (12)
9



nazyvame ich neautondmne, alebo tiez metddy s pamétou.
Schémy (1.1) alebo (1.2) sa spravidla realizuji dvojfazovo. Najprv sa
vbode xj, € R™ vyty¢i smer s, € R® apotom vsmere s, sa urdi dizka

kroku A >0 ,tj. prislusny iteracny predpis vyzera takto:

X1 = X + NS (1.3)

1.1.1 VoI'ba kroku

Predpokladajme, ze smer s, je urCeny a Ay zatial' nieje Specifikovana.
Volba kroku Ay je rozumna tak, aby ucelova funkcia tlohy (Ul) bola ¢o
najmensia. Teda tak ,aby

flx] = f(x, + Asy) (1.4)

bola minimalna. Takato vol'ba A sa nazyva optimdlna dizka kroku.

1.1.2 Volba smeru
Smer s, zo vztahu (1.3) mézme volit’ roznymi spdsobmi.

e V kazdej iteaci ho budeme volit’ ndhodne (stochastické algoritmy)

e Na zaciatku si zvolime systém, napriklad n-linedrne nezavislych
smerov a v kazdej iteracii sa postupne budu volit' smery z tohto
systému (napr. Relaxacnd metdda)

e Smer s, zavisi od bodu x, , v ktorom sa vdanej iteracii
nachadzame, ako aj od minimalizovanej funkcie . (gradientné
metody)

Dalej sa budeme zaoberat’ iba vol'bou smeru z posledného pripadu. Konkrétne

vol'bou spdadového smeru.

Majmé funkciu f(x) definovani na R™ abod x;, € R™ , potom smer

S € R™ nazyvame spadovym smerom funkcie f(x) vbode x;,ak existuje
kladné &islo A tak, Ze pre vietky 0 < 1 < A plati

[y + Asp) < f(xy) (1.5)

10



1.1.3 Cauchyho metoda najvacsieho spadu

Ak za spadovy smer volime zaporny gradient s, = — Vf(x;) = —gx
a krok volime optimalny, tak dostavame klasickti Cauchyho metddu najvicsieho
spadu. Cauchyho metdda je konvergentnd, avSak ry¢hlost’ konvergencie nieje vo
vSeobecnosti uspokojiva. V pripade kvadratickej funkcie konverguje linearne
ateda vo vSeobecnosti jej rychlost konvergencie nemdze byt lepSia ako

linearna.
1.1.4 Newtonova metoda

Uvazujme ulohu (Ul) . Pre jednoduchost’ gradient funkcie Vf(x)
budeme oznacovat g(x) ajej Hessovu maticu druhych parcidlnych derivacii

symbolom G (x) teda

g(x) = Vf(x), G(x) =V*f(x)

Predpokladajme, Ze x; je pribliznym rieSenim ulohy U(1). V okoli bodu x;

aproximujeme funkciu f (x) Taylorovym polynémom druhého stupna:

fO) ~ fx) + g(xi) " (x = xi) +5 (x = x) "G (x —x) = Q(x)  (1.6)

V Newtonovej metode sa definuje ako nové pribliZzenie x4 Ulohy (U1) ako minimum
funkcie Q(x) zo vztahu (1.6) Za predpokladu, ze funkcia f(x) je konvexna tak matica

G(x;) je kladne definitna. Derivovanim funkcie Q (x) dostavame:

VQ(x) = g(xg) + G(xy) (x — x5) =0 (1.7)
A teda
(x—x) = =G (x) ™ g(xp) (1.8)
respektive
Xps1 = X — G(x) " g(xg) (1.9)

11



Mo6zZme si vSimnut, Ze spadovy smer je v Newtonovej metdde definovany ako

sk = —G(x) " g(xy) (1.10)

A teda zo vztahov (1.3) a (1.9) vyplyva, Ze krok A je konStantny ato rovny
jednotke.

1.2 Co su to Kvazinewtonovské metddy

S pouzitim Newtonovej metddy vznikaju tieto problémy:
e Matica G, nemusi byt vzdy kladne definitna a teda Newtonova
metdda nemusi konvergovat’ k minimu

e Vypocet inverznej matice G, je asovo vel'mi naro¢ny 0(n?)

e Je potrebny algoritmus na vypocet f(xy) , gx aaj Gy
Vsetky tieto problémy rieSia Kvazinewtonovské metody. Ako uz nazov napoveda, tieto
metody vychadzaji z pévodnej Newtonovej metody. Pri nej je funkcia f aproximovana
Taylorovym polynomom apri hladani minima plati iteracny vzorec (1.8).
V Kvazinewtonovskych metdodach sa nevyuziva inverznd Hessova matica druhych
parcidlnych derivacii, ale iba jej aproximdacia pomocou gradientov o ktorych méme
vedomost’ v kazdom bode. Teda nieje nutné riesit’ linedrny systém ako pri Newtonovej
metdde.

Zoberme si kvadraticka funkciu
1
fx) = ExTGx + hTx

kde x* je bod minima a G > 0. Oznac¢me (gk+1 - gk) =y, a (xk+1 - xk) = Pk
potom pre dva body x;, a xj,q plati
Gr+1- 9k) = G (Xp41— Xi) (1.9)
Ye=GpPx , Pk=G" Yy (1.10)
Vztahy (1.10) sa nazyvaju kvdzinewtonovskda podmienka. OznaCme aproximaciu

G~ ! =~ Hy potom vSeobecna schéma kvazinewtonovskej metddy vyzera nasledovne:

12



1. Inicializacia: zvolime x, € R , Hy > 0 ,k=0a dopocitame g, = Vf(x,)

2. Cyklus:
a) k=0,1, ... n-1
b) vypocet smeru s, = —H g;

¢) vypocet optimalneho kroku A, > 0

d) vypocet nového bodu xj ;1 = Xj + Ay * S

e) vypocet nového gradientu gs.1 = Vf (Xj41)

f) vypotet pomocnych premennych ¥y, = (grxr1- G )oPr = (X1 - Xk)
g) pomocou Yy, Pr @ Hj, kalkulacia Hy ., = H, + AH,,

h) k=k+1 anavrat na bod i.

3. Vysledok : xp_4

V pripade ,Ze kvazinewtonovsk4 metdda nieje n-krokova tak sa bod ,,a)“ v cykle
meni na TEST dosiahnutia pozadovanej presnosti , teda ak bude splnend podmienka
[IVf(xre1)|l < € tak sa cyklus zastavi.

Podmienka na maticu Hj, je, aby bola kladne definitna, teda pokial’ illoha nema
nejaku $pecialnu Struktru tak sa zvyc€ajne voli I . Konkrétne priklady na matice AH,

uvediem v neskorsej kapitole.

1.3 Historia Kvazinewtonovskych metod

Vznik linearneho programovania sa datuje od roku 1947, kedy Dantzig
rozpracoval simplexovll metodu rieSenia tloh linedrneho programovania. Vd’aka
simplexovej metode a rozvoju samocinnych pocitacov naslo linearne programovanie
rychle uplatnenie v ekonomickej praxi. Tento uspech bol podmieneny aj tym, ze
mnohé zavislosti medzi ekonomickymi veli¢inami su blizke k linedrnym, a preto
ich aproximacia linedrnymi funkciami dava uspokojivé vysledky.

Postupne sa vSak formulovali nové modely, v ktorych linearizacia podstatnejSie
skreslovala skuto¢nost’, a preto sa pozornost’ zacala upierat k tedrii a algoritmom

nelinearneho programovania. Vznik nelinedrneho programovania sa

13



datuje od roku 1950, kedy Kuhn a Tucker sformulovali a doké4zali nutné podmienky
pre lokélne extrémy v ulohe matematického programovania.

Kvézinewtonovské metddy zacala metoda DFP (pomenovana podl'a autorov
William C. Davidon, Roger Fletcher a Michael J.D. Powell) z roku 1959. Bola najprv
objavena Davidonom a neskor spopularizovana Fletcherom a Powellom(zjedoduSena
v roku 1963). V roku 1965 bola objavena metdéda SR1, avSak nikto nevedel kto ju
objavil prvy tak sa nemoze pysit’ Ziadnym privlastkom objavitela. V roku 1967 prisla
Broydenova trieda, z ktorej vznikla roku 1970 metéda BFGS objavena Broydenom,
Fletcherom, Goldfarbom a Shannom nezavisle na sebe a k tomu kazdy ju objavil inou

cestou. V roku 1970 prisla Greenstadt-Dennisova trieda.

1.4 Konkrétne Kvazinewtonovské formuly

Zakladna idea kvazinewtonovskych metod je v zmene Hy na H; .4 a snazenie sa
uSetrit’ mnozstvo vypoctov pri zachovani kvazinewtonovskej podmienky (1.10) tak, aby

vypocty boli relativne ,,]Jacné*.

1.4.1 BFGS

BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) zroku 1970 je najpopularnejSia
kvazinewtonovsk4 metoda. Je obl'ibena najmé vd’aka jej perfektnym konvergenénym

vlastnostiam. Aktualizacia inverznej Hessovej matice Hy,, 1 sa pocita ako:

Hyp = T — apyes)DTH (I — apyepi”) + agpipr” (1.11)

1
YiPk

kde a, = (1.12)

respektive aktualizacia Hessovej matice Bj.q = (Hy41) !

ka£ _ kak(kak)T
YiPx P.Bi Dk
14

Byi1 = By +

(1.13)



Dobre zaCiatocne zvolend aproximadcia (inverznej) Hessovej matice sa Casto pouziva na
zlepsenie vykonnosti metddy. Zvycajne pouzivané zaCiato¢né volby:
e Jednotkova matica Hy = I alebo jej nasobok H, = SI

e Vazena verzia jednotkovej matice H, = diag(sy, Sy, ..., S,) kde s; st rozne

vahy
: YoPo :
e H, je preskilovand ako H, = (yg—y) I ktoré zaruci, ze matice Hj,; nebudl
00

prilis vel’ke

1.4.2 DFP

DFP (pomenovand podla autorov William C. Davidon, Roger Fletcher
a Michael J.D. Powell) zroku 1959 bola najprv objavend Davidonom, neskor
spopularizovand Fletcherom a Powellom (zjedoduSend vroku 1963). Je to jedna
z prvych metdd a povazovand za jednu z najrozumnejSich pre konStrukciu inverznej
Hessovej matice. Tato metdda ma vel'mi dobru vlastnost’ a to, ze pre kvadratické ucely
sa sucasne generuju smery konjungovanych gradientov, kym sa konStruuje inverzna
Hessova matica. V kazdom kroku je inverzna Hessova matica tvorend suc¢tom dvoch
symetrickych matic hodnosti jedna. Prvotny nazov tejto metode dal W.C. Davidon a to
,variable metric method*. pod ktorym sa obcas vyskytuje v literatire. Aktualizacia

inverznej Hessovej matice H sa pocita ako:
k+1

pkl’?; _ Hk}’k}’?;Hk

H,,,=H,+ (1.14)
T Ty YEHRyK
Respektive aktualizacia Hessovej matice By 1 = (Hjy41) !
25AY PiYk YiYk
By =1- B, [1- + (1.15)
o < y?ém) ¢ < yizm) (y?;pk>
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DFP metoda je vel'mi podobna BFGS metdde a ked’ bola objavena, tak spdsobila

mensiu revoluciu na poli nelinedrneho programovania.

1.4.3 SR1

SR1 (Symetric Rank 1) metdda bola predstavend v appendixe prace W.C.
Davidona [1]

Aktualizacia Hessovej matice By, = (Hy41)™ ! sa poéita ako:

(1.16)

- B — Bipi)”
B.. =B, + ((yk kPr) Vi — BiPi) )

Yk — BkPr) Pk

Respektive vzorec na aktualizaciu inverznej Hessovej matice Hy 4 sa vypocita

ako:

(1.17)

—H — H T
Hyoo = Hy + <(Pk kYVi) Pk KYk) )

Pk — Hyy)Tyx

Obrovska nevyhoda tejto metody je ,Ze nieje zarucené, Ze menovatel’ bude vzdy
kladny a teda je mozné zlyhanie tejto metody. Jej vel'ka vyhoda je, ze postupnost
aproximacii Hessovych matic je vel'mi blizko redlnym Hessovym maticiam.

SR1 metodda vykazuje (n+1)-krokovost’ bez nutnosti optimalneho kroku avSak

posledna (n+1)-va iterdcia musi mat’ jednotkovy krok
1.4.4 Broydenova trieda

Majméd aproximaciu Hessove] matice B a aktualizuyme ju nasledovnym

spdsobom:

By.i1 = By + ABy (P, ¥x, By) (1.18)

Potom Broydenovu triedu kvazinewtonovskych aproximécii mézme zapisat’ ako:

16



yy" Bpp"B"
AB(p,y,B,®) = - + @(p"Bp)uu’ 1.19
Y p’y p"Bp (1.19)
Kde
y Bp

u = W — pTBp (1.20)

Do tejto triedy formul patria aj vySSie spominané¢ formuly (DFP,BFGS,SR1)
a to s nasledovnou vol'bou parametra @ :
e DFP:®d=1

e BFGS: =0
T
RI:p =22 —
* S pTy-pTBp

Vsetky formuly z Broydenovej triedy formul maju vlastnost’ n-krokovosti

1.4.5 Greenstadt-Dennisova trieda

Dal’$ou triedou kvazinewtonovskych formil je Greenstadt-Dennisova trieda. Jej

predpis je nasledovny:

1 yir
AHGD = dTy TdT + dTT - dTyddT (121)
kde
r=(p—Hy), d € R" je parameter

1.5 SR2-formula ako univerzalna trieda formul hodnosti 2

Predpis formuly SR2 je definovany ako:

AHo — r+a)(r+a)’ aa’
SR2T yT(r + a) yTa

(1.22)
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Kde
r=(p—-Hy), a € R" je parameter
Tato formula je vSeobecnejSia ako vSeobecnd Greenstadt-Dennisova formula
lebo matica AH;p je vzdy indefinitna avSak matica AHgz, mozZe byt aj kladne

semidefinitna, nakol’ko:

[zT(r+a)]? [z"a]?

o +a) — y'a (1.23)

ZTAHSRzz S

vol'bou parametra @ € R™ mézme dosiahnut’:
e Ak y'(r+a) >0 a y'a<0 -kladna semidefinitnost
e Ak yI(r+a)>0a y'a<0 -zaporni semidefinitnost
Respektive v Greenstadt-Dennisovej formulke parameter d € R" , mdzme prenasobit’
I'ubovolnym skalarom & ,ale 6 sa nam vykrati a teda existuje len (n-1) stupniov volnosti.

V SR2 formulke je dizka podstatna

Majme kvadratickt funkciu f(x) = =xTGx + hTx potom pre SR2 formulu plati
> p

nasledovna veta :

Nech postupnost’ vektorov {a; } ma nasledovné vlastnosti:

a, € R"™—jel'ubovolny vektor a

a,,y,=0,v@i=01,..,k) a(i=0,1,..,n—1) (1.24)
Potom SR2 formula vykazuje nasledovné vztahy:
a) Hyi1y; = p; ,(=01,..,k)
b) gr.pi=0 ,(i=0,1,..,k)
c) piGp; =0 L0<i<j<k
d r{y;=0 , 1/y;=0 L0<i<j<k

Z vlastnosti ¢) vyplyva n-krokovost’ SR2

Veta bola sformulovana a dokazana [4]
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Kapitola 2

Nova parametricka trieda

kvazinewtonovskej formule

2.1 PSB metoda

Metodda vznikla v roku 1970 M. POWELL, A New Algorithm for Unconstrained

Optimization, Nonlinear Programming;Proceedings, (1970) a ma nasledovny predpis:

ry +yr’ y'ryy'

Hk+1 = Hk + yTy (yTy)2 (21)
Respektive
1 yi'r
Hiwn = Het S|yt + 1yl =T yy! (2.2)

Vsimnime si ,ze PSB formula je Specialnym pripadom vSeobecnej Greenstadt-
Dennisovej formule (1.21) ak zvolime za parameter d =Y. Numerickymi
experimentami sme prisli na to, Ze PSB formula nieje n-krokova pre ucelova funkciu

v tvare

1
fx) = ExTGx + hTx
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n-krokovost’ totiZz nieje garantovana aj vzhladom na to, Ze PSB nepatri do

Broydenovej triedy.

2.2 Modifikovana PSB metoda (mPSB)

Modifikovani PSB metddu sme spravili ako snahu upravit klasicka PSB
metodu tak, aby vykazovala n-krokovu konvergenciu. N-krokovu konvergenciu sme
nakoniec dosiahli vyuzitim Casti vety SR2 metody konkrétne vlastnosti parametra a
(1.24). Teda vol'ba parametra d, vo vSeobecnej Greenstadt-Denisovej formule (1.21)

nam z numerickych experimentov vychéadza, ako vlastnost’ (1.24) oslabené na
iy, =0,v(k=01,..,n—1) (2.3.1)

Teda samotné vol'ba parametra :

dii1 = Yi+1 + Br+1di s do = Yo (2.3.2)
Brt = _y£+13’k (2.3.3)
1 -_ . .
¥ d?;}’k

Potom n-krokové konvergencia je vykazovana. Experimentalne sme overovali aj
iné volby parametra d ako napriklad dy,q = Pry1 + Brdr ,dy = Py alebo dy, 1 =
Ti+1 + Brdy , dg = roNumerické experimenty ukdzali najlepSie vysledky pre

dii1 = Yis1 + Brdy , dy = yo posledna vol'ba bola mierne horsia.

2.3 Interpretacia SR2 formuly ako afinnej kombinacie SR1
a GD formule
Zoberme si SR2 formulu (1.22) a upravujme

r+a)(r+a) ad
AHgg, =

yT'(r+a) B yTa
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T +ar” +ra” + aa’ aa’

AH = -
SK2 O+ (yTa) yTa
Al rrT+arT+raT+ T[ 1 1 ]
= aa —
SRz yIr+yTa yIr+yTa yTa
AH rrT +ar” + ra’ r —yTr
SRz ™ yIr+yTa a yTa(yTr + yTa)
rr’ ar” +ra” yT'r
AHgp, = T

yIr+yTa + yIr+yTa B yTa(yTr + yTa) aa

T T T
y'r T 1 - r YT .
AH¢p, = _Z
SR2 ((yTr n yTa)> <yTr> + T +y7a {ar +ra yTa aa

T T T T
y'r rr ya 1 T r Yr .
AHgp, = A
o ((yTr + yTa)> <yTr> * <(yTr + yTa)> {yTa lar e T yrg e

, _ yTa
Zvolme A= (—(yTr+yTa)

) potom (1—A4)= (#T;Ta)) ateda

rr’ 1 T T y'r T
AHgg, = (1= 2) 5T + 2 v +ra —Ta%e (2.4)

Co nieje ni¢ iné ako
AHSRZ = (1 - A)AHSRl + ){AHGD (25)

Teda sme si zistili, ze SR2 metoda je vlastne afinna kombinacia SR1 a GD a v pripade

0 < A < 1 hovorime o konvexnej kombinacii.
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2.4 Nova parametricka trieda kvazinewtonovskej formule ako

kombinacia SR1 a mPSB

Zistenie zo state 2.3 a 2.2 nds privadza na novl parametricka triedu
kvéazinewtonovskej formule, ktori budeme d’alej uvadzat’ ako ,,Modifikovanu pseudo
PSB* so skratkou mpPSB. Z numerickych experimentov sme prisli na to, Ze samotna
SR1 konverguje n-krokovo s vynikajucimi vysledkami. Jej pripadné zlyhanie pocas
experimentov nenastalo. mPSB konverguje tiez n-krokovo, preto nas bude zaujimat
d’alej ich kombinacia, teda vol'ba parametra v SR2 rovnakym spdsobom ako pri mPSB.
. Experimentalne sme overovali aj iné vol'by parametra d ako napriklad dy,, =
Pr+1 +Brdy ,do=py , alebo dyyq =7k +Brd, , dy =1, Numerické
experimenty ukazali najlepsie vysledky pre di;1 = Yi+1 + Brdir » dy = Yo posledna

vol'ba bola mierne horsia.

Teda
r+a)(r+a)’ aad”
AHmpPSB = T T
yIi(r+a) vla
Kde
A1 = Yi+1 + Bre1ak a, =Yo
Brot = Yier1Vk
k1 = —
* ai)’k
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Kapitola 3

Popis experimentu

V tejto kapitole sa budeme venovat’ aplikécii nasej novej parametricke;j
kvazinewtonovskej formule mpPSB. Tak isto sa pozrieme aj na mPSB. Vysledky
budeme porovnavat’ s uz dobre znamou BFGS metodou. Pokusy budeme robit’ iba na

alohu (U1)

Ulohy budeme generovat’ pomocou dvoch generatorov. Prvy generator je na

kvadratické ucelové funkcie a druhy je na bikvadratické ucelové funkcie.

Generatory nam budu generovat’ matice G a D tak aby sme vopred vedeli
definovat’ podmienenost’ tychto matic. Budeme sledovat’ ako ¢islo podmienenosti

ovplyviiuje presnost’ vysledku.

3.1 Ciele a prostriedky experimentu

Nasim cielom bolo experimentalne odhadnutie parametra a to sa ndm ukazalo
najvhodnejsia volba d%, ; ¥, = 0. Numericky sme otestovali aj rozne $tartovacie matice
a vysledky boli porovnatel'né takze budeme pracovat’ so zaciatocnou maticou H, = I.
Vsetky numerické experimenty boli vykonavane v programovacom jazyku MATLAB
konkrétne verzia 7.9.0.529 (R2009b). Vysledkami metdd budeme sledovat’ dve hlavné

hypotézy, ktoré nam pomoézu pri kvalitativnom hodnoteni naSich metod a to:

e Hypotéza 1: Pri konStantnom ¢isle podmienenosti bude rastom rozmeru rast’

chyba.
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e Hypotéza 2: Pri konStantnom rozmere bude rastom ¢isla podmienenosti rast’

chyba.

3.2 Generatory uloh

Na generovanie ucelovej funkcie z tlohy (U1) sme vyuZzivalo dva generatory.
Prvy generator nam generoval kvadratické ucelové funkcie. Druhy ndm generoval

bikvadratické funkcie.

3.2.1 Generator kvadratickych uloh

Vytvorili sme generator kvadratickych uloh s vopred zadanym optimalnym

rieSenim X € R™ v tvare :

; _ 1. T
Min f(x)—zx Gx+ h'x

xER”}

Kde G je symetricka, kladne definitna matica rozmerun x na x, h € R"
Vstupy generatora:
e Cislo podmienenosti matice x(G) (volili sme 1072, 1074, 1076 , 10"8)
e n -rozmer Ulohy (volili sme 10,50,100,200,500)
e p — vzdialenost’ Startovaciecho bodu od optimalneho rieSenia X (volili sme
5,10,50,100,200,500)
Vystupy generatora:
e X - Optimdlne rieSenie
e G - Symetricka, kladne definitna matica rozmeru n x n
e h - vektor

® X, - Startovaci bod

e Generovanie diagondlnej matice D, ktord mad na diagondle vlastné Ccisla
rovnomerne rozlozené od 1 aZ po k(G)
e Vygenerovanie pomocnej matice A, rozmeru n x n, ktoru rozlozime pomocou

QR rozkladu a vybereme ortogonalnu maticu
24



e Vypocitame G maticu ako Q D Q’
e Vygenerujeme optimalne rieSenie X a k nemu dopocitame Startovaci bod x, vo
vzdialenosti p

e Dopocitame vektor h vzhladom na opimalne rieSenie X

3.2.2 Generator bikvadratickych uloh

Vytvorili sme generator bikvadratickych tloh s vopred zadanym optimalnym
rieSenim X € R™ v tvare :

1 1
Min {f(x) =2 (xTDx)? + ExTGx +hTx

Kde D je diagonalna kladne definitna matica G je symetrickd, kladne definitna

xER”}

maticarozmerun x nax,h € R"
Vstupy generatora:
e Cislo podmienenosti matice k(G) (volili sme 10°2 , 1074, 1076 , 108)
e n -rozmer Ulohy (volili sme 10,50,100,200,500)
e p — vzdialenost’ Startovaciecho bodu od optimalneho rieSenia X (volili sme
5,10,50,100,200,500)
Vystupy generatora:
e X - Optimalne rieSenie
e D —diagonélna, kladne definitna matica rozmeru n x n
e (G - Symetricka, kladne definitna matica rozmeru n x n
e h - vektor

® X, - Startovaci bod

e Maticu D amaticu G ziskame rovnakym postupom ako pri predchadzajicom
generatore

e Generujeme optimalne rieSenie X a k nemu dopocitame Startovaci bod x, vo
vzdialenosti p

e Dopocitame vektor h vzhladom na opimalne rieSenie X
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3.3 Struktira programu v MATLABE

Pocas experimentov sme vyuzivali niekol’ko programov, ktoré nam poskytovali
numerické vysledky metod, ktoré sme skimali. Numericky experiment pre kazdu tlohu
(kvadraticku,bikvadraticki) sme pre kazda volbu Ccisla podmienenosti, rozmeru
a vzdialenosti Startovacieho bodu vykonali 50 krat. Vysledok ktory je uvddzany sme
nakoniec spriemerovali. V zdrojovom kode nazyvam funkcie ktoré rieSia kvadratickt
ucelovu funkcie ako BFGS , mPSB4 a mpPSB. Funkcie ktoré rieSia bikvadratickt
formu ucelovej funkcie nazyvame bBFGS, bmPSB4 a bmpPSB.

3.3.1 Kvadraticke ulohy

Kvadratické tlohy sme riesili pomocou troch metéod: BFGS, mPSB, mpPSB.
Kazda metdda mala rovnaké vstupy ktoré boli z generatora zo state 3.2.1 a to
e Optimalne rieSenie X a zaCiato¢ny bod x
e G - Symetrick4, kladne definitna matica, rozmeru nxn aknej
prisluchajuci vektor h , vzhl'adom na optimalne rieSenie X
Jej vystupom bola vzdy odchylka poslednej iteracie od optimdlneho rieSenia.
Telo cyklu bolo zostavené podl'a schémy, ktora je uvedena v stati 1.2, kde krok A bol
vZzdy optimalnym krokom pocitanym ako
giSk

A=-—
St Gsy,

Gradient funkcie bol poéitany ako g, = Vf(x;) = Gx, + h

Prislusné aproximacie inverznych Hessovych matic boli pocitané predpismi
ktoré sme vyssie uviedli.

V pripade mPSB a mpPSB bola vol'ba parametra dy,.q = Yir41 + Brdi »

dy=y0 a Qgy1 = Yi+1 + Brk a9 =Yg
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3.3.2 Bikvadratické ulohy

Bikvadratické tlohy sme riesili pomocou troch metdd: bBFGS, bmPSB,
bmpPSB. Kazd4d metéda mala rovnaké vstupy ktoré boli z generatora zo state
322ato

e Optimalne rieSenie X a zaCiato¢ny bod x

e D —diagondlna, kladne definitna matica, rozmeru n x n , G - Symetricka,
kladne definitna matica rozmeru n x n ak nim prislichajici vektor h
vzhl'adom na opimalne rieSenie X

e ZR — ako konstanta na volbu poctu krokov zlatého rezu pri vypocte
oprimalneho kroku

Jej vystupom bola vzdy odchylka poslednej iteracie od optimdlneho rieSenia.
Telo cyklu bolo zostavené podla schémy, ktord je uvedend v stati 1.2 , kde gradient
funkcie bol poéitany ako g = Vf(xy) = ((xEDx;)D + G)x, + h . Prislusné
aproximacie inverznych Hessovych matic boli pocitané predpismi, ktoré sme vysSie
uviedli.

Optimalny krok A v pripade bikvadratickych funkcii nevieme riesit presnou
formulkou, tak na jeho vypocet sme vyuzivali metédu zlatého rezu(ZR2), ktory
fungoval klasickym predpisom. Pocet iteracii zlatého rezu sme volili vicsie ako
zvy€ajne, nakol’ko smer s, nam pocas experimentov vychadzal Casto prili§ velky
a potrebovali sme o najvacsiu presnost’ vel'kosti kroku.

V pripade bmPSB a bmpPSB bola vol'ba parametra dj 1 = Yi41 + Brdr s do = Yo

a Qg1 = Y41 T Brx g =Y
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Kapitola 4

Vysledky experimentu

V tejto kapitole si ukdzeme numerické vysledky sledovanych metdd pre niektoré
vybrané hodnoty parametrov : Cislo podmienenosti matic x(G), respektive k(D) ,
vzdialenost’ Startovacieho bodu x, od optimalneho rieSenia X a rozmeru n . Vysledky
novych kvazinewtonovskych metéd mPSB a mpPSB v porovnani s metédou BFGS su
uvedené v tabulkach. Kompletné numerické vysledky st zahrnuté v prilohach tejto

prace

4.1 Kvadratické ulohy

4.1.1 Hypotéza 1

® Hypotéza 1 :Pri konStantnom ¢isle podmienenosti bude rastom

rozmeru rast’ chyba
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Tabulkal.l Experiment pre k(G) = 102

11 Xopt-X0 11=50
Rozmer
10
50
100
200
300

[IXaprox-Xoptll

mpPSB

7,02E+00
3,02E-01
2, 67E-02
2,06E-04
2,38E-06

pPSB

3,38E-13
1,07E-11
1,34E-10
1,31E-10
3,99E-12

BFGS
6,84E-04
3,42E-12
1,08E-12
1,83E-12
2,58E-12

Tabul’ka 1.2 Experiment pre x(G) = 10*

11 Xopt-X0 11=100
Rozmer

10

50

100

200

300

[IXaprox-Xoptll

mpPSB

2,54E+01
1,16E+01
6, 98E+00
4,16E+00
3,87E+00

pPSB

BFGS
4,63E-11 2,28E-07
2,05E-03 1,83E-08
5,59E-02 2,24E-10
2,56E-01 3,85E-10
4,86E-01 5,24E-10

Tabul’ka 1.3 Experiment pre k(G) = 10°

11 Xopt-X0 11=50
Rozmer
10
50
100
200
300

I1Xaprox-Xoptll

mpPSB

1,05E+01
6,01E+00
4,21E+00
2,52E+00
2,23E+00

pPSB

3,96E-09
8,42E-03
5,42E-02
1,42E-01
2,47E-01

BFGS
1,19E-08
2,05E-08
2,53E-08
2,30E-08
2,77E-08

Tabul’ka 1.4 Experiment pre k(G) = 108

Il Xopt-X0 II=5
Rozmer
10
50
100
200
300

mpPSB

1,18E+00
5,30E-01
4,19E-01
3,11E-01
2,30E-01
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3,65E-07
1,25E-01
2,59E-01
2,86E-01
2,16E-01

[IXaprox-Xoptll
pPSB

BFGS
7,47E-07
1,29E-06
1,56E-05
1,20E-05
6,63E-06



4.1.2 Hypotéza 2

e Hypotéza 2: Pri konStantnom rozmere bude rastom cisla

podmienenosti rast’ chyba

Tabulka 1.5 Experiment pre rozmer n = 10

11 Xopt-X0 11=500 [IXaprox-Xoptll
kappa mpPSB pPSB BFGS
1072 6,31E+01 4,21E-13 6,35E-03
10M 1, 00E+02 4,08E-11 1,12E-06
1076 1,32E+02 3,44E-09 1,04E-07
1078 1,44E+02 2,99E-07 1,11E-05

Tabulka 1.6 Experiment pre rozmer n = 50

11 Xopt-X0 11=50 [IXaprox-Xoptll
kappa mpPSB pPSB BFGS
1072 3,02E-01 1,07E-11 3,42E-12
10M 5,31E+00 2,91E-04 4,94E-09
1076 6,01E+00 8,42E-03 2,05E-08
1078 5,37E+00 1,18E-01 2,83E-06
Tabul’ka 1.7 Experiment pre rozmer n = 100
11 Xopt-X0 11=50 IIXaprox-Xoptll
kappa mpPSB pPSB BFGS
1072 2,67E-02 1,34E-10 1,08E-12
10M 2,72E+00 1, 96E-02 2,61E-10
1076 4,21E+00 5,42E-02 2,53E-08
1078 4,07E+00 7,46E-01 8,95E-07
Tabulka 1.8 Experiment pre rozmer n = 300
11 Xopt-X0 1I=5 [IXaprox-Xoptll
kappa mpPSB pPSB BFGS
1072 2,54E-07 3,62E-12 2,61E-12
10M 1,89E-01 3,18E-02 3,15E-10
1076 2,32E-01 3,61E-02 2,79E-08
1078 2,30E-01 2,16E-01 6,63E-06
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4.2 Bikvadraticke ulohy
4.2.1 Hypotéza 1

® Hypotéza 1 :Pri konStantnom Cisle podmienenosti bude rastom

rozmeru rast’ chyba

Tabul’ka 2.1 Experiment pre k(G) = 102

11 Xopt-X0 11=100 [IXaprox-Xoptll
rozmer bmpPSB bpPSB bBFGS
10 1,53E+01 1,18E+01 3, 71E+00
50 6,45E-01 3,02E-01 1,91E-06
100 4,67E-02 1,71E-03 3,48E-06
200 4,85E-02 4,70E-06 5,85E-06
300 5,87E-04 5,64E-06 8,34E-06

Tabul’ka 2.2 Experiment pre k(G) = 10*

11 Xopt-X0 11=100 [IXaprox-Xoptll
rozmer bmpPSB bpPSB bBFGS
10 3,24E+01 3, 08E+01 4,65E+01
50 1,15E+01 9, 57E+00 1, 30E+00
100 8, 78E+00 7,49E+00 2,34E-02
200 7,42E+00 5,16E+00 1,48E-05
300 5,77E+00 4,01E+00 1,04E-05
Tabul’ka 2.3 Experiment pre k(G) = 10°
11 Xopt-X0 11=500 IIXaprox-Xoptll
rozmer bmpPSB bpPSB bBFGS
10 7,35E+01 1,19E+02 8, 64E+01
50 5,80E+01 5,28E+01 5,43E+01
100 3,16E+01 2,42E+01 3, 64E+01
200 9, 47E+00 1,79E+01 2,06E-01
300 6, 68E+00 6,38E+00 2,67E-04

Tabul’ka 2.4 Experiment pre k(G) = 108
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11 Xopt-X0 11=50 [IXaprox-Xoptll

rozmer bmpPSB bpPSB bBFGS
10 1,49E+01 1,29E+01 1,74E+01
50 6,49E+00 5, 98E+00 1,82E+01
100 4,42E+00 3, 78E+00 4,97E+00
200 3, 00E+00 2,62E+00 2, 74E+00
300 1, 96E+00 1, 69E+00 8, 67E+00

4.2.2 Hypotéza 2

e Hypotéza 2: Pri konStantnom rozmere bude rastom ¢isla

podmienenosti rast’ chyba

Tabul’ka 2.5 Experiment pre rozmer n = 10

11 Xopt-X0 11=100 [IXaprox-Xoptll
kappa mpPSB pPSB BFGS
1072 1,53E+01 1,18E+01 3, 71E+00
104 3, 24E+01 3,08E+01 4,65E+01
1076 1,78E+01 1,43E+01 1,42E+01
1018 2,26E+01 2,09E+01 2,73E+01

Tabulka 2.6 Experiment pre rozmer n = 50

11 Xopt-XO0 11=10 [IXaprox-Xoptll
kappa mpPSB pPSB BFGS
1072 1,02E-01 4,46E-02 1,75E-06
1074 1,29E+00 1,17E+00 6,18E-03
1076 1,45E+00 1,41E+00 2,57E+00
1018 1,40E+00 1,31E+00 2, 94E+00

Tabul’ka 2.7 Experiment pre rozmer n = 100

11 Xopt-X0 11=50 [IXaprox-Xoptll
kappa mpPSB pPSB BFGS
1072 7,88E-02 6,73E-04 3,33E-06
10M 4,51E+00 3, 46E+00 2,74E-03
10”6 5, 62E+00 4, 99E+00 3,15E-01
1078 4,42E+00 3, 78E+00 4,97E+00
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Tabul'ka 2.8 Experiment pre rozmer n = 300

Il Xopt-X0 11=5
kappa
1072
1074
1076
1078

33

mpPSB

2,11E-05
2,42E-01
2,91E-01
2,76E-01

[IXaprox-Xoptll
pPSB

6,11E-06
1,78E-01
2,62E-01
2,30E-01

BFGS

9,11E-06
1,03E-05
1,40E-05
2,00E-01



aver

V tejto praci sme sa venovali kvazinewtonovskym metddam. Najprv sme si
spomenuli na Newtonovui metédu ajej hlavné nevyhody, ktoré boli tiez dovodom
vzniku inej formy optimalizacie, ktorti sme nasli v aproximovani Hessovej matice a teda
Kvazinewtonovskym metodam. Sformulovali sme si vSeobecny algoritmus

kvazinewtonovskych metdd, podl'a ktorého sme neskor aj programovali.

Spomenuli sme si konkrétne kvazinewtonovské formule aich formy vypoctu
aproximovaného Hessianu. Spomenuli sme Broydenovu triedu a ako znej sa daji
odvodit’ niektoré formule. Dalej sme si spomenuli Greenstadt-Dennisovu triedu a ako sa
spravnou volbou parametra odvodi PSB formula. Zistili sme, Ze¢ PSB metoda
nekoverguje za n-krokov, pre kvadratické ucelové funkcie, tak sme ju troSku poopravili
a ziskali pomocou jej modifikacie n—krokovost, ktort sme si tieZ neskor overili ako aj

jej konvergenciu a n-krokovost’

Nakoniec sme si odvodili aj nasu druhti novi metdédu, ako kombinaciu nasej
novej modifikovanej PSB (mPSB)( ako spravnu volbu parametra v GD) a SR1 metddy.

Tieto metddy sme v poslednej €asti porovnavali s BFGS metodou.

Vysledky nam vyvratili hypotézu o zvdcSovani chyby pri konStantnom Ccisle
podmienenosti a zvacSovanim rozmeru. Vysledky boli opaéné. Hypotézu o zvacSovani
chyby pri konStantnom rozmere a zvdcSovani Cisla podmienenosti sa ndm podarilo

potvrdit. Numerické vysledky boli jasné.

Celkovo mozme povedat’, Ze naSa mpPSB dopadla najhorsie. Jej konvergencia
vyrazne zaostava za BFGS ako aj mPSB. BFGS je oproti mPSB lepsie konvergentna vo
vacsich rozmeroch ako aj pri vacsich cislach podmienenosti. mPSB je oproti BFGS
lepsie konvergentnd v menSich cislach podmienenosti a menSich rozmeroch. Otdzkou
do buducnosti ostdva preco ndm stacili takéto(slabsie 2.3.1, 2.3.2) podmienky na

parameter?
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Matlab zdrojovy kod :

function [ presnost ] = mPSB4( G,h,xopt,x0 )
$Kvazinewtonovska metoda PSB
% Minimalizacia kvadratickej funkcie so znamym riesenim Xopt

ro=norm (x0-xopt) ;
epsilon=ro/10;
clara='\n=================== R ———

fprintf('\n');

fprintf ('\n Tabulka modifikovanych PSB iteracii ');

fprintf ('\n");

fprintf (ciara);

fprintf ('\n k eps. | xk=xopt | Il Fk-Fopt |gradF |
Lambda dTy |Hk | ") ;

fprintf (ciara);

Fopt= (xopt'*G*xopt) /2 + h'*xopt;
n=length (h) ;

%$start z bodu x0

= x0;

= G*x+h;

0 = g;

k=1; %Prva iteracia - Vypocet x1
H = eye(n);

Q Q X

s = -g;

Lambda = -(g'*s)/(s'*G*s);

p = Lambda*s;

X = xtp;

g = G*x+h;

scos fi = (s'*g)/ (norm(s) *norm(qg) ) ;
Fx = (x"*G*x)/2+h'*x;

fprintf ('\n %$3.0f %$1.0e %10.2e %10.2e %10.2e %11.2e %10.2e %s
%$10.2e', ...
k,epsilon, norm(x-xopt), norm(p),Fx-Fopt,norm(g),Lambda, '
N/A ' ,norm(H, 'fro'));

k=2; $Druha iteracia - Vypocet bodu x2
y0 = g-90;
d vO0;
r = p-y0;
g0 = g;

yTd = y0'*d;
do = d/yTd;
dl = yTr*dO;
H = H+dO*r'+ (r-dl) *d0"';

s = -H*g;

Lambda = -(g'*s)/(s'*G*s);

p = Lambda*s;

X = xX+p;

g = G*x+h;

$cos_fi = (s'*g)/(norm(s)*norm(g));
Fx = (x'"*G*x)/2+h'*x;

fprintf('\n %$3.0f %$1.0e %10.2e %10.2e %10.2e %$11.2e %10.2e %11.2e
$10.2e', ...
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k,epsilon, norm(x-xopt),

yTd,norm (H, "fro'));

for

eta = - (y0'*y)/(d'*vy0);
= beta*d+ty;

yTr = y'*r;

yTd = y'*d;

do = d/yTd;

dl = yTr*dO;

H = H+dO*r'+ (r-dl) *do';

norm (p) , Fx-Fopt,norm(g) , Lambda,

s = —-H*g;

Lambda = -(g'*s)/(s'*G*s);

p = Lambda*s;

X = X+p;

g0 = g;

g = G*x+h;

Fx = (x'"*G*x)/2 + h'*x;

y0 = vy;

$cos fi = (s'*g)/(norm(s)*norm(g)) ;

if ngrm(x—xopt) < epsilon

fprintf ('\n $3.0f $1.0e %$10.2e %10.2e %$10.2e %11.2e %10.2e

%$11.2e %10.2e', ...

k,epsilon,norm(x-xopt),

yTd,norm (H, "fro'"));
epsilon=epsilon/10;
end

$tlac poslednej iteracie

if k==n

norm(p) , Fx-Fopt,norm(g), Lambda,

fprintf ('\n %$3.0f %$1.0e %10.2e %10.2e %10.2e %11.2e

$10.2e %11.2e %10.2e', ...

k,epsilon,norm(x-xopt), norm(p),Fx-Fopt,norm(g), Lambda,

yTd,norm (H, "fro'));
end

stlac iteracie o jedno viac ako n

if k==(n+1)

fprintf('\n $3.0f $1.0e %$10.2e %10.2e $%$10.2e %11.2e

$10.2e %11.2e %10.2e', ...

k,epsilon,norm(x-xopt), norm(p),Fx-Fopt,norm(g),Lambda,

yTd,norm (H, "fro'"));

end
end;
presnost=norm(x - xopt);
fprintf (ciara);
fprintf('\n");
fprintf (' presnost = |[xn-xopt|
fprintf ('\n'");
end

= %$15.9f', presnost);
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function [ presnost ] = mpPSB( G,h,xopt,x0 )
$Kvazinewtonovska metoda PSB

% Minimalizacia kvadratickej funkcie so znamym riesenim Xopt
ro=norm (x0-xopt) ;

epsilon=ro/10;

Ciara:'\n:::::::::::::::::::7

fprintf('\n');

fprintf ('\n Tabulka modifikovanych pseudo PSB iteracii ');
fprintf ('\n");

fprintf (ciara);

fprintf ('\n k eps. | xk=xopt | Il Fk-Fopt |gradF |
Lambda dTy |[Hk | ") ;

fprintf (ciara);

Fopt= (xopt'*G*xopt) /2 + h'*xopt;
n=length (h) ;

%$start z bodu x0

x = x0;
g = G*xth;
g0 = g;
k=1; %Prva iteracia - Vypocet x1
H = eye(n);
s = -g;
Lambda = -(g'*s)/(s'*G*s);
p = Lambda*s;
X = xX+p;
g = G*x+h;
scos fi = (s'*g)/ (norm(s) *norm(qg) ) ;
Fx = (x'"*G*x)/2+h'*x;

fprintf('\n %$3.0f %$1.0e %10.2e %10.2e %10.2e %11.2e %10.2e
$10.2e', ...
k,epsilon, norm(x-xopt), norm(p),Fx-Fopt,norm(g),Lambda, '
N/A ' ,norm(H, 'fro'));

k=2; $Druha iteracia - Vypocet bodu x2
y0 = g-90;
d = y0;
r = p-y0;
g0 = g7
rd=(r+y0) ;
H = H+ ((rd*rd')/(y0'*rd))-((y0*y0')/(y0'*y0));
s = -H*g;
Lambda = -(g'*s)/(s'*G*s);
p = Lambda*s;
X = xtp;
g = G*x+h;
$cos fi = (s'*g)/(norm(s)*norm(g));
Fx = (x'*G*x)/2+h'*x;

fprintf ('\n %$3.0f %$1.0e %10.2e %10.2e %10.2e %$11.2e %10.2e %s
%10.2e', ...
k,epsilon,norm(x-xopt), norm(p),Fx-Fopt,norm(g), Lambda, '
N/A ',norm(H, "'fro'));

for

I w

:(n);
g-g0;
p-H*y;
a = —-(y0'*y)/(d'*y0);

= beta*d+ty;

rd=(r+y);

H=H+ ((rd*rd") / (y'*rd)) - ((y*y") /(y'*y));
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s = —-H*g;

Lambda = -(g'*s)/(s'*G*s);

p = Lambda*s;

X = xX+p;

gl = g;

g = G*x+h;

Fx = (x'*G*x)/2 + h'*x;

vo = y;

$cos_fi = (s'*qg)/(norm(s)*norm(g));

if norm(x-xopt) < epsilon

fprintf ('\n %$3.0f %$1.0e %10.

$10.2e"', .
N/A ',norm(H, "fro'));
epsilon=epsilon/10;
end
$tlac poslednej iteracie
if k==
fprintf ('\n $3.0f %1.0e
%$10.2e %s %10.2e',...
k,epsilon, norm(x-xopt),
N/A ',norm(H, "fro'));
end

$tlac iteracie o jedno viac ako
if k==(n+1)
fprintf ('\n %$3.0f %$1.0e
.2e %s %10.2e', ...
k,epsilon, norm(x-xopt),
',norm(H, "fro'));
end

%10
N/A
end;

presnost=norm(x - xopt);
fprintf (ciara);

fprintf('\n'");

fprintf (' presnost = |xn-xopt]|
fprintf ('\n");

end

- %15.9f"',

2e %10.2e %10.2e %$11.2e 510.2e

o©
]

k,epsilon,norm(x-xopt), norm(p),Fx-Fopt,norm(g), Lambda, '

.2e %10.2e %11.2e

norm(p) , Fx-Fopt,norm(g),Lambda, '

n
%10.2e %10.2e %10.2e %1l.2e

norm (p) , Fx-Fopt,norm(g), Lambda, '

presnost) ;
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function [ odchylka ] = BFGS( G,h,X opt,X 0 )
$BFGS na riesenie kvadratickych funkcii
n=length (h) ;
H=eye (n) ;
X=X 0;
g=G*X 0+h;
lambda=-((g'*g)/(g'*G*q));
s=-H*g;
for k=1l:n;
X n=X+lambda*s;
p=X n-X;
g n=G*X n+h;

%aktualizacia H
y=9_n-g;

presuny
g=g_n;
X=X ny

%krok a smer

s=-H*g ; %smer'
lambda=-((g'*s)/(s'*G*s)) ; Skrok
end
odchylka=norm (X opt-X);
end
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function [ odchylka ] = bBFGS( D,G,h,X opt,X 0,ZR )
$BFGS na riesenie bikvadratickych funckii
n=length (h) ;

H=eye (n) ;

X=X 0;
g=( (X'*D*X) *D+G) *X+h;
s=-H*g;

lambda=ZR2 (D, G, h, X, s, ZR) ;
a=[lambda];
r=[norm(X opt-X)];
for k=1:(n);
X n=X+lambda*s;
p=X n-X;
g n=((X n'*D*X n) *D+G) *X n+h;

%aktualizacia H
Yy=g9_n-gy;

A= (e
z=( (

H= A'*H*A+z ;

Spresuny
g=g_n;
X=X ny

%krok a smer
s=-H*g ; ssmer'
lambda=72R2 (D, G, h,X, s, ZR) ;. Skrok
a=[a, lambda];
r=[r,norm(X opt-X)];
end
odchylka=norm (X opt-X);
end
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function [ presnost ] = bmPSB4( D,G,h, xopt,x0,ZR )
$Kvazinewtonovska metoda PSB

% Minimalizacia bikvadratickej funkcie so znamym riesenim Xopt
ro=norm (x0-xopt) ;

epsilon=ro/10;

Ciara:‘\n::::::::::::::::::::7

fprintf('\n');

fprintf ('\n Tabulka modifikovanych PSB iteracii ');

fprintf ('\n");

fprintf (ciara);

fprintf ('\n k eps. | xk=xopt | Il Fk-Fopt |gradF |
Lambda dTy |[Hk | ") ;

fprintf (ciara);

Fopt= (xopt'*G*xopt) /2 + h'*xopt;
n=length (h) ;

; %$start z bodu x0

x = x0;

g = ((x'"*D*x) *D+G) *x+h;
g0 = g;

k=1; %Prva iteracia - Vypocet x1
H = eye(n);

s = -g;

Lambda = ZR2(D,G,h,x,s,ZR) ;
p = Lambda*s;

X = xX+p;

g = ((x'*D*x) *D+G) *x+h;

scos fi = (s'*g)/ (norm(s) *norm(qg) ) ;
Fx = ((x"*D*x)"2)/4+ (x"*G*x) /2+h"'*x;

fprintf ('\n %$3.0f %$1.0e %10.2e %10.2e %10.2e %11.2e %10.2e %s
$10.2e', ...
k,epsilon, norm(x-xopt), norm(p),Fx-Fopt,norm(g),Lambda, '
N/A ' ,norm(H, 'fro'));
$Druha iteracia - Vypocet bodu x2

v0 = g-g0;
d vO0;

r = p-y0;
g0 = g7

yTd = y0'*d;
do = d/yTd;
dl = yTr*dO;
H = H+dO*r'+ (r-dl)*d0"';
s = -H*g;
Lambda = ZR2(D,G,h,x,s,ZR) ;
p = Lambda*s;

X = X+p;

g = ((x'*D*x) *D+G) *x+h;

$cos_fi = (s'*qg)/(norm(s)*norm(g));
Fx = ((x"*D*x)"2)/4+ (x"*G*x) /2+h"'*x;

fprintf('\n %$3.0f %$1.0e %10.2e %10.2e %10.2e %$11.2e %10.2e %11.2e
$10.2e', ...
k,epsilon, norm(x-xopt), norm(p),Fx-Fopt,norm(g),Lambda,
yTd,norm(H, "fro'));

for k=3:(n+l);
y = g-g0;
r = p-H*y;
beta = - (y0'*y)/(d"'*y0) ;
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$11.

yTd,

%10.

yTd,

$10.
yTd,

end;

d = beta*d+ty;
yTr = y'*r;
yTd = y'*d;
do = d/yTd;

dl = yTr*d0;

H = H+dO*r'+ (r-dl) *d0"';

s = -H*g;

Lambda = ZR2(D,G,h, x,s,ZR) H

p = Lambda*s;

X = X+p;

g0 = g;

g = ((x'"*D*x) *D+G) *x+h;

Fx = ((x'"*D*x)"2)/4+(x'*G*x) /2+h"'*x;
yo = y;

$cos fi = (s'*g)/(norm(s)*norm(g));

if norm(x-xopt) < epsilon

fprintf('\n %$3.0f %$1.0e %10.

2e %10.2e', ...
k,epsilon, norm(x-xopt),
norm (H, "fro'));
epsilon=epsilon/10;
end
$tlac poslednej iteracie
if k==n
fprintf ('\n %$3.0f %$1.0e
2e %$11.2e %$10.2e"', ...
k,epsilon, norm(x-xopt),
norm (H, "fro'));
end
$tlac iteracie o jedno viac ako
if k==(n+1)
fprintf ('\n $3.0f %1.0e
%$11.2e %10.2e', ...
k,epsilon, norm(x-xopt),
norm (H, "fro'));
end

2e

presnost=norm(x - xopt);
fprintf (ciara);

fprintf
fprintf
fprintf

end

("\n'");
(" presnost =
(

"\n'");

| xn-xopt| =

2e %10.2e %$10.2e %11.2e %10.2e

norm(p) , Fx-Fopt,norm(g), Lambda,

$10.2e $10.2e %10.2e %11.2e

norm (p) , Fx-Fopt,norm(g) , Lambda,

n
$10.2e %10.2e %10.2e %11.2e

norm(p) , Fx-Fopt,norm(g), Lambda,

%$15.9f'", presnost);
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function [ presnost ] = bmpPSB( D,G,h, xopt,x0,ZR )
$Kvazinewtonovska metoda PSB

% Minimalizacia bikvadratickej funkcie so znamym riesenim Xopt
ro=norm (x0-xopt) ;

epsilon=ro/10;

Ciara:'\n:::::::::::::::::::7

fprintf ('\n");

fprintf ('\n Tabulka modifikovanych pseudo PSB iteracii ');
fprintf('\n');

fprintf (ciara);

fprintf ('\n k eps. | xk=xopt | Il Fk-Fopt |gradF |
Lambda dTy |[Hk | ") ;

fprintf (ciara);

Fopt= (xopt'*G*xopt) /2 + h'*xopt;
n=length (h) ;

; %$start z bodu x0

x = x0;

g = ((x'"*D*x) *D+G) *x+h;

g0 = g;

k=1; %Prva iteracia - Vypocet x1
H = eye(n);

s = -g;

Lambda=%R2 (D, G, h, x,s, ZR) ;

p = Lambda*s;

X = xX+p;

g = ((x'*D*x) *D+G) *x+h;

scos fi = (s'*g)/ (norm(s) *norm(qg) ) ;
Fx = ((x"*D*x)"2)/4+ (x"*G*x) /2+h"'*x;

fprintf('\n %$3.0f %$1.0e %10.2e %10.2e %10.2e %11.2e %10.2e
$10.2e', ...
k,epsilon, norm(x-xopt), norm(p),Fx-Fopt,norm(g),Lambda, '
N/A ' ,norm(H, 'fro'));
$Druha iteracia - Vypocet bodu x2

y0 = g-g0;

d vO0;

r = p-y0;

gl = g;

a = y0;

H=H+ (((r+a)*(r+a)') / (y0'*(r+a))) - (a*a') / (y0'*a) ;
s = -H*g;

Lambda =ZR2 (D, G, h, x,s,ZR) ;
p = Lambda*s;

X = X+p;

g = ((x'*D*x) *D+G) *x+h;

$cos_fi = (s'*g)/(norm(s)*norm(qg));
Fx = ((x"*D*x)"2)/4+ (x"*G*x) /2+h"'*x;

fprintf ('\n %$3.0f $1.0e %10.2e %10.2e %$10.2e %11.2e %10.2e %s
%$10.2e', ...
k,epsilon, norm(x-xopt), norm(p),Fx-Fopt,norm(g),Lambda, '
N/A ',norm(H, "fro'));

for k=3:(n);

y = g-g0;
r = p-H*y;
beta = - (y0'*y)/(d"'*y0) ;

a = beta*a+ty;
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H=H+ (((r+a)*(r+ta)') / (y'*(r+a))) - (a*a') / (y'*a) ;

s = —-H*g;
Lambda =ZR2 (D, G, h, x,s,ZR) H
p = Lambda*s;

X = xX+p;

g0 = g;

g = ((x'*D*x) *D+G) *x+h;

Fx = ((x'"*D*x)"2)/4+ (x'*G*x) /2+h'*x;
v0 = y;

$cos_fi = (s'*g)/(norm(s)*norm(g));

if norm(x-xopt) < epsilon
fprintf ('\n %$3.0f %$1.0e %10.2e %10.2e %10.2e %11.2e %10.2e %s
$10.2e', ...
k,epsilon,norm(x-xopt), norm(p),Fx-Fopt,norm(qg), Lambda, '
N/A ',norm(H, "fro'));
epsilon=epsilon/10;
end
$tlac poslednej iteracie
if k==
fprintf ('\n %$3.0f %$1.0e %10.2e %10.2e %10.2e %11.2e
%$10.2e %s %10.2e',...
k,epsilon, norm(x-xopt), norm(p),Fx-Fopt,norm(g),Lambda, '

N/A ',norm(H, "fro'));
end
$tlac iteracie o jedno viac ako n
if k==(n+1)

fprintf ('\n %$3.0f %$1.0e %10.2e %10.2e %$10.2e %11.2e
%$10.2e %s %10.2e',...
k,epsilon,norm(x-xopt), norm(p),Fx-Fopt,norm(qg), Lambda, '

N/A ',norm(H, "'fro'));
end
end;
presnost=norm(x - xopt);
fprintf (ciara);
fprintf ('\n'");
fprintf (' presnost = |[xn-xopt| = %15.9f', presnost);
fprintf ('\n");
end
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function[aprox]=Z2R2 (D, G, h,x,s,ZR)

%$hladanie intervalu
a=0;
b=1;

;S,a)

fi0=£fi (D, G,h,
G,h,x,s,b)

X 7
fil=ffi(D,G,h, x ;
while fil<fiO
b=b+0.5;
fil=ffi(D,G,h,x,s,b);
end

%$konstanta
k1=0.5* (sgrt (5)-1);
k2=0.5* (3-sqgrt (5));

sprvz krok

cl=a+k2* (b-a);
c2=a+kl* (b-a);
fil=ffi(D,G,h,x,s,cl);
fi2=ffi(D,G,h,x,s,Cc2);

salgorytmus
for i=1:ZR
if fil<fi2
b=c2;
c2=cl;
cl=a+k2* (b-a);
else
a=cl;
cl=c2;
c2=a+kl* (b-a);
end
fil=ffi (D,G,h,x,s,cl);
fi2=ffi (D,G,h,x,s,Cc2);
end
aprox=0.5%* (a+b) ;
function [ hodnota ] = ffi( De,Ge,ha,x,s,lambda )
SUNTITLED Summary of this function goes here
% Detailed explanation goes here

z=x+lambda*s;
hodnota=0.25* ((z'*De*z)"2)+0.5*% (z'*Ge*z)+ha'*z;

end
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function [ G,h,X opt,X nul ] = Generator( n,kappa,ro )
$UNTITLED Summary of this function goes here

% Detailed explanation goes here

%Generujeme G

D=diag(l: ((10%kappa-1)/(n-1)) :10"kappa) ;
A=100*rand(n,n);

[Q,R]=qr (A);

G=Q*D* (Q") ;

$Generujeme X opt
X opt=100*rand(n,1);

%Doratame h
h=-G*X opt;

$Generujeme X nul
y=100*rand(n,1);
X nul= X opt+ro* ((y-X opt)/ (norm(y-X opt)));

end
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