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Abstrakt

STAS, Peter: Dynamické zovseobecnenie Tobinovho modelu. [Diplomova praca]. Univerzita
Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej
matematiky a Statistiky. Veduci diplomovej prace: doc. RNDr. Peter Guba, PhD. Bratislava:
FMFI UK, 2012, 40 stran.

Diplomova prica sa zaobera Stidiom zovSeobecneného Tobinovho modelu. Po zavedeni ¢a-
sového oneskorenia do dynamického systému sa vySetrujd linedrne vlastnosti modelu. Praca
je rozdelena na tri kapitoly. Prva kapitola sumarizuje potrebné teoretické znalosti pred ana-
lyzou samotného modelu. Druhd kapitola sa venuje Tobinovmu modelu, vyvoju problému
tohto dynamického systému, ako i podrobnému odvodeniu systému aZ na zovSeobecneny
tvar. V tretej kapitole sa analyzuje dvojrozmerny zovSeobecneny Tobinov model s casovym
oneskorenim. Postupne sa rieSia vlastnosti linearovaného systému, ako aj simulécia trajek-
torii na okoli pevného bodu. Vysledky diplomovej prace st nutnym zdkladom pred d’al§im

Stidiom nelinearnych vlastnosti modelu.

Kruacové slova: zovseobecneny Tobinov model, ¢asové oneskorenie, dynamicky systém,

pevny bod, stabilita, linearizacia.



Abstract

STAS, Peter: Dynamic Generalization of the Tobin Model. [Master’s Thesis]. Comenius Uni-
versity in Bratislava. Faculty of Mathematics, Physics and Infomatics, Department of App-
lied Mathematics and Statistics. Supervisor: doc. RNDr. Peter Guba, PhD. Bratislava: FMPH

Comenius University, 2012, 40 pages.

The thesis studies generalized Tobin model. Linear properties of the model are investiga-
ted after the introduction of time delay into the dynamic system. The thesis is divided into
three chapters. The first chapter summarizes the necessary theoretical knowledge before ana-
lyzing the model. The second chapter deals with the Tobin model, the development of the
problem of this dynamical system, as well as a detailed derivation of the system to the gene-
ralized form. The third chapter analyzes the two-dimensional generalized Tobin model with
time delay. Gradually, there are solved the properties of linearized system, as well as simu-
lation of trajectories around the fixed point. The results of this thesis are a necessary basis to

further studies of nonlinear properties of the model.

Keywords: Generalized Tobin Model, time delay, dynamical system, stationary solution,

stability, linearization.
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Uvod

Ciel'om diplomovej price je Stidium zovSeobecneného Tobinovho modelu v neoklasicke;j
monetdrnej tedrii rastu. Ide o makroekonomicky dynamicky model. James Tobin zaviedol
peniaze do ekonomického modelu rastu a bohatstvo tak moZe byt’ reprezentované ako ka-
pitdlom, tak aj peniazmi. Tobinov model je ur€eny tromi premennymi, kapitdlom, peniazmi
a inflaciou. Po uverejneni povodného Tobinovho modelu niekol’ko ekonémov objavilo jeho
nestabilné vlastnosti, a preto sa formuloval zov§eobecneny Tobinov model, ktory nedostatky
povodného odstranil.

V naSej diplomovej prici zavedieme do zovSeobecneného Tobinovho modelu konStantné
casové oneskorenie do oCakavanej miery inflacie v nelinedrnych €lenoch, spojenych s pro-
dukénou funkciou. Model zredukujeme na dvojrozmerny model za platnosti predpokladu
konStantného kapitdlu. Analyzovat’ budeme linearne vlastnosti Tobinovho modelu paramet-
rizovanych ¢asovym oneskorenim 7.

Ziskané vysledky predstavuji nevyhnutny zdklad, na ktorom moZno postavit’ budicu
analyzu nelinedrnych vlastnosti Hopfovej bifurkdcie s oneskorenim, ktoré je pritomnd v mo-
deli.

Diplomova praca ma tri kapitoly. V prvej kapitole uvddzame zhrnutie teoretického za-
kladu, na ktorom stoji d’alSia analyza modelu. Definujeme pojmy a vety teérie diferencial-
nych rovnic a dynamickych systémov a klasifikujeme pevné body dvojrozmerného dyna-
mického systému. Zvlast’ sa venujeme aj pojmu bifurkdcia, ktord sa vyskytuje v Tobinovom
modeli, konkrétne ako Andronovova-Hopfova bifurkécia.

Druh4 kapitola je tvodom do problematiky Tobinovho modelu. Zhfiame postupny vy-

voj tohto modelu od 60-tych rokov 20. storoCia a ndsledne charakterizujeme a odvodime



Tobinov model. Uvol'nenim predpokladov, s ktorymi pracoval James Tobin sa dopracujeme
k formulécii zovSeobecneného Tobinovho modelu.

V tretej kapitole doplnime predpoklady a zavedieme Casové oneskorenie do modelu.
Dvojrozmernému systému s ¢asovym oneskorenim ndjdeme staciondrne rieSenie, lineari-
zujeme ho na okoli pevného bodu a vySetrime jeho stabilitné vlastnosti. Kritické Casové
oneskorenie vplyvajice na stabilitné vymeny zndzornime graficky v zavislosti od Styroch
parametrov modelu. Nakoniec eSte graficky zndzornime simulécie trajektorii na okoli pev-

ného bodu a ¢asovy vyvoj premennych dvojrozmerného linearizovaného modelu.
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Kapitola 1
Dynamické systémy

Nasledujica kapitola zhffia potrebné teoretické poznatky a pojmy na prevedenie analyzy
zovseobecneného Tobinovho modelu s konstantnym ¢asovym oneskorenim. Ide o nelinearny

viacrozmerny dynamicky systém.

1.1 Systémy obycajnych diferencialnych rovnic

Majme systémy diferencidlnych rovnic v tvare

. Oz

T = f(t,x), f € CY(U,R"). (1.1)

ot
Pevny bod (ekvilibrium, staciondrne rieSenie) x(t) = z* je rieSenim rovnice f(z*) = 0.
V tomto rieSeni x* su prirastky funkcie nulové, rieSenie je konsStantné a nezavislé od Casu.

Taylorovym rozvojom funkcie f okolo pevného bodu x* (pre zjednodusSenie predpokla-

dajme z* = 0) dostdvame systém & = Az + p(z), kde

9h ... Ot
ox1 Oxn
A= Df(a") = DF(x) [omsr=
ofr ... Oh
o1 Oxn r—*

Matica A sa nazyva Jacobiho matica prvych derivacii jednotlivych rovnic dynamického

systému podl'a jednotlivych premennych vycislenych v pevnom bode z* a pre () plati

11



lim o(z)/ || 2 [= 0.

[zl =0
Potom linearizovany systém je systém v tvare

T = Ax. (1.2)

Definicia 1.1. RieSenie T dynamického systému (1.1) je (Liapuntovsky) stabilné, ak pre dané
e > 0 existuje §(g) > 0 také, Ze pre l'ubovol'né iné rieSenie y(t) plati, ak |z(0) — y(0)| < 0,
potom |Z(t)—y(t)| < € Vt > 0. RieSenie sa nazyva asymptoticky stabilné, ak je Liapuntovsky
stabilné a navySe plati, ak |z(0) — y(0)| < 9, potom tlggo |z(t) — y(t)| = 0. RieSenie je

nestabilné, ak nie je stabilné.

Veta 1.1. Ak vsetky viastné cCisla matice A systému (1.2) maji zdporné redlne casti, tak

riesenie x* systéemu (1.2) je asymptoticky stabilné. Ak md niektoré vlastné cislo kladnii redlnu

cast’, tak riesenie r* je nestabilné.

Definicia 1.2. Vektor v budeme nazyvat’ viastnym vektorom matice A, ktory prislicha vlast-
nému Cislu \, ak je rieSenim systému rovnic (A — X\ )v = 0.

z Y7

Aby sme nasli vlastné ¢isla matice A, potrebujeme ndjst’ korene charakteristického po-

lynému matice A:
0=det(A—X)=(=1)"A\"+a A" '+ ...+ ap1 )+ an. (1.3)

Veta 1.2 (Nutnd a postacujica podmienka asymptotickej stability - Rought-Hurwitzovo kri-

térium). Nech polyném n-tého stupria s redlnymi koeficientami md tvar
P\ = ao\" + ax \" P+t an N+ ap.

Potom redlne zlozky vsetkych koreriov polynomu P sii zdporné prdve vtedy, ak su kladné

vSetky diagondlne minory Hurwitzovej matice (a; = 0 Vi > n)

a apo 0 0 0 O O --- O
az as a1 Qo 0 o 0 --- 0
as as az az ap ag 0 01,
0O 0 0 0 0 0 O Qn
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kde diagondlne minory sii

a1 Qo 0
a; Qo
Ay =a;, Ay= , A3=a3 Ay Qyl|s «--
az Gz
as a4 Qs

Potom pre n = 2 mame charakteristicki rovnicu ag\? + a; A + ay = 0, pri¢om
A1:&1>O, A2:a1a2>0.

Redlne zlozky vSetkych vlastnych ¢isel matice A su zaporné (a teda pevny bod x* je asymp-
toticky stabilny) prave vtedy, ak a; > 0 a ay > 0.

Pri $tadiu dynamického systému s Casovym oneskorenim 7 zacneme s analyzou lokélne;j
stability. Analyzujeme linearizovany systém s ¢asovym oneskorenim 7. Ak je ¢asové one-
skorenie konecné, potom je charakteristickd rovnica dynamického systému funkciou onesko-
renia. Preto aj A, rieSenie charakteristickej funkcie, je funkciou oneskorenia, A(7). S menia-
cou sa hodnotou oneskorenia 7 sa mdZe tieZ menit’ stabilita rieSenia. Takéto zmeny stability

budeme nazyvat stabilitné vymeny (stability switches).

1.2 Klasifikacia typu pevného bodu

UvaZujme dvojrozmerny systém diferencidlnych rovnic:

Z1 = fi(z1, x2) (1.4)
Ty = fi(x1, 22),

kde f € CH(U,R?).

Charakteristickd rovnica linearizovaného systému & = Ax m4 tvar \> — 7\ + A, kde

s Y2

T =1tr(A) a A = det(A). Potom vlastné ¢isla matice A sd
1 1/2
)\1?2 = 5(7’ +D ),

kde D = 7% — 4A.
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Typ pevného bodu je dany charakterom trajektorii na okoli pevného bodu. Ak 7 = 0,
A = (0 alebo D = 0, potom ide o degenerovany pripad pevného bodu. Ak je lineariza-
cia nelinedarneho systému nedegenerovand, potom je fazovy portrét na okoli pevného bodu
zachovany aj v nelinedrnom rezime. Ak je linearizicia degenerovand, potom linearizovany
fazovy portrét nie je Strukturdlne stabilny a z linearizdcie nevieme klasifikovat’ typ pevného

bodu (Jordan & Smith (2007)).

Typ pevného bodu 7 A D | Vlastné Cisla matice A

sedlo <0 >0 | sign(A;) # sign(Ag), M2 € R
stabilny uzol <0 >0 >0 |sign(A\) =sign(A) <0, A2 €R
nestabilny uzol >0 >0 >0 | sign(A\) =sign(A2) >0, A2 € R

stabilnd $pirdla <0 >0 <O |sign[Re(A\1)] = sign[Re(A\2)] <0, A2 €C

[
nestabilnd $pirdla >0 >0 <O | sign[Re(A\1)] = sign[Re(A\2)] >0, A2 € C

centrum =0 >0 <0 | Re(M2)=0,M\€C

degenerovany stabilny uzol <0 >0 =0 A\ =X<0,N2€R

degenerovany nestabilny uzol | >0 >0 =0 | A\ =X >0, ;2 € R

neizolované pevné body =0 AM=0,#0,N\2eR

Tabul'ka 1.1: Klasifikdcia pevnych bodov

Tabul’ka (1.1) klasifikuje typ pevného bodu dvojrozmerného dynamického systému v za-

vislosti od 7, A a D, a taktieZ v zavislosti na vlastnych Cislach A; a As.

1.3 Bifurkacia

Majme systém diferencidlnych rovnic v tvare
&= f(z,r), reR, x=u(tr), (1.5)

kde r je redlny parameter.
Bifurkécia je kvalitativna zmena Struktiry toku pri zmene parametra dynamického sys-

tému. Inak povedané, je to jav, kedy sa malou zmenou parametra zdsadne zmeni dlhodobé
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spravanie dynamického systému. Prikladmi kvalitativnej zmeny je vznik alebo zédnik pev-
ného bodu alebo zmena stability pevného bodu. Bifurka¢ny bod je kriticky bod, v ktorom
nastdva bifurkdcia.

V préci [3] bolo dokédzané, Ze v zovSeobecnenom Tobinovom modeli dochddza k Andro-

novovej - Hopfovej bifurkacii.
Veta 1.3 (o Andronovovej-Hopfovej bifurkacii). Nech systém

Z1 = fi(p, 1, 20) (16)

1:2 = fl(,uaxlaxQ)

md pevny bod v zaciatku suradnicovej siustavy x* = 0 pre vsetky hodnoty redlneho para-
metra . Dalej nech pri i = pg st viastné &isla A (1), \o(1) linearizovanej siistavy rydzo
imagindrne. Ak pre redlne Casti viastnych Cisel plati podmienka ORe[\; 2(10)] /O | =y # 0

a bod 0 je asymptoticky stabilny pevny bod pri i = ji, potom plati:

a) | = o je bifurkacny bod,

b) existuje taky interval (i1, o), Ze pre p € (u1, po) je zaciatok siradnic stabilné oh-

nisko,

c) existuje taky interval (g, p1), Ze pre i € (o, o) je zaciatok siradnic nestabilné

ohnisko obkl'ticené limitnym cyklom, ktorého rozmer nardstd pri narastant Ju.
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Kapitola 2

Tobinov model

2.1 Vyvoj problému

V roku 1965 uverejnil James Tobin vyznamnu pracu [9], v ktorej pojednaval o peniazoch a
netdrna ekondémia bola akoby v dzadi ostatnych oblasti ekondmie. Jeho prica sa zaoberala
monetarnymi veli¢inami a ich vplyvom na kapitdlovi naro¢nost’. Vo svojej praci sa zameral
hlavne na ekvilibrium v dlhodobom ¢asovom horizonte. Predpokladal, Ze dlhodobo sa dopyt
rovnd ponuke a ocakdvand inflacia sa rovnd skutoCnej. Ukdzalo sa vSak, Ze tieto podmienky
nie je mozné brat’ ako samozrejmé. Vysledky origindlneho Tobinovho modelu sa ukdzali
byt’ nestabilné, a teda nepouZitel'né do praxe.

Michael Hadjimichalakis nadviazal od roku 1971 sériou Clankov [4], [5], [6], v ktorych
zostavil zovSeobecneny Tobinov model. Zistil, Ze predpoklady, s ktorymi Tobin pracoval,
boli postacujicou podmienkou nestability modelu v dlhodobom ¢asovom horizonte. V zo-
vSeobecnenom Tobinovom modeli preto uvol'nil podmienky vycistenia trhov a dokonalej
predpovede cien. Ceny sa tak uZ mohli menit’ nie len existenciou previsu ponuky ¢i dopytu
na trhu, ale aj oCakdvanim, Ze sa zmenia. Podrobne sa venoval aj stabilitnym podmienkam
modelu v kratkodobom 1 dlhodobom ¢asovom horizonte.

Jess Benhabib a Takahiro Miyao dokézali vo svojej praci [1] podmienky lokalnej asymp-

totickej stability ekvilibria a uviedli podmienky, kedy v dynamickom systéme zovSeobec-
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ného Tobinovho modelu dochadza k Andronovovej-Hopfovej bifurkdcii.

Miroslav Foltin vo svojej diplomovej praci [3] analyzoval zovSeobecneny Tobinov model
pre konkrétnu triedu produkénych funkcii a konkrétnu triedu funkcii dopytu po peniazoch.
V kratkodobom modeli naSiel pevné body, ich lokdlne stabilitné vlastnosti a naSiel aj body
lokdlnych bifurkacii. Dokézal existenciu Andronovovej-Hopfovej bifurkdcie v dynamickom
systéme. V dlhodobom modeli odvodil podmienky, kedy existuje jeden, dva alebo Ziaden
pevny bod. Nakoniec odvodil nutné a postacujice podmienky pre stabilitu pevného bodu

trojrozmerného modelu.

2.2 Odvodenie Tobinovho modelu
Tobinov model predpoklada neoklasickt produkénti funkciu v tvare
Y = F(K,N),

kde Y je homogénny produkt vytvoreny kapitdlom K a pradcou N. Funkcia F' je dvakrét spo-
jite diferencovatel’'nd, linedrne homogénna, ma kladnd a klesajicu margindlnu produktivitu

faktorov K a N a produkt nemoZe byt’ vytvoreny pri absencii jedného z faktorov. Plati teda:
y=f(k),pre 0 < k < 0o

f(k)>0,f(k)>0,f"(k)<0,pre k >0

lim f'(k) = oo, klim f'(k) =0,

k—0

K Y
kde k = —,y = —.
CPENYEN

Dalej platia tri nasledujiice vlastnosti, na zdklade ktorych Tobin zostavil svoj model:
1. Ludia dokonalo predpovedaju ceny, teda skuto¢nd inflicia sa rovna ocakavane;j:

ﬁ: :q’

T I

kde p je skutoCnd inflacia a q je oCakdvana inflcia.

17



M
2. Ludia si sporia Cast’ s svojho disponibilného prijmu Y + (—> , kde M je nominélne
p

mnoZstvo penazi a p je cenova droven. Potom skutocnd akumulécia kapitalu je

vt (ﬂ)] o @

K=s
p p

Tédto rovnica sa nazyva aj Tobinova fundamentélna rovnica. V nej s[Y + <%>] st

privétne dspory a s[Y + <%)] — % sti tspory spolonosti. Clen (%) predstavuje

minanie vlady. VIdda totiZ nové peniaze emituje do obehu rozpoctovym deficitom.
Pomer % = 6 predstavuje mieru rastu nomindlneho mnoZstva penazi a je konStantny.
Ak predpokladdme, Ze pracovna sila (a populdcia) /V rastie exponencidlne (t. j. % =

n), rovnicu (2.1) moéZeme prepisat’ do tvaru na jedného obyvatel a:
k= sf(k)—(1—s)(0—q)m —nk, (2.2)
kde m = % je objem redlnych peniazi na jedného obyvatel’ a.
3. Dopyt po peniazoch L sa vZdy rovna ich ponuke, t. j.

m=L(). (2.3)

Zderivovanim rovnice m = % podl’a ¢asu dostaneme:

m:m(ﬁ—l—i—n). 2.4)
p

Zosumarizovanim predpokladov a odvodenych vzt’ahov dostdvame Tobinov model:

k=sfk)—(1—5)(0—q)m—nk (2.5)
m = L(.) (2.6)
i =m0 — p—n) 2.7)

p=q. (2.8)

18



2.3 ZovSeobecneny Tobinov model

Tobinov model ako bol povodne formulovany predpokladd, zZe v kazdom ¢asovom okamihu
st trhy vycistené, dopyt sa rovna ponuke. TieZ predpokladd dokonald predpoved’ cien. Ci ale
trh dokaze dospiet’ do takéhoto stavu, je potrebné dokdzat’. Na to potrebujeme v rovniciach
(2.6) a (2.8) povolit’ stavy mimo tychto ekvilibrii a ukdzat’, Ze ekonomika smeruje do tohto
rovnovazneho stavu.

S ohl'adom na dynamické spravanie v ekonomike, vyuzijeme Walrasov zdkon. Podl'a
neho, ak existuje previs dopytu, tak ceny rastu a ak existuje previs ponuky, tak ceny klesaju.
Preto sa ceny menia v zévislosti od previsu dopytu, resp. ponuky na pefiaznom trhu. Rovnicu

(2.6) teraz mdZeme prepisat’ do tvaru
p=c¢e[m— L(.)], (2.9)

kde ¢ je rychlost’ prispdsobenia sa cenovej drovni, resp. 1/¢ je ¢as potrebny na prisposobenie
sa. VSimnime si, Ze ak ¢ — oo alebo 1/e — 0, Co znamend, Ze ak je prispdsobenie sa
okamZité, tak dostdvame povodni rovnicu z Tobinovho modelu (2.6).

S ohl’adom na dynamické spravanie v ekonomike d’alej pretransformujeme rovnicu (2.8)

do tvaru
q=70—q), (2.10)

kde 7y je rychlost’ prisposobenia sa o¢akdvaniam ohl’adne cien, resp. 1/ je as potrebny na
prispdsobenie sa. OCakdvand inflacia sa meni pomerovo k rozdielu skutocnej a oakdvane;j
infldcie. Opit’ si v§imnime, Ze ak v — oo alebo 1/ — 0, o znamend, Ze ak je prisposobenie
sa okamZité, tak dostivame povodni rovnicu z Tobinovho modelu (2.8).

V naSej praci nadviazeme na zovSeobecneny Tobinov model, aky bol analyzovany v praci
[5] aneskor v [1]. V fiom sa navySe predpokladd, Ze ceny sa nemenia len v zdvislosti od pre-
visu dopytu alebo ponuky na pefiaznom trhu, ale aj preto, Ze sa oCakdva, Ze sa ceny zmenia.

Preto sa rovnica skuto¢nej inflacie (2.9) zmeni na tvar

p=c¢lm—L()]+q. (2.11)
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Ak dosadime rovnicu (2.11) do rovnice (2.10), dostaneme
g =elm — L()], (2.12)

Funkcia dopytu po peniazoch L(.) sa dé $pecifikovat’ nasledovne:

oL oL
/ = — L = —
L{f(k), f'(k) +q], Li o > 0al 90 <0,

kde f(k) je produkcia na jedného obyvatel'a a predstavuje dopyt po uzatvoreni obchodu.
CiZe peniaze drzime pre pripad uzatvorenia transakcii. Argument f’ (k) + ¢ predstavuje na-
klady obetovanej prileZitosti za to, Ze mdme peniaze v hotovosti. Tento ¢len ndm hovori,
Ze peniaze drZzime za iCelom zaobstarania si majetku. Funkcia dopytu po peniazoch je teda
funkciou kapitdlu na obyvatel'a k£ a ocakdvanej inflacie q. V praci pouZijeme konkrétny tvar
funkcie dopytu, ktory bol pouzity uz v [3],

Lok®

—_— 2.13
CETSE 1)

L= L(k,q) :=

kde
a,f€(0,1),a+ =1, Ly =const >0, gp > 0,

_ OL(k,q)  aLok*'  oaL(k,q)

L. = = = >0,
F ok (q+qp)? k

L — aL<k7Q) - 6L0ka _ _ﬁL(ka(J) < O
! dq (g+qp)’**  q+ap ’

pricom parametre «, 3, q¢p vyjadruji:
e « - zmena rychlosti narastu dopytu po peniazoch pri ndraste mnoZstva kapitélu,
e (3 - zmena rychlosti poklesu dopytu po peniazoch pri naraste o¢akavanej inflacie,

e ¢p - dostatocne vel’ky parameter, aby funkcia dopytu po peniazoch bola definovana aj

pre zaporné hodnoty ocakavanej inflacie.
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Dosadenim rovnic (2.11) a (2.12) do pdvodného Tobinovho modelu dostaneme formulé-

ciu zovseobecneného Tobinovho modelu:

k=sf(k) = (1—s)(0 —q)m —nk (2.14)
i =m(0 —p —n) (2.15)
G =~velm — L(k, q)] (2.16)
p=elm—L(k,q)] +q, (2.17)

kde premennymi modelu su:
e k € RT - pomer kapitél / praca
e m € R" - objem redlnych penazi na jedného obyvatel'a
e ¢ € R - ocakdvand miera inflacie
e p € R - skuto¢nd miera inflacie
a parametrami modelu su:
e s € (0,1) - sklon k dsporam

0 € R - miera rastu nomindlneho mnoZstva peiazi

n € R - miera rastu pracovnej sily (populécie)

e € RT - rychlost’ prispdsobenia sa cenovej drovni

~v € R - rychlost’ prispdsobenia sa ofakdvaniam o cendch
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Kapitola 3

ZovSeobecneny Tobinov model s casovym

oneskorenim

Do zovieobecneného Tobinovho modelu teraz zavedieme Casové oneskorenie. Casové one-
skorenie bude diskrétne, konstantné a jediné v dynamickom systéme. Premennou s Caso-
vym oneskorenim bude oCakdvand miera inflacie ¢, vystupujica vo funkcii dopytu po pe-
niazoch L. Inymi slovami, v rovniciach (2.16) a (2.17) bude namiesto L(k, q) vystupovat’
Llk,q(t —7)].

Dalej budeme predpokladat’, e kapitdl je konitantny, t. j. & = const = k. V§im-
nime si, e v rovnici (2.14) teraz vystupuji konstantné Cleny sf (k) a nk a nelinedrny ¢len
(1 — s)[0@ — q(t)]m(t), ktory reprezentuje interakciu medzi veli¢inami m(t) a ¢(t). Aby
sme tento vzt'ah medzi premennymi modelu m a ¢ rozviazali, pomdZeme si predpokladom
o nemennosti vel'kosti populécie, t. j. n = 0. ZovSeobecneny Tobinov model sa tak redukuje
na dvojrozmerny systém s casovym oneskorenim 7.

Tobinov model potom nadobuda tvar:

m(t) = m(t)0 —em(t)* + em(t) Lk, q(t — 7)] — m(t)q(t) 3.1)
q(t) = yem(t) — yeLlk, q(t — 7)), (3:2)
kde premennymi systému su:

e m € R" - objem redlnych penazi na jedného obyvatel'a
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e ¢ € R - ocakdvana miera inflacie
a parametre systému su:
e k € R* - pomer kapitél / praca,
e 0 € R - miera rastu nomindlneho mnoZstva penazi,
e ¢ > ( -rychlost’ prispdsobenia sa cenovej urovni,

e v > 0 -rychlost’ prispOsobenia sa oCakdvaniam o cenach.

3.1 Stacionarne rieSenia systému
Pevny bod systému & = f(x) je rieSenim rovnice f(x*) = 0. Pre nd$ model potom plati:
¢§=0<m=L(k,q)
m=0&m=0vV0—-—q=0
Ked’Zze m, 7, ¢ € R, dostdvame jediny pevny bod systému:
(m*,q*) = [L(k,0),0] = [Lok®(0 + qp) ", 0]. (3.3)

Staciondrne rieSenie systém dosahuje vtedy, ked’ objem redlnych peniazi na jedného obyva-
tel'a zodpoveda dopytu po peniazoch a ked’ ocakdvand inflacia je rovnd miere rastu nomi-
nalneho mnozstva penazi. Zaroven si vS§imnime, Ze v ekvilibriu podl’a rovnice (2.17) plati,

Ze skuto¢nd inflacia sa rovnd oCakdvane;.

3.2 Linearizovany systém na okoli pevného bodu

Jacobiho matica prvych derivécii pre systém (3.1) a (3.2) ma tvar:

A(m, q) = 0 — 2em(t) + Lk, q(t — 7)) = q(t) em(t)Ly[k, q(t — 7)) %55 — m(t)
) ye —’V&‘Lq[k:, q(t — 7] afé
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Matica A je nelinearna a Casovo-zavisla matica, kde

_ Lok®
Lk, q(t — 1) = RS ETSI
Lyfk,q(t — )] = 2H50) _ Lk pLlkgl =)

90 ityear  @E—T) @) qll—7) T ap
Predpokladom exponencidlnych zavislosti pre funkcie m(t) a q(t), teda q(t) = q(0)eM

am(t) = m(0)e* a ndslednym vy&islenim Jacobiho matice A(m,q) v pevnom bode (3.3)

dostavame:
. . —5L(l%, 0) EL(E, 9)Lq(15, G)e‘” — L(l%, 0)
A(m*,q") = ’ :
ye —veLy(k,0)e™>7
kde -
_ Lok®
L(k,0)= ———,
(. ) 0+ qp)?
7. _5[’(]%7 0)
L,k 0) = ————=~.
q( ) ) 0 _|_ qD

Z dovodu lepsej prehl’adnosti d’al$ich vypoctov si oznaéme L* = L(k, 6), L; = Ly(k, ).

Potom takto upravend Jacobiho matica vycislend v pevnom bode (3.3) ma tvar:

. . —elL* 5L*L2e*’\7 —L*
A(m*,q%) =
e —fysLZe"\T

Poznamendvame, Ze matica A(m*, ¢*) je funkciou (nezndmeho) vlastného ¢&isla A a pa-
rametrov &, 6, Lo, qp, @, B, €, yar.

Stabilita pevného bodu je uréend znamienkom redlnej Casti A\. Ak Re(\) < 0, systém je
v linearizovanom zmysle stabilny a opacne. Nasou tlohou je analyza parametrickej zavislosti
rychlosti exponencidlneho rastu alebo poklesu, Re(\), na parametroch systému, predovset-

kym vSak na parametri oneskorenia 7.

3.2.1 Charakteristicka rovnica systému

Odvod’me teraz charakteristickd rovnicu matice A(m*, ¢*):

—eLl*— X 6L*LZe_)‘T - Lr
det(A(m*, ¢") — \I) = =
e —yeLie™ — X
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= (eL™ + )\)(yeL;e_’\T +A) — VE(EL*L;e_” — L)
22 * *\ —AT * 27 %1% * —AT
=N +el*A+eyLide ™ + el +ye L' Ly(L* — 1)e
Ozna¢me jednotlivé konstanty tak, aby nim navyse ostali v rovnici iba ¢leny A a e=*7. Potom

dostdvame charakteristickd rovnicu systému vo v§eobecnosti
N ad+bre ™ 4 e+ de N =0, (3.4)

kde a = eL*, b =eyL}, c=yel*ad =~e’L*L;(L* — 1).

3.2.2 RieSenie linearizovaného problému

Predpokladajme, Ze koretiom rovnice (3.4) je rydzo imaginarne rieSenie A = iw,w > 0.
Dalej predpokladajme, Ze
c+d#0 (3.5)

Keby ¢ + d = 0, potom by platilo w = 0. Tento Specidlny pripad budeme rieSit' samostatne
neskor.

Ak dosadime rieSenie A = iw do rovnice (3.4), dostaneme
—w? +iaw +1ibw cos(wT) + bwsin(wr) + ¢ + d cos(wT) — idcos(wr) = 0
Z toho rozdelime redlnu a imaginarnu zlozku

¢ — w? + bwsin(wr) + d cos(wT) = 0

(3.6)
aw + bw cos(wt) — dsin(wr) =0
Umocnenim jednotlivych rovnic na druht a s¢itanim dokopy dostdvame
Vw? + d* = (w? — ¢)* + a’w? (3.7)
Z toho w* + w?(a® — 2c — b?) + ¢ — d* = 0 a rieSenie w je:
W2 = (1* +2¢ — a®) £ /(0?2 + 2c — a2)? — 4(c2 — d?) 38)

2

Teda ak platia nasledujice dve podmienky:
[0* +2c—a® > 0] a [(b*+2c—a®)* —4(* — d*) > 0]
potom
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e ak 2 < d?, existuje prave jedno imagindrne rieSenie A = iw,,w; > 0
e ak ¢? > d?, existuju prave dve imagindrne rieSenia Ay = iwy,w, > w_ > 0.

Dalej uréime znamienko derivacie ReA(7) podl’a oneskorenia 7, ked” A(7) je rydzo imagi-

narna. Z rovnice (3.4) dostavame

(2A +a +be ™ — bATe ™ — dTe_)‘T)? = —(=AbAe™ —dre™) = e N(d + \b),
T
O\ e \(d + \b)

dr 2\ +a+ be AT — bA\te N — dre=AT’

Pre algebraicki vyhodnost’ nasledujuceho postupu d’alej pouzijeme prevratend hodnotu vy-

razu
I 2 tat+be™™ —bAre™ —dre™™ (A +a)e M +b T (3.9)
or) = Y ESY) T Ad ) oo
Z rovnice (3.4) vieme vyjadrit’ ¢len 7, t. j.
b\ +d
Mo 3.10
¢ N+ ak+c ©-10)

Na urenie znamienka J(Re)\) /07 vyuZijeme ziskané rovnice (3.7), (3.9), (3.10) :

s {20 [re ()] -

()}, -

— e {Re (_A(/\fi T o A(d—bk W) e () }A
{
{
{

fre (—Wfi T c>) e (ﬁ) }
a2 — 2(c —w?) B2 }

(c —w?)? +w?a®  d?+ b2w?
a? — 2c + 2w? — b?
d? + b2w?

= sign {a2 —2c—b* + 2w2} .
(3.11)

Po dosadeni rovnice (3.8) vidime, Ze vyraz md kladnd hodnotu pre w? a zdpornd pre w?.

TakZe redlna Cast’ rieSenia charakteristickej rovnice (3.4) rastie pre w? a klesé pre w?.
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Pre dve rozne rieSenia w, a w_ dostdvame z (3.6) dve rozne vyjadrenia pre kritické

hodnoty parametra 7, kedy rovnica (3.4) mé dve rydzo imaginérne rieSenia:

0, 21
T =242 (3.12)
W+ W+

kde0 <9, <2m,l€Z"a

(W —c)d — abw?

N o
2 —o)bwy + ad
S, — (Wi —¢) 2wi adw
bQWi + d2

2 d— b 2
a z toho ﬂi:arccotg( (W — ) et )

(Wl — ¢)bws + adwy
Zhrnutie dosiahnutych vysledkov, ak plati podmienka ¢ + d # 0:

Ak platia nasledujice dve podmienky:
[b* +2c—a® > 0] a[(b° +2c—a®)® —4(c* — d*) > 0],
potom

e ak ¢? < d?, potom ak bolo rieSenie charakteristickej rovnice (3.4) pre 7 = 0 nestabilné,
tak pre vSetky 7 bude nestabilné. Ak bolo v 7 = 0 asymptoticky stabilné, tak je stabilné
pre 7 < T+ a stane sa nestabilnym pre 7 > 79 . V 7 = 79 4 existuje prdve jedno

rydzo imagindrne rieSenie rovnice (3.4) A = iw,,w; > 0.

e ak ¢* > d? tak v kritickych Casovych oneskoreniach 7;  a 7, existujd prave dve ry-
dzo imagindrne rieSenia Ay = iwy, wy > w_ > 0. Ak bolo rieSenie charakteristicke;j
rovnice (3.4) pre 7 = 0 stabilné, tak 79 . < 70_. VSimnime si, Ze 7j41 4 — T4 =
21 /wy < 2m/w_ = 741 - — 7. Z toho vyplyva, Ze existuje kone¢ny pocet stabi-
litnych vymen. To znamen4, Ze existuje Casové oneskorenie 7 = 7, Ze pre 7 = T
dojde k stabilitnej vymene zo stabilného na nestabilné rieSenie a pre 7 > 7T ostane
rieSenie nestabilnym. Analogicky, ak bolo rieSenie charakteristickej rovnice (3.4) pre
7 = 0 nestabilné, tak bud’ je riesenie nestabilné pre 7 > 0 alebo nastane konecny

pocet stabilitnych vymen a pre 7 > T ostane rieSenie nestabilnym.

27



UvaZujme teraz Specidlny pripad
c+d=0. (3.13)
Za tejto podmienky plati w = 0, a teda A(7) = 0,V7 > 0 je rieSenim charakteristickej rov-
nice (3.4). UkdZme sporom, Ze rieSenie charakteristickej rovnice spliiajice (3.13) je stabilné.
Ak dosadime vSeobecné rieSenie A = u + iv do charakteristickej rovnice (3.4), dosta-
neme:
u? + 2iuv — v2 4 (u+iv)(a + be”HIT) 4 demWHIT =
Z toho rozdelenim redlnej a imaginarnej zlozky dostdvame dve rovnice
u? — v 4 au + ¢ + (bu + d)e " cos(vT) + bve T sin(vr) = 0
2uv + av + bve " cos(vT) — (bu + d)e " sin(vT) =0
Umocnenim jednotlivych rovnic na druhu a s¢itanim dokopy dostaneme
(u® —v* +au+c)® + (2uv + av)? = e 27[(bu + d)* + (bv)?] (3.14)

Vieme, 7e ¢ = veL* > 0. Predpokladajme, Ze a > +/b?> + 2c. Pripust'me, Ze existuje
koreni charakteristickej rovnice (3.4) A = u + iv, Ze u > 0 pre nejaké ¢asové oneskorenie

7 > 0. Potom z rovnice (3.14) dostavame:
(u? — v* 4 au + ¢)? + (2uv + av)? < (bu + d)*[(bu + d)* + (bv)?]
(u?—v?)2 +4uv* - 2au(u? +0?) +u? (a® +2c—b%) +v? (a® —2c—b*) +2u(ac—bd) +c* —d* < 0
Pri danych podmienkach ¢ +d = 0,¢ > 0, a > Vb2 + 2cawu > 0 ale nie je moZné, aby
tito nerovnica mala zdpornd hodnotu. Preto vSetky korene charakteristickej rovnice (3.4) st
nekladné, a teda systém je stabilny (ale nie je asymptoticky stabilny, pretoze A\(7) = 0 je

vzdy koreniom charakteristickej rovnice (3.4)).

3.2.3 Stabilitné charakteristiky pre Tobinov model

RieSenim linearizovaného modelu v prechddzajicej podkapitole ndm vznikli Styri podmienky,
ktoré maju zasadny vplyv na rieSenie charakteristickej rovnice (3.4). V tejto podkapitole si
tieto podmienky vyjadrime v pdvodnych premennych zovSeobecneného Tobinovho modelu

a prevedieme ich na ¢o najjednoduchsi tvar.
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Podmienka ¢ + d # 0
c+d=~eLl* +~4L*L(L* —1) #0
Z nerovnice mdZeme eliminovat’ €, 7, L*, ktoré nenadobidaji nulové hodnoty a dostdvame

L+ eLi(L = 1) #0 (3.15)

Podmienka ¢? < d?
C2 o d2 — 7252[1*2 o ")/254[1*2[/;2([4* o 1)2 < O
Z nerovnice opét’ eliminujeme ¢, v, L* a dostdvame

1—?L?(LY—1)* <0

9 1

€8> ——
LA(L* —1)?

Ked’Ze € nadobuda len kladné hodnoty, potom

(3.16)

s
>

Ly(L*—1)
Podmienka 0> + 2¢ — a® > 0
b’ +2c—a® = L22€272 + 2Ly — 2L > 0
RieSenim tejto kvadratickej nerovnice dostaneme ohraniCenie pre parameter y:
v € (=00, 7-) U (74, 00), kde

—2eL* + \fIPLT A AL~ + /TP F [P L
252L;2 a 5L;§2

Y+ =

Z podmienok na parametre L; < 0, L* > 0, > 0,y > 0 ndm vyjde ohraniCenie pre 7:

L* L*Q + L252L*2
1 (3.17)

5Lq2 5Lq2
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Podmienka (0? + 2c — a?)? — 4(c* — d?) > 0
(b? + 2c — a®)* — 4(c* — d*) = b* + a* + 4b%c — 2a°b* — daPc + 4d* =

=Ly + AL Ly + 20 L%e[2(LF — 1)° — 1]7* — 4L®y 4+ L™ > 0

Z podmienok na parametre L; < 0, L* > 0,& > 0,7 > 0 dostaneme ohraniCenie pre ¢
4L*’Y(L*2 _ L2272)
>
Lty 4+ 202 L22[2(Lr — 1)2 — 1] + L

(3.18)

3.3 Zavislost’ kritického ¢asového oneskorenia od paramet-

rov modelu

Analyzujme teraz kritické ¢asové oneskorenie pre stabilitné vymeny 7, + (3.12) v zavislosti
od ostatnych parametrov modelu ¢, v, 6 a k. Specidlne nds zaujima kritické oneskorenie ked’

[=0.

0.8

0.6f

0.4r

0.2r

1
T
\ 7
A ’
~o _-

0 0.2 0.4 c 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 c 0.6 0.8 1

(a) b)

Obr. 3.1: Zavislost kritického ¢asového oneskorenia (a) 7 -, resp. (b) 79+ a 79— od para-
metra ¢, pre ¢ = 1, k=1, v =12, = 0.5, § = 0.5, Ly = 10, qp = 2. Obrazky (a) a (b)

maju jednotnd mierku pre ul’ahCenie vzdjomného porovnania.
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Obr. 3.2: Z4vislost’ kritického ¢asového oneskorenia 7y, od parametray, pre § = 1, k = 1,

e=1,a=0.5,8=0.5,Ly=10,qp = 5.

Na obrazku (3.1a) je zndzornend zavislost’ kritického ¢asového oneskorenia 7 ; od para-
metra ¢ pre takd vol'bu ostatnych parametrov, Ze plati ¢* < d?, CiZe existuje len jedno rydzo
imagindrne rieSenie A = iw,. Vidime, Ze s rastiicim parametrom ¢ klesd hodnota 7 4 do 0.
TakZe ¢im je rychlost’ prispdsobenia sa cenovej trovni vysSia € — o0, a teda Cas potrebny
na prispdsobenie je tym nizsi 1/ — 0, tym aj kritické ¢asové oneskorenie klesa 75 . — 0.

Na obrazku (3.1b) je zndzornena zdvislost’ kritického ¢asového oneskorenia 79 a 79
od parametra ¢ pre takid vol' bu ostatnych parametrov, Ze plati ¢2 > d?, &ize existuji dve rydzo
imagindrne rieSenia Ay = iw4, wy > w_ > 0. Vidime, Ze s rasticim parametrom ¢ klesa
hodnota 7y 4 do 0, zatial' Co hodnota 7, _ spociatku klesala, d’alej bola relativne stabilna az
napokon zacala rast’ a prevySila aj 79 ;..

Na obrézku (3.2) je zndzornend zdvislost’ kritického ¢asového oneskorenia 7y ; od para-
metra «y pre takd vol'bu ostatnych parametrov, Ze plati ¢* < d?, &iZe existuje len jedno rydzo
imagindrne rieSenie A\ = iw,. Vidime, Ze s rasticim parametrom v klesd hodnota 7 ; do
0. TakZe ¢im je rychlost’ prispdsobenia sa oakdvaniam o cenich vysSia v — oo, a teda Cas
potrebny na prispdsobenie je tym nizsi 1 /v — 0, tym aj kritické Casové oneskorenie klesd
To,+ — 0.

Zavislost’ kritického ¢asového oneskorenia 7 a 79— od parametra v s takou vol’bou
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() (b)

Obr. 3.3: Zavislost’ kritického ¢asového oneskorenia (a) 79 4, resp. (b) 7o+ a 79 _od para-
metra 0, pre « = 0.5, 3 = 0.5, (a) k = 5,7 = 2.5, = 047, Ly = 10, gp = 5, (b) k = 0.5,
v =10, =1, Ly = 1, gp = 2. Obréazky (a) a (b) maji jednotni mierku pre ul’ahCenie

vzdjomného porovnania.

parametrov, aby ¢? > d?, t. j. aby existovali dve rydzo imagindrne rieSenia Ay = iw,, wy >
w_ > 0 nie je mozné graficky zndzornit’, pretoZe pri vol be hodnoty parametra € sa vzdjomne
rusia podmienky (3.16) a (3.18).

Na obrazku (3.3a) je zndzornend zavislost’ kritického Casového oneskorenia 7 ; od para-
metra 6 pre takd vol'bu ostatnych parametrov, Ze plati ¢? < d?, ¢iZe existuje len jedno rydzo
imagindrne rieSenie A = iw_ . Vidime, Ze s rasticim parametrom 6, miera rastu nominalneho
mnoZzstva penazi, rastie aj hodnota kritického Casového oneskorenia 7y .

Na obrézku (3.3b) je zndzornend zavislost” kritického ¢asového oneskorenia 7y a 79 —
od parametra 6 pre takd vol'bu ostatnych parametrov, Ze plati ¢* > d?, CiZe existuji dve
rydzo imagindrne rieSenia Ay = iwy, wy > w_ > 0. Vidime, Ze s rasticim parametrom 6,
miera rastu nomindlneho mnoZstva pefiazi, rastie hodnota 7y, kym hodnota 7, _ klesa.

Na obrazku (3.4a) je zndzornend zavislost’ kritického ¢asového oneskorenia 7 4 od para-

metra k pre takd vol'bu ostatnych parametrov, Ze plati ¢ < d2, &iZe existuje len jedno rydzo
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Obr. 3.4: Zavislost’ kritického ¢asového oneskorenia (a) 79, resp. (b) 7 4 a 79 _od para-
metra k, pred =1,Ly=10,qp =2(a)y =12, =0.58,a = 0.1, 3 = 0.9, (b) v = 10,
e = 0.00015, a = 0.5, 8 = 0.5. Obrazky (a) a (b) maju jednotni mierku pre ul’ahCenie

vzdjomného porovnania.

imagindrne rieSenie A\ = iw,. Vidime, Ze hodnota 7, ; kles4 s rasticim parametrom k.

Na obrézku (3.4b) je zndzornend zavislost” kritického ¢asového oneskorenia 7y a 79 —
od parametra k pre takd vol'bu ostatnych parametrov, Ze plati > > d?, CiZe existuji dve
rydzo imagindrne rieSenia A+ = iwy, wy > w_ > 0. Vidime, Ze s rasticim parametrom k

klesa hodnota 7y 4 ako aj hodnota 75 _ a navySe 79 . > 7 _.

3.4 Simulacia trajektorii

V préci [3] bola urobend analyza pevnych bodov a simuldcia trajektorii pre dvojrozmerny
linearizovany systém. V zdvislosti od parametra  bol pevny bod stabilnym uzlom, stabilnou
hviezdou, stabilnou $pirdlou, centrom, nestabilnou Spirdlou, nestabilnou hviezdou alebo ne-
stabilnym uzlom. My sme sa pokausili tieto vysledky reprodukovat’ a porovnat’ s trajektériou
dvojrozmerného modelu s ¢asovym oneskorenim podl'a (3.1) a (3.2).

Na obrdzku (3.5) su znazornené trajektorie vo fazovych portrétoch. Hodnoty parametrov
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sme si zvolili rovnako ako boli zvolené v praci [3],t.j. k = 1,0 = 1.5, a = 0.5, B = 0.5,
e =1, Ly = 1, gp = 1. Parameter v sa menil podl'a typu pevného bodu v modeli s nu-
lovym oneskorenim. Na analyzu trajektérii modelu s ¢asovym oneskorenim sme si zvolili
oneskorenie 7 = 1 (na obrazkoch (3.5a-e) oznacené legendou ako DDE, z anglickej skratky
Delay Differential Equations). Poznamenavame, Ze vysledky z prace [3], teda pre nulové
casové oneskorenie 7 = 0 (na obrdzkoch (3.5a-e) oznacené legendou ako ODE, z anglickej
skratky Ordinary Differential Equations), sa ndm podarilo reprodukovat’. Na obrdzku je za-
roven vidno porovnanie s trajektériou modelu s ¢asovym oneskorenim 7 = 1 pre rovnaké
hodnoty parametrov. Obrazky maju jednotnt mierku pre ul’ahéenie vzdjomného porovnania.

Na obrazku (3.5a) je pripad, kedy vol’bou parametra v ma model s nulovym oneskore-
nim pevny bod typu stabilny uzol. Vidime, ze v pripade modelu s ¢asovym oneskorenim
je trajektoria identickd s trajektériou modelu bez ¢asového oneskorenia. Vo vSetkych ostat-
nych pripadoch (3.5b-e) sa trajektérie modelov nezhoduji. Pevny bod modelu s ¢asovym
oneskorenim je vo vSetkych ostatnych pripadoch (3.5b-e) stabilna Spiréla.

Na obréazku (3.6) m6Zeme vidiet” Casovy vyvoj premennych m a ¢ pri rovnakej vol'be
parametrov ako na obrazku (3.5). Ide o priebeh premennych modelu s ¢asovym oneskorenim
7 = 1. Pre porovnanie uvddzame vyvoj premennych v zdvislosti od parametra vy pre vSetkych
pat’ hodndt tak, ako boli stanovené na obrazku (3.5). Kym v prvom pripade (3.6a) ide o pevny

bod typu stabilny uzol, v ostatnych ide o stabilnu Spirélu.

a b c d e
mg 14 13 075 0.65 0.8
Qo 1.7 08 12 13 05
tmaz | 20 20 20 8 1
y 005 4 5 10 170

Tabul'ka 3.1: Pociatocné hodnoty premennych m a gy a parametrov dvojrozmerného mo-

delu ¢,,,, a vy vstupujicich do simuldcie trajektorii

Tabul’ka (3.1) zobrazuje pociato¢né hodnoty premennych objemu redlnych penazi na jed-
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ného obyvatel'a m, a o€akdvanej inflicie ¢y a parametrov maximélne ¢asové rozpitie mo-
delu, na ktorom sa integruje t,,,, a rychlost’ prispdsobenia sa oCakdvaniam o cenéch -+,
od ktorého zavisi typ pevného bodu. Tieto pociatocné hodnoty boli pouZzité v simuldciach

trajektorii, ako aj pre ¢asovy vyvoj premennych modelu.
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Obr. 3.5: Simul4cia trajektérii dvojrozmerného modelu s vol'bou parametra v: a) v = 0.05,

b)y=4,¢)v=5,d) 7 =10, e) v = 170.
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Obr. 3.6: Casovy vyvoj premennych m a g dvojrozmerného modelu s casovym oneskorenim

s volI'bou parametra y: a) v = 0.05,b) v =4,¢c) v =5,d) v = 10, e) v = 170.
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Zaver

Ciel'om diplomovej prace bolo Stidium zovSeobecneného Tobinovho modelu. Ten sme naj-
skor podrobne odvodili a ndsledne doplnili casové oneskorenie do premennej oCakdvana in-
flacia, ktord vystupuje vo funkcii dopytu po peniazoch. Predpokladmi o konStantnosti kapi-
tilu a nemennosti vel’kosti populdcie sa Tobinov model zredukoval na dvojrozmerny systém
s Casovym oneskorenim.

Nasli sme jeho stacionarne rieSenie a systém sme linearizovali na okoli tohto pevného
bodu. Linearizovany systém sme analyzovali z pohl’adu stability v zdvislosti na parametri
casového oneskorenia. Nasli sme vyjadrenia pre kritické Casové oneskorenia, kedy ma cha-
rakteristicka rovnica linearizovaného systému jedno rydzo imagindrne rieSenie, respektive
kedy md dve rydzo imagindrne rieSenia. Toto kritické Casové oneskorenie zaroven predsta-
vuje bod, v ktorom dochddza k zmene stabilnych vlastnosti rieSenia charakteristickej rov-
nice linearizovaného systému. Nésledne sme analyzovali vplyv zmeny Styroch parametrov
modelu na kritické ¢asové oneskorenie pre stabilitné vymeny. Vysledky tejto analyzy sme
prezentovali graficky.

Dalsim vysledkom je simuldcia trajektdrii dvojrozmerného linearizovaného systému na
okoli pevného bodu. Na jednotlivych fazovych portrétoch sme porovnali trajektorie lineari-
zovaného systému s Casovym oneskorenim a bez ¢asového oneskorenia. Zmenou parametra
v, rychlost’ prispdsobenia sa oakdvaniam o cendch, sme postupne dostali pat’ r6znych ty-
pov pevnych bodov systému bez ¢asového ohranicenia. Pri rovnakej vol’be parametrov sme
v simulécii trajektorii modelu s casovym oneskorenim dostali iba dva rozne typy pevnych
bodov. Dalej sme pri tejto vol'be parametrov graficky zndzornili aj ¢asovy vyvoj premennych

modelu s ¢asovym oneskorenim.
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Stidium linearizovaného systému s asovym oneskorenim je samotnym prinosom tejto
diplomovej préace, ked’Ze ide o zaklad, ktory je potrebny pred d’alSou analyzou nelinedr-
nych vlastnosti modelu. MoZnost ou nadviazania na tito pracu mdZe byt’ napriklad Stddium

nelinedrnych vlastnosti Hopfovej bifurkacie s oneskorenim.
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