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Abstrakt

Tato diplomova praca sa zaobera relativne novou metédou v investi¢nom rozhodovani,
a to metodou realnej opcie, ktora je analogickd americkym typom finan¢nych opcii.
Reélna opcia je pravo, ale nie povinnost, investovat poc¢as daného obdobia do nejakého
projektu vopred stanovend sumu a ziskat tak stochasticki hodnotu projektu. Analyza
realnej opcie okrem ceny opcie poskytuje aj informacie, kedy a za akych podmienok
je vhodné zrealizovat investiciu. Tieto informécie ndm zauzivané metoda Cistej sucas-
nej hodnoty neposkytuje a jej hlavnym problémom je, zZe neberie do tvahy moznost
rozhodnut sa neskor. Metoda reédlnej opcie je vSak matematicky naro¢nejsia a cielom
tejto préce je predstavit jednu z moznych metdd, ktorou moézeme ocenovat redlne opcie
- Monte Carlo meto6du najmensich stvorcov. V praktickej c¢asti tejto préace aplikujeme
poznatky o realnych opciach a Monte Carlo metéde najmensich Stvorcov na konkrétny
priklad.

Krlucové slova: investi¢né rozhodovanie, ¢ista suc¢asna hodnota, realna opcia, Monte

Carlo simulécie, Monte Carlo metéda najmensich Stvorcov



Abstract

This master’s thesis deals with a relatively new method in investment decision making,
the so called real option method which is analogous to the American-type financial
options. Real option is a right, but not an obligation, to invest a preset amount of money
during a specific time period into some investment project and obtain a stochastic value
of the investment project. The analysis of real options gives us, not only the price of the
option, but also the information about when and under what conditions it is optimal to
realise the investment. This information is not provided by the conventional net present
value method and its major problem is not taking into consideration the possibility of
delaying the decision for later. The real option method is mathematically more difficult
to solve and the aim of this master’s thesis is to introduce one possible way of pricing
real options - Least Squares Monte Carlo. In the practical part of this work we will
apply the knowledge of real options and Least Squares Monte Carlo to a concrete
example.

Keywords: investment decision making, net present value, real option, Monte Carlo

simulations, Least Squares Monte Carlo
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Uvod

Investi¢né rozhodnutia st dnes takmer vSadepritomnym problémom. Mo6zZeme sa s nimi
stretnit nielen v stkromnych firméach, ale napriklad aj vo verejnom sektore. Optimalne
investi¢né rozhodnutie je také rozhodnutie, ktoré je naplanované spésobom, aby pe-
nazné toky z jeho prijatia boli maximalne. Tymto spésobom tak napriklad manazéri
firiem mo67u maximalizovat hodnotu firmy, ¢o je ciefom podnikania. Napriek tomu, Ze
dnesny svet je plny investi¢nych rozhodnuti, teéria investicného rozhodovania je este
stale predmetom vyskumu.

Rozvoj tedrie investi¢ného rozhodovania stvisel najma s rozvojom teérie finanénych
opcii v 20. storoc¢i. Investicie sa mozu vnimat ako préavo, avSsak nie povinnost, inves-
tovat do daného projektu, ktory ma uréiti hodnotu, za cenu nékladov na realizaciu,
kde si moézeme vsSimnit podobnost s finanénymi opciami. Ocenovanie realnych opcif
je vsak, rovnako ako ocenovanie finanénych opcii, matematicky narocnejsie v porov-
nani s inymi a zauzivanejsSimi metédami investicného rozhodovania. Najmé z dévodu
tejto matematickej naro¢nosti nie je koncept redlnej opcie este velmi zauzivany. V
tejto diplomovej praci si preto uvedieme jednu z mnohych numerickych metod, ako
mozeme ocenit realnu opciu a zaroven urcit hranicu predcasného uplatnenia, ktora
je pri realnych opciach podstatna, nakolko predstavuje akési investicné pravidlo, kde
déva investorom informécie pri akych podmienkach v danom ¢ase je vhodné investiciu
zrealizovat. Touto metoédou je Monte Carlo metdéda najmensich Stvorcov, ktord bola
povodne vyvinuta pre americké opcie, avsak ako uvidime, realne opcie st opciami ame-
rického typu, a preto mozeme tito metoédu aplikovat aj pri probléme redlnych opcii.
Za touto metddou je silnd matematickd tedria, metoda je ale pomerne jednoducho
implementovatel na.

Diplomova préca sa sklada z piatich kapitol. V prvej kapitole si podrobnejsie pred-

stavime pojem realnej opcie, ukdzeme v ¢om sa metoda lisi od tradi¢nej metody cCistej



stucasnej hodnoty, rovnako ako na¢rtneme podobnost s finanénymi opciami amerického
typu. V druhej kapitole sa zameriame na samotni Monte Carlo metédu najmensich
Stvorcov. V tejto kapitole predpokladame ¢itatelovu znalost teodrie financnych opcii a
stochastického kalkulu. Obsahom tretej kapitoly st niektoré metddy redukcie variancie,
ktoré sa pouzivaju pri simulacnych metdédach pre spresnenie vysledku pri pouziti men-
Sieho poctu simulécii, ¢im je mozné urychlit vypocet. Stvrta kapitola je zamerana na
kalibraciu nami implementovanej Monte Carlo metdédy najmensich Stvorcov s pouzitim
antithetic variates metody redukcie variancie. Budeme v nej ocenovat velmi jednodu-
chu realnu opciu a vdaka jej iplnej analogie s finanénou put opciou budeme porovnavat
vysledky s vysledkami z inej metoédy ocenovania finanénych opcii, konkrétne z Crank
Nicholsonovej metody koneénych diferencii. V poslednej kapitole nasledne aplikujeme
Monte Carlo metédu najmensich Stvorcov s vyuzitim antithetic variates metody re-
dukcie variancie na konkrétny a realnejsi priklad realnej opcie. Ukazeme si vysledky

algoritmu ako aj analyzu senzitivnosti na zmeny v parametroch.



Kapitola 1

Realna opcia ako metoéda investi¢ného

rozhodovania

V prvej kapitole tejto diplomovej prace si povieme, ¢o je investi¢né rozhodovanie a aké
najrozsirenejsie metédy investicného rozhodovania v sticasnosti pozname. Nésledne sa
zameriame na metddu realnej opcie, pozrieme sa na to, ¢o znamené pojem realna opcia
a uvedieme ¢itatela do histérie tejto relativne novej metody ocenovania realnych pro-
jektov (odkial pochédza nazov redlna opcia). Povieme si, preco sa v jej nazve vyskytuje
prave pojem opcia, to znamené, aké su jej spolo¢né Crty s finanénymi opciami, a po-
rovname si tito metdédu s inymi, dodnes bezne pouzivanymi metédami, ktoré avsak
nedavaju spravne vysledky, narozdiel od metédy realnych opcii. Medzi tieto metody
patri najmé metoda Cistej sucasnej hodnoty NPV (net present value) a hlavné roz-
diely medzi tymito dvomi metédami si pre lepsie pochopenie uvedieme aj na nazornom

priklade.

1.1 Investicia a rozhodovanie

Ulohou manazéra kazdej firmy je maximalizovat jej hodnotu. Jednou z moznosti, ako
maximalizovat hodnotu firmy, je rozumna investicia, teda také, ktora prinesie urcité
zisky a neprinesie straty. Investiciu moézeme definovat ako vzdavanie sa finanénych
prostriedkov v stucasnosti v prospech budicich ziskov. Vac¢sina investicii sa vyznacuje
tromi rovnakymi vlastnostami. Prvou z tychto vlastnosti je nezvratnost investicie. Ne-

zvratnost investicie znamenad, Ze ak raz investiciu zrealizujeme, tak svoje investované



prostriedky uz nemozeme ziskat spét, alebo ak aj ano, tak nie v plnej hodnote. Napri-
klad ak investujeme do vybavenia pocitacového laboratoria kiapou novych pocitacov,
tieto pocitace uz nebudeme schopni predat spéit za rovnaki kipnu cenu, ale budeme
ich musiet predat "pod cenu". Nevratili by sa nam tak vSetky investované prostriedky
a teda investicia je nezvratna. Druhou charakteristikou vacsiny investicii je neistota
ich budicich vynosov. Investicie st zvycajne planované na dlhsie ¢asové obdobie a v
¢ase rozhodovania nie st k dispozicii data o budtcich cenach, tirokovych mierach, in-
flaciach a inych faktoroch, ktoré mézu ovplyvnit nasu investiciu. Poslednou spolo¢nou
¢rtou pre investicie je, Ze investor, respektive manazér, sa moze rozhodnut, v akom case
zrealizuje investiciu. MozZe teda s investiciou dnes pockat za tcelom ziskania novych in-
formacii v budicnosti a investiciu zrealizovat v case, ked bude podmienky pokladat za
optimalne. V pripade, Ze investiciu zrealizuje, vzdava sa tak moznosti ziskania novych

informacii v buducnosti.

1.2 Met6dy investiéného rozhodovania

Jednou z dodnes najpouzivanejsich metoéd v oblasti investiéného rozhodovania je Cista
sucasna hodnota N PV. Tato metéda pracuje s penaznymi tokmi projektu, pricom ich
diskontuje do casovej zakladne, v ktorej sa rozhodujeme o investicii do projektu. Je to
vlastne rozdiel medzi vSetkymi penaznymi tokmi, ktoré ziskame prijatim projektu a

nékladmi na realizidciu projektu. Oznac¢me

e ]| - naklady na realizaciu projektu

e (; - penazné toky z projektu v Case ¢

e r - diskontna miera
NPV potom mézeme vypocitat ako:

<
NPV:;W—I (1.1)

Pravdilo NPV hovori

e akceptuj investiciu, ktorej NPV > 0

e neakceptuj investiciu, ktorej NPV < 0
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Dalsfmi metédami investiéného rozhodovania st:
e Doba névratnosti

e Vniitorna miera vynosnosti

e Index ziskovosti

Doba navratnosti (payback period) je pocet rokov, za ktoré sa peniazné toky z investi-
cie vyrovnaju pociato¢nej investicii na realizaciu projektu. Casto sltzi na porovnavanie
viacerych moznosti, pricom preferovani ma byt t&, ktora ma mensiu dobu névratnosti.
Je to velmi jednoduché pravidlo a problémom tejto metddy je, Ze v principe nediskon-
tuje budtce penazné toky (¢o mozeme vylepsit diskontovanou dobou navratnosti), a
taktiez neberie do tivahy penazné toky plyniice z investicie po dobe névratnosti. Pro-
jekt, ktory mé napriklad mali dobu navratnosti (to znamend, Ze investicny kapital
sa rychlo vrati a nie je dalej ohrozeny), sa tak moze zdat zaujimavy, ale v principe
z doby névratnosti nevieme ni¢ viac o vyvoji pehaznych tokov v budicnosti, ktoré
mozu mat nielen pozitivny ale aj negativny vyvoj. Preto ma tato metdda velmi nizku
vypovedaciu schopnost.

Vnitorna miera vynosnosti I RR (internal rate of return) je miera vynosu projektu,
ktoré je nezéavisla od trokovej miery na trhu. I RR moézeme vypocitat pomocou vzorca
pre NPV . Je to taky vynos r, pri ktorom je NPV rovna 0. Pravidlo potom hovori, aby
sme investovali do projektu, ak je IRR vacsia ako urokovd miera na trhu, a naopak
neinvestovali, ak je /RR mensia ako Grokova miera na trhu.

Index ziskovosti PI (profitability indez) je akousi alternativou ¢istej sucasnej hod-

noty. Je definovany ako:
[e'e] C;
2 i1 [Ty
1
Potom podla pravidla NPV plati, ze do projektu je vhodné investovat ak PI > 1 a

PI = (1.2)

neinvestovat ak PI < 1.

Vsimnime si, ze vSetky spomenuté metody stuvisia s N PV, ktoré je dnes stale bezne
pouzivana pri investi¢nych rozhodnutiach napriek tomu, Ze jej vysledky nemusia byt
presné, a moze tak viest k nespravnemu investicnému rozhodnutiu. Metoéda N PV ma

viacero problémov:

e ako zvolit diskontni mieru



e ako odhadnit budice penazné toky
e ako zohladnit inflaciu

Uvazujme investiciu, ktorej hodnota sleduje nejaky markovovsky proces. N PV po-
tom mozeme spocitat ako stredntt hodnotu vynosov a nasledne aplikujeme pravidlo
N PV spomenuté vyssie. VSimnime si, ze NPV riesi investi¢ny problém iba statickym
sposobom, v ktorom sa rozhodujeme teraz alebo nikdy, a nedava ndm ziadne informéa-
cie do buducna, ako sa rozhodnit v pripade, Ze sa situacia na trhu zmeni. Tu mozeme
spomenut moznost pouzitia stochastického dynamického programovania, pri ktorom sa
sice taktiez rozhodujeme na zéklade ocakivanej sucasnej hodnoty, avsak zaroven opti-
malizujeme Cas investicie pri predpoklade, Ze investiciu mozeme zrealizovat teraz alebo
kedykolvek a7z do daného ¢asu maturity 7'. V stochastickom dynamickom programovani
vSak zostava rovnako ako pri NPV problém ako zvolit diskontni mieru, ktora sa voli
subjektivne. VoIbu subjektivnej diskontnej miery mozeme odstranit metédou reédlnej
opcie, kde vyuzivame analogiu s finanénymi opciami. Tu je diskontny faktor dany ako
bezrizikovy vynos a stredn&d hodnota vynosov sa pocita v martingélovej bezrizikovej
miere, narozdiel od stochastického dynamického programovania, kde stredni hodnotu
pocitame v pdvodnej realnej miere. Na to vSak oproti stochastickému dynamickému
programovaniu vyzadujeme doélezity predpoklad, a to ze trhy st uplné, a vystup firmy
moze byt taktiez obchodovatelny na finanénych trhoch. Potom vieme zostavit portfolio
aktiv, ktoré replikuje riziko vo vyvoji ceny vystupu firmy. Cena opcie, ktori poc¢itame
metodou realnej opcie, predstavuje narozdiel od ceny vypocitanej pomocou stochas-

tického dynamického programovania férovi cenu na trhu tak, aby nevznikla arbitraz.

1.3 Historicky tvod k redlnym opciam

Realna opcia je narozdiel od finan¢énych opcii relativne novym pojmom. Predstavuje
novy pristup v ocehovani a rozhodovani o investi¢nych prilezitostiach firiem. Oproti
klasickej metdde Cistej suc¢asnej hodnoty NPV, ktord vnima investiéni prilezitost ako
moznost ,investovat teraz, alebo nikdy*, redlna opcia zohladiuje moZznost ,investovat
teraz, alebo pockat* a ziskat nové informécie. MoZnost pockat mé uréiti nezapornu
hodnotu, pretoze v budicnosti mame dostupné nové informécie, napriklad o vyvoji

cien, urokovych mier a podobne.



Reélne opcie suviseli s rozvojom tedrie finanénych derivatov, ked sa vedecka verej-
nost zacala zaujimat aj o aplikiciu tejto tedrie na investicné rozhodovania. Samotny
termin ,redlna opcia“ prvykrat pouzil Stewart C. Myers v ¢lanku Determinants of Cor-
rozhodnuti s finanénymi opciami. Este v roku 1930 sa Irving Fisher vo svojej praci
(|25]) zmienil o opcidch (moznostiach), ktoré ma majitel firmy k dispozicii. Napriek
tomu sa samotny pojem realnej opcie objavil az omnoho neskor, ¢o suviselo najma s od-
vodenim analytického riesenia ocehovania finan¢nych derivatov, ako napriklad znamy
Black-Scholesov vzorec v roku 1973 ([11]).

Reéalne opcie st dodnes stale predmetom aktivneho akademického vyskumu. Spo-
medzi viacerych vyznamnych profesorov z tejto oblasti mézeme spomeniit Michaela J.
Mauboussina, ktory tému realnych opcii ,spopularizoval® (|28]), alebo Lenosa Trigeor-
gisa, ktory rozsiril metodu realnej opcie vdaka jeho ¢lankom pre laikov ([8]).

V stcasnosti sa metdda realnej opcie za¢ina uplathovat v strategickom rozhodovani
vo firméach. Timothy Luehrman spopularizoval vyznam ponimat strategické investicie
ako opcie: "Z financného hladiska je firemnd stratégia skor séria opcii ako séria sta-
tickych periaznich tokov" (|26, 27]). Délezitou vyzvou je spristupnit tento matematicky
naro¢nejsi model realnej opcie (narozdiel od N PV') sirokej verejnosti. Vyznamnou pub-
likaciou v tejto oblasti je kniha Investment under Uncertainty od A. K. Dixita a R. S.

Pindycka, ktoré sluzila aj ako zakladny text pri pisani tejto prace ([15]).

1.4 Realne opcie versus finan¢né opcie

Ako sme spomenuli vysSie, vacSinu investicii, napriek ich rozdielom, charakterizuju

najma tri spolo¢né vlastnosti a to:
e Nezvratnost investicie
e Neistota budicich vynosov, respektive strat
e Nacasovanie investicie

Tu si mézeme vSimnut urciti analdégiu s finanénymi opciami amerického typu. Inves-
ticia predstavuje vlastne akési pravo ale nie povinnost investovat svoje prostriedky

do urcitého projektu za tucelom ziskania penaznych tokov v budtucnosti. Investované
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prostriedky si mozeme predstavit ako strike price a ziskané penazné toky plynice z
investicie ako dividendovy vynos podkladového aktiva v budtcnosti. Casovy interval,
na ktorom sa rozhodujeme o zrealizovani investicie potom predstavuje maturitu opcie.
Samotné investicia je vlastne uplatnenim tejto opcie, kedy sa investor vzdava moz-
nosti ¢akania a ziskavania novych informécii v budicnosti. Ocenhovanie realnych opcif
je teda analogické ocenovaniu americkych opcii na akcie vyplacajiace dividendy. Jed-
notlivé analégie medzi tymito dvomi typmi opcii uvadzame pre lepsi prehlad v Tabulke

1.1 (tabulka je prebratéa z diplomovej prace A. Michnovej [29]).

Realna opcia Premenna | Americka opcia

Hodnota projektu S Hodnota podkladového aktiva
Néklady na investiciu 1 Expira¢né cena opcie

Cas, do kedy je mozné T Maturita opcie

investovat do projektu

Penazné toky z investicie o Dividendovy vynos podkla-

dového aktiva

Volatilita projektu o? Volatilita podkladového aktiva

Tabulka 1.1: Porovnanie realnych opcii s americkymi opciami na akcie vyplacajice

dividendy

Musime si v8ak uvedomit, Ze medzi finanénymi a realnymi opciami je aj mnoho
rozdielov. Jednym z fundamentalnych rozdielov je, Ze finan¢né opcie st velmi Stan-
dardizované, a preto moze byt pouzity jeden model pre ocehovanie velkého mnoZstva
roznych kontraktov na rozne podkladové aktiva, obchodované v roznych ¢asoch, atd.
Naopak, kazdé realna opcia méa svoje vlastné Specifiké, a ¢asto sa realne opcie vzajomne
diametrélne liSia jedna od druhej. Tieto rozdiely st z dévodu, ze pri kazdej investicii
moézeme mat iné podmienky, ako sa rozhodovat, alebo taktiez z dovodu, ze v realnych

opciach zvycajne pozorujeme viacero moznych vplyvov nahodnosti.

1.5 Typy realnych opcii

V predoslej podkapitole sme si porovnali redlne opcie s finanénymi opciami. Rovnako

ako finan¢né opcie maju aj realne opcie viacero typov. Vo financnych opciéch je za-



kladnym delenim delenie na ktpne, respektive call opcie a na predajné, inak povedané
put opcie. Kazda z tychto dvoch typov finanénych opcii ma aj akysi svoj ekvivalent v
realnych opciach. Vzhladom na vel'ku rozmanitost realnych opcii v8ak pozname aj iné
typy realnych opcii, o ktorych si v kratosti povieme nieco viac (zoznam uvedeny aj v

diplomovej praci I. Michnovej [29]):

e option to wait - je analogicka klasickej americkej call opcii na akciu vyplacajicu
dividendy. Option to wait predstavuje moznost odlozit investorove rozhodnutie,
¢ mé zrealizovat nejaky projekt, na neskor, ked bude mat k dispozicii novsie
informéacie, ktoré zatial nie st zname. Ako sme uz vyssie spomenuli, takito moz-
nost odkladat svoje rozhodnutie méa oproti moznosti rozhodnut sa o investicii
teraz alebo nikdy urcitt nezapornu hodnotu. Zaroven sa tak jedna o dynamické
rozhodovanie v kazdom ¢asovom kroku, v ktorom sa vyuzivaju vSetky aktualne

informaécie.

e option to abandon -je naopak analogickd klasickej americkej put opcii. Option
to abandon predstavuje moznost ukoncit nejaky projekt predc¢asne z dovodou
nedostato¢nej vynosnosti a predat vybavenie uréené na realizaciu projektu za
urc¢itu cenu (napriklad technické vybavenie, patenty a podobne). Tento krok je
nezvratny a opéatovné zrealizovanie projektu byva vac¢sinou velmi nakladné, preto
investori preferuju isté docasné straty s vierou, ze v budtucnosti, ked sa situacia

na trhu zlepsi, nadobudnu opét vynosy.

e option to switch - predstavuje moznost prejst z jednej alternativy na ind, pricom

kazda alternativa je optimalna pri inych podmienkach.

e compound option - je vlastne opcia na opciu, to znamené, Ze je to taki realna
opcia, ktora umoznuje po zrealizovani jednej opcie realizovanie inej realnej opcie.
Dobrym prikladom moze byt napriklad taka option to switch, pri ktorej moézeme

bez obmedzeni prechadzat od jednej alternativy k druhe;j.

e rainbow option - je opcia, v ktorej sa vyskytuje viacero druhov nédhodnosti, to
znamena, ze viacero premennych moze sledovat nejaky stochasticky proces. Tieto
opcie vacsinou najlepsie popisuju realitu, pretoze vo vécsine realnych projektov

moZzeme pozorovat niekol'ko zdrojov ndhodnosti. Spomenme si asponi dva zjavné



zdroje nédhodnosti a to trokovi mieru a vysku investicii (pri option to wait),
respektive vysku ziskanych prostriedkov (pri option to abandon) z pred¢asného

ukoncenia projektu.

Investi¢né rozhodovanie v redlnom svete najlepsie okrem rainbow opcii popisuju aj

compound opcie, respektive kombinacia takychto dvoch typov redlnych opcii.

1.6 Porovanie realnej opcie s metédou NPV

Metoda NPV je dodnes jednou z najpouzivanejSich metoéd pri investiénom rozhodo-
vani. Jej zakladné predpoklady s, ze investicia je zvratna, respektive ze investovat
mozeme dnes alebo nikdy. Nezohladnuje moZnost rozhodovat sa dynamicky v budu-
cich casovych krokoch s vyuzitim aktualnych informacii. Namiesto toho vo vypoctoch
pre budtice rozhodnutia berie o¢akdvané hodnoty nezndmych parametrov.

Pe lepsie pochopenie, preco metéda NPV nevedie vzdy k optimélnemu rozhodnutiu,
a v ¢om sa odliSuje metdda redlnej opcie, si uvedieme velmi jednoduchy priklad, kto-
rého podobnt verziu uvadza vo svojej publikacii aj Z. Chladna (]|22]). Predpokladajme,
7e mame k dispozicii les s objemom dreva 1000m?, pri¢om cena dreva je volatilna a
my sa rozhodujeme, ¢i mame les vytazit teraz (stratégia A), alebo o rok (stratégia B).
Predpokladajme, Ze ziadnu inti moznost ako tazit dnes alebo o rok nemame. Taktiez
predpokladajme, ze drevo mdze byt vytazené okamzite a objem dreva v lese sa v prie-
behu nasledujtceho roka nezmeni. Néklady na tazbu dreva st 60Eur/m? a o rok sa
s pravdepodobnostou 1 nezmenia. Jedinym zdrojom neistoty je cena dreva, ktora je
dnes 70Eur/m? a o rok vzrastie na 80Eur/m? s pravdepodobnostou 0,6, a klesne na
50Eur/m? s pravdepodobnostou 0,4. Predpokladajme taktieZ, Ze drevo budeme schopni
okamzZite predat. Nech bezrizikova trokova miera je 4% rocne a pre zjednoduSenie pri-
kladu potrebujeme dolezity predpoklad, Ze riziko ceny dreva je plne diverzifikovatelné
a teda budtce penazné toky mozeme diskontovat bezrizikovou drokovou mierou. Cista

sucasna hodnota projektu je dnes:
NPV# = 1000 x (—60 + 70) = 10000Eur > 0

Kedze NPV > 0, podla pravidla NPV sa mame rozhodnut pre tazbu dreva okamZite.
Uvazujme teraz o moznosti tazby dreva o rok. O tejto moznosti sa rozhodujeme dnes

a preto pomocou statickej metody NPV by sme hodnotu takéhoto projektu pocitali
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pomocou priemernej hodnoty ceny dreva nasledovne:

0,6 x 1000 x (—60 + 80) 4 0,4 x 1000 x (—60 4 50)
1.04

NPVE = = 7692, 31Eur > 0

Taktiez, kedze NPVE < NPVA4, zda sa, 7e optimélne rozhodnutie je tazit drevo z lesa
dnes, a nie odlozit tazbu o rok.

V metode redlnych opcii v8ak uvazujeme o moznosti pockat a rozhodnut sa o rok,
ked budeme vediet, ¢o sa stalo s cenou dreva. Mame teda opat dve moZnosti - investovat
dnes, alebo s investiciou pockat. Hodnota investicie dnes je rovnakéi ako v predoslom
pripade a teda NPV = 10000Eur. Zmeni sa vSak hodnota investicie o rok, pretoze
narozdiel od predoslého pripadu sa rozhodujeme az o rok, ¢o znamena, ze méame k
dispozicii aktualne informécie. Ak cena dreva klesne pod cenu tazby, projekt sa pre
nas stava nevynosnym, a v takom pripade ho nezrealizujeme. Potom plati:

1 - 1 -
NPVE — 0,6%%{ 000xfoio+80);0}+074mm{ 000><1(020+50);0}

= 11538,46Eur > 0

Vidime, ze NPV.Z > NPVA > NPV5. To znamena, Ze optimélne rozhodnutie je po-
¢kat a k rozhodnutiu sa vratit o rok, ked budeme vediet, ako sa vyvinula cena dreva.
Tento princip rozhodovania sa o realizacii projektu je uz vsak dynamickym principom
a je to pristup realnej opcie. Zrealizovat investiciu okamzite by bolo spravnym optimél-
nym rozhodnutim v pripade, Ze by sme sa o investicii museli rozhodnut dnes. My v8ak
s tymto rozhodnutim moézeme pockat, a preto vysledok oby¢ajného pristupu NPV nie
je v naSom priklade spravny.

Vsimnime si, ze ak disponujeme moznostou rozhodnit sa teraz alebo o rok, ma
to oproti moznosti rozhodnut sa teraz alebo nikdy ur¢itt hodnotu. Je to jednoducho
rozdiel: NPV2 — NPV = 1538, 46 Eur. Tato hodnota predstavuje cenu realnej opcie,
teda cenu toho, Ze mame moznost s investiciou pockat. Aby pravidlo metody NPV
(investuj ak NPV > 0 a neinvestuj ak NPV < 0) davalo spravne optimalne rieSenie,
mali by sme do vypoctu N PV zohladnit aj tito hodnotu redlnej opcie, ktora predsta-
vuje hodnotu oportunitnych nakladov, teda néklady uslej prilezitosti toho, Ze sme sa

rozhodli investovat dnes a vzdali sme sa prilezitosti ¢akat. Spravne by teda malo byt

NPV = ; m — I — oportunitné naklady
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V naSom priklade sme uvazovali velmi zjednodusenu realitu. V skuto¢nych prob-
lémoch sa vic¢sinou moéZeme rozhodovat o investicii v ovela vacéSom pocte ¢asovych
krokov a taktiez budiice penazné toky nam byvaji mélokedy dopredu znédme, preto
metoéda NPV zlyhéva o to viac v podani spravneho investicného rozhodnutia, zatial

¢o metoda realnej opcie sa lepsie priblizuje realite.
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Kapitola 2

Monte Carlo metéda najmensich

Stvorcov

V tejto kapitole sa pozrieme na jednu z metdéd, ako mozno ocenovat opcie vo vse-
obecnosti, a teda aj realne opcie, a to na Monte Carlo metédu najmensich Stvorcov.
Pre zaciatok si povieme ako samotna metdda vznikla. Nasledne si nac¢rtneme kostru
algoritmu, kde sa dopracujeme k problému, ako urcit podmieneni ocakavani hodnotu
vyplaty z drzania opcie v kazdom ¢asovom kroku. Potom si povieme, ako sa pri Monte
Carlo metode najmensich Stvorcov riesi problém urcenia tejto hodnoty a na akych pred-
pokladoch je metoéda zaloZena. V zavere kapitoly sa zameriame na diskusiu ohladom
vyberu bazovych funkcii, ich po¢tu, po¢tu Monte Carlo simulacii a po¢tu diskrétnych
casovych krokov, ktoré je potrebné zvolit pre dosiahnutie pozadovanej konvergencie

vypoctu.

2.1 Uvod do Monte Carlo metédy najmensich Stvor-
cov

Monte Carlo metoda vznikla v roku 1946, ked John von Neumann, Stanislaw Ulama
a Nicholas Metropolis pracovali na projekte jadrovych zbrani (Manhattan Project).
Tito traja fyzici skumali vo vedeckom laboratoriu v Los Alamos tienenie proti Ziare-
niu a vzdialenost, ktort by neutréony pravdepodobne presli cez rozne materialy. Kedze
vacsinu potrebnych tdajov nebolo mozné ziskat analyticky, Ulama prisiel s napadom

riesit ilohu pomocou nahodnych experimentov. Metoéda bola pravdepodobne pomeno-
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vana podla znameho kasina Monte Carlo v Monaku, kde Ulamov stryko zvykol utracat
svoje peniaze na hazard. Vyznam Monte Carlo metdéd vzrastol s vyvojom vypoctovej
techniky a Monte Carlo metody sa stali velmi popularnymi najmé v oblasti fyziky,
fyzikalnej chémie a opera¢ného vyskumu. Podstatou Monte Carlo metdd je genero-
vanie nahodnych vstupov zo zadaného pravdepodobnostného rozdelenia, ktoré potom
pouzivame na deterministické vypocty a na zaver sa tieto vypocty analyzuju.

Monte Carlo simulécie si nasli svoje uplatnenie aj v oblasti financii pri ocenovani
komplexnych finan¢énych nastrojov, kde sa pre vypocet ceny vyuzivali simulacie jed-
notlivych zdrojov ndhodnosti, ktoré vplyvaji na ceny tychto finanénych nastrojov, a
naslednym urcenim ich ocakavanej hodnoty. Co sa tyka ich vyuzitia pre vypocet cien
opcii, Monte Carlo simulacie sa povodne aplikovali len pre vypocet ceny eurdpskych
opcii, kde sa dali vyuzit priamociaro. Aproximécia ceny takychto opcii sa dala néjst
jednoducho tak, ze sa urobilo N simulacii stochastického vyvoja podkladového aktiva
az do ¢asu T, tzn. po maturitu opcie, a cena opcie sa urcila ako priemer vyplat v ¢ase T
zdiskontovanych do ¢asu 0. Takyto numericky vypocet je oproti analytickému vypoétu,
ktory sa pri eur6épskych typoch opcii da pouzit, atraktivnejsi najmé z dévodu jeho fle-
xibility na stochastické procesy podkladového aktiva. Pri zmene procesu totiz nie je
potrebné odvadzat nové parcialne diferencidlne rovnice, zmeni sa iba simulécia drah
podla daného procesu a zvysny postup numerického vypoctu ceny opcie sa prakticky
nemeni.

Pri americkych typoch opcif je pouzitie Monte Carlo simulacii o nie¢o naroc¢nejsie a
zo zaciatku sa nejavilo ako vhodné rieSenie. Pri americkych typoch opcif je totiz prob-
lém, ako urcit hodnotu opcie, ked ju moédZeme uplatnit kedykolvek az do jej maturity
T, a nielen v ¢ase T', ako v pripade eurdpskych opcii. Taktiez nas okrem samotnej ceny
opcie zaujima aj optimélna stratégia, kedy a za akych podmienok mame opciu uplatnit.
Prvé délezité snahy o ocenenie americkych typov opcii pomocou simula¢nych metod
sa objavovali od roku 1989, kedy Bossaerts riesil stratégiu uplatnenia opcie, ktora ma-
ximalizovala simulovant hodnotu opcie ([19]). Nasledovalo mnoho dalsich rozliénych
simula¢nych metod ocenovania opcii, ktoré aproximovali funkciu hustoty, alebo hranicu
predcasného uplatnenia opcie (J. A. Tilley [32], D. Martineau a J. Barraquand [4], G.
Jain, M. Broadie a P. Glasserman [7], F. Zapatero a A. Ibanez [6], D. Garcia [23]).

Monte Carlo metéda najmensich Stvorcov je relativne novd metdda ocehovania
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opcii, ktora navrhli Longstaff a Schwartz v roku 2001 ([5]). Monte Carlo metode naj-
mensich Stvorcov predchédzalo aj niekolko podobnych rieSeni ocenovania americkych
typov opcii pomocou Monte Carlo simulacii (J. F. Carriere [21], B. Van Roy a J. N. Tsit-
siklis [1] ). Tato metoda sa od ostatnych simula¢nych metod lisi v samotnom zamerani
na podmienenu funkciu ocakavanej vyplaty. Metdéda spociva v odhadnuti ocakivanej
hodnoty vyplaty v pripade drzania opcie z prierezovych dat, ktoré ziskame zo simu-
lacii. Aproximéciu tejto oCakavanej hodnoty ziskame projekciou na linearny priestor s
konecnym poc¢tom bazovych funkcii pomocou linearnej regresie metédou najmensich
stvorcov. Od predoslych prac sa metdéda autorov Longstaff a Schwartz lisi v tom, Ze
uvadzaju rozsiahlu praktickd implementaciu a pri aproximacii pouzivaju iba dréhy,
v ktorych sa opcia v danom c¢asovom kroku nachadza v pozicii in-the-money, ¢o v
pripade redlnych opcii predstavuje situéciu, kedy je Cista sucasna hodnota v danom
kroku kladné: NPV > 0. Takito aproximacia nielen znizuje ¢asovi narocnost vypoctu,
nakol'ko pocet vypoc¢tov je vyznamne mensi ako pri aproximovani pouzivajuc vSetky
drahy, ale taktiez aj zvySuje efektivnost algoritmu pre americké typy opcii.

Od roku 2001 sa mnohi autori snazili zistit vlastnosti Monte Carlo metoédy naj-
mensich $tvorcov ako napriklad robustnost metédy (J. F. Navas a M. Moreno [9]),
stabilita metody (O. Mostovyi [30]), respektive sa zamerali na jej zlepSenie a jej vy-
uzitie pre viaceré typy opcii, spomedzi ktorych mézeme spomenut aj realne opcie (M.
J. R. Armada a A. Rodrigues [12]). P6vodna Monte Carlo metdéda najmensich Stvor-
cov vyuziva pri aproximécii o¢akavanej funkcie vyplaty projekciu pomocou lineirnej
regresie metdédou najmensich Stvorcov. Existuju vsak aj rozne iné alternativy k metode
najmensich Stvorcov, ktoré sa ukazali aj ako vhodnejSie najma v niektorych pripadoch,
ako napriklad ked je maly pocet simulécii, alebo v pripade, Ze je velky pocet funkcii
v aproxima¢nej schéme (C. Yang a S. Tompaidis [3]). Ukézalo sa, ze je mozné dosiah-
nut taktiez vyrazné zlepSenie rychlosti algoritmu pomocou paralelizacie v jednotlivych
fazach algoritmu, ktorymi st simulacia drah, kalibracia a ocenovanie (S. Kumar, Y.
Sabharwal, A. R. Choudhury a A. King [18]). Vsetky tieto poznatky vsak vychadzaju
z povodnej prace Longstaffa a Schwartza, ktorych algoritmus si nasledne podrobnejsie
rozoberieme pre americké opcie. Algoritmus sa déa aplikovat aj pre redlne opcie, kedze

realne opcie st opciami amerického typu.
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2.2 Kostra algoritmu

Uvazujme tplny pravdepodobnostny priestor (2, F, P) a konecny ¢asovy horizont
[0, T]. © predstavuje mnozinu v8etkych moznych realizacii stochastického vyvoja sta-
vovej premennej v ¢ase od 0 po T a w je prvok mnoziny €2, teda jednotliva dréha
stochastického vyvoja stavovej premennej. F je sigma algebra rozliSiteInych udalosti v
kone¢nom ¢ase T a P je pravdepodobnostna miera definované pre prvky JF. Definujme
teraz {F;,t € [0,T]} ako rozsirent filtraciu' generovani na zaklade prislusnych proce-
sov cien, kde predpokladdame Fr = F a F; je sigma algebra rozliSitelnych udalosti v
case t. Rovnako predpokladame existenciu martingélovej miery Q).

Podstatu algoritmu si vysvetlime na pripade, ked jedinym zdrojom n&dhodnosti je
cena aktiva X;, ktora sleduje markovovsky proces, metoda je vSak I'ahko aplikovatelna
aj pre pripady s viacerymi zdrojmi nahodnosti, napriklad stochasticky sa vyvyjajtca
urokova miera a podobne. Nasim cielom je spocitat cenu opcie amerického typu. V
modeli predpokladame, Ze o moznosti uplatnenia opcie sa rozhodujeme iba v K dis-
krétnych casovych krokoch: 0 < t; < ty < ... < txg = T. Drédha w predstavuje teda
nasimulovany vyvoj ceny podkladového aktiva X, , Xy, ..., X;, v K diskrétnych caso-
vych krokoch tq,ts,...,tx. Ak opciu uplatnime v ¢ase ¢, dostaneme okamzitu vyplatu
7(X;)?. Ozna¢me C(w,s;t,T) ako hodnotu penaznych tokov, ktoré opcia generuje v
¢ase s za podmienky, Ze opcia nebola uplatnena do ¢asu t a drzitel opcie sleduje opti-
méalnu stratégiu uplatnenia opcie pre vSetky s : t < s < T. Optimélnou stratégiou
rozumieme sériu rozhodnuti o uplatneni alebo neuplatneni opcie v kazdom ¢asovom
kroku a pre kazda mozni hodnotu podkladového aktiva v tomto kroku, pricom opciu
uplatnime v momente, ak vyplata z jej uplatnenia je kladna a vécsia ako ocakavané
vyplata z drzania opcie. Bezrizikova trokovi mieru budeme znacit ako r a cenu opcie
ako V (X, t) v case t, kedze ako jediny zdroj ndhodnosti sme uréili cenu podkladového
aktiva.

Podl'a metody LSM od Longstaffa a Schwartza ([5]) riesime cely dynamicky systém

IFiltraciou na pravdepodobnostnom priestore (w,F,P) nazgvame systém o-algebier {M,};>o0,

M, C F, takych ze 0 < s < t = M, C M, (I. Melichercik, [16])
2ak uvazujeme opciu amerického typu a oznaéime E ako strike price, ¢ize expira¢né cena opcie,

potom je vyplata z uplatnenia opcie v Gase t uréena ako 7(X;) = X;—E pre call opciuan(X;) = E—X;

pre put opciu. Pri realnych opciach vyplata 7(X;) zavisi od konkrétneho pripadu.
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rozhodovania kedy uplatnit opciu rekurzivne. Za¢iname teda v kone¢nom case T', kedy
je rozhodnutie o tom, ¢i mame opciu uplatnit, alebo nie, narozdiel od ostatnych caso-
vych krokov, jednoduché. Opciu za podmienky, Ze dovtedy nebola uplatnené, jedno-
ducho uplatnime, ak je v pozicii in-the-money (¢iZe pri redlnych opciach ak NPV > 0)

a neuplatnime inak. Opcia mé v tomto ¢asovom kroku hodnotu:
V(Xr,T) = maz(r(Xr),0) (2.1)

Ak opciu neuplatnime, maturita opcie vyprsi, nas dynamicky systém rozhodovania
sa tu kon¢i a v buducnosti sa uz k rozhodovaniu nebudeme vracat. Nemame teda k
dispozicii ziadne iné mozné rozhodnutie. Omnoho zlozitejsim problémom vsak je, ako
sa mame rozhodnut v predoslych krokoch ¢, pre k = K — 1, K — 2,...,1. V tychto

krokoch totiz mame na vyber vzdy 2 moznosti:

1. Uplatnit opciu okamzite (to je investovat do projektu a ziskat penazné toky

(X))

2. Neuplatnit opciu, ale pockat a vratit sa k rozhodnutiu opéat v dalsom casovom

kroku, kedy méame k dispozicii nové informécie

Narozdiel od kone¢ného ¢asového kroku 7', pri moznosti neuplatnit opciu budeme nase
rozhodnutie o uplatneni opcie opakovat opat v dalSom ¢asovom kroku. Opciu uplat-
nime v momente, ked je hodnota v pripade okamzitého uplatnenia opcie kladna a
vacsia alebo rovné o¢akavanej hodnote v pripade ponechania opcie. V pripade okamzi-
tého uplatnenia opcie st peiazné toky zname a hodnota opcie sa vtedy rovna 7(X3).
Ak sa vsak rozhodneme ponechat opciu, peiiazné toky plyntce z takéhoto rozhodnutia
nam nie st zname. V takomto pripade je hodnota opcie dané ako o¢akadvana hodnota
diskontovanych zvysnych penaznych tokov C(w, s;tx, T'):

K

F(Xy;te) = Eqg LZ e T C w, b, T| Fy) (2:2)

i=k+1
kde ocakévana hodnota je zévisla od informacii F;, v Case t;. Hodnota opcie je teda ur-
¢ena ako ocakavana stredna hodnota buducich penaznych tokov, ktora je podmienena
informacidm, ktoré méame v danom ¢asovom kroku k dispozicii. Ziskavame tak problém

porovnavania hodnoty z okamzitého uplatnenia opcie s hodnotou v pripade ponechania
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opcie, a kedZe hodnotu opcie maximalizujeme, tak opciu uplatnime akonahle je hod-
nota z okamzitej vyplaty kladna a vicsia alebo rovna ako hodnota z ponechania opcie.
MoézZeme si v8imnut, Ze sa v podstate jednéa o ulohu optimélneho riadenia, nakol'ko po-
stupujeme rekurzivne a v kazdom ¢asovom kroku vyberame maximalnu vyplatu dvoch
alternativ, na zaklade ¢oho sa nasledne rozhodneme medzi tymito dvomi alternati-
vami. V Bellmanovej rovnici optimalneho riadenia tak za hodnotu ponechania opcie

dosadime predosly vyraz, ¢ize:
V(th,tk) = max (F(th,tk),’ff(th)) (23)

Problémom pri rieSeni ceny opcie amerického typu je teda urcenie podmienene;j
ocakavanej hodnoty diskontovanych budtcich penaznych tokov (2.2) v kazdom ¢ase
tr. Ak vieme, ako spocitat F'(Xy,;t;), nie je problém urcit cenu opcie. Monte Carlo

metoda najmensich stvorcov riesi presne problém, ako urc¢it hodnotu F'(X;, ;).

2.3 Algoritmus LSM

LSM je skratkou od Least Squares Monte Carlo, ¢ize Monte Carlo metéda najmen-
Sich stvorcov. Niekedy sa v literature oznacuje aj ako LSMC. Monte Carlo v nazve
metody znamena, Ze pri tejto metdde nepocitame vystupy na mrezi, ako vo vacsine
inych numerickych metod, ale pri vypoctoch vychadzame z vygenerovanych simulécii v
zavislosti od jednotlivych zdrojov ndhodnosti. V algoritme sa pouziva metéda najmen-
sich Stvorcov pre aproximaciu funkcie o¢akavanej hodnoty F(Xy ;tx) v jednotlivych
¢asovych krokoch t, = tx_1,tx_o,...,t1, ktori potrebujeme porovnat s hodnotou z
okamzitej vyplaty opcie. V algoritme postupujeme odzadu, pretoze drdha penaznych
tokov C(w, s;t,T) je definovana rekurzivne.

V algoritme pri pocitani vystupov pouzivame nasimulované drédhy. Na zaciatku
preto vygenerujeme NN roznych moznych vyvojov, respektivne drah w stavovej premen-
nej v ¢ase az po maturitu opcie 7. Vyplata v poslednom ¢asovom kroku je pre kazdu
drahu w znadma, ako sme spomenuli v predoslej podkapitole. Algoritmus LSM riesi
problém, ako ur¢it ocakavanu hodnotu zdiskontovanych penaznych tokov F(X;, ,tx) v
kroku t;. Preto sa zameriame a vysvetlime si postup pre prvy ,problematicky” krok,
kde sa musime rozhodnut, ¢i opciu uplatnime okamzite, alebo pockame na nové infor-

macie v dalSom ¢asovom kroku, to je tx_1. V Case tx_; predpokladame, Ze neznamy
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tvar funkcie F(Xy,_,,tx—1) moZe byt reprezentovany ako linedrna kombinacia spoci-
tatelnej mnoziny Fy,  -meratelnych bazovych funkcii. Kedze stochasticka premenna
X, od ktorej zavisi hodnota opcie, sleduje markovovsky proces, jednou z moznosti
ako vybrat bazové funkcie je mnozina vazenych Laguerreovych polynémov, ktoré maju

nasledovnia formu:

X
Lo(X) = exp (—3)
X
L) = eap (-5 ) (1=
X X2
Ly(X) = exp (——) (1 —2X + —)
2 2
X\ eX dv o, .«
L, (X)=exp (—5) T (X"e ™) (2.4)
Funkcia F'(X;, _,:tx—1) mé potom tvar
F(Xie itx) = Y a;Li(X) (2.5)
=0

kde koeficienty a; st konstanty. Existuje mnoho dalsich moznosti, ako zvolit bazové
funkcie, napriklad Legendrove, Gegenbauerove, Hermitove, alebo Jacobiho polynémy.
V algoritme funkciu F(Xy, ,;tx—1) aproximujeme iba pomocou prvych M < oo bé-
zovych funkcii a tito aproximéciu si ozna¢ime ako Fyr (X itr—1). Far(Xep 1itr—1)
odhadneme projekciou diskontovanych hodnot C(w, s;tx_1,T) na bazové funkcie pre
také drahy, pre ktoré je opcia v danom cCase tx_1 v pozicii in-the-money a hodnotu
tejto funkcie oznacime @(Xt,(_l; tx—1). Ak opcia nie je v pozicii in-the-money, tak
ju samozrejme nie je vhodné uplatnit. My vSak rieSime situaciu, ako sa rozhodniut,
ak moézeme opciu uplatnit, alebo pockat, a preto berieme do tvahy iba tieto drahy.
V opac¢nom pripade by sme cely algoritmus jednak spomalili, a jednak by sme do-
stali rozdielne vysledky v regresii, ktoré nemaji spravnu vypovedna hodnotu pre nas
pripad. Teraz uz mdzeme porovnat hodnoty penaznych tokov z okamzitého uplatne-
nia opcie s odhadnutou hodnotou @(Xthl; tx—1) a na zéklade toho sa rozhodneme,
ktora z dvoch stratégii (uplatnit opciu alebo pockat) je optimalna. Po uréeni optimal-
neho rozhodnutia v Case tx_; mozeme nasledne ur¢it peniazné toky C(w,s;t,T) pre

Cas t = tx_o. Cely postup opakujeme pre vSetky ostatné ¢asové kroky tx_o, tx_3, ...

)
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1, to znamené, az pokym nemame urcené optimélne rozhodnutie v kazdom ¢asovom
kroku pre kazda drahu.

Vysledkom algoritmu je tak matica optimalnych stratégii s rozmermi N x K a
hodnotami 0 a 1 pre jednotlivé drahy, v ktorej 0 zmamena, Ze pre dant drahu (riadok
matice) v danom &asovom kroku (stlpec matice) nie je optimalne opciu uplatnit, a
naopak 1 znamena, ze opciu je pre danit drahu optiméalne uplatnit v danom c¢asovom
kroku za predpokladu, ze dovtedy nebola uplatnena. Optimalny ¢as uplatnenia opcie

pre danu drahu je urcéeny ako prva 1 v danom riadku.

2.4 Urcenie hodnoty opcie a konvergencia metody

Pre urcenie hodnoty opcie postupujeme nasledovne: zacneme v case 0, pohybujeme sa
po kazdej drahe w az kym nenajdeme optimélny cas uplatnenia opcie, tj prva 1 v matici
optiméalnych stratégii, zdiskontujeme hodnotu penaznych tokov z uplatnenia opcie do
casu 0 a na zaver spriemerujeme hodnoty zo vSetkych drah w. Priemer tychto hodnot
je potom hodnotou opcie.

Pri americkych typoch opcii, a obzvlast pri realnych opciach, kde cena opcie mé skor
informativny charakter vysky oportunitnych nakladov, je pre nés okrem samotnej ceny
opcie podstatna aj hranica pred¢asného uplatnenia v ¢ase. Tato hranica je funkciou
¢asu a hovori nam, kedy a za akych podmienok méme opciu uplatnit. Pre jej urcenie
mozeme opat vyuzit maticu optimalnych stratégii. V kazdom ¢asovom kroku néjdeme
ku kazdej 1 v matici optimélnych stratégii k nej prislichajicu vygenerovani hodnotu
podkladového aktiva X, a spomedzi vSetkych takto najdenych hodndt uréime ako
hrani¢ni hodnotu minimum z nich pre call opciu, a naopak maximum z nich pre put
opciu.

Cely algoritmus LSM spociva v dvoch typoch aproximacii:

1. nahradenie podmienenej funkcie ocakavanej hodnoty v dynamickom programo-

vani projekciou na koneént mnozinu bazovych funkcii

2. pouzitie Monte Carlo simulacii a regresiu pomocou najmensich Stvorcov pre zis-

kanie hodnoty funkcie z aproximéacie 1.
O konvergencii uvedenej metddy hovoria nasledujtuce dve vety (F. A. Longstaff a

E. S. Schwartz [5]):
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Veta 1. Pre akykolvek vijber M a K a vektor § € RM*K=1 " Ltory reprezentuje ko-
eficienty pre M bdzovych funkcii v kaZdom z (K — 1) krokov, nech LSM (w; M, K)
predstavuje diskontované penazné toky plynice z LSM pravidla, Ze opciu uplatnime, ak
okamZzitd vyplata z uplatnenia je kladnd a vdcsia alebo rovnd @(th;tk) definované

vektorom 6. Potom plati takmer urcite nasledovnd nerovnost:

N
1
1% > lim = .
(Xo,0) > A}l_lgo N 2 LSM (w;; M, K) (2.6)

Veta 2. Predpokladajme, Ze cena americkej opcie zduvisi len od jednej stochastickej
premennej X, ktord nadobida hodnoty v intervale (0,00), a ktord sleduje markovouvsky
proces. Dalej predpokladame, Ze opciu je mozné uplatnit len v casoch t, a ts, podmienend

funkcia ocakdvania F (X, ;t1) je absolitne spojitd a
/ e X F3( Xy, t1)dX < oo
0
/ e X F2(X,,t)dX < .
0

Potom pre akékolvek € > 0 existuje M < oo také, Ze:

N
1
V(Xo,0) = % ;LSM(WZ-; M,K)|>¢€| =0 (2.7)

lim Pr
N—oo

Prva veta hovori, Ze uvedeny algoritmus nam déva odhad zhola pre akykolvek
kone¢ny vyber M bazovych funkcii a K ¢asovych krokov. Druha veta nam zabezpe-
¢uje konvergenciu metddy pri urcitych predpokladoch pre dostato¢ne velké M a pocet
simulécii NV idici do nekoneéna. Viac o konvergencénych vlastnostiach Monte Carlo me-
tody najmensich Stvorcov mozno najst v praci An analysis of the Longstaff-Schwartz
algorithm for American option pricing (E. Clément, D. Lamberton a P. Protter [14]).

Ako sme spomenuli, Monte Carlo metéda najmensich Stvorcov Longstaffa a Sch-
wartza nam déava odhad ceny opcie zdola. Za spomenutie vSak stoji, Ze existuje aj
modifikacia tejto metody, ktora dava odhad ceny opcie zhora (L. Andersen a M. Bro-
adie [10]). MoZno tak najst interval, v ktorom sa nachadza skuto¢na cena opcie. V

nasej praci sme vSak implementovali len Monte Carlo metédu Longstaffa a Schwartza.

2.5 Zhrnutie priebehu algoritmu

V tejto podkapitole si prepiSeme priebeh algoritmu algoritmickejsim spdsobom, aby

Citatel ziskal lepSiu predstavu, ¢o a kedy sa v algoritme deje. Cely algoritmus pozostava
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z nasledovnych krokov:

1.

Zadaj pocet simulacii N

. Vygeneruj N dréh stochastického vyvoja stavovej premennej X
. Vytvor nulovi maticu C' s rozmermi N x (K)

fori=K

e do stipca K matice C' uloz pefiazné toky z uplatnenia opcie v ¢ase T', ak je
wmn -the-money

e ponechaj 0 inak

Sfori=K-1,K—-2,...,1

e zober riadky C' - drdhy w, v ktorych je opcia v pozicii in-the-money v Case
1
e oznac
— X' - vektor hodnot stavovej premennej X v ¢ase i pre tieto riadky
— Y - vektor zdiskontovanych penaznych tokov z matice C
e zregresuj Y na priestor funkcii L;(X") j=1,2,...., M - dostaneme pod-
mienent funkciu o¢akidvanych penaznych tokov, oznac ]5;4
e porovnaj Fus penaznymi tokmi 7(X;) z uplatnenia opcie v ¢ase i pre vSetky
in-the-money drahy
— ak ]5]\\4 > 7(X;) pefiazné toky z uplatnenia opcie v ¢ase t — v matici
C pre dany riadok v stipci ¢ ponechaj 0
— ak ]5]\\4 < 7(X;) peniazné toky z uplatnenia opcie v ¢ase t — v matici
C pre dany riadok v stipci i zapis hodnotu pefiaznych tokov z uplatnenia

opcie m(X;) a v ostatnych stipcoch i 4 1,7 4+ 2, ..., K zapis 0

Ur¢ hodnotu opcie ako priemer zdiskontovanych penaznych tokov cez vsetky

dréahy w v matici C' do ¢asu 0

Ur¢ hranicu pred¢asného uplatnenia opcie ako najnizsiu (pre call), respektive naj-
vy&siu (pre put) hodnotu stavovej premennej X v jednotlivych ¢asovych krokoch,

pre ktoré je v matici optiméalnych stratégii 1
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2.6 Hlavné problémy metédy LSM

Pri ocenovani americkych opcii pomocou Monte Carlo metédy najmensich Stvorcov
vznikaju viaceré otézky, ako napriklad ktoré polynémy by sme mali pouzivat ako ba-
zové funkcie a preco, pripadne aké st vyhody a nevyhody jednotlivych tried. Rovnako
nie je presne urcené, aky pocet bazovych funkcii je vhodny pre dostatocnt aproximé-
ciu funkcie o¢akavanej hodnoty. Poslednym nemenej doélezitym problémom, ktory je
potrebné pred rieSenim samotnej ceny opcie vyriesit, je urcit dostatocny pocet Monte
Carlo simulacii pre pozadovani presnost vypoctu. Hlavnymi problémami metody LSM

teda su:
1. zvolenie triedy bazovych funkcii
2. pocet bazovych funkcii M
3. pocet Monte Carlo simulécii N
4. pocet diskrétnych casovych krokov K

Vo v8eobecnosti sa Monte Carlo metéda najmensich Stvorcov ukazuje ako dosta-
to¢ne robustna na vyber triedy bazovych funkcii pre americké typy opcii, pri komplex-
nejsich derivatoch vsak vyber bazovych funkcii moze ovplyvnit vysledky (J. F. Navas,
M. Moreno [9]). Pri redlnych opciach sa ako vhodnejsia alternativa ukazuju Laguerrove
polynomy (M. J. R. Armada a A. Rodrigues [12]).

Presna odpoved na dostato¢ny pocet bazovych funkeii a pocet nasimulovanych drah
neexistuje. Avsak v pripade pouzitia polynomiélnych bazovych funkcii sa daji ziskat
explicitné vysledky pre pocet nasimulovanych drah vzhladom k po¢tu bazovych funkcii

pre zabezpecenie dostato¢nej konvergencie. Da sa ukazat, Ze (B. Yu a P. Glasserman

[2]):
e M = O(log N) ak stochastickd premennéa sleduje Brownov pohyb
e M = O(log VN ) ak stochastickd premenna sleduje geometricky Brownov pohyb

To znamena, ze pocet drah v pripade Brownovho pohybu rastie exponenciélne s po¢tom
polynémov a v pripade geometrického Brownovho pohybu rastie este rychlejsie ako

exponencialne.
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Vo v8eobecnosti plati, Ze algoritmus konverguje so zvySovanim poc¢tu bazovych fun-
kcii a nasimulovanych drah, avSak pocet bazovych funkcii treba zvySovat rozumne,
nakol'ko prili§ velky pocet moze sposobovat numercké problémy v regresii pomocou
najmensich $tvorcov. Vhodné vol'ba po¢tu bézovych funkeii sa pohybuje medzi 3 a 20
(M. Moreno a J.F. Navas [9]).

Pri americkych opciach je rovnako problematické urcit pocet diskrétnych c¢asovych
krokov. Vo vSeobecnosti plati, Ze ¢im je ¢asova diskretizacia jemnejsia, tym je cena ocpie
vypocitand uvedenou numerickou metddou blizsia realnej hodnote. V algoritme sa vSak
so zvySujucim poc¢tom Casovych krokov vyrazne zvySuje aj ¢asova naroc¢nost, nakolko
v kazdom ¢asovom kroku prebieha regresia zdiskontovanych budiucich penaznych tokov
vzhladom k filtracii v danom case, a preto je dolezité urcit ¢o najmensie K, pri ktorom
cena opcie dostatoéne konverguje k skuto¢nej hodnote. V redlnych opciach je tento
problém o nieco jednoduchsi, nakol'ko investori sa v principe nerozhoduju spojito, ale
len v ur¢itych danych ¢asovych okamihoch, podla ktorych mozeme nasledne volit pocet

¢asovych krokov.
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Kapitola 3

Metody redukcie variancie v Monte

Carlo simulaciach

V tejto kapitole predstavime niektoré metddy redukcie variancie, ktoré sa vyuzivaju
pri Monte Carlo simulaciach. Metédy redukcie variancie sa pri Monte Carlo simulac-
nych metédach pouzivaji pre dosiahnutie presnejSicho vysledku pri pouziti mensieho
poctu simulacii, ¢im moézeme usetrit ¢as pri vypocte. Metod existuje viacero, my si
konkrétne rozoberieme metédu control variates, moment matching metédu a nakoniec
metodu antithetic variates. Vysvetlime si, ako jednotlivé metoédy funguji, pricom sa
zameriame hlavne na metodu antithetic variates, ktortd sme aplikovali v nasej praci.
Z inych znamych metoéd, ktoré avsak nebudeme rozoberat v tejto préaci, moézeme as-
pon spomenit Importance Sampling metodu alebo Stratified Sampling metodu (viac
o tychto metodach sa d& docitat napriklad v praci P. Glassermana (|24]).

Pri popise jednotlivych metod budeme uvazovat, Ze nasim cielom je vypocitat E[A],
kde A je nejaky vystup z n vygenerovanych simulédcii. Taktiez budeme v nasej praci
uvazovat, ze nadhodna premenna 7, ktort generujeme pri jednotlivych simulaciach, je

z normalneho rozdelenia N(0,1).

3.1 Control Variates metoéda

Hlavnym zdrojom poznatkov pre popisanie tejto metddy bola publikicia od P. Glasser-
mana ([24]). Control Variates metoda vyuziva informéciu o chybe pri odhade nejakého

parametra, ktorého skutoént hodnotu pozname na redukciu chyby v odhade, ktorého
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skutoéntt hodnotu nepozname a tuto hodnotu hladame. Uvazujme, Ze A;, Ao, ..., A,
su vystupy z n simulécii, ako napriklad diskontované penazné toky z uplatnenia opcie
pre i-tu nasimulovant drahu. A; st nezévislé a rovnako rozdelené nahodné premenné a
chceme najst neznamu hodnotu E[A]. V Monte Carlo simula¢nych metodach zvycajne

E[A] odhadujeme pomocou priemeru vystupov A, teda:

A+ ...+ A,
n

A=
Uvazujme teraz, ze zo simulacii vieme spocitat aj nejaké iné vystupy B; prei = 1,...,n,
a hodnotu E[B] pozname. Rozdiel medzi odhadom E[B] zo simulacii a skuto¢nou

hodnotou E[B] by sme tak mohli vyuzit na kontrolu odhadu A. Pre hociaké fixné b

oznacme A;(b) pre kazdé i modifikovany vystup zo simulécie i:

Ai(b) = Ai — b(B; — E[B])

a A(b) ich priemer:

A(b) = A~ b(B~ EIB) =~ 3" (A~ o(B; ~ E[B]) (3.1)

i=1
Ked7ze pary (B;, A;) i = 1, ..., n st nezavislé a rovnako rozdelené premenné, tak priemer
A(b) je nevychylenym odhadom E[A] pre hociaké b fixné, a tento odhad nazyvame
control variates odhad E[A]. Rozdiel B — E[B], ktoré¢ho hodnotu pozname, ndm tak
slazi ako spominané ur¢ita kontrola pre odhad E[A]. Nasledne si vysvetlime, ako uréit
hodnotu zatial Tubovolného parametra b tak, aby sme minimalizovali varianciu control
variates odhadu.

Ozna¢me 0% = Var[B]|, 0% = Var[A] a pap ako koeficient korelacie medzi A a B.

Potom pre kazdé 7 plati:

Var[A;(b)] = Var[A; —b(B; — E[B])] =
= 0% —2bogoapas + b0 = o*(b) (3.2)
o?(b)

Control variates odhad A(b) mé teda varianciu >, pri€om oby¢ajny priemer A ma

2
varianciu %“ a metodou control variates variancu odhadu zmensime len ak:
Var[A(b)] < Var[A]

¢o plati, ak b?’op < 2boapap. KedZe doteraz sme uvazovali, Ze b je Tubovolné fixné

¢islo, vidime, Ze vieme najst takt hodnotu b*, ktora minimalizuje Var[A;(b)] = (D),
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a to:

o T4 _ Cov[A, B]
~ op pas = Var|B]

Po dosadeni b* do ( 3.2) a upraveni dostaneme:
Var[A —b*(B — E[B])]

VCLT’[A] =1- piB (33)

kde mozeme vidiet, ze efektivita control variates metody sa pre jednotlivé pripady 1isi
a zévisf od korelacie, ¢ize zavislosti medzi A a B. Cim je zavislost vicsia, tym viac
mozeme zmensit varianciu odhadu E[A] pomocou control variates metody.

Vsimnime si, Ze v skuto¢nosti mélokedy pozname hodnotu o 4, rovnako ako aj pag,
¢o vlastne znemoznuje urcit presni optimalnu hodnotu parametra b*. Mozeme vSak

pouzit odhady, ktoré ziskame rovnako zo simulécii a teda

, _ SB - B)A - A)
LB By .

Nahradenie b* odhadom b,, samozrejme spoésobuje ur¢itt odchylku. Mézeme si v8imnut,

Ze b, mé viak aj istl geometricki interpretéciu. by predstavuje sklon regresnej priamky
pomocou metddy najmensich Stvorcov cez body (B;, A;) pre i = 1,2,...,n (vid Obr.

3.1).

E[A]-cv |
A_bar -

B _bar E[B]

Obr. 3.1: Grafickd interpretacia control variates metody: Regresna priamka metoédou
najmensich $tvorcov, pomocou ktorej ziskavame control variates odhad E[A| oznaceny

ako E[A]-CV s vyuzitim znamej hodnoty E[B].
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3.2 Moment matching metéda

Moment matching metédu navrhol Barraquand v roku 1995 ([4]) a myslienka spociva,
v tom, ze ak pri Monte Carlo simulaciach generujeme nahodné premenné z nejakého
rozdelenia, ktorych pocet je n, momenty tychto n nahodne vygenerovanych premennych
oby¢ajne nespliiaju teoretické hodnoty momentov daného rozdelenia. Z tohto dévodu
sa ndhodné premenné istym sposobom transformuju tak, aby urc¢ity konecény pocet
ich momentov splial teoretické hodnoty, odkial pochadza aj nézov metody moment
matching.

Pri detailnejSom popise metody sme vychadzali z ¢lanku uverejneného v Journal of
Economic Dynamics and Control v roku 1997 (P. Boyle, M. Broadie a P. Glasserman
[13]). Uvazujme konkrétne ndhodné premenné 7, Zs, ..., Z, z N (0, 1), ktoré pouzivame
na simulovanie drah vyvoja ceny podkladového aktiva, ktory sleduje geometricky Bro-
wnov pohyb. Tieto hodnoty 7, Zs, ..., Z, by mali mat strednt hodnotu E[Z] = 0 a
Standardnt odchylku oz = 1. Priemer a Standardné odchylka zo vzorky simulécii st
viak vicsinou odlisné hodnoty, ozna¢me ich Z a sz. Jednou z moznosti je zachovaf
prvy moment, a teda moézeme upravit 2, Zs, ..., Z, tak, aby ich priemer bol rovny 0,

¢ize E[Z]. To sa da urobit nasledovnym sposobom:
Zi=Zi—7Z, i=12..n (3.5)

V pripade, ak chceme zachovat teoretické hodnoty prvych dvoch momentov, transfor-

méacia mé nasledovny tvar:
Zi=(Z;—2)-2, i=1,2...n (3.6)

kde samozrejme plati 07 = 1. Tato metoéda sa da jednoducho a priamociaro imple-
mentovat, avsak mé svoje nevyhody. V prvom pripade ndhodné premenné maju sice
normalne rozdelenie, ale uz nie st nezavislé, ¢o stazuje urc¢enie konfiden¢ného intervalu
pre vystup zo simuldcif, ktorého hodnota nas zaujima. V druhom pripade zas Z; uz
nie st norméalne rozdelené ndhodné premenné a odhad vystupu zo simulécii tak moze
byt vychylenym odhadom. Z tohto dévodu je velmi tazké urcit efektivnost moment

matching metody redukcie variancie.
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3.3 Antithetic variates metoda

Antithetic variates metéda je jednou z najjednoduchsich a najpouzivanejsich metod
vo financiach, nakolko je tato metdda velmi l'ahko implementovatelna. Do ocenovania
opcii pri vyuziti Monte Carlo simulécii ju uviedol Boyle v roku 1977 (|20]) pomocou
ilustracie pre eurdpsku call opciu na akciu nevyplacajicu dividendy.

Podstata tejto metody spociva vo vytvoreni zapornej zavislosti medzi parmi simu-
lacii, ktord moézeme dosiahnut jednoducho tak, Zze pre kazdu nédhodne vygenerovanu
simulaciu k nej cielene zostrojime negativne zéavisla. To zamend, Ze ak je napriklad
n simulécii nejakého zdroja nahodnosti tvorenych generovanim nédhodnych premen-
nych, ktoré su nezéavislé a maja norméalne rozdelenie N(0,1), tak antithetic varia-
tes ziskame spéarenim radu 7, Zs, ..., Z, nédhodnych premennych z N(0,1) s radom
—Zy,—Za, ... — Zp, ktoré maji rovnaké rozdelenie N(0,1).

Dokladné vysvetlenie metody popisuje Glasserman vo svojej publikacii (|24]), z kto-
rej sme vybrali najzakladnejsie informécie. Uvazujme, Ze nasim cielom je spocitat E[A].
S vyuzitim antithetic variates metody mame pary drah (A, fil), (A, /12), ooy (Ap, fln),
ktoré st nezavislé a rovnako rozdelené ndhodné premenné, aviak pre vietky A; a A;
1 = 1,2,...,n obycCajne plati, Ze nie st nezavislé¢, ale st rovnako rozdelené nahodné
premenné. Antithetic variates odhad E[A] je definovany ako priemer vSetkych 2n si-
mulécii:

A IS i I~ [ A+ A
Agy = o ZZI(Az + A;) = - Z (T) (3.7)

i=1

odkial vyplyva, Zze A,y je vlastne priemerom n nezéavislych pozorovani

A+ A Ay + A, A, + A,
(S(50) () o

Chceme,aby odhad A4y znizil varianciu oproti oby¢ajnému odhadu, avSak nie na tukor

dlhsej ¢asovej narocnosti. Predpokladajme, Ze ¢asova naroc¢nost vypoctu v pripade ge-
nerovania parov (Ai,fli) je priblizne dvojnasobné, ako v pripade generovania A;, to
znamena, ze zanedbavame pripadné uSetrenie ¢asu z toho, ze pri tvoreni parov nemu-
sime generovat nové ndhodné premenné, ale iba menime znamienka pri uz vygenero-
vanych nahodnych premennych. Potom ¢asova narocnost na vypodet Auy je priblizne

také ako na vypocet priemeru 2n simulécii, a preto porovnavame variancie tychto dvoch
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odhadov. Pouzitie antithetic variates znizuje varianciu, ak
2n
1
— E A,
2n 4
=1

Var[Ay] < Var

v

no Ai+A; ] )
Var 2ic1 75 < Var[Aj]
n 2n
1
Var [ 3 Var[A;]
= <
n 2n
1
Var[A; + A Var[A;]
<
4dn 2n
)
Var[A; + A] < 2Var[A] (3.9)

a kedze A; a A; maji rovnaké rozdelenie a teda aj varianciu, Var[A; + A;] vieme
rozpisat ako

Var[A; + A;] = Var[A] + Var[A;] + 2Cov[A;, Aj
= 2Var[A;] + 2Cov[A;, A)] (3.10)

Po dosadeni do (3.9) a upraveni dostaneme, 7e pozadujeme, aby Cov[4;, 4;] < 0, ¢o
znamena, ze antithetic variates metoda znizuje varianciu prave vtedy, ked je negativna
zévislost medzi A; a 121, Negativnu zavislost medzi A; a fl, dostaneme prave vtedy, ak
A je monoténnou funkciou Z.

Uvazujme teraz konkrétne vyvoj ceny podkladového aktiva pri nejakej opcii, ktory

sleduje geometricky Brownov pohyb v rizikovo neutralnej miere Q):

2
o
Xipor = Xy, xexp{(r —d — 7)(tk+1 —tk) + o (teyr — te) Zoy ) (3.11)

kde X;, je cena aktiva v Case ty, r je bezrizikova trokova miera, d predstavuje divi-
dendovt mieru, o volatilitu a Z;, € N(0,1). Antithetic variates metoda teda spociva
v myslienke, ze ak Z;, € N(0,1), potom aj —Z;, € N(0,1) a pre kazdu drahu vyvoja

ceny X; ( 3.11) k nej vytvorime zéporne zavislt, a teda:

2
~ o
th-!—l = th X e:vp{(r —d—- 7)(tk+1 — tk) — 0/ (tk+1 — tk)Ztk+1} (312)

Tymto spdésobom sme metdédu antithetic variates aplikovali v nasej préci.
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Kapitola 4

Kalibracia algoritmu na jednoduchom

priklade

V tejto kapitole aplikujeme predstaveni LSM metoédu na ocenenie jednoduchého pri-
kladu realnych opcii. Vyuzitim jeho ekvivalencie k americkej put opcii porovname vy-
sledky tejto metdédy s Crank Nicholsonovou schémou a ukézeme vplyv jednotlivych

parametrov metody na presnost vysledkov.

4.1 Popis problému

Uvazujme, ze vlastnime tovaren, ktora mé nekonecnt zivotnost a produkuje jednu
jednotku komodity, ktorej cena X je volatilna a sleduje geometricky Brownov pohyb,

ktory mdzeme v rizikovo neutralnej miere zapisat ako:

2
o
Xy = Xy, x exp{(r —d — 7)(tk+1 —tk) + o (b1 — te) Ze o } (4.1)

kde r je bezrizikova trokova miera, d takzvany convenience yield (pri finan¢nych
opciach sa analogicky jedna o spojitt dividendu), o je volatilita a Z;, nahodné pre-
mennd z N (0, 1). Nezabudnime na délezity predpoklad pre moZnost poc¢itania v rizikovo
neutralnej miere, Ze trhy su tplné a nasa komodita je obchodovatelné na tychto trhoch.
Dalej abstrahujeme od nakladov na vyrobu, a uvazujeme, Zze mame moznost zanechat
tovaren pocas urc¢enej doby 7', pricom ak ju zanechame, dostaneme zostatkovi hodnotu
E.

Takato formulacia problému nie je vel mi realna, nakolko zvyc¢ajne neméame moznost

zanechat tovaren len pocas ur¢itého ¢asového obdobia, pricom tovaren mé nekonecnu
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zivotnost, a taktiez je neredlny predpoklad nulovych nékladov na produkciu. Vyhodou
viak je (ako ukdzeme), ze dany problém je ekvivalentny problému ocenenia americke;j
put opcie.

KedZe tovarenn ma nekonecnu Zivotnost a produkuje spojito jednu jednotku komo-
dity ro¢ne bez nakladov, vlastnit takito tovaren je ekvivalentné drzaniu é jednotiek
podkladovej komodity, ¢o produkuje také isté penazné toky ako prijem za predant
komoditu z tovarne. Teraz uz mozeme vidiet, Ze opcia zanechat tovaren za zostatkovi
hodnotu E do ¢asu maturity T je ekvivalentn& drzaniu americkej put opcie na ko-
moditu so strike price rovnym d * E a rovnakou maturitou 7. Jedinym vyraznejSim
rozdielom v takomto pripade redlnej opcie od klasickej finan¢nej put opcie je, ze v
nasom pripade bude T relativne dlhé ¢asové obdobie (niekolko rokov) v porovnani s

maturitami pri financénych opciach, kde ide skor o kratsie ¢asové obdobia.

4.2 RieSenie problému

Ako sme ukazali, cena tejto redlnej opcie je rovnaka ako cena americkej put opcie,
na ktortt méZeme priamociaro pouzit algoritmus LSM!, ktory sme implementovali na
zéklade popisu v Kapitole 2. Ukazeme si vysledky algoritmu bez aj s pouzitim antit-
hetic variates meto6dy redukcie variancie popisanej v Kapitole 3, a zaroven vysledky
porovname s vysledkami z Crank-Nicholsonovej met6édy oceniovania americkych opcii.

Hodnoty jednotlivych vstupov, s ktorymi budeme opciu ocenovat st uvedené v
Tabulke 4.1. Uvazujme, %e o moZnosti zanechat tovaren a ziskat E sa rozhodujeme

patdesiatkrat pocas celej doby maturity nasej opcie, a teda K = 50.

Xol| 7T d o E |T
30 | 6% | 2% | 0,20 | 1600 | 5

Tabulka 4.1: Parametre prikladu, s ktorymi rieSime realnu opciu

'Ko6d algoritmu je mozné najst v casti Prilohy.
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4.3 Cena opcie

V tejto Casti sa pozrieme na vysledky algoritmu, ¢o sa tyka ceny realnej opcie. V prvom
rade si ukdzeme vplyv antithetic variates metoédy na redukciu variancie. Po preukazani
vyznamu jej pouzitia budeme kalibrovat algoritmus LSM pri porovnavani vysledkov

ceny opcie s cenou opcie z Crank Nicholsonovej metody.

4.3.1 ZnizZenie variancie s antithetic variates metdédou

Algoritmus sme pouzili pre vypocet ceny zadanej redlnej opcie s pouzitim nasledov-
nych bazovych funkcii v regresii: 1, X a X2. PouZili sme postupne N = 100000, 300000
a 500000 simulacii, pricom v kazdom pripade sme vypocet ceny zopakovali 100 krat
aj v pripade pouzitia antithetic variates metody, aj bez nej. V Tabulke 4.2 je pre
oba pripady zobrazeny priemer a variancia odhadu ceny opcie z danych 100 replikéacii
algoritmu. Mo6zZeme si vSimnut Ze antithetic variates metdéda naozaj znizuje varian-
ciu. Rychlost vypoc¢tu je v oboch pripadoch porovnatelna, pricom v pripade pouZitia
antithetic variates metoédy bola dokonca o nieco lepSia, z dovodu mensieho poctu ge-
nerovanych ndhodnych premennych. V dalsich vypoctoch preto budeme pouzivat iba
algoritmus s pouzitim antithetic variates metody. Zaroven v danej Tabulke 4.2 mozeme

vidiet, Ze pri pouziti vicSieho poctu simulécii sa znizuje variancia.

N vV — AV Var — AV V — BAV | Var — BAV

100000 || 4,1206 | 3,8782% 107° 4,1184 | 1,2257 %1074
300000 || 4,1183 | 1,3215%107° 4,1177 | 2,8873x107°
500000 || 4,1188 | 8,8610 % 10~° 4,1192 | 3,4021 % 1075

Tabulka 4.2: Priemer vystupov algoritmu zo 100 replikicii a ich variancia. V — AV
predstavuje priemer zo 100 cien s pouzitim antithetic variates metody v algoritme a
Var — AV varianciu, naopak V — BAV predstavuje priemer zo 100 cien bez pouZitia

antithetic variates metody v algoritme a Var — BAV varianciu

4.3.2 Kalibracia algoritmu

Z Kapitoly 2 vieme, ze v algoritme moézeme menit viacero parametrov a to:
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e pocet simulacii NV
e pocet bazovych funkcii M
e typ polynémov ako bézovych funkcii

Pre moment uvazujeme, ze K je dané tym, ako Casto sa rozhodujeme o zanechani to-
varne, a rovné 50. Ako sme videli vyssie, pocet simulécii zlepSuje konvergenciu metody,
pricom uz pri 100000 simulaciach sme dosiahli dostatocne nizku varianciu. Graf ceny
opcie v zavislosti od pociatocnej hodnoty komodity s pouzitim N = 100000 simulacif
a v porovnani s Crank Nicholsonovou metédou je na Obr 4.1. Vidime, Ze cena opcie
vypocitand pomocou algoritmu LSM skutocne konverguje k cene opcie vypocitanej

Crank Nicholsonovou schémou.

12 T
Crank Nicholsonova metéda|
LSM
10} Payoff
8 L
Q
o
5
P 6
c
[}
o
4 L
2 L
0 . . .
20 25 30 35 40

cena komodity

Obr. 4.1: Porovnanie ceny opcie v zavislosti od pociatocnej hodnoty komodity danou
LSM metédou s N = 100000 simuldciami a bazovymi funkciami 1, X, X%, a Crank

Nicholsonovou schémou, spolu s payoffom z uplatnenia opcie

V dalSom sa pozrieme, ako na vysledky ceny opcie vplyva zmena poctu polyno-
mov ako bazovych funkcii. KedZe na grafe ceny opcie v zavislosti od pociato¢nej ceny
komodity nebolo vidiet ziadne rozdiely medzi jednotlivymi moznostami, uvadzame nu-
merické hodnoty pre niektoré pociatocné ceny komodity spolu s hodnotou opcie vypoci-

tanou Crank Nicholsonovou metodou, vid Tabulka 4.3. Medzi cenou opcie v zavislosti
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od poc¢tu bazovych funkcii sme nepostrehli Ziadnu linearnu zavislost. Pri pocte béa-
zovych funkcii M = 6 a viac uz nastavali problémy v regresii. Ako rozumny pocet

béazovych funkcii povazujeme M = 4 pripadne M = 5.

M\ Xy 27 30 34 37

3 || 5,7007 | 4,1206 | 2,7078 | 1,9930
5,7117 | 4,1312 | 2,7190 | 2,0014
5,7141 | 4,1350 | 2,7188 | 2,0013

5,7160 | 4,1341 | 2,7194 | 2,0026

N | & | O | &

2, 7157 | 4,1338 | 2,7196 | 2,0034

Ven || 5,7124 | 4,1321 | 2,7175 | 1,9995

Tabulka 4.3: Priemer vystupov (cien) algoritmu V zo 100 replikécii pri réznom pouziti
poc¢tu bazovych funkcii M pre rozne pociatoéné ceny komodity a ich porovnanie s

cenou z Crank Nicholsonovej metody Voy

V Tabulke 4.4 st zobrazené vysledky priemernej ceny opcie a variancie spomedzi
100 replikacii algoritmu pri pouziti vacsieho poc¢tu simulécii pre M = 4 a nasu pocia-
to¢nu cenu komodity Xg. Opét vidime, ze zvySovanie po¢tu simulacii vedie v principe
k znizovaniu variancie, cena opcie vSak konverguje dostato¢ne pri N = 100000 simulé-

ciach.

N 174 Variancia

100000 | 4,1312 | 3,9580 x 107
300000 || 4,1314 | 1,6683 « 10~°
500000 || 4,1317 | 6,2379 % 1076

Tabulka 4.4: Priemer vystupov (cien) algoritmu V' zo 100 replikacii a ich variancia pri

pouziti nasledovnych bazovych funkcii: 1, X, X2, X3

Zmena typu polynémov na Laguerrove polynémy ako bazové funkcie nemala vplyv
na zmeny vo vysledkoch. Vysledky ceny opcie rovnako ako aj variancie jednotlivych
vystupov z replikécii boli porovnatelné. V tomto pripade na volbe triedy polynémov

ako bazovych funkcii nezalezi, pricom vhodny pocet je 4 alebo 5.
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4.4 Hranica predc¢asného uplatnenia

Okrem spominanej ceny realnej opcie méa pre néas velky vyznam aj graf hranice pred-
¢asného uplatnenia, ktory nam poméha s rozhodovanim v ¢ase v budtucnosti, pri akej
cene méa vyznam tovaren zanechat, a pri akej eSte ponechat otvorenu a produkovat
dand komoditu. V algoritme LSM je pre dosiahnutie dostato¢ne spojitej hranice pred-
¢asného uplatnenia rozumné zvolit pociatoént hodnotu X, blizku k hrani¢nej hodnote
na zaciatku, v opa¢nom pripade nemusime zo simuléacii ziskat hrani¢né hodnoty pre
niektoré casové kroky najmé na zaciatku krivky. Zmena X, nemd iny vplyv na tvar
hranice pred¢asného uplatnenia, nakol'ko hranica je len funkciou ¢asu. Hranicu predéas-
ného uplatnenia budeme opét porovnavat s hranicou ziskanou z Crank Nicholsonovej

metddy konecnych diferencii.
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Obr. 4.2: Porovnanie hranice pred¢asného uplatnenia pre rozne pocty bazovych funkcii

s pouzitim N = 500000 simulécii s hranicou z Crank Nicholsonovej schémy

Vplyv poctu bazovych funkcii ma, ako uvidime, dérazny vplyv na krivku hranice
predc¢asného uplatnenia. Na Obr 4.2 je porovnanie hranic pred¢asného uplatnenia pre
rozne pocety bazovych funkcii s N = 500000 simulaciami a Crank Nicholsonovou me-
todou. Pre maly pocet bazovych funkcii M = 3 sa hranica vyrazne li§i od hranice z
Crank Nicholsonovej metody, pricom ocividnym nedostatkom je taktiez jej tendencia

na zaciatku klesat a az potom rast. Pre M = 6 a vysSie opat nastavali problémy v
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regresii najmensich Stvorcov. Hranica v pripade M = 6 je v porovnani s mensim po-
¢tom bazovych funkcii taktiez menej hladka, obsahuje vyraznejSie zlomy okolo ¢asu
1,7. Obdobné situacia nastavala aj pre dalsie zvySovanie bazovych funkcii. Ako najv-
hodnejsia volba poc¢tu bazovych funkcii pre ziskanie hranice pred¢asného uplatnenia
sa javi M =5, a teda 1, X, X2, X3, X4

Na Obr. 4.3 mozeme vidiet, ze pocet simulacii ako parameter v algoritme LSM ma
vplyv na hladkost krivky hranice pred¢asného uplatnenia. Pre vicsie pocty simulacii
je krivka hlads$ia, najméa na zaciatku ¢asového obdobia. Na konci je krivka pri pouziti
vSetkych moznosti po¢tu simulacii viacmenej rovnaka, problém hladkosti teda nastéva
najma na zaciatku. Pri pouziti N = 100000 simulacii st v hranici znacné skoky, po-
stupne so zvySovanim poc¢tu simulécii sa vSak tieto skoky znizuju. Medzi N = 500000

a N = 1000000 uz nie je markantny rozdiel.
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Obr. 4.3: Porovnanie hranice pred¢asného uplatnenia pre rézne poc¢ty simulacii s pou-

zitim M = 5 bazovych funkcii s hranicou z Crank Nicholsonovej schémy

Pre hranicu pred¢asného uplatnenia teda plati, Zze maly pocet bazovych funkcii
nedava rozumny graf hranice pred¢asného uplatnenia, ktord ma na zaciatku tenden-
ciu klesat a aZ potom rast. Pri pouziti bazovych funkeii 1, X, X2, X3, X* sa vysledky
najviac priblizuju k hranici predéasného uplatnenia ziskanou pomocou Crank Nichol-
sonovej metody, aj ked nie st uplne totozné. Rovnaké pozorovania, ¢o sa tyka krivky

pred¢asného uplatnenia, platia aj pre pouzitie Laguerrovych polynémov ako bazovych
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funkcii, to znamena, zZe vyber samotnej triedy polynémov ako bazovych funkcii ne-
meni vysledky v hranici pred¢asného uplatnenia, rovnako ako v pripade ceny opcie,

dolezitejsia je vSak volba ich pocétu.

4.5 Citlivost na zmenu poc¢tu ¢asovych krokov K

V predoslej ¢asti sme uréili, Ze na vybere typu triedy polynémov ako bazovych funkcit
v principe nezalezi, ich vhodny pocet pre vypocet ceny opcie je 4, pripadne 5 a pre
hladanie hranice predcasného uplatnenia je to 5. V tejto Casti sa preto s pouZitim
piatich bazovych funkeii 1, X, X2, X3, X* pozrieme na to, ako na cenu opcie a hranicu

predc¢asného uplatnenia vplyva volba poc¢tu ¢asovych krokov.

4.5.1 Cena opcie

V Tabulke 4.52 mozeme vidiet, Ze s rasticim po¢tom diskrétnych ¢asovych krokov
mierne rastie aj cena realnej opcie, ¢o sa da logicky zdovodnit tym, Ze v pripade
viacerého poctu ¢asovych krokov mame k dispozicii viac prav, kedy opciu uplatnit,
a teda cena takejto opcie musi byt vicsia ako v pripade opcie, pri ktorej méame prav
menej. Rovnako sa da z Tabulky 4.5 pozorovat, Ze cena opcie ziskana algoritmom LSM
je porovnatelna s cenou ziskanou Crank Nicholsonovou metédou kone¢nych diferencii
pri rovnakej ¢asovej diskretizacii. Mozeme tak tvrdit, ze algoritmus dava dostatocné
vysledky, ¢o sa tyka ceny realnej opcie. Pripominame, Ze volba poc¢tu diskrétnych
¢asovych krokov v pripade realnych opcii zavisi od faktu, ako casto sa ako investori

daného projektu planujeme rozhodovat o uplatneni danej opcie.

4.5.2 Hranica predc¢asného uplatnenia

Co sa tyka hranice predc¢asného uplatnenia reélnej opcie, v zavislosti od poctu dis-
krétnych ¢asovych krokov K, mozeme taktiez pozorovat mensie zmeny v jej tvare. Pri
vacsom K dava krivka hranice v jednotlivych ¢asovych okamihoch nizsie hrani¢né ceny
komodity, ako v pripade via¢sieho K. Rovnaky vysledok moézeme pozorovat aj pri hra-

nici pred¢asného uplatnenia pri pouziti Crank Nicholsonovej metédy, avsak rovnako

2* pri hodnote znamena, Ze priemer ceny bol vypocitany z menej ako 100 replikacii, nakol'ko v

tomto pripade sa pri vypocétoch vyskytlo aj zopar outlierov, kedy cena opcie vyS$la rovna 0
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Xo 27 30 34 37

Visn K =100 || 5,7263 | 4,1428 | 2,7251 | 2,0075
Ven K =100 || 5,7269 | 4,1429 | 2,7252 | 2,0058
Visy K =150 || 5,7305 | 4,1463 | 2,7287 | 2,0080"
Ven K =150 | 5,7320 | 4,1464 | 2,7278 | 2,0078
Visn K =200 || 5,7327 | 4,1481 | 2,7286 | 2,0089*
Ven K =200 | 5,7342 | 4,1481 | 2,7291 | 2,0089

Tabulka 4.5: Priemer vystupov (cien) algoritmu Vigy; zo 100 replikdcii pri roznom
pocte diskrétnych casovych krokov K pre rozne pociatocné ceny komodity a ich po-

rovnanie s cenou z Crank Nicholsonovej metédy Viony pri rovnakej ¢asovej diskretizacii

ako v predoslej ¢asti mozeme vidiet, ze algoritmus LSM ma vo v8eobecnosti tendenciu
davat nizsie hrani¢né hodnoty ako Crank Nicholsonova metoda, pre porovnanie vid
Obr 4.4. Hranice predcasného uplatnenia opcie sme pre kazdy pripad v algoritme LSM
ziskali s pouzitim N = 300000 simulécii, nakol'ko pri zvySeni na K = 200 nebolo mozné

ziskat vysledky s N = 500000, pri ktorych by bola krivka hranice hladsia, z dévodu

prekrocenia paméte.
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Obr. 4.4: Porovnanie hranice pred¢asného uplatnenia algoritmu LSM a Crank Nichol-

cas

sonovej metody pre K = 100 a K = 200
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4.6 Zhrnutie

V algoritme LSM je potrebné mat na pamiti vhodna volbu jeho parametrov ako st
pocet simulécii N, pocet bazovych funkcii M a ich typ, a pocet diskrétnych caso-
vych krokov K, ktoré vSak pri realnych opciach volime na zaklade zadania konkrétnej
ulohy. Videli sme, Ze zvySovanie poctu simulacii N vplyva na konvergenciu ceny a
na hladkost krivky hranice pred¢asného uplatnenia, pricom dostato¢nu konvergenciu
je mozné dosiahnut uz pri N = 100000 simulaciach, pre dostatocne hladka krivku
hranice predc¢asného uplatnenia je vSak lepsie zvysit pocet simulacii na N = 500000.
Ako vhodny pocet bazovych funkcii pouzitych v regresii najmensich Stvorcov sa javi
5, pricom samotny typ polynomiélnej triedy nesposobuje ziadne dérazné zmeny vo vy-
sledkoch. Rovnako sme postrehli, Ze algoritmus LSM je vhodnou metédou najméa na
numericki aproximéciu ceny opcie, avSak nie prave vhodnou alternativou pri hladani

hranice predc¢asného uplatnenia.
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Kapitola 5

Priklad zanechania tovarne na vyrobu

etanolu

V poslednej kapitole tejto diplomovej préce si ilustrujeme Monte Carlo metédu naj-
mensich tvorcov na konkrétnom priklade realnej opcie. Budeme sa zaoberat prikladom
takzvanej option to abandon, ktorej vypocet je pomocou Monte Carlo metdédy naj-
mensich Stvorcov pomerne jednoduchy. Cielom tejto kapitoly je ukazat implementaciu
metody pri konkrétnom priklade redlnej opcie a ukazat jej vysledky ako aj analyzu
citlivosti na zmeny v parametroch. Budeme sa zameriavat najmé na hranicu predcas-
ného uplatnenia opcie, nakolko cena realnej opcie mé skor informativny charakter,
pricom hranica pred¢asného uplatnenia ndm déva investi¢né pravidlo, kedy a za akych

podmienok méame opciu zrealizovat, a teda zanechat projekt.

5.1 Popis problému

Uvazujme, ze sme vlastnikom malej tovarne na vyrobu etanolu v Brazilii, ktora vyraba
Q jednotiek etanolu za rok. Budeme riesit problém, kedy zanechat neefektivnu vyrobu
v starSej tovarni, v ktorej nedochédzalo k priebeznému obnovovaniu strojov, a tak na-
klady na vyrobu jednej jednotky etanolu st pomerne vysoké vzhladom na cenu jednej
jednotky etanolu. V pripade, ak budeme povazovat vyrobu etanolu za nevynosnt, mo-
zeme tovaren zanechat a predat jej vybavenie za jeho zostatkovi cenu F. Nasim cielom
je urcit, kedy a za akych podmienok méame zanechat tovaren, pricom predpokladajme,

ze tovaren méa momentalne zivotnost 7" rokov. Predpokladédme, Ze etanol je vyrabany
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a nasledne predavany spojito a rovnomerne, pricom zanedbame ¢as potrebny medzi
vyrobou a predanim etanolu, a predpokladame, Ze vSetok vyrobeny etanol sa zaroven
aj preda. Cena etanolu za jednu jednotku je volatilnd a budeme ju znacit ako X;, v
Case tp. Naklady budeme uvazovat ako konStantné v ¢ase, pricom jednotkové naklady
vo vysSke A na jednu jednotku etanolu a fixné naklady za rok vo vyske I. Ak cena
etanolu klesne pod jednotkové néklady A, tovaren moze pozastavit vyrobu, avsak musi

zaplatit fixné naklady.

5.2 Simulacia ceny etanolu

V probléme budeme uvazovat, Ze cena etanolu sleduje jednofaktorovy mean-reverting
proces, respektive Ornstein-Uhlenbeckov proces, ktory moézeme generovat nasledovnym
sposobom:

1 — e—26AL
Xy, = exp {ln(thl) xe " pa(l—e ") o S—K/Ztk} (5.1)

kde At predstavuje rozdiel t, — tx_q, pricom k = 1,2, ..., K a K je pocet diskrétnych
¢asovych krokov, a Z;, je nahodne vygenerovana premenna z N(0,1). Hodnoty jed-
notlivych parametrov s, a, o a pociatocni cenu etanolu X, za jeden liter sme Cerpali
z ¢lanku uverejnenom v Casopise Energy economics (C. Bastian-Pinto, L. Brandao a
W.J. Hahn [17]), kde autori previedli odhadnuty cenovy proces do bezrizikovej miery,
a teda uvedené parametre su uz v bezrizikovej miere. Ich hodnoty uvadzame v Tabulke

5.1.

K o o Xo

1,327 | -0,2627 | 0,3424 | 0.712R$

Tabulka 5.1: Hodnoty parametrov mean reverting procesu ceny etanolu

Pri simulovani drah vyvoja ceny medi sme pouzili antithetic variates metodu re-

dukcie variancie nasledovnym sposobom:

A A 1 — e—26At
th = ExTp ln(th_l) x e " t + Oé(]_ —e " t) +o0 thk
e At At 1 — 6—2/4At
Xy, =expIn(Xy, ) xe "™ +a(l—e ") -0 —5 Zy,
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Pre znazornenie uvadzame Obr. 5.1, na ktorom je porovnanie oby¢ajnej simuléacie drah

a simulacie drah s pouzitim antithetic variates metody.
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Obr. 5.1: Porovnanie simulécie dréh bez (vlavo) a s (vpravo) pouzitim antithetic va-
riates metody pri mean reverting procese pre K = 200 diskrétnych casovych krokov

pocas T' = 4 rokov

5.3 RieSenie problému

N

Vygenerujeme N roznych drah vyvoja ceny etanolu v ¢ase od 0 po g, to znamend 3

N

5 antithetic drah. Pri rieSeni problému budeme postupovat rekurzivne

prvych dréh a
po jednotlivych drahach a budeme pouzivat Monte Carlo metédu najmensich stvorcov
popisanu v Kapitole 2.

Uvazujeme, Ze zivotnost tovarne je T + 7, kde 7 je maly casovy krok, a ocefiujeme

opciu uzavriet tovaren predc¢asne do ¢asu 7T'. Na konci maturity opcie, tj v ¢ase tx =T

za predpokladu, Ze sme ju doteraz neuzavreli, méame k dispozicii dve rozhodnutia:

e moZeme tovaren okamZite uzavriet a dostat F

e mozeme tovaren ponechat otvorent, a dostat penazné toky z predaja etanolu a

zarovenn E na konci jej zivotnosti, tj mazx((Q(Xy, —A)—I)7+Ee™"", —IT+FEe ")

pricom penazné toky v oboch pripadoch st nam zname. Vyberieme preto maximum
z nich a teda matica penaznych tokov C' v Case tx tak obsahuje maximum z E a

maz((Q(Xy, —A) —I)T + Ee™ "7, —IT + Ee™"") pre kazda dréhu:
C(Xip,tr) = maz(E,mar((Q(X,, —A) — )7+ Ee™™, —I7 + Ee™'™))
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Pre maticu optimélnych stratégii plati:
e ak C(X,,,tx) = F v matici optimélnych stratégii v ¢ase tx zapiseme 1

o ak C(X;, ,tx) = mar((Q(X¢ — A) — )7+ Ee™™™,—I7 + Ee™ ") v matici opti-

malnych stratégii v ¢ase tx zapiSeme 0

Ked7Ze v algoritme aproximujeme spojité penazné toky z predaja etanolu,pripadne
pozastavenia vyroby, ako max((Q(X;, — A) — I)At,—IAt), pre presnejsi vypocet je
vhodny velky pocet ¢asovych krokov K, aby sme tymto spésobom dostatocne presne
aproximovali spojité toky.

MoézZeme sa presunut do ¢asového kroku tx_1, kde sa opét rozhodujeme, ¢i tovaren
uzavrieme, a teda zrealizujeme nasu opciu zanechat tovareni, alebo ju nechame otvo-
reni a k rozhodnutiu sa moézeme vratit o krok neskor. Za podmienky, Ze sme tovaren
neuzavreli do ¢asu tx_i, ju uzavrieme, ak penazné toky v pripade uzavretia tovarne
E su vyssie ako penazné toky z jej ponechania. V tomto kroku nam vsak uz penhazné
toky v pripade ponechania tovarne nie st zname a budeme ich aproximovat regresiou
najmensich Stvorcov na priestor funkcii L;(X) j =0, ..., M, kde X je vektor nasimu-
lovanych hodnét v ¢ase tx_1. Do vektoru Y ulozime zdiskontované budiice penazné
toky v pripade ponechania tovarne z matice C' v ¢ase tx. Tieto potom zregresujeme na
priestor funkcii L;(X) j =0, ..., M a ziskame koeficienty a; j = 0, ..., M. Nésledne mo-
Zeme urdit ofakévant hodnotu diskontovanych penaznych tokov F(X, tx_1) vzhladom

k filtracii F,._, ako:
F(X, ) Z a; L;(X) +maz(Q(X,,_ , — A) — I)At, —IAt) (5.2)

kde druhy ¢len maz((Q(X¢,_, —A) — I)At, —IAt) st v naSom pripade zname penazné
toky v pripade ponechania tovarne este v ¢ase tx_1. Teraz uz vieme urc¢it stratégiu v

Case tx_1, rovnako ako aj maticu penaznych tokov C pre Cas tx_1:

o ak maxz(E, F(X,tx_1)) = E v matici optiméalnych stratégii v ¢ase tx_; zapiSeme

1 a matica penaznych tokov C (X, |, txk—1) =FE

o ak maz(E, F(X,tx_1)) = F(X,tx_1) v matici optimélnych stratégii v case tx
zapiSseme 0 a matica penaznych tokov C(X;,. |, tx—1) = mar((Q(X¢ , — A) —
DAL, —IAL) + C( Xy, ti) x e "8
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Po urceni stratégie a matice penaznych tokov v ¢ase tx_; sa mozeme presunit do
kroku tx_s, kde postupujeme analogicky ako v pripade ¢asového kroku tx_1, a tak sa
postupne prestuvame po jednotlivych ¢asovych krokoch tx_3,tx_4, ..., t1.

V naSom algoritme sme implementovali aj spdsob, ako urcit stratégiu v case ty.
V ¢ase ty nedochadza k regresii, nakolko je vo vektore X iba jedna hodnota, a to
pociato¢na cena etanolu Xy. Namiesto regresie preto urc¢ime iba priemer budicich
diskontovanych penaznych tokov z kazdej dréhy, a ak by bola vyplata z okamzitého
uplatnenia opcie vacSia ako tento priemer, tak opciu uplatnime, ¢o pre nis znamena,
Ze ju méame zatvorit uz v case tg.

Doteraz sme nikde nespomenuli hodnotu realnej opcie. Narozdiel od americkych
opcii, kde by sme ich hodnotu urcili jednoducho ako priemer zdiskontovanych penaz-
nych tokov z matice C' v ¢ase t; do ¢asu 0, v naSom pripade je hodnota realnej opcie
urcend inak. VSimnime si, Ze priemer zdiskontovanych penaznych tokov z matice C' v
Case t; do Casu 0 predstavuje Cistu sucasnt hodnotu NPV tovarne s opciou zanechat
ju kedykol'vek aZ po koniec jej zivotnosti T, pricom tato opciu uplatnime v optimél-
nom ¢ase. Vo vSeobecnosti je v takomto priklade viacero moznosti, ako urc¢it hodnotu
opcie. V nasej praci vsak ur¢ime hodnotu opcie ako rozdiel NPV tovarne (projektu) s
moznostou zanechat tovaren a NPV tovarne (projektu) bez moznosti zanechat tova-
ren, kde hodnota N PV tovarne bez moznosti zanechat ju sa da zo simulacii urcit ako
priemer vsetkych zdiskontovanych penaznych tokov z predaja etanolu, pricom tovaren
zanechdme a dostaneme tak E na konci jej Zivotnosti 7'+ 7.

Hodnotu jednotlivych parametrov, ako aj jednotlivé vysledky algoritmu pre nas

priklad si ukdZeme v nasledovnej Casti tejto kapitoly.

5.4 Vysledky algoritmu

V tejto Casti si ukdZzeme numerické vysledky pouzitého algoritmu pri rieSeni nasho pri-
kladu, ako aj graf hranice predc¢asného uplatnenia opcie. Priklad sme riesili s pouzitim
parametrov uvedenych v Tabulke 5.2, pricom hodnota bezrizikovej tirokovej miery bola
prebraté rovnako z ¢lanku, odkial sme cerpali aj parametre pre mean reverting proces
ceny etanolu ([17]).

V regresii sme pouZili ako bazové funkcie nasledovné polynomy: 1, X, X2, X3, X4,
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r | K| T A I Q X, E T
6% | 500 | 4 roky | 0,50 R$ | 450 R$ | 2000 | 0,712 R$ | 50 R$ | 1/100

Tabulka 5.2: Pouzité hodnoty parametrov pri rieSeni prikladu

Algoritmus sme na na$ priklad aplikovali s N = 100000 simulaciami, nakol'ko mame
velké K, a s rasticim K sa zniZzuje maximalny pocet moznych simulacii. Priemer ceny

opcie zo 100 replikacii vypoctu V a variancia Var je v Tabulke 5.3.

Vv Var
64,5044 | 0,2915

Tabulka 5.3: Priemerna cena opcie a variancia zo 100 replikacii algoritmu

300

250

200

cena opcie

150

100

50 . . . . . .
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

pociatocna cena etanolu

Obr. 5.2: Cena realnej opcie v zavislosti od pociato¢nej hodnoty etanolu X, za jednu

jednotku

Uvedomme si, ze ¢im je nizSia cena etanolu na zaciatku, tym méa pre nés realna
opcia uzatvorit tovaren vyssiu cenu. Je to z toho dévodu, Ze ¢im je nizsia cena etanolu,
tym st vyssie ocakavané straty z jeho predaja. Na Obr. 5.2 mozeme vidiet cenu opcie
ako funkciu pociato¢nej ceny etanolu. Mdzeme vidiet, Ze aj pri vyssich hodnotach nasa
cena opcie nekonverguje k 0. To je vSak spdsobené tym, Ze cenu opcie pocitame ako

rozdiel NPV s moznostou uzavriet tovaren a NPV bez moZnosti uzavriet tovaren, a
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aj pri vyssich pociato¢nych hodnotach etanolu sa vyskytuju simulécie, v ktorych je
optimalne predcasne tovaren uzavriet a predist tak vSetkym pripadnym prevadzkovym
stratdm. V hodnote opcie st nésledne zachytené tieto straty, rovnako ako aj predcasné

ziskanie F zostatkovej hodnoty tovarne.
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Obr. 5.3: Hranica predcasného uplatnenia realnej opcie

Zaujimavejsim vysledkom algoritmu, ako je samotna cena redlnej opcie, je pre nas
hranica predcasného uplatnenia. Ako sme uz spomenuli v predoglej kapitole, je to fun-
kcia ¢asu, ktora nam v kazdom ¢ase pocas doby zivotnosti nasej tovarne udava kritické
hodnoty ceny etanolu, pri ktorych uz mame tovaren uzavriet. Tento vysledok je jed-
nym z vyznamnych rozdielov medzi metédou redlnej opcie a metédou Cistej sticasnej
hodnoty. Pri analyze realnej opcie tak mame k dispozicii informacie, ako sa rozhodnut
aj v buducnosti, za predpokladu, Ze ostatné parametre v modeli (ako napriklad bezri-
zikova trokova miera r, parametre stochastického procesu vyvoja ceny etanolu s, «, o,
atd) zostani nezmenené. Na Obr. 5.3 je mozné vidiet hranicu predéasného uplatne-
nia pri pouziti N = 150000 simulécii. Pre hodnoty nad krivkou je optimélne tovaren
ponechat otvorent, naopak pre hodnoty pod krivkou je optimalne tovaren uzavriet.
Vsimnime si, Ze podla hranice pred¢asného uplatnenia je optimélnym rozhodnutim
tovaren ponechat otvoreni aj v pripade, ak je cena za jednu jednotku etanolu mensia
ako jednotkové naklady na jeho vyrobu spolu s fixnymi nakladmi pre diskrétny ¢asovy

krok. Tento vysledok je z dévodu, Ze uzatvorenie tovarne je nezvratné a preto pripus-
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tame aj doCasné straty s tym, ze oCakavame, Ze v budiicnosti cena etanolu este narastie
na také hodnoty, ze vykryje tieto docasné straty.

Okrem samotného grafu hranice pred¢asného uplatnenia moze byt pre nas zauji-
mavé aj rozdelenie pravdepodobnosti, kedy nastane uplatnenie opcie. Ako investor tak
vieme, kedy a s akou pravdepodobnostou mézeme o¢akavat, ze pride k uplatneniu opcie,
a ¢i vObec jej uplatnenie nastane. V obdobi s vysokou pravdepodobnostou tak mozeme
pozornejsie sledovat vyvoj ceny etanolu a sledovat investi¢né pravidlo dané hranicou
predc¢asného uplatnenia. Na Obr. 5.4 je zndzornené pravdepodobnost uplatnenia opcie
pre jednotlivé polroéné obdobia. Vidime, Ze s najviacSou pravdepodobnostou pride k
jej uplatneniu v poslednom polroku, a teda ku koncu maturity, respektive ku koncu

zivotnosti tovarne.

0.25 T T T T T T T T

0.2 d

0.15 q

0.1 1

pravdepodobnost

0.051 ]

Obr. 5.4: Pravdepodobnost uplatnenia opcie v jednotlivych polro¢nych obdobiach

5.5 Analyza citlivosti

Obsahom tejto podkapitoly budua vysledky algoritmu pri zmene réznych parametrov.
V algoritme sme pri analyze citlivosti pouzivali opat N = 100000 simulacii pre nu-
merické vypocty, N = 150000 simulacii pre hranicu predc¢asného uplatnenia, bazové
funkcie 1, X, X2, X3, X* a K = 500. Pozrieme sa, ako sa meni cena opcie a hranica

predc¢asného uplatnenia pri zmene niektorych fixnych parametrov v zadani prikladu, a
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to najméa z dovodu, Ze tieto parametre uvazujeme konstantné, a ako investor chceme
vediet, ako by sa zmenili vysledky v pripade, Ze sme tieto parametre odhadli nespravne.
Konkrétne sa pozrieme, ako sa menia vysledky pri zmene volatility procesu ceny eta-
nolu o, jednotkovych nékladov na vyrobu etanolu I a zostatkovej hodnoty tovarne

E.

5.5.1 Zmena volatility

S rastiicou volatilitou v procese ceny etanolu rastie aj cena nasej realnej opcie. Je
to sposobené tym, ze v pripade vicsej volatility ceny etanolu viac fluktuuja v case,
pricom moézu nadobudat nizsie hodnoty, a v tom pripade mé pre nas pravo uplatnit
opciu vacsiu hodnotu. Konkrétne numerické vysledky z algoritmu pre rézne hodnoty

o st uvedené v Tabulke 5.4.

Volatilita o « 1% Var
0,2 —0,2336 | 13,5177 | 0,0263
0,3 —0,2524 | 46,7319 | 0, 1677
0,4 —0,2788 | 89,6118 | 0,4559

Tabulka 5.4: Priemer ceny reélnej opcie V' a variancia Var zo 100 replikacii algoritmu
pri roznych hodnotach volatility ¢ v mean reverting procese ceny etanolu. So zmenou

o suvisi aj zmena «, preto uviadzame aj tieto hodnoty.

Pozrime sa teraz, ako vyzeraju hranice pred¢asného uplatnenia opcie pri réznych
hodnotach volatility . Na konci Zivotnosti ma hranica rovnakt hodnotu, ktora zavisi
od vysky jednotkovych nékladov A, fixnych nakladov I, mnozZzstva vyrabaného a pre-
davaného etanolu () a od zostatkovej hodnoty E. Pocas doby Zivotnosti tovarne vsak
pri vyssej volatilite je hrani¢néa cena etanolu, pod ktorou sa uz oplati tovaren zavriet,
nizsia, vid Obr. 5.5. Sme tak ochotni prijat ovela vac¢siu docasnu stratu, ako v pri-
pade mensej volatility, a ponechat tovaren otvorent, z dovodu, ze pri viacsej volatilite
sa ceny v budicnosti mézu viac menit, a mdzeme tak opét ziskat pozitivne toky z

predaja etanolu a vykryt tieto docasné straty.
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Obr. 5.5: Hranica pred¢asného uplatnenia realnej opcie pri roznych hodnotéch volatility

v mean reverting procese ceny etanolu

5.5.2 Zmena jednotkovych nakladov

V tejto Casti si ukdzeme vysledky ceny opcie a hranice predc¢asného uplatnenia pre
rozne vysky jednotkovych nékladov. S rasticimi jednotkovymi ndkladmi rastie aj cena
opcie, ¢o je ofakavany vysledok, nakol'ko pri vyssich nékladoch je pravdepodobnost,
7e cena etanolu bude nadobudat nizsie hodnoty ako je vyska nakladov, a tym padom
budeme mat zaporné penazné toky z platby fixnych nékladov bez prijmu z predaja
etanolu, vacsia. Naopak, pri nizsich jednotkovych nékladoch je cena realnej opcie nizsia.
Konkrétne ceny realnej opcie pre rozne hodnoty jednotkovych nakladov st uvedené v

Tabulke 5.5.

Jednotkové naklady A V Var
0,45 23,1436 | 0,0768
0,50 64,5044 | 0,2915
0,55 170, 7553 | 0,4252

Tabul'ka 5.5: Priemer ceny reélnej opcie V a variancia Var zo 100 replikacii pri réznych

hodnotéch jednotkovych nakladov A

Zmeny v hranici pred¢asného uplatnenia moézeme vidiet na Obr. 5.6. VSimnime
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si, ze s meniacou sa vyskou nakladov sa nielen meni hranica ceny etanolu na konci
zivotnosti tovarne, ktora priamo vyplyva z vysky nakladov, ale meni sa aj tvar krivky.
Vo vSeobecnosti pri nizsich nadkladoch podla investiéného pravidla mame opciu uplatnit
pri nizsich cenach etanolu a s rasticimi jednotkovymi nakladmi rastie aj hrani¢na cena
etanolu, pri ktorej je optimalne opciu uplatnit. Pri hodnote variabilnych nakladov A =
0, 55 mdzeme vidiet, Ze je uz celd hranica predc¢asného uplatnenia nad touto hodnotou,
a v tomto pripade je okamzita vyplata E zaujimavejSia ako o¢akavané penazné toky z

otvorenej tovarne plus zdiskontovana vyplata E z uplatnenia opcie neskor.
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Obr. 5.6: Hranica pred¢asného uplatnenia realnej opcie pri zmene vysky jednotkovych

nékladov

5.5.3 Zmena zostatkovej hodnoty tovarne

Na zaver tejto Casti sa pozrieme, aky ma vplyv vyska zostatkovej hodnoty tovarne
na vysledky algoritmu. S rastiicou vyskou zostatkovej hodnoty tovarne rastie aj cena
realnej opcie, konkrétne hodnoty mozeme vidiet v Tabulke 5.6. Je to z toho dévodu,
7e ¢im je vysSSia zostatkova hodnota F, tym viac sa na nej odraza diskontny faktor, a v
pripade ponechania otvorenej tovarne tak pozadujeme vyssie penazné toky z predaja
etanolu.

Co sa tyka hranice predc¢asného uplatnenia v zévislosti od vysky zostatkovej hod-

noty tovarne F, plati, Ze pri rasticej zostatkovej hodnote tovarne rastie aj hrani¢né

o1



Zostatkova hodnota F 1% Var
0 62,4789 | 0,2380
50 64,5044 | 0,2915
500 86,8792 | 0,3817
1000 119, 3157 | 0,4969

Tabulka 5.6: Cena realnej opcie pri roznych hodnotéach zostatkovej hodnoty tovarne F

hodnota ceny etanolu, pod ktorou by sme mali tovaren v danom ¢ase uzavriet. Hra-
nice pred¢asného uplatnenia pre rozne zostatkové hodnoty tovarne E st zobrazené na
Obr. 5.7. Podobne ako v pripade zmeny jednotkovych nakladov sa meni aj hrani¢na
hodnota na konci maturity opcie. Tato hrani¢na hodnota na konci maturity teda za-
visi od hodnoty nakladov, ako aj od zostatkovej hodnoty tovarne, ale aj od mnozstva
vyrobeného etanolu. Pri vyssej zostatkovej hodnote tovarne sa viac prejavi vplyv dis-
kontného faktora za kratky casovy tsek 7 medzi koncom maturity opcie a koncom
zivotnosti tovarne, a preto ak mame tovaren ponechat otvoreni, pozadujeme vicsie

penazné toky z predaja etanolu, a teda vyssiu hrani¢ni hodnotu.
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Obr. 5.7: Hranica predcasného uplatnenia realnej opcie pri zmene zostatkovej hodnoty

tovarne
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5.6 Zhrnutie

V tejto kapitole sme si ukazali vysledky algoritmu na konkrétnom priklade realnej
opcie, kde riesime problém, kedy a za akych podmienok mame zanechat tovaren na
vyrobu etanolu, ktorej vyroba uz nie je efektivna. V analyze citlivosti sme videli, zZe
hranica pred¢asného uplatnenia ako investi¢né pravdilo pomerne silno zavisi od vysky
jednotlivych parametrov, ktoré v modeli povazujeme za konsStantné, ako napriklad
volatilita ceny etanolu, vyska variabilnych nékladov, alebo vyska zostatkovej hodnoty
tovarne. Pre spravne investi¢né rozhodnutie je preto doélezité, aby investor spravne uréil

aj hodnotu tychto parametrov.
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Zaver

V tejto diplomovej praci sme sa zaoberali redlnymi opciami a jednou z numerickych
metdd, ako ich mozeme riesit. Rozvoj realnych opcii ako metody investi¢ného rozhodo-
vania sivisel najmé s rozvojom teérie finanénych opcii. Realne opcie mézeme vnimat
ako anolégiu finanénych opcii v investiénom rozhodovani, nakolko predstavuju pravo,
ale nie povinnost, investovat do urcitého projektu, ktorého hodnota sa vyvija stochas-
ticky, za cenu nékladov pocas daného ¢asového obdobia. Reélne opcie vsak, narozdiel
od finanénych, nie st natolko Standardizované, a kazdy pripad moze mat svoje vlastné
Specifika. V tejto praci sme ukéazali, ako mozno vyuzit jednu z numerickych metod
ocenovania americkych finan¢énych opcii pri ocenovani realnych opcii. Jednou z naj-
véacsich vyhod tejto numerickej metédy je najma ich jednoducha implementécia aj pre
pripady, ked podkladové aktivum sleduje iny stochasticky proces ako v literatire ¢asto
spominany geometricky Brownov pohyb.

V prvej casti praktickej casti tejto prace sme analyzovali vysledky implementova-
ného algoritmu LSM pri pouziti réznych parametrov pomocou porovnéavania s vysled-
kami z Crank Nicholsonovej metddy koneénych diferencii. Porovnavanie vysledkov sme
mohli urobit z dévodu, Ze sme uvazovali velmi zjednoduSenu realnu opciu, ktora bola
plne analogickd americkej put opcii, a tak sme mohli priamoc¢iaro pouzit metédy pre
ocenovanie americkych opcii. Videli sme, Ze pocet simulécii v algoritme LSM zmensuje
varianciu vystupnej ceny opcie z algoritmu a v pripade hranice predc¢asného uplatnenia
vplyva na jej hladkost. Velmi doleZitym parametrom algoritmu, najmé z pohladu na
hranicu predc¢asného uplatnenia, je pocet bazovych funkcii. Nedostatoény pocet ba-
zovych funkcii dava vyrazne int hranicu pred¢asného uplatnenia, prili§ velky pocet
sposobuje zlomy v krivke. V nasom pripade jednoduchej opcie s jednym zdrojom néa-
hodnosti sme najlepsie vysledky hranice pred¢asného uplatnenia dostéavali s piatimi

polynémami, pricom medzi jednotlivymi typmi polynomiélnych bazovych funkcii sme
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nepostrehli ziadny vyznamny rozdiel. Algoritmus LSM sa pre nas priklad javil ako
vhodné numerickd metdda aproximéacie ceny opcie, avSak urcenie hranice pred¢asného
uplatnenia je obtiaZnejSie, najméi z dévodu velmi rozdielnych vysledkov pri réznych
poctoch bazovych funkcii.

V druhej ¢asti sme sa nasledne zaoberali konkrétnym prikladom neefektivnej to-
varne na vyrobu etanolu, a rieSili sme, pri akych podmienkach je optimalne tovaren
zanechat a uplatnit tak realnu opciu, tzv. option to abandon. Ukézali sme, akym sposo-
bom moézeme aplikovat Monte Carlo metdédu najmensich Stvorcov na tento konkrétny
priklad, kde cena etanolu sleduje mean reverting proces. V analyze citlivosti sme uka-
zali, ako rozne parametre v tlohe ovplyviiuji hodnotu realnej opcie ako aj investicné
pravidlo. Vysledky algoritmu pre nas priklad boli pomerne citlivé na zmeny vsetkych
troch testovanych parametrov, ako volatilita v procese ceny etanolu, vyska jednot-
kovych néakladov na jeho vyrobu, ako aj zostatkova hodnota tovarne, a kedze tieto
parametre v modeli povazujeme za konstantné, pre spravne investicné rozhodnutie je
pre investora doélezité spravne zvolit aj hodnotu tychto parametrov.

Zaujimavou pracou do budicna mdze byt rozsirenie algoritmu o ocenovanie realnych
opcii, v ktorych predpokladame viacero zdrojov nahodnosti, nakolko algoritmus LSM
sa pre takéto problémy aplikuje jednoduchsie ako iné numerické metody, a taktiez z
dovodu, ze takyto model je blizsi skuto¢nému svetu, kde v principe existuje viacero

zdrojov nahodnosti, a nielen jeden.
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Dodatok A

Prilohy

A.1 Algoritmus LSM pre jednoduchy priklad z Kapi-
toly 4

function [Cena, cas_vypoctu,vektcas,H] = LSManti(N,K,T,S,E,r,c,sigma,REP)
% N—pocet simulacii — musi byt parne cislo

% K—pocet casovych krokov

% T-maturita opcie

% S—pociatocna cena aktiva

% E—strike price

% r—bezrizikova urokova miera

% c—dividenda/convenience yield

% sigma—volatilita

% REP — pocet replikacii

x=cputime;
for rep=1:REP
dt=T/K;
St=zeros (N,K+1) ;
St(:,1)=5;
C=zeros (N,K+1); S%Smatica cashflows C
Strategia=NaN (N, K+1);
Z=randn (N/2,K); %pre pripad bez antithetic variates metody Z=randn (N,K)
Al=exp ((r—c—0.5*sigma”2) xdt+sigmarsqgrt (dt) «Z) ;
A2=exp ((r—c—0.5*sigma”2) xdt—sigmaxrsqgrt (dt) «Z) ;
for i=1:N/2 %$simulacia N drah
for j=2:(K+1)
St (i, j)=St (i, J—1)*Al (i, j—1); Spovodne drahy
St (N/2+1i,3)= St (N/2+i, j—1)*A2 (i, j—1); %antithetic drahy

%pre pripad bez antithetic variates metody i=1:N
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$St(i,3J)=St(i,3—1)*Al(i,3J—1);
end

end

for i=1:N
C(i,K+1)=max (0, E—St(i,K+1)); %Smatica C v case tK
if C(i,K+1)>0
Strategia (i, K+1)=1;
end

end

for i=K:—1:2 %ostatne matice C rekurzivne
index=find (St (:,1i)<E); %indexy in—the-money drah
if isempty (index)==
X=St (index, 1) ;
n=length (index) ;
Y=zeros (1l,n);
C(:,1)=exp(—r*xdt)*C(:,1i+1);
for a=1:n
Y (a)=C(index(a),1i);
end
Reg=[ones(size(X,1),1),X,X."2,X."3,X."4]; S%regresna matica
%10=ones (size (X,1),1);
$11=1-X;
$12=1/2%((3—X) .*11-10) ;
%13=1/3% ((5—X) .*12—2%11);
%$14=1/4% ((7—X) .*13=3%12);
$15=1/5% ((9—X) .«14—4%13);
%Reg=[10,11,12,13,141;%,15];
b=regress (Y¥',Reqg); Sregresia
F=b (1) +b (2) *X+b (3) *X."2+b (4) *X."3+b (5) *X." (4) ;
SF=b (1) +b (2) x11+b (3) *12+b (4) x13+b (5) x14; $+b (6) x15;
Por=F<(E—St (index, i)); %vektor 0 a 1, porovnanie cashflows
for a=l:n
if Por(a)==1
C(index (a), :)=0;
C(index (a),i)=E—St (index (a),1i);
Strategia (index(a),i)=1;
end
end
end

end

C(:,1)=exp(—r*dt)*C(:,2);

if (mean(C(:,1))<(E-S))
C(:,:)=0;
C(:,1)=E-S;

Strategia(:,1)=1;
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end

CC=C(:,1);

for i=1:K+1
pom=min (Strategia(:,1)./St(:,1));
H(i)=1/pom;

end

vektcas=dt* (0:K) ;

plot (vektcas, H);

Cena (rep)=mean (CC) ;

end

cas_vypoctu=cputime—x;

A.2 Algoritmus LSM pre priklad s tovarinou na vy-
robu etanolu z Kapitoly 5

function [Cena] = ethanol(N,K,T,S,E,r,sigma, kappa,alfa,Q,A,I,REP)

% N—pocet simulacii — musi byt parne cislo 1000000

o°

K—pocet casovych krokov 500

% T—maturita opcie 4 roky

o

S—pociatocna cena etanolu 0.712

o\

E—zostatkova hodnota 50

% r—urokova miera 0.06

o

sigma—volatilita 0.3424

o

kappa—mean reverting koeficient 1.327

o

alfa— log long run mean —0.2627

o

Q—vyrobene mnozstvo 2000
% A—jednotkove variabilne naklady 0.50

% I—fixne naklady 450

o

REP—pocet replikacii

for rep=1:REP
dt=T/K;
dtt=1/100;
St=zeros (N,K+1);
St (:,1)=S;
C=zeros (N,K+1); %S$matica cashflows C
Strategia=NaN (N, K+1);
NPV=zeros (N, 1);
Z=randn (N/2,K) ;
al=exp(—kappaxdt) ;
az2=alfax(1—al);

A3=sigmaxsqrt ((l—exp (—2+kappaxdt))/ (2+xkappa)) *Z;
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$simulacia N drah
for i=1:N/2
for j=2:(K+1)
St (i, j)=exp(log (St (i, j—1))~*al+a2+A3 (i, j—1)); Sprve drahy
St (N/2+1, j)=exp (log (St (N/2+1i, j—1))*al+a2—A3 (i, j—1));%antithetic
end
end

St;

NPV=max ( (Qx (St (:,K+1)—A)—I)~xdtt+Exexp(—rxdtt), —Ixdtt+Exexp(—rxdtt));
C(:,K+1)=max (E,NPV) ;
index=find (E>NPV) ;

Strategia (index,K+1)=1;

for i=K:—1:2 %ostatne matice C rekurzivne
X=St (:,1);
maximum=max ( (Q* (X—A)—1I) xdt,—Ixdt);
NPV=NPVxexp (—rxdt) +tmaximum;
Y=C(:,1i+1) xexp(—rxdt);
Reg=[ones(size(X,1),1),X,X."2,X."3,X."4]; S%regresna matica
%$10=ones (size(X,1),1);
$11=1—X;
%$12=1/2x ((3—X) .x11-10);
$13=1/3%((5—X) .*x12—2%11);
$14=1/4% ((7—X) .*x13—3%x12);
$15=1/5% ((9—X) .x14—4%13);
$Reg=[10,11,12,13,141;%,15];
b=regress (Y,Reqg); Sregresia
F=maximum+b (1) +b (2) *X+b (3) *X."24+b (4) *X."3+b (5) xX."4;
%F — ocakavana hodnota buducich CF plus terajsi CF
SE=0Qx (X—A) xdt+b (1) +b (2) *11+b (3) *12+b (4) x13+b (5) x14; $+b (6) x15;
index=find (E>F) ;
Strategia (index,i)=1;
C(index, 1) =E;
index2=find (E<F) ;
C(index2, 1) =maximum (index2)+Y (index2) ;

end

maxi=max ( (Qx (S—A)—1I) xdt,—I*dt);
C(:,1)=exp(—rxdt)*«C(:,2)+maxi;
NPV=NPVxexp (—r*dt) +maxi;
if (mean(C(:,1))<E)

C(:,:)=0;

Strategia(:,1)=1;

end
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for i=1:K+1
pom=min (Strategia(:,1i)./St(:,1));
H(i)=1/pom;

end

cas=0: (K);

vektcas=casxdt;

plot (vektcas, H);

Cena (rep)=mean (C(:,1))—mean (NPV) ;

end

PriemerCena=mean (Cena) ;

Variancia=var (Cena);
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