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Abstrakt

Zapraznd, Daniela: Lévyho procesy vs. Black-Scholesov model. Diplomova praca. Katedra
aplikovanej matematiky a Statistiky. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky. Univerzita
Komenského v Bratislave.

Skolitel: RNDr. Tom4$ Bokes, PhD.

Bratislava: FMFI UK, 2012, 61 s.

V tejto prdci sa zaoberdme nedostatkami Black—-Scholesovho modelu a vyuzitim Lévy-
ho procesov na ich kompenzéciu. Statistickymi testami a grafickou analyzou realnych
dat potvrdime porusenie predpokladov Black-Scholesovho modelu. Predstavime ted-
riu Lévyho procesov a r6zne spésoby ocenenia opcie s podkladovym aktivom riade-
nym Lévyho procesom.

Zameriame sa na ocenenie opcie pomocou parcidlnej integro-diferencidlnej rov-
nice, priCom proces ceny akcie upravime tak, aby bol Lévyho proces porovnatelny s
Wienerovym procesom, t.j. aby bola jeho strednd hodnota 0 a variancia ¢. Trhové ceny
opcii porovndme s cenami opcii vypocitanymi pomocou Black-Scholesovho modelu

a parcidlnej integro-diferencidlnej rovnice.

Kl'icové slova: opcie, nepresnosti Black-Scholesovho modelu, Lévyho procesy, sko-

kovo-difizny proces, parcidlna-integro diferencidlna rovnica



Abstract

Zapraznd, Daniela: Lévy processes vs. Black—Scholes model. Master thesis. Department of Ap-
plied Mathematics and Statistics. Faculty of Mathematics, Physics and Informatics. Comenius
University of Bratislava.

Supervisor: RNDr. Tomas Bokes, PhD.

Bratislava: FMFI UK, 2012, 61 p.

The focus of this thesis is on the imperfections of the Black—Scholes model and us-
ing Lévy processes for their compensation. By various statistical tests and graphical
analysis we show violation of assumptions of the famous Black-Scholes model. We
introduce the theory of Lévy processes and various possibilities of option pricing with
stock process driven by a Lévy process.

The aim of this paper is option pricing using a partial integro-differential equation
with stock process adjusted to the one in Black—Scholes model so that Lévy process is
similar to Wiener process, that means process with mean 0 and variation ¢. Finally, we
calculate option prices by the partial integro-differential equation and Black—Scholes

model. We compare these prices with the market prices.

Key words: options, imperfections of the Black—Scholes model, Lévy processes, jump-

diffusion process, partial integro-differential equation
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Uvod

Financné derivaty su neoddelitefnou sucastou obchodovania na finan¢nych trhoch.
Su odvodené od hodnoty aktiv (napr. dlhopisov, akcii, komodit), trokovych mier,
burzovych indexov a menovych kurzov. Na financ¢nych trhoch je délezité, aby boli
finan¢né derivaty korektne ocenené.

Prvé zmienky o pouziti derivatov pochddzaju uz zo staroveku. Aristoteles vo svo-
jej praci Politika opisuje pribeh matematika a filozofa Thalesa z Milétu, ktory si v ob-
dobi pred zberom trody zabezpecil pravo prvého pouzitia olivovych lisov. Majitefom
olivovych plantazi predaval svoje prava pocas zberu urody za vysSiu cenu, ¢o mu
prinieslo obrovsky zisk. Thalesovi z Milétu sa tak pripisuje vznik op¢nych kontraktov.

V praci sa budeme venovat opcidm a ich ocefiovanim. Modely na ocenovanie op-
cii urCuju cenu opcie pomocou parcidlnych diferencidlnych rovnic, charakteristickej
funkcie alebo podmienenej strednej hodnoty. Black—Scholesov model je najznamej-
$im modelom na ocenovanie opcii, bol uverejneny ekonémom Myronom Scholesom
a fyzikom Fisherom S. Blackom v roku 1973 v Casopise Journal of Political Economy
pod nazvom The Pricing of Options and Corporate Liabilities. Rovnaky model neskor
nezavisle zverejnil ekoném Robert C. Merton. Na zdklade rieSenia Black-Scholesovej
parcidlnej diferencidlnej rovnice vieme urcit cenu eurdpskej call (resp. put) opcie.
Black-Scholesov model predpokladd, Ze vyvoj ceny akcie sa riadi (geometrickym)
Brownovym pohybom. Tento stochasticky proces vSak nedokaze zachytit velké zme-
ny, ktoré cena akcie na finan¢nych trhoch zaznamenava. Do popredia vyskumu vo
finan¢nej matematike sa tak dostala kategoria stochastickych procesov - Lévyho pro-
cesy. Lévyho procesy s pomenované po rovnhomennom franctizskom matematikovi.
Paul Lévy je povazovany za jedného zo zakladatefov modernej tedrie stochastickych
procesov. Lévyho proces vznikne prekrytim Wienerovho procesu s moznym (nekonec-

nym) poc¢tom nezavislych Poissonovych procesov. Je zaloZeny na nekonecne delitel-



nom pravdepodobnostnom rozdeleni, ktoré okrem prvych dvoch momentov - strednej

hodnoty a disperzie, berie do ivahy aj d’alSie momenty, napr. Sikmost’ a Spicatost.

Diplomova praca je tvorend Siestimi kapitolami. V prvej kapitole sa venujeme ma-
tematickej tedrii (napr. stochasticky proces, martingal, Itoov kalkulus, rizikovo neu-
trdlna miera), potrebnej vo finan¢nej matematike pri ocenovani finan¢nych deriva-
tov. V d’alSej kapitole si uvedieme zdkladné charakteristiky opcii a odvodenie Black-
Scholesovej parcidlnej diferencidlnej rovnice. Tretia kapitola je zamerand na nesplne-
né predpoklady Black-Scholesovho modelu - porusenie predpokladu o konsStantnej
volatilite v ¢ase a normélnom rozdeleni vynosov akcif a indexov. Stvrta kapitola je
venovand Lévyho procesom, ich vlastnostiam a konkrétnym prikladom. V piatej kapi-
tole sa zaoberdme r6znymi sposobmi ocenenia opcii s podkladovym aktivom riade-
nym Lévyho procesom. V Siestej kapitole pomocou parcidlnej integro-diferencidlne;j
rovnice numericky ocenime eurdpsku a americku call opciu a porovname vysledky s
cenou opcie vypocitanej na zédklade Black—-Scholesovho modelu. Dodatok A obsahuje
tabulky, ktoré porovnavaju trhové ceny eurdpskych call opcii s cenami vypocitanymi

pomocou parcidlnej integro-diferencidlnej rovnice a Black—Scholesovho modelu.



KaPITOLA 1

Zdkladné pojmy

V tejto kapitole si predstavime tedriu stochastického kalkulu. Zameriame sa na sto-
chasticky proces, charakteristicka funkciu, martingal, It6ov kalkulus a rizikovo neu-

tralnu mieru. Podrobnejsie informadcie si citatel méze najst v [5], [7] a [11].

Pravdepodobnostny priestor budeme oznacovat vyrazom (2, F, P), kde Q2 je mno-
zina udalosti, F je o-algebra meratelnych mnozin na 2 a P je pravdepodobnostna
miera na (). V suvislosti s finanénym modelovanim, mnozina () predstavuje vSetky
mozné scendre, ktoré mézu nastat’ na trhu a kazdy zo scendrov w € () popisuje ré6zny

vyvoj cien finan¢nych nastrojov.

1.1 Stochasticky proces
DEFINICIA 1.1. Nech (€2, F, P) je pravdepodobnostny priestor. Redlnu funkciu X : Q) —
R nazyvame ndhodnd premennd (meratelné zobrazenie), ak plati:

Vr € R; {w; X(w) <2} =X"Y~o0,2) € F.

DEFINiCIA 1.2. Stochasticky proces je stbor ndhodnych premennych X = {X; : 0 <
t < oo} na pravdepodobnostnom priestore (2, F, P) s hodnotami v R%. Pre kaZdé t je

w— X (w)we
ndhodnd premennd. Ak fixujeme w € ), dostdvame funkciu
t— Xi(w);0 <t < oo,

ktord sa nazyva trajektoria X priradend w.

Premennu ¢ si mOoZeme prestavit’ ako ¢as a w ako mozny scendr, resp. experiment.

Potom X,(w) je realizdcia X scendrom w a reprezentuje vysledok scendra w v Case ¢.

3



1.1. STOCHASTICKY PROCES 4

DEFINICIA 1.3. Wienerov proces W, je stochasticky proces s nasledujicimi vlastnostami:
(i) s pravdepodobnostou 1 su trajektorie Wy (w) spojité a plati W, = 0,
(ii) ndhodnd premennd W; md normdlne rozdelenie N (0, t),

(iii) Wi, - W, md normdine rozdelenie N'(0, ). Dalej plati, #e W, md nezdvislé prirastky,
tj Wy, Wy — Way, ..., Wy, — Wh,_, stl nezdvislé pre vsetky
0<t; <... <1y

Pod pojmom Brownov pohyb sa mysli proces, ktory vieme vyjadrit rovnicou
B, = pt + UWta

kde B, predstavuje Brownov pohyb v ¢ase ¢, u € R predstavuje drift (ocakdvany

vynos akcie) a ¢ > 0 je volatilita akcie (neistota vynosu akcie).

POZNAMKA 1.1. Wienerov proces je Brownov pohybs y=0a o = 1.

OBR. 1.1: Realizdcia (a) Brownovho pohybu a (b) prislusného geometrického

Brownovho pohybu.

! L L L L ! I L L L L ! L L I I L L
0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 ] 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
& 13

(a) (b)

DEFINICIA 1.4. Nech B; je Brownov pohyb. Potom stochasticky proces G; definovany

vztahom
Gt = Go@Bt, GO > 0,

sa nagyva geometricky Brownov pohyb.
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Geometricky Brownov pohyb vieme definovat aj pomocou stochastickej diferen-
cidlnej rovnice
th = /Ltht + O'thWt.
T4to rovnica je vo finan¢nej matematike pouzivand na modelovanie vyvoja finan¢ného
aktiva. Realizaciu Brownovho pohybu a prislusného geometrického Brownovho po-

hybu mé6zeme vidiet na obrazku 1.1.

1.2 Charakteristicka funkcia

Pre nahodnu premennt X dant jej distribucnou funkciou existuje jedina charakteris-
ticka funkcia, ktord je tymto rozdelenim jednoznac¢ne urcend. Charakteristickd fun-
kcia teda uplne popisuje ndhodnt premennt a je Fourierovou transforméaciou funkcie

hustoty pravdepodobnosti fx(z).

DEFINICIA 1.5. Charakteristickd funkcia ® x(t) ndhodnej premennej X je definovand

vgtahom
By (t) = Ele"] = / ¢ fy (2)d, (1.1)
R

kde t € R, i je imagindrna jednotka a fx (z) je funkcia hustoty pravdepodobnosti ndhod-

nej premennej X.

Ak pre ndhodnt premennu existuji momenty az do rddu n, vieme ich urcit po-
mocou derivacii charakteristickej funkcie. Pre ndhodnu premennd X oznaclime n-ty

(necentralny) moment vztahom
m{) = E[X"] (1.2)
a n-ty centralny moment yggb) ako n-ty moment premennej X — E[X], t.j.
7 = Bl(X — BX])") (1.3)

TVRDENIE 1.1. Charakteristickd funkcia a momenty ndhodnej premennej X

1. Ak E[|X]"] < oo, potom ®x md n spojitych derivdcii v bode t = 0 a

108Dy

_ (k) — k
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2. Ak ®x md 2n spojitych derivdcii v bode t = 0, potom E[|X|*"] < oo a

10y

_ (k) — k

3. Premennd X md kone¢né momenty az do rddun, akt — ®x(t) je C*vbodet = 0.
Potom momenty ndhodnej premennej X suvisia s derivdciami charakteristickej
funkcie ® x nasledovne:

19"y
ﬁ&n@'

DEFINICIA 1.6. Vyrazom My budeme oznacovat’ momentovu funkciu ndhodnej pre-

mennej X, ktord je definovand v tvare
Mx(t) = E[e"*], VteR.

POZNAMKA 1.2. Pre charakteristicku funkciu a momentovii funkciu ndhodnej premen-
nej X plati: ®x(t) = M;x(t) = Mx/(it). Charakteristickd funkcia je funkcia generujiica

momenty ndhodnej premennej i X.

Charakteristickd funkcia ®y ndhodnej premennej X spiiia: ® x(0) = 1a ®x je
spojitd v bode ¢ = 0, z ¢oho vyplyva, Ze ®x(¢) # 0 v okoli bodu ¢ = 0. Vieme tak
definovat’ spojitu verziu logaritmu funkcie ®x : existuje jedind spojitd funkcia Uy

definovana v okoli bodu 0 taka, ze
Ux(0)=0 a Px(t)=exp[¥x(t)],
pricom Wy je charakteristicky exponent ndhodnej premennej X.

DEFINICIA 1.7. Kumulanty x ndhodnej premennej X su definované vztahom

m 10"y )

Medzi centrdlnymi momentmi fyg?) a kumulantmi mg?) platia vztahy

(1) (1) (1 _

vx = 0, Ky =my = E[X],
SERC)
3 _ (3)

/YX - I{Xv
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4 4 2
o= a3
’yg? = n&?) + 10&&?)/@%).

Pre strednt hodnotu, disperziu, Sikmost’ a $picatost ndhodnej premennej X plati

E[X] = &V, (1.5)

Var(X] = Iig?), (1.6)
e

s(X) = (A;)S’ (1.7)

RX) = (@)2' (1.8)

1.3 Podmienena stredna hodnota

DEFINICIA 1.8. Nech (2, F, P) je pravdepodobnostny priestor;, X : 2 — R je ndhodnd
premennd, pre ktort plati E[| X || < co. Nech H C F je o-algebra. Podmienend strednd

hodnota E[X|H] je ndhodnd premennd s nasledujicimi vlastnostami:
(i) E[X|H] je H-meratelnd,
(i) [, E[X|H]dP = [, XdPVH € .

VETA 1.1. Nech XY st ndhodné premenné na (2, F, P) také, Ze E[| X|] < oo, E[|Y]] <
0o. Nech a,b € Ra H C F. Potom plati:

() E[aX +bY|H] = aE[X|H] + bE[Y|H],

(i) E[EX|H]] = E[X],

(iii) E[X|H] = X, ak X je H meratelnd,

(iv) E[YX|H| =YE[X|H], ak Y je H meratelnd.

VETA 1.2. Nech X je ndhodnd premennd na (2, F, P) takd, Ze E[|X|] < co. Nech G, H
st o-algebry také, Ze

GgCHCF.

Potom plati
E[X|9] = E[E[X|H]|G].
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1.4 Itoov kalkulus

Vo finan¢nych vypoctoch sa casto vyuzivaju integraly typu

T
/ £t ) AW, (), (1.9)
S

pricom vysledok zavisi od w € Q a W;(w) je Brownov pohyb na pravdepodobnost-
nom priestore (2, 7, P). Funkcia W;(w) nie je hladkd, dokonca s pravdepodobnostou
1 nema derivaciu v ziadnom bode. Integral (1.9) teda nemézeme definovat cez de-
rivaciu funkcie W;(w) ako je to v pripade Riemannovho integrdlu. Takyto integral

nazyvame Itoov integral.

DEFINiCIA 1.9. Nech W;(w) je Brownov pohyb na (), F, P). Symbolom F}V oznaime

najmensiu o-algebru na ) generovanu mnoginami typu
{w; th (W) S Fl, caey Wtk(W) c Fk},
kde k =1,2,...,aVt; <ta F; C R st borelovské mnoZiny.

DEFINICIA 1.10. Nech {K;}:>¢ je rastici systém o-algebier na Q) (t.j. K, D K, pre
ty > t1). Stochasticky proces

g(t,w) : [0,00) x @ - R
je K, -adaptovany, ak pre kazdé t > 0 je funkcia
w— g(t,w)

IC.- meratelnd.
t

Ki- adaptovanost znamend, ze funkcia nepredbieha prid informdcii reprezento-

vanych o-algebrami ;.

DEFINiCIA 1.11. Nech W;(w) je Brownov pohyb na (2, F, P). Symbolom YT = Y(S,T)
oznacme triedu funkcii
f(t,w) :[0,00) x 2 - R

takych, ze
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(i) funkcia (t,w) — f(t,w) je B x F-meratelnd, kde B oznacuje borelovské mnoziny na
[0, 00),

(ii) stochasticky proces f(t,w) je F}¥-adaptovany,
(i) £ [ I f?(t,w)dt} < 0.
Pre f(t,w) € T bude definovany It6ov integral
T
/ ft,w)dWy(w).
s

VETA 1.3. Itéova izometria
Nech f(t,w) € Y(S,T). Potom plati:

([ reomie)]

{ / fA(tw dt]
VETA 1.4. Vlastnosti Itéovho integrdlu
Nech f,g € T(0, T) 0<S<U<TaceR.Potom plati:

@) fS f(t, w)dWi(w fs ft,w)dWi(w) + fU f(t,w)dWi(w) pre s.v. w € €,
(D) [5 (cf(t,w) +g(t,w) dWy(w) = c[q f(t,w)dWi(w) + [4 g(t,w)dW,(w) pre s.v.
we

(iii) E[fs f(t, w)dWy(w )] =0,

(iv) Ndhodnd premennd |. ST f(t,w)dW,(w) je F}Y - meratelnd.

Vo finan¢nych vypoctoch sa vSak mézeme stretnit aj so stochastickym proce-
som, ktory je hladkou funkciou Brownovho pohybu. Takyto stochasticky proces, ktory

vieme zapisat’ ako sucet Itéovho a klasického integrdlu, nazyvame It6ov proces.

LEMA 1.1. Itéova lema
Nech X;(w) je Itéov proces

dXi(w) = u(t,w)dt + v(t,w)dW,(w).
Nech g(t,x) € C*(|0,0) x R). Potom
Yi(w) = g(t, Xe(w))

je tiez Itéov proces a plati

0 dg 1 ,0%
ai(t Xpdt + 57 I, X,)dX, + 0> S (¢, X, )dt. (1.10)

Y,
dY, = 2" 912
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1.5 Martingal

DEFINiCIA 1.12. Filtrdciou na pravdepodobnostnom priestore (2, F, P) nagyvame sys-
tém o- algebier {M;}:>o, M; C F takych, Ze

O§S<t:>MSCMt,

pricom M, predstavuje informdciu v Case t a filtrdcia M predstavuje vyvoj toku infor-

mdcii v Case.

DEFINiCIA 1.13. Stochasticky proces { M}~ na (2, F, P) sa nazyva martingal vzhla-
dom k filtrdcii { M}~ a miere P, ak

(i) ndhodnd premennd M, je M,-meratelnd pre vsetky t > 0,
(ii) E[|M,;|] < oo pre vsetky t > 0,
(iii) F[M4|M,| = M, pre vSetky s > t.
VETA 1.5. Nech {S, }o<i<r je stochasticky proces. Nech

M, = E[Sp|F],0<t<T.
Potom { M, }o<i<r je martingal vahladom k {F;}:>¢.
VETA 1.6. Nech {X,;}o<i<7 je Itbov proces

dXt = /,Ltdt -+ Utth.

([ )] .

Potom X, je F}¥ martingal prdve vtedy, ked y; = 0 pre vSetky 0 <t < T.

Nech
E

DEFINiCIA 1.14. Nech (2, F) je pravdepodobnostny priestor s filtrdciou M. Ndhodny
¢as T nazyvame moment zastavenia filtrdcie, ak udalost {T < t} patri do o-algebry
F; pre kazdé t > 0.

DEFINICIA 1.15. Proces {M,}o<i<7 sa nazyva lokdlny martingal, ak existuje rastiica

postupnost’ momentov zastavenia takd, Ze kazdy proces zastavenia je martingal.
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DEFINICIA 1.16. Semimartingal je stochasticky proces {S;}o<:<r, ktory vieme rozlozit

na tvar
Sy = So + My + Hy,

kde Sy je konecné a F-meratelné, M, je lokdlny martingal s My a Hy je proces s konecnou

varidciou s H,.

1.6 Rizikovo neutralna miera

V tejto Casti sa venujeme urceniu rizikovo neutrdlnej miery. V pripade Brownovho
pohybu existuje jedina rizikovo neutrdlna miera, naopak pre Lévyho procesy nie je
jednoznacne urcend. Predstavime si viacero moznosti, ako v pripade Lévyho procesu

rizikovo neutralnu mieru ziskame.

DEFINiCIA 1.17. Nech P, () su pravdepodobnostné miery na (2, F). Potom hovorime,

Ze miery P a @) su ekvivalentné (znacime P ~ ()), ak
P(A)>0< Q(A) > 0.

Inymi slovami, pod pojmom rizikovo neutrdlna miera rozumieme mieru () ekvi-

valentnu k miere P. Pravdepodobnostna miera () je ekvivalentna miera, ak

e () je rovnocennd s P, t.j. maju rovnaké prazdne mnoziny (udalosti, ktoré ne-

nastand pod P nenastanu ani pod () a naopak),

e diskontovany proces ceny akcie S = {S, = e~"S,,t > 0} je martingal vzhfadom

k miere Q.
Nasledujuca veta zarucuje existenciu ekvivalentnej miery.

VETA 1.7. Girsanovova veta
Nech W;(w),0 < t < T je Brownov pohyb na (2, F, P). Nech 1;(w) je F}¥-adaptovany

proces, pre ktory
Ep [e(%foT Lgdt)] < 00.

Potom existuje ekvivalentnd miera Q) na (2, F) takd, Ze

(i) Q~ P,
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@D %( )_ e fo te(w)dWe (w) = zfoTL%(W)dt

(iii) Wy (w) = Wi(w) + fo ts(w)ds je Brownov pohyb na (2, F, Q).

DEFINiCIA 1.18. Nech P, (Q st pravdepodobnostné miery na (2, F). Hovorime, Ze miera

() je absoliitne spojitd vzhladom k miere P, ak pre kazdil meratelnii mnoginu A plati
P(A)=0=Q(A) =

TVRDENIE 1.2. Radon-Nikodymova derivdcia
Ak miera @ je absoliitne spojitd vzhladom k miere P, potom existuje meratelnd funkcia

Z :Q — [0, 00) takd, Ze pre kazdil meratelni mnozinu A plat{

Q(A) = /AZdP = P(Z1,).

Funkcia Z sa nazyva Radon-Nikodymova derivdcia miery () vzhladom k miere P a

oznacujeme ju vyrazom Pre kazdu P-integrovatelnu funkciu f plati

:/QfdQ:P(fZ):/QdPZf.

Ak je miera () absolutne spojita vzhladom k miere P a miera P je absoldtne spo-

jitd vzhladom ku @, potom miery P a () sa nazyvaju ekvivalentné.

Teraz si uvedieme niektoré zo spésobov urcenia ekvivalentnej miery v pripade Lévyho

procesov.

Relativna entropia

Relativna entropia (resp. Kullback-Leiblerova vzdialenost &) vyjadruje mieru vzdia-
lenosti dvoch ekvivalentnych pravdepodobnostnych mier. Nech P a () st ekvivalentné
pravdepodobnostné miery na (€2, ). Relativna entropia miery ) vzhfadom k miere
P je definovana vztahom

£(Q,P) = Eg [ Z}Cﬂ Ep [@1 @1

Pouzitim rydzo konvexnej funkcie f(x) = x In x vieme vyjadrit relativnu entropiu ako

£(Q,P) = Ep {f (‘;—g)} . (1.11)
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Jensenova nerovnost dokazuje, Ze relativna entropia je vZdy nezdpornd £(Q, P) > 0
a £(Q, P) = 0 prave vtedy ked 3—% = 1 takmer urcite. V zdvislosti od funkcie f vo
vyraze (1.11) dostaneme rozne ekvivalentné martingalové miery [8].

Esscherova transformacia

DEFINICIA 1.19. Nech fx(x) je hustota procesu X,. Pre 0 € R, ktoré splita podmienku

| e sty < o
mozeme definovat’ novil hustotu
e fx ()
r;0) = — )
fx(z:6) o e fx(y)dy

Nech ®x,(u) = E [e"'X] je charakteristickd funkcia procesu X;. Esscherova transfor-

mdcia sa nazyva hustota fx(x;0"), kde 6* je rieSenim rovnice

Oy (—i(0+1))
Ox(—if)

elr—a) —
oy . . ) , . ) viv ..
Riesenie 0* reprezentuje Esscherovu transformdaciu miery P na ekvivalentnu mieru

Q, je to hustota procesu X, pre rizikovo neutrdlnu mieru Q.

P0OzZNAMKA 1.3. Nech X, je stochasticky proces na filtrovanom pravdepodobnostnom
priestore (S, F, M, P). Esscherovou transformdciou nazyvame zmenu pravdepodobnost-

nej miery P na ekvivalentnu mieru () s hustotou procesu Z; = %\ F Vtvare

€9Xt

Zt — W’ (1.12)

kde M, je momentovd funkcia ndhodnej premennej X,.

Mean-correcting value

Dal$im sposobom na uréenie ekvivalentnej miery je metéda vyuzivajica tzv. "mean-
correcting value". V tomto pripade menime driftovu Cast’ i stochastického procesu
tak, aby diskontovany proces ceny akcie bol martingalom v ekvivalentnej miere Q.

Dostaneme vztah
Pnew = fotd + (1 — q) — log(Px (—1)), (1.13)
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kde ®x je charakteristickd funkcia vynosov ndhodnej premennej X zahfiiajica pa-

rameter fiyq-

Tuto metddu si vysvetlime na priklade geometrického Brownovho pohybu
Gt _ Goe(“H”W*).

Vynosy akcii resp. indexov za obdobie dfiky 1 (v naSom pripade to je jeden den) sa

v Black-Scholesovom modeli spravaji podla normdlneho rozdelenia s parametrami

N (p — 302, 0%), pricom charakteristicka funkcia je v tvare

o?u?

2

}.

1
(u) = exp {iu(p — 50%) =
Stredna hodnota procesu vynosov akcii  — 302 predstavuje parameter /iy, t.j.

L,

Hold = [t = 50" (1.14)
Pre ®(—i) plati:
O(—i) = exp {—i*(p— 507) — —}.
2 2
Vyuzitim —i? = 1 dostaneme
. 1, o
log®(—i) = (n — 20 )+ 5 =M (1.15)

Parameter fi,., z rovnice (1.13) md po dosadeni (1.14) a (1.15) tvar

1 1,

fnew = p= 50"+ (r—q) —p=(r —q) = 50

Tato volba ., zarucuje, Ze diskontovany proces ceny akcie bude v rizikovo neutral-

nej miere () martingal.



KAPITOLA 2

Opcie

Délezitou vlastnostou opcii je ich univerzdlnost. Davaju investorom moznost od
poistenia sa voCi neziaducim pohybom cien akcii na trhu az po stdvky na pohyb
indexu, resp. trhu. Opcie predstavuju komplexny finan¢ny derivat. Zahrnaju v sebe
riziko strat, preto je potrebné pochopit ich fungovanie. V tejto kapitole si uvedieme
ich zakladné charakteristiky a odvodime Black-Scholesovu parcidlnu diferencidlnu

rovnicu. Prevazna Cast’ tedrie bola ¢erpana z [7] a [16].

Opcia je financ¢ny derivat, ktory predstavuje prdvo, nie vsak povinnost’, predat’ alebo
kupit podkladové aktivum za vopred stanovenu realiza¢nu cenu K (strike price) v
den splatnosti kontraktu 7' (maturity date). Oznacuje sa aj ako podmieneny obchod,
pretoze nemusi nastat’ jej uplatnenie.

V pripade kupy opcie sa obchodnik dostdva do dlhej (long) pozicie, pri predaji do
kratkej (short) pozicie.

Za vypisanie opcie dostane preddvajici opcie (vypisovatel) od kupujiceho opénu
prémiu. Na druhej strane kupujuci dostane pravo pozadovat, aby predavajuci v za-
vislosti od obsahu opcie dané aktivum kupil alebo predal.

Opcie sa vyznacuju vlastnostou obmedzenej, vopred urcenej straty, ktord zavisi od
polohy ceny podkladového aktiva v ¢case expiracie optného kontraktu 7', ktory je na

burze vopred stanoveny.

Opcie m6zeme rozdelit’ podla réznych kritérii.
Podla typu splatnosti:

e Eurdpske opcie - ich uplatnenie moZze nastat’ len v deii splatnosti kontraktu (ex-

piracie) T

15
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e Americké opcie - ich uplatnenie méze nastat’ kedykol'vek do dna splatnosti kon-

traktu (expirdcie) 7.
Podla obsahu:

e Call opcie - predstavuju pravo kupit v dohodnutom termine 7" podkladové ak-
tivum za vopred dohodnutu realiza¢nu cenu K. Kipenie call opcie predstavuje

poistku voci narastu ceny akcie.

e Put opcie - predstavuju pravo predat v dohodnutom termine 7" podkladové ak-
tivum za vopred dohodnutu realiza¢ni cenu K. Kipenie put opcie predstavuje

poistku voci poklesu ceny akcie.
V zavislosti od vyvoja ceny podkladového aktiva m6zu nastat’ tri pozicie:

e Pozicia in-the-money (v peniazoch) - ak S > K pre call, K > S pre put opciu. V

danej pozicii ma zmysel uplatnit call a put opciu.

e Pozicia at-the-money (na peniazoch) - ak S = K pre call aj put opciu. Pozicia
nastava v okamihu vyrovnania realizacnej ceny opcie a aktudlnej ceny pod-

kladového aktiva.

e Pozicia out-of-the-money (mimo penazi) - ak S < K pre call, K < S pre put

opciu. V danej pozicii nemd zmysel uplatnit’ call, resp. put opciu.

2.1 Europske opcie

Vyplata (pay-off) eurépskeho typu opcie je urcend na zdklade vztahu medzi S a K,
v Case splatnosti 7"
pre call opciu

Cr=(Sr— K)*, 2.1)

pre put opciu
Pr=(K - Sp)*, (2.2)

kde x* = max (z,0) a S; predstavuje tzv. spotovt cenu podkladového aktiva v Case ¢.
Na obrazku 2.1 je znazornena cena eurdpskej call a put opcie v zavislosti od ¢asu do

splatnosti opcie 7'
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OBR. 2.1: Cena eurdpskej opcie v zdvislosti od ¢asu pre (a) call opciu (b) put

opciu.

30 T T T T T 30

=T
O<t<T
1=0, t.j. pay off

=T
O<t=T

=B t=0, tj. pay off =

200 q 20r

i L
20 30 40 50 60 70 60 20 75

(a) (b)

Black-Scholesova parcialna diferencialna rovnica

V tejto casti odvodime Black—Scholesovu parcialnu diferencialnu rovnicu. Nech vyvoj

ceny akcie reprezentuje stochasticky proces

St — ‘Svoe(rfq)tJrO'Wt7

ktory predstavuje geometricky Brownov pohyb. Nech V; je hodnota derivatu v Case
t, Q je rizikovo neutralna miera a F; je informdcia v case ¢. Hodnotu derivatu vieme

vyjadrit pomocou ocenovacej formulky
Vi = Egle " Vi| ).

Ttto hodnotu vieme urcit aj pomocou samofinancovanej stratégie, ktord nahradi
dany derivat, t.j.
Vi = (St + Ui By, (2.3)

kde (; reprezentuje pocet akcii a 1, pocet peniaznych dlhopisov v Case ¢ nahradza-
jucich dany derivét, pricom pre penazny dlhopis B, plati B, = e". Penazny dlhopis
predstavuje drocenie spojitym urokom r. Z casti 1.1 vieme, ze geometricky Brownov
pohyb mo6zeme vyjadrit’ stochastickou diferencidlnou rovnicou, ktora ma v rizikovo
neutrdlnej miere () tvar

dS, = (r — q)Sydt + 0S,dW,, (2.4)
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kde W, predstavuje Wienerov proces v rizikovo neutrdlnej miere (). Pouzitim Itdovej
lemy pre V; mame vztah
0?V

ov ov 1

7 22
Pre rovnicu samofinancovane;j stratégie (2.3) plati
AV, = ¢ <(7“ —q)S,dt + astth) +9yretdt + CqS,dt. (2.6)

Clen ¢S,dt v rovnici vyjadruje, e akcia vyplaca dividendy. Rovnice (2.5) a (2.6) vy-
jadruju diferencidly tych istych Itdovych procesov, z ¢oho vyplyva, ze koeficienty pri

dt a dW, musia byt rovnaké. Ich porovnanim dostaneme

ov
= — 2.
Gt 99 2.7)
a rovnicu (2.3) vieme prepisat’ do tvaru
oV ot
Pouzitim rovnic (2.7) a (2.8) a porovnanim ¢lenov pri dt dostaneme
ov. oV 1 , 0%V ov ov ov
a teda pre Black—Scholesovu parcidlnu diferencidlnu rovnicu plati
oV 1, ,0%V v
- 4z ~Z - -— — = 2.
at+205852+(r q)SaS rV =0 (2.9)

s termindlnymi podmienkami (2.1) a (2.2). Prislusné okrajové podmienky st v tabulke
2.1.

TABULKA 2.1: Okrajové podmienky pre call a put opcie

call put
V(0,t) =0 V(0,t) = Ke (Tt
lim @ = e~a(T—1) lim V(S,t) =0
S—o0 S—o0
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Problém ocenenia eurdpskej opcie vieme sformulovat ako tlohu ndjst funkciu

V(S,t) tak, aby boli splnené podmienky:

1. funkcia V'(S,t) je rieSenim Black-Scholesovej parcidlnej diferencidlnej rovnice
(29 naoblasti0<t<Tal< S < oo,

2. termindlna podmienka pre call opciu spiﬁa (2.1), pre put opciu (2.2),
3. okrajové podmienky spfﬁajﬁ vztfahy uvedené v tabulke 2.1.

Na zaklade riesenia sformulovaného problému vieme vypocitat hodnotu call op-

cie, ktord je dand znadmym Black-Scholesovym vztahom
C(S,t) =V (S,t) = Se 1T p(dy) — Ke " TDp(dy), (2.10)

kde ¢(-) je hodnota distribu¢nej funkcie normovaného normalneho rozdelenia a plati:

In2+(r—q+ 26 (T -1t
1 VT 1 PRy

Pomocou Put-Call parity S;+ P, —C; = Ke"("~* Tahko odvodime vzorec pre hodnotu
put opcie
P(S,t) = Ke " TD¢(—dy) — Se""TDp(—dy). (2.11)

2.2 Americké opcie

Americké opcie st charakterizované moznostou pred¢asného uplatnenia kedykolvek
do dnia splatnosti 7". V porovnani s eurépskymi opciami poskytuju drzitelovi vacsie

prava, preto musi byt ich cena vyssia alebo rovna ako cena eurdpskej opcie
Vem(S t) > Ve(s,t),vt € [0,T] VS > 0. (2.12)

Dalej plati

Vem(S,t) > Vs, T),vt € [0,T] VS >0, (2.13)
kde Ve(S,T) je urcené termindlnymi podmienkami (2.1) a (2.2). V pripade ame-
rickej call opcie na akciu nevypldcajucu dividendy, t.j. ¢ = 0 je jej hodnota rovna

prislusnej hodnote eurdpskej call opcie

Vam (S, t) = VeU(S, 1), vt € [0,T] VS > 0.
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Okrem samotného rieSenia V' (5,t) = V*™(S,t) musime hladat’ aj funkciu S;(¢) ¢asu
t € [0, T tvoriacu tzv. hranicu pred¢asného uplatnenia opcie. Funkcia S¢(¢) je hrani¢na
hodnota ceny akcie, ktora urcuje oblasti, kde sa nam oplati uplatnit, resp. neuplatnit

dant opciu. Hranice uplatnenia pre call a put opcie si uvedené v tabulke 2.2.

TABULKA 2.2: Hranice uplatnenia pre call a put opcie

call put
drzanie opcie S e (0,5¢(t)) | S € (Se(t),o0)
uplatnenie opcie | S € (S(t),00) | S € (0,5(1))

Problém ocenenia americkej opcie mézeme sformulovat ako ulohu néjst funkciu
V = V*(S,t) spolu s funkciou S¢(t), ktord popisuje hranicu pred¢asného uplatnenia

opcie tak, aby boli splnené podmienky:

1. funkcia V'(S,t) je rieSenim Black-Scholesovej parcidlnej diferencidlnej rovnice
(2.9) na Casovo premenlivej oblasti 0 <t < T'a 0 < S < Sf(t) pre call opciu,
resp. S > S(t) pre put opciu,

2. termindlna podmienka pre call opciu spifia (2.1), pre put opciu (2.2),
3. okrajové podmienky pre rieSenie americkej opcie:

e pre call opciu: V(0,t) = 0, V(S¢(t),t) =

§(t) — K, gg(Ss(t),t) = 1, pre
krajné hodnoty ceny akcie S =0 a S = S(t),

> 08

e pre put opciu: V(oo,t) =0, V(Sy(t),t) = K — Sy(t), 35(S(t),t) = —1, pre

krajné hodnoty ceny akcie S = S(t) a S = cc.

Vo vSeobecnosti v pripade americkej opcie neexistuje explicitny vzorec rieSenia, na

urcenie hodnoty opcie sa pouzivaju numerické schémy (explicitné, resp. implicitné).
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Nepresnosti Black—Scholesovho mo-
delu

V tejto kapitole sa budeme blizsie venovat Black—Scholesovmu modelu. Existuje dis-

krétna a spojitd verzia tohto modelu na ocenenie opcii. V diskrétnom modeli pred-

pokladame, Ze vynosy cien akcii R, = Sfjl maju log-normdlne rozdelenie s paramet-

rami p a o2, analogicky v spojitom pripade predpokladdme, Ze vyvoj ceny akcie sa
riadi geometrickym Brownovym pohybom. Zameriame sa na porusenie predpokladov
modelu, ktoré si potvrdime aj Statistickymi testami. Analyza uvedend v tejto Casti vy-
chadza z [11] a vysledky statistickych testov a grafickej analyzy su prebrané z [17].
Teodria bola cerpana z [11] a [16].
Zékladnymi predpokladmi Black—Scholesovho modelu st:

1. nulové transak¢né ndklady na trhu,

2. nulové dane a poplatky pri obchodovani na trhu,

3. vyltcenie arbitraze,

4. vynosy akcii modelujeme pomocou normalneho rozdelenia,

5. volatilita podkladového aktiva je konstantna,

6. existencia konstantnej bezrizikovej irokovej miery,

7. akcie su dokonale delitelné.

Zamerali sme sa na porusenie predpokladov ¢islo 4 a 5. Analyzu z [11] sme rozsirili o
niektoré Statistické testy a zahrnuli sme do nej okrem indexov aj akcie, pretoze indexy

v sebe zachytdvaju vyvoj viacerych vybranych akcii velkych, verejne obchodovatelnych
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spolo¢nosti. Burzovy index v pripade Black-Scholesovho modelu predstavuje vaZeny

sucet log-normaélne rozdelenych ndhodnych premennych.

Na analyzu sme si zvolili nasledujuce realne data:
e indexy: S&P 500 (1970-2001), DAX (1997-1999), SMI (1997-1999),

e akcie: Apple (2007-2009), Google (2007-2009), Microsoft (2007-2009), Bank
of America (2007-2009), LG Display (2007-2009),

pricom Ccisla v zatvorke predstavuju sledované obdobie. V praci uvadzame vysledky
len pre index S&P 500 (1970-2001) a akciu Apple (2007-2009), vysledky testov a

odhady hustot pre zvy$né indexy a akcie je mozné najst v [17].

Vynosy cien akcii a indexov slizia na porovnanie jednotlivych investicii v réznych
cennych papieroch. Je prirodzené vyjadrit vynosy za obdobie s > 0 pomocou re-
lativnych zmien cien, t.j. S”S—t_st Véacsina autorov financ¢nej literatury vSak pracuje s
logaritmickymi vynosmi, ktoré predstavuju aproximaciu relativnych zmien cien

StJrs - St

—— ~In (M +1) =1In(Siys) — In (Sy).
t

St

Jednym z dévodov, preco autori preferuju pouzivanie logaritmickych vynosov je, ze
logaritmicky vynos za obdobie dfiky [ x s je sumou logaritmickych vynosov za [ obdobi
dizky s:

(In (St+s) = I (Sp)) + (In (Sproxs) — In(Spss)) + -0 +
—|—(1Il (St+l><s) —In (St—i-(l—l)s)) = In (St+l><s) —In (St)

Daldim dovodom je, ze vo vicsine finanénych modelov je cena akcie S, modelo-
vand pomocou exponencidlneho stochastického procesu. Preto budeme d’alej poj-
mom vynosy oznacovat prave logaritmické vynosy. Ked'ze v praci pracujeme s den-
nymi cenami, vynos reprezentuje denné logaritmické vynosy.

V pripade Black-Scholesovho modelu je cena akcie modelovana geometrickym Brow-
novym pohybom. Ak by sa proces ceny akcie tymto stochastickym pohybom riadil,
vynosy akcie by sa sprdavali podla normalneho rozdelenia so strednou hodnotou p a

disperziou o?.
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3.1 Momenty vynosov a odhad hustoty

Normalne rozdelenie
Normadlne rozdelenie sa vo finan¢nej matematike pouziva na modelovanie vynosov
cien podkladového aktiva. Vo vSeobecnosti su pravdepodobnostné rozdelenia urcené

2 > 0, ako aj Sikmostou a $picatostou, ktoré

strednou hodnotou p a disperziou o
predstavuju treti a $tvrty moment pravdepodobnostnych rozdeleni. Sikmost' posky-
tuje doplnujuce informdcie o symetrii rozdelenia okolo strednej hodnoty a Spicatost
o tvare rozdelenia. Ak ma ndhodna premenna rozdelenie s kladnou (pravostrannou)
sikmostou, vdcsina hodnét daného rozdelenia je mensia ako priemer, ak ma rozde-
lenie so zapornou (Favostrannou) Sikmostou, vacSina hodnot rozdelenia je vacsia
ako priemer. Ak je $ikmost rovna 0, rozdelenie je symetrické. Spicatost’ uréuje, aky
priebeh ma graf rozdelenia hodnét okolo zvoleného stredu rozdelenia, charakterizuje
vyskyt extrémne vysokych a extrémne nizkych hodnét. Cim je rozdelenie $picatejsie,
tym su hodnoty viac stustredené okolo daného stredu rozdelenia. Vyskyt extrémnych
hodnot je teda Castejsi a takéto rozdelenie mé tazsie chvosty.

Tieto prvé Styri momenty pravdepodobnostného rozdelenia su definované vztahmi
(1.5), (1.6), (1.7) a (1.8). Pre momenty normalneho rozdelenia platia vztahy defi-

nované v tabulke 3.1.

TABULKA 3.1: Momenty normdlneho rozdelenia

momenty N(p, 0?)
strednd hodnota i
disperzia o?
Sikmost 0
Spicatost 3

Aby sme zistili, ¢i sa vynosy akcii a indexov spravaju podla normalneho rozdelenia,
vypocitame si ich momenty. V tabulke 3.2 je uvedené porovnanie hodnot jednotlivych
momentov pre vynosy indexu S&P500 a akcie Apple s momentmi normélneho rozde-
lenia. Vidime, Ze nami zvolené redlne ddta pochddzaju z rozdelenia so zadpornou

Sikmost'ou a z rozdelenia, ktoré ma tazké chvosty (Spicatost’ je vacsia ako 3). Vynosy
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TABULKA 3.2: Strednd hodnota, disperzia, Sikmost’ a Spicatost’ pre S&P500 a

Apple
’ Index(Akcia) H strednd hodnota | disperzia Sikmost $picatost’
Normélne rozdelenie m o2 0 3
S&P500(1970-2001) 0.00031 0.00986 -1.67044 | 43.41753
Apple(2007-2009) 0.00122 0.02835 -0.48026 7.53794

akcii a indexov teda nemajui normélne rozdelenie.

V d’alSej Casti sa zameriame na porovnanie hustoty normalneho rozdelenia s paramet-
rami p a 0? (N(u, 0?)) s empirickou hustotou analyzovanych dat. Na odhadnutie em-

pirickej hustoty pravdepodobnostného rozdelenia pouzijeme jadrovy odhad hustoty.

DEFINiCIA 3.1. Jadrovy odhad hustoty pre Statistickil vzorku {z1,...,x,} v bode x je
J? (z) = 1 Zn: e Ti—T
T nh & ho )

kde K(-) je jadro a h je sirka (bandwidth).

Vyber jadra presnejsie urcuje jadrovy odhad hustoty. M6zeme si vybrat z viace-
rych bezne pouzivanych jadrovych funkcii: rovhomernd, trojuholnikovi, normalnu,
kosinusovy, atd’. My si zvolime v nasej analyze normadlne jadro, t.j. hustotu normali-

zovaného normdlneho rozdelenia N (0,1)

Podla Silvermana [14] ur¢ime h, teda Sirku (bandwidth) ako

otl=

h =1.060n"5.

Z obrazkov 3.1 a 3.2 vidime, Ze rozdelenie vynosov cien akcii a indexov ma tazké

vV 7/

chvosty (jadrovy odhad hustoty ma vyssi vrchol ako hustota normdlneho rozdelenia).
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OBR. 3.1: Hustota normdlneho rozdelenia a jadrovy odhad hustoty pre

vynosy indexu S&P500.

— Normélne rozdelenie
=== Jadrovy ochad

(a) normalne suradnice (b) logaritmus hustot

OBR. 3.2: Hustota normdlneho rozdelenia a jadrovy odhad hustoty pre vynosy akcie
Apple.

— Normalne rozdelenie
=== Jadrovy odhad

(a) normalne suradnice (b) logaritmus hustot

3.2 Statistické testy

Pomocou Statistickych testov ukazeme, ze vynosy cien akcii a indexov nemaja nor-
mélne rozdelenie. Vybrali sme nasledovné Styri Statistické testy: Pearson x? test,
Kolmogorov-Smirnov test, Kuiper test a Cramer von Mises test. V jednotlivych testoch
sme testovali hypotézu, ze testovand vzorka dat x = {x,zs,...,x,} je z rozdelenia
definovaného kumulativnou distribu¢nou funkciou F(z):

Ho: F(z) = F(z) vs. Hy : F(z) # F(z),
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kde ﬁ(x) je empirickd kumulativna distibu¢nd funkcia
=0 Hw s < 2}

Vybrané testy sa medzi sebou odlisuja predpisom testovacej Statistiky. Aby sme odstra-
nili zavislost’ testovacich Statistik od po¢tu pozorovani n, upravili sme ich hodnoty na
zdklade [15] a v tabulkdch ich oznatujeme symbolmi (D*, V*, W?*). Podrobnejsi

postup testovania a vypocet Statistik je uvedeny v [17].

Pearson \? test

Predpis testovacej Statistiky je v tvare

2= i (ni — npz‘)z’

i=1 "pi
kde n; je pocet pozorovani a np; je ocakavany pocet pozorovani v i-tej oblasti. Testo-
vacia Statistika md chi-kvadrat rozdelenie s s — 1 — k stupnami vol'nosti, t.j.
2 .2
X~ Xs—1—k>

kde k je pocet odhadovanych parametrov. Ak je hodnota testovacej Statistiky y? vacsia
ako kritickd hodnota (pre dany level o), t.j. x* > x?_, ;,_,, tak zamietame nulovu

hypotézu.

Kolmogorov-Smirnov test
Predpis testovacej Statistiky je v tvare
D = sup |F(z) — F(z)|.

Ak je hodnota testovacej Statistiky D vacsia ako kritickd hodnota (pre dany level ),

t.j. D > D,, tak zamietame nulovt hypotézu.

Kuiper test

Predpis testovacej Statistiky je v tvare

V = sup(F(x) ~ P(x)) ~ inf(F(2) - F(z)).

Ak je hodnota testovacej Statistiky V' vacsia ako kritickd hodnota (pre dany level «),

t.j. V> V,, tak zamietame nulovu hypotézu.
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Cramer von Mises test

Predpis testovacej Statistiky je v tvare

1( 1 " /2% —1 2
W?2=-|-— — F(z;
n 12n+;( 2n (I)>

Ak je hodnota testovacej Statistiky WW? vécsia ako kritickd hodnota (pre dany level o),

t.j. W2 > W2, tak zamietame nulovd hypotézu.

Vysledky testov

V pripade indexu S&P500 a akcie Apple m6Zzeme konstatovat, Ze nulova hypotéza o
normalite vynosov bola zamietnutd na kazdej hladine vyznamnosti pre vSetky vyssie
uvedené Statistické testy. Hodnoty testovacich Statistik s vysledkami testov su uve-
dené v tabulkdch 3.3 az 3.6.

TABULKA 3.3: Vysledky x? testu

Index(Akcia) H x> ‘ a =0.01 ‘ «=0.05 ‘ a=0.1 ‘
S&P500(1970-2001) 138.4683 Hy H, Hy
Apple(2007-2009) || 29.1979 H H, H,

TABULKA 3.4: Vysledky Kolmogorov-Smirnov testu

Index(Akcia) | D* [ @=0.01 [ a=0.05 [ a=0.1 |
S&P500(1970-2001) || 5.3259 Hy H; Hy
Apple(2007-2009) || 1.6779 H, H, H,

TABULKA 3.5: Vysledky Kuiper testu

Index(Akcia) | V¢ [ @=0.01 [ a=005 [ a=0.1 |
S&P500(1970-2001) || 22.2472 Hy H, Hy
Apple(2007-2009) 2.9855 Hy H, Hy
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TABULKA 3.6: Vysledky Crdmer von Mises testu

Index(Akcia) [ w> [ a=001]a=005] a=01 |
S&P500(1970-2001) || 12.3371 H; H; H;
Apple(2007-2009) 0.8714 Hi Hy Hi

3.3 Volatilita

Volatilita zobrazuje mieru neistoty, resp. riziko spojené s fluktuaciami cien podklado-
vého aktiva. VysSia hodnota volatility znamena vyssiu rizikovost' investicie, ked'ze
cena podkladového aktiva sa méze v priebehu kratkeho obdobia dramaticky zmenit
v oboch smeroch (t.j. ndrast alebo pokles ceny akcie). Naopak, ak je hodnota volati-
lity nizka, cena podkladového aktiva sa prudko nemeni, koliSe priblizne rovnakym
tempom. Black-Scholesov model predpokladd, Ze volatilita je staciondrnou premen-
nou modelu. Ked sa vSak pozrieme na historickt volatilitu, implikovant volatilitu ¢i

zhlukovanie volatility, zistime, Ze volatilita sa ndhodne meni v Case.

Historicka volatilita

Historicka volatilita je vypocitana na zdklade historickych trhovych cien podkladového
aktiva a meria fluktudciu cien za urcité ¢asové obdobie. Pre nami zvolené redlne data
(index S&P500 (1970-2001), akciu Apple (2007-2009)) sme odhadli standardnt od-
chylku vynosov cien pre kazdy den zo sledovaného obdobia z ro¢nej periédy pred-
chadzajucej dany den.

Pre kazdy den zo sledovaného obdobia sme vypocitali Standardnt odchylku (o). Aby
sme dostali prislusni ro¢nu standardni odchylku, vynasobili sme hodnotu o odmoc-

ninou z poctu obchodovatelnych dni v danom kalendarnom roku (n), t.j.

o, = o\/n.

Na obrazku 3.3 moézeme vidiet, Ze sa volatilita meni v Case a teda nie je stacionarnou

(konstantnou) premennou.
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volatilita

OBR. 3.3: Historickd volatilita pre (a)
spolocnosti Apple (2007-2009)
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Zhlukovanie volatility je spolocnou ¢rtou pre vynosy finan¢nych derivatov a zaroven

je spojené s pravdepodobnostnym rozdelenim, ktoré ma tazké chvosty (v casti 3.1

sme ukazali tito vlastnost vynosov akcii a indexov). Zhlukovanie volatility znamena,

Ze vynosy cien akcii (resp. indexov) sa vyskytuju v zhlukoch s va¢$im a mensim vyno-

som, ¢o mozeme vidiet na obrdzkoch 3.4 (a) pre index S&P 500, resp. 3.4 (b) pre

akciu spoloc¢nosti Apple.

absolitna hodnota log vynosov

OBR. 3.4: Zhlukovanie volatility pre absoliitnu hodnotu vynosov (a) indexu

S&P500 (1970-2001) (b) akcie Apple (2007-2009)
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Implikovana volatilita

Implikovana volatilita je urcena trhom. Trh predpoklada kolisanie ceny podkladového
aktiva v buducnosti a jeho najlepsi odhad sa snazi zahrnat do ceny opcie. Volatilita
podkladového aktiva je jednym zo vstupov do Black-Scholesovho modelu na oceno-
vanie opcii. Implikovand volatilita o;,,,, > 0 je takd hodnota volatility, pre ktora
je teoretickd cena eurdpskej call (resp. put) opcie V(S,¢,0) vypotitand na zdklade
Black-Scholesovho modelu zhodnd s redlnou hodnotou ceny opcie V,.,(t) pre dany
¢as ¢t a danu hodnotu podkladového aktiva S = S,.,(t). Pre call opciu spolo¢nosti
Apple s réznymi realiza¢nymi cenami /K sme vypocitali implikovanu volatilitu ;,,,,

pre rozne datumy splatnosti 7" na zdklade rieSenia rovnice
Weal(t> - V(Sreal(t)7 tu Uimpl)-

Vysledok je zndzorneny na obrazku 3.5.

OBR. 3.5: Implikovand volatilita pre rézne maturity akcie firmy Apple
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KaprIiTOLA 4

Lévyho procesy

V poslednom obdobi sa stdle viac vo finan¢nej matematike dostdvaju do popredia
Lévyho procesy, ktoré dokdzu lepsie popisat vyvoj na finan¢nych trhoch ako mode-
ly zalozené na (geometrickom) Brownovom pohybe. Pozorovania ukazali, Ze pro-
ces ceny akcie zaznamendva velké zmeny, skoky, a pravdepodobnostné rozdelenie
vynosov je Sikmé a md tazké chvosty (tuto vlastnost’ rozdelenia vynosov sme ukdzali
v predchadzajacej kapitole). St preto potrebné modely, ktoré lepSie zachytavaju rea-
litu na finan¢nych trhoch ako modely zalozené na Brownovom pohybe. Lévyho pro-
cesy umoznuju lepsie zachytit tento vyvoj. Mozeme si zvolit' taky Lévyho proces,
ktory dokaze zachytit aspon prvé Styri momenty procesu: strednt hodnotu, disperziu,
Sikmost a Spicatost. Najjednoduchsim Lévyho procesom je deterministicky proces
(linearny drift). Aj Wienerov proces spiﬁa definiciu Lévyho procesu. Podrobnejsie in-
formadcie su uvedené v [5] a [9].

Predtym, ako zadefinujeme Lévyho proces, potrebujeme urcit pojem cadlag funkcie.

DEFINiCIA 4.1. Funkcia f : [0,7] — R sa nazyva cadlag, ak je sprava spojitd a md
limitu zlava: Vt € [0, T] limity

ft=)= lim f(s)  f(t+)= lm f(s)

s—t,s<t s—t,s>t
existujii a plati f(t) = f(t+).

Cadlag funkcie mozu byt nespojité. Ak ¢ je bodom nespojitosti, potom symbolom
Af(t) = f(t) — f(t—) oznacime skok funkcie f v bode t. Takdto funkcia mo6ze mat
najviac spocitatelny pocet nespojitosti : {t € [0,T7], f(t) # f(t—)} a pre lubovoIné
e > 0 pocet nespojitosti, teda skokov, na intervale [0,T] vac¢sich ako ¢ je konec¢ny.

Z toho vyplyva, Ze cadlag funkcia na kone¢nom intervale [0, 7] ma konecny pocet

31
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skokov vacsich ako e a malych skokov moze byt nekonecne vela. Cadlag funkcie teda

umoznuju modelovat trajektdrie stochastického procesu s vyskytom skokov.

DEFINICIA 4.2. Stochasticky cadlag proces { L, }+>o definovany na pravdepodobnostnom
priestore (£, F, P) s hodnotami v R zacinajici v Ly = 0 sa nazyva Lévyho proces, ak

spl,ﬁa nasledujtice vlastnosti:

(i) Nezdvislé prirastky: pre kazdu rastiicu postupnost’ casov t, ..., t,, su ndhodné pre-

menné Ly, Ly, — Ly, ..., Ly, — Ly, _, nezdvislé.

n

(ii) Staciondrne prirastky: pravdepodobnostné rozdelenie L;,;, — L; nezdvisi od t.
(iii) Stochastickd spojitost: Ve > 0, }l}rrg)P(\LHh — L] >¢) =0.
—

Stochastickd spojitost neznamend, Ze trajektdrie procesu su spojité ako je to v
pripade Wienerovho procesu. Tato vlastnost slizi na vylucenie procesov so skokmi
vo fixnych, t.j. nendhodnych ¢asoch ¢. Pre dany cas ¢, pravdepodobnost’ vyskytu skoku
je 0, skoky st ndahodné.

4.1 Vlastnosti Lévyho procesov

Délezitou vlastnostou Lévyho procesov je nekonecna delitelnost pravdepodobnost-

ného rozdelenia procesu.

DEFINICIA 4.3. Pravdepodobnostné rozdelenie F' na R nazyvame nekonecne delitel'né,
ak pre kazdé n > 2, n € N existuje n rovnako rozdelenych nezdvislych premennych Y3,
..., Y, takych, Ze Y1 + ... +Y,, md rozdelenie F.

Nasledujuca definicia hovori o vzfahu medzi Lévyho procesom a nekonecne deli-

tefnym rozdelenim.

DEFINiCIA 4.4. Nech {L;};>¢ je Lévyho proces. Potom pre kazdé t > 0 md L; neko-
necne delitel'né rozdelenie. Obrdtene, ak I je nekonecne delitelné rozdelenie, potom

existuje Lévyho proces { L }+>o taky, Ze L, md rozdelenie F.

V prvej kapitole sme zadefinovali charakteristickd funkciu pre ndhodnt premennd,

teraz tento pojem predstavime v stvislosti s Lévyho procesmi.
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DEFINICIA 4.5. Nech {L,};>o je Lévyho proces definovany na R. Existuje spojitd funkcia

1 : R — R nagyvand charakteristicky exponent procesu L,
E[ei“Lt] =W 4 eR. “4.1)

Z definicie funkcie generujucej kumulanty ndhodnej premennej X vyplyva, Ze
charakteristicka funkcia spfﬁa
©t+5 (u) = ®Lt+s (u) = ¢Ls (u)¢(Lt+97Ls)(u)
= (I)LS (u)CDLt(u) = (I)sq)t.
Z rovnic d’alej vyplyva, Ze pre funkciu ¢) generujucu kumulanty premennej L plati
@D = \Ile a \Ith = t\IlLl = t@b

VETA 4.1. Nech {L;};>¢ je Lévyho proces a ¢, (u) jeho charakteristickd funkcia. Charak-
teristicky exponent U, (u) = log(®y,(u)) spliia Lévy-Khintchine formulu

o

1 )
Uy, (u) = ibu — ECQuQ + / (" =1 —iuxljy<i)v(dr),

—00

kde b € R, ¢ > 0 a v je miera na R\{0}, ktord spliia

/_Oo inf {1, 22)0/(dz) < oo

[e.e]

a [b, ¢, v(dx)] sa nazgyva Lévyho triplet.

Lévyho proces sa skladd z troch nezdvislych casti: b je linedrna deterministicka

(driftovd) cast, ¢? je variancia Brownovho pohybu a v(dx) je Lévyho miera.

DEFINICIA 4.6. Nech {L;}:>( je Lévyho proces na R. Ndhodnd miera skokov J(w;t, A)

je definovand
Jo(wit, A) = #{s € [0,1] : AL,(w) € A}], A € B(R\{0}).
Miera Jp(w;t, A) rdta pocet skokov Lévyho procesu v mnozine A az do casu t.
POZNAMKA 4.1. Miera J;, sa nazyva aj Poissonova ndhodnd miera.
DEFINICIA 4.7. Nech {L;}:>¢ je Lévyho proces na R. Miera v na R definovand
v(A) = E[#{t€[0,1] : AL, # 0; AL, € A}], A € B(R\{0}) (4.2)

sa nazyva Lévyho miera procesu: v(A) je ocakdvany pocet skokov za jednotku casu,

ktoré patria do mnoziny A.
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Lévyho miera je v bode 0 nulovd, pricom v okoli tohto bodu pre kazdé ¢ > 0 moze
mat proces {L;}:>o nekonecne vela malych skokov, t.j. skokov menSich ako e. Pocet
skokov vacsich ako e vSak musi byt konecny, Co je v stulade s vlastnostami cadlag

funkcie.
TVRDENIE 4.1. Nech {L;};>o je Lévyho proces s tripletom [b, ¢, v(dz)].

(1.) Ak v(R) < oo, potom skoro vsetky trajektdrie procesu { L; }+>o maji konecny pocet
skokov na kazdom kompaktnom intervale. Takyto proces nazyvame Lévyho proces

s koneénou aktivitou.

(2.) Ak v(R) = oo, potom skoro vsetky trajektorie procesu {L;};>o maju nekonecny
pocet skokov na kazdom kompaktnom intervale. Takyto proces nazyvame Lévyho

proces s nekonecnou aktivitou.

Varidcia Lévyho procesu zavisi od Lévyho miery a vyskytu Brownovej casti v

zlozkach Lévyho procesu.
TVRDENIE 4.2. Nech {L;};>o je Lévyho proces s tripletom [b, ¢, v(dx)].

(1) Ak ¢ =0a [, |zlv(dz) < oo, potom skoro vetky trajektdrie procesu {L:}>o
maju konecnu varidciu.
(2.) Ak ¢ # 0 alebo fm < |zlv(dz) = oo, potom skoro vsetky trajektdrie procesu

{L:}i>0 majii nekoneéni varidciu.

Z jednotlivych tvrdeni vyplyva, ze varidcia Lévyho procesu zavisi od vyskytu malych
skokov (a Brownovej zlozky Lévyho procesu), pricom aktivita procesu zavisi od vyskytu

malych aj velkych skokov na kompaktnom intervale.

V pripade Lévyho procesu plati pozmenend Itoova lema.

TVRDENIE 4.3. Nech {L;};>o je Lévyho proces s tripletom [b,c*, v(dx)] a f : R — R je
C? funkcia. Potom

/(L / (o ds+/f

[f(Ls- + ALy) =) = ALy f'(Ls-)].

0<s<t, AL +7#£0

(4.3)
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Pouzitim ndhodnej miery skokov .J;, dostaneme

t 2 t
A = 10+ [ Grwads+ [ o,
(4.4)

i / /R[f(LS_ 1) = f(Le-) — of (L)) Ju(ds, da).

V diferencidlnej forme ma rovnica (4.3) tvar

2

Af(Le) = S (Lo)dt + f(Li)dLe+ [F(L) = F(Lio) = AL (L))

a (4.4) vyjadrime

2

(L) = S/ Lde+ P+ [ (e +a) = (L) = af (L)),

Uvedieme si eSte jedno tvrdenie o rozlozeni Lévyho procesu na martingalovu cast a

proces s konec¢nou varidciou.

TVRDENIE 4.4. Nech {L;}:>o je Lévyho proces s tripletom [b,c* v(dz)] a f : R — R je
C? funkcia takd, Ze jej derivdcie aZ do druhého rddu st ohraniéené konstantou C. Potom
Y: = f(Ly) = M, + H,, kde M, je martingalovd cast

M= g+ [ of (L)dw, + / t [ Uutds x 0] (Ee- ) = £(2)

a H; je spojity proces s konecnou varidciou:

2 t t
H, :%/0 f”(LS)ds+/O bf'(Ly)ds
(4.5)

t
s [ [ dsv@)lf(Le +0) - L) = slaa s (L)
0 R
POZNAMKA 4.2. V TVRDENI 4.4 pre vyraz Jp(ds x dx) plati

Jr(ds x dz) = Jp(ds x dzx) — v(dz)ds.

POZNAMKA 4.3. TVRDENIE 4.3 a TVRDENIE 4.4 su ekvivalentné, ak za L, dosadime
vyraz

¢ t
Ly = bt + cW,; +/ / zJp(ds x dz) +/ / z(Jp(ds x dzx) — v(dz)ds).
0 Jiz|>1 0 J)z|<1
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4.2 Priklady Lévyho procesov

V tejto Casti si predstavime konkrétne Lévyho procesy, ktorym sa budeme v d’alSej

Casti venovat.

4.2.1 Poissonov proces a zlozeny Poissonov proces

DEFINICIA 4.8. Nech {7;};>1 je postupnost’ nezdvislych exponencidlnych ndhodnych pre-
mennych s parametrom A a T,, = > | 7;. Proces {N;};>o definovany v tvare
Nt - Z 1t2T"7
n>1
sa nazyva Poissonov proces s intenzitou .

Poissonov proces je teda definovany ako ratajuci proces: rata pocet nahodnych
casov T, ktoré nastanu medzi ¢asom 0 a t, pricom (7,, — T;,—1),>1 je postupnost
nezavislych, rovnako rozdelenych exponencialnych nahodnych premennych.
Poissonov proces md nasledujuce vlastnosti.

TVRDENIE 4.5. Nech {N;}:>, je Poissonov proces.

1. Trajektdrie t — Ny(w) su po Castiach konstantné s prirastkom skokov velkosti 1

pre Yw.

2. Pre kazdé t > 0 sa N, sprdva podla Poissonovho rozdelenia s parametrom \t:

Vn €N, P(N; =n) = e—”@.
n.

3. Charakteristickd funkcia md tvar

Ele™N] = exp {Mt(e™ — 1)}, Vu €R.

Zlozeny Poissonov proces

DEFINICIA 4.9. ZloZeny Poissonov proces s intengitou A > 0 a distribticiou skokov f

je stochasticky proces X, v tvare
N
Xt = Z }/;7
i=1

kde skoky Y; st nezdvislé rovnako rozdelené ndhodné premenné s distribuciou f a N, je

Poissonov proces s intengitou \, pricom N, je nezdvislé od Y; pre vsetky t > 0, i € N.
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Poissonov proces vieme vyjadrit ako zlozeny Poissonov proces, ak plati Y; = 1 pre
Vi.
TVRDENIE 4.6. Charakteristickd funkcia zloZeného Poissonovho procesu md tvar

Ele¥] — exp {tA / (6™ —1)f(dz)},  VueR,

R
kde X je intenzita procesu a f je distribticia skokov procesu.

Lévyho miera zlozeného Poissonovho procesu je ur¢end ako sti¢in intenzity skokov
A a distribucie skokov f(dz), t.j. v(dz) = Af(dx). Ked'Ze miera zloZeného Poissonovho
procesu je konecna, je procesom s konecnou aktivitou. Z uvedeného vyplyva, ze
Lévyho rozdelenie zlozeného Poissonovho procesu vieme zapisat pomocou tripletu

Vv tvare

L~ { /_ 1 wv(dz), 0, I/(dx)} .

1

4.2.2 Skokovo-difuzny proces

Skokovo-difuzny Lévyho proces je proces

Ny
Ly =bt+cW, + )Y, (4.6)

i=1
kde W, je Wienerov proces a {N;}:>( je Poissonov proces s intenzitou skokov \ a Y;
reprezentuju velkosti skokov a st to rovnako rozdelené nezavislé ndhodné premenné
z normalneho rozdelenia s parametrami s a §2, t.j. distribicia skokov je uré¢end

1 (dr — s)?

exp {— ).

V271H? 20
Pre Lévyho mieru skokovo-diftizneho procesu teda plati

A (dr — s)?
2 ep{— Ty
V2712 20

Skokovo-difuzny proces je kombinaciou Brownovho pohybu a zlozeného Poissonovho

fldz) =

v(dz) = M\f(dx) =

procesu, jeho charakteristickd funkciu vieme vyjadrit nasledovne
2,,2 . 2,2
Ele™"] = exp {t (ibu - % + A <e(““‘52) - 1))}. (4.7)

Lévyho rozdelenie skokovo-diftizneho procesu ma triplet

L~ {b+ / 1 xu(dw),cQ,y(dx)] .

1



KAPITOLA 5

Ocenovanie opcii s podkladovym

aktivom riadenym Lévyho proce-
som

Cielom tejto kapitoly je predstavit r6zne metddy ocenenia eurdpskej call opcie C' =
C(S,K) s expiratnou cenou K a maturitou 7" s podkladovym aktivom riadenym
Lévyho procesom. Budeme sa venovat transforma¢nym metédam, metéde Monte
Carlo ako aj odvodeniu parcialnej integro-diferencialnej rovnice, pricom v tomto pri-
pade upravime proces vyvoja ceny akcie tak, aby sme mohli porovnat Lévyho proces
s Wienerovym procesom. Vsetky nizsie uvedené metédy sa po uprave daju pouzit’ aj
pre d’alSie procesy vyvoja ceny akcie. Tedria pouzitd v tejto kapitole je cerpana z [4],
[9], [10] a [11].

5.1 Funkcia hustoty

Ak pozname funkciu hustoty f (S, T") ceny opcie v ¢ase expirdcie 7' v rizikovo neutrdl-
nej miere (), potom vieme urcit cenu eurdpskej call a put opcie pouzitim ocakdvanej
hodnoty. Cena eurdpskej call opcie s realiza¢nou cenou K a maturitou 7" je v Case

t = 0 ur¢end ako ocakavana vyplata pod martingalovou mierou ()
Co=Co(S,K) = Egle""(Sr — K)']

- / (S, T)(S = K)*ds
0

= e_TT/ fo(S,T)(S — K)ds
K

= e_TT/ fo(S,T)Sds — Ke " l,,
K

kde II, je pravdepodobnost (v miere (), Ze opcia skon¢i v pozicii in-the-money. Treba

poznamenat, Ze v odvodeni predpokladdme, Ze funkcia hustoty f( je definovana na

38
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R*, kedZe cena akcie je vZdy vacsia ako 0. Tato metdda sa vdcsinou aplikuje na

zname rozdelenie In S;, t.j. na rozdelenie prirastkov procesu ceny akcie.

5.2 Charakteristicka funkcia

Funkcia hustoty ceny podkladového aktiva nie je vzdy k dispozicii. AvSak pre vacsinu
Lévyho procesov, ktorym sa riadi proces ceny akcie S;, pozndme ich charakteristicku
funkciu v rizikovo neutrdlnej miere (). Nech &),5.(u) je charakteristickd funkcia

nahodnej premennej In St, t.j.
Bpy s, (1) = Egletn5r] = Eg[eiulinSotLo)]
Vo vSeobecnosti mo6Zeme napisat
Co = Co(S, K) = SpIl; — Ke "Tl,,

pricom II; a Il, ziskame vyratanim nasledujucich integréalov

1 1 (9] e—iuanE[ei(u—i) lnST]
I, = —+= R d
LTt W/O ‘ ( iwE[Sy] ) !

1 1 00 e—iuan(I)(u _ Z)
- 4= R d
2" 7T/0 ¢ ( Tud(—i) ) U
1 1 [e.e] —iuanE iulnST
I, = —+—/ Re(e ‘[e ])du
2 7T w
1

1 [e's) 7iuan<D
2 7 ) i

kde Re(.) je realna cast. Pravdepodobnost, Ze opcia skon¢i v pozicii in-the-money je

IT,. Hodnota II; predstavuje deltu opcie, t.j. podiel zmeny hodnoty opcie a zmeny

hodnoty podkladového aktiva.

Carr a Madan [4] vypracovali d’alSiu metédu ocenenia opcie, ktora opat predpo-
kladéa, Ze pozname charakteristickd funkciu rizikovo neutrdlneho procesu ceny akcie.
Nech £ je logaritmus expiracnej ceny K a Cy(k) je sucasnd hodnota ceny opcie s
maturitou v ¢ase 7' a expiranou cenou e*. Nech gr(s) je rizikovo neutrdlna hustota
logaritmu ceny akcie s;. Charakteristicka funkcia je definovana pomocou hustoty

B = [ egn(s)as.

—0o0



5.3. ESSCHEROVA TRANSFORMACIA 40

Vzt'ah medzi pociato¢nou hodnotou call opcie Cy(k) a rizikovo neutrédlnou hustotou
gr(s) je .
Co(k) = / e T(e* — eM)gr(s)ds.
k

Ked k smeruje k —oco potom Cy(k) sa blizi k Sy. Z tejto vlastnosti vyplyva, Ze funkcia
na ocenenie call opcie nie je Stvorcovo integrovatelnd. Aby sme dosiahli ttto vlast-

nost’, budeme uvazovat upravenu cenu call opcie ¢y(k) definovant vztahom
co(k) = e™Cy(k)

pre > 0. Pre takyto rozsah hodnot 7 je ¢o(k) Stvorcovo integrovatelnd v premenne;j

k na celej redlnej osi. Definujme Fourierovu transformdciu ¢, (k)

Pre cenu call opcie plati:
e~k oo e—nk [0

Co(k) = e op(v)dy = — e " o(v)dv.

21 J)_ 2 J,

Vyraz or(v) je ureny vyrazom

or(v) = / e“’k/ e™e T (ef — M) gp(s)dsdk
o . S

_ /_Ooe

oo e(nt+1+iv)s e(nt1+iv)s
—rT
= / e " gr(s) [ — — 4
1+ n+1+4+w

e o, (v—(n+ 1))
n*+n—v?+i(2n+ v’

k
gT(S>/ (es—i-nk . 6(1+n)k)€ivkdkds

—00

5.3 Esscherova transformacia

UvaZujeme proces ceny akcie v tvare S, = Spe""9*+:_ Cenu call opcie uréime pouZitim
Esscherovej transformdcie definovanej v prvej kapitole. V bezrizikovej miere () plati,
ze diskontovany proces ceny akcie e~"'S; je martingal a tato vlastnost sa vztahuje
aj pre diskontovanu hodnotu opcie e "Cy(S, K). Pre zjednodusenie ozna¢me cenu

opcie symbolom V' (¢) a jej pay-off symbolom (x). Plati:

e "V(t) = Eqle™™"V(T)|F] = Eqle™™ (St — K)*|F]
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a teda
V(t) =e"Eqle" (Sr — K)*|F] = Eqle ™" (S — K)*|Fy.

Pomocou Esscherovej transformacie dostaneme vzorec na vypocet ceny opcie

V(t) = Egle"™0(Sr)| 7]

I 7
= TR (Q(Sy) 2L E}
I Zi
I Sr\ Z
= TR0 (8,2 ) ZEF
€ < tSt 7, t
g | ()Tt Lo—ry €T ]
= e FE Q(Ste (& )W E
: (S K T | (yelr—0T-0+L eftbr-0) ] 51
— T~ T - T—t .
WS, K) = e [ (e )My(Q)T_t y=si] (>-1)

5.4 Monte Carlo

Dalsou metédou na ocenenie opcii st Monte Carlo simulacie. Uvazujeme eurépsku
call opciu s podkladovym aktivom riadenym Lévyho procesom, t.j. S; = Spelt. Pre
vyplatu (pay-off) opcie plati (2.1) a simuldciami ur¢ime sucasni o¢akdvant hodnotu
vyplatnej funkcie opcie ako diskontovanu oc¢akavanu vyplatu v ¢ase ¢ = 0 v rizikovo
neutralnej miere )

Co(S,K) = e " Eg[(Sr — K)1.

Metodda spociva vo vygenerovani moznych scenarov hodnoty podkladového aktiva v
¢ase maturity opcie T v rizikovo neutrdlnej miere, t.j. Sy = Spef?. Nech Sz,, k =
1,..., N st nasimulované hodnoty ceny akcie, potom cenu opcie Cy(S, K) ziskame

ako priemer vsetkych scendrov podkladového aktiva
N
Co(S, K) = ey (S, — K)*,
k=1
ktory podla zédkona velkych ¢isel pre N — oo konverguje k skuto¢nej hodnote ceny
opcie Cy(S, K)

~

Co(S, K) — Cy(S,K), N — oc.

Nevyhodou tejto metddy je vsak jej Casova narocnost.
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5.5 Parcialna integro-diferencialna rovnica

Ako poslednej metdde ocenenia opcie s podkladovym aktivom riadenym Lévyho
procesom sa budeme venovat oceneniu pomocou parcidlnej integro-diferencidlnej
rovnice, ktord budeme v d’alSej kapitole aplikovat na redlne data a porovndvat hod-
noty opcii vypocitanych pomocou Black-Scholesovho modelu s hodnotami opcii vy-
pocitanych pomocou parcidlnej integro-diferencidlnej rovnice. Aby boli jednotlivé
pristupy porovnatelné, rozhodli sme sa za proces ceny akcie povazovat proces S; =
Spelr—ottoli  Ked'Zze chceme, aby bol Lévyho proces L, porovnatelny s Wienerovym
procesom W,, Lévyho proces zvolime ako proces so strednou hodnotou E[L;] = 0
a varianciou Var[L;] = t. Oznaéme symbolom [b, &, #(dx)] Lévyho triplet takéhoto
procesu. Na uvod uvedieme, ze tato schéma je zaroven odvodena pre Lévyho proces

s kone¢nou aktivitou.

Pouzitim It6ovej lemy (TVRDENIE 4.3) pre Lévyho procesy vieme vyjadrit diskon-

tovany proces e~ " f(L;_,t) v tvare

d(e™ f(Li- 1)) = —re ™" f(L_ t)dt + e d(f(Li-, 1))

__—rt 8f 8f 62 an
=€ [—T’f(Ltf, t) + E(Lt,, t)dt + a—Lt(Lt,, t)st + Ea—ljg(Lt,, t)dt
+/ lf(Lt— +a,t) = f(Li-,t) — waa_{([/t—,t) Jp(dx)dt].
R t
(5.2)
Vyuzitim POZNAMKY 4.2 upravime rovnicu (5.2)
. . of = 0f O f
d(e " f(Li_,t)) =e " [—rf(L,_,t) + E(Lt" t)dt + b_t(Lt_’ t)dt + %a_Lf(Lt" t)dt
secl @t pawis [ Janif(ee +) - 5@
t R
0
+/ [f(Lt— +z,t) = f(Le-,t) — $1|x|<1a—g(Lt—, t)| v(dz)di].
R t
(5.3)

Z TVRDENIA 4.4 vieme, Ze Lévyho proces vieme rozlozit' na sicet dvoch procesov:
f(Ly) = M; + H;, kde f je C? funkcia s ohrani¢enymi derivdciami az do druhého

radu. Z tohto tvrdenia vyplyva, Ze v rovnici (5.3) je vSetko okrem martingalovej c¢asti
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rovné 0 (ked'ze H, = 0 pre V¢ € [0, T]). Potrebujeme, aby cena opcie bola martingal v
rizikovo neutrédlnej miere (), takze v nasledujicom odvodeni budeme brat do uvahy

len druhu cast tvrdenia, t.j. proces s kone¢nou varidciou. Rovnicu (5.3) tak upravime

na tvar
0 0 0?
O:efrt[—rf(Lt,,t)—i——f(Lt s )dt+b f (Lt s )d + J;(Lt s )d
ot 0L, 2 0L;
of (5.4
4 / F(Li +2,8) — F(Liost) — 2l (L )| 5(da) ).
R 3Lt
PouZijeme transformdciu f(X,t) = V (Sper—0t+oX #)
of ov oV 85’ ov oV
o o Tasar o 95
af LoV
ax 7795’
82f 2 oV 9 282V
ox2 7955 T g
a prislusné parcidlne derivacie dosadime do rovnice (5.4)
oV ov -V
_ —rt - _ _
0 = T[=rVI(S8) + (St + S(r— 0) 5 (S,0)dt + Sob (S, 1)t
S&a? oV S2202 0%V
5 85(5 t)dt + 5 352(5 t)dt

+ / {V(Se‘”, t)—V(S,t) — Sax1|m|<1av(5, t)} v(dz)).
R oS
Rovnica (5.5) je prvym vysledkom, dostali sme parcidlnu integro-diferencidlnu rovnicu

pre vSeobecnti zmenu miery
0 =e"[-rV(S,t) + a—V(S tydt+ S| (r—q)+ Ub+— aV(S t)dt
ot —_—— 2 oS
Hold
ov
S

32620'2 82

. 052(5 t)dt + /]R [V(sem,w—ws,t) Sorljer = (s,t>] 5(dz)].

(5.5)

Ked'ze ocenujeme v rizikovo neutrdlnej miere, potrebujeme zmenit mieru na rizikovo

neutrdlnu. Pouzijeme na to pristup "mean-correcting value" z Casti 1.6:

Hnew = Hold + (T - Q) - 1Og(¢)5t<_ig))>
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v nasom pripade ji,q = (r — q) + bo a pre charakteristickd funkciu plati VETA 4.1,

pricom za parameter b z Lévyho tripletu dosadime vyraz ji,;4

log(®s,(—io)) = (r — q) + bo + ? + /R (e" — 1 — oxly<1) D(dx).
Pre fi,e, dostavame
fnew = (r—q)+ bo + (r—q)— <(r —q)+ bo + 622—2 + /R (ew —1- axlmgl) D(dw))
= (r—q)— ? — /R (e" — 1 — oxly<1) D(dx).

Hodnotu parametra dosadime namiesto 1,4 do rovnice (5.5). Vysledkom je parcidlna

integro-diferencidlna rovnica:

2~2 2 92
0= —rV(S,1) + a—V(s, £)+ S(r — q)a—V(S, £) + 5o 8—V(s, )
ot 93 2 052 5.6
+ / [v<se”,t) —V(S,) — S(e — 1)%(5, 1) o(dz),
R

s koncovou podmienkou (2.1), resp. (2.2).

POZNAMKA 5.1. Prvd cast rovnice (5.6) (t.j. bez integrdlu) je totoznd s Black—Scholeso-
vou rovnicou (2.9), kde o = ¢o. Substiticiami ¢* = 1 a v(dz) = 0 dostaneme klasicku

Black-Scholesovu rovnicu.
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Aplikacia PIDE rovnice

T4ato kapitola je zamerand na aproximdciu parcidlnej integro-diferencidlnej rovnice
pomocou numerickej schémy a jej aplikaciu na redlne data, pricom za Lévyho pro-
ces si zvolime skokovo-diftizny proces. Pomocou charakteristickej funkcie odvodime
momenty procesu ceny akcie a odhadneme parametre vstupujuce do numerickej
schémy na ocenenie eurépskej a americkej call opcie. V pripade eurdpskej call op-
cie porovndme ceny vypocitané pomocou numerickej aproximaécie parcidlnej integro-
diferencidlnej rovnice a Black-Scholesovej rovnice s trhovymi cenami opcii. Prevazna
cast’ tedrie bola cerpand z [1], [3], [5] a [16]. Vyrazom PIDE v tejto kapitole oznacu-

jeme parcidlnu integro-diferencidlnu rovnicu.

6.1 Numerické riesenie PIDE rovnice

Na odvodenie numerickej schémy pre eurépsku call opciu, ktord ocenujeme pomo-
cou parciadlnej integro-diferencidlnej rovnice, pouzijeme explicitny pristup. Na apro-
ximaciu jednotlivych parcidlnych derivacii aplikujeme metéddu konecnych diferencii,

v pripade aproximdcie integrdlu lichobeznikové pravidlo.

Nech plati rovnica (5.6) a koncova podmienka (2.1). Pouzitim transformacii:
1.7=T—1t,W(S,t)=V(S,T —1)

2. y=In(2), Z(y,7) = W(EeY, 1)

[[e

3. u(y, 1) = eVt Z(y, 1),

zjednodusime rovnicu (5.6) na tvar
~2 2 92
% = —020 g—yl; —1—/]R le™*u(y + oz, 7)] v(dx), (6.1)

45
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kde
N -+ 1
202 2’
gt N +la+e) (AN —(a+9)° &’
2 2¢%02 8
)\:/D(dx),
a

R
gzﬁz/Re”ﬂ(dx)

s pociato¢nou podmienkou pre call opciu v tvare

u(y,0) = e® max(e’ — 1).

Metoda konecnych diferencii

Metdda konecnych diferencii je zalozend na volbe diskrétnej siete mrezovych bodov
v priestore nezavislych premennych (y,7) € R x (0,7). RieSenie u a jeho derivdcie
nahradime diferenciami v jednotlivych uzlovych bodoch siete. Mriezku si rozdelime
pomocou priestorového kroku i > 0 a ¢asového kroku k& > 0. Casovy krok zvolime
nasledovne £ = L kde m je potet ¢asovych deleni intervalu (0,7). Premennd y
m
je z neohrani¢eného intervalu, moze nadobuidat hodnoty od —oo do oo. Na nume-
rické vyrieSenie ulohy je potrebné ohranicit premennu y konstantou L, pricom tato
konstanta je dostato¢ne velkd. Pre priestorovy krok teda plati h = £, kde n je pocet
n
deleni intervalu (—L, L). Bertic do tvahy priestorovy a ¢asovy krok uvazujeme siet

mrezovych bodov
yi =ih, i=..,—1,0,1,.., 7, =jk, j=0,1,..,m.

Aproximdciu hfadaného rieSenia v mrezovom bode (y;, 7;) ozna¢ime ako u], t.j.

uf = u(y;, 75)-

Parcidlne derivdcie nahradime kone¢nymi diferenciami pomocou rozvinutia funkcie
u do Taylorovho rddu v danom siefovom bode (y;, 7;).

Dostaneme 5 o o
U 1 0“u 1 0°u
Wy, 7y) & ulye, )+ 5o h ot S e

3
y 2002 +3!8y3h (6.2)
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ou 1 0*u 1 03u
u(yi,l,Tj) ~ u(yi,Tj) — a—y + aa—thQ — ga—yghg (63)

Scitanim (6.2) a (6.3) mame aproximaciu druhej parcidlnej derivacie funkcie u podla

premennej y
2 J J J
0*u wi g — 2w+

8_y2(yi’ T) A 12 64)

s chybou v druhej derivacii radu O(h?).
Pre ¢asovui derivaciu $* z Taylorovho rozvoja v bode (y;, 7;) podla premennej 7 dosté-

vame aproximaciu
ou
u(yi, Tiv1) = ulyi, ) + 8_7'k

s chybou rddu O(k?) pre k — 0. Z tohto rozvoja ziskame doprednd aproximéciu
parcidlnej derivdcie

ou  wtt—f

P 6.5
or k (6.5)
s chybou v prvej derivacii podla 7 rddu O(k).
Ked'ze sme vypocet obmedzili na ohrani¢eny interval, potrebujeme k rovnici dodat’
okrajové podmienky v krajnych bodoch. Tie zodpovedaju cendam akcie, ktoré st blizke
nule (teda vefmi malé) (y = —L) a cendm, ktoré sa priblizuju k nekonec¢nu (st velmi

velké) (y = L). Pre tieto limitné hodnoty pouzijeme aproximadcie:
V(0,t) =0, V(S,t) = Se 1T pre S — oo.

Vytvorime maticu velkosti N x M, kde N =2n+1a M = m + 1. Pre N dostato¢ne

vel'ké mozeme hodnoty rieSenia aproximovat hrani¢nymi podmienkami

J O, ugvze(aJrl)Nh+(,37q)jk.

Lichobeznikova metdda

Lichobeznikova metdda je Newton-Cotesova metdda uzavretého typu pre n = 1. Tato

metdda je zaloZend na linedrnej interpoldcii

/abf Wiy ~ / 10+ =20 = )] do

e+ 50, _
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Aby sme interpola¢nymi metddami dosiahli pozadovanu presnost’, musime dant fun-
kciu interpolovat’ polyndmom dostatocne vysokého stupna. Tento pristup vsak ne-
musi byt vzdy vhodny. Pri zloZenej kvadraturnej metéde postupujeme inak: dany
interval [a, b] rozdelime na dostatotny pocet podintervalov a na nich budeme funkciu
f interpolovat’ polynémom nizsieho radu.

Rozdelme interval [a,b] na n podintervalov [y;, y;+1] rovnakej dizky h = b=a pre li-

chobeznikovi metdédu dostaneme

/a fdy = Z / " rwdy

=0 i
n—1
b—a i)+ i h3
i—o L "
_ b=affla JO)] _nh? )
=t st + LR - B0
_ b—a fla) + f(b) (b—a)h®
- = [ Fly) = B0 ).
Vyraz (bT‘Q)hQ f@)(¢) predstavuje chybu danej metddy.
Na zaklade lichobeznikového pravidla spo¢itame aproximaciu
(i+3)h
vy = / 7(dw). (6.6)
(i—1)h
Pre intenzitu skokov A plati
L
Ar > (6.7)
i=—L

pricom vyraz ¢ aproximujeme rovnakym pristupom.

Dosadenim vyrazov (6.4), (6.5), (6.6) a (6.7) do (6.1) ziskame numericki schému na
vyrieSenie parcidlnej integro-diferencidlnej rovnice. Ked'’ze sme rovnicu (6.1) aproxi-
movali explicitnou schémou, musi byt splnena podmienka na vztah medzi priestoro-

vym a ¢asovym krokom, aby metdéda konvergovala [3]

. 1 A2
kE<min | =, — .
)\ (¢o)?
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6.2 Aplikacia PIDE na trhové data

V tejto Casti aplikujeme numerickd schému parcidlnej integro-diferencialnej rovnice
na ocenenie eurdpskej a americkej call opcie. Zvolime si konkrétny Lévyho pro-
ces, ktory spfﬁa poziadavky PIDE pristupu: skokovo-difizny proces. Ked'ze chceme
porovnat vysledky s Black-Scholesovym modelom, proces vyvoja ceny akcie S; =
Spelr—Dt+oLt nastavime tak, aby pre stredni hodnotu a varianciu Lévyho procesu L,
platilo: E[L;] = 0 a Var[L,] = t. T4to volba momentov koreSponduje s momentmi
Wienerovho procesu W; v Black-Scholesovom modeli. Z redlnych dat odhadneme

parametre pomocou momentov procesu ceny akcie.

6.2.1 Odhadovanie parametrov

Charakteristicky exponent skokovo-difuzneho procesu L, = bt + cW; + vaztl Y; spitia
2,,2 . 2,2
U, (u) =t (ibu - % + A (e<m52) — 1)) :

Charakteristicky exponent generuje kumulanty H%B podla vztahu (1.4):

R(th) = t(b+ As),

KD = 1P+ M8+ 52)),
KD = A(s® 4 30%s),
KD = M(30% 4 65207 + sY),

KD = A(150%s + 105°52 + 5°).

KedZe chceme L, so strednou hodnotou 0 a varianciou ¢, podla toho nastavime
potrebné parametre: b = —\s a c? = 1 — (62 + s?).

Charakteristicky exponent procesu vyvoja ceny akcie S; po uprave s predpokladom,
ze L, ma strednu hodnotu 0 a varianciu ¢ ma tvar

1 — (82 + 2)) uo2 Y
\I/gt(u):t(i,uu—i)\sau—( (¥ ;—S ) wo +)\<e““"_ g —1)).

Pre kumulanty procesu S; plati:

1 _

,iSt Mta
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/igt) = 02t,
kS = OM(s® 4 30%s),
mg) = o'\t(30" + 65%0% + %),

Iig) = 0’ (155%s + 10s%6% + 7).
Prvé Styri momenty procesu ceny akcie S; spfﬁajﬁ

E[St] == /Lt,
VarlS,] = o°t,
s(Sy) = tA(s® +36%s),
E(S)) = tA(36* + 6520 4 s%).
Pre dany proces potrebujeme odhadnut pat parametrov, konkrétne intenzitu skokov

A, strednt hodnotu skokov s a ich standardnu odchylku ¢, ocakavany vynos akcie p

a volatilitu akcie o.

Zo vztahov medzi centrdlnymi momentmi a kumulantmi Kf;} ur¢ime centrdlne mo-

menty pre S;
s =0,
v = o™,
yg) = o\t(s® + 36%s),
D= (36 + 6520% + s1) + 31207,
) = oOAt(150%s + 105°52 + 30£25%s + 10> + ).

Pri odhadovani parametrov procesu zvolime nasledujuici postup:
1. vypocitame si vynosy akcie,
2. odhadneme parametre procesu:

— Zo sustav rovnic a = As(s? + 36%), f = A\(36* + 65252 + s), d = 4ad® + fs,

.y , _(2) t”yg) ti(e? 3 W(si) 10a N
pricom plati 0 = \/7g't,a = —, f = — — 4, d = - — =%, vyjadrime
42, X a rovnicu pre s:

d— fs

52
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3.

o a
 s(s2+362)°
15f%s>  9fds 5fs* 3d*>  3ds? 4
_ N — 0.
62 6a  2a 162 24 °°

— pomocou funkcie solve v programe MatLab vypoc¢itame hodnotu parametra

s a dopocitame hodnoty zvySnych parametrov.

c=+/1—A(s?+2).

Odhadnuté parametre dosadime do numerickej schémy parcidlnej integro-dife-

rencidlnej rovnice odvodenej v Casti 6.1, priCom miera uvazovaného procesu je defi-

novana mierou skokovo-difizneho procesu (Cast’ 4.2.2).

6.2.2 Numerické vysledky

Na numericku analyzu sme si zvolili ako podkladové aktivum akciu firmy Apple. Data,

ktoré sme stahovali zo stranky www.finance.yahoo.com, st platné ku dnu 17.12.2011,
pricom poslednd trhova hodnota ceny akcie z piatka 16.12.2011 bola 381.02$. Para-
metre do modelu sme odhadovali na datach za obdobie od 18.12.2007 do 16.12.2011

(vratane), pricom priemerny pocet obchodovatelnych dni za rok bolo 252 dni.

Hodnoty anualizovanych parametrov pre akciu Apple pre PIDE pristup su uvedené v
tabulke 6.1.

TABULKA 6.1

Hodnoty anualizovanych parametrov akcie Apple pre PIDE pristup

parameter | hodnota
o 0.388903
S 0.057611
0 0.195386
A 4.983756
¢ 0.890618

Vyznam odhadnutych parametrov je nasledovny: volatilita akcie & méa priblizne

hodnotu 0.39 a volatilita Brownovej zlozky Lévyho procesu ¢ je 0.89. Akcia skace pri-
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blizne 4.98-krat rocne a skokom sa zvysi hodnota akcie o 5.76%, pricom Standardna
odchylka skokov je 0.1954.

Pre Black-Scholesov model potrebujeme odhadnut len volatilitu akcie. Ked'ze
prvé dva momenty su pre nami zvoleny Lévyho proces ceny akcie a geometricky
Brownov pohyb rovnaké, plati 635 = 0.388903.

Zvysné potrebné parametre sme nastavili na hodnoty: bezrizikova irokova miera

r = 0.05 a dividendova miera ¢ = 0.03.

Eurdpske call opcie

Vypocitali sme ceny eurdpskych call opcii pre akciu firmy Apple pomocou PIDE pris-
tupu a Black-Scholesovho modelu pre r6zne maturity 7" a realiza¢né ceny K a porov-
nali ich s trhovymi cenami. Zvolené parametre pre numeriku si: L = 2, n = 110 a
m = 100. Trhové hodnoty ceny opcie st oznacené symbolom ’0’, ceny opcie vypoci-
tané pomocou parcidlnej integro-diferencidlnej rovnice symbolom ’*’ a ceny vypoci-
tané pomocou Black-Scholesovho modelu symbolom ’+’. Z obrazkov 6.1, 6.2 a 6.3

vidime, Ze ceny z PIDE pristupu st presnejSie vzhfadom na trhové ceny.

OBR. 6.1: Ceny eurdpskej call opcie na akciu firmy Apple s maturitou 20.

janudra 2012
50 — :
o TRH
a0t ® + BS |
. + PIDE
0t g
B0} * .
3 E0F ® .
: 40 5
8 %
.ot > % .
o}t .
5
5% g |
58 5 s s

D 1 1
300 350 400 450
realizacna cena
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OBR. 6.2: Ceny eurdpskej call opcie na akciu firmy Apple s maturitou 17.
februdra 2012

90— T T

o TRH
s + B
& + PIDE

G0+ b

a0+ Y b
40+ $ )

CEna opcie

+
0t 6%

=
:
O+

1 1 1
300 350 400 450
realizagng cena

OBR. 6.3: Ceny eurdpskej call opcie na akciu firmy Apple s maturitou 16.

marca 2012
90 — . . ;
® & TRH
80 + BS
& + PIDE
70F & g
B0 - & .
2 P9
3 s0f + .
- i
Z +
< 40} g
2 &
30k 6 ¢+ N _
O$ * 4
20 O 4 4 -
CE Ty
o]
10t o r i 1
o 5
1 1 1 1
300 350 400 450

realizatna cena

Ceny opcii vypocitané pomocou PIDE pristupu maju vo vSetkych pripadoch nizsiu
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relativnu odchylku od trhovej ceny ako ceny opcii vypocitané Black—-Scholesovym
modelom. Tabulky hodnét opcii pre r6zne maturity 7' a realizacné ceny K s re-

lativnymi odchylkami od trhovych cien uvddzame v Dodatku A.

Americké call opcie

V tejto Casti ocenime americku call opciu na akciu spolo¢nosti Apple pomocou nume-
rickej aproximdcie parcidlnej integro-diferencidlnej rovnice a numerickej aproximacie
Black-Scholesovej rovnice. VyuZzitim podmienok (2.12) a (2.13) upravime numerickd

schému odvodent v casti 6.1. Pre okrajové podmienky plati
okrajovd podmienka = max (okrajovd podmienka, transformovany payoff)
a pre kazdu iteraciu
hodnota iterdcie = max (hodnota iteracie, transformovany payoff).

Anualizované parametre vstupujuce do numerickej schémy sa rovnaké ako v pri-
pade eurdpskych call opcii, pricom pre mriezku siefovych bodov sme zvolili hodnoty
parametrov: L = 10, n = 3000 a m = 3000. Pre vypoctovu ndro¢nost uvadzame

vysledky len pre niektoré realiza¢né ceny s maturitu opcie 20. janudra 2012.

TABULKA 6.2

Porovnanie cien americkych call opcii na akciu Apple vypocitanych pomocou Black—

Scholesovho modelu a PIDE pristupu s maturitou 20. janudra 2012 a cenou akcie 381.02%

realiza¢nd cena || BS cena | PIDE
320 63.73 | 64.16
330 54.42 | 54.45
340 45.79 | 45.26
350 37.91 | 36.89
360 30.85 | 29.43
370 24.63 | 22.94
380 19.29 | 17.44
390 14.81 12.92
400 11.14 9.33
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OBR. 6.4: Ceny americkej call opcie na akciu firmy Apple s maturitou 20.

janudra 2012
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Zaver

Cielom diplomovej prace bola analyza nedostatkov Black—Scholesovho modelu a oce-

nenie opcii s podkladovym aktivom riadenym Lévyho procesom.

V KAPITOLE 3 sa zaoberdme nepresnostami Black-Scholesovho modelu. Zamerali
sme sa na poruSenie predpokladov modelu a pomocou Statistickych testov a grafickej
analyzy sme na redlnych datach ukdzali, Ze vynosy cien akcii sa nespravaju podla
normalneho rozdelenia a volatilita podkladového aktiva nie je konStantna v Case.

Lévyho procesom, ktoré lepsie popisuju vyvoj ceny podkladového aktiva ako (geo-
metricky) Brownov pohyb, sa venujeme v KAPITOLE 4. Predstavili sme ich zakladné
vlastnosti a konkrétne Lévyho procesy, ktoré su v praci pouzité.

V KAPITOLE 5 sme uviedli r6zne moznosti ocenenia opcii s podkladovym aktivom
riadenym Lévyho procesom. Zamerali sme sa na ocenenie opcie pomocou parcidlnej
integro-diferencidlnej rovnice, pri¢om proces ceny akcie S; = Sye""9"+7Lt sme up-
ravili tak, aby bol Lévyho proces porovnatelny s Wienerovym procesom. Ich prvé dva
momenty su teda rovnaké: strednd hodnota je 0 a variancia je ¢.

V KAPITOLE 6 sme pomocou numerickej schémy aproximovali odvodenu parcidlnu
integro-diferencidlnu rovnicu. Za Lévyho proces sme zvolili skokovo-diftizny proces a
aplikovali schému na realne data akcie spolo¢nosti Apple. Vypocitali sme ceny europ-
skych a americkych call opcii a ndsledne sme porovnali ceny eurdpskej call opcie pre
rozne realizacné ceny K a rozne maturity 7 vypocitané pomocou parcidlnej integro-
diferencidlnej rovnice a Black-Scholesovho modelu s trhovymi cenami. Ceny vypoci-
tané pomocou parcidlnej integro-diferencidlnej rovnice mali vo vSetkych pripadoch
nizsiu relativhu odchylku ako ceny vypocitané na zaklade Black-Scholesovho mode-

lu.

56
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V diplomovej praci sme ukazali opodstatnenie pouzitia Lévyho procesov na mo-
delovanie vyvoja ceny podkladového aktiva. Pri aplikacii modelu na trhové data
vsak pre vyssie hodnoty expira¢nych cien dochddza k vysokej relativnej odchylke od
trhovych cien. V otazke korektného (presného) ocenovania opcii tak nad’alej zostava

priestor na d’alsi vyskum.



DODATOK A

Tabulky cien opcii

V tejto Casti uvadzame trhové hodnoty ceny eurdpskej call opcie na akciu Apple, ako
aj hodnoty opcii tejto akcie vypocitanych v casti 6.2.2 pomocou parcidlnej integro-
diferencidlnej rovnice a Black—-Scholesovho modelu pre r6zne realizacné ceny K a
rozne maturity 7. V tabulkach A.1, A.2 a A.3 uvadzame pre lepSie porovnanie pres-
nosti PIDE pristupu a Black-Scholesovho modelu aj relativne odchylky cien opcii od
trhovych cien, pricom vzorec pre relativhu odchylku je:

VTRH - V;

i = PIDE, BS.
Vrre

TABULI’KA A.1

Porovnanie trhovych cien eurdpskych call opcii na akciu firmy Apple s maturitou 20. janudra

2012 s cenami vypocitanymi pomocou Black-Scholesovho modelu a PIDE pristupu

’ realiza¢nd cena H trhova cena ‘ BS cena ‘ rel. odchylka BS ‘ PIDE ‘ rel. odchylka PIDE ‘

300 81.50 81.69 -0.23% 81.50 0.00%

310 71.48 72.09 -0.85% 71.76 -0.39%
320 61.88 62.76 -1.42% 62.21 -0.53%
330 52.40 53.81 -2.69% 52.99 -1.13%
340 43.68 45.37 -3.87% 44.24 -1.22%
350 35.20 37.58 -6.76% 36.14 -2.67%
360 27.44 30.55 -11.33% 28.83 -5.07%
370 20.66 24.35 -17.86% 22.43 -8.57%
380 15.05 19.02 -26.38% 17.00 -12.96%
385 12.51 16.68 -33.33% 14.66 -17.19%
390 10.30 14.56 -41.36% 12.55 -21.84%
400 6.75 10.92 -61.78% 9.02 -33.63%
410 4.20 8.03 -91.19% 6.31 -50.24%
420 2.55 5.79 -127.06% 4.30 -68.63%
430 1.54 4.09 -165.58% 2.85 -85.06%
440 1.00 2.84 -184.00% 1.85 -85.00%
450 0.64 1.93 -201.56% 1.17 -82.81%
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TABUL’KA A.2

Porovnanie trhovych cien eurdpskych call opcii na akciu firmy Apple s maturitou 17. februdra

2012 s cenami vypocitanymi pomocou Black-Scholesovho modelu a PIDE pristupu

’ realizacna cena H trhova cena ‘ BS cena ‘ rel. odchylka BS ‘

PIDE | rel. odchylka PIDE |

300 82.80 83.26 -0.56% 82.57 0.28%
310 73.65 74.29 -0.87% 73.33 0.43%
320 64.75 65.70 -1.47% 64.44 0.48%
330 55.35 57.57 -4.01% 55.98 -1.14%
340 47.55 49.96 -5.07% 48.06 -1.07%
350 39.94 42.93 -7.49% 40.74 -2.00%
360 33.15 36.52 -10.17% 34.10 -2.87%
370 26.74 30.76 -15.03% 28.17 -5.35%
380 21.00 25.65 -22.14% 22.97 -9.38%
385 18.57 23.34 -25.69% 20.64 -11.15%
390 16.27 21.18 -30.18% 18.48 -13.58%
400 12.25 17.32 -41.39% 14.68 -19.84%
410 8.90 14.04 -57.75% 11.51 -29.33%
420 6.47 11.27 -76.09% 8.92 -39.38%
430 4.45 8.96 -101.35% 6.82 -53.26%
440 3.15 7.07 -124.44% 5.16 -63.81%
450 2.15 5.53 -157.21% 3.86 -79.53%

TABUL’KA A.3

Porovnanie trhovych cien eurépskych call opcii na akciu firmy Apple s maturitou 16. marca

2012 s cenami vypocitanymi pomocou Black-Scholesovho modelu a PIDE pristupu

’ realizacna cena H trhova cena ‘ BS cena ‘ rel. odchylka BS ‘

PIDE | rel. odchylka PIDE |

300 84.53 85.25 -0.85% 84.04 0.58%

310 75.65 76.80 -1.52% 75.28 0.49%

320 67.20 68.75 -2.31% 66.90 0.45%

330 58.70 61.14 -4.16% 58.97 -0.46%
340 51.26 54.03 -5.40% 51.55 -0.57%
350 43.85 47.44 -8.19% 44.69 -1.92%
360 37.10 41.38 -1.54% 38.42 -3.56%
370 30.90 35.86 -16.05% 32.75 -5.99%
380 25.20 30.89 -22.58% 27.68 -9.84%
385 22.90 28.60 -24.89% 25.37 -10.7%
390 20.35 26.44 -29.93% 23.21 -14.05%
400 16.20 22.50 -38.89% 19.29 -19.07%
410 12.45 19.04 -52.93% 15.92 -27.87%
420 9.75 16.02 -64.31% 13.03 -33.64%
430 7.35 13.40 -82.31% 10.59 -44.08%
440 5.45 11.16 -104.77% 8.54 -56.70%
450 4.00 9.24 -131,00% 6.84 -71.00%
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