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Abstrakt

Bc. Matus Zatko, Analytické a numerické metody ocenovania installment opcii, Univerzita
Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej
matematiky a statistiky, veduci bakalarskej préace prof. RNDr. Daniel Sevéovic, CSc., Bra-
tislava 2012.

Installment opcia je finan¢ény derivat, ktorého cena je vyplacana v pravidelnych
platbéach pocas celého trvania kontraktu. Diplomovéa préaca sa zaobera spojitymi installmet
opciami eurdpskeho typu, ktorych ocefiovanie je spojené s hfadanim volnej hranice pred-
¢asného uplatnenia. Téato hranica je v mnohych ohladoch podobné volnej hranici pred-
¢asného uplatnenia americkych opcii, a preto sme na jej odvodenie pouzili aproximaé¢ni
metodu prevzati od Zhua, ktory pomocou tejto metddy odvodil aproximaéni formulu pre
vypocet volnej hranice americkych predajnych opcii. Metoda aplikuje Laplaceovu trans-
forméaciu na parcialnu diferencidlnu rovnicu Black-Scholesovho typu spolu s prislusnymi
ohrani¢eniami. Prave transformovanie ohrani¢eni na volnej hranici vyZzaduje aproximacny
pristup. Na rozdiel od prace Zhua sme boli nuteny pouZit aproximéciu aj na rieSenia vol-
nej hranice v priestore Laplaceovej premennej. Navrhli sme dve mozné aproximacie, pre
ktoré sme pomocou inverznej Laplaceovej transformécie vyjadrili aproximacné formuly na

vypocet volnej hranice predéasného uplatnenia.

Krlucové slova: installment opcia, volna hranica predcasného uplatnenia, Laplaceova

transformécia, americkd predajna opcia



Abstract

An installment option is a derivative financial security where price is paid in regular
installments during period of the contract. The work is concerning continuous installment
options of European type, which pricing is connected with finding free boundary of early
exercise. This boundary is similar to the free boundary of American options and therefor
we used approximation method made by Zhu, who used this method to deduce approxi-
mation formula for the optimal exercise boundary of American put options. The method
applies Laplace transform to the partial differential equation of Black-Scholes type together
with corresponding constraints. Especially, transformation of constraints on free boundary
needs approximation approach. In contrast to the work by Zhu we were also forced app-
roximate free boundary in the Laplace space. We suggested two possible approximations.
Then we deduced approximation formulas for counting free boundary of continuous put

installment options by using inverse Laplace transform.

Key words: installment option, free boundary, Laplace transform, American put option



Predhovor

Cielom diplomovej prace je skimat a ocenit installment opcie. Zo vSetkych installment
opcii sme sa rozhodli zaoberat spojitymi predajnymi installment opciami eurépskeho typu.
Installment opcie nie sa len finanéné nastroje obchodované na finanénych trhoch a sla-
ziace na zabezpecovanie portfolii, ale daji sa aplikovat aj v inych oblastiach finanéného
sveta. Preto je dolezité vediet ich ocenit. V préci rieSime tento problém pristupom prevza-
tym od Song-Ping Zhua, ktory vymyslel metoédu na oceniovanie americkych opcii. Préaca
sa zameriava na rieSenie problému hladania voInej hranice predcasného uplatnenia spoji-
tych installment opcii. Prave najdenie volnej hranice je kli¢om k oceneniu takéhoto typu
opcii. Vysledkom préace st dve analytické aproximac¢né formuly na vypocet volnej hranice

predc¢asného uplatnenia.

Pod akovanie

Touto cestou by som sa rad podakoval svojmu vedicemu diplomovej préace prof.
RNDr. Danielovi Sevéovicovi, CSc. za jeho vedenie, odborné rady a ¢as, ktory mi venoval

pri pisani tejto diplomovej prace.
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Uvod

Opcia je zmluva medzi vypisovatelom (predévajucim) a drzitelom (kupujucim), ktora
dava prévo, ale nie povinnost ztacastnit sa konkrétnej finan¢nej transakcie s vypisovatel om
v stanoveny datum alebo pred stanovenym datumom. Vacsina opénych kontraktov dava
pravo kiupit alebo predat podkladové aktivum za vopred stanoveni cenu nazyvanu expi-
ra¢na cena. Takéto opcie st vypisované na cenné papiere, akcie, indexy na akcie, vymenné
kurzy, ako aj na komodity. Opcia davajica pravo kupit podkladové aktivum sa nazyva
kapna (call) opcia, naopak opcia davajuca pravo predat podkladové aktivum sa nazyva
predajné (put) opcia.

Opcie existuju z mnozstva pricin. Zakladnymi z nich st: zaistovanie (hedging) portfolit,
kde sa investor chrani proti fluktuaciam ceny podkladového aktiva; Spekulacie, kde inves-
tor "hazarduje"s ndhodnymi fluktuaciami ceny podkladového aktiva; vytvaranie prijmov,
kde investor vypisuje opcie v nédeji, ze taka opcia nebude nikdy uplatnena. Opcie st tak-
tiez uzitocné na odhadovanie cien podkladovych aktiv, ¢o znamené, Zze mozu poskytnut
informaciu o buducich cenach podkladovych aktiv z pohl'adu trhu.

Opcie moZno rozdelit do niekolkych skupin podla ¢asu a spésobu uplatnenia. Prvou
skupinou st opcie eurdépskeho typu, ktoré mézu byt uplatnené iba v presne stanovenom
Case, nazyvanom expiracny ¢as. Druhou velkou skupinou st opcie amerického typu, ktoré
na rozdiel od eur6pskych opcii mozu byt uplatnené kedykolvek do ¢asu expiracie. Exis-
tuje este viacero menej ¢astych opcii, taktiez nazyvanych exotickymi typmi opcii. Patria
sem napriklad perpentudlne opcie (opcie amerického typu bez ¢asu expirécie), bermudan
opcie (mézu byt uplatnené iba v koneénom pocte terminov), azijské opcie (zavisia nielen
od ceny podkladového aktiva, ale aj od historického vyvoja), bariérové opcie (stracaji
platnost ak cena podkladového aktiva dosiahne ur¢ita bariéru), bindrne opcie (vyplata je
bud jedna alebo nula v zéavislosti od ceny podkladového aktiva), a mnoho dalsich. PouZi-
vanie jednotlivych opcii nie je viazané geografickou polohou obchodovania. Teda eurdpske
opcie st obchodované aj v USA a naopak. V USA je najviac zastiipeny obchod s opciami
amerického typu, ale v ostatnych ¢astiach sveta sa obchodovanie s réznymi typmi opcif
lisi z krajiny na krajinu. Napriklad vo Franctuzku sa obchoduje na MONEP (Marché des
Options Negogiables de Paris), kde vicsina kratkodobych opcii je amerického typu, za-
tial ¢o vacsina dlhodobych opcii je europckeho typu. V Japonsku st opcie obchodované v
Osake, viac ako na Tokyo Stock Exchange, kde 99, 5% opcnych transakcii je eurdpskeho
typu. Na belgickej burze BELFOX (Belgian Futures and Options Exchange) si najviac
zastipene obchody s americkymi opciami.

Vécsina opcii obchodovanych na burzach vyplaca penazné zisky a nie konkrétne pod-



kladové aktivum. Cize, ak drzitel uplatni napriklad kipnu opciu nedostane podkladové
aktivum, ale peniaze, zodpovedajice aktuélnemu platobnému (pay-off) diagramu. Pla-
tobny diagram znéazornhuje zisk alebo stratu v zavislosti od aktuélnej ceny podkladového
aktiva a expiracnej ceny. Rozne opcie maji rozne platobné diagramy. Najcastejsie obcho-
dované opcie, nazyvané aj jednoduché (vanilla) opcie, maju platobny diagram dany ako
maximalnu hodnotu z nuly a rozdielu ceny podkladového aktiva a expiracnej ceny pre
kipnu opciu a ako maximalnu hodnotu z nuly a rozdielu expira¢nej ceny a ceny podkla-
dového aktiva pre predajnu opciu.

V 70-tych rokoch napisali Black a Scholes [13] a Merton [14] prace, v ktorych odvodili
slavnu Black-Scholesovu formulu, pomocou ktorej boli schopni ocenit jednoduché europske
opcie. Tuto formulu je mozné upravit na ocenovanie velkého mnoZstva exotickych opcii
eurdpskeho typu. AvSak, ziadna takato formula neexistuje na ocenovanie opcii amerického
typu. Ocenenie tychto opcii je omnoho zlozitejsie ako ocenovanie eurdpskych opcii, pre-
toze moznost pred¢asného uplatnenia psosobuje, ze investor sa musi rozhodovat nielen ¢i
uplatnit opciu, ale aj kedy ju uplatnit.

V tejto préaci sa budeme zaoberat jednym Specifickym typom opcii nazyvanym install-
ment opcie. Pre vacsinu opcii plati, Ze pri uzavreti kontraktu zaplati investor vstupny
poplatok za opciu, ktorého hodnota by sa mala v bezarbitraznom svete rovnat ocaka-
vanej sucasnej hodnote vyplatného diagramu v ¢ase expiracie. Installment opcie maja
trochu iné pravidla. Vstupny poplatok je rozdeleny medzi viacero platieb, vyplacanych v
pravidelnych intervaloch (zvy¢ajne mesacne, stvrtrocne). Ak investor chce tento kontrakt
zachovat platny, musi pravidelny poplatok zaplatit. Ak investor platil vSetky poplatky
pocas trvania kontraktu, vypisovatel je povinny predat (resp. kipit) podkladové aktivum
za dohodnutul cenu. Drzitel ma v8ak pravo kedykolvek prestat poplatky platit, avsak ak
tak spravi, kontrak prestéava existovat. Drzitel tym padom prichddza o svoje predcha-
dzajuce platby v prospech vypisovatela. V bezarbitraznom svete by sa mala oc¢akavana
stcasna hodnota buducich platieb rovnat ocakavanej sucasnej hodnote vyplatného dia-
gramu opcie. Pre takéto opcie je celkova prémia vicsia ako prémia jednoduchej opcie. To
je spodsobené dodato¢nou moznostou drzitela ukond¢it kontrakt predc¢asne, bez zaplatenia
celkovej opénej prémie. Takyto druh opcie je zaujimavy pre investora, ktory je ochotny
priplatit za moznost ukoncenia kontraktu v pripade, Ze jeho pozicia se stava nevyhodnou.

Vo finanénom svete sa stretdvame s mnozstvom kontraktov pripominajucich install-
ment opcie. Prikladom mozu byt zmluvy Zivotného poistenia, kde poisteny plati pravi-
delné poplatky, vymenou za finanénu podporu v zlej Zivotnej situécii. Dalsim prikladom
moze byt viacturoviiovy kapitalovy projekt, pocas ktorého treba rozhodovat o tom, ¢i je vy-

hodné v projekte pokracovat alebo projekt zrusit. Zaujimavym prikladom viacstupnovych



projektov, opisanom v [15], je vyvoj nového lie¢iva farmaceutickou spolocnostou. Prvé
naklady na vyskum a vyvoj a neskoér néklady na testovanie lie¢iva mozu byt povazované
za poplatky installment opcie. Iny priklad mozeme hladat v oblasti Statnej vojenskej ob-
rany, kde st zakonodarcovia ¢asto stavany pred rozhodnutie, ¢ pokracovat vo financovani
projektov alebo nie.

Pozname viacero druhov installment opcii. Najjednoduchsim prikladom takejto opcie
je takzvané zlozené opcia, Co je opcia na opciu a moze byt povazovana za installment opciu
s dvomi platbami. Installment opcie moézeme delit podobne ako jednoduché opcie podla
toho ¢i investor chce kipit alebo predat podkladové aktivum na kiapne (call) alebo predajné
(put) installmet opcie. Taktiez moézu byt delené na installment opcie eur6pskeho typu ak
je mozné uplatnit opciu iba v expira¢nom c¢ase a na installment opcie amerického typu
ak je mozné uplatnit opciu kedykolvek do ¢asu expirdcie. Dolezitym znakom installment
opcii je sposob vyplacania platieb. Ak st platby vyplacané v pravidelnych intervaloch
kone¢ny pocet krat, hovorime o diskrétnych installment opciach. Pre takéto opcie nemusi
byt poplatok v kazdy platobny den rovnaky. Musi byt vSak vopred stanoveny. Existuju
vsak installment opcie, ktorych prémia je vyplacana spojito v kazdom cCase pocas trvania
opcie. Takymto opcidm budeme hovorit spojité installment opcie. Tato préaca sa bude
zaoberat prave spojitymi installment opciami eurépskeho typu.

Problematikou installment opcii sa zaujima neméalo poprednych vedeckych pracovnikov
po celom svete. O tejto problematike bolo napisanych viacero prac, z ktorych spomeniem
Deakin vyuzili Laplaceovu transforméciu na odvodenie integralnej rovnice zavislej na vol-
nej hranici, a nasledne tito rovnicu skumali. Asymtotickou analyzou tejto rovnice dokazali
popisat spravanie volnej hranice blizko expiracie. Kimura [4] taktiez vyuzil Laplaceovu
trasforméciu na vypocet parcidlnej diferencidlnej rovnice popisujicej spravanie install-
ment opcii. Na vypocet inverznej Laplaceovej trasformécie vyuzil numerické metody a
tym dokézal vypocitat hodnotu installment opcie ako aj polohu volnej hranice pred¢as-
ného uplatnenia. Ciurlia [5] vo svojom ¢lanku vyuziva Fourierovi trasforméaciu, pomocou
ktorej ziskal rekurzivnu integralnu rovnicu pre volnu hranicu. Na zéklade tychto vysled-
kov navrhol univerzalny systém, ktory zovSseobecnuje existujice metody a je schopny riesit
Siroky ramec monoténnych vyplatnych funkeii a spojitych platobnych planov. V préaci (3]
vytvorili Mezentsev a Pomelnikov prehlad installment opcii a popisali zakladné metody

ocenovania tychto opcii.



1 Matematickad formulacia tilohy

Definicia 1. [5] Spojita installment opcia vypisana na expiracni cenu E podkladového
aktiva ceny S s maturitou v ¢ase T" a so spojitym platobnym pldnom opisanym platobnou

mierou L je finan¢ny derivat definovany nasledujicimi pravidlami:

e drzitel v ¢ase uzavretia kontraktu zaplati vopred stanoveny poplatok a potom spojito
vyplaca zvysné prémie v hodnote danej platobnou mierou L za jednotku ¢asu pocas
zivotnosti opcie, aby si zachoval pravo kupit (call) alebo predat (put) podkladové
aktivum v stanovenom expira¢nom ¢ase T' (eur6psky typ) alebo kedykol'vek do ¢asu

expiracie T' (americky typ).

e drzitel nie je povinny pokracovat v plateni prémii do Casu expiracie. Ma préavo za-

stavit platby, a tym ukon¢it kontrakt bez podlznosti na oboch stranéch.

Poznamenajme, 7Ze drzitel eurdpskej spojitej installment opcie moze ukoncit kontrakt
iba vtedy, ak zastavi platby, zatial ¢o drzitel americkej installment opcie moze ukonéit
kontrakt dvomi sposobmi. Bud prestane platit prémie, alebo sa rozhodne opciu uplatnit.
Podstatna vlastnost spojitych installment opcii spoc¢iva v tom, bez ohladu na typ uplat-
nenia, ze drzitel ma moZnost ukoné¢it kontrakt kedykol'vek do maturity, ¢oho doésledkom
je nutnost poznat takzvani hranicu pred¢asného uplatnenia. Je to funkcia zavisla od ceny
podkladového aktiva a ¢asu, udévajica, ¢i je optimélne prestat platit prémie a tym ukonéit
kontrakt.

1.1 Black-Scholesova rovnica pre ocenovanie installment opcii

12], [3], [4] Uvazujme standardny Black-Scholesov model, kde cena opcie je dana geome-
trickym Brownovym pohybom
ds _ pdt + odW, (1)
t
kde p je ocakdvany vynos, o je volatilita aktiva a dW je Standardny Brownov pohyb v
riziko-neutralnom pravdepodobnostnom priestore.
Cena V = V/(S,t, L) spojitej installment opcie zavisi od ¢asu ¢, od ceny podkladového
aktiva S a od platobnej miery L. V ¢ase dt zaplati drzitel opcie prémiu Ldt, aby mohol v
kontrakte pokracovat. Pouzitim Itovej lemy na odvodenie zmeny ceny spojitej installment

opcie dostaneme

L(OV OV 1, 0V oV



Budeme uvazovat portfoélio, ktoré obsahuje spojitu installment opciu a —A podkladovych
akeif

II=V—-AS.

Prirastok hodnoty portfélia moézeme teda vyjadrit nasledovne
dll = dV — AdS. (3)

Dosadenim (1) a (2) do (3) dostaneme

N oV 1 ,,0% oV
dH-(r(aS A)+8t 0’5 L)dt+o—S<aS A)dW.

Aby sme odstranili ndhodnu ¢ast rovnice, dosadime A = g—‘é. Tym péadom je portfolio
bezrizikové a musi mat vynos r, aby sme zabranili arbitraznej prilezitosti
ov OV 1 0V
rV—r—~S=— 25 2 — L.
a8 015 252
Nakoniec dostdvame nehomogénnu Black-Scholesovu parcialnu diferencidlnu rovnicu pre
oceniovanie spojitych installment opcii.
av 1 0?V ov
252 +rS— —rV = L. (4)
8t 05? oS
Tato rovnica je vlastne Black-Scholesova rovnica s pravou stranou L, kde L je platobna
miera. Po transformécii ¢asu na c¢as od expiracie 7 =T" — ¢t dostaneme
o?V v

8V 1 522 B
87’ S@SQ T’S%—TV—L. (5)

1.2 Ohranicenia Black-Scholesovej rovnice a hranica predc¢asného

uplatnenia

Uvazujme installment opciu na expiracnt cenu FE, ktorej expirdcia vyprsi v case T Da-
lej uvazujme, Ze podkladové aktivum nevyplaca Ziadne dividendy a drzitel opcie vypléaca
platby mierou L. Urokova miera r a volatilita podkladového aktiva o s konstantné. Po-
dobne ako v pracach [2] [3], [4] sa pokusime odvodit ohrani¢enia Black-Scholesovej rovnice
a podmienky na hranici pred¢asného uplatnenia.

Moézeme si vSimnut, ze platobny diagram installment opcie drzanej do maturity je

rovnaky ako platobny diagram klasickej eurépskej opcie, a to max(S — E,0) pre call a



max(E — S,0) pre put. Dostavame teda koncové ohranicenie v ¢ese expiracie

max{FE — 5,0}, e put,
V(S.T) = x{ }, pre pu ©)
max{S — E£,0}, pre call.

Rovnica (4) je pre takato opciu platna v ¢éase t < T (7 > 0) a za podmienky, Ze je
optimélne pokracovat v plateni prémie. To znamend, Ze ak cena akcie prili§ klesne pre
call alebo prili§ stupne pre put, tak drzitel opcie prestane platit prémiu a kontrakt bude
ukonc¢eny. Hranica, ktord udava, ¢i je optimalne pokracovat v plateni prémie, sa nazyva
volna hranica pred¢asného uplatnenia. Budeme ju oznacovat S (t). Privlastok "volna"ma
preto, lebo jej tvar nepozname a musi byt hladany spolu s cenou opcie. Nasou tlohou je
teda vyriesit rovnicu (4) pri vhodnych ohrani¢eniach na volnej hranici.

Drzitel opcie bude platit prémiu dovtedy, kym ¢ista sucasna hodnota oc¢akavaného
vyplatného diagramu je vyssia ako stucasna hodnota budtcich platieb, ¢o znamena, Ze
opcia bude mat kladnu ¢isti sucasni hodnotu. To vedie k ohrani¢eniu, Ze cena opcie
nesmie byt nizsia ako nula

V(S,7)>0. (7)

Na druhej strane, moZnost nechat kontrakt zaniknut nés privadza k volnému ohranice-
niu, ktoré rozdeluje oblast, kde je optimélne pokracovat v kontrakte, od oblasti, kde je
optimalne nechat kontrakt zaniknut. Toto ohrani¢enie je v mnohych ohladoch podobné
optimélnej hranici pred¢asného uplatnenia pre americké opcie, skiimanej v pracach [1],
[6]. Treba podotknut, Ze drzitel pokracuje v platbach, ak cena podkladového aktiva je nad
volnou hranicou pre call a pod volnou hranicou pre put.

Napriek tomu, Ze nepozname presny tvar hranice predéasného uplatnenia, vieme sfor-
mulovat niekol'ko zékladnych vlastnosti. Po prvé, ak cena akcie dosiahne volnu hranicu,
investor vymeni portfolio obsahujtce opciu za nulové portfolio (necha kontrakt zaniknut).
Takato podmienka nam hovori, Ze hodnota opcie zanikd na volnej hranici. Ak by sme

oznacili volnu hranicu ako S = Sy(7), potom na volnej hranici plati
V(Sy(r),7) = 0. (8)

Po druhé, vieme odvodit deltu opcie (derivaciu podla ceny) na volnej hranici. Pretoze

hodnota opcie musi byt podla [2| hladké spojita funkcia, na volnej hranici dostavame

ov
S5 (8, 7) =0, )



Ohranicenie (9) mozeme odvodit pomocou finan¢nej uvahy pochadzajucej od Mertona
[12], ktory tuto uvahu vyuZzil na odvodenie ohranic¢enia americkej opcie. Na zaklade tejto
tuvahy musi byt cena installment opcie dané ako maximalna hodnota spomedzi vsetkych
cien installment opcii, ktorych hranica pred¢asného uplatnenia je nejakd spojita funkcia
casu, t.j.

V(S,7) = max V(S,t;n),
n

kde maximum prebieha cez vSetky mozné kladné spojité funkcie n : [0,7] — Rt a
V(S,t;n) je cena opcie dana ako rieSenie Black-Scholesovej rovnice na ¢asovo premen-
livej oblasti 0 < 7 < T, spliiajtica terminalovii podmienku a ohrani¢enie na volnej hranici
V(n(r),7;n) = 0. Funkcia pred¢asného uplatnenia installment opcie je potom prislusnym
argumentom maxima vyssie uvedenej variac¢nej tilohy. Jedné sa skutoc¢ne o varia¢ni tlohu,
pretoze hladame maximum funkcionalu n +— V' (S, 7; 1) definovaného na nekoneénorozmer-
nom priestore vSetkych spojitych funkcii. Nutna podmienka nadobtdania extrému tohoto
funkcionalu nam dava, ze Fréchetova derivécia funkcionalu V' (S, 7; 1), t.j. linedrny operator
D,V (S,1;m): C([0,T]) — R, je nulovy v bode n = Sy. Teda

D,V (S,1;57)¢ =0, pre kazdua funkciu & € C([0,77),

kde C([0,T1]) je priestor vSetkych spojitych funkcii na intervale [0,7]. Nech 7 € [0,T) je
pevne zvoleny ¢as. Kedze pre kazdu funkciu n € C([0,7]) plati V(n(7),7;n) = 0, potom
derivovanim tejto identity podla funkcie n v smere £ € C([0,7]) dostaneme pre kazdé
7€ (0,7):

d%o - d%[vm(f),r; 7]
%

= %(n(f), Ti)E(T) + DV (n(r), 7, )€ = 0.

S vyuzitim identity D,V (S,7;Sf){ = 0 pre argument maxima 1 = Sy potom dostavame
9e(S¢(7), 73 54)n() = 0. Funkcia & € C([0,T]) bola Iubovolné, a preto musi platit, Ze hra-
nica pred¢asného uplatnenia installment opcie a cena installment opcie spliaji hrani¢na

podmienku (9)
ov
—(S¢(1),7) =0
55 (S5 7)
Po tretie, pozname polohu volnej hranice v ¢ase expiracie 7 = 0. Pre oba pripady, call
aj put, je to

S;(0) = E. (10)



Da4 sa to vyvodit nasledovne. Pre predajni opciu (put) je vyplatny diagram v dobe expi-
racie max(FE — 5,0), teda ak S < E, opcia je v pozicii in-the-money. O¢akavany vynos z
in-the-money opcie dostato¢ne blizko k expirécii presiahne naklady na vyplatenie zostava-
jucej prémie. Naopak, ak mame out-of-the-money put opciu (S > E), potom ak zoberieme
hodnotu opcie ako funkciu ¢asu pri fixovanej cene akcie S > FE, dostaneme, Ze hodnota
opcie aj jej theta (derivacia hodnoty funkcie podla ¢asu) ida k nule, ak sa blizime k expi-
racii. To znamené, Zze ocakavany vynos klesé rychlejsie ako zostavajice platby. Blizko ku
expiracii bude o¢akévany vynos z out-of-the-money opcie nizsi ako naklady na vyplatenie
zostavajucej prémie. Podobné argumenty mozu byt pouzité aj pre kapnu (call) opciu, a
preto pre obe plati, Ze volna hranica za¢ina na S = F v ¢ase 7 = 0. Hodnota platobnej
miery L nemd vplyv na polohu volnej hranice na zaciatku intervalu, ale méa vplyv na sklon
ohranicenia.

Ulohu oceiiovania spojitych installment predajnych resp. kupnych opcif mézeme for-
mulovat ako tlohu riesenia parcialnej diferencialnej rovnice (5) spolu s ohrani¢eniami (6),

(7), (8), (9), (10) nasledovne

(Vv 1, 0%V oV B
—E—l—?US W—O—TS%—TV—L,
V(5.0) = max{FE — 5,0}, pre put,
max{S — E,0}, pre call, (11)
V(s,7) <0,
V('Sf(T)vT):O? Sf<0):E7
oV
| T (s =0

1.3 Predajné installment opcie

[2]. Po odvodeni vSeobecnej tlohy ocefiovania spojitych installment opcii je potrebné uva-
zovat kupne a predajné opcie oddelene. V tejto préaci sa budeme zaoberat spojitou pre-
dajnou installment opciou eurépskeho typu.

Pre oby¢ajni predajni opciu je maximélny vynos v ¢ase expiracie rovny F. Ak by cas
expiracie iSiel do nekonetna 7 — oo, tak sucasnd hodnota tohto vynosu by isla k nule,
pretoze je diskontované bezrizikovou tirokovou mierou r. Rozdielne je to pre installment
opcie. Stucasna hodnota pre installment predajnt opciu sa blizi ku kladnej hodnote v tej
istej limite. Z toho sa da vyvodit, Ze pre 7 — oo, volna hranica predéasného uplatnenia
lezi na S = 0, a ostane na tejto hodnote pokial stcasnid hodnota zostavajucich prémii

(L/r)(1 — e ") nebude rovna sucasnej hodnote maximalneho vynosu Ee~"7. To nastane



ked e7"" = L/(L + rE), alebo

1 <L+7“E)
T=7,=—-1n .
r

L

Je zrejmé, ze ak L — oo, tak 7., — E/L — 0 a investor nebude nikdy drzat takato opciu.
Naopak, ak L — 0, tak 7. — oo a investor bude vzdy drzat takato opciu. Pre 7 > 7, je
stucasna hodnota zostavajicich prémii vyssia ako sticasné hodnota maximalneho vynosu, a
preto takyto finan¢ny nastroj nebude drzat ziaden racionéalny investor. Z uvedeného vieme,
7e pre predajni installment opciu sa volna hranica predéasného uplatnenia nachadza medzi
S=0kedT=7a8=F ked 7 =0. Balej vieme, Ze je optimélne pokracovat v
plateni prémii, ak S < Sy(7) a naopak, nechame opciu zaniknut, ak S > Sy(7). VoIna
hranica pred¢asného uplatnenia nie je, narozdiel od americkej opcie, monoténna. Je to
sposobené vplyvom dvoch roznych faktorov: suc¢asnou hodnotou oc¢akivaného vynosu a
stucasnou hodnotou ostavajucich prémii. Ak uvazujeme eurépsku predajnit opciu, ktorej
expirac¢né cena sa rovna cene podkladového aktiva S = E, potom ak sa vzdalujeme od ¢asu
expiracie, tak hodnota takejto predajnej opcie rastie. Tento rast sa v blizkosti expiracie
sprava ako /7. To nam hovori, Ze pre S = E, hodnota o¢akavaného vynosu spociatku rastie
rychlejsie ako hodnota prémii, ktoré treba zaplatit. VoIna hranica predcéasného uplatnenia
pre predajnu installment opciu spociatku stipa so zvySujicim sa 7, ak sa vzdalujeme od
doby expiréacie. To znamené, Ze sa oplati drzat aj ¢iasto¢ne out-of-the-money opciu. Avsak,
aby sa volna hranica dostala na hodnotu S = 0 v ¢ase 7 = 7, je potrebné aby v nejakom
bode voIna hranica zacala klesat. Tento bod bude maximom, ¢o oznac¢ime S = S,, > F,
a Cas, v ktorom sa nadobuda oznacime t,,. Od bodu S,, zacne volna hranica klest aZ
dosiahne hodnotu S = 0 v ¢ase 7 = 7,. Predpokladajme, Ze volna hranica pretne S = F

v case 7., kde 7, > t. > t,, > 0.



2 Volna hranica pred¢asného uplatnenia pre americké
predajné opcie podl'a Zhua

Z tlohy danej parcialnou diferencialnou rovnicou (5) spolu s ohrani¢eniami (6), (7), (8),
(9), (10) sa pokisime odvodit aproxima¢ni formulu pre vypoc¢et volnej hranice predcas-
ného uplatnenia (Odsek 3). Za tymto ucelom vyuZijeme postup, ktory vo svojom ¢lanku
navrhol Somg-Ping Zhu [1] na hladanie volnej hranice pred¢asného uplatnenia americ-
kych predajnych opcii. Tento postup je zalozeny na rieSeni parcialnej diferencidlnej rovnice
transformovanej pomocou Laplaceovej transforméacie do priestoru komplexnej premennej
p a naslednom spatnom transformovani rieSenia do priestoru ¢asovej premennej 7. Aby
bola rovnica v priestore p rieSitelna explicitne, je potrebné vyuzit aproximac¢ni metodu
na niektoré ohranic¢enia. V tejto ¢asti stru¢ne popiSeme postup tohoto riesenia.

V praci [1] bola navrhnutéa aproxima¢na metoda na rieSenie tlohy ocenovania americkej
predajnej opcie. Hlavnym cielom tejto tlohy je ziskat aproximacnu formulu pre hranicu
pred¢asného uplatnenia, ktort by bolo mozné nasledne pouzit na vypocet hodnoty ta-
kejto opcie. Tento postup sa pokiisime neskér napodobnit pri hTadani hranice predéasného
uplatnenia pre installment put opciu.

Ulohu oceilovania americkej predajnej opcie mozeme matematicky formulovat ako
tlohu vypocitat Black-Scholesovu parcidlnu diferencidlnu rovnicu

av 1 o?V v

oV L 9l V oV _
at+205852—|—7“585 rV =0,

pri okrajovych podmienkach

V(S,0) = max{E — S, 0},
lim V(S,t) =0,

S—o00

a podmienkach na volnej hranici S(¢)

V(Sy(t),t) = E — 54(t),

ov

—(S;(1),1) = —1,

S5 (S0,
kde V(S,t) je hodnota opcie v ¢ase t a pri cene podkladového aktiva S, E je expiracana
cena, o je volatilita podkladového aktiva a r je bezrizikova tdrokova miera.

Aby sme tento systém mohli riesit efektivne, zavedieme bezdimenzionélnu transforma-
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ciu premennych. Teda

V S 2 o2
!
V' = — — e (T -
E E T 4 ( t) 2

ol Q

Po dosadeni do systému a odstraneni vietkych apostrofov (kvoli prehladnosti) dostavame

(v LV v
—E‘FS W‘F'VS%_’VV—Q

V(Sy(7),7) =1—8(7),
g—g(sf(f),f) =1, (12)

lim V(S,7) =0,

S—o00

V(S,7) = max{l — S, 0},

\

kde v = fr—’z‘ mozeme povazovat za urokovd mieru vztahujicu sa k volatilite podkladového

aktiva. Nasledne definujeme novia funkciu U(S, 7) ako

V+S5S—-1, S<1
V, S >1,

U(S,t)=

a prepiSeme systém (12) na novy systém, ktory sa bude skladat z dvoch parcidlnych dife-

rencialnych rovnic, spolu s prislusnymi ohranic¢eniami.

(U | LU OU
— o+ S +155g — U =1,

or 552
U(Ss(1),7) =0,
(55(7),7) S;<S<1 (13)
W (5y(r).m) = 0
98 IV T
L U(S,0) =0,
oU 0 U B
—E—f‘s ﬁJrvS%—yU—O,
Jlim U(s,7) =0, Sp=1 (14)
U(S,0) = 0.

Moézeme si vSimnut, Ze pociatona podmienka v (13) je ovela jednoduchsia ako v systéme
(12). Ohranicenia na volnej hranici S = S¢(7) sa stali homogénnymi, avSak za cenu toho,
ze parcialna diferencialna rovnica v (13) sa stala nechomogénnou. Tieto zmeny nam ulahcia

proces rieSenia systému.
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Aby sme zachovali C! hladkt spojitost funkcie V' v smere premennej S a taktiez C!

hladku spojitost jej derivacie, je potrebné v bode S = 1 splnit nasledovné podmienky:

lim U  =limg 1+ U, (15)
S—1—
ou , 5
Sli)r{l* 75 = limg 1+ % +1, (16)

kde 17 znadi, Ze s S sa blizime k 1 zlava a 17 znadi, Ze s S sa blizime k 1 sprava.

Teraz vyuzijeme Laplaceovu transformaciu na systém (13)-(16). Zaklady Laplaceovej
transformacie si spomenuté v Apendixe A. Touto transforméciou prenaSsame premené z
priestoru realnej ¢asovej premmennej ¢t do priestoru komplexnej premennej p. Funkcie v

priestore Laplaceovej premennej p budeme oznacovat s pruhom. Napriklad, pre funkcie
U(S,7) a S¢(1) dostavame,

LU(S,T) = /000 e PTU(S, 1)dr = U(S,p), LSe(T) = /000 e PTS¢(T)dT = S;(p).

Po Laplaceovej transformécii sa systém (13)-(16) meni na systém obyc¢ajnych diferen-

cialnych rovnic s prislusnymi ohrani¢eniami. Dostavame

( d*U aU v
2 o _
— [pU — 0]+Sds2+75ds ~U ,
U(pSy,p) =0, (17)
dU
| 75 —=(pSy.p) =0,
d*U aU —
2 _
—[pU - 0]+ S dS2+WSdS +U =0, 18)

lim U(S,p) =0,
S—o00

U(1~,p)=U(1",p),
dU dU 1 (19)
Sl p) + —.
T5(17.p) = —=(17.p) p
MoézZeme si v8imnit, Zze odvodenie Laplaceovej transformécie pre diferencialne rovnice
v (17), pre podmienky spojitosti v (18) a pre limitné ohranicenie v (19) je priamociare.
Avsak, transformécia dvoch ohraniceni na volnej hranici v (13) vyzaduje vhodna aproxi-
maciu. Téato aproximacia je zaloZena na myslienke, Ze ak volna hranica predéasného uplat-
nenia sa pohybuje pomaly v porovnani s vyvojom ceny opcie, potom cenu akcie S mozeme
fixovat ako konstantu pocas Laplaceovej transformacie a moze byt nahradena Laplaceovou

transforméciou hranice pred¢asného uplatnenia S = Sy (t.j. LS = LS = % = S¢). Teda,

12



ak bude Laplaceova transformacia aplikovana na ohraniCenia s volnou hranicou S¢(7),

potom cenu akcie S v

EU(S,T):/ e PTU(S, T)dr,
0

mozeme nahradit volnou hranicou Sy(7) a vysledkom bude funkcia zavisla iba od para-
metra p. Preto moézeme ohranicenie U(Sy¢(7),7) v povodnom priestore ¢asovej premenne;
T aproximovat ohranienim U(S,p) = 0 s S = pS; v priestore Laplaceovej premennej p.
Podobne aproximujeme aj druhé ohranic¢enie na volnej hranici.

Riesenie diferencialneho systému (17)-(19) hladame v tvare

U _ D1S‘I1 + D25q2 — p(p"yf"y)’ Sf < S < 1,

D3S% + D, S, S >1,

(20)

kde ¢; a ¢o st korene charakteristickej rovnice homogénnej ¢asti prislusnej diferencialnej

11 1-7\?
Q1,2=Ti” 5 + (p+17),

a Dy, Dy, D3 a D, st tyri rozne komplexné konstanty, ktoré spliaju vietky ohranicenia.

rovnice

Pre jednoduchost moézeme konstanty q; a go pisat nasledovne

q172:bj: \/b2+(p—|—7)=bj: \/p+a2,

kde a = HTV ab= 1_77 MézZeme si vSimnut, Ze ak v je v intervale (0, 00), potom a je vzdy
kladné a b moze byt kladné aj zaporné. V skutocnosti sa b nachadza v intervale (—oo, 3).
Naviac, medzi a a b st nasledujice vztahy

a+b=1, a—b=nr, a> =0+ 7.

Da sa ukazat, ze pre vhodne zvolené p v inverznej Laplaceovej transformécii je realna
cast ¢ vzdy kladna a realna cast ¢o je vzdy zaporna. Preto D3 musi byt nulové, aby bolo

splnené limitné ohranicenie v (19).

13



Splnenie ohrani¢eni na volnej hranici a podmienok spojitosti vedie k ststave algebraic-

kych rovnic

g . Y
Di(pSH)T + Dy(pSy)®? = ,
Diqi(pSy)™ " + Daga(pSy)®2~" =0,
Y (21)
Di(1)" + Do(1)® — — 1 = D,
(1) 2(1) plp+v)

1
D1qi(1)™ + Daga(1)® = Daga(1)” + »

Pre tato ststavu (na rozdiel od sustavy (41) v odseku 3.2) existuje presné analytické
rieSenie. Teda optimalna hranica pred¢asného uplatnenia pre americkti predajnii opciu v

Laplaceovom priestore je
1

=l &

Vyraz (22) je z hladiska Studia americkych opcii dolezity, aj napriek faktu, Ze je zéavisly
od Laplacovej premennej p. Ak sa podari invertovat tento vyraz naspét do priestoru ¢asovej
premennej 7, dostali by sme analytické vyjadrenie pre hranicu pred¢asného uplatnenia, a
teda problém ocenenia americkej put opcie by sa stal podobny problému ocenenia eur6pske;
put opcie. Ulohou teda ostava nijst inverzni trasformaciu vyrazu (22).

Z definicie inverznej Laplaceovej transformacie a z (22) dostavame hranicu predéasného

uplatnenia v ¢asovej premennej 7

1

1 p+io00 epPT a
Sy(t) = / e { Vg )} dp
17

C2mi )i P Ly — (A

“Inl1 - ) (23)
" l v(b—\/p+a2)} d

1 //H-ioo epPT
=5 — eXp P,
27”’ H—100 p b + VP + a2

kde a = HT” ab= 1_77 Aby Laplaceova trasformacia tejto funkcie existovala, je nutné aby
S¢(p) bola analytickd na pravo od priamky Re(p) = u, kde p je vhodne zvolené kladné

2

¢islo. Pre integrovanu funkciu, okrem vetvy konciacej v bode p = —a”, existuje jeden

jednoduchy pol pre p = 0. Dalej potrebujeme zvolit p tak, aby Re(q1) > 0 a Re(g) < 0.

Plati, Ze na splnenie tychto podmienok stac¢i vybrat

w>0.
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Invertovat vyraz (23) pomocou beznych analytickych a numerickych metod je takmer
nemozné. Preto Zhu vymyslel nasledujtci postup. Aby sme vypoéitali integral (23), zo-
strojime uzavretu krivku tak, ako je naznacené na obrazku 1. C] je priamka prechadzajica
bodom Re(p) = i, kde i je zvolené kladné ¢islo. Cy a Cy st dve ¢asti velkého kruhu s po-
lomerom R bliziacim sa k nekone¢nu. Cy je naopak kruh s nekone¢ne malym polomerom a
stredom v bode p = —a?. C3 je priamka spajajtica koniec Cy a zaciatok Cj a je umiestnena
tesne nad zapornou realnou osou. Cj je priamka spajajica koniec Cy a zaciatok Cg a je
umiestnend tesne pod zapornou redlnou osou. Smer integracie je proti smeru hodinovych

ruciciek, ako je znézornené Sipkami na obrazku 1.

b Y
T M+ 100
Cy
Gy
p=20 Zz

_/,u—ioo

Obr. 1: Cyklus pouzity na vypocet inverznej Laplaceovej trasformacie

Podla reziduovej vety 8, méame

— p=pk

6 n
> / e Sy(p)dp = 2mi Y Res{e’S;(p)}
=1 Cj k=1

' [1 _ ﬂ] (24)
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kde n je celkovy pocet singularnych bodov vo vnutri uzavretej krivky Cy —Cs a Res,—p, {.}
je reziduum komplexnej funkcie vo vnutri zlozenych zatvoriek v bode p = pi. Integral
prisliichajtci j = 1 na lavej strane (24) je integral, ktory potrebujeme vypoéitat, aby sme
dostali inverzni Laplaceovu transforméciu Sy, tak ako je definované v (23).

D4 sa ukézat, Ze ak |p| — oo, potom |eP”S;(p)| — 0. Preto, podla Jordanovej lemy, sa
integraly na Cy a Cy vynuluju ak R — 0. Takisto, integral na Cy sa vynuluje ak polomer
C, dosiahne nulu, pretoze p = —a? nie je jednoduchy pol integrovanej funkcie epTgf(p).

Funkcia mé iba jeden izolovany jednoduchy pol v bode p = 0. Reziduum funkcie

e?’™S¢(p) v tomto bode mézeme vyjadrit ako

Res{e” S ()} = 1 (25)

Jediné netrivialne integraly, ktoré je treba vypocitat sa nachadzaju na priamkach C3 a
Cs. Na Cy, p+a® = pe'™ a\/p + a® = \/pe'z = i /p. Na druhej strane, na Cs, p+a® = pe™'"
a\/p+a®= \/ﬁe_’% = —i,/p. Dosledkom toho je, Ze sa vyrusi redlna cast integrovanych

funkcii na C3 a (5, a teda dostavame

ol [ e —In(1 + =22
Is + Iy = 2ie™ T/o o Im < exp = i\/ﬁy dp, (26)

kde Im{.} je imaginarna ¢ast komplexnej funkcie v zloZzenych zatvorkach.
Po vydeleni oboch stran rovnice (26) hodnotou 27i a dosadenim vysledkov do rovnic
(23) a (24), dostavame aproximacnu analyticki formulu pre optiméalnu hranicu predéas-

ného uplatnenia S

S0 =1+ e sl 27)
1+~ T Jo a:+p ’

kde
filp) =5 {bln (@) +/ptan (?)] : (28)
. {ﬁln (@) ~btan”! )} . (29)

*[$

falp) =
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Obr. 2: Zhu a jeho formula na vypocet volnej hranice pre americké opcie
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3 RieSenie vol'nej hranice predcasného uplatnenia

installment put opcii

3.1 Pripravné apravy

V tejto Casti sa pokusime aplikovat postup z predchadzajiceho odseku na vypocet hra-
nice predéasného uplatnenia pre installment put opcie. Na efektivne rieSenie systému (11)
najprv pouzijeme substitiiciu premennych na bezrozmerné premenné. Substiticia vyzera
nasledovne: )
V':K, S'ZE, 7=rZ
E E 2
Po dosadeni substitticie do pévodneho systému a odstraneni vSetkych apostrofov (kvoli

prehladnosti) dostaneme bezrozmerny systém

( OV L,V OV L
—5—1—5 @—F’YS%—’}/V—’}/T—E —0,
V(S,0) = max{l — S,0},  S;(0) =1,
V(S¢(r),7) =0, (30)
ov
o (5(1),7) =0,
Slim V(S,T) =0,

kde v = % moze byt povazované za relativnu drokova mieru vztahujicu sa na volatilitu
podkladového aktiva. Z diferencidlneho systému vidno, Ze rieSenie bude zavislé na troch
parametroch. Sa to relativna tirokova miera -y, bezrizikova tirokova miera r a bezrozmerny
totélny cas, Tezp = T”—;, od pociato¢ného casu t = 0 po expiracny ¢as 1" opcie.

Ak definujeme novu funkciu U(S, 1) ako

V+S§5—-1, S<1,
V, S>1,

Us,r)=

tak diferencialny systém (30) mozeme prepisat nasledovne
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( oU  _,0°U oU L
_Yr i oY (14 2y =
or % a5z T19gg T WA ) =0
U(S,0)=0
(5,0) pre S < 1, (31)
U(Sy(r),7) = Ss(1) =1
oU
L D=1
( oU _,0°U oU L
U(S,0) =0
U(S¢(r),7) =0 pre S > 1, (32)
oU
(811 =0
lim U(S,7) =0
\ S—o00

Vsimnime si, Zze pociatotna podmienka v novovzniknutych diferencidlnych systémoch je

teraz ovela jednoduchsia ako podmienka v systéme (30), avSak v prvom systéme sa stala

okrajova podmienka nehomogénnou. Tak isto sa zmenila aj parciadlna diferencidlna rovnica,

ktorej pribudol d'alsi nehomogénny ¢len. V druhom systéme nam na rozdiel od americkej

predajnej opcie ostanti ohrani¢enia na volnej hranici, pretoZze volna hranica nie je mono-

tonna a spociatku stipa. Teda volna hranica sa nachadza aj v intervale 1 < S < S,,/E.

Funkcia V musf byt C'* hladk4 funkcia premennej S. Preto potrebujeme zabezpecit C*

hladkost v bode S = 1. Musime preto zaviest nasledujice podmienky hladkej spojitosti

lim U

S—1—

lim —

S—1- 0S

lim U, (33)
S—1+

. oU
Jm 35 (34)

kde 1~ znadi, Ze s S sa blizime k 1 zlava a 17 znadi, Zze s S sa blizime k 1 sprava.

Vzniknuty systém sa pokusime riesit pouzitim Laplaceovej transformacie.

3.2 Laplaceova trasformacia tlohy ocenovania ktapnych

installment opcii

V tejto Casti transformujeme systém (31)-(34) pomocou Laplaceovej transformacie. Trans-

formované funkcie budeme oznacovat s pruhom. Pre hodnotu opcie U(S, 7) a optimalnu
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hranicu pred¢asného uplatnenia S¢(7) zavedieme Laplaceovu transforméciu nasledovne:

LU(S,T) = / e PTU(S, 1)dr = U(S,p),
0

LSe(T) = /000 e PTSs(T)dr = S¢(p).

Po transformovani systému (31)-(34) Laplaceovou transforméciou dostaneme nasledu-

juci systém v priestore nového parametra p:

;

T dU ~,. L
— 2— _— _— ==
(p+y)U+S dS2+ SdS p(1+TE) 0
- — 1
U(pSf,p):Sf—]—g pre S <1, (35)
dU 1
\ dS(pSf p) = ’
( T dU AL
2 - — Y =
—(p+)U+S 5z deS o E 0
U(pSs,p) =0
(#S;,p) pre S > 1, (36)
dU( S p) =0
ag ‘P =
\ lim S — ooU(S,p) =0
U(17,p) =U(1",p)
v, . dU, ., 1 (37)
ﬁ(l ,P)—%(l ,p)+]—9-

Odvodenie Laplaceovej transformécie diferencidlnych rovnic, podmienok hladkej spoji-
tosti a limitnej podmienky je priamociare. Problém nastéva pri transformovani ohranic¢eni
na volnej hranici. Tu vyuZijeme rovnaku techniku ako v odseku 2.

Pri prevedeni Laplaceovej transformaécie na ohrani¢enie s volnou hranicou pred¢asného

uplatnenia S¢(7) jednoducho nahradime S vo vzorci
LU(S,T) :/ e PTU(S, T)dr
0

hranicou predcasného uplatnenia Sy(7). Vysledkom je funkcia od premennej p. Teda,
ak zafixujeme S ako konstantu pocas Laplaceovej transformécie, a potom nahradime
S = S¢(7) dostaneme aproximéciu ohrani¢enia na volnej hranici v Laplaceovom pries-

tore premennej p (t.j., LS = LS(1) = % = S¢). Tym padom ohrani¢enie na volnej
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hranici U(S;(7),7) = S¢(7) — 1, moZeme aproximovat pomocou U(pSs,p) = Sp — 1.

= P
Rovnaky postup pouzijeme na odvodenie ohrani¢enia na volnej hranici %(pS £,D) = %'
Riesenie systému (35)-(37) hladame v tvare
_ L
U(S,p) = DyS™ + Dp5% p(:n+z) I+ .S<1, (38)
DSt + DaS®™ — o 1<,

kde ¢; a g9 st korene charakteristickej rovnice homogénnej casti prislusnych rovnic

G2 = 1_% + \/(1_?7) + (p+17), (39)

a kde Dy, Dy, D3 a D, st Tubovolné komplexné konstanty, pre ktoré systém splita vietky

ohranicenia. Vyraz (39) méZeme pre zjednoduSenie napisat v tvare

Go=bxt b+ (p+v)=bt+/p+a (40)

kde a = HT“’ ab= 1_77 MéZeme si vimnit, Ze ked sa 7 nachadza v intervale (0,00), a
ostava stale kladné ¢islo, ale b moze byt aj kladné aj zaporné. V skutocnosti sa b nachadza

v intervale (3, —00). Vztah medzi hodnotami a a b je nasledovny
a+b=1, a—b=r, a’ = b* + 7.

Dosadenim vSeobecného rieSenia do pociatocnej podmienky, ako aj do podmienok na
volnej hranici a podmienok hladkej spojitosti, dostaneme sustavu nasledujucich algebraic-

kych rovnic:

S s 8 1 ; ( L)
Di(pSH)® + Dy(pSp)# =85y — -+ 14 ,
1(]9 f) 2(p f) f D p(p—i—’V) rE

_ _ 1
@ DupS))" ™+ B DS =

Ds(pSp)® + Dy(pSy)® = ————

@ D3(pSp)" " + ¢2Da(pSy) ="' =0,

v
Dy + Dy=Ds+ Dy + ——|
P ()

1
@1 D1+ @Dy = 1 D3 + g2 Dy + ]—9
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Riesenie tychto rovnic vedie k nelinearnej rovnici

A(p)(pSp)™ + BSy + C(p) =0, (42)
kde )
q27
A = - - )
(») p plp+7)
B = g2 — ]-7
42
Cp) = — )
() P

Ak o = pSy, rovnicu modZeme prepisat do tvaru

A'(p)a® + B'a+ C'(p) =0, (43)

kde

/ qo7y
A(p) = pA(p) =1 — :
(p) = pA(p) "

B'=B=g¢ -1,

/ qop
C =pC = — .
(p) =pC(p) P

3.3 Aproximac¢né rieSenie vol'nej hranice pred¢asného uplatnenia

v priestore Laplaceovej premennej

Pre nelinedrnu rovnicu (43) neexistuje analyticka formula riesenia. Preto je nutné nahradit
toto riesenie vhodnou aproximéciou. Pre tato pracu sme navrhli dve aproximacie. Prva
predpoklada, ze ¢len A'(p)a?* v rovnici (43) je zanedbatelne maly v porovnani so zvyskom
rovnice. Dostaneme tak priblizné rieSenie v tvare

~C'(p) 5 C'(p)

o= 5 = Sf(p):— pB’ .

(44)

Druhéa aproximacia je akousi dalSou iteraciou predoglého rieSenia. Ak za a vo vyraze

A'(p)a® dosadime prvi aproximéciu, dostaneme druht aproximéciu

’ q1
a(p) (-52)" + ()
pB

G DRI
o = — fp = —

B (45)
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3.4 Inverzna Laplaceova transformacia tlohy ocenovania

predajnych installmet opcii

V tejto kapitole sa pokiisime previest hranicu pred¢asného uplatnenia z priestoru Lapla-
ceovej premennej p do priestoru ¢asovej premennej 7. Na tento ticel vyuzijeme inverzni
Laplceovu transformaciu. Budeme napodobnovat postup Song-Ping Zhua [1], ktory je opi-

sany v odseku 2.

3.4.1 Prva aproximécia

Najprv budeme pracovat s prvou aproximaciou riesenia S;(p) danou vyrazom (44). Ulohou
je vypocitat inverzni transforméciu hranice pred¢asného uplatnenia v priestore Laplace-

ovej premennej p, a teda vypocitat integral

1 p+ico _
Sy(7) = %/ e 5g(p)dp
H—100
_L/Wm o b-Vprd)
270 Jyioe (P+7) (—a— \/p + a2 (46)
11 /W"" vp)  ele,7)
- - p
2wy Jpmioo 4 P+
11 [eiee 11 e
_ T_/ V), _._/ ber)
LY J p—ico p 277-@7 p—1i00 Pt

kde ¢ (p,7) = e’ (\/p + a®>—a)(y/p + a®>—D). Integral v (46) sme rozlozili na dva integraly,
ktoré budeme pocitat oddelene. Su to

p+ioco
Il — / 'l/)(pa T) dp, (47>
H—100 p
p+ioco
L= / L) g, (48)
pU—100 p + Y

Na vypocet integralov takéhoto typu potrebujeme urcity matematicky aparat defino-
vany v Apendixe B. Funkcia v I (resp. I3) méa iba jeden singularny bod p = 0 (resp.
p = —). Tento bod je navyse pél prvého radu. Taktiez funkcia v I aj v I, mé jeden bod
vetvenia pre p = —a?. Je jednoduché ukazat, ze —a® < —v < 0.

Zostrojime uzavretu krivku, po ktorej budeme integrovat nase funkcie s pouzitim Cau-
chyho reziduovej vety, tak ako v préaci Zhua [1]. Krivka je zlozena zo Siestich casti tak, ako
je znézornené na obrazku 3. C} je komplexné priamka prechadzajica bodom Re(p) = p,

kde u je vhodne zvolené kladné ¢islo. Cy a Cg st dve casti velkého kruhu so stredom v
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bode p = 0 a polomerom bliZiacim sa k nekone¢nu. C4 je kruh so stredom v bode p = —a?
a nekonecne malym polomerom. Cj je polpriamka spajajica koniec krivky Cy a zaciatok
krivky Cy a je umiestnena tesne nad zapornu reélnu os. Cjy je naopak polpriamka spéjajtuca
koniec Cy a zaciatok Cg a je umiestnena tesne pod zaporni realnu os. Smer integracie na

tejto uzavretej krivke je proti smeru hodinovych ruciciek, tak ako znazornuju sipky na

obrazku 3.

1+ 200

Ch

_/v,u—ioo

Obr. 3: Cyklus pouzity na vypocet inverznej Laplaceovej trasformacie
Ako prvé budeme pocitat integral I;. Z Cauchyho reziduovej vety plati, ze

Z/ VP g o ZZReS{@D(p,T)}

P=Dk P

(49)

pT

= 27riRe()s{—(Vp+a2 —a)(\/p+a®— b)} :
p= p
kde n je celkovy pocet singularnych bodov vo vnutri uzavretej krivky Cy —Cs a Res,—p, {.}
je reziduum komplexnej funkcie vo vnutri zlozenych zatvoriek v bode p = pg. Integral
prislichajtci j = 1 na lavej strane (49) je integral I.
Reziduum na pravej strane rovnice (49) je iba jediné lebo funkcia mé len jeden sin-

gularny bod p = 0. Tento bod je jednoduchy pol funkcie ¥ ) , & preto modzeme reziduum
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vyjadrit ako

Res {¢(p, 7) } = lim(p — O)¢(]; 7) = (0, 7)

p—0

=" (V0 + a2 —a)(V0—a? - ) (50)

0, a>0
= (la| —a)(Ja] = b) = ’ -7
(o] = a)(lal ~ ) { ey
Kedze a = 1+va je vzdy kladné (pretoze v = 3—2 > (), mame
Res{m} =0. (51)
p=0 p

— 0. Preto sa integrali na Cy a Cjy

Dé sa ukéazat, ze ak |p| — oo, potom ’@
vynuluju. Taktiez, intergral na C) je nulovy, ak s polomerom Cj ideme k nule, pretoze
p = —a? nie je jednoduchy pol integrovanej funkcie.

Ostéva nam vypocitat jediné netrivialne integraly na polpriamkach C3 a C5. Ak ozna-

¢ime ®(p) = [(\/p + a®> — a)(\/p + a® — b)]/p, potom

7 7 —a2+ie
Jl _ / ’gb(p, T) dp _ / epr(\/m (I)(\/m b) dp — / €pT(I>(p)dp,
Cs P Cs p —ootie
3 2 —00—1€
7 — / w;, T)dp _ / 6pT(W a;(\/m ) dp = / e’ ®(p)dp.
e, Cs —a?—ie

Na polpriamke C5 zavedieme substitticiu p + a? = —p + ic, teda p = —p — a® + ie. Touto
substitiiciou posunieme zaciatok polpriamky C'3 do nuly a komplexné hranice integrovania

sa zmenia na realne. Dostaneme

0
J = / TR Gy 2 4 i) (—dp)
% . (52)
=T / e P (coser +isineT)®(—p — a® + ie)dp.
0

Na polpriamke C5 zavedieme substitiiciu p4-a? = —p—ie, teda p = —p—a? —ie. Dostaneme

Jo= [Ty -t i) (-dp)

’ 0 (53)

= —e_GQT/ e P (coseT —isineT)®(—p — a* — ic)dp.
0
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Integraly J; a Jy sGitame

Ji+Jo = e‘“2T/ e T coseT[®(—p — a* + i) — B(—p — a® —ig)]+
0 (54)

+ie " siner[®(—p — a® +ig) + ®(—p — a® — ic)]dp.

2

Vsimnime si, Ze komplexné &isla —p — a? + ic a —p — a? — ie st navzajom komplexne

zdruzené. Teraz vyslovime a dokdzeme vetu, ktora vyuzijeme pri vypocte (54).

Veta 1. Pre funkciu ®(2) = —5(/z — a)(y/z — b) plati

zZ—a

Re{®(2)} = Re{®(2)},
Im{®(2)} = —Im{®(z)},
kde z je komplexné cislo a Z je ¢islo komplexne zdruZené k z.

Dékaz. Napisme komplexné ¢islo z v polarnych sturadniciach z = |z|(cos¢ + isiny).
Budeme pocitat so z v tomto tvre. Odmocnina z komplexného ¢isla z je potom /2 =

VIzl(cos p/2 + isin p/2)
B [\/M((bs% +isin§) — CL} [\/g(cos% +isin§) _ b]

|z|(cos ¢ + isin @) — a?

(K +il M—iN\ (KM+LN\ (KN-LM
“\mw+iv) \mw=in) T\ 2N “\azrnNe )

kde
K = |z|cosp —(a+Db) |z|cos§ + ab, (55)
L = 2|z|cosgsing — (a+0b) |z|sing, (56)
M = |z|cosp —a?, (57)
N = |z|sine. (58)

To isté spravime pre ®(z), kde z v polarnych staradniciach je z = |Z|(cos p — isinp) a
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odmocnina zo Z je v/Z = 1/|z|(cos ¢/2 — isin p/2).

1
B(z) = (Vi a)(VE-b)
[\/ |z|(cos £ —isin §) — a} [\/ |z|(cos £ —isin $) — b] (59)
- |z|(cos ¢ — isinp) — a?
_(K—iL\ (M+4iN\ _ (EM+LNY  _(KN-LM
“\M—iN) \M+in) "\ Nz )T\ N )
Ukazali sme, ze
Re{®(2)} = {77 = Re{®(2)},
m{®(2)} = — A7k = — Im{®(2)},
0
Na zéklade tejto rovnosti pokrac¢ujeme v tiprave vyrazu (54) a dostaneme
Ji+Jp = 26_0’27/ e P coser[i Im{®(—p — a* + i) }]+
0 (60)

+ie " sin eT[Re{®(—p — a® + ig)}]dp.

Polpriamka Cj5 (resp. C5) je umiestnena tesne nad (resp. pod) zaporna realnu os, a

preto vo vyraze (60) posleme € k nule. Potrebujeme vypo¢itt limitu

: 1 —a’T OO —pT . A2 :
£%<J1+J2)—ll_r>r(l)26 /0 e T coset[i Im{®(—p — a” + ie) }]+ (61)

+ie P sineT[Re{®(—p — a® + ic)}]dp.

Limita lim._,g coseT sa rovna jednej a limita lim._,¢sin 7 je rovna nule. Limity

lim._,oRe{®(—p — a® + ie)} a lim._,o Im{®(—p — a® + ic)} st kone¢né, a preto modzeme
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vyuzit vetu o limite stétu a sucinu funkcii. Dostavame

lim(Jy + Jo) = 2 / e Tm{®(—p — a®)}dp
E— 0

:2ie_“27/0006_p71m{ 1_a2(\/—_p—a)(\/—_p—b)}dp

= 2je~ 7 h e " Im :pl_ 5(iy/p — a)(i/p —b) ¢ dp (62)
/0 { p—a }
= 2ie"T /OOO e " Im { :p o (a - b)\[} dp

p—a2  —p—a
= 9T / e,
0 p+a?

Podl'a Cauchyho reziduovej vety a z (50) mame
L4Ji+J = 2%iRes{¢(p’T)}, (63)

p=0 p
I, = 2miRes {L(p, ™) } — (J1+ Jo), (64)

p=0 p
I = 0—2'—027/ o VP 65
1 e ; e o+ a2 P- (65)

Na vypocet integralu I, vyuzijeme analogicky postup, t.j. z Cauchyho reziduovej vety

mame

Y(p,7) ~
——-dp =2 R
Z P+ b m;;»%i p+7

k=1 (66)
/ 2 / 2 _
:2mRes{ pra— pta b)}
p=—7 p —l— y

V tomto pripade je jedinym singuldrnym bodom p = —+. Rovnako ako v (50) vypocitame
reziduum funkcie ¥ (p, 7)/(p + ) v bode p = —~. Dostavame

7)o vp.T)
e

=TV @ —a)(V =y~ - b) (67)

=f”mwmmm—w={ Lo

2e777h, b < 0.

Integraly na Cy, Cg a Cy sa rovnako ako pri vypocte I; vynuluju a ostava vypocitt jediné
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netrivialne integraly na polpriamkach C3 a C5. Rovnako definujeme

go= [ ), /C R ) | R ) dp = /_—a N e ®(p)dp,

Cs p + 9 p + 9 co+ie
/ 2 / 2 b —00—1E
J2 — ¢(p77)dp:/ epT( p—|—CL CL)( p—|—CL >dp:/ ePTq)(p)dp
Cs p + fy Cs p + fy —a2—ia

kde ®(p) = [(\/p+a®? —a)(y/p+a? —b)]/(p+ 7). Vietky dalsie vypocty st analogické
ako v predchadzajicej ¢asti a preto uvedieme len vysledky:.

Ji+ Jo= 22’6_“27/ e_midp.
0

prat—ny
Teda
[2+J1+J2:27Ti Res {¢(p’7)}, (68)
p==7  p+7
. Y(p,7)
I, =2m R —(J1 + J 69
2 Wlp:g%{p+7 ( 1+ 2)> ( )
I, = 2miR — 2ie™ " / e_’”#dp. (70)
0 p+a>—vy
kde

0, b>0
R: ) — b
{ 2¢=7"h, b < 0.

Po dosadeni vsetkych vysledkov do (46) dostavame formulu pre vypocet hranice pred¢as-

ného uplatnenia instalment put opcie podla prvej aproximacie (44):

s = [T (L - g (1)

~T pt+a—~ p+a ¥

Na obrazku 4. vidno, ze funkcia hranice pred¢asného uplatnenia vypocitana podla pr-
vej aproximacie je monotonnou funkciou. V odseku 1.3 sme vsak predpokladali, ze volnéa
hranica pre predajné instalment opcie je na zaciatku rastica funkcia ¢asu a az po dosia-
hnuti ¢asu 7 = 7, za¢ne monoténne klesat. Prva aproximacia je prilis jednoducha na to

aby zachytila takyto vyvoj.
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04f

03f

o1f

Obr. 4: VoIn4 hranica pred¢asného uplatnenia pre predajné installment opcie podla prvej
aproximacie

3.4.2 Druhi aproximéacia

Vypocitat volnt hranicu predéasného uplatnenia v pripade druhej aproximacie danej vy-
razom (45) je zlozitejsie. Vyuzijeme rovnaku techniku ako pre prvi aproximéciu, preto nie-
ktoré podobné kroky uz nebudeme popisovat dopodrobna. Hlavny problém vypoctu volne;j
hranice je spdsobeny zlozitostou vstupujtcej funkcie. Tato zlozitost sa prejavi najma pri

vy¢islovani rezidua funkcie v singularnych bodoch. Potebujeme teda vypocitat integral

@
: a2p @Y 42p
o 2-0-52) (i)
Si(r) = —— / A p+7) \ e+ )(e2=1) dp
I

27 Sy plaz — 1)
1 frtiee epr b—+/p+a?
_ e’ p+a?) dp+

2 Sy (P+T) (—a— \/p+d?)
\/pra?+b (72)

N 1 p+i00 or /p+ 0,2 —a y
—» e . e
270 J oo \/m +0b

X

(\/p+a2—a)(\/p+a2—b)+ 1

P+ PP+ a+a

MbéZeme si v8imnut, Ze prvy integral na pravej strane vyrazu je rovnaky ako integral (46)

pocitany v pripade prvej aproximacie. Sta¢i vypocitat len druhy integral vo vyraze (72).

Oznacme
v/ p+a?+b
O(p) = e - Vp+at—a y (\/p+a2—a)(\/p+a2—b)+ 1
Vp+a2+b P+ pVp+a®+a
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Vypocet integralu [ : _tf;o e’ ®(p)dp prevedieme rovnako ako v praci Zhua [1| a v pripade
prvej aproximacie. Vytvorime uzavretu krivku, po ktorej budeme integrovat a vyuZzijeme

Cauchyho reziduova vetu. Krivka je rovnaka ako v predchadzajicom pripade a je znazor-

nend na obrazku 3. Funkcia e?”®(p) méa dva simgularne body p = 0 a p = —v. Ozna¢me
I = :_tzo eP"®(p)dp. Cauchyho reziduova veta hovori

6 n
Z / e’ ®(p)dp = 2mi Z Res {e’"®(p)}
i—1 C; 1 P=DPk

= 2mi Reg {e’"®(p)} + 2mi Res {e?"®(p)},
p= ==y

(73)

kde integral v sume na lavej strane prislichajici i = 1 je integral, ktory chceme spocitat.
Body p = 0 a p = —v st jednoduchymi pélmi funkcie a preto na vypocet rezidui

pouzijeme vztah Res,_,, e/ ®(p) = lim,,_,,, (p — po)e?"®(p). Dostavame

Reos e’"Pd(p) = 0, (74)
p:

0, b>0,
Res e”"®(p) = (75)
== (262 + 2ab)e™™, b < 0.

Integraly prislichajice krivkam Cs, Cg a Cy st rovnako ako v predoslom odseku nu-
lové. Jediné netrividlne integraly sa nachadzaju na polpriamkach C3 a C5. Tieto integraly

oznacime ako
no= [ e,
C3

I :l/emwm@,
Cs

a zratame rovnako ako v pripade prvej aproximéacie. Pre funkciu ®(p) plati obdobna veta

ako veta 1. Dostavame sa teda k vyrazu
lim Jy + Jp = 267 / i Tm{®(—p — a?)dp. (76)
e—0 0

Imaginarna ¢ast funkcie ®(—p — a?) je

Im{®(—p — a*)} = e VPP [(Y + W) cos(bp — /pIn7) + (X + V) sin(bp — /plnr)],
(77)
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kde

p—ab B a

= T 19> V—— )
p + b p? + a* + 2pa?

b
y = Vplath) We__ VP
p + b? p? + a* + 2pa?

r=vX?2+Y?2 © = arctan (%)

Po dosadeni (74), (75) a (76) do rovnice (73) mozeme vyjadrit integral I; ako
I, = Reg{em(l)(p)} + Res{e”®(p)} — (J1 + Jo)
p= p=—7
— 2mi(0 4 P) — 2ie*" / e Tm{®(—p — a?)}dp,
0

kde
0, b>0

(20? 4 2ab)e?™, b < 0.

P=

Dosadenim vsetkych vypoctov do (72) dostavame druht aproxima¢ni formulu pre vy-

pocet hranice pred¢asného uplatnenia

Sf(’T) = Sal —I—P

2
a“T
€

/om eI (Y + W) cos(bp — /plur) + (X + V) sin(be — yplnr)] dp.
(79)

™

kde P, X, Y, V., W, r a ¢ st definované vyssie a S,; je hranica pred¢asného uplatnenia
pre prvi aproximaciu definovana v (71).

Vykreslit voInt hranicu pre druht aproximéciu sa nam nepodarilo, pretoZze funkcia
v integrale je prili§ zlozita. D4 sa vSak vSimniut, Ze od volnej hranice podla prvej apro-
ximacie S, odcéitavame funkciu, ktora je monotéonne klesajucou funkciou casu. Mozeme
teda predpokladat, Ze volna hranica pred¢asného uplatnenia pre druhii aproximéciu bude
spliat predpoklad z odseku 1.3, ¢ze bude spoéiatku rast a po dosiahnuti ¢asu 7 = 7,,

zacne monotoénne klesat.
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ZAver

Cielom tejto diplomovej prace bolo podrobnejsie skiimanie a ocenovanie installment opcii.
Zo vsetkych installment opcii, spomenutych na zaciatku préace, sme sa rozhodli skimat
spojité installmet opcie, pricom sme sa zamerali hlavne na predajné installment opcie
eur6pskeho typu s konstantnou tirokovou mierou a volatilitou. Hlavnou tilohou ocefiovania
takéhoto druhu opcii je vypocet volnej hranice predé¢asného uplatnenia. V tejto diplomove;
praci sme navrhli dve analytické aproximacné formuly na vypocet volnej hranice. Formuly
sme odvodili met6dou, ktora navrhol Song-Ping Zhu v praci [1], na vypocet volnej hranice
pred¢asného uplatnenia Americkych predajnych opcii. Metoda spociva v rieSeni parcidlne;j
diferencidlnej rovnice Black-Scholesovho typu s nehomogénnym ¢lenom v priestore Lap-
laceovej premennej. Pocas Laplaceovej transformacie je potrebné pouzit aproximéciu na
ohranic¢enia na volnej hranici. Na rozdiel od Zhua sme boli nuteni aproximovat aj riese-
nie parcialnej diferencialnej rovnice v priestore Laplaceovej premennej. Dostali sme tak
dve aproximécie volnej hranice v Laplaceovom priestore, ktoré sme spitne invertovali do
priestoru ¢asovej premennej. Prva aproxima¢nd formula je prilis jednoduché na to, aby
dostato¢ne dobre popisala priebeh volnej hranice pre ¢as blizky expiracii. Druhé aproxi-
macné formula by mohla byt dostato¢ne dobrou aproximéciou. Vysledky tejto prace by

bolo zaujimavé podrobit podrobnejsiemu skiimaniu, ¢o je vSak nad ramec tejto prace.
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Apendix

A Laplaceova transformaéacia

A.1 Zakladna tedria

V tejto Casti sa budeme zaoberat zékladnou tedriou Laplaceovej transformacie ¢erpanou
z [8],]9]. Laplaceova transformacia je integralna transformécia, ktord ma vela dolezitych
aplikacii v oblasti vedy. Dostala meno po matematikovi a astronémovi Pierre-Simon Lap-
laceovi, ktory uviedol transforméciu vo svojej praci o teodrii pravdepodobnosti. Dnes sa
Laplaceova transformacia stala mocnym nastrojom pri rieSeni rozmanitych tloh realneho
sveta spojenych s rieSenim integralnych, oby¢ajnych diferencidlnych a parcialnych diferen-

cialnych rovnic.

Definicia 2. Uvazujme realnu funkciu f(¢) definovanu pre ¢ € (0,00) a redlny alebo
komplexny parameter p, pre ktory Rep > 0. Potom Laplaceova transformécia funkcie f(¢)

je definovana ako

L{f(t)} = / e P f(t)dt = lim [ e P f(t)dt, (80)
0 r—00 0
ak tato limita existuje (ako kone¢né ¢islo). Symbolom £ budeme oznacovat operator Lap-

laceovej transformaécie.

Veta 2. Nech f € L*(0,00), teda f: (0,00) = R, [77]f(t)|dt < oo. Potom

lim [ e P'f(t)dt

T—00 0
urcite existuje.

Moézeme vidiet, ze ak pouzijeme Laplaceovu transformaciu na parcialnu diferencialnu
rovnicu dvoch premennych (v nasom pripade ¢asu a ceny podkladového aktiva), tak dosta-
neme obyc¢ajnu diferencidlnu rovnicu. RieSenie takychto rovnic je omnoho jednoduchsie.
Treba vSak spomenit, ze novovzniknutéa obycajna diferencidlna rovnica sa nachadza v
priestore transformovanej premennej p, narozdiel od povodnej rovnice, ktora sa naché-
dzala v priestore parametra t. Preto, ked sa nam podari vyriesit vzniknutt obycajna
diferencialnu rovnicu, dostaneme vysledok v priestore premennej p, ktory musime trans-
formovat naspét do priestoru premennej ¢t. Na tento tcel potrebujeme definovat inverzna

Laplaceovu transformaciu.
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Veta 3. Nech f(t) md spojiti derivdciu a nech |f(t)] < Ae, kde v a A si kladné kon-
Stanty. Definujeme F(p) = L{f(.)}(p), potom

1 [uico
0 =5m [ @ Fdp (81)
pi—ioco

Vypocet takéhoto integralu je vo vSeobecnosti velmi zloZity, a preto sa v praxi mélo
pouziva. Pre elementarne funkcie sa nachadzaju Laplaceova transformécia a jej inverzia v
tabulkach Laplaceovej transformécie. Tieto tabulky sa daja vyuZit na vypocet inverznej
transformécie. Ak potrebujeme invertovat funkciu, ktora sa v tabulkach nenachadza, je

mozné pouzit rozlicné numerické metoédy na rieSenie tejto transformacie.

A.2 Zakladné vlastnosti

Laplaceova trasformacia méa nasledujtce vlastnosti

Veta 4. Majme funkcie f(t) a g(t) spliajice predpoklady definicie 1, dalej nech f'(t) je
spojitd okrem konecného poctu bodov na kazdom koneénom intervale (0,T), ¢ je konstanta

a p je parameter Laplaceove] transformdcie, potom plati

LU +90Hp) = LLFOYD) + LlolH), (52)
LLefO}p) = cLUWN0), (83)
LUOY) = sLUM}P) -~ F(0), (54)

ef [s@asf ) = et 8
LUFOYD) = LLFD} D) (56)

B Laurentov rad a reziduova veta

V tejto casti definujeme zakladné pojmy komplexnej analyzy potrebné na vypocet integ-

ralu komplexnej funkcie. [11], [10].

Definicia 3. Funkcia f(z) : C — C je holomorfnd (regularna), ak ma v kazdom bode

oblasti O derivaciu.

Veta 5. Ak je funkcia f(z) v oblasti O holomorfnd, potom md v O deriviciu vsetkych

radov.
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Definicia 4. Hovorime, Ze (vlastny) bod z, je reguldrnym bodom funkcie f(z), ak exis-
tuje také (kruhové) okolie bodu 2y, Ze v tomto okoli je f(z) holomorfnéa. Kazdy iny bod
nazyvame singuldrnym bodom tejto funkcie. Navyse, ak sa v dostato¢ne malom okoli singu-
larneho bodu zy nenachédza ziaden iny singularny bod, tak tento bod nazyvame izolovany

singuldrny bod.
Teraz vyslovime vetu, ktora definuje Laurentov rad.

Veta 6. (Laurentov rad). Nech f(z) je holomorfnd funkcia v medzikruzi M so stredom v
bode zy, vnitorngm polomerom 11 a vonkajsim polomerom ry (teda 1 < |z — 29| < 72).
Potom v M plati

F) = 3 anlz— 200", (87)
kde
1 G/ (n=0,+1,+2,...), (88)

n — . 1 s
21 J. (2 — zo)™F
¢ je lubovolnd kruznica so stredom v bode zy leZiaza v M a kladne orientovand vzhladom

ku svojmu vnitru.

Konvergenciou radu (87) rozumieme to, ze konverguju obidva rady

Z%an(z—zo)", Z(zi;zo)"'

Prvy z tychto radov nazyvame regularnou ¢astou, druhy hlavnou castou Laurentovho
radu. Obor platnosti (87) modze byt 8irsi ako M. Regularna cast konverguje vo vnutri
urc¢itej kruznice (so stredom v bode zy), naopak hlavna cast konverguje mimo urcitej
kruznice. Preto potom rad (87) konverguje v spolo¢nom medzikruzi. Ak je funkcia f(z)
regularna v8ade vo vnutri vonkajsej kruznice, tak hlavna cast Laurentovho radu odpadava
a z Laurentovho radu sa stava Taylorov rad. Plynie tak z Cauchyho integralnej vety,

pretoze pre n = —1,—2,... je integrant v (88) regularna funkcia.
Veta 7. Rad (87) je holomorfnou funkciou f(z) urceny jednoznacne.

Definicia 5. Nech (87) je Laurentov rad pre holomorfnu funkciu f(z), konvergujuci v okoli

O jej izolovaného singularneho bodu zy (O neobsahuje bod z). Mdzu nastat tri pripady:

1. Ak existuje také k > 0, ze v (87) je a_p # 0, ale a_; = 0 pre vSetky [ > k (to
znamend, ze hlavna cast Laurentovho radu ma koneény pocet ¢lenov), hovorime, ze

f(2) ma v bode zy pdl k-teho radu.
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2. Ak ma hlavna cast Laurentovho radu nekone¢ne mnoho ¢lenov, hovorime, ze f(z)

mé v bode zy podstatni singularitu.

3. Ak mé Laurentov rad iba regularnu cast, hovorime, Ze f(z) ma v bode zy odstrani-

telni singularitu.
Pomocou Laurentovho radu sa definuje pojem rezidua fukcie nasledovne:

Definicia 6. Nech f(z) je holomorfna funkcia a zj je jej izolovany singularny bod. Potom
mozeme funkciu f(z) v okoli bodu 2y (pre z # zp) vyjadrit pomocou Laurentovho radu

ako

o0

f(z) = Z an(z —2)" = ... e —_20)2 + (z—_zo) +ap+a(z—2)+....

Cislo a_y sa nazyva reziduum funkcie f(z) v bode zy. Oznacujeme ho ako Res,—., {f(2)}.

Podl'a vety o Laurentovom rade mozeme reziduum funkcie vypocitat nasledovne

z=20 21

Res{f(2)} = a_4 ! /f(z)dz.

V niektorych pripadoch je mozné uréit reziduum pohodlnejsie. Ak ma funkcia f(z) v bode

2o pol prvého radu, potom

Res{f(2)} = a_1 = lim (2 — 20) f(2).
z=2z0 Z— 20
Ak ma v bode zy pol k-teho radu (k > 1), potom

1 dk—l

Res{(2)} = a1 = gy B ey [ = 2047 (2))

Ak je v okoli bodu zq funkcia f(z) v tvare

_ (2

kde ¢(z) a 1(z) st holomorfné funkcie, potom ak je ¢(z9) # 0, ¥(20) = 0, ¥'(20) # 0 tak

bod 2y je pol prvého radu. Reziduum sa v tomto pripade da vypocitat nasledovne:

Res{f(2)} = a1 = 1%;((2))
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Teraz definujeme reziduova vetu, ktort vyuzijeme v odseku 2.4 na vypocet integralu

(46).

Veta 8. (Reziduovd veta). Nech f(z) je holomorfnd funkcia v jednoduchej sivislej oblasti
O s vynimkou konecného poctu singuldrnych bodov zy, z3, . . ., z,. Nech ¢ je jednoduchd po
castiach hladkd uzavretd krivka, kladne orientovand vzhladom ku svojmu vnitru V', leZiaca

v O a takd, Ze body 21, 22, . . ., 2, st obsiahnuté vo V. (Ziaden z tychto bodov nelezi na c).

=SAE

sa rovnd suctu rezidui v bodoch zq, zo, ..., z,. Teda

Potom integrdl

o / f(2)dz = Z Res{/( (89)
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