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Abstrakt v statnom jazyku

Zmeko Samuel: Optimalne navrhovanie experimentov v klinickych stidiach [Dip-
lomovéa pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky
a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: Mgr. Lenka
Filova, PhD., Bratislava, 2011.

V tejto préci sa budeme venovat optimalnemu navrhovaniu experimentov pre klinické §ta-
die. Vychadzajic z doteraz znémej teérie naprogramujeme funkcie na vypocet lokalne D-
optimalnych névrhov. Dalej sa budeme zaoberat konstrukciou veobecnejgich kritérii optima-
lity, pre ktoré nepotrebujeme vopred vediet hodnoty parametrov modelu. Do tejto skupiny
patri aj Bayesovké a maximinné kritérium optimality. Pomocou optimaliza¢nych funkcii néj-
deme optimalne navrhy pre tieto kritéria a hodnoty kritéridlnych funkcii. VSetky vypocty

budi realizované v programe Matlab.

Krlacové slova: nelinearne regresné modely, optiméalne navrhovanie experimentov, klinicke

Studie, lokalne optimalne navrhy, Bayesovsky a maxminny optimalny navrh



Abstract

Zmeko Samuel: Optimal design of experiments in clinical trials [Master Thesis],
Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informa-
tics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Lenka
Filova, PhD., Bratislava, 2011.

In this thesis, we focus on deriving optimal design of experiments in clinical trials. Outgoing
from known theory we program a fuction for calculating locally D-optimal designs. Next, we
will focus on construction of more general criteria of optimality for which we dont need to
know values of model parameters. Bayesian criterion of optimality and maximin criterion of
optimality belongs to this group of criteria. Using optimization functions we will derive optimal

designs for this criteria and their values. All calculations will be performed by Matlab.

Keywords: nonlinear regression models, optimal design of experiments, clinical trials,

locally optimal designs, Bayesian and Maximin optimal design
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Uvod

Navrhovanie experimentov je oblast Statistiky znama predovsetkym z fyziky. Zéklad-
nou potrebou bolo najst body merania tak, aby nam jednotlivé pokusy dali ¢o najviac
informacii pri najmensich nakladoch. Tento pristup je sice matematicky pomerne né-
ro¢ny, avSak vysledky ziskané pomocou neho st lepsSie ako predoslé nematematické,
resp. intuitivne pristupy. Medzi takéto patri aj tzv. Standardny navrh. Standardny na-
vrh bol zaloZzeny na tom, Ze interval pozorovani sme si rozdelili na rovnaké casti alebo
tak, ze dalsi bod bol dvojnasobkom druhého. Potom body navrhu boli krajné body
tychto intervalov, resp. samotné vybraté body a kazdy bod tohto navrhu mal rovnaka
vahu. Tento pristup bol ale neefektivny. Preto Tudia zacali hfadat nové moznosti ap-
likovania optimalneho navrhovania experimentov. V tejto diplomovej préci sa budeme
venovat jednej z tychto aplikacii. Konkrétne pojde o tzv. "klinické Studie".

Klinické studie sa zaoberaju tym, ako spravne podavat testované lieky pokusnym
pacientom, aby sme z daného experimentu ziskali ¢o najviac informécii o efektivnosti
a toxicite daného lieku. Vyroba nového lieku moze byt finan¢ne naroc¢na, preto sa
snazime davky podavaného lieku optimalizovat, aby sme minimalizovali naklady ,ako
aj vedlajsie uc¢inky u testovanych oséb.

V prvej kapitole sa budeme venovat teoretickému tvodu do regresnych modelov a
uvodu do navrhovania experimentov. Uvedieme tu zdkladné pojmy a vety potrebné k
pochopeniu dalgieho obsahu.

V druhej kapitole uvadzame hlavne popis modelov pouzivanych pri klinickych §ta-
diach. Vybrali sme modely obsahujice tri parametre, pricom kazdy z nich mé kvalita-
tivne iné vlastnosti. Takychto modelov je viacero, my sa zameriame na tri konkrétne
typy kvoli ich Sirokému uplatneniu nie len pri klinickych stadiach.

Obsah dalgej kapitoly bude zamerany predovsetkym na problematiku optimalnych
navrhov v klinickych stiadiach. Kedze v praxi st DR(Dose Response) modely neline-
arne, treba zvolit iné sposoby vypoctu ako pri linearnych modeloch, ako aj iné kritéria
optimality. Tu uvedieme teériu pouzitti pre programovanie a odvodenie optimalnych

navrhov. Najprv sa zameriame na D-lokdlne optimalne navrhy. Neskor tieto vysledky



pouzijeme na odvodenie navrhov pre vSeobecnejsie kritéria ako st Bayesovské a maxi-
minné.

V stvrtej kapitole uvedieme ziskané vysledky, ¢iselne aj graficky. Cielom nésho sna-
zenia bude pre kazdy model dostat miniméalne jeden optimélny navrh. Taktiez spravime
porovnanie hodnot kritérii pre ziskanie dalich informacii.

V predposlednej kapitole uz len struc¢ne zhrnieme slovami dosiahnuté vysledky a ako
sa nam podarilo dosiahnut stanoveny ciel.

Posledna kapitola bude obsahovat kod z programu Matlab, ktory sme pouzili pri

vypocte optimalnych navrhov.
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1 Uvod do navrhovania experimentov v klinickych studiach

1.1 Vseobecné vztahy a definicie

Zakladom pre optimélne navrhovanie experimentov je zvolit spravny regresny model.

Majme teda model

YVij=f(@,0)+eyi=1,.kj=1..,n; (1)
kde
E[glj] = 0, D[EW] = O'2 (2)
a
re€X CR0ecOC R (3)

Predpokladdme teda, 7e naSe pozorovania maji normalne rozdelenie a vSetky si nezé-
vislé a rovnako rozdelené. Mnozina X sa nazyva mnozina vsSetkych moznych pokusov
alebo aj mnozina bodov supportu a mnozina © sa nazyva mnozina parametrov modelu.
Nagim cielom je ¢o najlepsie odhadnit hodnoty nezndmych parametrov 6.

7 tychto predpokladov vyplyva, 7ze
ElY|x] = f(x,0). (4)

Zavislost funkcie f(x,6) € R* na parametri 6 = (6y,6y,...0,)" € © € RP™! moze byt

linedrna alebo nelinearna.

Definicia 1.1 (Linearny regresny model). Linedrny regresny model je taky model, kde
funkcia f(x,0) sa dd napisat ako sucin zndmych funkcii f(x) a vektora parametrov

0 = (0o, 01,...0,)" € RFT! teda
Nelinedrne st potom vsetky ostatné modely.

Definicia 1.2 (Navrhova miera). Ndvrhovd miera(ndvrh) experimentu je kazdd prav-

depodobnostnd miera na mnozZine X , ktord ma konec¢ny nosic.
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Inymi slovami, ndvrh experimentu je matica

1 T2 ...Tp

wyp Wy ...Wn

kde vektor x = (x1,Xa,...,X,) udava body merania a vektor w = (wq, wa, ..., wy) ob-
sahuje vahy jednotlivych bodov merania, pre ktoré plati w; > 0, . w; = 1. Ak je
2% ni = n st konecné Cisla, teda n;,n € N, jednd sa o tzv. presny ndvrh. Ak nie
tak hovorime, ze ide o tzv. asymptoticky navrh.

Pre urcenie miery informécie ziskanej z jednotlivych experimentov sa pouziva tzv.

informacna matica.

Definicia 1.3 (Informa¢na matica). Informacnd matica ndvrhovej miery & je defino-

vand ako
M(£,6) = /X 9(z,0)g(x, 0)7dé (x) (6)
kde
o0 = B0 M)

je gradient regresnej funkcie f(x,0) a &(x;) = w;.

V linedrnom modeli mame regresni funkciu zavisli na parametroch linedrne, preto

informac¢né matica vyzera nasledovne
M(&) =) &) f(x)f(x)".
zeX

Je to matica, ktorda obsahuje informacie zo vSetkych bodov merania pri danom na-
vrhu. V linearnom modeli ndm informac¢na matica nezavisi od neznamych parametrov
0, preto informa¢na matica zavisi len od bodov, v ktorych robime experiment a to
nam zjednodusuje nasledny optimaliza¢ny problém. Najst optimalny navrh pre neli-
nearny model je zlozitejsie ako pre linedrny model v tom, ze informac¢nd matica zavisi
aj od neznamych parametrov modelu. V takom pripade musime bud poznat hodnotu
tychto parametrov alebo zvolit nejaky vSeobecny pristup. Tymto pristupom sa budeme
venovat v tretej kapitole.

Nagou tlohou je najst optimalny navrh. Preto treba zvolit nejaky vSeobecny postup

pre porovnavanie jednotlivych navrhov. Pre tato ilohu boli vymyslené tzv. kriteridlne

12



funkcie (kritéria optimality). ESte predtym si musime nie¢o povedat o usporiadani

navrhov.

Definicia 1.4 (Usporiadanie navrhov). Ndvrh £ rovnomerne nie horsi ako ndvrh n <
Vh € RPY : Varg(h'8) < Var,(h'0). Oznacujeme & <.

Teraz si mozeme uviest definiciu kritéria optimality experimentu.
Definicia 1.5 (Kritérium optimality navrhu). Kritérium optimality ndvrhu ezperi-
mentu je funkcia ® : M = {M(&,0);§ € 2} — R takd, Ze ak § < n = ®[M(£,0)] >
O[M(n,0)]. !
Dalej hovorime, Ze n € = je ®-optimdlny < O[M(n,0)] = sup, P[M (&, 0)].

Ako nam z definicie vyplyva, optimalny néavrh bude taky, ktory bude maximalizo-

vat nejaké kritérium optimality, teda nejakt funkciu informac¢nej matice. Uvedieme

najpouzivanejsie kritéria pri optimalnom navrhovani experimentov:

A-optimalita - ®4 (M) = m(tr(M-1))

Hodnotu tohto kritéria dostaneme ako siic¢et prvkov na hlavnej diagonalne matice

ML,

e E-optimalita - ®p(M) = A\ (M)
Hodnota A, (M) zna¢i najmensiu vlastni hodnotu matice M. Tato hodnota nam

tiez udava polomer elipsoidu koncentracie.

e D-optimalita - ®p(M) = In(det(M))
Najpouzivanejsie kritérium pre jeho vlastnosti ako existencia gradientu, konkav-

nost a spojitost.

e c-optimalita -

(o) = ' Mc akcepu(ME0) CR™, @®

00 inak.
Ide o parcidlne kritérium, t.j ak IM singularna a zaroven ®[M] < oo, tak P
je parcidlne kritérium optimality. V nasom pripade je u(M) C R™ je stipcovy

priestor matice M a ¢ je stipcovy vektor.

!Existuje aj ina definicia kritéria optimality, ktora predpoklada, e ide o optimalizaciu konvexnej funkcie.

Potom hovorime, Ze n € E je ®-optimalny < ®[M(n,0)] = mineP[M (£, 0)]. Pre podrobosti, pozri [5].

13



Z predoslého textu ndm vyplyva, Ze jednotlivé ndvrhy nemusia byt vSeobecne opti-
malne, ale vo vi¢sine pripadov si optimalne len vzhladom na jednotlivé kritéria. Preto
treba zaviest pojem eficiencie navrhu experimentu, ktory nam bude urcovat, ako dobry

je nas navrh vzhTadom na iny navrh.

Definicia 1.6 (Eficiencia navrhu experimentu). Pre kritérium ® definujeme ®-eficienciu

ndvrhu & ako ¢islo

O[M(E, 0)]

I D) = oS0 )]

1.2 Klinické stadie

Pred vydanim nového lieku do obehu treba spravit mnozstvo testov, ktoré urcia, ¢i ma
konkrétny liek dobré vlastnosti, teda ¢i jeho davky maju dobru efektivitu pri nizkej
finan¢nej narocnosti a zaroven, ¢i tieto davky nie st toxické. Toto testovanie spociva z

niekolkych stadii, pozri [4]:

1.8tAdium - cielom je zozbierat informacie o u¢inku lieku na I'udské telo. Hlavnym
zaujmom je zistit, ako Tudské telo absorbuje dany liek a nésledne nan reaguje. Dole-
7ité je pri tom najst tzv. MTD(Maximum tolerated dose). Tieto pokusy st robené na

zdravych pacientoch v malej vzorke po kratku dobu.

2.8tadium - robi sa na pacientoch trpiacich danou chorobou, aby sa zistila tzv.
MED (Minimum effective dose). Tieto pokusy sa tiez robia na malej vzorke a sluzia na
detailnejSie preskiimanie vztahu medzi efektivitou daného lieku a jeho toleranciou na

vhodne zvolenej populécii pacientov.

3.8tadium - slizi na potvrdenie vysledkov ziskanych v predoslych pokusoch. Tak-
tiez sa novy liek porovnava s podobnym alebo s placebom. Tieto pokusy sa vykonavaja

na vicsej vzorke T'udi ako predoslé a po dlhsiu dobu.

Este existuje aj 4.5tadium testovania, kedy sa liek testuje vtedy, ked uz je v obehu.

V tejto diplomovej praci sa budeme zaoberat hlavne prvym $tadiom skdmania. Ako

14



motiva¢ny priklad sme si vybrali pracu [1], v ktorej sa autori zaoberaji optimalnymi
navrhmi pri testovani nového lieku proti tzkosti. Vysledky z tohto c¢lanku uvedieme
v tretej kapitole. Nadviazeme na tieto vysledky a pokisime sa o vSeobecnejsi pristup.

Nase vysledky uvedieme v Stvrtej kapitole.
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2 Modely pre klinické studie

Na skimanie odozvy na liek sa pouzivaju tzv. DR modely(Dose response). Takychto
modelov je niekolko, ale medzi najpouzivanejSie patria Emax model, log-linedrny a
exponencialny model. Uvedieme si verzie tychto modelov zavislé od troch parametrov.
KedZe sa jednéa o nelinedrne modely, na ziskanie optimalnych névrhov nemoZzeme po-
uzit tradi¢né sposoby vypoctu optimélnych navrhov. Spésobom vypoctu optimalnych
navrhov pre tieto modely sa budeme zaoberat v dalSej kapitole. V tejto kapitole si

popiSeme tieto modely aj s grafom ich priebehu.

1. EMAX model
011’

f($,9)260+$+02

V tomto modeli x vyjadruje davku lieku(dose), 6y vyjadruje placebo efekt pri x=0,
preto predpokladame, Ze tento parameter je rovny 0. Parameter 6, je asympto-
ticky maximéalny azitok z liecenia vacsi ako placebo, teda jeho hodnoty patria do
intervalu (0,1) a 3 nam urc¢uje davku, ktord je polovicou z asymptoticky maxi-
méalneho efektu, ¢ize hodnoty moézu byt z celého intervalu ako x, teda z [0, 150].
Presnejsie, Emax moéze byt vyjadreny ako vztah interakcii medzi liekom a priji-

matelom lieku, preto sa da odvodit z rovnice chemického ekvilibria.

2. Log-linearny model

f(z,0) =0+ 61log(z + 65) (10)

Tu 6y znamena placebo efekt, 0, je prirastok logaritmu x + 65, kde 65 je aditivna
kon§tanta, aby sme sa vyhli problémom s logaritmom, ked je placebo efekt nulovy.
Preto predpokladame, ze 6; € [0,1], 65 € [0,150] tak isto ako x. Rozdiel medzi
tymto a EMAX modelom je taky, ze logaritmus produkuje neohraniceny efekt,

ked sa davka bliZi k nekone¢nu.

16



3. Exponenciilny model

f(z,0) =6y + Orexp(x/0s) (11)

Ako v predoslych modeloch, aj v tomto mé 6, hodnotu placebo efektu, 6, € [0, 1]
urcuje sklon krivky a 0y € [0, 150] urc¢uje mieru narastu efektu. Tento model ma

ako jediny konvexni DR funkciu. Hodnoty x sa pohybuja na intervale [0, 150].

Obr. 1: Graf priebehu funkcii DR modelov

Dase response modely

0.45 T T
Emax
0.4 — —-Log-linear
Exponential T T
0.35 ' -
0.3 -
o 0.25 .
S
j=R
b
& D2 -

]
e
M

=
=

0.05

1
100 150

Doge

Na tomto grafe st zobrazené priebehy jednotlivych funkcii. Na osi X mame hodnotu
podavaného lieku v mg, teda na intervale [0mg,150mg]. Na osi Y sa nachadzaji funkéné
hodnoty pre dané modely. Konkrétne sa jedna o pripad testovania lieku proti tzkosti

spomenuty v [1]. Pre dany liek sme na vykreslenie pouzili nasledujuce parametre:
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Tabulka 1: Modely a ich parametre

Modely 0 = (6,01, 0)T
EMAX (0,0.4670,25)
Log-linearny (0,0.0797,1)
Exponencidlny | (-0.0825,0.0825,85)

V predoslej tabulke st uvedené hodnoty pre parametre z [1] , kde sa testoval liek
proti tzkosti a tieto boli pouzité ako Startovacie hodnoty na vypocet lokalne optimél-
nych navrhov. Pouzitie tychto troch modelov je pomerne Siroké a nie len v medicine.
Existuje mnozstvo inych oblasti, kde sa tiez testuji nové pripravky, napr. potravinar-
sky, polnohospodarsky alebo chemicky priemysel. Aj v tychto oblastiach treba pred
vypustenim nového vyrobku do obehu spravit mnozstvo testov a samozrejme najlepsie
je ich uskutocnit ¢o najlacnejsie. Preto sa v dalsej kapitole budeme venovat optimalnym

navrhom pre tieto modely.
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3 Optimalne navrhy pre klinické stadie

V tejto oblasti vyskumu pracujeme s nelinearnymi regresnymi modelmi, preto aj opti-
malizacia navrhov bude zlozitejsia. Ako najjednoduchsSie navrhy sa pouzivaja tzv. lo-
kalne optimalne navrhy. Hlavnou myslienkou je zvolit si vopred hodnoty parametrov
6* € RP a potom dostaneme P[M(&,0*)]. Toto nam da optimélny navrh, ale len v
urcitej oblasti. Pre int volbu parametrov moze vyjst iny optimalny navrh. D4 sa v8ak
pouzit aj iny pristup, ktory nepotrebuje poznat presné hodnoty parametrov, ale staci
mu nejaka apriorna informécia o neznamych parametroch. Tu moézeme pouzit lokalne
optiméalne névrhy ako Startovaciu poziciu. Hovorime o tzv. Bayesovskom optimalnom
navrhu. Tento pristup je vhodny preto, lebo pri klinickych stididch experimentatori
maji pozadované informéacie. Ak vSak nemame Ziadne informécie o neznamych pa-
rametroch, mozZeme pouzit tzv. maximinny optimalny navrh. Opisom a vlastnostami

tychto dvoch pristupov sa budeme zaoberat v dalSom texte tejto kapitoly.

3.1 Lokalne optimalne navrhy

V tejto sekcii odvodime D-optimalne ndvrhy pre nase nelinedrne modely. Vektory par-

cidlnych derivécii jednotlivych modelov na intervale [a,b]:

z —x6,

gi(x,0) = (1, T+ 0, (z+ 92)2)T (12a)
02(2,0) = (L logla + 02), —' )" (12b)
452, 0) = (1, eap(a6), —20caP@/02) yr (12)

03

Potom informac¢na matica vyzera nasledovne

M(£,0) = /X o(z,0)g" (. 0)dE (z)

Nasledujtice dve vety podla [1] nam povedia o vSeobecnej Struktire lokalne D-

optimalnych navrhov.
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Veta 3.1. Lokdlne D-optimdlny ndvrh £p na intervale [a,b] pre EMAX, log-linedrny
a exponencidlny model sa skladd z troch bodov, z ktoryjch dva si krajné body intervalu.

Teda pre vsetky modely ma D-optimdlny ndvrh tvar

Dokaz tejto vety Citatel najde v ¢lanku [1]. Tato veta nam sice hovori o tom, ako
vyzera lokdlne D-optimalny névrh, ale nAm nepovie, ako najst body obsiahnuté v tomto
névrhu. Tuto informéciu dostaneme v nasledujicej vete, kde analytickym vypoc¢tom

dostaneme predpis pre vnitorny bod intervalu [a,b].

Veta 3.2. Lokdlne D-optimdlny ndvrh {p na intervale [a,b] sa skladd z troch bodov
s rovnakymi vdhamsi. Vnitorng bod ndvrhu zdvisi len od modelu. Treti bod supportu

D-optimdlneho ndvrhu pre Emaz model je nasledovny:

- _ bla+03) + a(b+6)
Emaz (a+0) + (b+60)

ﬁalej pre log-linedrny model

log(a + 6) — log(b+ 62)
b—a

x;kog—linear = (b + 92)(0’ + 02) - 02

a nakoniec pre exponencidlny model

o (b= Bo)exp(b/0) — (a — ba)exp(a/6r)

exp — exp(b/0y) — exp(a/bs)

Dékaz. Dokaz spravime pre exponencidlny model, pretoze pre ostatné dva pripady sa

bude postupovat rovnako. Z predoslej vety vieme, zZe D-optimalny ndvrh ma support v
troch bodoch, z ktorych dva st krajné body intervalu. Vahy st pre tieto body rozdelené
rovnomerne, t.j. w; = 1/3. Musime uz len dokéazat, 7e vnatorny bod ma tvar uvedeny

vo vete. Vychadzame z definicie informacnej matice, ktora ma tvar
13
M(&,0) = 5 > gs(5,0)g5 (x5,0),
j=1
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kde g3 je gradient regresnej funkcie pre exponencidlny model. Priamym vypoc¢tom de-

terminantu informad¢nej matice dostaneme funkciu 7'(x,0) =| M(&,0) |=

03 [a? exp®(a/02) (1—exp(a/62))+a* eXP?’(ﬂC/@z)gl—eXP(ﬂC/@z))+b2 exp? (b/62) (1—exp(b/62))]
2705 3

ktort chcem maximalizovat, preto spravime g—g(x, 0) = 0 a z toho dostaneme body

(b—02) exp(b/B2)—(a—02) exp(a/62)

exp(b/62)—exp(a/b2) T3 = b

1 = a Lo =

ako mozné extrémy funkcie 7'(z,0). Plati: T'(a,0) = 0, T'(b,0) = 0 a T(x,0) > 0 pre
z € [a,b]. V bodoch a,b sa teda nachadzaji lokélne minim4 tejto funkcie. Dalej vieme,
ze funkcia T'(z,0) je ostro rastica na intervale [a,z3] a ostro klesajica na intervale

[x5,b]. Teda v bode 5 sa nachadza lokdlne maximum funkcie T'(z, 0).

O

Na zéklade tychto poznatkov sa pokisime v programe MATLAB naprogramovat

funkciu na vypocet lokalne D-optimélnych navrhov pre v8etky modely.

3.2 Bayesovsky optimalny navrh

Lokalne D-optimélny navrh maximalizuje In(det(M (&, 00))), vid [7]. Ak pozname apri-
ornu distribu¢na funkciu p(0) pre 6, Bayesovsky D-optimélny navrh maximalizuje na-

sledujici vyraz

B(6) = Eulndet(M(€.60))) = | In(det(M (€. 66))p(6)db.

Vetu o ekvivalencii aplikujeme na variancie

d(2,€) = Byd(z,£,0) — /9 d(z. &, Op(0)do.

Navrh maximalizujuci prvia rovnicu ignoruje dalsi efekt apriornej informacie o 6 vzhla-
dom na informa¢na maticu. Tieto navrhy sa niekedy nazyvaju pseudo-Bayesovské. Hla-
daji sa podobne ako lokadlne optiméalne navrhy, integraciu mézeme vykonat analyticky

alebo numericky, napriklad aj simulovanim apriérnej distribu¢nej funkcie.

3.3 Maximinny optimalny nivrh

Dalsf pristup, ako sa vyhnut zavislosti optimalneho navrhu od hodnot neznamych pa-

rametrov @, bol vytvoreny maximinny navrh, v ktorom neznamy parameter ¢ patri do
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mnoZiny ©, pozri [7]. Potom tento navrh dostaneme tak, Ze pren plati

P(&*) = max Ieléiél In(det(M(&,6))).

To znamend, ze hladany navrh &* maximalizuje hodnoty (n(det(M(&,0))) pre také
hodnoty 6, pre ktoré je determinant minimalny. Existuje mozna namietka vo¢i tymto
navrhom, pretoze maximinné navrhy sa objavuji na okrajoch parametrického priestoru.
Ak mame apriérnu distribu¢na funkciu, pre ktoré maja krajné body maji velmi mala
pravdepodobnost nastatia, tak ich dolezitost preto méoze byt v maximinnych navrhoch

precefiovana. Kvoli tomu tieto navrhy mozu mat velky pocet bodov nosic¢a.
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4 Vysledky a porovnania

Ako nazov napoveda, v tejto kapitole zhrnieme dosiahnuté vysledky. Bude sa jednat
o praktické vysledky dosiahnuté pomocou teérie uvedenej v pouzitej literattre. Pre
vypocty sme pouzili matematicky program MATLAB. Koédy pre pouzité funkcie st

uvedené v prilohe.

e D-optiméalne navrhy
S vyuzitim Vety 3.1 sme zostrojili funkciu na vypocet lokidlne D-optimalneho
navrhu. Dana funkcia sa da najst v prilohe v sekcii "Lokalny D-optimélny navrh".
Hlavna myslienka je takéi, Ze tento navrh sa sklad& z troch bodov na intervale
|a,b], pricom tieto body st a,z,b , kde a,b st krajné body intervalu a bod z lezi
medzi nimi. Tymto vlastne overime tvrdenie Vety 3.2, kde je explicitne vyjadreny
predpis pre bod z . Tento nas postup pouZzijeme na rieSenie problému v [1]. V
tomto ¢lanku sa autor zaobera hladanim D-optimalnych navrhov pre testovanie
lieku proti uzkosti. N&3 interval [a,b] bude teda predstavovat interval [0,150].
V nasledujucej tabulke st uvedené hodnoty D-optimélnych navrhov vypocitané

nasou funkciou v porovnani z explicitnym vyjadrenim z Vety 3.2.

Tabulka 2: Porovnanie navrhov

Model Explicitné vyjadrenie | Numericky vypocet
EMAX (0,18.7500,150) (0,18.7500,150)
Log-linearny (0,4.0507,150) (0,4.0507,150)
Exponencialny (0,95.9927,150) (0,95.9927,150)

Ako je vidiet, hodnoty sa zhoduji aj na 4 desatinné miesta, ¢o svedci o spravnosti
vypoctu. Balej navyse pripojime grafy priebehu hodnot D-optimalneho kritéria

na intervale [0,150] pre jednotlivé modely.
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Obr. 4: Exponenciialny model
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Na osi X sa nachadzaji hodnoty, ktoré predstavuji davku lieku a na osi Y sa
nachadzaji hodnoty kritéria D-optimality pre jednotlivé davky lieku. Graf nam

teda ukazuje priebeh kriterialnej funkcie na intervale [0,150].

Maximinné optiméalne navrhy

Podla definicie maximinného optimalneho navrhu sme vyuZili optimaliza¢nt fun-
kciu v Matlabe na vypocet takéhoto navrhu. Samotné funkcia sa nachadza v pri-
lohe v sekcii "Maximinny optimalny navrh". Téato funkcia prehladéva priestor pa-
rametrov a maximalizuje funkénd hodnotu pri minimalizacii hodnot parametrov.
Optimalizovat budeme cez vahy jednotlivych merani, ktoré v nasej funkcii vystu-
puja ako premenné x. Pre interval [0,150] spravime rovnaku diskretizaciu, pretoze
vektor bodov navrhu ma rovnaku velkost ako vektor vah. Taktiez spravime dis-
kretizaciu priestoru parametrov. Pre jednotlivé hodnoty vstupnych premennych
vypocitame hodnotu informac¢nej matice. Tuto hodnotu sa snazime maximalizo-
vat. Jednotlivé body navrhu najdeme tak, zZe budid mat svoje vahy vécsie ako 0.

Vsetky kody st zapisané na konci prace. Teraz uvedieme nage vysledky:

1. Emax model Pre tento model nam vysla hodnota kritéria optimality 11,3371.

Najdeny optimélny navrh sa sklada z 3 bodov, kde kazdy bod ma v navrhu
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rovnaku vahu.

Tabulka 3: Maximinny D-optimalny navrh pre Emax model

Model 1 2 3

x; 0 3.0612 150
W; 0.3333 | 0.3333 | 0.3333

Erax model

Wahy
[}
o

Body

2. Log-linedrny model Pre tento model nam taktiez vysla kladna hodnota kri-
téria optimality 6,1587. Na rozdiel od predoslého v tento optimalny navrh sa
sklada zo 4 bodov. V nasledujucej tabulke sa nachédza najdeny optimélny

navrh.

Tabulka 4: Maximinny D-optiméalny navrh pre Log-linedrny model

Model 1 2 3 4

Z; 0 3.0612 | 6.1224 | 150
w; 0.3333 | 0.3216 | 0.0121 | 0.3333
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Log-linearny model

Wahy
[}
o

50 1DID 150
Buody

3. Exponencialny model Pre tento model nam vysla zdpornd hodnota kritéria

optimality -586,3591. Toto moze byt sposobené tym, ze exponencialny model

mé ako jediny konvexnu funkciu. Tento optimalny navrh sa sklada z piatich

bodov s odlisnymi vahami.

Tabulka 5: Maximinny D-optiméalny navrh pre Exponencidlny model

Model 1 2 3 4 5
Z; 67.8980 | 107.4286 | 140.8776 | 146.9592 | 150
w; 0.0052 0.0068 0.0205 0.3627 | 0.6048

Exponencialny model
07

06

05+

04+

03f

Wahy

02r

0y

I L e S e S A e E X RS P LA

a1 ' '
] 50 100 150

Body
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e Bayesovsky D-optimalny navrh

Bayesovské kritérium D-optimality vyuzijeme na porovnanie rdéznych rozdeleni
pre parameter 6, ktory je v naSej optimalizacii najvyznamnejsi. Pripravili sme
5 roznych rozdeleni: normalne, log-normalne, rovnomerné, gamma a geometrické.
Parametre tychto rozdeleni sme prisposobili tak, aby stredna hodnota bola zhodné
s hodnotou v ¢lanku [1|. Ako z tedrie vyplyva, tak ¢im vi¢sia hodnota kritéria
nam vyjde, tym lepsi by nas navrh mal byt. KedZe navrh sme zobrali lokalne
D-optimalny z toho istého ¢lanku, tak budeme porovnévat len hodnoty vzhladom

na apriorne rozdelenie parametra. V nasledujicej tabulke st hodnoty, ktoré nam

vysli.
Tabulka 6: Hodnoty Bayesovkych D-optimalnych kritérii
Model Normalne | Log-normélne | Rovnomerné | Gamma | Exponencidlne
EMAX -15.2028 -0.8990 -20.9543 -0.0143 -16.4234
Log-linearny -3.7901 -8.2660 -20.0739 -12.0385 -2.8547
Exponenciadlny | -1.7059 1.4949 0.5056 -13.6054 12.0642

7 vysledkov mozno usidit, ze pre Emax model by mohol mat paramter 6, gamma
rozdelenie s prislusnymi parametrami. Pre Log-linedrny model uz situacia nie je
takd jednoznac¢né, pretoze hodnoty kritéria pre exponencidlne a normalne roz-
delenie su blizko seba, preto by bolo mozné uvazovat obidva tieto pripady. Aby
sme sa vyhli zlym vysledkom upravime interval pre parameter 6y na [1,150]. Aj
z praktického hladiska je dana uvaha v poriadku, pretoze pre experimentatora
nie je vyhodne uvazovat nulové hodnoty parametra 0y. Tieto vysledky si len
orientacné, pretoze hodnoty parametrov boli doplnené iba so znalostou vlastnosti
parametra 6 pre jednotlivé modeli. Av§ak mozu poskytnut poc¢iatocény pohlad na
problematiku a zaroven s danou funkciou mozno porovnavat rézne rozdelenia a

tym urcit to najlepsie.
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5 Zaver

V tejto praci sme sa zaoberali optiméalnym navrhovanim experimentov. Konkrétne sme
sa zaoberali optiméalnym navrhovanim experimentov pre klinické Stiudie. Ciefom bolo
takéto optimalne navrhy néjst. Zakladom bol ¢lanok [1], v ktorom sa autori zaoberali
optiméalnym navrhovanim experimentov pre testovanie lieku proti tizkosti. Bezpecné
davkovanie tohto lieku je na intervale [0,150], a preto vietky nase vypocty sme obmedzili
na tento interval. Teda aj kazdy optimalny navrh musi byt z tohto intervalu.

Na zaciatok sme hladali lokdlne D-optiméalny navrh. S vyuzitim znalosti o zloZeni
lokdlne D-optimélneho navrhu na intervale [a,b] sme pomocou naprogramovanej fun-
kcie numericky vypocitali lokdlne D-optimélny névrh, ktorého hodnoty sa zhodovali s
hodnotami z expliticného vyjadrenia z Vety 3.2.

Dalej sme hladali maximinny D-optimalny néavrh. Na tento tcel sme vyuzili opti-
maliza¢nd funkciu Fminimax, ktora sa nachadza v programe MATLAB. Dant funkciu
sme prisposobili nasim poziadavkam a optimalizovali pri danych ohrani¢eniach. Ako
vysledok sme dostali maximinny D-optiméalny navrh pre kazdy model.

Na konci sme sa zaoberali vypoc¢tom hodnoty Bayesovského D-optimalneho kritéria
pre rozne rozdelenia parametra 6, na intervale [1,150]. Podla vyslednej hodnoty sme
mohli porovnavat vhodnost daného rozdelenia pre tento parameter. Pre prvé dva modeli
nam vysledky vysli jasne, pre exponencialny model by bolo treba d'alsie skimanie. Tieto

vysledky by mali posluzit najmé pri hfadani Bayesovského D-optimalneho navrhu.
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6 Prilohy

V tejto kapitole uvedieme zdrojové kody pre program MATLAB pouzité na jednotlivé
vypocty v tejto diplomovej praci.
6.1 Informac¢né matice

e Informacna matica pre Emax model

function [A]l=emax(x)
y=zeros(3,1);

A=zeros(3);

a=1;
b=x/(x+25) ;
c=-((0.467*x)/((x+25)"2));

y=[a b c];

A=y’ *y;

Vseobecnejsie verzia, kde medzi vstupné argumenty patria aj parametre modelu:

function [A]l=emaxp(x,tl,t2)
y=zeros(3,1);

A=zeros(3);

a=1;

b=x/(x+t2);
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c=-((t1*x)/((x+t2)"2));
y=[a b c];

A=y’ *y;

Informacnd matica pre Log-linedrny model

function [Al=loglinear(x)
y=zeros(3,1);

A=zeros(3);

a=1;
b=log(x+1);
c=0.0797/(x+1);

y=[a b c];

A=y *y;

Vseobecnejsie verzia, kde medzi vstupné argumenty patria aj parametre modelu:

function [Al=loglinearp(x,tl,t2)
y=zeros(3,1);

A=zeros(3);
a=1;

b=log(x+t2) ;
c=t1/(x+t2);

y=[a b c];

A=y *y;
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e Informacnd matica pre Exponencidlny model

function [A]l=exponential(x)
y=zeros(3,1);

A=zeros(3);

a=1;

b=exp(x/85) ;
c=(-1%0.08265*x*exp(x/85))/(85°2) ;
y=[a b c];

A=y’ x*y;

Vseobecnejsie verzia, kde medzi vstupné argumenty patria aj parametre modelu:

function [A]l=exponentialp(x,tl,t2)
y=zeros(3,1);

A=zeros(3);

a=1;
b=exp(x/t2);
c=(-1*t1*xx*exp(x/t2))/(t2°2);

y=[a b c];

A=y’ *y;

6.2 Lokalne D-optimalny navrh

Tato funkcia sluzi na vypocet lokdlne D-optimélneho navrhu s pevnymi hodnotami
parametrov, ako vstup sa zada ¢islo, ktoré predstavuje nase modely(1-Emax model,

2-Log-linearny model, 3-Exponencialny model):
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function [a,y,b]l=Bod(sw)

% toto je diskretizicia intervalu
x=linspace(0,150,5000000) ;
A=zeros(2,length(x));

a=0;

b=150;

% treba zadat vstupné Zislo:
% 1l-emax model
% 2-loglinearny model

% 3- exponencialny model

% vypolet hodndt kritéria v jednotlivjch bodoch
if (sw==1)
B=emax (a) +emax(b) ;
for i=1:length(x)
A(1,i)=x(1);
A(2,i)=log(det((emax(x(i))+B))/3);
end

end

if (sw==2)
B=loglinear(a)+loglinear(b);
for i=1:length(x)
A(1,i)=x(1);
A(2,i)=1log(det ((loglinear (x(i))+B))/3);
end

end

if (sw==3)
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B=exponential (a)+exponential(b);
for i=1:length(x)

A(1,i)=x(1);

A(2,i)=1log(det ((exponential (x(i))+B))/3);
end

end

% najdenie maxima a jeho vypis
e=real(A(2,:));
m=max (e) ;

r=find(m==e);

plot(x,e,’LineWidth’,3,”Color’,’k?);
xlabel(’Dose’)

ylabel(’D-optimal value’)

y=x(r);

6.3 Maximinny D-optimalny navrh

Tato funkcia maximalizuje hodnotu D-optimalneho kritéria vzhladom na najmengiu
hodnotu parametra 6. Kod obsahuje jednotlivé funkcie ako aj zapis optimalizacie. Pre
optimaliziciu sme pouzili funkciu Fminimax, ktoré je suc¢astou programu Matlab. Na
premenné sme pouzili ohrani¢ia w; € [0,1] a Y w; = 1.

Toto je zapis optimalizacie v naSom pripade. St tam obmedzenia na vihy jednotlivych

meran{ a zaroven aj samotna optimaliza¢na funkcia:

n=50;

x0 =1/n*ones(1,n);
x0=x0";

A=[1;

b=[1;

Aeg=ones(1,n);
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beq=1;
lb=zeros(n,1);

ub=ones(n,1);

[x,fval,maxfval,output] = fminimax(@myfun3,x0,A,b,Aeq,beq,1b,ub);

Tuto sa nachadzaji jednotlivé funkcie, ktoré sme optimalizovali. Vstupom je vek-
tor vah jednotlivych bodov merania, ktory chceme optimalizovat. Priestor parametrov
01,0, diskretizujeme a pre kazda kombinaciu hodnét vypoc¢itame informacnii maticu.
Do informac¢nej matice vstupuji aj jednotlivé body x, interval [0,150,] tie7 diskretizu-
jeme na taky pocet, kolko je dlzka vektora vah. Vystupom budu uZ optimalne vahy

pre jednotlivé body.

e Emax model:

function f=myfunl (x)
n=50;
t2=linspace(1,150,n);
t1=linspace(0.1,1,n);
f=01;

A=[1;

for i=1:n

for j=1:n

A=[A; t1(j), t2(i)];
end

end

A=A’

z=linspace(0,150,length(x));
M=0;
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for i=1:1length(A)

for k=1:length(x)
a=1;
b=z (k) /(z(k)+A(2,1));
c=-((A(1,1)*z(k))/((z(k)+A(2,1))"2));
y=[a ,b , cl;

M=M+ (y > *y) *x (k) ;

end

f=[f, -1xlog(det(M))];
end

end

Log-lineAny model:

function f=myfun2(x)
n=50;
t2=linspace(1,150,n);
tl=linspace(0.1,1,n);
£=[1;

A=[1;

for i=1:n

for j=1:n

A=[A; t1(j), t2(i)];
end

end

A=A ;

z=linspace(0,150,length(x));
M=0;
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for i=1:1length(A)

for k=1:length(x)
a=1;
b=log(z(k)+A(2,1));
c=A(1,1)/(z(k)+A(2,1));

y=[a ,b , cl;

M=M+ (y > *y) *x (k) ;

end

f=[f, -1xlog(det(M))];
end

end

Exponencidlny model:

function f=myfun3(x)
n=100;
t2=linspace(1,150,n);
tl=linspace(0.1,1,n);
£=[1;

A=[1;

for i=1:n

for j=1:n

A=[A; t1(j), t2(i)];
end

end

A=A ;

z=linspace(0,150,length(x));
M=0;
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for i=1:1length(A)
for k=1:length(x)
a=1;
b=exp(z(k)/A(2,1));
c=(-1%A(1,1)*z(k) xexp(z (k) /A(2,1)))/(A(2,i)"2);

y=[a ,b , cl;

M=M+ (y > *y) *x (k) ;

end

f=[f, -1xlog(det(M))];
end

end

6.4 Bayesovsky D-optimalny navrh

Tato funkcia slazi na vypocet lokdlne D-optimalneho navrhu s pevnymi hodnotami
parametrov, ako vstup sa zada ¢islo, ktoré predstavuje nase modely(1-Emax model,

2-Log-linearny model, 3-Exponencialny model):

function [hodk]=Bayes (sw)
poc=1;
t2=1linspace(poc,150,10000) ;
t1=0.1;

dlz=length(t2);

% pociatocne hodnoty
a=0;

b=150;
hodk=zeros(1,5);

% vypocet pre jednotlive modely
if (sw==1)
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% vypocet vektorov pravdepodobnosti
t3=1linspace(poc,150,10001);
pl=normcdf (t3,25,25);
p2=logncdf (£t3,25,25) ;
p3=unifcdf (£3,0,150) ;
p4=gamcdf (t3,75,3) ;
pb=expcdf (t3,25) ;
for i=1:d1lz
x=(b*(a+t2(i)) + a*x(b+t2(i))) /(a+t2(i)+b+t2(i));
ppl=p1(i+1)-p1(i);
pp2=p2(i+1)-p2(i);
pp3=p3(i+1)-p3(i);
pp4=p4 (i+1)-p4(i);
pp5=p5 (i+1)-p5(i);
pp=[ppl pp2 pp3 pp4 pp5l;
if “isnan(log(det((emaxp(a,tl,t2(i))+emaxp(x,tl,t2(i))+emaxp(b,t1,t2(1)))/3)))
hodk=hodk+ (pp*log(det ((emaxp(a,tl,t2(i))+emaxp(x,tl,t2(i))
+emaxp(b,t1,t2(i)))/3)));
end
end

end

if (sw==2)
% vypocet vektorov pravdepodobnosti
t3=1linspace(poc,150,10001);
pl=normcdf (t3,1,1);
p2=logncdf (t3,1,1);
p3=unifcdf (t3,0,150);
p4=gamcdf (t3,3,3);
p5=expcdf (t3,1);
for i=1:d1lz
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ppl=p1(i+1)-p1(i);

pp2=p2(i+1)-p2(i);

pp3=p3(i+1)-p3(i);

pp4=p4 (i+1)-p4(i);

pp5=p5 (i+1)-p5(i);

pp=[ppl pp2 pp3 pp4 pp5l;
x= (((a+t2(1)) *(b+t2(1))*(log(b+t2(i))-log(a+t2(i)))) /(b-a))-t2(i);
if “isnan(log(det((loglinearp(a,tl,t2(i))+loglinearp(x,tl,t2(i))
+loglinearp(b,t1,t2(i)))/3)))

hodk=hodk+ (pp*log(det ((loglinearp(a,tl,t2(i))+loglinearp(x,tl,t2(i))
+loglinearp(b,t1,t2(i)))/3)));

end
end
end
if (sw==3)

% vypocet vektorov pravdepodobnosti
t3=1linspace(poc,150,10001);
pl=normcdf (t3,85,85);
p2=logncdf (t3,85,85) ;
p3=unifcdf (t3,0,150);
p4=gamcdf (t3,85,1) ;
p5=expcdf (t3,85) ;
for i=1:d1z
ppl=p1(i+1)-p1(i);
pp2=p2(i+1)-p2(i);
pp3=p3(i+1)-p3(i);
pp4=p4 (i+1)-p4(i);
pp5=p5 (i+1)-p5(i);
pp=[ppl pp2 pp3 pp4 pp5l;
x=(((b-t2(i))*exp(b/t2(i))) - ((a-t2(i))=*exp(a/t2(i))))
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/(exp(b/t2(i))-exp(a/t2(i)));
if “isnan(log(det((exponentialp(a,tl,t2(i))+exponentialp(x,tl,t2(i))
+exponentialp(b,t1,t2(i)))/3)))
hodk=hodk+ (pp*log(det ((exponentialp(a,tl,t2(i))+exponentialp(x,tl,t2(i))
+exponentialp(b,t1,t2(i)))/3)));

end end end
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