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Abstrakt v ²tátnom jazyku

Zmeko Samuel: Optimálne navrhovanie experimentov v klinických ²túdiách [Dip-

lomová práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky

a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky; �kolite©: Mgr. Lenka

Filová, PhD., Bratislava, 2011.

V tejto práci sa budeme venova´ optimálnemu navrhovaniu experimentov pre klinické ²tú-

die. Vychádzajúc z doteraz známej teórie naprogramujeme funkcie na výpo£et lokálne D-

optimálnych návrhov. �alej sa budeme zaobera´ kon²trukciou v²eobecnej²ích kritérií optima-

lity, pre ktoré nepotrebujeme vopred vedie´ hodnoty parametrov modelu. Do tejto skupiny

patrí aj Bayesovké a maximinné kritérium optimality. Pomocou optimaliza£ných funkcií náj-

deme optimálne návrhy pre tieto kritéria a hodnoty kritériálnych funkcií. V²etky výpo£ty

budú realizované v programe Matlab.

K©ú£ové slová: nelineárne regresné modely, optimálne navrhovanie experimentov, klinické

²túdie, lokálne optimálne návrhy, Bayesovský a maxminný optimálny návrh



Abstract

Zmeko Samuel: Optimal design of experiments in clinical trials [Master Thesis],

Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informa-

tics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Lenka

Filova, PhD., Bratislava, 2011.

In this thesis, we focus on deriving optimal design of experiments in clinical trials. Outgoing

from known theory we program a fuction for calculating locally D-optimal designs. Next, we

will focus on construction of more general criteria of optimality for which we dont need to

know values of model parameters. Bayesian criterion of optimality and maximin criterion of

optimality belongs to this group of criteria. Using optimization functions we will derive optimal

designs for this criteria and their values. All calculations will be performed by Matlab.

Keywords: nonlinear regression models, optimal design of experiments, clinical trials,

locally optimal designs, Bayesian and Maximin optimal design
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Úvod

Navrhovanie experimentov je oblas´ ²tatistiky známa predov²etkým z fyziky. Základ-

nou potrebou bolo nájs´ body merania tak, aby nám jednotlivé pokusy dali £o najviac

informácií pri najmen²ích nákladoch. Tento prístup je síce matematicky pomerne ná-

ro£ný, av²ak výsledky získané pomocou neho sú lep²ie ako predo²lé nematematické,

resp. intuitívne prístupy. Medzi takéto patrí aj tzv. ²tandardný návrh. �tandardný ná-

vrh bol zaloºený na tom, ºe interval pozorovaní sme si rozdelili na rovnaké £asti alebo

tak, ºe ¤al²í bod bol dvojnásobkom druhého. Potom body návrhu boli krajné body

týchto intervalov, resp. samotné vybraté body a kaºdý bod tohto návrhu mal rovnakú

váhu. Tento prístup bol ale neefektívny. Preto ©udia za£ali h©ada´ nové moºnosti ap-

likovania optimálneho navrhovania experimentov. V tejto diplomovej práci sa budeme

venova´ jednej z týchto aplikácií. Konkrétne pôjde o tzv. "klinické ²túdie".

Klinické ²túdie sa zaoberajú tým, ako správne podáva´ testované lieky pokusným

pacientom, aby sme z daného experimentu získali £o najviac informácií o efektívnosti

a toxicite daného lieku. Výroba nového lieku môºe by´ �nan£ne náro£ná, preto sa

snaºíme dávky podávaného lieku optimalizova´, aby sme minimalizovali náklady ,ako

aj ved©aj²ie ú£inky u testovaných osôb.

V prvej kapitole sa budeme venova´ teoretickému úvodu do regresných modelov a

úvodu do navrhovania experimentov. Uvedieme tu základné pojmy a vety potrebné k

pochopeniu ¤al²ieho obsahu.

V druhej kapitole uvádzame hlavne popis modelov pouºívaných pri klinických ²tú-

diách. Vybrali sme modely obsahujúce tri parametre, pri£om kaºdý z nich má kvalita-

tívne iné vlastnosti. Takýchto modelov je viacero, my sa zameriame na tri konkrétne

typy kvôli ich ²irokému uplatneniu nie len pri klinických ²túdiách.

Obsah ¤al²ej kapitoly bude zameraný predov²etkým na problematiku optimálnych

návrhov v klinických ²túdiách. Ke¤ºe v praxi sú DR(Dose Response) modely neline-

árne, treba zvoli´ iné spôsoby výpo£tu ako pri lineárnych modeloch, ako aj iné kritéria

optimality. Tu uvedieme teóriu pouºitú pre programovanie a odvodenie optimálnych

návrhov. Najprv sa zameriame na D-lokálne optimálne návrhy. Neskôr tieto výsledky
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pouºijeme na odvodenie návrhov pre v²eobecnej²ie kritéria ako sú Bayesovské a maxi-

minné.

V ²tvrtej kapitole uvedieme získané výsledky, £íselne aj gra�cky. Cie©om ná²ho sna-

ºenia bude pre kaºdý model dosta´ minimálne jeden optimálny návrh. Taktieº spravíme

porovnanie hodnôt kritérií pre získanie ¤al²ích informácií.

V predposlednej kapitole uº len stru£ne zhrnieme slovami dosiahnuté výsledky a ako

sa nám podarilo dosiahnu´ stanovený cie©.

Posledná kapitola bude obsahova´ kód z programu Matlab, ktorý sme pouºili pri

výpo£te optimálnych návrhov.
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1 Úvod do navrhovania experimentov v klinických ²túdiách

1.1 V²eobecné vz´ahy a de�nície

Základom pre optimálne navrhovanie experimentov je zvoli´ správny regresný model.

Majme teda model

Yij = f(xi, θ) + εij; i = 1, ..., k; j = 1, ..., ni (1)

kde

E[εij] = 0, D[εij] = σ2 (2)

a

x ∈ X ⊆ Rk, θ ∈ Θ ⊆ Rp+1. (3)

Predpokladáme teda, ºe na²e pozorovania majú normálne rozdelenie a v²etky sú nezá-

vislé a rovnako rozdelené. Mnoºina X sa nazýva mnoºina v²etkých moºných pokusov

alebo aj mnoºina bodov supportu a mnoºina Θ sa nazýva mnoºina parametrov modelu.

Na²ím cie©om je £o najlep²ie odhadnú´ hodnoty neznámych parametrov θ.

Z týchto predpokladov vyplýva, ºe

E[Y |x] = f(x, θ). (4)

Závislos´ funkcie f(x, θ) ∈ Rk na parametri θ = (θ0, θ1, ...θp)
T ∈ Θ j Rp+1 môºe by´

lineárna alebo nelineárna.

De�nícia 1.1 (Lineárny regresný model). Lineárny regresný model je taký model, kde

funkcia f(x, θ) sa dá napísa´ ako sú£in známych funkcií f(x) a vektora parametrov

θ = (θ0, θ1, ...θp)
T ∈ Rp+1 ,teda

Y = f(x)θ + εij. (5)

Nelineárne sú potom v²etky ostatné modely.

De�nícia 1.2 (Návrhová miera). Návrhová miera(návrh) experimentu je kaºdá prav-

depodobnostná miera na mnoºine X , ktorá ma kone£ný nosi£.
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Inými slovami, návrh experimentu je matica

ξ =

x1 x2 . . . xn

w1 w2 . . . wn


kde vektor x = (x1, x2, ..., xn) udáva body merania a vektor w = (w1,w2, ...,wn) ob-

sahuje váhy jednotlivých bodov merania, pre ktoré platí wi ≥ 0,
∑

iwi = 1. Ak je
ni
n
,
∑

i ni = n sú kone£né £ísla, teda ni, n ∈ N , jedná sa o tzv. presný návrh. Ak nie

tak hovoríme, ºe ide o tzv. asymptotický návrh.

Pre ur£enie miery informácie získanej z jednotlivých experimentov sa pouºíva tzv.

informa£ná matica.

De�nícia 1.3 (Informa£ná matica). Informa£ná matica návrhovej miery ξ je de�no-

vaná ako

M(ξ, θ) =

∫
X

g(x, θ)g(x, θ)Tdξ(x) (6)

kde

g(x, θ) =
∂f(x, θ)

∂θ
(7)

je gradient regresnej funkcie f(x, θ) a ξ(xi) = wi.

V lineárnom modeli máme regresnú funkciu závislú na parametroch lineárne, preto

informa£ná matica vyzerá nasledovne

M(ξ) =
∑
x∈X

ξ(x)f(x)f(x)T .

Je to matica, ktorá obsahuje informácie zo v²etkých bodov merania pri danom ná-

vrhu. V lineárnom modeli nám informa£ná matica nezávisí od neznámych parametrov

θ, preto informa£ná matica závisí len od bodov, v ktorých robíme experiment a to

nám zjednodu²uje následný optimaliza£ný problém. Nájs´ optimálny návrh pre neli-

neárny model je zloºitej²ie ako pre lineárny model v tom, ºe informa£ná matica závisí

aj od neznámych parametrov modelu. V takom prípade musíme bu¤ pozna´ hodnotu

týchto parametrov alebo zvoli´ nejaký v²eobecný prístup. Týmto prístupom sa budeme

venova´ v tretej kapitole.

Na²ou úlohou je nájs´ optimálny návrh. Preto treba zvoli´ nejaký v²eobecný postup

pre porovnávanie jednotlivých návrhov. Pre túto úlohu boli vymyslené tzv. kriteriálne
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funkcie (kritéria optimality). E²te predtým si musíme nie£o poveda´ o usporiadaní

návrhov.

De�nícia 1.4 (Usporiadanie návrhov). Návrh ξ rovnomerne nie hor²í ako návrh η ⇔

∀h ∈ Rp+1 : V arξ(hT θ) ≤ V arη(h
T θ). Ozna£ujeme ξ � η.

Teraz si môºeme uvies´ de�níciu kritéria optimality experimentu.

De�nícia 1.5 (Kritérium optimality návrhu). Kritérium optimality návrhu experi-

mentu je funkcia Φ : M = {M(ξ, θ); ξ ∈ Ξ} → R taká, ºe ak ξ � η ⇒ Φ[M(ξ, θ)] ≥

Φ[M(η, θ)]. 1

�alej hovoríme, ºe η ∈ Ξ je Φ-optimálny ⇔ Φ[M(η, θ)] = supξ Φ[M(ξ, θ)].

Ako nám z de�nície vyplýva, optimálny návrh bude taký, ktorý bude maximalizo-

va´ nejaké kritérium optimality, teda nejakú funkciu informa£nej matice. Uvedieme

najpouºívanej²ie kritériá pri optimálnom navrhovaní experimentov:

• A-optimalita - ΦA(M) = m(tr(M−1)−1)

Hodnotu tohto kritéria dostaneme ako sú£et prvkov na hlavnej diagonálne matice

M−1.

• E-optimalita - ΦE(M) = λmin(M)

Hodnota λmin(M) zna£í najmen²iu vlastnú hodnotu matice M. Táto hodnota nám

tieº udáva polomer elipsoidu koncentrácie.

• D-optimalita - ΦD(M) = ln(det(M))

Najpouºívanej²ie kritérium pre jeho vlastnosti ako existencia gradientu, konkáv-

nos´ a spojitos´.

• c-optimalita -

Φ(x) =

c
TMc ak c ∈ µ(M(ξ, θ)) ⊂ Rm,

∞ inak.
(8)

Ide o parciálne kritérium, t.j ak ∃M singulárna a zárove¬ Φ[M ] < ∞, tak Φ

je parciálne kritérium optimality. V na²om prípade je µ(M) ⊂ Rm je st¨pcový

priestor matice M a c je st¨pcový vektor.
1Existuje aj iná de�nícia kritéria optimality, ktorá predpokladá, ºe ide o optimalizáciu konvexnej funkcie.

Potom hovoríme, ºe η ∈ Ξ je Φ-optimálny ⇔ Φ[M(η, θ)] = minξΦ[M(ξ, θ)]. Pre podrobosti, pozri [5].
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Z predo²lého textu nám vyplýva, ºe jednotlivé návrhy nemusia byt v²eobecne opti-

málne, ale vo vä£²ine prípadov sú optimálne len vzh©adom na jednotlivé kritériá. Preto

treba zavies´ pojem e�ciencie návrhu experimentu, ktorý nám bude ur£ova´, ako dobrý

je ná² návrh vzh©adom na iný návrh.

De�nícia 1.6 (E�ciencia návrhu experimentu). Pre kritérium Φ de�nujeme Φ-e�cienciu

návrhu ξ ako £íslo

eff(ξ | Φ) =
Φ[M(ξ, θ)]

supη∈Ξ Φ[M(η, θ)]

1.2 Klinické ²túdie

Pred vydaním nového lieku do obehu treba spravi´ mnoºstvo testov, ktoré ur£ia, £i má

konkrétny liek dobré vlastnosti, teda £i jeho dávky majú dobrú efektivitu pri nízkej

�nan£nej náro£nosti a zárove¬, £i tieto dávky nie sú toxické. Toto testovanie spo£íva z

nieko©kých ²tádií, pozri [4]:

1.²tádium - cie©om je zozbiera´ informácie o ú£inku lieku na ©udské telo. Hlavným

záujmom je zisti´, ako ©udské telo absorbuje daný liek a následne na¬ reaguje. Dôle-

ºité je pri tom nájs´ tzv. MTD(Maximum tolerated dose). Tieto pokusy sú robené na

zdravých pacientoch v malej vzorke po krátku dobu.

2.²tádium - robí sa na pacientoch trpiacich danou chorobou, aby sa zistila tzv.

MED(Minimum e�ective dose). Tieto pokusy sa tieº robia na malej vzorke a slúºia na

detailnej²ie preskúmanie vz´ahu medzi efektivitou daného lieku a jeho toleranciou na

vhodne zvolenej populácii pacientov.

3.²tádium - slúºi na potvrdenie výsledkov získaných v predo²lých pokusoch. Tak-

tieº sa nový liek porovnáva s podobným alebo s placebom. Tieto pokusy sa vykonávajú

na vä£²ej vzorke ©udí ako predo²lé a po dlh²iu dobu.

E²te existuje aj 4.²tádium testovania, kedy sa liek testuje vtedy, ke¤ uº je v obehu.

V tejto diplomovej práci sa budeme zaobera´ hlavne prvým ²tádiom skúmania. Ako
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motiva£ný príklad sme si vybrali prácu [1], v ktorej sa autori zaoberajú optimálnymi

návrhmi pri testovaní nového lieku proti úzkosti. Výsledky z tohto £lánku uvedieme

v tretej kapitole. Nadviaºeme na tieto výsledky a pokúsime sa o v²eobecnej²í prístup.

Na²e výsledky uvedieme v ²tvrtej kapitole.
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2 Modely pre klinické ²túdie

Na skúmanie odozvy na liek sa pouºívajú tzv. DR modely(Dose response). Takýchto

modelov je nieko©ko, ale medzi najpouºívanej²ie patria Emax model, log-lineárny a

exponenciálny model. Uvedieme si verzie týchto modelov závislé od troch parametrov.

Ke¤ºe sa jedná o nelineárne modely, na získanie optimálnych návrhov nemôºeme po-

uºi´ tradi£né spôsoby výpo£tu optimálnych návrhov. Spôsobom výpo£tu optimálnych

návrhov pre tieto modely sa budeme zaobera´ v ¤al²ej kapitole. V tejto kapitole si

popí²eme tieto modely aj s grafom ich priebehu.

1. EMAX model

f(x, θ) = θ0 +
θ1x

x+ θ2

(9)

V tomto modeli x vyjadruje dávku lieku(dose), θ0 vyjadruje placebo efekt pri x=0,

preto predpokladáme, ºe tento parameter je rovný 0. Parameter θ1 je asympto-

ticky maximálny úºitok z lie£enia vä£²í ako placebo, teda jeho hodnoty patria do

intervalu 〈0, 1〉 a θ2 nám ur£uje dávku, ktorá je polovicou z asymptoticky maxi-

málneho efektu, £iºe hodnoty môºu by´ z celého intervalu ako x, teda z [0, 150].

Presnej²ie, Emax môºe by´ vyjadrený ako vz´ah interakcií medzi liekom a prijí-

mate©om lieku, preto sa dá odvodi´ z rovnice chemického ekvilibria.

2. Log-lineárny model

f(x, θ) = θ0 + θ1log(x+ θ2) (10)

Tu θ0 znamená placebo efekt, θ1 je prírastok logaritmu x+ θ2, kde θ2 je aditívna

kon²tanta, aby sme sa vyhli problémom s logaritmom, ke¤ je placebo efekt nulový.

Preto predpokladáme, ºe θ1 ∈ [0, 1], θ2 ∈ [0, 150] tak isto ako x. Rozdiel medzi

týmto a EMAX modelom je taký, ºe logaritmus produkuje neohrani£ený efekt,

ke¤ sa dávka blíºi k nekone£nu.
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3. Exponenciálny model

f(x, θ) = θ0 + θ1exp(x/θ2) (11)

Ako v predo²lých modeloch, aj v tomto má θ0 hodnotu placebo efektu, θ1 ∈ [0, 1]

ur£uje sklon krivky a θ2 ∈ [0, 150] ur£uje mieru nárastu efektu. Tento model má

ako jediný konvexnú DR funkciu. Hodnoty x sa pohybujú na intervale [0, 150].

Obr. 1: Graf priebehu funkcií DR modelov

Na tomto grafe sú zobrazené priebehy jednotlivých funkcií. Na osi X máme hodnotu

podávaného lieku v mg, teda na intervale [0mg,150mg]. Na osi Y sa nachádzajú funk£né

hodnoty pre dané modely. Konkrétne sa jedná o prípad testovania lieku proti úzkosti

spomenutý v [1]. Pre daný liek sme na vykreslenie pouºili nasledujúce parametre:
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Tabu©ka 1: Modely a ich parametre

Modely θ = (θ0, θ1, θ2)
T

EMAX (0,0.4670,25)

Log-lineárny (0,0.0797,1)

Exponenciálny (-0.0825,0.0825,85)

V predo²lej tabu©ke sú uvedené hodnoty pre parametre z [1] , kde sa testoval liek

proti úzkosti a tieto boli pouºité ako ²tartovacie hodnoty na výpo£et lokálne optimál-

nych návrhov. Pouºitie týchto troch modelov je pomerne ²iroké a nie len v medicíne.

Existuje mnoºstvo iných oblastí, kde sa tieº testujú nové prípravky, napr. potravinár-

sky, po©nohospodársky alebo chemický priemysel. Aj v týchto oblastiach treba pred

vypustením nového výrobku do obehu spravi´ mnoºstvo testov a samozrejme najlep²ie

je ich uskuto£ni´ £o najlacnej²ie. Preto sa v ¤al²ej kapitole budeme venova´ optimálnym

návrhom pre tieto modely.
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3 Optimálne návrhy pre klinické ²túdie

V tejto oblasti výskumu pracujeme s nelineárnymi regresnými modelmi, preto aj opti-

malizácia návrhov bude zloºitej²ia. Ako najjednoduch²ie návrhy sa pouºívajú tzv. lo-

kálne optimálne návrhy. Hlavnou my²lienkou je zvoli´ si vopred hodnoty parametrov

θ∗ ∈ Rp a potom dostaneme Φ[M(ξ, θ∗)]. Toto nám dá optimálny návrh, ale len v

ur£itej oblasti. Pre inú vo©bu parametrov môºe vyjs´ iný optimálny návrh. Dá sa v²ak

pouºi´ aj iný prístup, ktorý nepotrebuje pozna´ presné hodnoty parametrov, ale sta£í

mu nejaká apriórna informácia o neznámych parametroch. Tu môºeme pouºi´ lokálne

optimálne návrhy ako ²tartovaciu pozíciu. Hovoríme o tzv. Bayesovskom optimálnom

návrhu. Tento prístup je vhodný preto, lebo pri klinických ²túdiách experimentátori

majú poºadované informácie. Ak v²ak nemáme ºiadne informácie o neznámych pa-

rametroch, môºeme pouºi´ tzv. maximinný optimálny návrh. Opisom a vlastnos´ami

týchto dvoch prístupov sa budeme zaobera´ v ¤al²om texte tejto kapitoly.

3.1 Lokálne optimálne návrhy

V tejto sekcii odvodíme D-optimálne návrhy pre na²e nelineárne modely. Vektory par-

ciálnych derivácií jednotlivých modelov na intervale [a,b]:

g1(x, θ) = (1,
x

x+ θ2

,
−xθ1

(x+ θ2)2
)T (12a)

g2(x, θ) = (1, log(x+ θ2),
θ1

x+ θ2

)T (12b)

g3(x, θ) = (1, exp(x/θ2),
−xθ1exp(x/θ2)

θ2
2

)T (12c)

Potom informa£ná matica vyzerá nasledovne

M(ξ, θ) =

∫
X

g(x, θ)gT (x, θ)dξ(x)

Nasledujúce dve vety pod©a [1] nám povedia o v²eobecnej ²truktúre lokálne D-

optimálnych návrhov.
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Veta 3.1. Lokálne D-optimálny návrh ξD na intervale [a, b] pre EMAX, log-lineárny

a exponenciálny model sa skladá z troch bodov, z ktorých dva sú krajné body intervalu.

Teda pre v²etky modely má D-optimálny návrh tvar

ξ∗D =

 a x∗ b

w1 w2 1− w1 − w2



Dôkaz tejto vety £itate© nájde v £lánku [1]. Táto veta nám síce hovorí o tom, ako

vyzerá lokálne D-optimálny návrh, ale nám nepovie, ako nájs´ body obsiahnuté v tomto

návrhu. Túto informáciu dostaneme v nasledujúcej vete, kde analytickým výpo£tom

dostaneme predpis pre vnútorný bod intervalu [a,b].

Veta 3.2. Lokálne D-optimálny návrh ξD na intervale [a, b] sa skladá z troch bodov

s rovnakými váhami. Vnútorný bod návrhu závisí len od modelu. Tretí bod supportu

D-optimálneho návrhu pre Emax model je nasledovný:

x∗Emax =
b(a+ θ2) + a(b+ θ2)

(a+ θ2) + (b+ θ2)
,

�alej pre log-lineárny model

x∗log−linear = (b+ θ2)(a+ θ2)
log(a+ θ2)− log(b+ θ2)

b− a
− θ2

a nakoniec pre exponenciálny model

x∗exp =
(b− θ2)exp(b/θ2)− (a− θ2)exp(a/θ2)

exp(b/θ2)− exp(a/θ2)
,

Dôkaz. Dôkaz spravíme pre exponenciálny model, pretoºe pre ostatné dva prípady sa

bude postupova´ rovnako. Z predo²lej vety vieme, ºe D-optimálny návrh má support v

troch bodoch, z ktorých dva sú krajné body intervalu. Váhy sú pre tieto body rozdelené

rovnomerne, t.j. wi = 1/3. Musíme uº len dokáza´, ºe vnútorný bod má tvar uvedený

vo vete. Vychádzame z de�nície informa£nej matice, ktorá má tvar

M(ξ, θ) =
1

3

3∑
j=1

g3(xj, θ)g
T
3 (xj, θ),
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kde g3 je gradient regresnej funkcie pre exponenciálny model. Priamym výpo£tom de-

terminantu informa£nej matice dostaneme funkciu T (x, θ) =|M(ξ, θ) |=
θ21 [a2 exp3(a/θ2)(1−exp(a/θ2))+x2 exp3(x/θ2)(1−exp(x/θ2))+b2 exp3(b/θ2)(1−exp(b/θ2))]

27θ42
,

ktorú chcem maximalizova´, preto spravíme ∂T
∂x

(x, θ) = 0 a z toho dostaneme body

x1 = a x2 = (b−θ2) exp(b/θ2)−(a−θ2) exp(a/θ2)
exp(b/θ2)−exp(a/θ2)

x3 = b

ako moºné extrémy funkcie T (x, θ). Platí: T (a, θ) = 0, T (b, θ) = 0 a T (x, θ) ≥ 0 pre

x ∈ [a, b]. V bodoch a,b sa teda nachádzajú lokálne minimá tejto funkcie. �alej vieme,

ºe funkcia T (x, θ) je ostro rastúca na intervale [a, x2] a ostro klesajúca na intervale

[x2, b]. Teda v bode x2 sa nachádza lokálne maximum funkcie T (x, θ).

Na základe týchto poznatkov sa pokúsime v programe MATLAB naprogramova´

funkciu na výpo£et lokálne D-optimálnych návrhov pre v²etky modely.

3.2 Bayesovský optimálny návrh

Lokálne D-optimálny návrh maximalizuje ln(det(M(ξ, θ0))), vi¤ [7]. Ak poznáme apri-

órnu distribu£nú funkciu p(θ) pre θ, Bayesovský D-optimálny návrh maximalizuje na-

sledujúci výraz

Φ(ξ) = Eθln(det(M(ξ, θ0))) =

∫
θ

ln(det(M(ξ, θ0)))p(θ)dθ.

Vetu o ekvivalencii aplikujeme na variancie

d(x, ξ) = Eθd(x, ξ, θ) =

∫
θ

d(x, ξ, θp(θ)dθ.

Návrh maximalizujúci prvú rovnicu ignoruje ¤al²í efekt apriórnej informácie o θ vzh©a-

dom na informa£nú maticu. Tieto návrhy sa niekedy nazývajú pseudo-Bayesovské. H©a-

dajú sa podobne ako lokálne optimálne návrhy, integráciu môºeme vykona´ analyticky

alebo numericky, napríklad aj simulovaním apriórnej distribu£nej funkcie.

3.3 Maximinný optimálny návrh

�al²í prístup, ako sa vyhnú´ závislosti optimálneho návrhu od hodnôt neznámych pa-

rametrov θ, bol vytvorený maximinný návrh, v ktorom neznámy parameter θ patrí do
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mnoºiny Θ, pozri [7]. Potom tento návrh dostaneme tak, ºe pre¬ platí

Φ(ξ∗) = max
ξ

min
θ∈Θ

ln(det(M(ξ, θ))).

To znamená, ºe h©adaný návrh ξ∗ maximalizuje hodnoty ln(det(M(ξ, θ))) pre také

hodnoty θ, pre ktoré je determinant minimálny. Existuje moºná námietka vo£i týmto

návrhom, pretoºe maximinné návrhy sa objavujú na okrajoch parametrického priestoru.

Ak máme apriórnu distribu£nú funkciu, pre ktoré majú krajné body majú ve©mi malú

pravdepodobnos´ nastátia, tak ich dôleºitos´ preto môºe by´ v maximinných návrhoch

prece¬ovaná. Kvôli tomu tieto návrhy môºu ma´ ve©ký po£et bodov nosi£a.
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4 Výsledky a porovnania

Ako názov napovedá, v tejto kapitole zhrnieme dosiahnuté výsledky. Bude sa jedna´

o praktické výsledky dosiahnuté pomocou teórie uvedenej v pouºitej literatúre. Pre

výpo£ty sme pouºili matematický program MATLAB. Kódy pre pouºité funkcie sú

uvedené v prílohe.

• D-optimálne návrhy

S vyuºitím Vety 3.1 sme zostrojili funkciu na výpo£et lokálne D-optimálneho

návrhu. Daná funkcia sa dá nájs´ v prílohe v sekcii "Lokálny D-optimálny návrh".

Hlavná my²lienka je taká, ºe tento návrh sa skladá z troch bodov na intervale

[a,b], pri£om tieto body sú a,x,b , kde a,b sú krajné body intervalu a bod x leºí

medzi nimi. Týmto vlastne overíme tvrdenie Vety 3.2, kde je explicitne vyjadrený

predpis pre bod x . Tento ná² postup pouºijeme na rie²enie problému v [1]. V

tomto £lánku sa autor zaoberá h©adaním D-optimálnych návrhov pre testovanie

lieku proti úzkosti. Ná² interval [a,b] bude teda predstavova´ interval [0,150].

V nasledujúcej tabu©ke sú uvedené hodnoty D-optimálnych návrhov vypo£ítané

na²ou funkciou v porovnaní z explicitným vyjadrením z Vety 3.2.

Tabu©ka 2: Porovnanie návrhov

Model Explicitné vyjadrenie Numerický výpo£et

EMAX (0,18.7500,150) (0,18.7500,150)

Log-lineárny (0,4.0507,150) (0,4.0507,150)

Exponenciálny (0,95.9927,150) (0,95.9927,150)

Ako je vidie´, hodnoty sa zhodujú aj na 4 desatinné miesta, £o sved£í o správnosti

výpo£tu. �alej navy²e pripojíme grafy priebehu hodnôt D-optimálneho kritéria

na intervale [0,150] pre jednotlivé modely.
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Obr. 2: Emax model

Obr. 3: Log-lineárny model
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Obr. 4: Exponenciálny model

Na osi X sa nachádzajú hodnoty, ktoré predstavujú dávku lieku a na osi Y sa

nachádzajú hodnoty kritéria D-optimality pre jednotlivé dávky lieku. Graf nám

teda ukazuje priebeh kriteriálnej funkcie na intervale [0,150].

• Maximinné optimálne návrhy

Pod©a de�nície maximinného optimálneho návrhu sme vyuºili optimaliza£nú fun-

kciu v Matlabe na výpo£et takéhoto návrhu. Samotná funkcia sa nachádza v prí-

lohe v sekcii "Maximinný optimálny návrh". Táto funkcia preh©adáva priestor pa-

rametrov a maximalizuje funk£nú hodnotu pri minimalizácii hodnôt parametrov.

Optimalizova´ budeme cez váhy jednotlivých meraní, ktoré v na²ej funkcii vystu-

pujú ako premenná x. Pre interval [0,150] spravíme rovnakú diskretizáciu, pretoºe

vektor bodov návrhu má rovnakú ve©kos´ ako vektor váh. Taktieº spravíme dis-

kretizáciu priestoru parametrov. Pre jednotlivé hodnoty vstupných premenných

vypo£ítame hodnotu informa£nej matice. Túto hodnotu sa snaºíme maximalizo-

va´. Jednotlivé body návrhu nájdeme tak, ºe budú ma´ svoje váhy vä£²ie ako 0.

V²etky kódy sú zapísané na konci práce. Teraz uvedieme na²e výsledky:

1. Emax model Pre tento model nám vy²la hodnota kritéria optimality 11,3371.

Nájdený optimálny návrh sa skladá z 3 bodov, kde kaºdý bod má v návrhu
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rovnakú váhu.

Tabu©ka 3: Maximinný D-optimálny návrh pre Emax model

Model 1 2 3

xi 0 3.0612 150

wi 0.3333 0.3333 0.3333

2. Log-lineárny model Pre tento model nám taktieº vy²la kladná hodnota kri-

téria optimality 6,1587. Na rozdiel od predo²lého v tento optimálny návrh sa

skladá zo 4 bodov. V nasledujúcej tabu©ke sa nachádza nájdený optimálny

návrh.

Tabu©ka 4: Maximinný D-optimálny návrh pre Log-lineárny model

Model 1 2 3 4

xi 0 3.0612 6.1224 150

wi 0.3333 0.3216 0.0121 0.3333
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3. Exponenciálny model Pre tento model nám vy²la záporná hodnota kritéria

optimality -586,3591. Toto môºe by´ spôsobené tým, ºe exponenciálny model

má ako jediný konvexnú funkciu. Tento optimálny návrh sa skladá z piatich

bodov s odli²nými váhami.

Tabu©ka 5: Maximinný D-optimálny návrh pre Exponenciálny model

Model 1 2 3 4 5

xi 67.8980 107.4286 140.8776 146.9592 150

wi 0.0052 0.0068 0.0205 0.3627 0.6048
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• Bayesovský D-optimálny návrh

Bayesovské kritérium D-optimality vyuºijeme na porovnanie rôznych rozdelení

pre parameter θ2, ktorý je v na²ej optimalizácii najvýznamnej²í. Pripravili sme

5 rôznych rozdelení: normálne, log-normálne, rovnomerné, gamma a geometrické.

Parametre týchto rozdelení sme prispôsobili tak, aby stredná hodnota bola zhodná

s hodnotou v £lánku [1]. Ako z teórie vyplýva, tak £ím vä£²ia hodnota kritéria

nám vyjde, tým lep²í by ná² návrh mal by´. Ke¤ºe návrh sme zobrali lokálne

D-optimálny z toho istého £lánku, tak budeme porovnáva´ len hodnoty vzh©adom

na apriórne rozdelenie parametra. V nasledujúcej tabu©ke sú hodnoty, ktoré nám

vy²li.

Tabu©ka 6: Hodnoty Bayesovkých D-optimálnych kritérií

Model Normálne Log-normálne Rovnomerné Gamma Exponenciálne

EMAX -15.2028 -0.8990 -20.9543 -0.0143 -16.4234

Log-lineárny -3.7901 -8.2660 -20.0739 -12.0385 -2.8547

Exponenciálny -1.7059 1.4949 0.5056 -13.6054 12.0642

Z výsledkov moºno usúdi´, ºe pre Emax model by mohol ma´ paramter θ2 gamma

rozdelenie s príslu²nými parametrami. Pre Log-lineárny model uº situácia nie je

taká jednozna£ná, pretoºe hodnoty kritéria pre exponenciálne a normálne roz-

delenie sú blízko seba, preto by bolo moºné uvaºova´ obidva tieto prípady. Aby

sme sa vyhli zlým výsledkom upravíme interval pre parameter θ2 na [1,150]. Aj

z praktického h©adiska je daná úvaha v poriadku, pretoºe pre experimentátora

nie je výhodne uvaºova´ nulové hodnoty parametra θ2. Tieto výsledky sú len

orienta£né, pretoºe hodnoty parametrov boli doplnené iba so znalos´ou vlastností

parametra θ2 pre jednotlivé modeli. Av²ak môºu poskytnú´ po£iato£ný poh©ad na

problematiku a zárove¬ s danou funkciou moºno porovnáva´ rôzne rozdelenia a

tým ur£i´ to najlep²ie.
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5 Záver

V tejto práci sme sa zaoberali optimálnym navrhovaním experimentov. Konkrétne sme

sa zaoberali optimálnym navrhovaním experimentov pre klinické ²túdie. Cie©om bolo

takéto optimálne návrhy nájs´. Základom bol £lánok [1], v ktorom sa autori zaoberali

optimálnym navrhovaním experimentov pre testovanie lieku proti úzkosti. Bezpe£né

dávkovanie tohto lieku je na intervale [0,150], a preto v²etky na²e výpo£ty sme obmedzili

na tento interval. Teda aj kaºdý optimálny návrh musí by´ z tohto intervalu.

Na za£iatok sme h©adali lokálne D-optimálny návrh. S vyuºitím znalosti o zloºení

lokálne D-optimálneho návrhu na intervale [a,b] sme pomocou naprogramovanej fun-

kcie numericky vypo£ítali lokálne D-optimálny návrh, ktorého hodnoty sa zhodovali s

hodnotami z expliticného vyjadrenia z Vety 3.2.

�alej sme h©adali maximinný D-optimálny návrh. Na tento ú£el sme vyuºili opti-

maliza£nú funkciu Fminimax, ktorá sa nachádza v programe MATLAB. Danú funkciu

sme prispôsobili na²im poºiadavkám a optimalizovali pri daných ohrani£eniach. Ako

výsledok sme dostali maximinný D-optimálny návrh pre kaºdý model.

Na konci sme sa zaoberali výpo£tom hodnoty Bayesovského D-optimálneho kritéria

pre rôzne rozdelenia parametra θ2 na intervale [1,150]. Pod©a výslednej hodnoty sme

mohli porovnáva´ vhodnos´ daného rozdelenia pre tento parameter. Pre prvé dva modeli

nám výsledky vy²li jasne, pre exponenciálny model by bolo treba ¤al²ie skúmanie. Tieto

výsledky by mali poslúºi´ najmä pri h©adaní Bayesovského D-optimálneho návrhu.
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6 Prílohy

V tejto kapitole uvedieme zdrojové kódy pre program MATLAB pouºité na jednotlivé

výpo£ty v tejto diplomovej práci.

6.1 Informa£né matice

• Informa£ná matica pre Emax model

function [A]=emax(x)

y=zeros(3,1);

A=zeros(3);

a=1;

b=x/(x+25);

c=-((0.467*x)/((x+25)^2));

y=[a b c];

A=y'*y;

V²eobecnej²ie verzia, kde medzi vstupné argumenty patria aj parametre modelu:

function [A]=emaxp(x,t1,t2)

y=zeros(3,1);

A=zeros(3);

a=1;

b=x/(x+t2);
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c=-((t1*x)/((x+t2)^2));

y=[a b c];

A=y'*y;

• Informa£ná matica pre Log-lineárny model

function [A]=loglinear(x)

y=zeros(3,1);

A=zeros(3);

a=1;

b=log(x+1);

c=0.0797/(x+1);

y=[a b c];

A=y'*y;

V²eobecnej²ie verzia, kde medzi vstupné argumenty patria aj parametre modelu:

function [A]=loglinearp(x,t1,t2)

y=zeros(3,1);

A=zeros(3);

a=1;

b=log(x+t2);

c=t1/(x+t2);

y=[a b c];

A=y'*y;
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• Informa£ná matica pre Exponenciálny model

function [A]=exponential(x)

y=zeros(3,1);

A=zeros(3);

a=1;

b=exp(x/85);

c=(-1*0.08265*x*exp(x/85))/(85^2);

y=[a b c];

A=y'*y;

V²eobecnej²ie verzia, kde medzi vstupné argumenty patria aj parametre modelu:

function [A]=exponentialp(x,t1,t2)

y=zeros(3,1);

A=zeros(3);

a=1;

b=exp(x/t2);

c=(-1*t1*x*exp(x/t2))/(t2^2);

y=[a b c];

A=y'*y;

6.2 Lokálne D-optimálny návrh

Táto funkcia slúºi na výpo£et lokálne D-optimálneho návrhu s pevnými hodnotami

parametrov, ako vstup sa zadá £íslo, ktoré predstavuje na²e modely(1-Emax model,

2-Log-lineárny model, 3-Exponenciálny model):
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function [a,y,b]=Bod(sw)

% toto je diskretizácia intervalu

x=linspace(0,150,5000000);

A=zeros(2,length(x));

a=0;

b=150;

% treba zada´ vstupné £íslo:

% 1-emax model

% 2-loglinearny model

% 3- exponencialny model

% výpo£et hodnôt kritéria v jednotlivých bodoch

if (sw==1)

B=emax(a)+emax(b);

for i=1:length(x)

A(1,i)=x(i);

A(2,i)=log(det((emax(x(i))+B))/3);

end

end

if (sw==2)

B=loglinear(a)+loglinear(b);

for i=1:length(x)

A(1,i)=x(i);

A(2,i)=log(det((loglinear(x(i))+B))/3);

end

end

if (sw==3)
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B=exponential(a)+exponential(b);

for i=1:length(x)

A(1,i)=x(i);

A(2,i)=log(det((exponential(x(i))+B))/3);

end

end

% nájdenie maxima a jeho výpis

e=real(A(2,:));

m=max(e);

r=find(m==e);

plot(x,e,'LineWidth',3,'Color','k');

xlabel('Dose')

ylabel('D-optimal value')

y=x(r);

6.3 Maximinný D-optimálny návrh

Táto funkcia maximalizuje hodnotu D-optimálneho kritéria vzh©adom na najmen²iu

hodnotu parametra θ. Kód obsahuje jednotlivé funkcie ako aj zápis optimalizácie. Pre

optimalizáciu sme pouºili funkciu Fminimax, ktorá je sú£as´ou programu Matlab. Na

premenné sme pouºili ohrani£ia wi ∈ [0, 1] a
∑
wi = 1.

Toto je zápis optimalizácie v na²om prípade. Sú tam obmedzenia na váhy jednotlivých

meraní a zárove¬ aj samotná optimaliza£ná funkcia:

n=50;

x0 =1/n*ones(1,n);

x0=x0';

A=[];

b=[];

Aeq=ones(1,n);
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beq=1;

lb=zeros(n,1);

ub=ones(n,1);

[x,fval,maxfval,output] = fminimax(@myfun3,x0,A,b,Aeq,beq,lb,ub);

Tuto sa nachádzajú jednotlivé funkcie, ktoré sme optimalizovali. Vstupom je vek-

tor váh jednotlivých bodov merania, ktorý chceme optimalizova´. Priestor parametrov

θ1, θ2 diskretizujeme a pre kaºdú kombináciu hodnôt vypo£ítame informa£nú maticu.

Do informa£nej matice vstupujú aj jednotlivé body x, interval [0,150,] tieº diskretizu-

jeme na taký po£et, ko©ko je d¨ºka vektora váh. Výstupom budú uº optimálne váhy

pre jednotlivé body.

• Emax model:

function f=myfun1(x)

n=50;

t2=linspace(1,150,n);

t1=linspace(0.1,1,n);

f=[];

A=[];

for i=1:n

for j=1:n

A=[A; t1(j), t2(i)];

end

end

A=A';

z=linspace(0,150,length(x));

M=0;
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for i=1:length(A)

for k=1:length(x)

a=1;

b=z(k)/(z(k)+A(2,i));

c=-((A(1,i)*z(k))/((z(k)+A(2,i))^2));

y=[a ,b , c];

M=M+(y'*y)*x(k);

end

f=[f, -1*log(det(M))];

end

end

• Log-lineány model:

function f=myfun2(x)

n=50;

t2=linspace(1,150,n);

t1=linspace(0.1,1,n);

f=[];

A=[];

for i=1:n

for j=1:n

A=[A; t1(j), t2(i)];

end

end

A=A';

z=linspace(0,150,length(x));

M=0;
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for i=1:length(A)

for k=1:length(x)

a=1;

b=log(z(k)+A(2,i));

c=A(1,i)/(z(k)+A(2,i));

y=[a ,b , c];

M=M+(y'*y)*x(k);

end

f=[f, -1*log(det(M))];

end

end

• Exponenciálny model:

function f=myfun3(x)

n=100;

t2=linspace(1,150,n);

t1=linspace(0.1,1,n);

f=[];

A=[];

for i=1:n

for j=1:n

A=[A; t1(j), t2(i)];

end

end

A=A';

z=linspace(0,150,length(x));

M=0;
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for i=1:length(A)

for k=1:length(x)

a=1;

b=exp(z(k)/A(2,i));

c=(-1*A(1,i)*z(k)*exp(z(k)/A(2,i)))/(A(2,i)^2);

y=[a ,b , c];

M=M+(y'*y)*x(k);

end

f=[f, -1*log(det(M))];

end

end

6.4 Bayesovský D-optimálny návrh

Táto funkcia slúºi na výpo£et lokálne D-optimálneho návrhu s pevnými hodnotami

parametrov, ako vstup sa zadá £íslo, ktoré predstavuje na²e modely(1-Emax model,

2-Log-lineárny model, 3-Exponenciálny model):

function [hodk]=Bayes(sw)

poc=1;

t2=linspace(poc,150,10000);

t1=0.1;

dlz=length(t2);

% pociatocne hodnoty

a=0;

b=150;

hodk=zeros(1,5);

% vypocet pre jednotlive modely

if (sw==1)
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% vypocet vektorov pravdepodobnosti

t3=linspace(poc,150,10001);

p1=normcdf(t3,25,25);

p2=logncdf(t3,25,25);

p3=unifcdf(t3,0,150);

p4=gamcdf(t3,75,3);

p5=expcdf(t3,25);

for i=1:dlz

x=(b*(a+t2(i)) + a*(b+t2(i))) /(a+t2(i)+b+t2(i));

pp1=p1(i+1)-p1(i);

pp2=p2(i+1)-p2(i);

pp3=p3(i+1)-p3(i);

pp4=p4(i+1)-p4(i);

pp5=p5(i+1)-p5(i);

pp=[pp1 pp2 pp3 pp4 pp5];

if ~isnan(log(det((emaxp(a,t1,t2(i))+emaxp(x,t1,t2(i))+emaxp(b,t1,t2(i)))/3)))

hodk=hodk+(pp*log(det((emaxp(a,t1,t2(i))+emaxp(x,t1,t2(i))

+emaxp(b,t1,t2(i)))/3)));

end

end

end

if (sw==2)

% vypocet vektorov pravdepodobnosti

t3=linspace(poc,150,10001);

p1=normcdf(t3,1,1);

p2=logncdf(t3,1,1);

p3=unifcdf(t3,0,150);

p4=gamcdf(t3,3,3);

p5=expcdf(t3,1);

for i=1:dlz
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pp1=p1(i+1)-p1(i);

pp2=p2(i+1)-p2(i);

pp3=p3(i+1)-p3(i);

pp4=p4(i+1)-p4(i);

pp5=p5(i+1)-p5(i);

pp=[pp1 pp2 pp3 pp4 pp5];

x= (((a+t2(i))*(b+t2(i))*(log(b+t2(i))-log(a+t2(i)))) /(b-a))-t2(i);

if ~isnan(log(det((loglinearp(a,t1,t2(i))+loglinearp(x,t1,t2(i))

+loglinearp(b,t1,t2(i)))/3)))

hodk=hodk+(pp*log(det((loglinearp(a,t1,t2(i))+loglinearp(x,t1,t2(i))

+loglinearp(b,t1,t2(i)))/3)));

end

end

end

if (sw==3)

% vypocet vektorov pravdepodobnosti

t3=linspace(poc,150,10001);

p1=normcdf(t3,85,85);

p2=logncdf(t3,85,85);

p3=unifcdf(t3,0,150);

p4=gamcdf(t3,85,1);

p5=expcdf(t3,85);

for i=1:dlz

pp1=p1(i+1)-p1(i);

pp2=p2(i+1)-p2(i);

pp3=p3(i+1)-p3(i);

pp4=p4(i+1)-p4(i);

pp5=p5(i+1)-p5(i);

pp=[pp1 pp2 pp3 pp4 pp5];

x=(((b-t2(i))*exp(b/t2(i))) - ((a-t2(i))*exp(a/t2(i))))
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/(exp(b/t2(i))-exp(a/t2(i)));

if ~isnan(log(det((exponentialp(a,t1,t2(i))+exponentialp(x,t1,t2(i))

+exponentialp(b,t1,t2(i)))/3)))

hodk=hodk+(pp*log(det((exponentialp(a,t1,t2(i))+exponentialp(x,t1,t2(i))

+exponentialp(b,t1,t2(i)))/3)));

end end end
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