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Abstrakt

BELU�KOVÁ, Katarína: Zmeny v produktivite práce a v mzdovej kvóte v slo-

venskej ekonomike

Diplomová práca - Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky,

fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky.

Vedúci: prof.Dipl.Ing.Dr. Mikulá² Luptá£ik

Cie©om tejto diplomovej práce je analýza zmien produktivity práce a mzdo-

vej kvóty, resp. miezd, pre Slovenskú ekonomiku za obdobie 2000-2005. Ke¤ºe

hospodárske výsledky sú£asných ekonomík sú dané kon²trukciou a vzájomnými

závislos´ami medzi jednotlivými sektormi danej ekonomiky, pouºijeme na analýzu

týchto priamych aj nepriamych vz´ahov otvorený statický Leontiefov model a ²truk-

turálnu dekompozíciu.

K©ú£ové slová: mzdová kvóta, produktivita práce, ²trukturálna dekompozícia,

input �output model, Leontiefova inverzia



Abstrakt

BELU�KOVÁ, Katarína: Changes in labor productivity and wages quote for Slo-

vak economy

Diploma thesis - Comenius University Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics,

and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics.

Thesis Consultant: prof.Dipl.Ing.Dr. Mikulá² Luptá£ik

The aim of this master's thesis is the analysis of changes in labor productivity and

wage quote, or wages, in the Slovak economy for the period 2000-2005. Since the

economic results of the current economy are given by the structure and interde-

pendencies between di�erent sectors of the economy, we use open static Leontief

model and structural decomposition for the analysis of these direct and indirect

relationships.

Key words: wage quote, labor productivity, structural decomposition, input-

output model, Leontief inverse
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Úvod

Jednou z moºných prí£in sú£asných ekonomických problémov v Európskej Únii

(EU) je nárast rozdielov konkurencieschopnosti medzi £lenmi EU. Rast reálnych

miezd, napríklad v Nemecku, bol v posledných rokoch ve©mi pomalý, výrazne

pomal²í ako nárast produktivity práce a teda následne konkurencieschopnos´ Ne-

mecka vzrastala silnej²ie neº v iných ekonomikách.

"Konkurencieschopnos´ ekonomiky nie je daná jednoduchým sú£tom výkonnosti

jednotlivých odvetví, ale je výsledkom komplexnej siete vzájomných vz´ahov

medzi nimi."

(European commission. Communication from the Commission-Building the

ERA of knowledge for growth, April, 2005, Brusel)

Mnoho zostavovaných modelov a analýz sú£asných ekonomických problémov sa

sústre¤uje najmä na súhrnné údaje za dané hospodárstvo. Je dôleºité si uvedomi´,

ºe ekonomiky sú£asných krajín sú charakterizované nielen de©bou práce v rámci

ekonomiky, ale aj intenzívnymi väzbami medzi sektormi daného hospodárstva

a takisto väzbami s inými ekonomikami ([4]).

Nosite© nobelovej ceny za ekonómiu Wassily Leontief v jednej zo svojich

prác pí²e: "Zvý²ený predaj áut v New Yorku zvy²uje dopyt po potravinách

v Detroite"([5]). Toto tvrdenie môºeme pre slovenskú ekonomiku parafrázova´

nasledovne: "Zvý²enie dopytu v zahrani£í po automobiloch vyrobených na Sloven-

sku zvý²i dopyt po potravinách a spotrebných predmetoch v Ko²iciach a na �it-

nom ostrove"([4]). Tieto prepojenia a súvislosti boli ekonómom známe uº od

samotného vzniku ekonómie ako vednej disciplíny, av²ak práve Wassily Leon-

tief v tridsiatych rokoch 20. storo£ia ako prvý zostavil input - output tabu©ky

pre Spojené ²táty, £ím vytvoril predpoklady kvanti�kácie spomínaných súvislostí

a zostavenia modelov umoº¬ujúcich analyzova´ väzby v národnom hospodárstve.

Cie©om tejto diplomovej práce je analýza zmien produktivity práce a mzdo-

vej kvóty, resp. miezd, pre Slovenskú ekonomiku. Ke¤ºe hospodárske výsledky
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sú£asných ekonomík sú dané kon²trukciou a vzájomnými závislos´ami medzi jed-

notlivými sektormi danej ekonomiky, pouºijeme na analýzu týchto priamych aj

nepriamych vz´ahov, ktoré nie sú vidite©né na prvý poh©ad, otvorený statický

Leontiefov model a ²trukturálnu dekompozíciu. Pre ú£ely na²ej analýzy pouºi-

jeme údaje zo symetrickej input - output tabu©ky v £lenení komodity krát komo-

dity za roky 2000 a 2005 z dôvodu potreby informácií v stálych cenách. Nov²ie

symetrické input - output tabu©ky skon²truované prostredníctvom Eurostatu nie

sú k dispozícii. �truktúrne väzby sa v²ak v krátkom období podstatne nemenia,

preto môºme pri výsledkoch pripusti´ ur£ité £asové oneskorenie ([4]).

Zmeny v objeme miezd zamestnancov budeme pomocou ²trukturálnej dekom-

pozície rozklada´ na efekt zmeny priemernej ro£nej mzdy, zmeny produktivity

práce, zmeny v technológiách výroby a efekt zmeny kone£ného dopytu.

Práca je £lenená do troch kapitol. V prvej £asti sa zameriame na popis input -

outpu analýzy a jej vývoj, matematické odvodenie základného Leontiefovho input

- output modelu a jeho predpoklady a vlastnosti, popí²eme tabu©ky potrebné pre

zostavenie tohto modelu a takisto metódy zostavenia symetrických input - output

tabuliek.

Druhá kapitola obsahuje postupný rozklad zmien produkcie pomocou ²truk-

turálnej dekompozície na £leny súvisiace so zmenou kone£ného dopytu a zme-

nou technológií, ktoré ¤alej rozloºíme na £leny súvisiace so zmenami celkového

kone£ného dopytu pre celé hospodárstvo, zmeny rozloºenia dopytu v rámci ka-

tegórií, zmeny rozloºenia dopytu medzi jednotlivé kategórie a zmeny technológie

jednotlivých sektorov. V tejto £asti tieº uvedieme rozklad premennej, ktorá je

funkciou produkcie a zostavíme model pre analýzu zmien objemu miezd, ktorý

vyuºijeme v nasledujúcej £asti pre Slovensko.

Tretia kapitola je zameraná na praktické vyuºitie výsledkov odvodených v pre-

do²lej £asti práce a analýzu zmien objemu miezd vychádzajúc z input - out-

put tabuliek pre Slovenskú republiku za roky 2000 a 2005. Pomocou ²trukturál-

nej dekompozície rozloºíme zmenu objemu miezd na efekt zmeny priemernej

ro£nej mzdy, zmeny produktivity práce, resp. koe�cientu pracnosti, zmeny v tech-

nológiách výroby a efekt zmeny kone£ného dopytu a výsledky sa pokúsime eko-

nomicky interpretova´.
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1 Input - output analýza

Dôleºitou úlohou národných ²tatistických úradov je zachytávanie komoditných

a medziodvetvových tokov v ekonomike. Na tento ú£el slúºi sústava input-output

(IO) tabuliek, ktorá pod©a európskeho ²tandardu ESA 1995 (Európsky systém

národných a regionálnych ú£tov) zahr¬uje tabu©ky dodávok a pouºitia a sy-

metrické input-output tabu©ky. Hlavný ú£el tabuliek dodávok a pouºitia je pre-

dov²etkým ²tatistický. Slúºi na popis pôvodu a pouºitia tovaru a sluºieb vytvo-

rených vo výrobnom procese. Tieto tabu©ky sú dôleºitým nástrojom pri výpo£te

hrubého domáceho produktu a jeho zloºiek v beºných cenách a pri prepo£te

týchto agregátov do stálých cien. Sú£asne umoº¬ujú odhali´ nekonzistentnos´

vstupných dát. Naopak symetrické input-output tabu©ky sú analytickým nástro-

jom, ktorý umoº¬uje skúma´ medziodvetvové väzby a mera´ dopad exogénnych

vplyvov na ekonomiku ([10]).

Input-output model je tvorený dátami za ur£itú ekonomickú oblas´ - národ,

región, zoskupenie, ²tát at¤. My budeme predpoklada´, ºe je to ²tát. Ekonomické

aktivity budú rozdelené na ur£itý po£et segmentov alebo produk£ných sektorov,

ktoré vyrábajú výrobky a poskytujú sluºby. Vychádzajúc z [1], základná forma

input - output modelu pozostáva zo systému lineárnych rovníc, z ktorých káºdá

popisuje rozdelenie priemyselných produktov v ekonomike. Budeme skúma´ medzisek-

torové toky predstavujúce dodávky a nákupy medzi sektormi. Medzisektorové

toky si môºeme ©ahko predstavi´ na zjednodu²enom príklade produkcie motorových

vozidiel, vi¤ Obrázok 1.
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Obr. 1: Príklad medzisektorových tokov.

Na výrobu motorových vozidiel je potrebná oce©, sklo a guma. Na produkciu ocele

zase potrebujeme uhlie, ºeleznú rudu a dopravné sluºby, £ím sa opä´ dostávame

k potrebe vyuºitia motorových vozidiel.

�tandardné nástroje ²trukturálnej analýzy sa zameriavajú na skúmanie izolo-

vaných sektorov a ich vzájomné väzby sú zanedbané. Input - Output analýza v²ak

tento nedostatok základných prístupov odstra¬uje. Skúmané dáta sú zaznamená-

vané za ur£ité £asové obdobie, zvy£ajne 1 kalendárny rok. Môºu by´ zachytené

vo fyzických mnoºstvách, výhodnej²ie je v²ak ocenenie v pe¬aºných jednotkách.

1.1 Vývoj input - output analýzy

Analýza medziodvetvových vz´ahov - input-output analýza - sa v sú£asnosti

úspe²ne aplikuje takmer vo v²etkých hospodársky vyspelých ²tátoch, ale aj v mno-

hých menej rozvinutých krajinách. Pod©a [9], z uplat¬ovania na národohospodár-

skej úrovni neskôr vznikali aplikácie na úrovni podniku (�rmy), regiónu, odvetvia

a napokon sa táto metóda vyuºívala aj na medzinárodnej úrovni. Prirodzene,

uplat¬ovanie input-output analýzy v rôznych ekonomických systémoch viedlo
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k rozvinutiu alebo modi�kácii niektorých zloºiek tejto metódy.

Korene základných princípov input-output analýzy siahajú do dávnej²ej minu-

losti. My²lienka zobrazenia bilancie reproduk£ného procesu sa objavila uº v práci

známeho francúzskeho ekonóma - fyziokrata F. Quesnayho (1694 - 1774) s názvom

Ekonomická tabu©ka, ktorá bola uverejnená v roku 1758. F. Quesnay takto v Eko-

nomickej tabu©ke znázornil a vysvetlil pe¬aºné toky dôchodkov medzi triedami

(vlastníkmi pôdy, podnikate©mi a pracujúcimi v po©nohospodárstve a pracujúcimi

v zvy²ných hospodárskych odvetviach), resp. ekonomickými sektormi. Nemecký

�lozof, ekonóm, historik a novinár Karl Marx (1818 - 1883) pouºil Ekonomickú

tabu©ku pri teoretickej analýze reproduk£ného procesu v druhom dieli jeho práce

s názvom Kapitál. Tieto my²lienky sa koncom 19. a za£iatkom 20. storo£ia realizo-

vali formou prvých národohospodárskych bilancií, ktoré boli neustále prehlbované

a zdokona©ované.

Obr. 2: Profesor Wassily Leontief (1905 - 1999).

Bezprostredným podnetom pre vznik modernej input-output analýzy, ktorej zá-

klady sformuloval v tridsiatych rokoch 20.storo£ia americký profesor ruského

pôvodu a nosite© Nobelovej ceny za ekonómiu z roku 1973 Wassily Leontief (1905

- 1999), boli prvé sovietske národohospodárske bilancie za roky 1923/24 a teória

rovnováhy ²vaj£iarskeho ekonóma Leona Walrasa (1834 - 1910). W. Leontief do-

bre poznal tieto bilancie, lebo ur£itý £as pôsobil v plánovácích orgánoch vtedaj-
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²ieho Sovietskeho zväzu. Takisto prvé bilancie, ktoré zostavoval pre hospodárstvo

USA za roky 1919, 1929, 1939 majú mnoho spolo£ných znakov so sovietskymi

materiálovými a národohospodárskymi bilanciami. Teória rovnováhy Leona Wal-

rasa bola poprvýkrát publikovaná v roku 1974 v jeho práci Elementy £istej po-

litickej ekonómie alebo teória spolo£enského bohatstva. Walras vo svojej práci

popísal vz´ah medzi výrobou a spotrebou systémom lineárnych rovníc. W. Leon-

tief tieto dva prvky tvorivo spojil, pri£om bilanciu interpetoval matematicky ako

systém lineárnych rovníc a sformuloval matematický model, ktorý zobrazuje pro-

ces spolo£enskej výroby. Tento model mohol by´ naplnený konkrétnymi £íslami

a mohol sa prvýkrát experimentálne pouºi´. Základy metódy, ozna£enej Leon-

tiefom ako input - output analysis, vysvetlil vo svojom £lánku Faktory proporcií

a ²truktúry amerického obchodu a v kniºke ([5]).

1.2 Základná ²truktúra otvoreného statického Input - Out-

put modelu

V tejto £asti na základe [1] preskúmame základnú ²truktúru otvoreného statického

Leontiefovho Input - Output modelu a jeho predpoklady. Model je otvorený preto,

lebo produkcia sektorov je spotrebovávaná nielen vo výrobnej sfére, ale aj mimo

nej, teda vo sfére kone£nej spotreby. Navy²e do systému vstupujú zloºky vytvorené

mimo vlastného systému, teda primárne zdroje, najmä pracovné sily, kapitál,

produkcia z dovozu a pod. Systém je tak spojený ur£itými väzbami s okolím aj

na strane výstupov, aj na strane vstupov. Model nezah¯¬a faktor £asu, preto je

statický ([9]).

Pod©a Leontiefovho input - output modelu sa zmeny kone£nej spotreby pre-

mietnu prostredníctvommedzisektorových väzieb do zodpovedajúcich zmien v pro-

dukcii tovarov a sluºieb, ktoré sú potrebné na uspokojenie kone£ného dopytu ([4]).

Matematická ²truktúra Input - Output systému pozostáva s n lineárnych
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rovníc s n neznámymi. Hoci rie²enie tohto systému rovníc, cez inveznú maticu,

je priamo matematické, pokúsime sa odkry´ zaujímavé ekonomické interpretácie

výsledkov.

Ako je uº vy²²ie uvedené, za základnú ekonomickú oblas´ budeme povaºo-

va´ ²tát, ktorého ekonomické aktivity sú rozdelené na n produk£ných sektorov,

ktoré vyrábajú výrobky a poskytujú sluºby. Analyzované údaje budú toky pro-

duktov z kaºdého dodávate©ského sektora do kaºdého sektora výrobnej spotreby,

teda medzisektorové toky, zachytené za dané £asové obdobie. Základný Leontiefov

model predpokladá, ºe kaºdé odvetvie produkuje práve jeden statok.

Výmena produktov medzi odvetviami reálne predstavuje predaj a nákup fy-

zického tovaru, napríklad ur£itý po£et ton ocele na výrobu motorových vozidiel.

Pri výpo£te transakcií v rámci v²etkých sektorov je v zásade moºné zazname-

na´ v²etky výmeny bu¤ vo fyzických alebo pe¬aºných jednotkách. Hoci fyzické

mnoºstvá lep²ie odzrkad©ujú produkty, ktoré daný sektor pouºíva, objavuje sa

významný problém v prípade predaja viac ako jedného tovaru (Cadillac CTS

a Ford Focus sú zrete©ne odli²né produkty s odli²nými cenami, av²ak, obe sú

autá). Z tohto, ale aj iných dôvodov, sa transakcie v²eobecne zaznamenávajú

v pe¬aºných jednotkách, napriek tomu, ºe aj v tomto prípade sa objavuje problém

spôsobený zmenami cien, ktoré neodráºajú zmeny v pouºívaní fyzických vstupov.

Ozna£me pe¬aºnú hodnotu toku zo sektora i do sektora j ako zij. Dopyt sek-

tora j po produktoch iných sektorov po£as roka je úzko spojený s mnoºstvom

tovaru, ktoré v tomto období sektor j vyprodukuje. Napríklad, dopyt automo-

bilového sektora po výrobe ocele úzko súvisí s výrobou automobilov v danom roku,

podobne dopyt obuvníckeho sektora po výrobe koºe závisí od mnoºstva topánok,

ktoré bude vyrába´. Hodnota dopytu po vstupoch sektora j je výrazne ovplyv-

nená mnoºstvom tovarov a sluºieb produkovaných daným sektorom v danom

£ase, pri£om toto mnoºstvo ovplyv¬uje kone£ný dopyt. Jedným zo základných

predpokladov input - output modelu je, ºe vz´ahy medzi spotrebou produkcie

a výrobou sú lineárne.

Vychádzajúc z [1], kone£ný dopyt je tá £as´ produkcie, ktorá nie je v ur£itom

období pouºitá na výrobu iných statkov, ale slúºi na kone£né pouºitie. Je tvorený

napríklad domácou spotrebou a výdavkami, vládnymi výdavkami, tvorbou hru-
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bého �xného kapitálu a exportom tovarov a sluºieb. Produkciu i-teho sektora

teda môºeme rozdeli´ na vstup potrebný na produkciu iných výrobkov alebo

na kone£ný dopyt. Ak ozna£íme celkovú produkciu sektora i ako xi - pri£om

ekonomiku sme kategorizovali na n sektorov - a kone£ný dopyt po produktoch

sektora i ako fi, môºeme pre i-ty sektor vyjadri´ nasledovný vz´ah:

xi = zi1 + zi2 + ...+ zin + fi =
n∑

j=1

zij + fi. (1)

Rovnica (1) teda reprezentuje rozdelenie produkcie sektora i. Pre celú ekonomiku

zloºenú z n sektorov dostávame sústavu rovníc:

x1 = z11 + z12 + ...+ z1n + f1
...

xi = zi1 + zi2 + ...+ zin + fi
...

xn = zn1 + zn2 + ...+ znn + fn.

(2)

V maticovom zápise teda platí:

x =


x1

...

xn

, Z =


z11 . . . z1n
... . . . ...

zn1 . . . znn

, a f =


f1
...

fn


a sústavu moºno zjednodu²ene zapísa´ ako

x = Zi+ f , (3)

kde x predstavuje vektor celkovej produkcie pod©a sektorov, premenná Z reprezen-

tuje maticu medzispotreby, i je vektor jednotiek a vektor f ozna£uje kone£ný

dopyt pod©a sektorov. Pre preh©adnos´ pouºitých premenných budeme vektory

a matice zna£i´ hrubým písmom.

Ako uº bolo v práci spomenuté, základným predpokladom v input - output

analýzach je, ºe medzisektorové toky zij zo sektora i do sektora j, za ur£ité

£asové obdobie, úplne závisia od výroby j-teho sektora v tomto období. Z h©adiska

²trukturálnych analýz nie je aº tak vhodné zachyti´ tieto toky v absolútnych
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hodnotách, zaujímavej²í je pomer k celkovej produkcii daného odvetvia, teda

mnoºstvo i-teho vstupu potrebného na výrobu jednotky j-teho výstupu. Ozna£me

tento pomer aij, pri£om platí:

aij =
zij
xj

, v maticovom tvare A = Zx̂−1, (4)

nazvime ho technický koe�cient a premennú A maticou technických koe�cientov.

Pri predpoklade krátkodobej �xácie týchto koe�cientov, t.j. ºe výrobné £initele

sa spotrebúvajú v pevnom pomere - nepripú²´a sa tu v rámci modelu zámena

jedným £inite©om za druhý - dostávame pre celú ekonomiku systém lineárnych

rovníc dosadením vz´ahu (4) do sústavy (2):

x1 = a11x1 + ...+ a1ixi + ...+ a1nxn + f1
...

xi = ai1x1 + ...+ aiixi + ...+ ainxn + fi
...

xn = an1x1 + ...+ anixi + ...+ annxn + fn,

(5)

v maticovom tvare:

x = Ax+ f . (6)

Treba v²ak poznamena´, ºe predpoklad o stabilite technických koe�cientov je

silným predpokladom a v²eobecne neplatí nielen pre skupiny výrobkov na ná-

rodohospodárskej úrovni, ale ani pre výrobu a spotrebu jednotlivých výrobkov

na úrovni podnikov.

Prenesením v²etkých premenných xi na ©avú stranu a ich vy¬atím pred zátvorku

moºno sústavu upravi´ na tvar:

(1− a11)x1 − ...− a1ixi − ...− a1nxn = f1
...

−ai1xi − ...− (1− aii)xi − ...− ainxn = fi
...

−an1xn − ...− anixi − ...− (1− ann)xn = fn.

(7)
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Túto moºno pomocou matíc zapísa´ ako:

(I−A)x = f , (8)

pri£om I predstavuje jednotkovú maticu rozmeru n×n. Pre dané hodnoty kone£ného

dopytu dostávame sústavu n lineárnych rovníc s n neznámymi x1, x2, ..., xn:

xi −
n∑

j=1

aijxj = fi. (9)

Z ekonomických dôvodov je potrebné, aby v²etky hodnoty kone£ného dopytu fi,

technických koe�cientov aij aj produkcie xi boli nezáporné. Aké sú teda pod-

mienky existencie nezáporného rie²enia x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, ..., xn ≥ 0 pre dané

fi ≥ 0 za predpokladu aij ≥ 0 ? Z ekonomického h©adiska rie²ite©nos´ systému

(9) pre nezáporné hodnoty xi ≥ 0 znamená funk£nos´ Leontiefovho modelu ([2]).

Rovnica (9) predstavuje ²peciálny prípad systému:

ρxi −
n∑

j=1

aijxj = fi pre i = 1, ..., n, (10)

pre hodnotu parametra ρ = 1. Systém (10) moºno po substitúcii

rij = ρδij − aij pre i, j = 1, ..., n,

δij =

1 pre i = j,

0 pre i ̸= j,

(11)

prepísa´ na tvar:

n∑
j=1

rijxj = fi pre i = 1, ..., n, (12)

pri£om platí

rij ≤ 0 pre i ̸= j. (13)

Naopak aj systém (12) je moºné transformova´ na systém (10). Pre dostato£ne

ve©ké £íslo ρ také, ºe platí ρ > rii pre i = 1, ..., n, dostávame, vyplyvajúc zo sub-

stitúcie (11), nezápornos´ technických koe�cientov aij ≥ 0 pre v²etky i, j.
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Pre systém (12) platia nasledovné 4 podmienky:

(I) Systém (12) má nezáporné rie²enie xi ≥ 0 (i = 1, ..., n) pre nejaký kladný

kone£ný dopyt fi > 0 (i = 1, ..., n).

(II) Systém (12) má nezáporné rie²enie xi ≥ 0 (i = 1, ..., n) pre akýko©vek daný

nezáporný kone£ný dopyt fi ≥ 0 (i = 1, ..., n).

(III) �tvorcová maticaR = (rij)má n kladných "©avých rohových"subdeterminantov.∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r11 · · · r1k
...

...

rk1 · · · rkk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0 (k = 1, ..., n).

(IV) V²etky subdeterminanty matice R sú kladné.

Podmienky (III) a (IV) sú nazývané Hawkins - Simonove podmienky ([6]). Aj ke¤

podmienky (I) a (III) sa zdajú by´ slab²ie, v²etky ²tyri podmienky sú navzájom

ekvivalentné.

Veta 1.1. Podmienky (I),(II),(III) a (IV) sú navzájom ekvivalentné.

Dôkaz: V prvej £asti dokáºeme implikáciu: (I) ⇒ (III) ⇒ (II) ⇒ (I) a potom

ekvivalenciu (IV ) so zvy²nými troma podmienkami.

(i)(I) ⇒ (III). Budeme postupova´ matematickou indukciou. Pre n = 1, má

rovnica (12) tvar: r11x1 = f1. Ak má táto rovnica nezáporné rie²enie x1 ≥ 0 pre

nejaké kladné f1 > 0, potom r11 > 0.

Predpokladajme, ºe platí implikácia (I) ⇒ (III) pre n− 1 a dokáºme pre n.

Vyjadrením prvého £lena ©avej strany rovnice (12) dostávame:

r11x1 = f1 −
n∑

j=2

r1jxj, (14)

pri£om pravá strana rovnice je kladná, pretoºe f1 > 0, r1j ≤ 0, xj ≥ 0 pre

j = 2, ..., n. Z toho vyplýva, ºe výraz r11x1 > 0 a ke¤ºe x1 ≥ 0, platí tieº r11 > 0.

Aplikujme na systém (12)
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

r11 r12 · · · r1n

r21 r22 · · · r2n
...

...

ri1 ri2 · · · rin
...

...

rn1 rn2 · · · rnn





x1

x2

...

xi

...

xn


=



f1

f2
...

fi
...

fn


Gaussovú elimináciu. Po odrátaní ri1

r11
násobku prvého riadku od i-teho riadku

(i = 2, ..., n), postupne eliminujeme prvý st¨pec a dostávame:



r11 r12 · · · r1n

0 r∗22 · · · r∗2n
...

...

0 r∗i2 · · · r∗in
...

...

0 r∗n2 · · · r∗nn





x1

x2

...

xi

...

xn


=



f1

f∗
2

...

f∗
i

...

f∗
n


(15)

Pre upravené koe�cienty ozna£ené hviezdi£kou teda platí:

r∗ij = rij −
ri1r1j
r11

i, j = 2, ..., n

f ∗
i = fi −

ri1f1
r11

,
(16)

pri£om

r∗ij ≤ 0, f ∗
i > 0 pre i, j = 2, ..., n; i ̸= j, (17)

pretoºe rij ≤ 0 pre i ̸= j a fi > 0. Dostali sme systém:

n∑
j=2

r∗ijxj = f ∗
i pre i = 2, ..., n, (18)

pri£om je splnená podmienka (13) a pod©a induk£ného predpokladu pre systém

s n − 1 £lenmi má systém (18) nezáporné rie²enie x2, ..., xn pre danú kone£nú

spotrebu f ∗
i > 0 (i = 2, ..., n) a n kladných "©avých rohových" subdeterminantov:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r∗22 · · · r∗2k
...

...

r∗k2 · · · r∗kk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0 (k = 2, ..., n).
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Pre determinant matice R dostávame:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r11 r12 · · · r1k

r21 r22 · · · r2k
...

...

rk1 rk2 · · · rkk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r11 r12 · · · r1k

0 r∗22 · · · r∗2k
...

...

0 r∗k2 · · · r∗kk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= r11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r∗22 · · · r∗2k
...

...

r∗k2 · · · r∗kk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0 (k = 2, ..., n),

(19)

a teda platí podmienka (III).

(ii) (III) ⇒ (II). Opä´ budeme postupova´ matematickou indukciou. Pre n = 1

v systéme (12): r11x1 = f1, dostávame nezáporné rie²enie x1 = f1
r11

pre kaºdé

f1 ≥ 0 ak r11 > 0.

Predpokladajme ºe implikácia (III) ⇒ (II) platí pre n − 1. Podobne ako

v kroku (i) môºeme transformova´ systém (12) pomocou Gausovej eliminácie na

systém (15). Narozdiel od kroku (i)môºeme za kone£nú spotrebu zvoli´ ©ubovo©né

nezáporné hodnoty fi ≥ 0 pre i = 1, ..., n.

Transformáciou sa opä´ dostávame k rovnici (18). Vychádzajúc z podmienky

(III) pre rovnicu (12) ©ahko ukáºeme, ºe aj rovnica (18) túto podmienku sp¨¬a:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r∗22 · · · r∗2k
...

...

r∗k2 · · · r∗kk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1
r11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r11 · · · r1k
...

...

rk1 · · · rkk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0 (k = 2, ..., n).

Zo vz´ahu (16) vyplýva f ∗
i ≥ 0 (i = 2, ..., n) pre ©ubovo©né fi ≥ 0 (i = 1, ..., n)

a pod©a induk£ného predpokladu má rovnica (18) nezáporné rie²enie x2 ≥ 0,

x3 ≥ 0, ..., xn ≥ 0 pre dané f ∗
i . Úpravou rovnice (14) vyjadrime:

x1 =
1

r11
(f1 −

n∑
j=2

r1jxj), (20)

pri£om nezápornos´ platí aj pre x1, pretoºe r11 > 0, f1 ≥ 0, r1j ≤ 0 a xj ≥ 0

pre j = 2, ..., n. Systém (12) má teda nezáporné rie²enie xi ≥ 0 (i = 1, ..., n)
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pre akýko©vek daný nezáporný kone£ný dopyt fi ≥ 0 (i = 1, ..., n) a podmienka

(II) je splnená.

(iii) (II) ⇒ (I). Táto implikácia je zrejmá.

(iv) Zostáva dokáza´ ekvivalenciu podmienky (IV ) so zvy²nými troma podmienkami,

ktorých vzájomnú ekvivalenciu sme uº dokázali. Implikácia (IV ) ⇒ (III) je

zrejmá. Ak je splnená podmienka (II), sta£í premenné v systéme (12) identicky

a simultánne pre£íslova´, tak sa kaºdá submatica matice R môºe sta´ jednou

z n "©avých rohových" submatíc. Platnos´ podmienky (III) sa takýmto pre£íslo-

vaním nemení. Vychádzajúc z implikácie (II) ⇒ (III) pre pre£íslované systémy

platí, ºe kaºdá submatica matice R je kladná. Teda platí (II) ⇒ (IV ), £ím sme

dokázali ekvivalenciu v²etkých ²tyroch podmienok.

Vrá´me sa spä´ k rovnici (8). Ak existuje inverzná matica (I−A)−1, teda matica

(I−A) nie je singulárna, alebo ak |I−A| ̸= 0, z de�nície inverznej matice

(I − A)−1 = 1
|I−A| [adj(I − A)], sústava má jednozna£né rie²enie:

x = (I−A)−1f = Lf , (21)

kde matica L = (I−A)−1 sa nazýva Leontiefova inverzná matica alebo matica

celkových poºiadaviek a v detailnej²om zápise platí:

x1 = l11f1 + ...+ l1ifi + ...+ l1nfn
...

xi = li1f1 + ...+ liifi + ...+ linfn
...

xn = ln1f1 + ...+ lnifi + ...+ lnnfn.

(22)

Prvky Leontiefovej inverznej matice lij nazývame, pod©a [9], komplexnými koe�-

cientami spotreby. Tieto prvky závisia iba od technických koe�cientov aij a majú

charakter parametrov. Koe�cienty lij vyjadrujú , ko©ko výroby i-teho sektora je
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potrebnej na zabezpe£enie jednej jednotky produkcie j-teho sektora pre kone£nú

spotrebu. Vyjadrujú tieº prírastok produkcie sektora i na jednotkový prírastok

kone£nej spotreby produkcie sektora j, £o vyplýva z derivácie vz´ahu (22)

∂xi

∂fj
= lij. (23)

Medzi prírastkom kone£nej spotreby ∆f a prírastkom celkovej produkcie ∆x teda

platí nasledujúci vz´ah:

∆x = (I−A)−1∆f = L∆f , (24)

preto Leontiefovu inverznú maticu nazývame tieº maticovým multiplikátorom

transformujúcim zmeny v kone£nej spotrebe na zmeny v objeme výroby.

Pre prvky matice L platí, ºe sú vºdy nezáporné a vä£²ie alebo rovné prislúcha-

júcim technickým koe�cientom aij, teda platí

lij ≥ aij i, j = 1, 2, ..., n; i ̸= j,

lii ≥ 1 + aii i = 1, 2, ..., n.
(25)

Tento vz´ah bezprostredne vyplýva z moºnosti rozkladu Leontiefovej inverznej

matice (I−A)−1 na konvergujúcu postupnos´ matíc

(I−A)−1 = I+A+A2 + ...+Ak + ...

(Ak → 0 pre k → ∞).
(26)

Tento rozklad je moºný za podmienky, ºe platí

lim
k→∞

Ak+1 = 0. (27)

Spojením rovníc (26) a (21) dostávame vz´ah

x = f +Af +A(Af) + ..., (28)
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ktorý ukazuje to, ºe na dodanie výrobkov do kone£nej spotreby f je potrebné vyro-

bi´ aspo¬ toto mnoºstvo statkov, ktoré zase na svoju výrobu potrebujú medzipro-

duktyAf , pri£om takisto medziprodukty vyºadujú ¤al²ie vstupy a tak ¤alej ([4]).

Vychádzajúc z [9], vlastnosti sústavy lineárnych rovníc (5) moºno odvodi´ z vlast-

ností koe�cientov aij v tejto sústave. Prvky matice A vyjadrujú spotrebu pro-

dukcie sektora i na jednotku celkovej produkcie sektora j. Ke¤ºe celková produk-

cia sektorov je kladné £íslo, t.j. xj > 0 a náklady na produkciu i-teho sektora,

potrebnú pri výrobe j-teho sektora sú - pokia© nie je výroba stratová - vºdy men²ie

ako celková produkcia, teda xj > zij ≥ 0, sú technické koe�cienty aij nezáporné

£ísla a men²ie ako 1:

0 ≤ aij < 1, pre i, j = 1, 2, ..., n. (29)

Ak nie je výroba stratová, potom takisto platí, ºe hodnota celkových nákladov

na produkciu je men²ia ako celková produkcia, teda xj >
∑n

i=1 zij, a aj sú£et

technických koe�cientov j-teho sektora je menej ako 1:

0 ≤
n∑

i=1

aij < 1, pre j = 1, 2, ..., n. (30)

Táto vlastnos´ je známa ako Brauer - Solowa podmienka, ktorá hovorí, ºe ak je

st¨pcový alebo riadkový sú£et koe�cientov matice A men²í ako 1, existuje pre

systém (9) nezáporné rie²enie x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, ..., xn ≥ 0 pre dané fi ≥ 0 za

predpokladu aij ≥ 0 ([2]).

Ke¤ºe prvky matice A vyhovujú podmienkam (29) a (30), vz´ah (27) je splnený.

S£ítajme v²etky matice v rovnici (26) okrem jednotkovej matice a matice

technických koe�cientov bez umocnenia a tento sú£et ozna£me L∗:

L∗ = A2 +A3 + ...+Ak + ...

Leontiefovu inverznú maticu teraz môºme zapísa´ v tvare

L = I+A+ L∗.
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Ako uº bolo spomenuté, matica A je nezáporná, teda aj jej mocniny sú nezáporné

a takisto aj ich sú£et, ktorý predstavuje matica L∗, je nezáporný. Pre komplexné

koe�cienty spotreby lij platí

lij = aij + l∗ij + δij i, j = 1, 2, ..., n,

kde aij ≥ 0,

l∗ij ≥ 0,

δij =

1 pre i = j,

0 pre i ̸= j.

(31)

Z tohto vyplýva platnos´ vz´ahu (25). Rozdiel celkových a priamych nákladov,

teda lij − aij, charakterizuje nepriame náklady na spotrebu. �ím je tento rozdiel

vä£²í, tým významnej²ie je pouºitie input - output modelu na zobrazenie väzieb

medzi kone£nou spotrebou a celkovou produkciou sektorov.
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1.3 Tabu©ka dodávok a pouºitia a symetrické Input-Output

tabu©ky

V tejto £asti sa budeme zaobera´ detailnej²ím popisom input - output systému.

Input-output ²truktúra pozostáva z troch typov tabuliek ([8]):

• Tabu©ka dodávok (supply table),

• Tabu©ka pouºitia (use table),

• Symetrická input-output tabu©ka (SIOT).

1.3.1 Tabu©ky dodávok a pouºitia

Vychádzajúc z [10], tabu©ky dodávok a pouºitia sú klasi�kované ako nesymetrické,

pretoºe v jednom rozmere, naj£astej²ie v riadkoch, zachytávajú údaje o komodi-

tách/produktoch a v druhom rozmere, obvykle v st¨pcoch, údaje o výrobných

odvetviach. Po£et komodít a odvetví se nemusí zhodova´, spravidla je po£et ko-

modít vy²²í neº po£et odvetví. Európske £lenské ²táty majú povinnos´ kaºdoro£ne

tieto tabu©ky vykazova´.

Tabu©ky dodávok a pouºitia teda predstavujú matice, ktoré obsahujú hodnoty

transakcií s produktami v národnej ekonomike roztriedené pod©a typu produktu

a odvetvia ([7]). Tieto tabu©ky zobrazujú:

• nákladovú ²truktúru produkcie a dôchodkov vytvorených v procese produk-

cie;

• toky výrobkov a sluºieb vyprodukovaných v národnej ekonomike;

• toky výrobkov a sluºieb medzi domácou ekonomikou a zahrani£ím. Na

potreby analýzy v európskom kontexte je potrebné rozli²ova´ medzi tokmi

v rámci EÚ a tokmi s krajinami mimo EÚ.

Hlavnou úlohou tabuliek dodávok a pouºitia je znázorni´ zmeny v ²truktúre

ekonomiky, napr. zmeny v dôleºitosti rôznych odvetí, zmeny v pouºitých vstupoch
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a vyrobených výstupoch a zmeny v zloºení výdavkov na kone£nú spotrebu, tvorbe

hrubého kapitálu, dovozu a vývozu. Do týchto zmien sa môºe premieta´ vývoj ako

napríklad globalizácia, outsourcing, inovácie a zmeny v nákladoch na pracovnú

silu, dane, ceny ropy a výmenné kurzy.

Tabu©ky dodávok popisujú jednotlivé zdroje, teda zobrazujú dodávky výrobkov

a sluºieb pod©a produktov a pod©a výrobného odvetvia, pri£om sa rozli²uje ponuka

medzi domácimi odvetviami a dovozom ([7]). Na nasledujúcom obrázku môºme

pozorova´ ²truktúru tabu©ky dodávok, ktorá pozostáva z produk£nej matice zo-

brazujúcej domácu produkciu odvetví cez produkty a matice importu, ktorá zo-

brazuje kone£ný import krajiny cez produkty. V poslednom riadku je zobrazená

celková produkcia odvetví a celkový import a v poslednom st¨pci celková ponuka

produktov, pri£om obsahuje domácu aj importovnú zloºku .

Obr. 3: Zjednodu²ená tabu©ka dodávok ([8]).

Primárne aktivity jednotlivých odvetví sú zaznamenané na diagonále produk£nej

matice, zatia©£o sekundárne sa nachádzajú mimo diagonály. Je teda zrejmé, ºe

matica produkcie nie je diagonálna matica ([8]).

Tabu©ky pouºitia, pod©a [10], ponúkajú poh©ad na medzispotrebu, kone£nú

spotrebu, tvorbu kapitálu, zmenu stavu zásob a vývoz. Sú£asne v st¨pcoch posky-

tujú informáciu o jednotlivých zloºkách pridanej hodnoty v daných odvetviach

(odmeny zamestnancov, ostatné dane po odpo£ítaní subvencií na produkciu, £istý

zmie²aný dôchodok, £istý prevádzkový prebytok a spotreba �xného kapitálu).

Schematický nákres tabu©ky pouºitia je uvedený na nasledujúcom obrázku:
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Obr. 4: Zjednodu²ená tabu©ka pouºitia ([8]).

Pri bilancovaní pouºitia a zdrojov v tabu©kách dodávok a pouºitia je nutné pri-

hliadnu´ k rozdielnemu oceneniu. Zatia©£o je strana zdrojov ocenená v základných

cenách (tj. cenách bez zapo£ítania obchodných a dopravných priráºok a £istých

daní z produktov), strana pouºitia je ocenená v cenách kúpnych, tzn. vrátane

v²etkých daní a priráºok.

1.3.2 Symetrické input - output tabu©ky (SIOT)

Z [10], SIOT tabu©ky, ako uº aj názov napovedá, sú symetrické. Zdroje a pouºitie

zobrazujú v £lenení komodity krát komodity alebo odvetvie krát odvetvie. Tieto

tabu©ky umoº¬ujú kvanti�kova´ dopad vládnych zásahov na hospodárstvo ako

celok, ale i na jednotlivé odvetvia a domácnosti. Pomocou nich je moºné vyhod-

nocova´ dopad podpory investícií, podpory hypoték, environmentálnych zákonov

a nových technológií. Okrem toho SIOT tabu©ky umoº¬ujú analyzova´ produk-

tivitu, zamestnanos´, citlivos´ na vplyv zmien da¬ových sadzieb a regulácií.

Základom symetrickej input-output tabu©ky je ²tvorcová matica medzispotreby

s rovnakým £lenením v riadkoch aj st¨pcoch, a to produkt krát produkt alebo

odvetvie krát odvetvie. St¨pce tejto matice reprezentujú ²truktúru vstupov, tzn.

udávajú, ko©ko produktov bolo spotrebovaných na výrobu konkrétneho výrobku.

Kaºdá zmena v dopyte po danom výrobku vedie sú£asne k proporcionálnej zmene

dopytu po produktoch, ktoré tvoria vstupy vo výrobnom procese.

Matica medzispotreby, ktorá je £lenená symetricky pod©a odvetvia, môºe by´

interpretovaná podobne, teda pre kaºdé odvetvie st¨pec vykazuje, ko©ko výrobkov

ostatných odvetví bolo spotrebovaných na zaistenie vlastnej produkcie.
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Napravo od spomínanej ²tvorcovej matice medzispotreby je umiestnená infor-

mácia o kone£nej spotrebe pod©a jednotlivých produktov, vi¤ Obrázok 5. Tieto

údaje pochádzajú priamo z tabu©ky pouºitia.

Pri zostrojovaní SIOT je uprednost¬ované ocenenie v zakladných cenách, pre-

toºe je vhodnej²ie z analytického h©adiska. Takéto ocenenie je homogénnej²ie, a

tak vz´ah medzi vstupmi a výstupmi v pe¬aºných jednotkách lep²ie odzrkad©uje

technologické väzby. Za niº²ou homogenitou ocenenia v kúpnych cenách stojí ob-

chodné rozpätie, dopravné priráºky a £isté dane na výrobky, ktoré sú v kúpnej

cene zahrnuté a vykazujú v jednotlivých odvetviach i v rámci kone£nej spotreby

zna£nú premenlivos´.

Informácie o obchodnom rozpätí a dopravných priráºkach sú v symetrickej

input - output tabu©ke explicitne zaznamenané v riadkoch medzispotreby pro-

duktov obchodu a dopravy. Sú£as´ou SIOT tabuliek je tieº informácia o £istých

daniach na výrobky vyplatených za jednotlivé produkty v medzispotrebe a v

kone£nej spotrebe, informácia o hrubej pridanej hodnote a jej ²truktúre a údaje

o dovoze jednotlivých produktov.

Schématický nákres symetrickej input - output tabu©ky je zobrazený na nasle-

dujúcom obrázku:

Obr. 5: Zjednodu²ená symetrická input - output tabu©ka (komodity krát

komodity)([8]).
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1.4 Metódy transformácie input-output tabuliek, komoditno

- odvetvový systém

V tejto £asti sa zameriame pod©a [1] na základné vz´ahy tabuliek dodávok a

pouºitia a takisto na metódy zostavenia symetrických input - output tabuliek.

Spojením tabuliek dodávok a pouºitia dostávame schému komoditno - odvetvo-

vého systému, zobrazenú na nasledujúcom obrázku:

Obr. 6: Základná ²truktúra systému dodávok a pouºitia ([8]).

Pre rozlí²enie dimenzie komodít a odvetví, zave¤me index i = 1, ...,m pre ko-

modity a index j = 1, ..., n pre odvetvia. Ak kaºdá komodita vyprodukovaná

v ekonomike je primárnym produktom niektorého odvetvia v danej ekonomike,

potom po£et komodít a po£et odvetví je rovnaký, teda m = n.

Pre preh©adnos´ nasledujúcich vz´ahov zave¤me zna£enie:

• U = [uij] - matica medzispotreby z tabu©ky pouºitia, pri£om uij predstavuje

mnoºstvo komodity i potrebnej na výrobu v j-tom odvetví,

• V = [vji] - transponovaná produk£ná matica z tabu©ky dodávok, pri£om vji

predstavuje mnoºstvo komodity i vyrobenej v j-tom odvetví,
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• f - vektor kone£nej spotreby rozdelenej pod©a komodít,

• x - vektor produkcie pod©a odvetví,

• q - vektor produkcie pod©a komodít.

Zo základného input - output modelu uº poznáme vz´ah (3): x = Zi+ f . Pomocou

komoditno - odvetvovej tabu©ky vieme vyjadri´ vektor produkcie aj v dimenzii

komodít (q), aj v dimenzii odvetví (x).

Celkovú produkciu odvetvia j moºno získa´ s£ítaním v²etkých komodít vy-

robených v tomto odvetví, a teda riadkovým sú£tom matice V:

xj = vj1 + ...+ vjm, (32)

alebo

x = Vi. (33)

Podobne celkovú produkciu komodity imoºno vyjadri´ s£ítaním v²etkých odvetví,

ktoré túto komoditu vyrábajú, £iºe v tomto prípade ide o st¨pcový sú£et matice

V:

qi = v1i + ...+ vni, (34)

alebo

q = V′i. (35)

Pre produkciu pod©a odvetví , podobne ako je pre komodity rovnica (3), môºeme

vyjadri´ vz´ah

qi = ui1 + ...+ uin + fi, (36)

alebo

q = Ui+ f . (37)

Rovnako, ako sme v základnom input - output modeli de�novali technické ko-

e�cienty aij, de�nujme pre komoditno - odvetvový systém koe�cient bij, ktorý

bude predstavova´, ko©ko i-tej komodity je potrebnej na výrobu jednej jednotky

produkovanej j-tym odvetvím, teda platí nasledovný vz´ah:

bij =
uij

xj

, (38)
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alebo v maticovom zápise

B = Ux̂−1. (39)

Dosa¤me, pomocou vz´ahu (39), výraz U = Bx̂ do rovnice (37) a dostávame,

podobne ako pre Leontiefov input - output model vz´ah (6), rovnos´

q = Bx+ f . (40)

Narozdiel od vz´ahu (6) v²ak nevieme generova´ maticu technických koe�cien-

tov, pretoºe rovnica (40) obsahuje na pravej strane vektor celkovej produkcie v

dimenzii odvetví a na ©avej strane je tento vektor v dimenzii komodít.

Jedným z rie²ení je nájs´ výraz transformujúci celkovú produkciu pod©a odvetví

(x) na produkciu pod©a komodít (q), alebo naopak. Dáta potrebné na takúto

transformáciu moºno získat z produk£nej matice V, ktorej riadkové sumy pred-

stavujú produkciu odvetví a slt¨pcové sumy produkciu pod©a komodít. V nasle-

dujúcej £asti sa zameriame na vyjadrenie spomenutej transformácie pomocou

produk£nej matice.

De�nujme koe�cient dji, predstavujúci podiel celkovej výroby komodity i, ktorá

bola produkovaná v j-tom odvetví, teda platí

dji =
vji
qi
, (41)

alebo

D = Vq̂−1. (42)

Matica D je £asto nazývaná maticou trhových podielov.

Podobne de�nujme koecient cij, ktorý bude vyjadrova´ podiel produkcie i-tej

komodity na celkovú výrobu v j-tom odvetví, teda akú £as´ z celkovej výroby

odvetvia j predstavuje výroba komodity i. Pre koe�cient cij môºme písa´

cij =
vij
xj

, (43)

alebo

C = V′x̂−1. (44)
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Matica C je £asto nazývaná produkt mix maticou.

Výsledky vyjadrené v rovniciach (42) a (44) v spojení s rovnicami (33) a

(35) poskytujú dve alternatívy transformácie medzi vektorom výroby v dimenzii

odvetví a v dimenzií komodít.

Úpravou rovnice (42)

D = Vq̂−1 ⇒ Dq̂ = V ⇒ Dq̂i = Vi

a pouºitím rovnice (33) dostávame

Dq = x, (45)

alebo

q = D−1x, (46)

ak matica D je ²tvorcová a regulárna.

Podobne upravením rovnice (44)

C = V′x̂−1 ⇒ Cx̂ = V′ ⇒ Cx̂i = V′i

a dosadením vz´ahu (35) dostávame

Cx = q, (47)

alebo

x = C−1q, (48)

takisto ak matica C je ²tvorcová a regulárna.

Pre kaºdý typ SIOT, produkt krát produkt a odvetvie krát odvetvie, existujú dve

základné metódy transformácie:

• Komoditná technológia,

• Odvetvová technológia.

Skôr ako prejdeme k ich popisu, vyjadrime si pomocou [1] nieko©ko vz´ahov

potrebných na nasledujúce výpo£ty.
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1.4.1 Inverzia blokovej matice

Inverzia blokovej matice hrá významnú úlohu pri mnohých input - output reprezen-

táciách. V tejto £asti si odvodíme vz´ah, pre inverznú maticu k matici zloºenej

zo ²tyroch blokov, ktorý neskôr vyuºijeme pri výpo£toch v nasledujúcich pod-

kapitolách.

Nech je daná matica M v dimenzii n× n, zloºená zo ²tyroch blokov:

A =

 Ap×p Bp×(n−p)

C(n−p)×p D(n−p)×(n−p)

,

pri£om bloky A aD sú ²tvorcové. Rovnako moºno aj jej inverziu rozdeli´ na takéto

bloky:

A−1 =

 Xp×p Yp×(n−p)

Z(n−p)×p U(n−p)×(n−p)

.

Platí teda nasledovný vz´ah:

A B

C D

 X Y

Z U

 = I =

 Ip×p 0p×(n−p)

0(n−p)×p I(n−p)×(n−p)

 ,

pri£om ho moºno rozloºi´ na 4 rovnice:

(i)AX +BZ = I, (iii)AY +BU = 0,

(ii)CX +DZ = 0, (iv)CY +DU = I.
(49)

Za predpokladu, ºe matica D je invertovate©ná, môºme z rovnice (ii) vyjadri´

vz´ah: Z = D−1(−CX) a dosadi´ do rovnice (i). Po osamostatnení X tak dostá-

vame rovnicu: X = (A−BD−1C)−1. Rovnako moºno z rovnice (iv) vyjadri´ vz´ah:

U = D−1(I −CY ) a dosadi´ do rovnice (iii). Po úprave moºno pre blok Y písa´:

Y = X(−BD−1). Po zhrnutí dostávame pre bloky inverznej matice nasledovné

vz´ahy:

X = (A−BD−1C)−1, Y = −X(BD−1),

Z = D−1(−CX), U = D−1(I − CY ).
(50)
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1.4.2 Komoditná technológia

Pod©a tejto metódy sa kaºdý výrobok vyrába iba jednou technológiou. To zna-

mená, ºe má rovnakú ²truktúru vstupov bez oh©adu na to, v ktorom odvetví

sa produkuje. Prosté pouºitie predpokladu komoditnej technológie môºe £asto

vies´ pri transformácii k nepravdepodobným £i dokonca záporným hodnotám,

ktorým chýba ekonomická interpretácia. Tieto negatívne elementy sa objavujú

predov²etkým z dôvodu nevhodného pouºitia predpokladu technológie výroby

produktu (dva rovnaké výrobky sa vyrábajú odli²nou technológiou), heterogenity

v odvetví, zachytenia ekonomických väzieb namiesto technologických (vertikálna

integrácia, outsourcing) a chýb v dátach (chyby ²tatistických prieskumov, nepres-

nos´ informácií, skreslené dopo£ty chýbajúcich údajov £i metodické chyby) ([11]).

Po prijatí predpokladu komoditnej technológie môºeme vyuºi´ de�níciu pro-

dukt mix matice a vz´ahy (40) a (47) môºeme po úprave

q− Bx = f

−q+ Cx = 0,
(51)

zapísa´ pomocou blokovej matice: I −B

−I C

 q

x

=

f

0

.

Vyuºitím vz´ahov pre výpo£et inverzie blokovej matice (50) môºeme pre celkovú

produkciu v dimenzii komodít (q) a v dimenzii odvetví (x) ©ahko vyjadri´ rovnosti

q

x

=

 (I−BC−1)−1 (I−BC−1)−1BC−1

C−1(I−BC−1)−1 C−1 +C−1(I−BC−1)−1BC

 f

0

.

Pre vektor produkcie v dimenzii komodít v závislosti od kone£nej spotreby tej

istej dimenzie teda platí

q = (I−BC−1)−1f , (52)

pri£om inverzia na pravej strane, (I−BC−1)−1, je paralelou matice L v Leon-

tiefovom modeli, a výraz BC−1, je podobne ako matica A, maticou technických

koe�cientov v dimenzii komodity krát komodity.
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Podobne moºno zapísa´ vz´ah pre vektor produkcie v dimenzii odvetví:

x = [C−1(I−BC−1)−1]f , (53)

pri£om matica v hranatých zátvorkách uº nie je symetrická, ale v dimenzii odvetvie

krát komodity.

Aby sme získali dimenziu odvetvie krát odvetvie, je potrebné prede�nova´

kone£nú spotrebu v dimenzii komodít na kone£nú spotrebu dimenzie odvetví po-

mocou produkt mix matice. Prvky matice C predstavujú podiel produkcie i-tej

komodity na celkovú výrobu v j-tom odvetví, a teda ke¤ túto maticu prenásobíme

vektorom kone£nej spotreby pod©a odvetví, dostaneme vektor, ktorého i-ty prvok

bude vyjadrova´ kone£nú spotrebu komodity i. Platí teda

Cy = f , alebo y = C−1f , (54)

kde je vektor kone£nej spotreby pod©a odvetví ozna£ený ako y.

Pouºime vz´ah (40), prenásobme ho inveziou produkt mix matice C−1 z©ava,

£o dáva

C−1q = C−1Bx+C−1f

a pomocou vz´ahu (47) a (54) môºeme písa´:

x = C−1Bx+ y. (55)

Osamostatnením vektora x dostávame, podobne ako v dimenzii komodít, výraz

x = (I−C−1B)−1y, (56)

pri£om výraz C−1B je maticou technických koe�cientov v dimenzii odvetvie krát

odvetvie.
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1.4.3 Odvetvová technológia

Tento prístup má za to, ºe kaºdé odvetvie pouºíva vlastnú technológiu, t.j. v²etky

výrobky vyrobené v danom odvetví majú identickú ²truktúru vstupov. Výhodou

tejto technológie je, ºe nevznikajú záporné hodnoty. Na druhej strane v²ak musíme

pri následnej analýze vzia´ do úvahy, ºe je zaloºená na predpoklade �xných tech-

nických koe�cientov ziskaných výpo£tom zo symetrickej input-output tabu©ky.

Poºiadavka �xných technických koe�cientov je splnená iba vtedy, ak sú �xné aj

proporcie medzi ²truktúrami vstupov. Inak povedané, ak rastie dopyt po danom

produkte, tak novú úrove¬ vstupov na uspokojenie dopytu môºeme pomocou

matice koe�cientov ur£i´ iba za predpokladu, ºe trhové podiely v²etkých odvetví,

kde sa daný výrobok produkuje, zostavajú kon²tantné ([10]).

Po prijatí predpokladu odvetvovej technológie môºeme vyuºi´ de�níciu matice

trhových podielov a vz´ahy (40) a (45) môºeme po úprave

q− Bx = f ,

Dq− x = 0,
(57)

zapísa´ pomocou blokovej matice: I −B

D −I

 q

x

=

f

0

.

Vyuºitím vz´ahov pre výpo£et inverzie blokovej matice (50) môºeme pre celkovú

produkciu v dimenzii komodít (q) a v dimenzii odvetví (x) ©ahko vyjadri´ rovnosti

q

x

=

 (I−BD)−1 (I−BD)−1(−B)

D(I−BD)−1 I−D(I−BD)−1B

 f

0

.

Pre vektor produkcie v dimenzii komodít v závislosti od kone£nej spotreby tej

istej dimenzie teda platí

q = (I−BD)−1f , (58)

pri£om inverzia na pravej strane, (I−BD)−1, je paralelou Leontiefovej inverznej

matice L, a výraz BD maticou technických koe�cientov v dimenzii komodity krát

komodity.
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Podobne dostávame vz´ah pre vektor produkcie v dimenzii odvetví:

x = [D(I−BD)−1]f , (59)

kde matica v hranatých zátvorkách opä´ nie je symetrická, ale v dimenzii odvetvie

krát komodity.

Pre získanie dimenzie odvetvie krát odvetvie, je potrebné prede�nova´ kone£nú

spotrebu v dimenzii komodít na kone£nú spotrebu dimenzie odvetví pomocou

matice trhových podielov. Prvky matice D predstavujú podiel celkovej výroby ko-

modity i, ktorá bola produkovaná v j-tom odvetví, a teda ke¤ túto maticu prená-

sobíme vektorom kone£nej spotreby pod©a komodít, dostaneme vektor, ktorého

j-ty prvok bude vyjadrova´ kone£nú spotrebu odvetvia j. Platí teda

y = Df , (60)

kde y predstavuje vektor kone£nej spotreby pod©a odvetví.

Pouºime vz´ah (40), prenásobme ho maticou D z©ava, £o dáva

Dq = DBx+Df

a pomocou vz´ahu (45) a (60) môºeme písa´:

x = DBx+ y. (61)

Osamostatnením vektora x dostávame, podobne ako v dimenzii komodít, výraz

x = (I−DB)−1y, (62)

pri£om výrazDB predstavuje maticu technických koe�cientov v dimenzii odvetvie

krát odvetvie.

33



Zhrnutím výsledkov pre výpo£et symetrickej matice celkových poºiadaviek moºno

vyjadri´ nasledovné 4 vz´ahy:

Komoditná technológia Odvetvová technológia

komodity x komodity (I −BC−1)−1 (I −BD)−1

odvetvie x odvetvie (I − C−1B)−1 (I −DB)−1

Tabu©ka 1: Vz´ahy pre maticu celkových poºiadaviek.

Európsky ²tandard ESA 1995 doporu£uje zostavova´ tabu©ky v £lenení produkt

krát produkt, lebo umoº¬ujú popísa´ výrobný proces homogénnej²ie. Na tomto

mieste je vhodné spomenú´, ºe sa v²ak nad otázkou preferovaného £lenenia vedie

odborná diskusia. Objavujú sa argumenty, ºe by tabu©ky odvetvie krát odvetvie

nemali by´ zanedbanávané, pretoºe moºu by´ zostavené na základe "slab²ích"

predpokladov ([10]).
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2 �trukturálna dekompozícia

Ak sú k dispozícii dve alebo viac sád input - output dát pre hospodárstvo, analy-

tici sa £asto zaujímajú o rozloºenie celkovej zmeny na rôzne komponenty daného

hospodárstva z ur£itého h©adiska. Napríklad, celková zmena hrubej produkcie

medzi dvoma obdobiami by mohla by´ rozloºená na £as´ spojenú so zmenami

technológií (t.j. zmena Leontiefovej inverznej matice) a na £as´ spojenú so zme-

nami v kone£nom dopyte za dané obdobie.

Na ¤al²ej úrovni moºno celkovú zmenu Leontiefovej inverznej matice rozloºi´

na £asti, ktoré súvisia so zmenou v technológiách v rámci jednotlivých sektorov.

Podobne zmena v kone£nom dopyte môºe by´ ¤alej rozloºená na £as´, ktorá

odráºa zmeny celkovej vý²ky kone£nej spotreby a na £as´, ktorá zachytáva zmeny

v zloºení kone£nej spotreby.

Pre získanie v²eobecnej predstavy o ²trukturálnej dekompozícii, sa pokúsime

pod©a [1] v nasledujúcej kapitole rozloºi´ celkovú zmenu produkcie medzi 2 £aso-

vými obdobiami. Obrázok 7 schématicky zobrazuje tento rozklad :

Obr. 7: Schéma ²trukturálnej dekompozície.

Ako je aj zo schémy vidno, ukáºeme si takisto prípad kone£ného dopytu zloºeného
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z viacerých kategórií, ako napríklad spotreba domácností, export, vládne výdavky

a pod.

2.1 Zmena hrubej produkcie

Predpokladajme, ºe máme k dispozícii údaje za dve £asové obdobia/roky. Oz-

na£me zmenu hrubej produkcie medzi týmito rokmi ∆x. Star²í rok budeme oz-

na£ova´ indexom 0 a nov²í indexom 1, teda x0 bude produkcia v star²om roku a

x1 produkcia v novom roku.

Vz´ah pre produkciu sme odvodili v predchádzajúcich kapitolách, teda pre rok t

platí:

xt = Ltf t, (63)

pri£om Lt = (I−At)−1 je Leontiefova inverzná matica v roku t a f t je vektor

kone£nej spotreby v roku t. Zmenu produkcie vyjadríme ako

∆x = x1 − x0

a po dosadením rovnice (63) dostávame

∆x = x1 − x0 = L1f1 − L0f0. (64)

Úlohou je rozloºi´ celkovú zmenu produkcie na zmeny v jednotlivých zloºkách,

zatia© na zmenu Leontiefovej inverzie a zmenu kone£nej spotreby. Je zrejmé, ºe

pre zmenu L a f platia vz´ahy:

∆L = L1 − L0, (65)

∆f = f1 − f0. (66)

V záujme odstránenia vplyvu cenových zmien budeme predpoklada´, ºe údaje

sú vyjadrené v cenách pre beºný rok. Pre vyuºitie vz´ahov (65) a (66) máme

nieko©ko alternatívnych moºností:

36



1. Vyjadrením L0 z rovnice (65) a f1 z rovnice (66) po dosadení do (64) dostá-

vame výraz:

∆x = L1(∆f + f0)− (L1 −∆L)f0 = ∆Lf0 + L1∆f . (67)

Prvý £len na pravej strane rovnice (67) zodpovedá zmene v technológii, ∆L,

ktorá je váºená kone£nou spotrebou roku 0 a môºeme ho rozloºi´ na tvar:

∆Lf0 = L1f0 − L0f0,

pri£om prvý výraz vy£ís©uje produkciu potrebnú na uspokojenie kone£ného

dopytu v roku 0 technológiou roku 1 a druhý výraz je produkcia potrebná

na uspokojenie starého dopytu starou technológiou. �iºe ich rozdiel je tech-

nologická zmena.

Druhý £len na pravej strane rovnice (67) zodpovedá zmene kone£ného dopytu,

∆f , ktorá je váºená technológiou roku 1. Po rozloºení na

L1∆f = L1f1 − L1f0

môºeme pouºi´ podobnú interpretáciu.

2. Vyjadrením L1 z rovnice (65) a f0 z rovnice (66) po dosadení do (64) dostá-

vame vz´ah:

∆x = (L0 +∆L)f1 − L0(f1 −∆f) = ∆Lf1 + L0∆f . (68)

V tomto prípade je technologická zmena váºená kone£nou spotrebou roku

1 a zmena kone£nej spotreby je váºena technológiou roku 0.

3. �al²ou moºnos´ou je pouºi´ hodnoty iba pre star²í rok s indexom 0, a

teda vyjadrením L1 z rovnice (65) a f1 z rovnice (66) po dosadení do (64)

dostaneme

∆x = (L0 +∆L)(f0 +∆f)− L0f0 = ∆Lf0 + L0∆f +∆L∆f . (69)
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Tu je zmena technológie aj zmena kone£ného dopytu váºená rokom 0, ale

na pravej strane sa objavil aj tretí £len, ktorého interpretácia uº nie je in-

tuitívna ako u predchádzajúcich dvoch £lenov.

4. Podobne pre nov²í rok, vyjadrením L0 z rovnice (65) a f0 z rovnice (66) po

dosadení do (64) dostávame vz´ah:

∆x = L1f1 − (L1 −∆L)(f1 −∆f) = ∆Lf1 + L1∆f −∆L∆f . (70)

5. Poslednou moºnos´ou, ktorú analytici £asto vyuºívajú a pouºijeme ju aj

my v tejto práci, je vyjadrenie zmeny produkcie pomocou aritmetického

priemeru rovnice (67) a rovnice (68). Dostávame tak vz´ah:

∆x =
1

2
∆L(f0 + f1)︸ ︷︷ ︸
Zmena technológie

+
1

2
(L0 + L1)∆f︸ ︷︷ ︸

Zmena kone£ného dopytu

. (71)

Príklad 1 ([1]). Nech je daná matica medzispotreby Z0 a Z1 a takisto kone£ná

spotreba pre oba roky, f0 a f1:

Z0 =


10 20 25

15 5 30

30 40 5

, f0 =


45

30

25

, Z1 =


12 15 35

24 11 30

36 50 8

, f1 =


50

35

26


Pomocou vz´ahu (3) vypo£ítajme produkciu, x0 = Z0i+ f0 a x1 = Z1i+ f1, kde

i je jednotkový vektor a pomocou vz´ahov (4) a (21) Leontiefovu inverznú maticu

L
0 a L1. Následne môºeme £íselne vyjadri´ zmeny ∆L,∆f ,∆x:

∆L =


.0649 −.0941 .0320

.1447 .0607 .0116

.1448 .0342 .0581

, ∆f =


5

5

1

, ∆x =


12

20

20


a tak máme k dispozícii v²etky £leny potrebné na rozklad ∆x pomocou vz´ahov
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(67), (68), (69), (70) a (71). Výsledky sú uvedené v Tab. 2:

Zmena technológie Zmena kone£ného dopytu Interak£ný £len

Rov. (67)


0.9

8.62

9.01



11.10

11.38

10.99



0

0

0



Rov. (68)


0.78

9.66

9.96



11.22

10.34

10.04



0

0

0



Rov. (69)


0.9

8.62

9.01



11.22

10.34

10.04

 +


−0.12

1.04

0.95



Rov. (70)


0.78

9.66

9.96



11.10

11.38

10.99

 -


−0.12

1.04

0.95



Rov. (71)


0.84

9.14

9.49



11.16

10.86

10.51



0

0

0


Tabu©ka 2: Alternatívne moºnosti rozkladu zmeny produkcie.

V Rov. (67), (68) a (71) sa interak£ný £len nenachádzal, preto je v príslu²ných

riadkoch nulový vektor.

Je potrebné pripomenú´, ºe ²trukturálna dekompozícia je vyjadrená v sektorovom

£lenení a zmena v produkcii kaºdého sektora je rozloºená na £len súvisiaci so

zmenou v technológii a £len zmeny kone£ného dopytu. Naskytuje sa preto otázka,

ako rozloºi´ zmenu v produkcii celého hospodárstva (i′(∆x)).

Jednou z moºností je vyjadri´ efekt zmeny v technológii jednoducho ako sú£et

efektov zmien v technológii pre jednotlivé sektory a efekt zmeny v dopyte vyjadri´
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ako sú£et efektov zmien v dopyte pre jednotlivé sektory, £iºe:

i′(∆x) = i′
[
1

2
(∆L)(f0 + f1)

]
︸ ︷︷ ︸

zmena technológií v celom hospodárstve

+ i′
[
1

2
(L0 + L1)(∆f)

]
︸ ︷︷ ︸

zmena kone£ného dopytu v celom hospodárstve

.

(72)

Alternatívou k tomuto rozkladu je rozdeli´ sektory do kategórií a tak nájs´ priemery

(jednoduché alebo váºené) pre jednotlivé efekty. Jednou z moºností rozdelenia do

týchto kategórií je rýchlos´ rozvíjania sa odvetví (prvou kategóriou by bolo x

percent najrýchlej²ie sa rozvíjajúcich odvetví, druhou kategóriou x percent naj-

pomal²ie rozvíjajúce sa odvetvia a zvy²ok, teda (100 − 2x) percent by tvorili

ostatné sektory), alebo kategorizácia na primárne (zdrojové), sekundárne (výroba

a spracovanie) a terciárne (podpora a servis) sektory.

2.2 Rozklad zmeny v kone£nom dopyte ∆f

Zmeny v kone£nom dopyte ∆f moºno ¤alej rozklada´. Faktory, ktoré sa na tejto

zmene podie©ajú sú:

• celkový dopyt f (ten získame tak, ºe s£ítame dopyt po produktoch jed-

notlivých sektorov),

• rozloºenie celkového dopytu medzi jednotlivé kategórie (napr. ako sa na

celkovom dopyte podie©ajú napr. domácnosti, vláda, export, at¤.),

• rozloºenie výdavkov v rámci jednotlivých kategórií (napr. aká £as´ výdavkov

domácností ide na po£íta£e a ich servis, aká na produkty potravinárskeho

priemyslu, at¤.).

Skôr ako prejdeme k odvodeniu vz´ahov pomocou uvedených zloºiek, ukáºeme si

zov²eobecnený rozklad pre premennú, ktorá závisí od n>2 faktorov, teda
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yt = xt
1x

t
2...x

t
n. Prípad pre n=2, teda y

t = xt
1x

t
2, sme uº mali pre xt = Ltf t, pri£om

sme dostali vz´ahy (67), (68), (69), (70) a (71).

Ukáºme si prípad pre n=3, teda yt = xt
1x

t
2x

t
3 a ∆y = x1

1x
1
2x

1
3 − x0

1x
0
2x

0
3. Po

substitúcii x1
1 = x0

1+∆x1, x1
2 = x0

2+∆x2 a x1
3 = x0

3+∆x3 a jednoduchých, av²ak

zd¨havých úpravách dostávame nasledujúce vz´ahy:

∆y = (∆x1)x
0
2x

0
3 + x1

1(∆x2)x
0
3 + x1

1x
1
2(∆x3) (73)

alebo alternatívne

∆y = (∆x1)x
1
2x

1
3 + x0

1(∆x2)x
1
3 + x0

1x
0
2(∆x3). (74)

Ak rovnice (73) a (74) spriemerujeme, dostaneme vz´ah:

∆y =
1

2
(∆x1)(x

0
2x

0
3 + x1

2x
1
3)

+
1

2

(
x0
1(∆x2)x

1
3 + x1

1(∆x2)x
0
3

)
+

1

2
(x0

1x
0
2 + x1

1x
1
2)(∆x3).

(75)

Podobne ako pri rovniciach (73)/(74) môºeme postupova´ pre n > 3, teda napravo

od ∆x bude rok "0"/ rok "1" a na©avo od ∆x bude rok "1"/ rok "0". Pod©a vzoru

rovnice (73) tak dostávame vz´ah:

∆y =(∆x1)(x
0
2...x

0
n) + x1

1(∆x2)(x
0
3...x

0
n)

+ ...+ (x1
1...x

1
n−2)(∆xn−1)x

0
n + x1

1...x
1
n−1(∆xn),

(76)

a paralelou rovnice (74) je výraz (76) s prehodením £asového indexu "1"za "0"

a naopak, teda platí:

∆y =(∆x1)(x
1
2...x

1
n) + x0

1(∆x2)(x
1
3...x

1
n)

+ ...+ (x0
1...x

0
n−2)(∆xn−1)x

1
n + x0

1...x
0
n−1(∆xn).

(77)
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Pre úplnos´ vyjadrime roz²írenie rovnice (75) pre n > 3:

∆y =
1

2
(∆x1)

[
(x0

2...x
0
n) + (x1

2...x
1
n)
]

+
1

2

[
x0
1(∆x2)(x

1
3...x

1
n) + x1

1(∆x2)(x
0
3...x

0
n)
]

+ ...+
1

2

[
(x0

1...x
0
n−2)(∆xn−1)x

1
n + (x1

1...x
1
n−2)(∆xn−1)x

0
n

]
+

1

2

[
(x0

1...x
0
n−1) + (x1

1...x
1
n−1)

]
(∆xn).

(78)

Vrá´me sa spä´ k rozkladu kone£ného dopytu. Ak máme v input - output modeli

n sektorov a p kategórií kone£ného dopytu (napr. domácnosti, vláda, export),

tak pre rok t môºeme zostroji´ maticu �nálneho dopytu Ft
n×p = [f t1, ..., f

t
p], ktorá

sa skladá zo st¨pcov ftk =


f t
1k

...

f t
nk

, kde f t
ik predstavuje dopyt k-tej kategórie po

produktoch i-teho sektoru v roku t. Potom

• Fti = ft je vektor, ktorého i-ty £len predstavuje dopyt po produktoch i-teho

sektoru v roku t,

• i′Fti = i′ft = f t je celkový dopyt v roku t,

• yt = (i′Ft)′ =


yt1
...

ytp

 , kde ytk predstavuje dopyt k-tej kategórie v roku t.

Ak chceme získa´ rozloºenie celkového dopytu medzi jednotlivé kategórie, kaºdú

zloºku vektora yt je potrebné predeli´ celkovým dopytom f t, pri£om tento podielový

vektor ozna£me dt a platí:

dt = [dtk] = (1/f t)yt =


yt1/f

t

...

ytp/f
t

 . (79)

42



Prvok dtk teda predstavuje podiel k-tej kategórie na celkovom dopyte v roku t.

Normalizovaním matice Ft jej st¨pcovými sú£tami, teda

St = [stik] = (Ft)(ŷt)−1, (80)

dostávame prvky

stik =
f t
ik

ytk
,

ktoré predstavujú, akú £as´ dopytu k-tej kategórie tvorí dopyt tejto kategórie po

produktoch i-teho sektora v roku t (napr. akú £as´ dopytu domácností tvorí ich

dopyt po po£íta£och).

Na základe vz´ahov (79) a (80) platí,

ft = f tStdt = Styt,

a teda

∆f = f1 − f0 = f1S1d1 − f 0S0d0.

Úpravou pomocou vz´ahov (76), (77) a (78) dostávame výrazy:

∆f = (∆f)S0d0 + f 1(∆S)d0 + f 1S1(∆d), (81)

∆f = (∆f)S1d1 + f 0(∆S)d1 + f 0S0(∆d), (82)

∆f =(
1

2
)(∆f)(S0d0 + S1d1)︸ ︷︷ ︸

efekt zmeny celkového dopytu

+ (
1

2
)[f 0(∆S)d1 + f 1(∆S)d0]︸ ︷︷ ︸

efekt zmeny rozloºenia dopytu v rámci kategórie

+ (
1

2
)(f 0S0 + f 1S1)(∆d)︸ ︷︷ ︸

efekt zmeny rozloºenia dopytu medzi kategórie

.

(83)
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Príklad 2. Pokra£ujme v príklade z predchádzajúcej podkapitoly. Ke¤ºe nemáme

£lenenie dopytu pod©a kategórií, ale len celkový dopyt po jednotlivých produktoch

sektorov, budeme uvaºova´ dopyt jednej kategórie, preto ∆d je v na²om prípade

nulová. Ostatné £leny potrebné do rovnice (83) si dopo£ítame na základe ich odvo-

denia a teda

S
0 =


.45

.3

.25

 , S1 =


.4505

.3153

.2342

 , △S =


.0005

.0153

−.0158

 , f 1 = 111, f 0 = 100.

V²imnime si, ºe sú£et st¨pcov matice S0 a S1 musí by´ 1 a sú£et st¨pcov matice

∆S musí by´ 0, teda v kaºdom jej st¨pci musia by´ aj záporné aj kladné hodnoty.

Pre vz´ah (83) je rozklad znázornený v Tab.3.

Zmena Rozklad zmeny celk. dopytu f

v produkcii Celk. dopyt Rozloºenie v rámci kategórie Celkovo

Sektor 1 12 11.05 (92) .11 (1) 11.16 (93)

Sektor 2 20 9.35 (47) 1.51 (7) 10.86 (54)

Sektor 3 20 11.45 (57) -.94 (-5) 10.51 (53)

Total 52 31.85 (61) .68 (1) 32.53 (63)

Tabu©ka 3: Rozklad zmeny v celk.dopyte

�ísla v zátvorkách predstavujú percentuálny podiel na celkovej zmene produkcie.

Napríklad pre sektor 1: zmena v produkcii bola z 93% spôsobená efektom zmeny

kone£ného dopytu. Z toho aº 92% predstavuje £len rozkladu obsahujúci zmenu v

celkovom dopyte v celom hospodárstve a zvy²né 1% predstavuje zmena v rozloºení

dopytu v rámci kategórie. Do 100% celkovej zmeny produkcie v sektore 1 zostáva

7%, ktoré súvisia so zmenou v technológii.
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2.3 Rozklad zmeny technológií ∆L

V tejto £asti si ukáºeme rozklad zmeny Leontiefovej inverznej matice medzi dvoma

etapami pomocou zmeny matice technických koe�cientov ∆A.

Jednou z moºností je prenásobenie vz´ahu L1 = (I−A1)−1 výrazom (I−A1)

sprava, £ím dostávame

L1(I−A1) = I = L1 − L1A1, (84)

a následne prenásobenie vz´ahu L0 = (I−A0)−1 výrazom (I−A0) z©ava, £o

dáva

(I−A0)L0 = I = L0 −A0L0. (85)

Po úprave rovnice (84) a prenásobení L0 sprava dostaneme

L1 − I = L1A1 ⇒ L1L0 − L0 = L1A1L0, (86)

podobný vz´ah vyjadríme z rovnice (85) po prenásobení L1 z©ava:

L0 − I = A0L0 ⇒ L1L0 − L1 = L1A0L0. (87)

Nakoniec od£ítaním rovníc (86) a (87) vyjadríme zmenu ∆L vz´ahom

∆L = L1 − L0 = L1A1L0 − L1A0L0 = L1(∆A)L0. (88)

Toto vyjadrenie ukazuje súvislos´ zmeny Leontiefovej inverznej matice L a zmeny

matice A.

"Symetrickým" postupom, teda po prenásobení rovnice L1 = (I−A1)−1 vºdy

z©ava a rovnice L0 = (I−A0)−1 sprava, môºno vyjadri´ vz´ah:

∆L = L1 − L0 = L0A1L1 − L0A0L1 = L0(∆A)L1. (89)

V tomto prípade sú £asové indexy Leontiefovej inverzie vymenené oproti rovnici

(88).

Ak chceme odvodi´ tento vz´ah iba pomocou roku "0", dosadením za L1 = L0 +∆L

©ahko vyjadríme z rovnice (88) zmenu ∆L:

∆L = L0(∆A)L0 + (∆L)(∆A)L0,

45



alebo z rovnice (89)

∆L = L0(∆A)L0 + L0(∆A)(∆L).

Podobne pre rok 1 dostávame dosadením za L0 = L1 −∆L v rovnici (88) vz´ah

∆L = L1(∆A)L1 − L1(∆A)(∆L),

a z rovnice (89) vz´ah

∆L = L1(∆A)L1 − L1(∆A)(∆L).

V nasledujúcej £asti pouºijeme rovnicu (88) na prevedenie zmien Leontiefovej

inverzie do zmien matice technických koe�cientov A.

2.4 Rozklad zmeny ∆A

Maticu A budeme v tejto stati rozklada´ po st¨pcoch. Kaºdý st¨pec matice At vy-

jadruje "produk£ný recept" daného sektora v £ase t. Pre ekonomiku s n sektormi

teda platí

A1 = A0 +∆A =


a011 +∆a11 · · · a01n +∆a1n

...
...

a0n1 +∆an1 · · · a0nn +∆ann

 . (90)

Ozna£me ∆A(j) =


0 · · · ∆a1j · · · 0
...

...
...

0 · · · ∆anj · · · 0

 , pri£om ∆A(j) vyjadruje zmenu

technológie sektora j. Potom môºme maticu ∆A rozloºi´ na sú£et:

∆A = ∆A(1) + · · ·+∆A(j) + · · ·+∆A(n) =
n∑

j=1

∆A(j). (91)

Pomocou vz´ahu (91) vieme vyjadri´ zmenu ∆L z rovnice (88) a po dosadení do
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rovnice (71) tak dostávame roz²írený vzorec na výpo£et zmeny produkcie:

∆x =
1

2
∆L(f0 + f1) +

1

2
(L0 + L1)∆f

=

(
1

2
L1∆AL0

)
(f0 + f1) +

1

2
(L0 + L1)∆f

=

(
1

2
L1(∆A(1) + · · ·+∆A(n))L0

)
(f0 + f1) +

1

2
(L0 + L1)∆f

=
1

2
[L1∆A(1)L0](f0 + f1)︸ ︷︷ ︸

Efekt technologickej zmeny sektora 1

+ · · ·+ 1

2
[L1∆A(n)L0](f0 + f1)︸ ︷︷ ︸

Efekt technologickej zmeny sektora n

+
1

2
(L0 + L1)∆f︸ ︷︷ ︸

Efekt zmeny kone£ného dopytu

(92)

Príklad 3. Rozklad pomocou matice A si ukáºeme opä´ na skôr uvedenom prí-

klade. Pomocou vz´ahov (3), x = Zi+ f , a (4), A = Zx̂−1, ©ahko vyjadríme maticu

A pre obe obdobia:

A
0 =


.1000 .2500 .2500

.1500 .0625 .3000

.3000 .5000 .0500

A
1 =


.1071 .1500 .2917

.2143 .1100 .2500

.3214 .5000 .0667

 ,

a následne zmenu

△A =


.0071 −.1 .0417

.0643 .0475 .0500

.0214 0 .0167

 .

Pomocou vz´ahu (91) rozloºme túto zmenu na zmenu technológie jednotlivých sek-

torov:

△A(1) =


.0071 0 0

.0643 0 0

.0214 0 0

 △A(2) =


0 −.1 0

0 .0475 0

0 0 0

 △A(3) =


0 0 .0417

0 0 .0500

0 0 .0167


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V Tab. 4 sú znázornené v²etky rozklady, ktoré sme doposia© urobili.

Zmena Rozklad zmeny v technológii Rozklad zmeny dopytu f

Sektor ∆x 1 2 3 Total Celkový Rozloºenie Total

dopyt v rámci kateg.

1 12 6.64 -10.25 4.45 .84 11.05 .11 11.16

(55) (-85) (37) (7) (92) (1) (93)

2 20 12.42 1.28 -4.56 9.14 9.35 1.51 10.86

(62) (6) (-23) (46) (47) (7) (54)

3 20 11.37 -2.85 .97 9.49 11.45 -.94 10.51

(57) (-14) (5) (47) (57) (-5) (53)

Total 52 30.43 -11.82 .86 19.47 31.85 .68 32.53

(59) (-23) (2) (37) (61) (1) (63)

Tabu©ka 4: Rozklad zmeny v technológii aj v celkovom dopyte

�ísla v zátvorkách predstavujú percentuálny podiel na zmene celkovej produkcie.

Interpretujme opä´ pre sektor 1:

• Zmena v produkcii sektora 1 bola z 93% spôsobená efektom zmeny kone£ného

dopytu v tomto sektore. Z toho aº 92% predstavuje £len ²trukturálneho rozk-

ladu obsahujúci zmenu v celkovom dopyte v celom hospodárstve a zvy²né 1%

súvisí so zmenou v rozloºení dopytu v rámci kategórie.

• Efekt zmeny technológie predstavuje podiel zostávajúcich 7% na zmene celkovej

produkcie, pri£om Tabu©ka 4 zobrazuje aj rozloºenie tejto zmeny na £asti

súvisiace so zmenou technológie jednotlivých sektorov. Vidíme, ºe faktor

zmeny technológie sektora 2 negatívne ovplyvnil zmenu celkovej produkcie

sektora 1, £o moºno pozorova´ aj pre produkciu zvy²ných dvoch sektorov, a

teda aj pre celé hospodárstvo.

48



2.5 Zhrnutie pre zmenu produkcie

Pre úplnos´ uve¤me vz´ah na výpo£et zmeny produkcie, ktorý zah¯¬a v²etky

doteraj²ie rozklady, ktorým sme sa v práci venovali:

∆x =
1

2
(∆L)(f0 + f1) +

1

2
(L0 + L1)(∆f)

=
1

2
[L1(∆A(1))L0](f0 + f1)︸ ︷︷ ︸

Efekt zmeny technológie sektora 1

+
1

2
[L1(∆A(2))L0](f0 + f1)︸ ︷︷ ︸

Efekt zmeny technológie sektora 2

+
1

2
[L1(∆A(3))L0](f0 + f1)︸ ︷︷ ︸

Efekt zmeny technológie sektora 3

+
1

4
(L0 + L1)(∆f)(B0d0 +B1d1)︸ ︷︷ ︸

Efekt zmeny kone£ného dopytu

+
1

4
(L0 + L1)[f0(∆B)d1+f1(∆B)d0]︸ ︷︷ ︸

Efekt zmeny rozloºenia dopytu vrámci kategórie

+

1

4
(f 0B0 + f 1B1)(∆d)︸ ︷︷ ︸

Efekt zmeny rozloºenia dopytu medzi kategórie

.

(93)

Takýto rozklad umoº¬uje roz£leni´ zmenu produkcie na faktory, ktoré s touto

zmenou potenciálne súvisia. V¤aka tomu moºno hlb²ie rozozna´ prí£iny a vplyv

týchto zmien.

Treba si v²ak uvedomi´, ºe aº takýto "hlboký" rozklad nie je vºdy najvhod-

nej²í. Ve©kou nevýhodou rozloºenia pod©a vz´ahu (93) je skuto£nos´, ºe niektoré

£leny so sebou úzko súvisia, preto tieto zmeny pri interpretácii nie je moºné

izolova´. Je zrejmé, ºe ak sektor j zmení svoju technológiu, môºe to ovplyvni´

aj jeho dopyt po vstupoch £i jeho produkciu a takisto ostatné sektory môºu na

túto zmenu reagova´, £i uº zmenou dopytu, produkcie alebo zmenou technológie.

Preto pri analýze ²trukturálneho rozkladu treba by´ opatrní a prípadne urobi´

rozklad "hrub²í".
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2.6 Vyjadrenie zmeny pomocou funkcie x

Ve©a ²túdií sa namiesto vyjadrenia zmeny produkcie zaoberá zmenami premennej,

ktorá závisí od produkcie. Takéto h©adisko si ukáºeme na príklade zamestnanosti.

Ozna£me etj zamestnanos´ na jednotku produkcie sektora j v £ase t a (et)′ =

[et1, . . . , e
t
n]. Potom vektor zamestnanosti v jednotlivých sektoroch v £ase t (uº nie

na jednotku produkcie), ozna£ený εt, môºeme vyjadri´ ako εt = êtxt = êtLtf t a

vektor zmien v zamestnanosti ako

∆ε = ε1 − ε0 = ê1L1f1 − ê0L0f0. (94)

Výraz êt, resp. strie²ka nad premennou, znamená, ºe ide o maticu, ktorej di-

agonála je zloºená z prvkov etj a mimo diagonály sú nuly.

V²eobecný rozklad v prípade závislosti od troch premenných sme si uº ukázali

v predo²lej £asti, môºeme teda pre ná² prípad pomocou vz´ahu (75) písa´

∆ε =
1

2
∆ê(L0f0 + L1f1)︸ ︷︷ ︸

Efekt zmeny zamestnanosti na jednotku produkcie

+
1

2
[ê0(∆L)f1 + ê1(∆L)f0]︸ ︷︷ ︸

Efekt zmeny technológie

+
1

2
(ê0L0 + ê1L1)∆f︸ ︷︷ ︸

Efekt zmeny kone£nej spotreby

.

(95)

Táto analýza sa dá uplatni´ aj na iné ekonomické premenné, ktoré súvisia s pro-

dukciou, napríklad zne£istenie, spotreba energie, pridaná hodnota a pod. My sa

budeme v práci bliº²ie zaujíma´ o zmenu miezd zamestnancov, resp. mzdovej

kvóty a produktivity práce.

Mzdovú kvótu de�nujeme ako podiel objemu miezd zamestnancov a pridanej hod-

noty. Rozloºme pomocou ²trukturálnej dekompozície £itate©, teda objem miezd

zamestnancov. Ozna£me (aw)
t
j objem miezd na jednotku produkcie sektora j v

£ase t, teda

(aw)
t
j =

wt
j

xt
j

(96)
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a vektor objemu miezd na jednotku produkcie (at
w)

′ = [(aw)
t
1, . . . , (aw)

t
n]. Po-

tom vektor objemu miezd v jednotlivých sektoroch v £ase t (uº nie na jednotku

produkcie), ozna£ený wt, môºeme vyjadri´ ako

wt = âw
txt = âw

tLtf t (97)

a vektor mzdových zmien ako

∆w = w1 −w0 = âw
1L1f1 − âw

0L0f0. (98)

Vyjadrime rozklad pod©a vzoru (75):

∆w =
1

2
(∆âw)(L

0f0 + L1f1)︸ ︷︷ ︸
Efekt zmeny miezd na jendotku produkcie

+
1

2
[âw

0(∆L)f1 + âw
1(∆L)f0]︸ ︷︷ ︸

Efekt zmeny technológie

+
1

2
(âw

0L0 + âw
1L1)(∆f)︸ ︷︷ ︸

Efekt zmeny kone£nej spotreby

.

(99)

Produktivitu práce de�nujeme ako podiel produkcie na zamestnanca a ozna£me

ptj. Pre produktivitu v sektore j v £ase t, teda platí:

ptj =
xt
j

εtj
, (100)

vektorovo (pt)′ = [pt1, . . . , p
t
n], pri£om εtj predstavuje po£et zamestnancov sektora

j v £ase t.

Objem miezd zamestnancov sektora j v £ase t môºeme vyjadri´ aj ako sú£in

priemernej ro£nej mzdy zamestnancov tohto sektora v £ase t, ktorú budeme oz-

na£ova´ mt a po£tu zamestancov j-teho sektora, teda platí:

wt
j = mt

jε
t
j, (101)

alebo vo vektorovom zápise:

wt = m̂tεt. (102)

Vyuºitím vz´ahu (101) a (100) v rovnici (96) dostávame:

(aw)
t
j =

mt
jε

t
j

xt
j

= mt
j(p

t
j)

−1, (103)
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pri£om prvky (ptj)
−1 predstavujúce inverznú hodnotu produktivity práce budeme

nazýva´ koe�cienty pracnosti.

Rovnicu (97) teraz môºeme upravi´ pomocou (103) na vz´ah

wt = m̂t(p̂−1)tLtf t. (104)

Zmenu objemu miezd môºeme rozloºi´ pod©a vz´ahu (78):

∆w =
1

2
(∆m̂)((p̂−1)0L0f0 + (p̂−1)1L1f1)︸ ︷︷ ︸

Efekt zmeny priemerných ro£ných miezd

+
1

2
[m̂0(∆p̂−1)L1f1 + m̂1(∆p̂−1)L0f0]︸ ︷︷ ︸

Efekt zmeny koe�cientu pracnosti

+
1

2
[m̂0(p̂−1)0(∆L)f1 + m̂1(p̂−1)1(∆L)f0]︸ ︷︷ ︸

Efekt zmeny technológie

+
1

2
[m̂0(p̂−1)0L0 + m̂1(p̂−1)1L1](∆f)︸ ︷︷ ︸

Efekt zmeny kone£nej spotreby

.

(105)

Pomocou vz´ahu (105) sa v nasledujúcej £asti budeme zaobera´ analýzou zmien

miezd, resp. mzdovej kvóty a produktivity práce pre Slovensko a interpretáciou

výsledkov.
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3 Rozklad mzdovej kvóty a produktivity práce Slo-

venskej republiky pomocou ²trukturálnej dekom-

pozície

V tejto kapitole budeme ²tudova´ zmenu mzdovej kvóty, ktorú sme de�novali

ako podiel objemu miezd a pridanej hodnoty a zmenu produktivity práce, ktorá

predstavuje podiel produkcie na zamestnanca. Hlavnou otázkou tieº bude ich

vzájomný vz´ah. Ako príklad moºno uvies´, ºe "Nemecko, aj v £ase hospodárskej

krízy, udrºalo primeraný rozdiel medzi rastom produktivity práce a rastom mz-

dových nákladov . To juºanské krajiny nespravili, ich mzdové náklady rástli rých-

lej²ie ako produktivita práce, strácali tak na konkuren£nej schopnosti a tým boli

vytlá£ané konkuren£ne schopnej²ími ekonomikami z trhov": citácia z rozhovoru

s prof.Dipl.Ing.Dr. Mikulá²om Luptá£ikom pre televíziu TA3.

V sú£asnosti pozorujeme, ºe mzdová kvóta vo viacerých krajinách vykazuje -

i v období hospodárskeho rastu - klesajúcu tendenciu. Vychádzajúc z dát input

- output tabuliek pre Slovenskú republiku, ktoré sme získali z Eurostatu, tento

podiel klesol z 35,1% na 12,9% medzi rokmi 2000 a 2005. Treba poznamena´, ºe

popri tomto vy²e 22 percentnom poklese vzrástla produktivita práce na zamest-

nanca z 5,47 na 8,63 percenta.

Sú£asná literatúra poukazuje na nieko©ko moºných prí£in. Niektoré prí£iny sa

vz´ahujú na zmeny celého priemyslu slovenskej ekonomiky, ozna£ovaný ako shift

efekt, iné sú silno spojené so ²trukturálnymi zmenami, ozna£ovanými ako share

efekt ([3]).

Input - output tabu©ky, z ktorých budeme vychádza´ pri ²trukturálnej dekom-

pozícii, sú v £lenení 59 komodít pod©a klasi�kácie CPA - Statistical classi�cation

of products by activity in the European Economic Community . Tieto údaje sme

získali z Eurostatu rovnako ako hodnoty zamestnanosti. Údaje o zamestnanosti

máme k dispozícii v dimenzii 59 odvetví v klasi�kácii OKE�. �íselník OKE�

obsahuje zoznam pracovných £inností, ktoré sú vykonávané tak kolektívom ako

aj individuálnymi subjektami. �innosti sú zoskupené do jednotlivých kategórií a

oddielov, ktoré kore²pondujú aj s klasi�káciou ekonomických £inností EU NACE
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([12]).

Pre zmysluplnos´ výpo£tov sme z input - output tabu©ky odstránili nulové

riadky a st¨pce, ktoré zodpovedali kategórii Uránové a tóriové rudy a kategórii

Sluºby domácností ako zamestnávate©ov domáceho personálu . Dostali sme tak

tabu©ku £lenenú na 57 druhov komodít.

Pre potreby analýzy je potrebná transformácia údajov o po£te zamestnancov

do dimenzie komodít, a to prenásobením vektora zamestnanosti pod©a odvetví

maticou trhových podielov:

ε′oD = ε′k, (106)

kde index o znamená odvetvové £lenenie a index k komoditné £lenenie.

V nasledujúcej £asti deskriptívne preskúmame rozdiely v raste produktivity

práce a raste priemerných ro£ných miezd medzi rokmi 2000 a 2005 pre Sloven-

skú republiku, rozdiely multiplikátorov produkcie, rozdiely kone£nej spotreby a

pomocou vz´ahu (105) rozloºíme zmenu objemu miezd na efekt zmeny priemer-

nej ro£nej mzdy, zmeny produktivity práce (resp. koe�cientu pracnosti), zmeny

v technológiách výroby a efekt zmeny kone£ného dopytu.

3.1 Analýza izolovaných zmien jednotlivých faktorov

Na nasledujúcich obrázkoch je názorne zobrazené porovnanie priemerných ro£ných

miezd a produktivity práce medzi rokmi 2000 a 2005. Môºeme pozorova´, ºe

v oboch prípadoch do²lo k zvý²eniu takmer vo v²etkých kategóriách komodít.

V prípade miezd do²lo k výraznej²iemu zníºeniu iba v kategórii Tabakové výrobky

a sluºby(-63%) a mierny pokles nastal e²te v kategóriách Zdravotnícke prístroje

(-6%) a Vodná doprava (-7%) . Produktivita práce klesla iba v kategórii Ryby,

produkty rybolovu (-19%) a Sluºby v oblasti nehnute©ností (-5%). Naopak, najvý-

raznej²í nárast priemerných ro£ných miezd nastal v kategórii Kancelárske stroje a

po£íta£e (+277%), Koks, ra�nérske ropné produkty (+251%) a �innosti £lenských

organizácií, i.n. (+219%) a najvýraznej²í nárast produktivity práce v kategóriách

Kovové rudy (+277%), �istenie odpadových vôd (+205%) a Pois´ovníctvo (+168%).

Celkovo v rámci hospodárstva sa mzdy zvý²ili o 50% a produktivita práce

narástla o 58%.
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Obr. 8: Porovnanie priemernej ro£nej mzdy a produktivity práce 2000/2005.

Pozrime sa, aký je v jednotlivých kategóriách komodít rozdiel medzi rastom pro-

duktivity práce a rastom priemerných ro£ných miezd.

Produktivita práce rástla rýchlej²ie ako priemerné ro£né mzdy v prípade 33 ko-
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Obr. 9: Rozdiel medzi rastom produktivity práce a rastom priemer.r. miezd

modít, £o predstavuje 58% z celkového po£tu komoditných kategórií. Najvä£²í

rozdiel sme zaznamenali pre kategóriu Kovové rudy (257%), �istenie odpadových

vôd (171%) a Pois´ovníctvo (128%). Naopak rast priemerných ro£ných miezd naj-

viac prevy²oval rast produktivity práce v prípade komoditnej kategórie Kancelárske
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stroje a po£íta£e (233%), Druhotné suroviny (174%) a �innosti £lenských orga-

nizácií, i.n. (140%).

�al²í ukazovate©, ktorý nás bude zaujíma´ je multiplikátor produkcie. Multi-

plikátor produkcie de�nujeme ako produkciu v²etkých produktov v ekonomike,

potrebnú na uspokojenie jednej jednotky kone£nej spotreby po j-tom produkte.

Predstavuje st¨pcový sú£et prvkov Leontiefovej inverzie. �ím vä£²ie sú vstupné

koe�cienty jednotlivých produktov, potrebných £i uº priamo alebo nepriamo na

jednu jednotku produkcie, tým vä£²ie sú multiplikátory produkcie. Je zrejmé, ºe

tieto multiplikátory sú vä£²ie ako jedna, pretoºe zvý²enie kone£nej spotreby ko-

modity o jednu jednotku vyvolá zvý²enie produkcie aspo¬ o túto jednotku ([14]).

Hodnoty multiplikátorov pre rok 2000 a 2005 a ich percentuálny rozdiel znázor¬uje

Obrázok 10:

Obr. 10: Multiplikátory produkcie.

Môºeme pozorova´, ºe vo vä£²ine komoditných kategórií nastal pokles multipliká-

torov produkcie. Najvä£²í pokles sme zaznamenali v prípade Pomocných sluºieb

�nan£ného spotredkovania (-47%), �innosti £lenských organizácií, i.n. (-38%)
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a Tabakových výrobkov, sluºieb (-36%). Výraznej²í nárast tohto multiplikátora

nastal v kategórii Kancelárske stroje a po£íta£e (+31%) a Rádiové, televízne zari-

adenia (+18%).

Posledným faktorom, ktorý vstupuje do ná²ho modelu ²trukturálnej dekom-

pozície, je kone£ná spotreba. Nasledujúci graf zobrazuje zmenu kone£nej spotreby

v prekríºení s rozdielom medzi rastom produktivity práce a rastom priemerných

ro£ných miezd (kladný rozdiel znamená rýchlej²í rast produktivity práce v porov-

naní s rastom miezd, záporný naopak):

Obr. 11: Zmena kone£nej spotreby vs. rozdiel rastu produktivity práce a priemer-

nej ro£nej mzdy.

Z Obrázka 11 vidíme, ºe takmer vo v²etkých kategóriách komodít nastal nárast

kone£nej spotreby. Najvýraznej²í nárast prislúcha kategórii Kovové rudy (+1200%),

Po£íta£ové sluºby (+752%) a Pomoc. sluºby �n. sprostr. (+460%). Pokles môºeme

pozorova´ iba pre 4 kategórie, pri£om na obrázku sú zazna£ené £ervenou farbou.

Najvýraznej²ie sa tento pokles prejavil v kategórii Druhotné suroviny (-67%).

V rámci celého hospodárstva do²lo k nárastu kone£nej spotreby o 66%. Môºeme

pozorova´, ºe aj v prípade komodít, kde je rast produktivity práce vy²²í ako rast

priemerných ro£ných miezd (prvý kvadrant grafu), aj v prípade komodít, kde

je to naopak (²tvrtý kvadrant), je zmena kone£nej spotreby rôznorodá. Na zá-
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klade ²trukturálneho modelu (105) budeme o£akáva´, ºe rastový efekt, teda rast

kone£nej spotreby, bude pôsobi´ na rast objemu miezd pozitívne, ale v prípade

komodít, kde rast produktivity práce prevy²uje rast priemerných ro£ných miezd,

bude tento efekt potlá£aný. Sila tohto faktora závisí aj od ve©kosti multiplikátora

produkcie.

Nasledujúci graf zobrazuje tie komoditné kategórie, u ktorých bol rast kone£nej

spotreby men²í ako rast za celé hospodárstvo, teda menej ako 66%. Osi grafu zná-

zor¬ujú ve©kos´ multiplikátora produkcie v roku 2000 a 2005 a ve©kos´ bubliny

reprezentuje rozdiel v raste produktivity práce a raste priemerných ro£ných miezd.

Obr. 12: Kategórie komodít s predpokladom zníºenia objemu miezd.

Predpokladáme teda, ºe v prípade zobrazených kategórií komodít by mohlo dôjs´

k poklesu objemu miezd, pretoºe rastový efekt, ktorý ovplyv¬uje rast objemu

miezd pozitívne, je slab²í a produktivita práce v rámci zobrazených kategórií

rástla rýchlej²ie ako priemerné ro£né mzdy, £o pôsobí na rast objemu miezd

negatívne. Vä£²ina bublín sa nachádza pod diagonálou, £o znamená pokles multi-

plikátorov produkcie a teda negatívny efekt na rast objemu miezd. �ím vä£²ia je

bublina a £ím vä£²ie sú multiplikátory produkcie, tým vä£²í je ná² predpoklad po-

klesu objemu miezd v rámci danej kategórie. Pre preh©adnos´ grafov sú jednotlivé

komodity ozna£ené £íslami, ktoré sú uvedené v kaºdej tabu©ke s komoditami.
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3.2 �trukturálna dekompozícia zmien objemu miezd

Pripome¬me si model (105), ktorý sme odvodili na konci druhej kapitoly:

∆w =
1

2
(∆m̂)((p̂−1)0L0f0 + (p̂−1)1L1f1)︸ ︷︷ ︸

Zmena priemerných ro£ných miezd

+
1

2
[m̂0(∆p̂−1)L1f1 + m̂1(∆p̂−1)L0f0]︸ ︷︷ ︸

Zmena koe�cientu pracnosti

+
1

2
[m̂0(p̂−1)0(∆L)f1 + m̂1(p̂−1)1(∆L)f0]︸ ︷︷ ︸

Zmena technológie

+
1

2
[m̂0(p̂−1)0L0 + m̂1(p̂−1)1L1](∆f)︸ ︷︷ ︸

Zmena kone£nej spotreby

.

(107)

Pomocou uvedeného vz´ahu rozloºíme zmenu objemu miezd na efekt zmeny prie-

mernej ro£nej mzdy, zmeny koe�cientu pracnosti (inverzná hodnota produktivity

práce), zmeny v technológiách výroby a efekt zmeny kone£ného dopytu.

V predo²lej £asti sme zanalyzovali tieto zmeny izolovane, av²ak, ako sme uº

spomenuli, ekonomiky sú£asných krajín sú charakterizované nielen de©bou práce

v rámci ekonomiky, ale aj intenzívnymi väzbami medzi sektormi daného hospo-

dárstva a takisto väzbami s inými ekonomikami ([4]). Input - output model a

následná ²trukturálna dekompozícia tieto väzby zah¯¬ajú. Porovnajme teda na²e

predpoklady z predchádzajúcej £asti s výsledkami dekompozície.
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Obr. 13: Rozklad zmeny objemu miezd.

Obrázok 13 znázor¬uje £íselné hodnoty jednotlivých faktorov v £lenení pod©a ko-

modít. Hodnoty v st¨pcoch s nadpisom "%" znamenajú podiel príslu²nej zmeny

na celkovú zmenu objemu miezd pri výrobe danej komodity. Pod©a na²ich o£aká-

vaní je efekt zmeny priemerných ro£ných miezd v prevaºnej vä£²ine kategórií
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pozitívny, efekt zmeny koe�cientu pracnosti je negatívny okrem dvoch kategórií,

kde do²lo k poklesu produktivity práce, a teda k nárastu koe�cientu pracnosti. Pri

efekte zmeny v technológiách sú výsledky v jednotlivých kategóriách rôznorodé,

av²ak za celé hospodárstvo bol tento vplyv na rast objemu miezd negatívny.

Posledný faktor, zmena kone£nej spotreby, mal pozitívny efekt na rast objemu

miezd vo v²etkých komoditných kategóriách okrem komodity Tabakové výrobky,

sluºby, pri£om v tomto prípade nastal síce pokles kone£nej spotreby, ale vplyv

tohto faktora bol ve©mi nízky na zmenu objemu miezd (3%).

Pokles miezd nastal v prípade 12-tich komoditných kategórií. Porovnajme

tieto výsledky s "kandidátmi" zobrazenými v grafe 12. Nachádza sa tu 8 z 12

spomenutých kategórií. Medzi ²tyri zostávajúce komoditné kategórie patrí �ierne

a hnedé uhlie ; Kovové rudy ; El. energia, plyn, teplá voda a �istenie odpadových

vôd. Vo v²etkých týchto kategóriách bol pomerne ve©ký rast kone£nej spotreby,

ale tento rastový efekt potla£il rozdiel v raste produktivity práce a priemer-

ných ro£ných miezd, prípadne zosilnený vysokým multiplikátorom. V prípade

Kovových rúd sme síce zaznamenali obrovský rast kone£nej spotreby (+1200%)

a nízke hodnoty multiplikátorov produkcie, ale fakt, ºe produktivita práce pri

výrobe tejto komodity rástla ove©a rýchlej²ie ako priemerné ro£né mzdy (rozdiel

257%), preváºil nad rastovým efektom. Aj tento príklad je ukáºkou toho, pre£o je

dôleºité nezabúda´ na väzby a prepojenia medzi jednotlivými sektormi ekonomiky.

Objem miezd v rámci celého hospodárstva narástol o 46%. Po priereze hos-

podárstva na jednotlivé komodity pozorujeme ve©kú rôznorodos´ tohto rastu,

v 12-tich kategóriách dokonca pokles, preto je dôleºité nahliadnu´ do ²truktúry

ekonomiky a nesledova´ výsledky len za hospodárstvo ako celok.

V interpretácii pre celú ekonomiku je pozitívny efekt zmeny priemerných

ro£ných miezd vo ve©kej miere utlmený negatívnym efektom koe�cientu pracnosti,

a teda rastom produktivity práce. Efekt zmeny technológii pôsobí tieº negatívne,

hlavným "´ahú¬om" zvy²ovania objemu miezd v hospodárstve je rast kone£nej

spotreby.

Aká zmena objemu miezd by nastala v prípade stagnácie kone£ného dopytu,

teda keby sa kone£ný dopyt nezmenil oproti roku 2000 a aká v prípade, keby

priemerné ro£né mzdy rástli rovnako ako produktivita práce? Uvaºujme situá-
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ciu, ºe kone£ná spotreba roku 2005 sa nezmenila oproti roku 2000. Po rozklade

pomocou vz´ahu (105) za predpokladu, ºe f 1 = f 0, by sme dostali podobné

výsledky ako pre reálnu situáciu, a teda pozitívny efekt rastu priemerných ro£ných

miezd by bol vo ve©kej miere potla£ený negatívnym efektom rastu produktivity

práce, takisto zmena technológií by mala negatívny vplyv na objem miezd v

hospodárstve. Av²ak, ke¤ºe rastový efekt je v takomto prípade nulový, do²lo by

k poklesu objemu miezd v celom hospodárstve o 8,5%, pri£om v 22 kategóriách

komodít by nastal rast objemu miezd a vo zvy²ných 35 kategóriách pokles, vi¤

Obrázok 14.

Druhá hypotetická situácia je v prípade, kedy by rast priemerných ro£ných

miezd zodpovedal rastu produktivity práce. Po rozklade pomocou vz´ahu (105) by

bol pozitívny efekt rastu priemerných ro£ných miezd presne vyváºený negatívnym

efektom rastu produktivity práce (resp. poklesu koe�cientu pracnosti) vo v²etkých

kategóriách. Tieto dva faktory by teda nemali ºiaden vplyv na zmenu objemu

miezd. Táto zmena by závisela len od efektu zmeny v technológiách, ktorý je

negatívny a efektu zmeny kone£nej spotreby, ktorý je samozrejme pozitívny. Ras-

tový efekt v takomto prípade by bol silnej²í a v rámci celého hospodárstva by

do²lo k rastu objemu miezd o 52%. Nárast by nastal takmer vo v²etkých ko-

moditných kategóriách, okrem komodity Druhotné suroviny ; Odevné výrobky a

Tabakové výrobky, sluºby. V prípade prvých dvoch kategórií bol negatívny efekt

zmeny technológií silnej²í ako pozitívny rastový efekt a v prípade Tabakových

výrobkov a sluºieb boli oba efekty negatívne. Výsledky zobrazuje Obrázok 15.
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Obr. 14: Stagnácia kone£nej spotreby.
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Obr. 15: Rovnaký rast miezd a produktivity.

3.3 Zmena mzdovej kvóty

V predchádzajúcej £asti sme analyzovali rast objemu miezd o 46% pre celé hospodárstvo.

Aká je v²ak zmena mzdovej kvóty, ktorú sme de�novali ako podiel objemu miezd

a pridanej hodnoty? Je zrejmé, ºe ke¤ rástol objem produkcie, rástol aj objem
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pridanej hodnoty. Bol rast pridanej hodnoty vä£²í ako rast objemu miezd? Nasle-

dujúci obrázok zobrazuje porovnanie zmien objemu miezd a pridanej hodnoty.

Obr. 16: Porovnanie zmien objemu miezd a pridanej hodnoty 2000/2005.

Takmer vo v²etkých komoditných kategóriách bol rast pridanej hodnoty vy²²í
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ako rast objemu miezd. Najvýraznej²í rozdiel sme zaznamenali pre kategóriu Vz-

du²ná doprava (8786%) a Kancelárske stroje a po£íta£e (5564%). Len v prípade

dvoch druhov komodít bol rast pridanej hodnoty niº²í ako rast objemu miezd, a

to v kategórii Druhotné suroviny a Sluºby v oblasti nehnute©ností. V rámci celého

hospodárstva bol rast pridanej hodnoty vä£²í o 251%.

Aj zmenu pridanej hodnoty moºno rozloºi´ na faktory pomocou ²trukturálnej

dekompozície. Ozna£me (ah)
t
j pridanú hodnotu na jednotku produkcie sektora j

v £ase t, teda

(ah)
t
j =

ht
j

xt
j

. (108)

Pridanú hodnotu v jednotlivých sektoroch v £ase t, ozna£enú ht, môºeme vyjadri´

ako

ht = âh
txt = âh

tLtf t (109)

a zmenu pridanej hodnoty môºeme rozloºi´ pod©a vzoru (75):

∆h =
1

2
(∆âh)(L

0f0 + L1f1)︸ ︷︷ ︸
Zmena pridanej hodnoty na jednotku produkcie

+
1

2
[âh

0(∆L)f1 + âh
1(∆L)f0]︸ ︷︷ ︸

Zmena technológie

+
1

2
(âh

0L0 + âh
1L1)(∆f)︸ ︷︷ ︸

Zmena kone£nej spotreby

.

(110)

Výsledky uvedeného rozkladu sú zobrazené na Obrázku 17. Vo v²etkých komo-

ditných kategóriách okrem kategórie Tabakové výrobky a sluºby do²lo k nárastu

pridanej hodnoty, pri£om tento nárast bol pozitívne ovplyvnený nielen rastovým

efektom, ale aj efektom rastu pridanej hodnoty na jednotku produkcie. Negatívny

efekt zmeny pridanej hodnoty na jednotku produkcie sme zaznamenali iba v prí-

pade uº spomínaných Tabakových výrobkov a sluºieb (kde bol negatívny aj efekt

zmeny kone£nej spotreby) a v kategórii Kovové rudy. Efekt zmeny v technológiách

bol podobne ako v predo²lom rozklade rôznorodý. Celkovo tento faktor pôsobil

síce negatívne, ale s ve©mi slabým ú£inkom.
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Obr. 17: Rozklad zmeny pridanej hodnoty.
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V rámci celého hospodárstva narástla pridaná hodnota o 297%. Najprud²í per-

centuálny rast pozorujeme v kategórii Vzdu²ná doprava (9185%) a Kancelárske

stroje a po£íta£e (6192%) a najvä£²í absolútny nárast nastal v kategórii Stavebné

práce (7817 mil. eur), Motorové vozidlá (6515 mil. eur) a El. energia, plyn, teplá

voda (6203 mil. eur).

Nasledujúci obrázok zobrazuje zmenu mzdovej kvóty v jednotlivých komo-

ditných kategóriách:

Obr. 18: Zmena mzdovej kvóty.

V rámci celého hospodárstva do²lo v roku 2005 k výraznému poklesu mzdovej

kvóty aº o 63% oproti roku 2000 (absolútna zmena o 22 percentuálnych bodov z

35% na 13%). Najvýraznej²í je tento pokles v kategórii Vzdu²ná doprava (-94,4%),

Rádiové, televízne zariad. (-89%) a Kancelárske stroje a po£íta£e (-88,6%).

Z medzinárodného preh©adu vyplýva, ºe vy²²ej ekonomickej výkonnosti kra-

jiny vä£²inou zodpovedá vy²²ia mzdová kvóta. Nárast ekonomickej úrovne SR bol

v²ak spojený s poklesom mzdovej kvóty. Slovensko spolu s Po©skom, Tureckom,

Gréckom a Mexikom tvoria skupinu krajín s neobvyklou hodnotou mzdovej kvóty.

Za nízkou mzdovou kvótou v SR môºe by´ slabý rast zamestnanosti - aj v dôsledku

silného rastu produktivity práce, a slabý rast mzdovej hladiny. Riskantné na

takejto nízkej a stále klesajúcej mzdovej kvóte je, ºe pri sú£asnom modeli fun-

govania systému sociálneho zabezpe£enia spôsobuje jeho nestabilitu. Príjmy sys-

tému sociálneho zabezpe£enia boli v sledovanom období závislé od vývoja miezd.
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A ²truktúrna zmena v neprospech miezd je limitujúcim faktorom pre rast príjmov

systému sociálneho zabezpe£enia. Ak nie je vo výh©ade zvrat takejto ²truktúrnej

zmeny príjmov, je to výzva pre de�novanie takého modelu sociálneho zabezpe£e-

nia, ktorý nie je závislý od tých príjmov, ktorých váha klesá ([13]).

Na druhej strane je dôleºité zvy²ova´ produktivitu práce z dôvodu udrºania

prí´aºlivosti pre zahrani£né investície. Teda z poh©adu konkurencieschopnosti je

pozitívom, ºe rast produktivity práce je vä£²í ako rast miezd.

Podobné ²túdie existujú aj pre USA za obdobie 1982-1997 ([3]), kde takisto

do²lo k poklesu mzdovej kvóty a rastu produktivity práce, pri£om najvplyvnej²ím

faktorom bol rastový efekt.
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Záver

Jednou z moºných prí£in sú£asných ekonomických problémov v Európskej Únii

je nárast rozdielov konkurencieschopnosti medzi £lenmi EU. Z h©adiska udrºania

konkuren£nej schopnosti je dôleºité dosiahnu´ primeraný rozdiel medzi rastom

produktivity práce a rastom mzdových nákladov.

Cie©om tejto práce bola analýza zmien produktivity práce a mzdovej kvóty,

resp. miezd, pre Slovenskú ekonomiku v období 2000-2005. Ke¤ºe konkurenci-

eschopnos´ ekonomiky nie je daná jednoduchým sú£tom výkonnosti jednotlivých

odvetví, ale je výsledkom komplexnej siete vzájomných vz´ahov medzi nimi,

pouºili sme na analýzu priamych aj nepriamych vz´ahov, otvorený statický Leon-

tiefov model, ktorý tieto väzby zah¯¬a.

Pomocou ²trukturálnej dekompozície sme rozloºili zmenu objemu miezd na efekt

zmeny priemernej ro£nej mzdy, zmeny produktivity práce, zmeny v technológiách

výroby a efekt zmeny kone£ného dopytu, pri£om pozitívny efekt zmeny priemer-

ných ro£ných miezd na rast objemu miezd bol vo ve©kej miere utlmený negatívnym

efektom koe�cientu pracnosti, a teda rastom produktivity práce. Efekt zmeny

technológii pôsobil tieº negatívne, hlavným "´ahú¬om"zvy²ovania objemu miezd

v hospodárstve bol rast kone£nej spotreby. Objem miezd v rámci celého hospo-

dárstva narástol o 46%. Aj napriek rastu objemu miezd sme zaznamenali výrazný

pokles mzdovej kvóty, de�novanej ako podiel objemu miezd na pridanú hodnotu,

pretoºe pridaná hodnota rástla ove©a rýchlej²ie takmer vo v²etkých komoditných

kategóriách. Rast pridanej hodnoty bol pozitívne ovplyvnený rastom kone£nej

spotreby a pridanej hodnoty na jednotku produkcie, negatívny, av²ak ve©mi slabý

vplyv, mal efekt zmeny v technológiách.

Otázkou pre ¤al²í výskum je, ako by sa zmeny miezd, ako cena za primárny

faktor - práca, premietli do zmien cien jednotlivých produktov. Základom tejto

analýzy by bol cenový input - output model.
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