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Abstrakt

CHATTOVA, Simona : Kalibracia konvergenéného modelu trokovych mier Va-
sickovho typu. [Diplomové préca - Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta
matematiky, fyziky a informatiky; Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky. -
Vedici diplomovej prace: RNDr. Bedta Stehlikova, PhD., - Bratislava 2013 /60 s./

Tato diplomova praca sa zaobera kalibraciou konvergenéného modelu Vasickovho
typu s nulovou korelaciou. Ide o dvojfaktorovy model tdrokovej miery, ktory popisuje
dynamiku eurépskej irokovej miery (tirokovej miery v rameci eurozény), o ktorej pred-
pokladame, ze ovplyviuje vyvoj domacej irokovej miery, t.j. irokovej miery krajiny,
ktord sa m4 onedlho stat ¢lenskym §tatom eurozény. V praci navrhujeme metédu
kalibracie daného modelu, ktora sucasne vyuziva casovy rad hodnot kratkodobej
urokovej miery aj vynosové krivky a teda berie do tuvahy dve hodnotiace kritéria
- hodnotu vierohodnostnej funkcie a kvalitu fitovania vynosovych kriviek (t.j. vdzentd
stredni kvadraticki chybu medzi teoretickymi a trhovymi vynosovymi krivkami).
Odvodime prislusné tcelové funkcie, urcime sposob ich optimalizacie a aplikujeme
navrhnuti metodu na realne trhové data.

Kliéové slova : dlhopisy e casova Struktira drokovych mier e okamzitd trokova
miera e konvergencny model Vasickovho typu e kalibrécia



Abstract

CHATTOVA, Simona : Calibration of the convergence model of interest ra-
tes of Vasicek type. [Master’s thesis| - Comenius University in Bratislava. Faculty
of mathematics, physics and informatics; Department of applied mathematics and
statistics. - Supervisor: RNDr. Beata Stehlikovd, PhD., - Bratislava 2013. /60 pp./

This work deals with the calibration of the convergence model of interest rates of
Vasicek type with zero correlation. It is a two factor interest rate model that describes
the dynamics of the european interest rate which is assumed to affect the development
of the domestic interest rate (i.e. interest rate of a country entering the eurozone). The
aim of this work is to provide new approach to estimation of the parameters in the
given model - we propose a method, which uses time series of short-term interest rates
and yield curves, and thus takes into account two criteria - likelihood function value
and quality of yield curves fit (i.e. weighted mean square error between theoretical
and market yield curves). We derive the cost functions, determine how to optimize
them and apply the proposed method to real market data.

Keywords : bonds e term structure of interest rates e short rate e convergence model
of Vasicek type e calibration
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Uvod

Za posledné dve desatro¢ia sa tirokové miery a ocefiovanie derivatov od nich odvo-
denych stali predmetom intenzivneho vyskumu. V sticasnosti sa na finanénych trhoch
obchoduje s roznymi derivatmi drokovych mier, a preto sti analyzované modely po-
pisujice vyvoj urokovych mier rozhodujice z viacerych dévodov, vratane urcovania
cien derivatov urokovych mier, ale aj kvantifikovania a riadenia finanéného rizika.

V tejto diplomovej praci sa budeme zaoberat kalibrdciou konvergenéného mo-
delu Vasickovho typu s nulovou korelaciou, ktory patri do triedy dvojfaktorovych
modelov okamzitej drokovej miery. Dany model zachytava vyvoj eurdpskej trokovej
miery, o ktorej sa predpoklada, ze ovplyviuje vyvoj domaécej urokovej miery, t.j.
urokovej miery krajiny, ktora sa v kratkom case stane clenskym Statom eurozony.
Vyvoj eurdpskej urokovej miery vsSak nezavisi od vyvoja domacej urokovej miery.
Cielom préce je pre dany model navrhniit metédu kalibrécie, ktord sti¢asne zohladnuje
dve kritéria - hodnotu funkcie vierohodnosti a kvalitu fitovania vynosovych kriviek
(t.j. vazenu strednu kvadraticki chybu medzi teoretickymi a trhovymi vynosovymi
krivkami). V zdvislosti od toho, ktoré kritérium povazujeme za dolezitejsie, opti-
malizujeme ho v prvom kroku a zostavajice parametre uréime na zaklade druhého
kritéria.

Praca je rozdelend na 6 casti. Prva kapitola predstavuje tivod do problematiky
modelovania tdrokovych mier, vymedzuje pojmy dlhopisu, ¢asovej struktiry trokovej
miery a okamZitej tirokovej miery. Taktiez obsahuje prehlad hlavnych pojmov a nést-
rojov stochastického kalkulu, ktoré budeme v tejto praci pouzivat. Zakladnym pred-
pokladom pri modelovani tirokovej miery je totiz fakt, Ze jej vyvoj je charakterizovany
stochastickym procesom.

Druh4 éast prace je venovand klasifikdcii modelov irokovych mier. Podrobnejsie sa
v nej zaoberame jednofaktorovymi a dvojfaktorovymi rovnovaznymi modelmi iroko-
vych mier, ich formulaciou v redlnej a rizikovo neutralnej pravdepodobnostnej miere
a urcenim cien dlhopisov v tychto modeloch.

Tretia kapitola ddva odpoved na otézku, akym sposobom sa daji odhadovat pa-
rametre modelov trokovych mier. Si v nej analyzované dva pristupy v ramci ka-
libracie jednofaktorového Vasickovho modelu a to odhad parametrov z ¢asového radu
kratkodobej urokovej miery metédou maximalnej vierohodnosti a pristup zamerany
na ¢o najlepsiu zhodu trhovych a modelom implikovanych vynosovych kriviek.

V kapitole 4 charakterizujeme konvergenéné modely urokovych mier, pricom sa
zameriame na konvergencny model Vasickovho typu s nulovou aj nenulovou korelaciou



a popiSeme odvodenie riesenia parcidlnej diferencidlnej rovnice pre ceny domaécich
dlhopisov implikované danymi modelmi.

Odhad parametrov konvergenéného modelu Vasickovho typu s nulovou koreléciou
je naplnou piatej kapitoly, v ktorej si odvodené odhady parametrov procesu pre
eur6psku aj domécu trokovi mieru s vyuzitim dvoch pristupov podrobnejsie popisa-
nych v kapitole 3.

V zaverecnej casti prace aplikujeme navrhnuté metédy kalibracie jednofaktorového
Vasickovho modelu a konvergenéného modelu Vasickovho typu s nulovou korelaciou
na realne trhové data a prezentujeme ziskané vysledky.



Kapitola 1

Teoretické zaklady modelovania
urokovych mier

V 1vode tejto prace definujeme zakladné pojmy tykajice sa modelovania urokovych
mier a to pojem dlhopisu, ¢asovej Struktiry urokovych mier a okamzitej drokovej
miery. Uvedieme aj zakladné pojmy a nastroje stochastického kalkulu. Podrobnejsie
informdcie ndjde citatel v [16].

1.1 Dlhopisy a c¢asova struktiura drokovych mier

Dlhopis je najjednoduchsim derivatom turokovej miery. Ide o cenny papier, s ktorym
je spojené prdvo majitela pozadovat spldcanie dlznej sumy (nomindlnej hodnoty) a
vypldcanie vynosov z nej (kupénov) v presne stanovenom ¢ase. Dlhopis teda pre jeho
vypisovatela predstavuje uréitt formu pozicky.

Bezkupénovy dlhopis s jednotkovou nomindlnou hodnotou sa nazyva diskontny
dlhopis. Pod dlhopisom budeme d’alej rozumiet prave diskontny dlhopis.

Oznacme P(t,T) cenu dlhopisu v ¢ase ¢ uzavretia kontraktu so splatnostou v case
T. Nech vyraz R(t,T) oznacuje spojity urok na obdobie od ¢ do T. Potom pre cenu
dlhopisu plati

P(t,T) — e—R(t,T)(T—t).

Ak teda pozndme ceny dlhopisov, mozeme uréit krivku ¢asovej struktiry drokovej
miery vyuzitim vztahu

In[P(t,T)]
S (1.1)

Casovd Struktira trokovej miery vyjadruje zévislost trokovej miery v ¢ase ¢ od
doby splatnosti dlhopisu T'. Taktiez mozeme ¢asovu Struktidru urokovej miery ek-
vivalentne definovat ako funkciondlnu zdvislost medzi vynosom dlhopisu a Gasom
T — t zostavajucim do splatnosti daného dlhopisu. Preto sa krivka ¢asovej struktury
urokovej miery oznacuje aj ako vynosova krivka, resp. krivka vynosov pre bezkupono-
vé dlhopisy.

R(t,T) =



Tvar redlnej vynosovej krivky moze byt rozny. Tdto krivka je obvykle rastica,
ked'ze na dlhsie obdobie sa poZiciava s vyssim tdrokom. Pri ocakdvani poklesu hodnot
urokovych mier je vynosova krivka klesajica.

Dlhopisy s dlhsou maturitou teda nemusia mat nutne vyssiu tirokovi mieru a vyno-
sovd krivka moze mat aj nemonoténny charakter.

Obréazok 1.1 znézornuje priklady casovej Struktiry trokovych sadzieb Euribor
(Euro Interbank Offered Rate), Pribor (Prague Interbank Offered Rate), Bribor (Bra-
tislava Interbank Offered Rate) a Libor (London Interbank Offered Rate) denomino-
vany v eurdch (EuroLibor).
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Obr. 1.1: Priklady casovej struktiry urokovej miery

Euribor ' (Euro Interbank Offered Rate) je tirokové sadzba, za ktord si banky
na medzibankovom trhu v rdamci eurozény poziciavaji peniaze. Tato medzibankova
uverova sadzba sa urcuje pre rozne doby splatnosti a to 1, 2 alebo 3 tyzdne a 1 az
12 mesiacov. Je upravovand na dennej baze a vypocita sa ako aritmeticky priemer
odhadov trokov referenénych bank, za ktoré st tieto banky ochotné platit za pozicky
od inych bank, pricom Stvrtina najvyssich a najnizsich sadzieb sa vynechava.

Sadzba Euribor je klticova pre stanovovanie trokov v Eurdpskej menovej tinii.
Napriklad tdver s variabilnou tirokovou sadzbou moze byt kombinéciou fixnej zlozky
a sadzby Euribor.

spracované podla [25]



1.2 Okamzita urokova miera

Okamzitda (oznacovand aj ako krdtkodoba) trokova miera r(t) predstavuje zaciatok
krivky ¢asovej Struktiiry tirokovej miery a je definovand vztahom
r(t) = lim R(t,T).
(1) = Jim R(:,T)

Ide o bod reprezentujiici tirokovii mieru platni na velmi kratke obdobie. Nie je
to vSak veli¢ina, ktorda na trhu priamo existuje, preto ju musime nieéim nahradit.
Casovo mé k okamzitej urokovej miere najblizsie sadzba EONIA (Euro Overnight
Index Average), ktora predstavuje jednodnovi medzibankovi tiverovi sadzbu v ramci
eurozény. V praxi sa vsak short rate zvykne aproximovat tyZzdennou, prip. mesa¢nou
trokovou mierou 2.
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Obr. 1.2: Priebeh jednodnovej irokovej sadzby EONIA za rok 2012

Modely kratkodobej tirokovej miery (tzv. short-rate modely) popisuji budici
vyvoj urokovych mier na zaklade budiceho vyvoja kratkodobej trokovej miery.

1.3 Derivaty urokovej miery

Hodnoty derivatov irokovej miery zavisia od hodnoty tirokovej miery v urcitom case,
prip. od hodnot pocéas uréitého ¢asového intervalu. Existuje vela obchodovanych fi-
nancnych derivatov, ktorych hodnota zavisi od vyvoja turokovej miery. Okrem uz
spominaného dlhopisu st to opcie na dlhopisy, swapy, derivaty typu cap a floor a
mnohé iné. Derivaty drokovej miery sa pouzivajui na zaistenie voc¢i fluktudciam vo
vyvoji urokovej miery a detailnejsi popis ich vlastnosti a sposobov ocenovania sa da
najst v [16], [17].

Znapr. autori prace [4] pouzivajii ako proxy short rate vynosy §tatnych pokladniénych poukazok
so splatnostou 1 mesiac, zatial ¢o v praci [2] si pouZité vynosy 3-mesaénych statnych pokladniénych
poukdzok, v ¢ldnku [1] je short rate aproximovand eurodoldrovou sadzbou s dobou splatnosti 1
tyzden



1.4 Stochastické procesy a Itéova lema

Zakladnym predpokladom pri modelovani tirokovej miery je fakt, ze dynamika troko-
vej miery je charakterizovana stochastickym procesom. Vyvoj hodnot trokovej miery
sa totiz nedd popisat deterministickou funkciou.

V tejto casti prace uvedieme zaklady stochastického kalkulu, ktory sa vyuziva pri
ocenovani derivitov irokovej miery, pricom vychadzame z [16], [18].

Definicia 1.4.1. Stochasticky proces {X;,t > 0} je t-parametricky systém ndhodnijch
premennych X; definovanijch na pravdepodobnostnom priestore (2, F, P).

Vo finan¢énej matematike st modely kratkodobej tirokovej miery obvykle formulo-
vané v tvare stochastickej diferencialnej rovnice. Ide o diferencialnu rovnicu, v ktorej
jeden alebo viacero ¢lenov je stochastickym procesom. Zakladnym typom stochas-
tického procesu je tzv. Wienerov proces, z ktorého si odvodené mnohé dalsie.

Definicia 1.4.2. Wienerov proces {Wy,t > 0} je stochasticky proces s nasledujicimi
vlastnostami:

e s pravdepodobnostou 1 si trajektérie tohto procesu spojité a W(0) = 0,
e ndhodnd premennd W (t) md N(0,t) rozdelenie,

o a pre kazdé delenie to =0 < t; < ... < t, su prirastky W (t;) — W (to), W (ts) —
W(ty),...,W(ty) — W(t,_1) nezdvislymi nahodnymi premenngymi.

Na obrazku 1.3 je zndzornenych niekolko realizdcii Wienerovho procesu.
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Obr. 1.3: Realizacie Wienerovho procesu

Definicia 1.4.3. Nech pre meratelni funkciv f : (a,b) — R plati fab f2(y)dy < occ.
Potom integrdal

n—1

b
[ ) = lin 3 fo) (0l - w(w),

v—0
=0

6



kde v = max(y;+1 — ;) je norma delenia a = yo < y1 < ... < y, = b intervalu {(a,b)
a {w(y),y > 0} je Wienerov proces, sa nazjva Itéov integrdl.

Nasledujica veta charakterizuje Itéov integral pre meratelnt funkciu redlnej pre-
mennej ako nahodnti premenni s normalnym rozdelenim.

Veta 1.1. Nech f: {a,b) — R je spojitd funkcia. Potom plati

/abf(t)dwt ~ N (0, /ab f2(t)dt> ,

to znamend, Ze platia nasledugjiice rovnosts

B ( / b f(t)dwt) 0,
E (Uabf(t)dwt} 2) = /ab fA(t)dt. (1.2)

Rovnost (1.2) popisuje vlastnost Itéovho integralu, ktord sa oznacuje ako tzv. Itéova
izometria a v tejto praci sa pouzije na vypocet variancie stochastického procesu.

Na urcenie diferencialu funkcie stochastického procesu sa pouziva Itéova lema,
ktord vyjadruje vzfah medzi malou zmenou hodnoty funkcie ndhodnej premennej a
malou zmenou hodnoty samotnej nahodnej premenne;.

Veta 1.2. (Jednorozmernd Itéova lema). Nech funkcia x je riesenim stochastickej
diferencidlnej rovnice
dz = p(x, t)dt + o(z, t)dw.

Nech f € C%, f(z,t): R x (0,00) — R. Potom pre diferencidl funkcie f plati
af o f af

_(9f L,
df = (8t +/L($,t)ax + 57 (x’t)é?m?) dt—l—a(a:,t)axdw.

Itéova lema teda ddva odpoved na otdzku, ako vyzerd stochasticka diferencidlna rov-
nica popisujica vyvoj funkcie f(x,t) v pripade, Ze premennd z je rieSenim inej zadane;
stochastickej diferencidlnej rovnice.



Viacrozmerna verzia Itéovej lemy je sformulovana v nasledujicej vete.

Veta 1.3. (Viacrozmernd Itéova lema).
Nech vektor premenngjch X = (X1, X, ..., X,)T splia nasledujicu sustavu stochas-
tickych diferencidlnych rovnic

dX1 = ul(X, t)dt -+ 0'11<X, t)dw1 + ... 0'1m<X, t)dwm

dX,, = pn (X, )dt + 0,1 (X, t)dwy + . .. 0y (X, t)dw,y,

kde w = (wl,wQ,...,wm)T je vektor Wieneroviyjch procesov, ktorych prirastky si
navzdjom nezavislé, t.j.

E(dwdw;) =0 pre i#j, E/[(dw)’]=dt.
Nech f € C%, f(X,t): R"x(0,00) — R. Potom diferencidl funkcie f je dany vatahom

df = g—{dt +(Vx /) dX + % (dx)" (V4 f) dXx,

pricom Vx f resp. V% f predstavugii gradient resp. Hessovu maticu funkcie f vzhladom
na premenné Xi, Xo,..., X, a zdroven

(dw;) (dw;) = 6;;dt.

Naviac ¢leny rddu (dt)?, (dw;) (dt) si zanedbatelné v porovnani s ostatnymi élenmi,
ktoré vystupuji vo vztahu pre df.



Kapitola 2

Klasifikacia modelov turokovych
mier

V ramci modelovania trokovych mier existuju dva zakladné pristupy a teda rozlisuje-
me dva zdkladné typy modelov:

e bezarbitrazne modely — tieto modely st zalozené na principe vylicenia ar-
bitraze, a preto vychadzaju zo sucasnej krivky c¢asovej Struktiry drokovej miery,
parametre v tychto modeloch si teda funkciami casu,

e rovnovazne modely — tieto modely nepouzivaju aktualnu vynosovu krivku ako
vstupnu informaciu, ale aktualne irokové miery ziskame ako vystup modelu, v
takomto pripade vsak dochadza k nekonzistencii medzi skutotnymi (trhovymi)
a modelovanymi urokovymi mierami v ¢ase zostavovania modelu.

Modely kratkodobych tirokovych mier popisuju ¢asovi Struktiru trokovych mier a
st obvykle formulované v tvare stochastickej diferencialnej rovnice pre okamzita
urokovi mieru, o ktorej predpokladame, ze je funkciou kone¢ného poc¢tu ndhodnych
faktorov.

Na zaklade poc¢tu nahodnych faktorov, pomocou ktorych modelujeme kratkodobu
tirokovii mieru, rozlisujeme jednofaktorové a viacfaktorové modely. Volba modelu
urokovej miery zavisi od toho, ktoré z vlastnosti urokovej miery su pre konkrétne
ocenenie dolezité. Avsak v pripade prilis zlozitych modelov vznikaji problémy s
ocenovanim derivatov urokovych mier.

V praxi je vhodné pracovat s modelom, ktory spifla predovsetkym tieto vlastnosti
e jednoduchost a z nej vyplyvajica prijatelnd vypoctova narocnost,
e Co najlepsia zhoda s realnymi datami.

Na druhej strane je vhodné pozadovat, aby trokové miera nebola zdpornd ani nena-
dobudala velmi velké hodnoty, a teda disperzia by mala byt v silade s ocakdvaniami
moznych hodnot. Dalej sa aj na zéklade historickych ¢asovych radov dé ocakavat, ze
tirokové miery st z dlhodobého hladiska pritahované k nejakej dlhodobej priemerne;
trovni, ¢o znamend, Ze prilis vysoké trokové miery maji tendenciu klesat a naopak,



prilis nizke trokové miery stupaji. Vo vSeobecnosti tiez plati, ze volatility urokovych
mier rozliénych maturit sa rozne. Urokové miery platné na kratsie obdobia sa totiz
zvyCajne vyznacuju vyraznejsSimi fluktuaciami.

Podrobnejsie informéacie tykajice sa roznych modelov trokovych mier sa daji
ndjst v knihdch [3], [9], [13].

2.1 Jednofaktorové rovnovazne modely tirokovych
mier

Samotny nazov jednofaktorové modely vychadza z toho, ze v tychto modeloch je
zahrnuty iba jeden nahodny faktor. Tymto faktorom je okamzita trokova miera
r, o ktorej predpokladame, ze sa riadi stochastickou diferencialnou rovnicou v tvare

dr = p(r,t)dt + o(r, t)dw,

kde pu(r,t) predstavuje trend vo vyvoji trokovej miery, o(r,t) vyjadruje volatilitu
procesu a dw je diferencidl Wienerovho procesu. Cim viicsia je hodnota stochastického
¢lena o(r, t)dw, tym vicsie si ndhodné fluktudcie urokovej miery v okoli jej trendu.

Pri trokovych mierach mozeme na prislusnom ¢asovom horizonte identifikovat
tendenciu ich ndvratu k tzv. dlhodobej rovnovaznej hodnote. Takato vlastnost pro-
cesu sa oznacuje ako mean-reversion a je dovodom obvyklej volby driftovej funkcie
wu(r,t) v tvare

p(r,t) = k(0 —r),
kde k a # su kladné konstanty. Stredna hodnota turokovej miery je v takom pripade
rychlostou x pritahovan4 k limitnej hodnote 6. Je zrejmé, Ze plati

dE(r,) = E(dr,) = k(0 — E(r,))dt,

pricom riesenie danej diferencialnej rovnice pre stredni hodnotu urokovej miery vy-
zerd nasledovne
E(ry) =ree ™ +6(1—e")
a z toho vyplyva, ze
lim E(r;) = 0.
t—o0
Od tvaru funkcie volatility o(r,t) potom zavisia d'alsie vlastnosti modelov tirokovych

mier.

Teraz popiseme najdolezitejSie a najznamejsie jednofaktorové rovnovazne modely
tirokovej miery, s ktorymi sa ¢itatel moze obozndmit aj v [17].

Vasickov model publikovany v [24] patri k prvym navrhnutym modelom okamzi-
tej urokovej miery, ktorej vyvoj je popisany stochastickou diferencidlnou rovnicou

dr = k(0 — r)dt + odw.
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Funkcia volatility tohto modelu je konstantnd (deterministickd) a teda nezavisi od
aktudlnej hodnoty drokovej miery. Ak je hodnota urokovej miery blizka nule, tak z
dovodu konstantnej volatility moze irokova miera s nenulovou pravdepodobnostou
nadobudniit zdpornd hodnotu. A prave predpoklad konstantnej volatility a z toho
vyplyvajici fakt, Ze irokova miera sa moze dostat do zdpornych hodnot, st povazova-
né za pomerne velké nevyhody Vasickovho modelu.

Poznamenajme, Ze pravdepodobnost s akou tirokova miera nadobudne zdpornd hod-
notu, je funkciou casu, aktualnej hodnoty trokovej miery a zvolenych parametrov
(pozri vztah (3.3), ktory je odvodeny v nasledujicej kapitole, v ktorej sa zaoberdme
aj pravdepodobnostnym rozdelenim irokovych mier).

13 T T T
vyvoj Urokovej miery
125 — — — limitn& hodnota strednej hodnoty Grokovej miery|

1.2F h

115 4

11F h

1.05f b

0.95 L L L L L L L L L

Obr. 2.1: Simulécia vyvoja urokovej miery charakterizovanej Vasickovym modelom s
parametrami k = 3,60 = 1,0 = 0.05

Cox-Ingersoll-Ross model navrhnuty v [8] je dalsim casto pouzivanym jedno-
faktorovym modelom, ktory je reprezentovany stochastickym procesom

dr = k(0 — r)dt + o/rdw.

Volatilita, ktort predstavuje vyraz o+/r je imernd odmocnine z r, ¢o implikuje, ze jej
hodnota sa s rastiicou irokovou mierou zvysuje (téato vlastnost sa oznacuje ako tzv.
level effect). Pri nizkych urokovych mierach je teda hodnota volatility mala a ak by
sa dosiahla nulové hodnota trokovej miery, tak volatilita by bola tiez nulovd. Dalsi
vyvoj by bol potom deterministicky a urceny driftom, ktory je pre » = 0 kladny.
Preto nie je mozné, aby urokova miera nadobudla zaporni hodnotu, ¢o je vyhodou
tohto modelu v porovnani s Vasickovym modelom.

Zovseobecnenim uvedenych dvoch modelov je tzv. Chan-Karolyi-Longstaff-
Sanders model dany stochastickou diferencialnou rovnicou

dr = k(0 — r)dt + or?dw,

ktory bol navrhnuty v [4] za ucelom porovnania modelov pre rézne hodnoty para-
metra . Pre takyto proces vo vSeobecnosti neexistuje explicitné riesenie parcialnej

11
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Obr. 2.2: Simulédcia vyvoja turokovej miery charakterizovanej CIR modelom s para-
metrami Kk = 2,0 = 1,0 = 0.05

diferencidlnej rovnice pre ceny dlhopisov (len pre §pecidlnu volbu parametra v = 0
alebo v = 3).

V' jednofaktorovych modeloch turokovej miery je teda vynosova krivka urcend
okamzitou tirokovou mierou a parametrami modelu. To znamena, ze pre dané hod-
noty parametrov modelu je vynosova krivka jednoznacne urcena hodnotou okamzitej
urokovej miery.

2.1.1 Ceny dlhopisov v jednofaktorovych modeloch tiroko-
vych mier

Ako sme uz spomenuli, bezkupénovy dlhopis je najjednoduchsim a zakladnym de-

rivatom urokovej miery. Jeho ocenovanim sa zaoberame z toho dovodu, ze ak pozname

ceny dlhopisov, tak na zdklade vztahu (1.1) vieme urcit €asovi Struktiru urokovej

miery.

V tejto casti prace odvodime parcidlnu diferencidlnu rovnicu pre cenu P(r,t,T)
bezkupdénového dlhopisu, ktora je funkciou maturity 7', aktualneho ¢asu ¢ a hodnoty
okamzitej drokovej miery r v Case t, pricom vyuZzijeme rovnaky postup ako v [17].
Predpokladajme, Ze okamzita irokova miera r sa riadi stochastickym procesom

dr = p(r, t)dt + o(r, t)dw.
Vyuzitim Itéovej lemy 1.2 dostaneme nasledujicu rovnicu pre diferencidl funkcie P

oP OP o¢%0%P oP

= pup(r,t)dt + op(r,t)dw,

kde pp(r,t) a og(r,t) oznacuju drift a volatilitu ceny dlhopisu.

12



Dalej vytvorfme portfélio pozostavajice z jedného dlhopisu s maturitou v ¢ase T}
a A dlhopisov s maturitou v case T,. Hodnota II takéhoto portfélia je

II = P(T’,t,Tl) + AP(?”,t,Tg).
Pre zmenu hodnoty daného portfélia potom plati

dIl = dP(T,t,TI) + AdP(T’,t, Tg)

2.1
= [up(r,t,Th) + Aup(r,t,Ty)| dt + [op(r, t,T1) + Aop(r,t,T3)] dw. (21)

Chceme vsak, aby toto portfélio bolo bezrizikové. To znamend, Ze musime eliminovat
nahodni ¢ast rovnice (2.1) a to nasledovnou volbou parametra A

O-B(T7 tu Tl)

A=— .
O-B(T7t7T2>

Vyvoj hodnoty portfélia je napokon urceny deterministickou rovnicou

OB (Ta ta Tl)

dH = MB(T’,t,Tl) - O_B(/r. n T2)

pp(r,t,Ty) | dt. (2.2)

7 principu vyliicenia arbitraze vyplyva, ze vynos bezrizikového portfélia sa rovna
hodnote bezrizikovej irokovej miery. Inak povedané, zmena hodnoty portfélia sa musi
rovnat vynosu portfélia v pripade jeho spojitého tirocenia v banke pri drokovej miere
r, t.j. dII = rIldt. Ako dosledok tejto podmienky a rovnice (2.2) dostaneme

O-B(T7 tu Tl)
O-B(T7 ta T2)

O'B(T, t7 Tl)

p(ryt, Th) = op(r,t,Tz)

pp(r,t,Ty) =r | P(r,t,Th) — P(rt,Ty)| ,

¢o implikuje rovnost

pup(r,t, Ty) — rP(r,t,Ty) _ pup(r,t, Ty) — P(r,t,T3)
UB(T7t7T1) O-B(rvtaTQ)

(2.3)

Vsimnime si, 7Ze lav4 strana rovnosti (2.3) je funkciou iba premennej T} a pravé strana
funkciou iba T,. Hodnoty T a T, sme vsak na zaciatku zvolili lubovolné. Vyrazy na
jednotlivych strandch rovnosti teda nemozu zdvisiet od casu do splatnosti T', t.].
existuje takd funkcia A(r,t), ze plati

up(r,t,T) —rP(r,t,T)

Alr 1) = op(r,t,T)

(2.4)

Funkcia A(r,t) sa nazyva trhovd cena rizika (market price of risk) a vyjadruje
ocakavany narast vynosu dlhopisu na jednotku rizika. Po dosadeni pup a op do (2.4)
dostaneme parcidlnu diferencidlnu rovnicu pre cenu dlhopisu P(r,t,T')

oP OP 1 ,0°P B
E+(M—>\U)E+§O’ W—T’P—O (25)
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s koncovou podmienkou P(r,T,T) =1 pre kazdé r > 0.

Ceny dlhopisov s roznymi splatnostami urcené ako riesenie parcialnej diferencidl-
nej rovnice (2.5) st funkciou jediného faktora a to okamzitej tirokovej miery. Preto aj
zmeny cien dlhopisov su determinované iba zmenami v prislusnom faktore.

Poznamenajme, Ze proces pre okamzitd trokovi mieru sa da sformulovat aj v
tzv. rizikovo-neutralnej pravdepodobnostnej miere a k tomu sa d4 odvodit parcidlna
diferencialna rovnica pre cenu dlhopisu bez trhovej ceny rizika s rizikovo-neutralnymi
parametrami. V takom pripade sa vSak tieto parametre nedaji odhadovat z histo-
rickych dat o priebehu short rate, lebo tie pochadzaju z nahodného procesu v realnej
pravdepodobnostnej miere.

2.1.2 Ceny dlhopisov v jednofaktorovom Vasickovom modeli

V tejto casti prace sa budeme blizsie zaoberat urc¢enim ceny dlhopisu v jednofakto-
rovom Vasickovom modeli a to z toho dovodu, ze tito cenu neskor vyuzijeme pri ka-
libracii konvergencéného modelu Vasickovho typu, v rdmci ktorého je vyvoj eurdpskej
urokovej miery popisany prave jednofaktorovym Vasickovym modelom.
Okamzita trokova miera je vo Vasickovom modeli charakterizovana stochastickou
diferencialnou rovnicou
dr = k(0 — r)dt + odw.

Parcialna diferencialna rovnica, ktorej rieSenim je cena bezkupoénového dlhopisu,
vyzera nasledovne

oP oP 1 ,0%°P B

so zadanou zaciatoénou podmienkou P(r,0) = 1 pre kazdé r > 0. Poznamenajme, ze
predpokladdme konstantni trhovi cenu rizika A(r,t) = .

Teraz rovnakym spdsobom ako v [24] odvodime explicitné rieSenie danej parcidlne;
diferencidlnej rovnice, ktoré budeme hladat v tvare

P(r,7) = A(1)e B,
Je zrejmé, Ze zo zaciatocnej podmienky P(r,0) = 1 pre kazdé r > 0 vyplyva
A(0)=1,B(0) =0.

Dosadenim predpokladaného tvaru rieSenia a jeho prislusnych derivéacii do rovnice
(2.6) dostaneme nasledovni identitu

. : 1
—e BT (A - ABT) — [K(0 —7) — o] ABe™ 5" + §U2AB2€_BT —rAe P =0,
ktori upravime tak, ze zdruzime ¢leny, ktoré obsahuja r a tie, ktoré neobsahuju r
| .
(—A + 50°AB? — ABro + )\UAB) +rA <B + kB — 1) ~ 0. (2.7)
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Rovnost (2.7) musi byt splnend pre Tubovolné r, ¢o implikuje platnost nasle-
dujuicich obycajnych diferencidlnych rovnic

S |
—A+ -0?AB? — AB AB =
+ 50 kO + Ao 0, 2.8)

B+kB—1=0.

Problém urcenia funkcie P(r,7) sme teda transformovali na tlohu néjst funkcie
A(T1), B(7) vyhovujice systému obyé¢ajnych diferencidlnych rovnic (2.8).
Na tomto mieste vyuzijeme fakt, ze obycajna diferencialna rovnica

#(t) = G+ (1),

kde G je konstanta, so zac¢iatoénou podmienkou z(ty) = xo ma vo vseobecnosti rieSenie
v tvare

¢
z(t) = zoett) +/ e“=9) f(s)ds, (2.9)

to

a preto riesenie diferencialnej rovnice pre funkciu B spfﬁajﬁce zaciatoénu podmienku
B(0) = 0 mé tvar
1 _ e—Kl’T

B(r) =~

Ked pozndme funkciu B, vieme dopocitat aj A a to integrovanim vyrazu 4
p ) p J y A

/ (%) dr = / (dg‘TA) dr =In A(7) = / {30232 — B(kb — )\0)} dr,

a teda plati

InA(r) = / [%UQ (“%)2 - %(1 e Y (Rl — /\a)] dr

e—m‘ AO’ 02 0-2 —2KT —KT
:—(T+ ﬁ><6_?_ﬁ)_m(e — 2e )+C

Vyuzitim zaciatoénej podmienky A(0) = 1 uréime hodnotu konstanty c:

Riesenim parcialnej diferencidlnej rovnice pre cenu dlhopisu ako derivatu okamzi-
tej urokovej miery, ktorej dynamika je charakterizovana jednofaktorovym Vasickovym
modelom, je teda funkcia

P(r,7) = A(T)e_B(T)T,
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kde

Na nasledujicom obrdzku st okrem kriviek cien dlhopisov (vlavo) zndzornené aj
rozne tvary vynosovych kriviek (vpravo), ktoré je mozné ziskat s vyuzitim jednofak-
torového Vasickovho modelu. A to rasticu (zelend), klesajicu (modrd) a vynosovi
krivku, ktord je najprv rastica a potom mé klesajicu tendenciu (fialova).

1 0.08

0.9

0.07
0.8

L

0.7 0.06 \
0.6 0.05 —
0.5

0.04
0.4 N

0.03

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Obr. 2.3: Priklady cien dlhopisov (vlavo) a k nim prislichajiicich vimosov (vpravo) v
jednofaktorovom Vasickovom modeli s parametrami x = 0.2,60 = 0.08,0 = 0.05,A =0

2.2 Pojem realnej a rizikovo neutralnej pravdepo-
dobnostnej miery

Dynamiku okamzitej tdrokovej miery charakterizovani stochastickou diferencialnou
rovnicou mézeme analyzovat v rdmeci dvoch pristupov a to v redlnej alebo rizikovo
neutralnej pravdepodobnostnej miere.

Formuldcia modelu v redlnej miere ndm umoziiuje zachytit niektoré vlastnosti

tirokovej miery, ako napr. mean reversion, zatial ¢o rizikovo neutrdlna pravdepodob-
nostnd miera reflektuje neexistenciu arbitraze na trhu a pouziva sa pri ocenovani
derivatov urokovej miery.
Vo vSeobecnosti je rizikovo neutrdlna pravdepodobnostna miera definovana ako prav-
depodobnostna miera, pri ktorej je sticasna hodnota finanéného néastroja rovné ocaka-
vanej buducej vyplate vyplyvajicej z drzania daného nastroja, diskontovanej do
stucasnosti bezrizikovou turokovou mierou.

Vysvetlenie problematiky zmeny miery si vyzaduje definovat pojmy podmienenej
strednej hodnoty a martingalu. V tejto casti prace popiseme princip zmeny miery iba
okrajovo, detailnejsie vysvetlenie ndjde citatel v [16].
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V rdmci zmeny miery ide z matematického hladiska o prechod od vychyleného
Wienerovho procesu v redlnej pravdepodobnostnej miere ku standardnému Wiene-
rovmu procesu v rizikovo neutralnej miere. D4 sa ukdzat, Ze ak formulujeme model
v redlnej miere, tak musi existovat taka funkcia A(r), ktord vyjadruje ndrast vynosu
dlhopisu na jednotku rizika. Takato funkcia sa potom nazyva trhova cena rizika a je
spoloéna pre vsetky dlhopisy, nezavisi preto od maturity dlhopisu.

7’ . . A~ ¥ ’ ~ .
Model turokovej miery moze byt teda zadany dvoma sposobmi
e stochastickou diferencidlnou rovnicou v redlnej miere a trhovou cenou rizika,
e stochastickou diferencidlnou rovnicou v rizikovo neutralnej miere.

Funkcia volatility je vSak v oboch mierach rovnaka a pre funkciu vyjadrujucu drift
plati nasledujtici prevodny vztah

[rizikovo neutralny drift] = [redlny drift] — [trhovd cena rizika] x [volatilital .

Jednofaktorovy Vasickov model charakterizuje vyvoj hodnot short rate v redlnej
miere v tvare stochastickej diferencialnej rovnice

dr = k(0 — r)dt + odw,

¢o zodpovedd zapisu
dr = (a + pr) dt + odw,

v rizikovo neutralnej pravdepodobnostnej miere, pricom
a =kl — \o,[ =—k.

Vsimnime si, ze vyraz (60 —r) — Ao je presne ¢len pri % v parcidlnej diferencidlnej
rovnici (2.6) pre cenu dlhopisu v jednofaktorovom Vasickovom modeli.

2.3 Dvojfaktorové rovnovazne modely trokovych
mier

V jednofaktorovych modeloch je casova struktira tirokovych mier jednoznacne urcena
zaciatkom vynosovej krivky. Dovodom zavedenia d alsieho faktora do modelu je ziska-
nie vacsich moznosti pre zachytenie vyvoja analyzovanej irokovej miery, ako aj Sirs-
icho spektra tvarov vynosovych kriviek, ktoré model implikuje. V préci [12] najde
citatel dokaz toho, Ze v ramci jednofaktorového modelu trokovej miery je mozné
ziskat préve 3 rozne tvary vynosovej krivky, ktoré si zndzornené na obr. 2.3. Pouzitie
jednofaktorového modelu teda nemoze implikovat napr. ¢asovi struktiru trokovej
miery znazornenu na obr. 4.2 v kapitole 4.1, v ktorej odvodime ceny dlhopisov v
dvojfaktorovom konvergenénom modeli Vasickovho typu.

17



V dvojfaktorovych modeloch je trokovd miera vysvetlovana ako funkcia dvoch
nahodnych faktorov. Predpokladajme, ze tieto nahodné faktory, oznacme ich = a y,
vyhovuju stochastickym diferencialnym rovniciam

dz = p(z,y)dt + o, (2, y)dwy, (2.10)
dy = py(z, y)dt + oy (2, y)dws, (2.11)
pricom
cov(dwy, dwy) = E(dw;dws) = pdt,

t.j. predpokladame konstantnu koreldciu p medzi prirastkami Wienerovych procesov
dw; a dw,. Okamzita trokova miera je teda funkciou nahodnych faktorov x,y

r=r(z,y).
Uvedeny model sa da prepisat na tvar, v ktorom prirastky Wienerovych procesov
dwy, dwsy st nezavislé
do = pe (2, y)dt + o, (2, y)duwn,

dy = iy (z, y)dt + 0 (2,) [(ﬂ) dadiy + pdwl]

a takyto tvar sa vyuziva pri simulaciach.

V ramci dvojfaktorovych modelov drokovej miery existuju také, kde druhym fak-
torom je financnd premennd (napr. dlhodobd trokova miera, prip. rozdiel medzi dlho-
dobou a kratkodobou trokovou mierou), alebo druhym faktorom moze byt niektory
z parametrov rovnice popisujicej dynamiku kratkodobej trokovej miery. Prehlad
zékladnych dvojfaktorovych rovnovaznych modelov tirokovych mier je uvedeny v [17].

Medzi najznamejsie dvojfaktorové modely patri dvojfaktorovy Vasickov mo-
del a dvojfaktorovy CIR model. V tychto modeloch je okamzitd trokova miera
suctom dvoch nezavislych faktorov, ktorych dynamika je charakterizovand stochastic-
kou diferencialnou rovnicou rovnakého typu ako okamzita irokova miera v prislusnom
jednofaktorovom modeli (pozri [17]). Dvojfaktorovy Vasickov model m4 teda tvar

d?”l = 51(01 — 7"1>dt —+ Uldwl,
d?"g = I{,Q(QQ — Tg)dt + O'deg
a dvojfaktorovy CIR model vyzera nasledovne
dTl = n1(91 — Tl)dt + 0'1\/7‘_1(2111)1,
d?"g = /12(62 — T'Q)dt —+ O'Q\/Edwg.

Konvergencné modely tdrokovych mier tvoria podtriedu dvojfaktorovych modelov
a prave tymito modelmi sa v tejto praci budeme zaoberat podrobmnejsie. Najjed-
noduchsim konvergenénym modelom je konvergenény model Vasickovho typu,
ktory bol navrhnuty v praci [7] a to v nasledovnom tvare
drg = [a+ b(re — rq)] dt + oqdw,
dre = ¢(d — r.)dt + o.dw,,
cov(dwy, dwy) = pdt,
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kde r4 je domaca urokova miera, r. predstavuje urokovi mieru v ramci eurozény a
p je koeficientom korelacie medzi prirastkami Wienerovych procesov dwy, dws. Dany
konvergencny model popisuje vyvoj eurdpskej irokovej miery, o ktorej sa predpokladé,
ze ovplyviiuje vyvoj domacej urokovej miery.

Fong - Vasickov model analyzovany v [10] patri medzi dvojfaktorové modely
so stochastickou volatilitou. V tomto modeli je okamzita irokova miera r charakteri-
zovana pomocou stochastickej diferencialnej rovnice a volatilita y okamzitej drokovej
miery je rieSenim inej stochastickej diferencialnej rovnice

dr = k1(01 — r)dt + /ydwy,
dy = ke(by — y)dt + vy/ydw,.

2.3.1 Ceny dlhopisov v dvojfaktorovych modeloch tirokovych
mier

Na odvodenie ceny dlhopisu ako derivatu okamzitej irokovej miery, ktorej dynamika
je popisand dvojfaktorovym modelom, sa vyuzije podobny postup ako v pripade jed-
nofaktorového modelu, pricom vychadzame z [17].

Uvazujme dvojfaktorovy rovnovazny model urokovej miery v tvare

r=r(x,y)
dl’ = H’:c(xa y)dt + Ux(xa y)dwla
dy = i, (z, y)dt + oy (2, y)dw,,

pricom

cov(dwy, dwy) = pdt,
t.j. prirastky Wienerovych procesov si navzajom korelované s koeficientom korelécie
p. Cena dlhopisu P so splatnostou v ¢ase T je preto funkciou aktudlneho casu t a
d’alsich dvoch premennych z a y, teda P = P(z,y,t). Aplikovanim viacrozmernej
Itéovej lemy 1.3 na funkciu P(x,y,t) dostaneme predpis pre diferencidl tejto funkcie
v tvare

dP = udt + aldwl + Ugdw27 (212)
kde
oP N dp N oP N 02 0*P o) O*P N 2P
= 5, T A a4 Ao o A Ao o O-CCO- —7
F=r THege THay T o a2 T 2 92 T PP M aray
oP oP
01 =0z, O02=0,——.
! ox 2 Y oy

Teraz zostavime portfélio pozostavajice z troch typov dlhopisov s roznymi matu-
ritami 717, T5, T3. Hodnota takéhoto portfélia je

IT = P(Tl)vi + P(TQ)VQ + P(Tg)vm
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kde P(T;) je cena dlhopisu so splatnostou v ¢ase T; a V; je pocet dlhopisov v portféliu
so splatnostou v ¢ase T; pre i = 1,2,3. Vyuzitim vztahu (2.12) dostaneme, Ze pre
zmenu hodnoty daného portfélia plati

dIl =VidP(Ty) + Vod P(Ty) + V3dP(T3)
= V(1) + Vol T2) + Vapu(Ty)] dt + [Vion(Th) + Va0 (T2) + Vaon (Ts)] dun
+ [Vioa(Th) + Vaoo(Th) + Vaoo(T5)] dws.

Aby sme eliminovali ndhodné zlozky v predchadzajicej rovnici, a teda aby hodnota
portfélia bola deterministickd, musia byt splnené nasledovné rovnosti

‘/10'1(T1) + ‘/20'1(T2) + VE;O‘l(Tg) = 0, (213)
‘/10'2(T1) + %UQ(TQ) + VE;O'Q(Tg) = 0. (214)

Dalej z dévodu vyliéenia arbitraze sa miera ngvratnosti uvazovaného dlhopisového
portfélia musf rovnat bezrizikovému vynosu, t.j. dII = rIIdt. Z toho vyplyva, Ze

Vip(Th) + Vap(Tz) + Vau(T3) = r [P(T1)Vi + P(13)Va + P(T3) V3]
a po uprave dostaneme
Vi [u(Th) = rP(T0)] + Va [u(T2) — rP(T2)] + Vs [u(T3) — rP(T5)] = 0. (2.15)

Systém pozostavajici z rovnic (2.13), (2.14), (2.15) mozeme zapisat v maticovom
tvare

O'1<T1) Ul(TQ) O'1(T3) ‘/1 0
UQ(Tl) O'Q(TQ) 0'2(T3) ‘/2 =10 s
p(Ty) —rP(Ty) (L) —rP(Ty) w(Ts) —rP(13)] Vs 0

pricom nas zaujima nenulové riesenie tohto systému, ktoré existuje prave vtedy, ked
riadky matice su linedrne zavislé. Rovnosti (2.13), (2.14) vSak musia byt linedrne
nezavislé, lebo ak by bol druhy riadok nejakym nasobkom prvého riadku matice, tak
v modeli by bol iba jeden nahodny faktor a v konetnom dosledku by sme dostali
jednofaktorovy model. To znamend, Ze treti riadok musi byt linedrnou kombindciou
prvych dvoch a teda existuju také i, Ao, Ze

w(Ty) —rP(T;) = Mo (T;) + Aaoo(T;) pre i=1,2,3. (2.16)

Parametre A1, Ay, ktoré predstavuju trhové ceny rizika prislichajice faktorom z, y,
nemozu byt funkciou doby splatnosti, ked'ze T}, T, T3 boli zvolené lubovolne a preto

)\1 = )\1(37,3/,15), )\2 = )\Q(I,y,t).

Dosadenim p, o1, 09 z (2.12) do rovnice (2.16) dostaneme nasledujicu parcialnu di-
ferencialnu rovnicu pre cenu dlhopisu v dvojfaktorovom rovnovaznom modeli irokovej
miery

oP oP P 1 ,0°P 1 ,0°P o*p
) 1 or 1 9 Z g2 —rP=0.
g e M) iy = a0 G e T gy TP gy Tl =0
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Kapitola 3

Ako odhadovat parametre modelov
urokovych mier

Kalibracia modelov irokovych mier nepatri medzi problémy s jednoznac¢nym a pria-
mociarym rieSenim. Zakladnym cielom konkrétnej metédy kalibracie modelu je uréit
hodnoty parametrov analyzovaného modelu tak, aby model ¢o najlepsie popisoval
skutocny vyvoj urokovej miery.

Parametre modelu mézeme odhadnit z ¢asového radu kratkodobej tirokovej miery,
ale aj pristupom, ktory je zamerany na ¢o najlepsiu zhodu teoretickych a skutoénych
vynosovych kriviek. Tieto dva sposoby sa daji kombinovat ako napr. v ¢ldnku [7], v
ktorom autori vSetky parametre okrem trhovej ceny rizika odhadli z ¢asového radu
short rate a vynosové krivky pouzili iba na odhad trhovej ceny rizika. Da sa apliko-
vat aj opacny postup (pozri napr. [23]), kde sa najskor optimalizuje ticelova funkcia
vyjadrujuca vazenu strednu kvadratickd chybu medzi teoretickymi a modelom impli-
kovanymi vynosovymi krivkami a potom funkcia vierohodnosti.

T4to cast prace je venovana stiidiu danych dvoch pristupov v rdmeci kalibracie jed-
nofaktorového Vasickovho modelu a tvori zéklad pre navrh novej metody kalibracie,
ktora sicasne vyuziva priebeh kratkodobej tirokovej miery aj vynosové krivky. Pozna-
menajme, ze jednofaktorovym Vasickovym modelom sa na tomto mieste zaoberame
podrobnejsie, pretoze ho neskor vyuzijeme v ramci konvergenéného modelu Vasickov-
ho typu.

3.1 Metéda maximalnej vierohodnosti na odhad
parametrov modelov urokovych mier

Na odhad parametrov procesu, ktory popisuje dynamiku trokovej miery, mozeme v
pripade, Ze pozndme rozdelenie hodnot procesu, pouzif metédu maximalnej vierohod-
nosti. Je to pomerne ¢asto pouzivany pristup, ktorého cielom je néjst také hodnoty
parametrov, aby dana realizacia dat bola ¢o najpravdepodobnejsia. Podrobnejsie in-
formdcie tykajice sa metédy maximéalnej vierohodnosti najde ¢itatel v [15].

Nech X1, Xs, ..., X, je ndhodny vyber z rozdelenia s hustotou f (z|0), t.j. X1, Xs,
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..., X, su nezavislé rovnako rozdelené ndhodné premenné s hustotou f (z]0), a nech
X1, X3, ..., Ty, je realizacia daného ndhodného vyberu. Potom funkcia vierohodnosti
L ako funkcia parametra 6 je definovana nasledovne

n

L(x|0) = L(z1,22,...,2,]0) = [ ] £(x:l6).

i=1
Metéda maximalnej vierohodnosti spociva v tom, ze sa za odhad parametra

0 zvoli taka hodnota 6, pre ktort pri danych realizovanych hodnotach premennych
funkcia vierohodnosti nadobida svoje maximum. To znamend, ze

0 = argmax x;|0).
en Ef( 6)

Obvykle namiesto funkcie vierohodnosti maximalizujeme jej prirodzeny logarit-
mus, ktory nazyvame logaritmickou funkciou vierohodnosti. Pouzitim monotonnej
transformdcie sa totiz argument maxima nezmeni, a preto

0 = argmax In f(x;]0).
gn ; f(x:16)

3.1.1 Podmienené rozdelenie okamzitej tirokovej miery pre
Vasickov model

V tejto casti prace odvodime podmienené rozdelenie okamzitej irokovej miery, pricom
budeme postupovat rovnakym sposobom ako v [17]. Predpokladajme, ze jednofakto-
rovy Vasickov model je dany v tvare stochastickej diferencidlnej rovnice

dry = k(0 — ry)dt + odw (3.1)

a definujme proces y = e"r. Pomocou Itéovej lemy urcime diferencidl d (e"'r) tohto
nového procesu

dy =d (e™r) = (ke"'r + k(0 — r)e™)dt + oe™dw.

Po tiprave dostaneme nasledujiicu rovnost

d (e”tr) = ke dt + oedw,

ktord sa integrovanim na intervale (¢,t + At) zmeni na

t+AL t+At
e“(HAt)THAt — ey = m@/ e"ds + O’/ e dw,
t t

t+At
-0 (en(tJrAt) _ emﬁ) + O'/ ensdws.
t
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Napokon dostavame explicitné vyjadrenie nahodnej premennej r,,A; pomocou sto-
chastického integralu

t+At
Feony = e "Alr, 4 o(1 — e‘“At) + ge RtHAY) / e dws,
t

ktoré ndm umozni urc¢it podmienené rozdelenie ndhodnej premennej 7,4 a; pri danej
hodnote 7.
Pre strednt hodnotu daného podmieneného rozdelenia teda plati

E(reary) = e " 4 0(1 — e 41,

t+AL

ked'ze podla tvrdenia 1.1 je E( )

Tirar sa dd vyjadrit nasledovne

e“dws) = 0. Variancia rozdelenia premenne;j

t+AL
Var(resadre) = o2e Ay g (/ e”‘sdws)
t

t+At 2
( / e”sdws> ,
t

pricom vyuzitim Itéovej izometrie (1.2) taktiez formulovanej v tvrdeni 1.1 dostaneme

— 0_26—25(t+At)E

t+AL o2
Var(rt+At‘7"t) _ 0262n(t+At)/ (6'{8)2(18 _ 2_<1 . 6725At)'
’ K
Teda statisticky zapis podmieneného rozdelenia okamzitej irokovej miery, ktorej vy-
voj je popisany pomocou jednofaktorového Vasickovho modelu, ma tvar

2
Tt+At|’r‘t ~ N (G_HAt’r‘t + 0(1 — e_ﬁAt), g_
K

(1— e—Mt)) : (3.2)
Toto rozdelenie sa dd odvodit aj inym sposobom (a to pouZitim tzv. Fokker - Planc-
kovej rovnice), ktory ¢itatel ndjde v [17].

Teraz s vyuzitim tvaru podmieneného rozdelenia tirokovej miery charakterizovane;j
jednofaktorovym Vasickovym modelom uréime pravdepodobnost, s akou sa trokova
miera moze dostat do zdpornych hodnot:

P (rizar <O|ry) =P Teear — B (reaadm) < —FE (reeadme)
' Var (rigadr) Var (reyadre)
— & —F (Tt+At|Tt)
- (3.3)
Var (readr)
_ % _eantrt + 9(67NAt _ 1)

\/%(1 — e2rAt)
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kde ®(.) je distribu¢nd funkcia rozdelenia N (0, 1). VSimnime si, Ze analyzovand prav-
depodobnost je funkciou ¢asu, aktudlnej hodnoty irokovej miery a zvolenych pa-
rametrov. Napriklad pre odhady parametrov x = 1.521,0 = 0.0141,0 = 0.0026 z
tabulky 6.4, ktoré ziskame kalibraciou Vasickovho modelu na dennych détach sadzby
Euribor za druhy kvartal roku 2011, a zac¢iatocni hodnotu trokovej miery r; = 0.007
je pravdepodobnost toho, Ze short rate o rok nadobudne zdporni hodnotu, rovna
3.1671e — 018, ¢o je prakticky nulovd pravdepodobnost.

3.1.2 Metdéda maximalnej vierohodnosti na odhad paramet-
rov Vasickovho modelu

Vztahy pre odhady parametrov &, 0, o Vasickovho modelu metédou maximalnej vie-
rohodnosti st bez dokazu uvedené v [3]. Jednym z prinosov tejto price je aj ich
odvodenie, ktorym sa zaoberdme prave v tejto casti prace.

Majme diskrétne pozorovania procesu (3.1), t.j. casovy rad r,...,7r,+1 hodnot
urokovej miery, o ktorej predpokladame, Ze jej dynamika je charakterizovana pomocou
jednofaktorového Vasickovho modelu.

Nech At je casovy interval medzi dvoma pozorovaniami. Zavedieme nové premenné

—kAt

n=e " y? = %(1 — e~ 2781 3 teda podla (3.2) plati

Terag|re ~ N (777} +60(1—n), 112) )

Vyuzitim explicitného vyjadrenia hustoty normélneho rozdelenia v tomto pripade v

tvare 2
1 i —nr; — 9 1—
f(Ti+1|7"i> = —1)2 exp {—[ +1 n ( 77)] }

2 202

vieme za predpokladu nezévislosti pozorovani napisat hodnotu vierohodnostnej fun-
kcie ako sucin hustot ndhodnych premennych s normalnym rozdelenim, t.j.

I (777 9702) _ - 1 exp {_ [rig1 —nri —0(1 — 77)]2} ‘

202
Logaritmicka vierohodnostna funkcia ma potom tvar

n 1 «
((n,0,v*) =InL (n,0,0%) = —=In(2m?) — — rie1 —nr; — 0(1 — 2,
(777 7U) (777 ) ) 9 ( m ) 202 ZZI:[ +1 n ( 7])]
Cielom je ndjst hodnoty parametrov 7,6 a v?, ktoré budi predstavovat bod
maxima pre funkciu £ (n,0,v?). Takéto hodnoty sa spravidla (v pripade existencie
parcidlnych derivacii) ziskaji riesenim tzv. vierohodnostnych rovnic (t.j. parcidlne
derivacie polozime rovné nule)
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O S s~ =001~ w)] =0 (3.4)

’U2
=1
ol 1
5y =~z 2 lrea == 60— (0 =)} =0, (3.5)
=1
ol n 1 —
=yt g Dl — = 0= ) = 0. (3.6)

=1
Pre odhady hodnét parametrov 6 a v? dostaneme nasledujtice vyrazy

~ 1 " R
0= nd =7 [Z (riv1 — ?77’1')] 7 (3.7)

i=1

P =03 e B -] 39

Ostdva uz iba urcit odhad parametra 7, a to takym sposobom, aby zavisel len od
pozorovanych hodndt a aby sme tak mohli na zdklade odhadu 7 explicitne uréit

odhad 6 a nakoniec vyuzitim danych dvoch odhadov priamo uréit odhad parametra

v2.

Pre jednoduchost zavedieme nasledujiice oznacenie:

n n n n
Sy — i, Sy = Tit1, Spy = i1, Spr = r;.
=1 =1 =1 i=1

Potom rovnost (3.7) sa d4 prepisat na tvar

~ S, — NSy
g =S
n(l—1)

pricom dosadenfm takto vyjadrenej hodnoty 6 do (3.4) dostaneme nasledujicu rovnicu

L[ G )]

Jednoduchymi algebraickymi tdpravami danej rovnice napokon dostaneme vztah pre
odhad parametra n v tvare

a teda



Odhady parametrov k, 6,0 Vasickovho modelu (3.1) metédou maximélnej viero-
hodnosti sa teda daji explicitne vyjadrit vyuZitim nasledujicich vztahov

1

~_ 1

K At nmn,

i= Y )
= —— Tit1 —N75) |
n(l—7n) &=

- o ~

0% = 1- eamt)vz’

kde 7,02 splajd (3.9), (3.8).

3.2 Kalibracia modelu zalozena na minimalizacii
miery vzdialenosti realnej a odhadovanej
vynosovej krivky

Parametre modelu, ktory charakterizuje vyvoj tirokovej miery, sa daji odhadnit aj na
zéklade fitovania vynosovych kriviek. Cielom tohto pristupu je minimalizovat nejakud
mieru vzdialenosti redlnej a odhadovanej vynosovej krivky.

V clanku [23] sa vyuziva minimalizdcia vazeného su¢tu druhych mocnin rozdielov
skutocnych a modelom implikovanych vynosov a takyto sposob pouzijeme aj v tejto
praci. Budeme teda minimalizovat funkciondl F, ktory vyzera nasledovne

I K& 2
F= %Zzwm [R(7j,7:) — Rys]™
i=1 j=1
kde R(7;,r;) = —M je teoreticky vynos v i-ty defi pre j-tu splatnost implikovany
J

modelom a R;; predstavuje skutoény vynos v i-ty den pre dobu splatnosti 7;. MoZeme
si véimnit, Ze vstupnymi détami st vynosové krivky z urcitého ¢asového obdobia,
pricom vahy w;; vyjadruju, aky vplyv maji jednotlivé odchylky vynosovych kriviek
v roznych ¢asoch a pre rozne maturity.

Uvazujme teda stochasticki diferencialnu rovnicu, ktord definuje jednofaktorovy
Vasickov model v rizikovo neutralnej pravdepodobnostnej miere

dr = (o + pr)dt + odw. (3.10)
Z Casti 2.1.2 vieme, ze cena dlhopisu v pripade Vasickovho modelu (3.10) ma tvar
P(r,7) = A(1)e B0,
kde
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Na vypocet hodnoty R(7;,r;) potrebujeme logaritmus danej ceny dlhopisu

In P(7;,r;) = In A(rj) — B(7;)r

@ 0_2 l _ BT . 0_2 _ L B7j\? 1_66Tj.
Q*wxﬁle”ﬁ+w“6>+ 5

ktory sa za predpokladu fixovanej hodnoty 8 d4 upravit na tvar (uvedeny v praci

[21])

In P(7j,7;) = co(7,73) + c1(7j)a + ca(75) 07,

kde
(1 — oBTj
colTj,1i) = %’
(i) = l [1 — e +T~:|
ISR e ]
1 [1—ePm 1 —efmi)?
CQ(TJ') = 2—62 {Te +Tj -+ <2—;):| .

Minimalizujme teda ucelovt funkciu

In P(7;,7;) 2
ﬂwm:%ZZ%P———&J

=1 j5=1
2
o(Tj, 1) + ¢ a + co(1i)0?
:_Zzww[ j 1(7j)a + ca(Ty) +Rij:|
i=1 j=1 T

a ked'ze sme predpokladali, Ze hodnota parametra /3 je dané, tak optimalne hodnoty
parametrov « a o sa daji najst derivovanim tcelovej funkcie a tym padom si uréené
ako riesenie nasledujiceho systému linedrnych rovnic

Z tj 2+O’ Z_Clc2z_zww co‘f‘Rzﬂ})

]

Wsj
= — Z J C(] -+ RijTj)CQ

7.7 7.7

Néasledny odhad parametra 3 predstavuje jednorozmerny optimaliza¢ny problém.
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Kapitola 4

Konvergencné modely trokovej
miery

Stidium konvergenénych modelov tirokovej miery podnietil fakt, ze medzi vyvojom
urokovej miery v ramci eurozony a vyvojom urokovej miery v krajine vstupujicej do
eurozoény existuje korelacia. Na obrazku 4.1 je znazorneny vyvoj slovenskej a eurdpske;j
jednodnovej urokovej miery, ¢o potvrdzuje existenciu korelacie.

T T
EONIA 01.10.2008 - 31.12.2008

O\N BRIBOR 01.10.2008 - 31.12.2008

Obr. 4.1: Vyvoj urokovych sadzieb Eonia a overnight Bribor v obdobi od 1.10.2008
do 31.12.2008, t.j. 3 mesiace pred vstupom Slovenska do eurozdny

Konvergenény model drokovej miery pomocou stochastickej diferencialnej rov-
nice popisuje vyvoj europskej urokovej miery, o ktorej sa predpoklada, ze ovplyviuje
vyvoj domacej uirokovej miery. Vyvoj europskej irokovej miery vsak nie je ovplyvneny
vyvojom domécej urokovej miery.
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4.1 Konvergencny model Vasickovho typu

Konvergencny model Vasickovho typu bol navrhnuty v préci [7] a to v nasledovnom
tvare

drg = [a + b(re — rq)] dt + ogdwy,
dr. = ¢(d — ro)dt + o.dw, (4.1)
cov(dwg, dw,) = pdt,

kde r4 je doméaca turokova miera a 7. predstavuje irokovi mieru v ramci eurozony.

Strednd hodnota eurépskej tirokovej miery je teda rychlostou ¢ pritahovand k
limitnej hodnote d. Na druhej strane stochastickd diferencidlna rovnica pre doméacu
trokovi mieru sa d4 prepisat na tvar

dra=b (5 +7.—ra) dt +odu,
z ktorého je zrejmé, ze doméca tirokovd miera je pritahovand k hodnote § + r. a
rychlost reverzie je b.

MoéZeme si vsimnut, Ze na popis dynamiky eurépskej irokovej miery je pouzity
jednofaktorovy Vasickov model a preto eurdpska okamzitd trokova miera je jedinym
faktorom, ktory ovplyviuje cenu eurépskeho dlhopisu, ktory uz vieme pomerne jed-
noducho ocenit, pozri cast 2.1.2. UkdZeme, Ze za predpokladu konstantnych trhovych
cien rizika

Ai(Ta,Te, T) = Ay Ae(TayTe, T) = Ae

sa aj ceny domécich dlhopisov daji vyjadrit v explicitnom tvare.
Cena domaceho dlhopisu je rieSenim parcialnej diferencialnej rovnice

OP, ) OP,
— =L a4 b(re — 1a) — Aaog] =2 + [e(d — 1) — AeOe] =2+
or org or. (4.2)
2 2P 2 2P 2P .
039 Fa | 0: 0L + padae—a 4 o yuPy=0

2 or? 2 or? Orqa0r.

so zaciatoénou podmienkou P(rg,7.,0) = 1. Pri rieseni (4.2) postupujeme rovnakym
sposobom ako v [14]. Riesenie budeme hladat v tvare

Pilra,re,7) = AP reB),
pricom A(0) = 0,D(0) = 0,FE(0) = 0. Dosadenim tohto predpokladaného tvaru
riesenia do rovnice (4.2) dostaneme nasledovnu identitu

rg(D 4+ 0D — 1) + 1o(E — bD + cE) — A — aD + \gogD — cdE + A0 E
2

0d 2 ol
+7D —|—76E + pogo.DE = 0,
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ktord by mala platit pre Tubovolné hodnoty premennych r4,7.. To nastdva prave
vtedy, ked’ s splnené nasledujiice rovnosti

D= —bD +1,

2 2
A= —aD + \joyD — cdE + Ao, E + %m + %E2 + pogo.DE.

Vyuzitim vztahu (2.9) a za predpokladu, Ze b # ¢ ziskame explicitné vyjadrenie funkcif

D(7), E(7)

D)=+,
1 —br\ —eCT
B(r) = o el =) — b1 )]

a nasledne integrovanim poslednej rovnice systému (4.3) dostaneme predpis pre fun-

keiu A(7)

(o}

A(r) = /OT [—(a — Ma0a)D(y) — (cd — Aeoe) E(y) + %‘%D(y)Q + 5 E@)’

+ poao.D(y)E(y) | dy.

Ak kvoli zjednoduseniu matematickych zapisov zavedieme nasledujicu substiticiu

1 _ e_CT
F<T> = c )

tak v explicitnom vyjadreni funkcie A(7) vystupuju nasledujice ¢leny

/OTD(y)dy ZT_—D(T),

b
b [r—D(r) 7—F(1)
E(y)dy = ~
/0 (y)dy =— { ; . :
T —2D(1) 1—e %7
D2(y)dy =~
/0 (y)dy T T T
T —2F(1) 1—e %
F2(y)dy =~
/O (y)dy z t s

[ B - ( | )+ Pl dy - jor+ 1D + F(0)
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Vztahy pre funkcie D(7), E(7), A(T) v pripade, ze b = ¢ najde citatel v [14].

Na obrazku 4.2 je na ilustraciu znazornend casova Struktira domacej turokovej
miery v ramci konvergenéného modelu Vasickovho typu s parametrami a = 0.0938,
b=3.67,c=0.2087,d = 0.035,04 = 0.032, 0, = 0.016, \y = 3.315, A\, = —0.655,1; =
0.05,7. = 0.04, p = 0.5 prevzatymi z [14].

6.5

vynos [%]

doba splatnosti (v rokoch)

Obr. 4.2: Priklad ¢asovej struktiury domacej tiirokovej miery v ramci konvergenéného
modelu Vasickovho typu s parametrami ¢ = 0.0938,0 = 3.67,¢ = 0.2087,d =
0.035,04 = 0.032, 0, = 0.016, \y = 3.315, A\, = —0.655, p = 0.5,7r4 = 0.05, 7, = 0.04

4.2 Konvergenény model Vasickovho typu s nulo-
vou korelaciou

V préci [14] je okrem iného analyzovany vplyv korelacie na zmenu ceny doméaceho dl-
hopisu s tym, ze cena doméceho dlhopisu v konvergenénom modeli Vasickovho typu s
nenulovou korelaciou je aproximované cenou doméaceho dlhopisu v ramci uvazovaného
modelu s nulovou koreldciou. Autor dospel k vysledkom, ktoré naznacuju, ze roz-
diely medzi vynosmi implikovanymi prislusnymi cenami dlhopisov st pri maturite do
jedného roka zanedbatelné.

V tabulke 4.1 st na ukézku vypisané doméce vynosy implikované konvergenénym
modelom Vasickovho typu s parametrami a = 0.0938,0 = 3.67,¢ = 0.2087,d =
0.035,04 = 0.032,0, = 0.016, \y = 3.315, A\, = —0.655,r4 = 0.05,7, = 0.04,p = 0.5
prevzatymi z [14], vynosy implikované takym istym modelom s rovnakymi paramet-
rami, ale s nulovou korelaciou a ich percentualne rozdiely pre rézne doby splatnosti.
Vsimnime si, ze rozdiely medzi prislusSnymi vynosmi si naozaj minimélne.
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maturita  vynos [%]  vynos [%] rozdiel [%]
(v rokoch) pre p=0.5 prep=0

1/12 4.818826 4.818832 -1.1507e-06

2/12 4.677121 4.677157 -7.8153e-06

0.25 4.566897 4.567000 -2.2469e-05

0.5 4.368465 4.368962 -1.1389e-04

0.75 4.292115 4.293204 -2.5374e-04

1 4.281101 4.282873  -4.1369e-04

2 4.470232 4.474836  -1.0288e-03

) 5.237746 5.249230 -2.1879e-03

10 6.086080 6.104659 -3.0435e-03

Tabulka 4.1: Vynosy pre domécu tirokovii mieru implikované konvergenénym mode-
lom Vasickovho typu s parametrami a = 0.0938,b = 3.67,¢ = 0.2087,d = 0.035, 04 =
0.032,0., = 0.016,\; = 3.315,\. = —0.655,r4 = 0.05,r7. = 0.04 a p = 0.5 (druhy
stipec), p = 0 (tretf stipec)

Aj preto sme sa v tejto praci rozhodli zaoberat prave konvergenénym modelom
Vasickovho typu s nulovou korelaciou, ktorého formulacia v rizikovo neutralnej prav-
depodobnostnej miere je nasledovna

drg = ['7 + 5(7“6 — T‘d)] dt 4+ o4dwy, (44)
dr. = [a + Br] dt + o.dwe, (4.5)

pricom koreldcia medzi prirastkami Wienerovych procesov dwg, dw, je nulova. Tento
systém stochastickych diferencidlnych rovnic zodpoveda modelu (4.1), ak

Yy=a—Nog,0 =b,f = —c,a =cd— A\oe.

Uvazujme, ze uz pozname realne aj rizikovo neutralne parametre rovnice popi-
sujucej vyvoj eurdpskej urokovej miery. A teda s vyuzitim predchadzajicej casti do-
staneme, Ze cena domdceho dlhopisu sa dd vyjadritf v tvare

Palra, 1o, 7) = e/ -reD0 o),

kde
D)= .
B(r) = ﬁ [e(1 — ) = 6(1 — 7] ,

2

A(r) = /OT {—VD(?J) —aE(y) + %317(3/)2 + %E(W dy.

Toto vyjadrenie pre cenu domaceho dlhopisu pouzijeme v nasledujicej casti pri od-
hade rizikovo neutralnych parametrov domaécej urokovej miery, ktory je zalozeny

32



na minimalizacii vazenej strednej kvadratickej chyby medzi teoretickymi a trhovymi
vynosovymi krivkami.

Dalsim vyznamnym konvergenénym modelom, ktory je analyzovany v [14], je kon-
vergencny model CIR typu, v ktorom volatility eurépskej aj domacej irokovej miery
st umerné odmocnine prislusnej irokovej miery. Tym je zabezpecené, ze eurdpska aj
domdca 1rokova miera nadobtidaji zdporné hodnoty s nulovou pravdepodobnostou.

Najvseobecnejsim konvergenénym modelom je konvergencny model CKLS typu,
ktory je hlavnym predmetom zdujmu préace [20], v ktorej sa pri kalibrécii daného mo-
delu vyuziva analytickd aproximacia cien dlhopisov. T4 spociva v tom, ze v rieseni
parcialnej diferencidlnej rovnice pre cenu dlhopisu v jednofaktorovom Vasickovom
modeli sa konstantnd volatilita nahradi aktualnou hodnotou volatility or?. Takto
upravené rieSenie potom predstavuje aproximaciu ceny eurépskeho dlhopisu v jedno-
faktorovom CKLS modeli, ktory v konvergenénom modeli CKLS typu popisuje vyvoj
europskej trokovej miery. Pre cenu doméaceho dlhopisu je definovand analogicka ap-
roximacia, v ramci ktorej sa cleny o4, 0. v rieSeni parcidlnej diferencialnej rovnice pre
cenu domaceho dlhopisu v konvergenénom modeli Vasickovho typu nahradia ¢lenmi
ogrd, o.rie.

Poznamenajme teda, Ze vypocty realizované v ramci tejto diplomovej prace sa
mozno budi dat po nejakych dpravach vyuzit aj pri kalibracii konvergenéného modelu
CKLS typu.
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Kapitola 5

Odhad parametrov konvergencéného
modelu Vasickovho typu s nulovou
korelaciou

Odhad parametrov konvergenéného modelu Vasickovho typu s nulovou korelaciou
realizujeme v dvoch hlavnych krokoch. Najprv sa odhadnu parametre procesu, ktory
charakterizuje dynamiku eurdpskej irokovej miery a s vyuzitim tychto parametrov sa
nasledne odhadnu parametre rovnice popisujicej vyvoj domacej irokovej miery.

5.1 Odhad parametrov procesu pre eurdpsku tro-
kova mieru

Z formulécie modelu (4.1) je zrejmé, ze v ramci odhadu paramterov procesu, ktory
charakterizuje dynamiku eurdpskej irokovej miery, ide o odhad parametrov jednofak-
torového Vasickovho modelu.

5.1.1 Podmienené rozdelenie eurdpskej tirokovej miery

Ked'ze eurépska tirokova miera je v konvergenénom modeli Vasgickovho typu charak-
terizovana jednofaktorovym Vasickovym modelom, tak jej podmienené rozdelenie sa
odvodi analogicky ako v casti 3.1.1 a teda

t+At
Te(t 4+ At) = e Alr (1) + d(1 — e7AY) 4 g e <A / e dwy. (5.1)
t

Potom podmienena stredna hodnota eurépskej tirokovej miery ma tvar
Elro(t + At)|ro(t)] = e b (1) + d(1 — e,

a podmienenda variancia vyzera nasledovne

Var [re(t + At)|re(t)] = g—i(l — el
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5.1.2 Maximalne vierohodny odhad parametrov procesu pre
europsku drokovi mieru

Uvazujme diskrétne pozorovania rl, ... r"™! hodnot eurépskej tirokovej miery, o kto-
rej predpokladdme, Ze jej dynamika je charakterizovana jednofaktorovym Vasickovym
modelom

dre = e(d — re)dt + odw,.

Explicitné vyjadrenie odhadov parametrov ¢, d, 0. metédou maximélnej vierohod-
nosti je totozné s odhadom parametrov «, 6,0 v casti 3.1.2, ak k = ¢,0 =d a 0 = 0o..
Ide teda iba o preznacenie parametrov procesu.

5.1.3 Odhad parametrov procesu pre eur6psku irokovi mie-
ru na zaklade minimalizacie miery vzdialenosti realnej
a odhadovanej vynosovej krivky

Predpokladajme, ze mame k dispozicii denné data vynosovych kriviek a eurdpska
urokova miera sa v realnej pravdepodobnostnej miere riadi stochastickou diferencidl-
nou rovnicou

dr. = ¢(d — r.)dt + o.dw,.

Cielom je teda minimalizovat vdZeny sicet Stvorcov rozdielov skutoénych a mode-
lom implikovanych vynosov a odvodenie optimalnych hodnét parametrov procesu je
analogické ako v ¢asti 3.2 s tym, Ze vo vyslednych vztahoch zavedieme nasledujicu
substiticiu f = —c¢,a = cd — A0, 0 = 0.

5.2 Odhad trhovej ceny rizika v pripade jednofak-
torového Vasickovho modelu

Mame uz popisané dva hlavné pristupy v ramci odhadu parametrov jednofaktorového
Vasickovho modelu, a to metodu maximélnej vierohodnosti a pristup zalozeny na mi-
nimalizacii vazeného suctu stvorcov rozdielov skutoénych a modelom implikovanych
vynosov. Ak odhadneme parametre modelu metédou maximalnej vierohodnosti, tak
mozeme nasledne analyzovat priebeh short rate, nie vak vynosové krivky. Dévod je
ten, Ze potrebujeme odhadntt este jeden parameter a tym je trhovd cena rizika.

Poznamenajme, Ze pomocou vynosovych kriviek vieme odhadnut rizikovo ne-
utralne parametre, zatial ¢o z priebehu short rate sa daji odhadnit redlne parametre
modelu urokovej miery. Na tomto mieste teda vznika otdazka, akym sposobom urcéime
trhovi cenu rizika a odpoved na 1iu déva prave tato podkapitola.
Uvazujme, ze mame odhadnuté parametre s, 0,0 jednofaktorového Vasickovho mo-
delu

dry = k(0 — r)dt + odw (5.2)

metodou maximalnej vierohodnosti aplikovanou na casovy rad hodnot kratkodobej
trokovej miery. Ak sa chceme zaoberat presnostou odhadnutych vimnosovych kriviek,
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potrebujeme aj odhad trhovej ceny rizika, ktora vystupuje vo vztahu pre cenu dlho-
pisu.
Trhovt cenu rizika odhadneme minimalizaciou nasledujicej ticelovej funkcie

n m

F(A) = % > > [R(ry,mi) — Ryl

i=1 j=1

kde R(7j,7;) je teoreticky vymos v i-ty den pre j-tu splatnost implikovany modelom
(5.2) a R;; predstavuje skutoény (trhovy) vynos v i-ty den pre dobu splatnosti ;.
Znovu teda ide o minimalizaciu suctu stvorcov rozdielov skutoénych a modelom impli-
kovanych vynosov s tym, ze uz pozname hodnoty parametrov modelu a teda jedinym
neznamym parametrom je trhova cena rizika.

S vyuZitim explicitného vztahu pre cenu dlhopisu v jednofaktorovom Vagickovom
modeli dostaneme

1 & [eolTy,ri) +cilry) (50 — Ao) + co(T;)0?
F )\ - 7 J J iy
0= - “hy)
=1 j=1
pricom
ri(e "7 — 1)

Co(Tjﬂ“z‘) = #7
11—

ai(my) = . {T - Tj:| ;
1 e —1 (1 —er7)?

i) = gz |t

Ak funkciu F(\) zderivujeme podla premennej A a derivaciu polozime rovnt nule,
tak odhad A\ je dany vztahom

-1

~ kb c1(T5) 2 c1(75)

A= 7 —+ (O’; |iTJ:| lzj: TQJ [Co(Tj, T’i) + CQ(Tj>U2 + RijTj} . (53)

5.3 Odhad parametrov procesu pre domacu turoko-
vi mieru

Jednym z hlavnych prinosov tejto prace je odvodenie vztahu pre podmienené rozde-

lenie domacej urokovej miery, ktory vyuzijeme pri kalibracii konvergenéného modelu
Vasickovho typu.

5.3.1 Podmienené rozdelenie domacej trokovej miery

Odvodenie podmieneného rozdelenia domaécej tirokovej miery je o nieco zlozitejsie
ako v pripade eurdpskej irokovej miery, kedZe v rovnici pre domécu tirokovii mieru
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vystupuje eurdpska urokova miera, ktora je sice sama osebe rieSenim stochasticke;j
diferencialnej rovnice, ale pri vypocte odhadov domécich parametrov uz povazujeme
odhady eurépskych parametrov za zname.

Uvazujme teda proces popisujuci vyvoj domécej tirokovej miery pomocou stochas-
tickej diferencidlnej rovnice

drg = [a+ b(re — rq)] dt + ogdwy,
a zaved me novy proces y v tvare
y = ery.
Pomocou Itéovej lemy 1.2 ur¢ime diferencial tohto procesu
dy = d(e"rq) = (be”rq + [a + b(re — rq)] €”) dt + 046" dwy

a po uprave dostaneme nasledujiicu rovnost

dy = (a + bro)e”dt + o4et dwy,

ktora sa integrovanim na intervale (¢,t 4+ At) zmeni na

t+At t+AL
AL (E+ AL) — ePry(t) = / (a4 bre(s)) e¥ds + og / e dw(s)
¢ ¢

t+At t+ AL t+At
= / ae®ds + b/ re(s)eds + O'd/ eP*dw(s)
¢ ¢ t

(5.4)

S vyuzitim vztahu (5.1) vypoéitame hodnotu integrélu, v ktorom vystupuje eu-
ropska tirokova miera

tHAL AL
/ re(s)e”ds —/ [e_c(s_t)re(t) +d(1 — e_c(s_t))} e¥ds
t t

t+At s
+/ [06/ ec(sz)dw(z)} e ds
t t

AL A
= re(t)eCt/ et~ ds + d/ (1-— e_c(s_t))ebsds
t ¢

s t+At
+ o </ e_c(s_z)dw(z)> / e ds
¢ ¢

re(t)e” (93 1) 1 g Al bt N et — Al h(t+AY)
= e J—
b—c b b—c
% (eb(t+At) _ €bt) /S e—c(s—Z)dw(Z)’
t
(5.5)
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a dosadenim (5.5) do rovnice (5.4) a jej vydelenim vyrazom e’**2% napokon dosta-
neme vztah pre podmienené rozdelenie domécej tirokovej miery

ralt + At) = e Ay (t) + 3 (L= ) + %r_e_(tc) (€7 —e™) +d (1)
n bbdc (e_bAt _ 6—0At> + o, (1 . 6—bAt)/ 6_C(S_Z)d’LU(Z)
_ t

t+At
+ Ude_b(“rm)/ e’ dw(s).
t
Podmienena stredna hodnota domécej tirokovej miery ma teda tvar

E[ra(t + AD|ra(t), ro(8)] = e "ry(t) + (% +d) (1- ")

4 b (Tz(t_) C_ d) (echt . efbAt)

ked'ze strednd hodnota Itéovho integralu je podla vety 1.1 rovné nule. Pri vypocte
podmienenej variancie rozdelenia domacej irokovej miery taktiez vyuzijeme tvrdenie
1.1 a dostaneme

Var [rq(t + At)|rq(t), re(t)] = 03(1 — e_bAt)QVar {/ e_c(s_z)dw(z)}
¢
t+At
+ g2e A gy [/ ebsdw(s)}
¢
— 0_3(1 . e—bAt)Q /S e—QC(s—z)dz
¢

t+At
+ UZG_Qb(t+At) / 62b8d8
t

2

— Oe¢ (1 . e—QCAt)(l . 6—bAt)2 +

2
Ie 9d
2c

1— —2bAt )
L= )

Na obrézku 5.3.1 je zndzornend podmienena hustota (conditional density ) doméce]
urokovej miery o 3 mesiace, a teda pravdepodobnostny popis toho, aki hodnotu
nadobudne doméca urokova miera o 3 mesiace s tym, ze pozname aktudlnu hodnotu
domécej aj eurdpskej urokovej miery. Vypocet parametrov podmieneného rozdelenia
a nasledné urcenie podmienenej hustoty domacej irokovej miery je realizované pre
parametre a = 0.0938, b = 3.67,¢ = 0.2087,d = 0.035,04 = 0.032,0. = 0.016, \y =
3.315, \c = —0.655,74 = 0.05,7. = 0.04 konvergené¢ného modelu Vasickovho typu s
nulovou koreldciou prevzaté z [14].

Tento obrazok je v sulade s tym, ¢o ocakdvame od vyvoja podmienenej hustoty
domadcej tirokovej miery vzhladom na to, ako si zvolené parametre daného modelu.
Ak je aktudlny trokovy diferecidl, t.j. 7. — ry, pomerne velky, tak domdca trokova
miera sa za uvazované obdobie (3 mesiace) viac vzdiali od svojej za¢iatocnej hodnoty.
M3 to logické vysvetlenie, ked Ze parameter, ktory predstavuje vychylenie domécej od
eurépskej tirokovej miery, je takmer nulovy (¢ = 0.026) a rychlost reverzie doméce;
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a

urokovej miery k hodnote, ktord je sictom eurdpskej tirokovej miery a vychylenia #,
je dost velkd (b = 3.67). Tym padom je domdca tirokova miera vyrazne pritahovand k
aktudlnej hodnote eurdpskej urokovej miery o 3 mesiace, ku ktorej je este pripoc¢itané
vychylenie §. Eurépska tirokova miera vsak nemd tendenciu rychlo sa blizit k svojej
dlhodobej rovnovéaznej irovni (d = 0.035), ¢o je sposobené malou hodnotou parametra
rychlosti reverzie (¢ = 0.2087) v rovnici pre vyvoj eurépskej tirokovej miery.

50

40

30

20

10

0.12 0.14 0.16

Obr. 5.1: Funkcia podmienenej hustoty nahodnej premennej, ktorou je doméca
urokova miera, pri roznych zaciatoénych hodnotach r. eurdpskej urokovej miery,
pricom zaciatotna hodnota ry = 0.05 a At = 0.25

5.3.2 Maximalne vierohodny odhad parametrov procesu pre
domacu trokova mieru

Uvazujme diskrétne pozorovania 7}, . .. ,7‘3“ hodnot domacej tirokovej miery, o kto-
rej predpokladame, Ze jej dynamika je charakterizovana stochastickou diferencidlnou
rovnicou v tvare

drg = [a+ b(re — rq)] dt + oqdwy.

Poznamenajme, ze ¢, d, o, su parametre rovnice popisujucej vyvoj europskej irokovej
miery, pricom odhad tychto parametrov v ramci uvazovaného konvergenéného modelu
(4.1) mozeme chépat ako samostatny problém.

Nech At je dizka casového intervalu medzi dvoma pozorovaniami. Kvoli zjed-
noduseniu matematickych zépisov zaved me nasledujticu substitticiu

2

y2 Oe (1 _ 6—25At)(1 _ e—bAt)Q +

2
_ % 94
2c

_—2bAt

potom statisticky zapis podmieneného rozdelenia domacej irokovej miery ma tvar

b(re —d)

e

7‘2+At|rfi, rt ~ N (e_bmrfl + (% + d> (1 — e_bAt) +

)
&
e
|
o
&
%
SN—
<
[\
~_
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Pre funkciu hustoty domacej trokovej miery teda plati

fratlrare) = exp {—¢& (ry, 7e,a,0,9%) },

1
\/ 272
kde

2

b—c

A b(ri—d
o |:,,,.2+1 bty ( —l—d) ( efbAt) _ b(ri-d) (echt _ efbAt)
& (rgre,a,b,4%)
a s vyuzitim predpokladu nezdvislosti pozorovani mézeme napisat hodnotu vierohod-

nostnej funkcie ako su¢in hustot nahodnych premennych s normélnym rozdelenim,
t.j.

aby H\/—GXP{ €(Td7re7aby)}

Logaritmicka vierohodnostna funkcia potom vyzera nasledovne

((a, b,y ———ln (27my?) Zé rorha,b,y’) .

Teraz je cielom n4jst také hodnoty parametrov a, b, y?, v ktorych funkcia £(a, b, y*)
nadobtida svoje maximum. Budeme postupovat nasledovne. Fixujeme hodnotu pa-
rametra b a derivdcie funkcie £(a, b, y?) podla premennych a,y* polozime rovné nule.
Dostaneme tak systém rovnic

Z |:T(zi+1 o bAyi (b 4 d) (1- et _ b(;@__cd) (efcm _ ebAt):| —0,

i=1
1 T, . b(ri—d), _, oanl? m
2_y4 [Td+1 bty (b +d> (1 bAt) - (e At _ bAt):| _ 2_y27
i=1
ktorého riesenim je
~ b - i bAL, i —bA b(ri—d)  _a —bA
a:n(l_ebm)Z{rdH—e trd d(l—e t)_—b—c (e t_e t) ,
i=1
~ 1T o _ b(ri—d) , _ _ 2
5 _ & i+l —bAL i d) pary  9(Te cAt _ ,=bAty |
n;{r‘i e rg— (b—i- ( ) —b—c (e e )}

Roznym hodnotdm parametra b prislichajui rozlicné kombinacie odhadov paramet-
rov a, y? a teda odhad parametra b je v tomto kroku jednorozmernym optimaliza¢nym
problémom.
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5.3.3 Odhad parametrov procesu pre domacu drokovi mieru
na zaklade minimalizacie miery vzdialenosti realnej a
odhadovanej vynosovej krivky

Tento pristup spociva v minimalizovani miery vzdialenosti redlnej a odhadovanej
vynosovej krivky a teda cielom je minimalizovat ti¢elovi funkciu, ktord m4 tvar

1 n m o I
F = %ZZ@U” [Rd(rd,re,Tj) — Rdj:| y
i=1 j=1
kde Ry(r9, ’r‘é,Tj)A predstavuje teoreticky vynos domaceho dlhopisu v i-ty den a pre
splatnost j a R} je skutoénym vynosom (pozorovanym na trhu) domaceho dlhopisu
v i-ty den pre dobu splatnosti 7;. Cena doméceho dlhopisu sa podla casti 4.1 d4

vyjadrit v explicitnom tvare

Pd(rdv Tes T) = eA(T)_TdD(T)_TEE(T)7

kde
_6—67'
Dr) = .
1 —O0T —CT
E(T)Zm[c(l—eé)—&l—e )] (5.6)

A(r) = /OT {—WD(y) —aE(y) + %D(y)2 + %E(y)2 dy.

Moézeme si véimnit, ze logaritmus ceny doméaceho dlhopisu je teda linedrnou funkciou
domacej aj eurdpskej irokovej miery

In Py(rg,re,7) = A(T) — D(T)rq — E(T)re.

Pripomenme, ze parametre ¢, d, 0., A tykajice sa procesu popisujiceho vyvoj eurdps-
kej irokovej miery uz mame odhadnuté. Vyvoj eurépskej irokovej miery totiz nezavisi
od vyvoja domécej irokovej miery a tym paddom moZeme najprv samostatne odhadnit
parametre procesu pre eurépsku irokovu mieru, ktoré nasledne vyuzijeme pri odhade
parametrov rovnice pre domacu irokovu mieru.

Pri fixovanej hodnote parametra ¢ sa logaritmus ceny doméaceho dlhopisu d& vy-
jadrit v tvare

In Pd(rda T’e,T) = 0o (Tdv Te, T) + & (T) i + C2 (T) 0-3’

kde
colrinrn) = [ |FEW) - (e = o) B ay - Dirina = Bl
a(r)=-— /OT D(y)dy
o) =3 | D
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a funkcie E(7), D(7) spliaju vzfahy (5.6).
Ako sme uz spomenuli, cielom tohto pristupu je minimalizovat funkciondl

In P(7;,7; 2
F<a7bvgd) = %Zzww |:—J)+RU

i=1 j=1
2 2
= _Zzww { 0(rg: e, 7j) + ci(T)y + ca(Ty) o + Ryl

T.
=1 j5=1 J

pricom predpoklad fixovanej hodnoty parametra ¢ ndm umozni néjst optimalne hod-
noty parametrov vy, oy derivovanim funkcie F. Ak derivécie funkcie F' podla pre-
mennych v, 0, polozime rovné nule, tak napokon dostaneme odhady danych pre-
mennych ako riesenie nasledujiiceho systému linedrnych rovnic

VS e e = - X o R

J

v Z —0102 + 0} Z ) c5 = Z w;] (co + RijTj)ca

,JJ

Parametre v, 04 vyjadrené z nutnych podmienok optimality teraz dosadime do 1celo-
vej funkcie, ktord tak bude funkciou jediného parametra d, ktorého odhad predstavuje
podobne ako v predchadzajicej casti jednorozmerny optimalizacny problém.

5.4 Odhad trhovej ceny rizika pre domacu turokovi
mieru v pripade konvergen¢ného modelu Va-
sickovho typu

Proces riadiaci vyvoj domécej kratkodobej iirokovej miery je v ramci konvergenéného
modelu Vasickovho typu charakterizovany stochastickou diferencialnou rovnicou

d?"d = [Cl + b(?“e — Td)] dt + addwd. (57)

Predpokladajme, ze parametre a,b,o4 uz mame odhadnuté metédou maximélnej
vierohodnosti aplikovanou na ¢asovy rad domadcej short rate. Taktiez uvazujme, ze
mame k dispozicii aj odhady parametrov c,d, o., A procesu, ktory charakterizuje
vyvoj eurdpskej urokovej miery. Trhovi cenu rizika potom odhadneme minimalizaciou

ucelovej funkcie
1 n m
F(Aa) = — > > [R(7,mi) — Ryl

=1 j5=1

kde R(7j,7;) je teoreticky vynos v i-ty den pre j-tu splatnost implikovany modelom
(5.7) a R;; predstavuje trhovy vynos v i-ty den pre dobu splatnosti 7;. Jedinym
neznamym parametrom je v tomto pripade trhova cena rizika
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S vyuzitim explicitného vztahu pre cenu doméceho dlhopisu v konvergenénom
modeli Vasickovho typu dostaneme

’

1 & [eo(rh, 8, 75) 4 i) (@ — Ngog) + co(1;) 03
F(Ad>:%ZZ|: d J J J d+Rij

T
=1 j=1 J

pricom

e’

[%m) — (ed = 7o) E() | dy — D(r))ris — E(r;)r

kde
-
D(Tj)_l A
B(r) = —[e(1— ) — §(1 — )]

c(c—b)
Derivovanim funkcie F'(\g) podla premennej A\ a poloZzenim danej derivdcie rovnej

nule napokon dostaneme vzfah pre odhad trhovej ceny rizika pre domécu trokovi
mieru v tvare

o a a(r)
Aa=—+ 1|0

] ) 2. Clgj) [co(7j, 7, 70) + ca(my)og + Rimi] - (5.8)

1,J J
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Kapitola 6

Kalibracia vybranych modelov
urokovych mier na realnych datach

7Z dovodu pouzitia modelov drokovej miery v praxi je nutné spravne zvolit parametre,
ktoré sa v danych modeloch vyskytuju, t.j. nakalibrovat ich. Této ¢ast prace pod-
robne popisuje nami navrhnuti metédu (ktora je kombindciou uz znamych pristupov)
tykajicu sa kalibracie dvojfaktorového konvergenéného modelu Vasickovho typu. Ide
o dvojkrokovi optimalizacni metédu vyuzivajicu priebeh kratkodobej tirokovej miery
a stucasne vynosové krivky.

Zéaroven v tejto casti prace prezentujeme vysledky ziskané aplikovanim navrhnute;
metody kalibracie na redlne trhové data.

6.1 Vyber dat

Konvergenény model Vasickovho typu popisuje stvislost medzi vyvojom urokovej
miery v rdmei eurozény a vyvojom trokovej miery krajiny, ktord v dohladnej dobe do
eurozoény vstupi. Preto sme sa rozhodli, Ze budeme pracovat s ddtami tykajiicimi sa
sadzieb Euribor a Bribor za referen¢né obdobie od 1. oktébra 2008 do 31. decembra
2008, t.j. tri mesiace pred vstupom Slovenska do Eurépskej menovej tunie.
Za kratkodobt eurépsku drokovii mieru budeme povazovat tyzdenny Euribor a krét-
kodobu domécu (slovenskit) trokovi mieru budeme aproximovat sadzbou Bribor na
jeden tyzden. Kedze Bribor bol na rozdiel od Euriboru kétovany pre menej roznych
maturit, pre nase ucely pouzijeme doby splatnosti 1, 2, 3, 6, 9 a 12 mesiacov.

Najprv vsak na ilustraciu podrobne popiseme kalibraciu jednofaktorového Vasic-
kovho modelu na dennych datach vynosovych kriviek prislichajicich trokovej miere
Euribor za rok 2011.

Déta tykajuce sa sadzby Euribor st dostupné na http://www.euribor-ebf.eu a
historické casové rady sadzby Bribor si zverejnené na http://www.nbs.sk.
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6.2 Kalibracia jednofaktorového Vasickovho mo-
delu

Predpokladajme, Zze jednofaktorovy Vasickov model je dany v tvare stochastickej di-
ferencidlnej rovnice

dry = k(0 — r)dt 4+ odw, (6.1)

pricom 7, predstavuje hodnotu kratkodobej tirokovej miery v case t. Pri aplikovani
tohto modelu na trhové ddta nebudeme aproximovat kratkodobt (okamzitii) tirokovi
mieru jednodiovou sadzbou Eonia, ktord moze byt prili§ ovplyvnend spekuldciami na
trhu, ale za proxy kratkodobej irokovej miery zoberieme tyzdennt tdrokovi mieru.

Nasledujuca schéma popisuje prvy z algoritmov, ktory navrhujeme pre odhad
parametrov jednofaktorového Vasickovho modelu.

Metodoldgia 1

Vstupné data
e vektor splatnosti 7 diiky m
e casovy rad n hodnot kratkodobej irokovej miery

e matica, ktorej zlozkami su trhové vynosy Rjj pre i-ty den a dobu splatnosti 7,
1=1,...,n,7=1,....m

Algoritmus

e metoda maximalnej vierohodnosti aplikovana na ¢asovy rad hodnot short rate
s cielom odhadnit parametre k, 8, o Vasickovho modelu

e minimalizacia suctu Stvorcov odchylok medzi teoretickymi a skutoénymi vynos-
. . Y 70 z o .
mi s cielom odhadnut trhovi cenu rizika A

Vystup

e parametre K, 0,0, A

Uvazujme teda, ze mame k dispozicii casovy rad hodndt kratkodobej urokove;j

miery a denné ddta vynosovych kriviek za obdobie jedného roka. Budeme pracovat
s dennymi datami vyjadrujicimi sadzbu Euribor za rok 2011 s dobami splatnosti 1
tyzden a 1 az 12 mesiacov.
Na casovy rad kratkodobej urokovej miery, ktorti aproximujeme tyzdennym Euribor-
om, aplikujeme metédu maximélnej vierohodnosti, ¢im ziskame odhady parametrov
K, 0,0 modelu (6.1). Na odhad trhovej ceny rizika pouzijeme vynosové krivky, pricom
optimalna hodnota trhovej ceny rizika je tym parametrom, pre ktory je hodnota
funkcionélu, ktory predstavuje siucet stvorcov rozdielov skuto¢nych a modelom impli-
kovanych vynosov, minimélna. Odhad parametra A je teda dany vztahom (5.3).
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Tabulka 6.1 obsahuje prislusné odhady parametrov jednofaktorového Vasickovho
modelu.

K 0 o A
3.6774 0.0105 0.0050 -8.5225

Tabulka 6.1: Parametre jednofaktorového Vasickovho modelu odhadnuté s vyuzitim
metodologie 1

7 nasledujiceho grafu, ktory znazornuje odhadnuti a redlnu casovu Struktiru
analyzovanej urokovej miery, mozeme vidiet, Ze teoretické vymosy si vyrazne nad-
hodnotené v porovnani s redlnymi trhovymi vynosmi. To, Ze sme dostali dost ne-
presny odhad redlnej vynosovej krivky, sme v podstate aj ocakavali, kedze v rdmci
uvedeného postupu zohrava najdolezitejsiu tilohu vyvoj hodnot kratkodobej tirokovej
miery, a teda jediny c¢asovy rad, z ktorého sa odhadni vsetky parametre modelu ok-
rem trhovej ceny rizika. Informécia o irokovych mierach pre ostatné doby splatnosti
sa pouzije iba pri odhade trhovej ceny rizika. Preto sa zd4 byt vhodné vyuzit in-
forméaciu obsiahnutt vo vynosovych krivkach aj pri odhade inych parametrov modelu
ako len trhovej ceny rizika.

0.008 - - —=e— teoretickd vynosova krivka
— ® — trhova vynosova krivka

0004 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obr. 6.1: Porovnanie odhadnutej a redlnej ¢asovej Struktiry trokovej miery, ktorej
dynamika je charakterizovand jednofaktorovym Vasickovym modelom, na odhad pa-
rametrov ktorého je aplikovand metodologia 1

Teraz prejdeme k druhému navrhovanému sposobu odhadu parametrov Vasickovho
modelu, ktory v prvom kroku pouziva pristup zalozeny na minimalizécii vazeného
suctu stvorcov rozdielov skutoénych a modelom implikovanych vynosov. Takymto
sposobom odhadneme z vynosovych kriviek rizikovo neutralne parametre «, 3,0
Vasickovho modelu (3.10).

Kedze 8 = —k, mame uz odhadnuté redlne parametre ,o modelu (6.1). Pre
dané k, o teraz najdeme optimalnu hodnotu parametra  maximalizaciou logaritmickej
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vierohodnostnej funkcie, ktord je dand vztahom

n

0 1 fﬁAtT'
0= m [Z (7’1‘+1 — € z)] . (62)

i=1

Nakoniec dordtame trhovii cenu rizika A a to zo vztahu a = kf — Ao. Cely tento
postup je struéne zhrnuty v nasledujiicej schéme.

Metodoldgia 2

Vstupné data

e vektor splatnosti 7 diZky m

e casovy rad n hodnot kratkodobej urokovej miery

e matica, ktorej zlozkami si trhové vynosy Rj; pre i-ty deii a dobu splatnosti 7;
Algoritmus

e minimalizidcia vazenej strednej kvadratickej chyby medzi skutoénymi a mode-
lom implikovanymi vynosovymi krivkami s cielom odhadnit parametre o, 3, o
jednofaktorového Vasickovho modelu (3.10) formulovaného v rizikovo neutralnej
pravdepodobnostnej miere

e maximalizdcia logaritmickej vierohodnostnej funkcie s cielom odhadnit para-
meter @ pre dané hodnoty parametrov Kk, o

e vypocet trhovej ceny rizika A zo vztahu a = kK@ — Ao
Vystup

e parametre K, 0,0, A

Skisme teda aplikovat metodolégiu 2 na vynosové krivky tykajiice sa tirokovej
miery Euribor za rok 2011 s dobami splatnosti 1 az 12 mesiacov a na casovy rad
hodnot short rate, ktory aj v tomto pripade aproximujeme tyzdennym Euribor-om.
Pre jednoduchost zatial zvolime w;; = 1 pre Vi, j. Na obrdzku 6.2 si zndzornené hod-
noty ucelovej funkcie F', t.j. vazenej strednej kvadratickej chyby medzi teoretickymi
a trhovymi vynosovymi krivkami, v zavislosti od hodnot parametra 8 = —k.
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x 10

optimalna hodnota funkcie F

1.55F
15
145
1.4}
1.35F
131
1.25F
1.2f
1.15f

-2 -15 -1 -0.5 0
hodnoty parametra 3

Obr. 6.2: Optimalne hodnoty funkcie F' pre rozne hodnoty parametra

Optimalnu hodnotu parametra 6 vypocitame zo vztahu (6.2) a trhovéd cena rizika \

je uréend rovnostou

}\:ne—a'
o

V tabulke 6.2 st uvedené hodnoty prislusnych odhadov parametrov jednofaktorového
Vasickovho modelu.

K 0 o A F
1.3600 0.0121 0.1182 -0.2468 1.1946e-006

Tabulka 6.2: Parametre jednofaktorového Vasickovho modelu odhadnuté s vyuzitim
metodolégie 2, pricom w;; = 1

Na zéklade kriviek (Cervenej a modrej) na obrdzku 6.3 si mozeme vSimnit, Ze zaciatok
a aj strednd ¢ast vynosovej krivky je fitovand pomerne dobre, ¢o sa viak nedd povedat
o vynosoch dlhopisov s dlhsou maturitou. Napriek tomu sa druhy navrhovany sposob
kalibracie jednofaktorového Vasickovho modelu zd4 byt vhodnejsi.

Doteraz sme predpokladali, ze vahy w;; st rovné jednej pre Vi,j. Ak vahy w;;
zvolime v tvare TjQ, tak zabezpecime lepsiu zhodu odhadovanych a presnych vynosov
dlhopisov s dlhsou splatnostou. Takyto pristup je pouzity v [23]. V nasom pripade si
nové odhady parametrov nasledovné

K 0 o A F
1.0638 0.0126 0.1217 -0.2272 4.3817e-007

Tabulka 6.3: Parametre jednofaktorového Vasickovho modelu odhadnuté s vyuzitim

metodolégie 2, pricom w;; = 77
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0.016

0.014
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0.008 — @ — trhova vynosova krivka
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Obr. 6.3: Porovnanie odhadnutej a realnej ¢asovej struktiry trokovej miery, ktorej
dynamika je charakterizovana jednofaktorovym Vasickovym modelom, na odhad pa-
rametrov ktorého je aplikovand metodoldgia 2

Vsimnime si, Ze nové odhady sa v porovnani{ s odhadmi uvedenymi v tabulke 6.2
nejako vyrazne nezmenili a na zdklade obrdzku 6.3 tiez mézeme konstatovat, ze zhoda
odhadovanych a presnych vynosov dlhopisov s dlhou maturitou sa zlepsila iba velmi
malo. Poznamenajme, Ze hodnoty tcelovych funkeii v tabulkach 6.2 a 6.3 sa nedaji
navzajom porovnavat, ide totiz o rozne téelové funkcie.

Skisme teraz tidaje za rok 2011 rozdelit na skupiny dét za jednotlivé kvartaly. Pri
kalibracii sme vSak narazili na problém a to, ze odhad parametra o vysiel zaporny
pre vietky kvartaly. Ako teda budeme postupovat?

Jednou z moznosti je pre zvolené hodnoty [ a rozne fixné hodnoty parametra
o odhadnit parameter a a ndjst taki kombindciu danych parametrov, pre ktortd
ticelova funkcia F nadobiida svoje minimum. Ked'Ze v takomto pripade optimélna o
vzdy nadobiida zvoleni lavii krajni hodnotu, rozhodli sme sa pre int alternativu.
Parameter 0 odhadneme metédou maximalnej vierohodnosti aplikovanou na ¢asovy
rad short rate za dany kvartal. Potom pre zvoleni hodnotu parametra 5 je odhad «
dany vztahom

Oé(ﬁ) = — <Z Wsj [%:])} > Z %01(73) [CO(TJ’,TZ') + CQ(Tj)o’2 + RijTj} 3

kde
_ BT]
co(Tj,7i) gt ﬁe )’
_ BT
c(7;) = % {1 ; TJ:| )
1 [1—efm 1 — efm)2
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Odhady parametrov jednofaktorového Vasickovho modelu aplikovaného na data
za jednotlivé kvartdly roku 2011 si zaznamenané v tabulke 6.4, z ktorej si mozeme
vsimnut, Ze vazena stredna kvadratickd chyba prislichajica jednotlivym stvrfrokom
nadobiida mensie hodnoty v porovnani s vazenou strednou kvadratickou chybou,
ktori dostaneme, ak dant metédu kalibracie aplikujeme na denné data vynosovych
kriviek za cely rok a to sme vlastne aj ocakévali.

EURIBOR 2011 K 0 o A F
1.kvartal 1.3360 0.0092 0.0026 -10.3822 5.7178e-007
2. kvartél 1.5210 0.0141 0.0026 -9.8461 1.2921e-007
3.kvartal 2.0890 0.0120 0.0026 -12.4259 8.6013e-008
4 kvartal 3.1010 0.0080 0.0022 -24.1936 3.4777e-008

Tabulka 6.4: Odhady parametrov jednofaktorového Vasickovho modelu pre dita za
jednotlivé kvartaly a prislusné optimalne hodnoty tucelovej funkcie

Na nasledujicom obrazku st znazornené odhadnuté a trhové vynosové krivky
sadzby Furibor za jednotlivé kvartaly roku 2011, pricom trhova vynosova krivka
prislicha prvému obchodovatelnému ditu v danom Stvrtroku.

1.kvartal 2.kvartal
0.02
0.015 -}
0014 o~

0.006 le—e—e teoreticka vynosova krivka ] le—e—e teoreticka vynosova krivka

g le—e—e trhova vynosova krivka le—e—e trhova vynosova krivka
0.004 +————"————F— T — T T
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Obr. 6.4: Porovnanie odhadnutej a redlnej casovej Struktury irokovej miery za jed-

notlivé kvartaly
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6.3 Kalibracia konvergenéného modelu Vasickov-
ho typu s nulovou korelaciou

Uvazujme konvergencny model Vasickovho typu v tvare

drg = [a+ b(re — rq)] dt + ogdwy,
dr. = ¢(d — r.)dt + o.dw,, (6.3)

cov(dwg, dw,) = 0,

kde r4 je doméaca trokova miera a r. predstavuje irokovi mieru v ramci eurozony.
Vyvoj domacej trokovej miery teda zavisi od vyvoja eurdpskej tirokovej miery,
avsak vyvoj eurépskej urokovej miery nie je ovplyvneny vyvojom domacej urokovej
miery, ¢o podstatne zjednodusuje dany dvojfaktorovy model, ked'Ze vyvoj eurépske;
tirokovej miery mozeme chapat ako samostatny proces, ktorého dynamika sa riadi
jednofaktorovym Vasickovym modelom.
Preto najprv nakalibrujeme jednofaktorovy Vasickov model pre eurépsku trokovi
mieru a néasledne s vyuzitim odhadov eurépskych parametrov (parametrov modelu,
ktory popisuje vyvoj eurépskej trokovej miery) odhadneme parametre rovnice pre
domécu drokovi mieru.

Nasledujica schéma popisuje prvy navrhovany sposob odhadu parametrov konver-
gencéného modelu Vasickovho typu, v ramci ktorého sa vécsina parametrov odhadne z
casovych radov eurépskej a doméacej irokovej miery a iba odhad trhovej ceny rizika sa
realizuje minimalizaciou strednej kvadratickej chyby medzi teoretickymi a skutocnymi
vynosovymi krivkami.

Metodoldgia 1

Vstupné data
e vektor splatnosti 7 diZky m

e casovy rad n hodnot eurdpskej kratkodobej trokovej miery a casovy rad n
hodnot domacej kratkodobej tirokovej miery

e matice, ktorych zlozkami su trhové vynosy Rjj pre i-ty den a dobu splatnosti
7; pre eurépsku a domacu trokovu mieru

Algoritmus

e metoda maximalnej vierohodnosti aplikovana na casovy rad hodnot eurdpskej
short rate s cielom odhadnit parametre ¢, d, o

e minimalizacia stuctu Stvorcov odchylok medzi teoretickymi a skutocnymi
eurépskymi vynosovymi krivkami s cielom odhadnit trhovi cenu rizika A, pre
eur6épsku urokovi mieru
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e metdoda maximalnej vierohodnosti aplikovana na ¢asovy rad hodnot domécej
short rate s cielom odhadnit parametre a,b, oq

e minimalizacia suc¢tu stvorcov odchylok medzi teoretickymi a skutoénymi domé-
cimi vynosovymi krivkami s cielom odhadntt trhovii cenu rizika Ag pre domécu
urokovi mieru

Vystup

e parametre a,b,c,d, 04, Ag, Oc, A

Najprv teda aplikujeme metodolégiu 1 popisani v ¢asti 6.2 na odhad parametrov pro-
cesu, ktory charakterizuje vyvoj eurépskej urokovej miery. Odhady eurépskych para-
metrov totiz vstupuji do vypoctu odhadov parametrov domécej tirokovej miery. Na
casovy rad hodnot domacej tirokovej miery néasledne aplikujeme metodu maximalnej
vierohodnosti s cielom odhadnut parametre a,b, o4, pricom trhova cena rizika Ag
prislichajiica domécej irokovej miere je uréend rovnostou (5.8) ako dosledok minima-
lizacie suctu Stvorcov odchylok medzi teoretickymi a trhovymi domacimi vynosovymi
krvkami.

Pripomenme, Ze budeme pracovat s ddtami tykajicimi sa tirokovych mier Euribor
a Bribor za obdobie od 1. oktébra 2008 do 31. decembra 2008, t.j. za obdobie troch me-
siacov pred vstupom Slovenska do Eurépskej menovej tinie. Za kratkodobt eurépsku
tirokovii mieru budeme povazovat tyzdenny Euribor a podobne za proxy domécej
kratkodobej irokovej miery zoberieme tyzdenny Bribor. Na tieto data sme aplikovali
metodologiu 1 a ziskané odhady parametrov konvergenéného modelu Vasickovho typu
st vypisané v tabulke 6.5.

c d Oe Ae
0.9612 0.0085 0.0057 -10.2734
a b 04 )\d

0.0097 4.383 0.0269 - 0.6888

Tabulka 6.5: Parametre konvergentného modelu Vasickovho typu pre eurdpsku a
domacu urokovi mieru odhadnuté s vyuzitim metodologie 1

Na obrazku 6.5 je zndzornené porovnanie niekolkych teoretickych a odhadnutych
eurépskych aj doméacich vynosovych kriviek. VSimnime si, ze doméce vynosové krivky
sa zdajui byt fitované lepsie v porovnani s eurépskymi vynosovymi krivkami, ¢o je
dost paradoxné, kedZe sme ocakdvali, Ze nepresnost v odhade eurépskych paramet-
rov, ktoré vstupuju do vypoctu doméacich parametrov, sa prejavi aj na domacich
vynosovych krivkéch.
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Obr. 6.5: Porovnanie odhadnutych a redlnych vimosovych kriviek pre eurépsku (vlavo)
a domécu urokovi mieru (vpravo) /metodolégia 1/

Druha navrhovand metodolégia pre odhad parametrov konvergenéného modelu
Vasickovho typu je postavend na tom, ze v prvom kroku sa odhadnu rizikovo ne-
utralne parametre «, 3, o, eurdpskej irokovej miery minimalizdciou vazenej strednej
kvadratickej chyby medzi teoretickymi a trhovymi vynosovymi krivkami a nasledne
maximalizujeme logaritmicki vierohodnostnt funkciu s cielom odhadnit redlny pa-
rameter d pri danych hodnotach parametrov ¢ = —3, 0.. Trhova cena rizika pre
eurépsku irokovi mieru je uréend vztahom

A, = fdma
o'e
Druhy krok spociva v odhade rizikovo neutralnych parametrov =, §, o0q domacej tro-
kovej miery taktiez minimalizaciou vazenej strednej kvadratickej chyby medzi teore-
tickymi a trhovymi vynosovymi krivkami. V ramci druhého kroku sa este metodou
maximalnej vierohodnosti odhadne parameter @ doméacej trokovej miery pri danych
odhadoch parametrov b = —9, o4. Trhova cena rizika pre doméacu urokovi mieru sa
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napokon vypocita zo vztahu Ag = (a — v) /o4. Metodolégia 2 je struéne zhrnuté do
nasledujicej schémy.

Metodoldgia 2

Vstupné data

vektor splatnosti 7 diZky m

casovy rad n hodnot eurdpskej kratkodobej trokovej miery a casovy rad n
hodnot domacej kratkodobej trokovej miery

matice, ktorych zlozkami st trhové vynosy Rj; pre i-ty den a dobu splatnosti
7; pre eurépsku a domdacu trokovi mieru

Algoritmus

minimalizdcia vazenej strednej kvadratickej chyby medzi skutocnymi a modelom
implikovanymi eurépskymi vinosovymi krivkami s cielom odhadnif parametre
a, 3,0, procesu (4.5) pre eurépsku drokovi mieru formulovaného v rizikovo
neutralnej pravdepodobnostnej miere

maximalizécia logaritmickej vierohodnostnej funkcie s cielom odhadnit para-
meter d pre dané hodnoty parametrov c, o,

vypocet trhovej ceny rizika A, zo vztahu a = ed — A0,

minimalizacia vazenej strednej kvadratickej chyby medzi skutoénymi a modelom
implikovanymi domécimi vynosovymi krivkami s cielom odhadnit parametre
v, 8,04 procesu (4.4) pre domacu trokovi mieru formulovaného v rizikovo ne-
utralnej pravdepodobnostnej miere

maximalizdcia logaritmickej vierohodnostnej funkcie s cielom odhadntt para-
meter a pre dané hodnoty parametrov b, o4

vypocet trhovej ceny rizika Ag zo vztahu v = a — Agog

Vystup

parametre a, b, c, d, 04, Ag, Oc, Ae

Ocakavame, Ze metodolégia 2 bude lepsie fitovat eurdpske aj domdce vynosové
krivky. Skisme ju teda aplikovat na trhové data. Pri kalibracii eurépskych paramet-
rov sme dostali vyrazne zaporny odhad parametra d. Tento parameter vsak predsta-
vuje dlhodobtu rovnovaznu droven eurdpskej irokovej miery, o ktorej predpokladame,
7e by mala byt nezdpornd. Preto sme sa rozhodli, Ze parameter d a aj parameter o,
odhadneme metédou maximélnej vierohodnosti. Odhad rizikovo neutrdlnych para-
metrov o, 3 sme realizovali analogicky ako v ¢asti 6.2 pri rozdeleni dat na jednotlivé
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kvartaly. Ndsledne sme uz postupovali presne podla popisanej metodoldgie 2, pricom
ziskané odhady parametrov eurépskej aj doméacej uirokovej miery si zaznamenané v

tabulke 6.6.

c d O. Ae F
0.1590 0.0085 0.0057 -4.6343 2.3252e-006
a b O4 )\d F

2.7689e-004 2.6950 0.5472 -0.1263 8.4143e-006

Tabulka 6.6: Parametre konvergenéného modelu Vasickovho typu pre eurdpsku a
domacu urokovi mieru odhadnuté s vyuzitim metodologie 2

Na obrazku 6.6 ilustrujeme odhadnutu aj redlnu ¢asovi struktiru eurépskej a domacej
tirokovej miery pre niekolko dni posledného kvartalu roku 2008.
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Obr. 6.6: Porovnanie odhadnutych a realnych vimosovych kriviek pre eurépsku (vlavo)
a domdcu urokovi mieru (vpravo) /metodolégia 2/
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Poznamenajme, Ze v rovnici popisujucej vyvoj domécej tirokovej miery
drg = [a+ b(re — rq)] dt + ogdwy

koeficient b vyjadruje silu pritahovania domécej tirokovej miery k hodnote 7+ e
zatial ¢o parameter 7 predstavuje vychylenie domacej od eurépskej urokovej miery.
V tabulke 6.6 si moZeme vsimnit, Ze odhad parametra a je ¢fslo velmi blizke nule,
¢o je v sulade s intuiciou, pretoze trojmesacné obdobie pred vstupom Slovenska do

eurozony je prilis kratke na zaznamenanie aj malych odchylok.

Na porovnanie sme skisili modelovat domécu tirokovii mieru pomocou jednofakto-
rového Vasickovho modelu, ktorého parametre sme odhadli metodoldgiou 2 popisanou
v casti 6.2. Tieto parametre st vypisané v nasledujiicej tabulke.

K 0 o A F
0.587 0.0082 0.3335 -0.2266 2.7232e-006

Tabulka 6.7: Parametre jednofaktorového Vasickovho modelu pre domdcu trokovi
mieru odhadnuté s vyuzitim metodoldgie 2

Na obrazku 6.3 si znéazornené trhové a modelom implikované vynosové krivky tykaju-
ce sa domacej urokovej miery, ktorej dynamika je charakterizovand jednofaktorovym
Vasickovym modelom.
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Obr. 6.7: Teoretické a trhové vynosové krivky prislichajice domécej irokovej miere
charakterizovanej jednofaktorovym Vasickovym modelom
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Ide o rovnaké domaéce trhové vynosové krivky ako na obrazku 6.6 a zda sa, ze fitovanie
tychto kriviek je o nieco lepsie v pripade, ak domécu urokovi mieru modelujeme s
vyuzitim konvergenéného modelu Vasickovho typu, tyka sa to vsak iba niekolkych
konkrétnych kriviek. Kritériom lepsieho fitovania je totiz optimalna hodnota tcelove;j
funkcie F' a t4 nadobuda mensiu hodnotu v pripade modelovania domécej trokovej
miery pomocou jednofaktorového Vasickovho modelu.

Na zdver tejto kapitoly zhrnieme niekolko pozorovani, ku ktorym sme dospeli pri
aplikovani navrhovanych metdd kalibracie konvergenéného modelu Vasickovho typu s
nulovou korelaciou na realne trhové data. Zda sa, ze vyvoj eurdpskej urokovej miery
za posledny kvartdl roku 2008 nie je vhodné modelovat jednofaktorovym Vasickovym
modelom. Na druhej strane aplikovanim jednofaktorového Vasickovho modelu na
denné data vynosovych kriviek sadzby Euribor za jednotlivé kvartaly roku 2011 s
parametrami odhadnutymi s vyuzitim metodoldgie 2 sme dostali velmi dobré fitova-
nie vynosovych kriviek (vid tab. 6.4 a obr. 6.2). Dalej sme ocakévali, ze nepresnost
v odhade eurépskych parametrov, ktoré vstupuju do vypoctu domaécich paramet-
rov, sa premietne aj na domdcich vynosovych krivkach, ¢o sa vzhladom na mera-
telné kritérium presnosti, ktorym je hodnota ticelovej funkcie, aj potvrdilo. Eurépske
vynosové krivky si teda fitované o ¢osi lepsie (pozri tab. 6.6, v ktorej hodnota ticelove;
funkcie pre eurépsku trokovi mieru je 2.3252¢ —006, ¢o je menej ako hodnota ucelove;j
funkcie 8.4143e — 006 pre domdcu tirokovd mieru).
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Zaver

V tejto diplomovej praci sme sa zaoberali kalibraciou konvergenéného modelu Vasic-
kovho typu s nulovou korelaciou. Tento model popisuje vyvoj eurdpskej trokovej
miery (t.j. irokovej miery v eurozéne), o ktorej predpokladame, ze ovplyviuje vyvoj
domécej urokovej miery, t.j. urokovej miery krajiny, ktora sa onedlho stane ¢lenskym
Statom eurozony.

V ramci odhadu parametrov modelov tirokovych mier existuji dva zakladné pristu-
py - parametre modelu mozeme odhadnit metédou maximalnej vierohodnosti apliko-
vanou na ¢asovy rad hodnot kratkodobej tirokovej miery alebo minimalizaciou vazenej
strednej kvadratickej chyby medzi trhovymi a modelom implikovanymi vynosovymi
krivkami. V tejto praci je navrhnuta nova metdoda kalibracie, ktora stcasne berie do
uvahy oba pristupy a teda je ich kombinaciou. V zavislosti od toho, ktoré kritérium
(hodnota funkcie vierohodnosti resp. kvalita fitovania vynosovych kriviek) povazuje-
me za dolezitejsie, optimalizujeme ho v prvom kroku a zostavajice parametre uréime
na zaklade druhého kritéria. Hlavnym prinosom tejto prace je odvodenie prislusnych
ucelovych funkcii a navrh sposobu ich optimalizacie.

Vyvoj doméacej irokovej miery v konvergenénom modeli Vasickovho typu zavisi od
vyvoja eurdpskej urokovej miery, avsak vyvoj eurépskej irokovej miery nie je ovplyv-
neny vyvojom domaécej irokovej miery, ¢o podstatne zjednodusuje dany dvojfaktorovy
model, ked'Zze vyvoj eurépskej tirokovej miery mozeme chépat ako samostatny proces,
ktorého dynamika sa riadi jednofaktorovym Vasickovym modelom. Preto mozeme
najprv nakalibrovat jednofaktorovy Vasickov model pre eurépsku tirokovii mieru a
nasledne s vyuzitim odhadov eurépskych parametrov odhadnitf parametre rovnice
pre domacu trokovi mieru. Zdoraznime, ze pri odhade parametrov domécej tirokovej
miery metédou maximalnej vierohodnosti bolo potrebné odvodit podmienené rozde-
lenie domé&cej tirokovej miery, ¢o povazujeme za dalsi prinos tejto prace.

V poslednej kapitole s navrhnuté metédy kalibracie aplikované na realne trhové
data a prezentované ziskané vysledky. Celkovo sme dospeli k uspokojivym vysledkom a
predmetom d’alSieho vyskumu v tejto oblasti by mohla byt kalibracia konvergenéného
modelu typu CKLS, v ktorej by sa s ur¢itymi dpravami vyuzili metédy kalibracie
navrhnuté v tejto diplomovej préci.
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