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Abstrakt

Cielom tejto diplomovej préce je obozndmit sa so zakladnymi pojmami optimalneho ria-
denia a metédami ich riesenia vybranych typov tloh. Nésledne na ne budeme aplikovat
aproximacné metody a metdédy neurcitych koeficientov. Ide konkrétne o diskrétne ilohy
optimélneho riadenia s diskontnym faktorom a nekoneénym ¢asovym horizontom, pricom

sa zamerame na systém s linearnou dynamykou a na konkavne funkcie vynosu zo systému.

KIicové slova: diskrétne tilohy optimalneho riadenia, diskontny faktor, nekoneény ¢asovy

horizont, funkcie uzito¢nosti, linearna dynamika

The purpose of this thesis is to get acquainted with basic terms of optimal control and
methods of solution for selected types of optimal control problems. Then we will apply
approximation methods and the method of undetermined coefficients to the problems. In
particular, those will be discrete-time problems, with a discount factor and an infinite
time horizon, and we shall also focus on a system with linear dynamics and concave yield

functions.

Key words: discrete-time optimal control problems, discount factor, infinite time, utility

functions, linear dynamics
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1 Uvod

Predstavme si nejaky systém, napriklad rybnik plny ryb, ktory sa moze urcitym sposobom
menit. My méme moznost tento systém ovplyviiovat - v pripade rybnika objemom vylo-
venych ryb. Kazdy zasah nam sposobi zisk, alebo stratu, v zavislosti na druhu zasahu a
tento zisk by sme prirodzene chceli maximalizovat. Aj takyto problém je mozné formulovat
ako tlohu oprimélneho riadenia.

V ekondémii sa Eoraz castejsie stretdvame s potrebou riesit tlohy optimdlneho riade-
nia. Ide totiz o problémy, ktoré zahinaju viacstupnové zasahy, vo viacerych etapach. Tieto
etapy na seba navzajom nadvézuju, a teda rozhodnutie v jednej ovplyvni moznosti roz-
hodnutia v nasledujucej etapy a rovnako aj jej vysledok. Vysledky jednotlivych etap sa
potom budeme snazit optimalizovat.

Riesenim niektorych typov takychto tloh sa budeme zaoberat v tejto diplomovej
préaci. Trochu konkrétnejsie pojde o tilohy, kde méme nekonecne vela etdp - s nekoneénym
¢asovym horizontom. Tieto tilohy sa daji mnohokrét riesit pomocou rovnice dynamického
programovania, ktord sa v nasom pripade bude dat previest na funkciondlnu rovnicu.

V literature sa najmé pri takychto 1lohach c¢asto stretavame s tym, Ze sa ich riesenia
nejako "uhadnu”. Mame tym na mysli metédu neurcitych koefientov, ktorej sa v tejto
diplomovej praci budeme venovat.

Cielom tejto diplomovej prace bude bliZsie sa pozriet na metédu neurcitych koeficien-
tov a takisto aj na aproximaéné metédy, aplikovat ich na vybrané typy tloh a porovnat
ich rieSenia.

Zacneme najprv s teoretickym uvodom, kde si v skratke vysvetlime zédkladné pojmy
optimélneho riadenia, predstavime si vSeobecniu tlohu optimalneho riadenia a rovnicu
dynamického programovania. Cez pojem autonémnosti sa potom prenesieme k tlohe s
diskontnym faktorom a nekoneénym c¢asovym horizontom, kde si predstavime rovnicu
dynamického progamovania pre tento typ tloh.

V dalsej kapitole si predstavime metddy rieSenia - aproximacéné a metédy neuréitych
koeficientov. Tiez si v nich prejdeme dve vety o konvergencii tychto metdd, ktorych dokazy
su zaroven rieSenim prikladov 2.23 a 2.24 z knihy [1].

V nasledujtcej kapitole sa zamerdme na aplikaciu tychto metéd na vybrané typy tloh
optimalneho riadenia. Pojde o tilohy, v ktorych budeme vynos zo systému pocitat pomo-
cou roznych konkavnych funkcii. Vysledky ziskané pomocou jednotlivych metéd nasledne

porovname.



2 Teoreticky zaklad

V tejto diplomovej praci sa budeme zaoberat diskrétnymi tilohami optimélneho riadenia,
preto je vhodné si na zaciatok uviest par pojmov a definicii, ktoré budeme v tejto praci

potrebovat. Definicie a pojmy v tejto kapitole pochddzaju z knihy [1].

2.1 Standardn3 tloha optimalneho riadenia

Majme systém, ktory je rozdeleny na k etap. Stav premennej na zaciatku i-tej etapy
opisuje stavova premenna z; € X;. X, je pritom mnozina povolenych stavov v i-tej
etape. Pociatoény stav systému je opisany pomocou premennej xo. Dalsou poziadavkou
bude to, aby hodnota stavovej premennej na konci systému - teda hodnota z; - bola z
mnoziny pripustnych cielovych stavov C.

Spravanie systému moZzeme ovplyviiovat pomocou riadiacej premennej u;, z mnoziny
povolenych hodnét riadiacich premennych U;.

Hodnota stavovej premennej ;1 je potom jednoznac¢ne uréend pomocou diferencne;j
rovnice z;11 = fi(x;, u;).

Vynos zo systému v i-tej etape je potom dany ako hodnota funkcie f?(x;, u;). Je
logické, Ze tento vynos sa budeme pokisat maximalizovat.

Nasgou tilohou teda bude néjst také hodnoty riadiacich premennych u; pre kazdu etapu
tak, aby sme splnili vSetky podmienky a stcasne dosiahli maximalny mozny zisk, ktory

je dany ako sucet vynosov jednotlivych etap. Zapis tejto ulohy vyzera nasledovne:

k—1
maXZ f?(l‘i, Ul) (1)
=0

pri podmienkach

Tiv1 = filzg,uy) , i=0,...,k—1, (2)
Lo = @, (3)
x, € C, (4)
u €U;, 1=0,..k, (5)
neX;,, i=0,..,k. (6)

Definujme si par zakladnich pojmov.

Postupnost hodnot riadiacich premennych U = {uy, ..., up_1 }, ktoré pre kazdé i spiﬁajfl
rovnicu (5), nazyvame riadenim.

Mozeme si vSimnut, Ze stavové premenné x; st jednoznacne dané volbou riadiacich

premennych u; ako riesenia stavovej rovnice (2) a poc¢iatoénej podmienky (3).



Postupnost hodnot stavovych premennych X = {xy, ..., 71}, kde x; = x;(U), nazyvame
odozvou na riadenie . Ak odozva na prislusné riadenie U navyse spliia podmienky (4) a
(6), tak hovorime, ze U je pripustnym riadenim. Triedu pripustnych riadeni zvykneme
oznacovat pismenom P.

Vidime, Ze hodnota tcelovej funkcie v (1) zavisi od volby riadenia U. Budeme ju

oznacovat nasledovne:
JU) =Y ), ).
i=0

Definicia 1 Optimdlnym riadenim nazveme také riadenie U z mnoziny pripustnych

riadeni P, v ktorom bude hodnotovd funkcia J(U) nadobidat svoje mazimum.

Ulohu optimélneho riadenia moZeme zapisat nasledovnym sposobom:

max J(U).
Uep

Ak si oznacime tlohu (1)-(6) v zévislosti od poc¢iatoéného ¢asu j = 0 a pociatoéného
stavu g = x ako Dy(x), tak Dy(z) je vlastne tilohou optimélneho prechodu z bodu

z do mnoziny C na intervale [0, k].
Definicia 2 Systém tloh

kde Dj(x) je ulohou optimdlneho prechodu z bodu x do mnoziny C na intervale [j,k] a

vyzerd nasledovne:

max J;(z,U;) = %f?(%,ui) (7)
i=j
pri podmienkach
Tiy1 = filzi,w) , i=74,... k=1, (8)
o=z, x je pevne zvolené z X; (9)
xy, € C, (10)
wel,, i=j, ..k (11)
X, =4, .. k. (12)

Pre takuto tlohu je pripustnym riadenim riadenie U; = {u;, ..., up_1} splitajtice (11),
ktorého spitnd odozva X; = {z;,...,2;} so zadiatotnou hodnotou z; = x spliia (12) a

(10). Triedu takychto pripustnych riadeni oznac¢ime P;(z).



Dalej si definujeme pre kazdé j € [0,k — 1] a € X; mnozinu I';(z) ako mnozinu
takych u € U;, pre ktoré existuje U; = {u;,...,up_1} € Pj(x) Spiﬁajﬁce u; = u. Pre kazdé
J € [0,k — 1] definujeme funkciu

Vi(z) == u;élg;(ix) Ji(x,U;). (13)

Nazyvame ju hodnotovou funkciou pre systém uloh D; :={D,(z) : = € Xj}.

2.2 Rovnica dynamického programovania pre Standardni dlohu optimalneho
riadenia
Tymto sa dostavame k Bellmanovej rovnici dynamického programovania. Z rovnice

(13) ju odvodime nasledovnym sposobom.

Vieme, Ze pre j = k — 1 plati:

Vici(r) = max  Jyi(z,Up_1) = max  fi (2, up_1). (14)

Up_1€Pr_1(x) Up—1€VK—1(x)

Pre j =0, ...,k — 2 podobnym sposobom dostaneme:

Vilw) = max Jj(@,Us)

= max [fj(-)(l',uj)+Jj+1(fj(x7uj)7uj+1)]

U;jcPj(z)
0
= max max O (2, u;) + J; (1), U,
u;€v;(®)  Uj41€P;+1(f5) [fy( i) 1 (5 (2, uy) g+1)}
0
u; €75 (x) fj( ]) Ujr1€Pj+1(f5) ]+1(f]( ]) ]+1)
= max [f]()(xy?J/J) + ‘/j+1(fj(l’,u]'))] . (15)
u; €75 ()

Koncovii podmienku (4) resp. (10) vieme do vztahov (14) a (15) doplnit dodefinovanim
funkcie Vi (z), ktord bude pre z € C' nadobidat hodnotu 0 a pre ostatné x hodnotu —oo.

Ak to teda zhrnieme, dostavame:

Definicia 3 Rovnica dynamického programovania nadobida tvar:

‘/J(x) = max [fjo(x7u) + ‘/j—i-l(fj(x?u))} ) (16)

u€el;(x)

prej=0,...k—1, x€X;, a

Vi) 0, pre x € C, (17)
T
: —00, pre x ¢ C.



Rovnica dynamického programovania je nutnou aj postacujicou podmienkou optima-

lity pre tlohu dani rovnicami (1) - (6). V uéebnici [1] sa nachddza dokaz tohto tvrdenia.

Definicia 4 Optimdlna spétnd vizba v je postupnost funkcii vy, ..., vy_1 ktoré spl/ﬁaqu:

vj(x) = arg max [f](z,u) + Vi (fi(z,u)], j=0,..k—1 (18)

u€el;(x)

Teda v rovnici dynamického programovania plati, ze pre kazdé j =0, ...k — 1:

V(@) = f} (2, 0;(2)) + Vi (f (2, v(2)))- (19)

2.3 Neautonémna uloha, autonémna tloha, dloha s diskontnym faktorom

Standardné tloha optimélneho riadenia (1)-(6) je vo véeobecnosti neautonémnou tilohou

S pevnym c¢asom.

Definicia 5 V pripade, ak funkcie f°, fi a mnoZiny U;, X; nezdvisia od i - teda ich tvar

je pre kaZdé i rovnaky - budeme hovorit o autonémnej tilohe.

Specidlnym pripadom je ten, v ktorom je funkecia f; a mnoziny U;, X; nezévisld od i a

funkcia f? nadobuda tvar
i = BF(wi,u), (20)
kde 0 < 8 < 1.

Definicia 6 Ulohu optimalneho riadenia tvaru:

k—1

max Y BF(x;,u;) (21)

=0

pri podmienkach

Tiv1 = f(zy,u) , i=0,..,k—1 (22)
To=a (23)
zp€C (24)
wel, i=0,..k (25)
s eX, i=0,..k (26)

nazyvame autonomna uloha s diskontnym faktorom.

Ulohy optimalneho riadenia ekonomického charakteru castu nadobidaju tvar autonémnych
uloh s diskontnym faktorom. Funkcia opisujica vynos zo systému je v kazdej etape
rovnakd, rovnd F'(x,u). Diskontny faktor predstavuje oddrocovanie tohoto vynosu na

zaciatok obdobia, teda do ¢ = 0.



2.4 Ulohas diskontnym faktorom a nekone¢nym &asovym horizontom, rovnica

dynamického programovania pre tento typ ulohy

Pri ekonomickych tlohach - autonémnych s diskontnym faktorom - sa vSak casto stava,
7e nemame pocet etdp obmedzeny, teda mame k dispozicii nekonecne vela etdp. Inak
povedané, plati, ze k = oo.

Takéto ulohy nazyvame autonémne s diskontnym faktorom a nekoneénym casovym

horizontom.

Definicia 7 Autonomna iloha optimdlneho riadenia s diskontnym faktorom

a nekoneénym céasovym horizontom je uloha tvaru:

maxi B'F (4, u;) (27)
i=0
pri podmienkach
Tiv1 = f(zi,u) , i=0,1,... (28)
To=a (29)
welU, i=0,1,.. (30)
neX, i=01,.. (31)
kh_)rrolo x, € C (32)

Aj pre tieto ulohy je mozné definovat rovnicu dynamického programovania. Pre i-tu

etapu bude mat klasickd rovnica dynamického programovania tvar:
Vifa) = max [8'Fa,u) + Vi (/)]

Tato rovnica uz vsak nie je postacujicou podmienkou, je len nutnou podmienkou opti-
mality. Chyba ndm totiz vztah pre koncovy stav. A kedZe to nie je rekurenty vztah,
nedostdvame na prvy pohlad ani ndvod na vypocet funkcie V.

Ak si v8ak tuto funkciu rozpiseme, dosadenim rovnic dynamického programovania pre
1+ 1,724 2,..., dostaneme:
Vi(z) = max {BiF(x,u) + max {5i+1F(f(:v7u)) + max {BTF(f(f(x,u),u))+ }}} :

uel(x) uel(z) wel(f(z,u))

Ak néasledne vyjmeme [:

Vite) = max {0'F () + 8 max {SF (o) + x| (3 F( (o, 0) 4 f

uel(z u€l(f(z,u)

. A~ “ s 0 ~ s, . . . , o .
tak si mozeme v§imnut, ze tato rovnica je ekvivalentna rovnici:

Vi(z) = max [B'F(z,u) + BVi(f(z,u))] .

uel'(z)



Rekurenty vztah sa meni na funkciondlnu rovnicu. Nés vSak v koneénom dosledku

zaujima len hodnotova funkcia v case ¢ = 0:

Vo(r) = max [F(z,u) + BVo(f (2, u))]. (33)

u€el(x)

Funkciu Vo(z) si dalej pre skrétenie a sprehladnenie budeme oznacovat ako V(z).

Vztah (33) sa nésledne men{ na:

Viz) = max [F(z,u) + BV (f(z,u))]. (34)
respektive:
V(z) = F(z,v(x)) + BV (f(z, v())). (35)
kde:
v(z) = arg max [F(z,u) + BV (f(z,u))] (36)

je k funkcii V(x) prislichajica spatnu vézba.
Rieseniu tychto funkciondlnych rovnic sa budeme venovat v nasledujiicich kapitolach.
Problematikou diskrétnych tloh optimalneho riadenia s diskontnym faktorom na ne-

kone¢nom ¢asovom horizonte sa blizsie zaoberaju knihy [3] a [4], rovnako ako praca [5]



3 Metddy rieSenia diskrétnych dloh optimalneho riadenia

s diskontnym faktorom na nekonenom &asovom horizonte

Ako sme spomenulii v predchadzajicej casti, nutnou podmienkou rieSenia diskrétnych
uloh optimélneho riadenia s diskontnym faktorom na nekoneé¢nom c¢asovom horizonte je
splnenie rovnice (34).

Ak teda chceme najst kandidatov pre optimélne riesenie ulohy (27)-(32), potrebujeme
vyriesit funkcionalnu rovnicu (34), resp. rovnicu (36). V knihe [1] st uvedené nasledujiice

metody rieSenia tychto funkcii:
(1) Aproximdcia v priestore hodnotovych funkcii
(2) Aproximécia v priestore spéatnych vizieb
(3) Metdda neurcitych koeficientov v priestore hodnotovych funkeif

(4) Metdda neurcitych koeficientov v priestore spatnych vézieb

Teraz si tieto metédy popiseme

3.1 Aproximacia v priestore hodnotovych funkcii
(I) Zvolime pociatoént iterdciu funkcie V), t.j. zvolime V() (z), pre kazdé v € X.

(IT) Pre dant iterdciu 4 funkcie V' vypocitame hodnoty funkcie vV v kazdom bode

x € X podla predpisu:

v (2) = arg max [F(2,u) + BVO(f(2,u))]. (37)

(ITII) Pre dané iteracie V@ a v(+1 yypocitame hodnoty novej iterdcie i + 1 funkcie V' v

kazdom x € X pomocou vzorcu:
VED(2) i= F(z, 0 (@) + VO (f (2,007 (2))), (38)
(IV) Opakujeme body (II) a (III).

Ak si narocnostou tejto metéddy oznacime pocet iterdcii, ktoré je nutné spocitat, tak

je v tomto pripade pri pocte iterdcii n ndroc¢nost rovna n.



3.2 Aproximdcia v priestore spatnych vazieb
(I) Zvolime pociatoéni iterdciu funkcie v, t.j. zvolime v(®(z), pre kazdé = € X.

(IT) Pre dant iterdciu i funkcie v vypocitame hodnoty funkcie V@t v kazdom bode

x € X podla predpisu

VI (@) = [Fz, 0 (2)) + BV (f (2,00 ()] - (39)

(III) Pre dant iterdciu V+Y vypocitame hodnoty novej itercie funkcie v@*+! v kazdom

r € X pomocou vzorcov

v (z) = arg max [F(2,u) + BV (f(x,u))]. (40)

(IV) Opakujeme body (II) a (III).

Pri numerickej aplikécii tejto metdédy je nutné numericky spocitat aj hodnotovii fun-
kciu V@ (2) v druhom kroku. Urobifme tak pomocou vntitorného cyklu:

V(i-i-l)(x) — [F(:E,U(i)(x)) + 5‘/(gi)+1)(f(x,v(i)(x)))] .

(G+1)

Treba poznamenat, Ze ak je vypoctova narocnost predchddzajicej metédy n, tak ndroénost
tejto metody bude mn, kde m je pocet iteracii vntutorného cyklu v kroku II. Pri neskorsich

vypoctoch sme volili m = n, teda ndro¢nost nam vzréstla na n?

3.3 Metdda neurditych koeficientov v priestore hodnotovych funkcii

Pri tejto metdde ide to, Ze najprv urobime “odhad vysledku”. Bud na zdklade nasich
skisenosti, alebo po tom, ¢o spocitame prvych par iteracii predchadzajicich metod od-

hadneme tvar funkcie V' ako:
V(z):= g(x;cq, cay ey Cn),

kde ¢y, ca, ..., ¢, st nezndme koeficienty a skiisime dopoécitat prislusné koeficienty pomocou

rovnice:

V(x) = max [F(z,u) + BV (f (2, u))]; (41)

ktord musi platit pre kazdé z € X.



3.4 Metdda neurditych koeficientov v priestore spatnych vazieb

Podobne ako pri predchadzajicej metdde, najprv odhadneme tvar funkcie v ako:

U(ﬂf) = g<xa C1,Ca, ... Cn)7

kde ¢y, ca, ..., ¢, st nezndme koeficienty a skiisime dopoécitat prislusné koeficienty pomocou

rovnice:

v(x) = axgmax [F(z, u) + BV (f(x, )], (42)

ktord musi platit pre kazdé z € X.

Pred tym, nez sa dostaneme k aplikacii tychto metdéd, uvedieme si este dve vety, ktoré

sa zaoberaju otazkou konvergencie aproximacnych metdd.

3.5 Dve vety o konvergencii

Veta 1 Majme tlohu optimdlneho riadenia tvaru:
maxz BUF (i, u:)
i=0
pri podmienkach

T = f(oi,w) , i=0,1,..
o= a
a plati, ze 0 < F(x,u;) < v, potom postupnost funkcii V®) generovand metédou apro-
zimdcii v priestore hodnotovijch funkcii podla predpisu
VO (z) =o0.
V®) () = max [F(z,u) + BVE D (f(z,u))]

konverguge.

Dokaz: Této veta je uvedend ako tloha 2.23 v knihe [1]. Jej dokaz bude zaroven
rieSenim spominanej tlohy.
Dokaz budeme robit v dvoch krokoch. Najprv ukdzeme, Ze postupnost rastie, a potom,

7e je zhora ohanicend. Rastiicost dokazujeme pomocou matemamtickej indukcie:



Nech teda plati V®)(z) > V#E=1(x) . Potom:
VED(2) = max [F(z,u) + BV (f(z,u))]

> max [F(z,u) + BVED(f(z,u)] = VP (2).

Ohranicenost zhora vieme tieZz dokdzat pomocou matematickej indukcie:

V(O)(:L') = 0.
VIO (a) = max [F, ) + BV O, )] = mox [Pl ] < = 5=,
V(@) = max [Fe,u) + BV (f(e,0))] < 7+ By = (1+8)y = 11_—5;7‘

Nech teda plati V1 < 1= Bk ——— . Potom:

§7+ﬁ1_—57
k-1
dataeralk
g
1—35 "
< 1
_m%

Vyuzili sme pri tom fakt, ze 8 € (0,1). Postupnost funkcii V(k) je rastica a zhora
ohranic¢ena, a teda konverguje.

Vetu 1. sme tym dokézali a zaroven sme vyriesili tilohu 2.23 z knihy [1]. Ukdzali sme,
ze metoda aproximécie v priestore hodnotovych funkcii za istych podmienok konverguje.

Teraz sa pozrieme na to, k ¢comu.

Veta 2 Dokdzte, Ze ak v ulohe (27)-(32) plati:
e X =C=R",
o U je kompakind podmnoZina R™,
o funkcie f, I’ su spojité, I’ je ohranicend,

potom metoda aproximdcii v priestore hodnotovich funkcii konverguje k rieseniu rovnice

V(z) = max [F(z,u) + BV (f(z,u))].

uel

11



Dokaz: Ukéazeme, ze zobrazenie:

TV (x) = max[F(xz,u) + BV (f(z,u))]

uelU

je v priestore spojitych ohranic¢enych funkcii na X kontrakciou. Z Banachovej vety o
pevnom bode kontraktivnych zobrazeni nam potom vyplynie dokaz tohto tvrdenia. Ak je
funkcia V' spojita, potom F(x,u) 4+ SV (f(x,u)) je tiez spojitd a ohrani¢end funkcia, lebo
aj I bola spojitd a ohrani¢end a f bola spojitéd. Kedze U je kompaktnd, mozeme pouzit
vetu, ktora hovori, ze maximum spojitej ohranicenej funkcie na kompaktnej mnozine je
tiez spojitou ohrani¢enou funkciou.

Dalej vieme, ze priestor spojitych ohrani¢enych funkcif je dplnym metrickym priesto-

rom so suprémovou metrikou.

p(V1, V) = sup [Vi(z) — Va(z)].

zeR

Oznacme si:

Fa,u) + BVi(f (2, vi(2))) = max[F(z, u) + BVi(f (2, u))].

uelU

Pre spojité funkcie Vi (z) a V() potom plati:
TVi(x) = TVa(x) = F(x, v1(2)) + BVA(f (2, 01(2))) — F(z,v2(2)) — BVa(f (2, v2(2)))
< F(z,vi(z) + BVi(f (2, v1(2))) = F(z, 01(z)) — BVa(f (2, v1(2)))
= BVi(f(z, v1(2))) = Va(f (2, v1(2)))],

lebo Fz,v(x)) + BVa(f(x, 05(x))) = maxyep[Fla,w) + BVa(f(2,u))] > Fla,vi(x)) -
BVa(f (2, 01 ())).

Podobnym postupom dostavame:

TVs(x) = TVi(x) = F(z,v9(x)) + BVa(f (2, 02(2))) = F(x, 01(2)) = BVA(f (2, v1(2)))
< Bz, 05(2)) + BVa(f (2, 05())) = F(z, 05(x)) = BVi([ (2, v1(2)))
= BVa(f (2, v2(x))) = Va(f (z, va()))]-

Ak spojfme tieto dve nerovnosti, dostévame:

BIA(f (w, va(2)))=Va(f (2, v2(2)))] < TVi(2)=TVa(z) < BIVA(f (2, v1(2)))=Va(f (z, v1(x)))]-

Pre absolitnu hodnotu z rozdieln TV;(z) a TVa(z) plati:

TVi(2)=TVa(z)] < Bmax {|Vi(f(z, va(2))) — Va(f (2, va(@))) s [Vi(f (, v1())) — Valf (2, v1(2)))]}.

Ozacme

{ vi(z)  ak Vi(f(z,va(2))) = Va(f (2, 02(2)))] < [Vi(f (2, 02(2))) = Va(f (2, 01 (2)))]
va()  ak [Vi(f(z,va(2))) = Va(f (2, v2(2)))| = [Vi(f (2, 01(2))) = Va(f (2, 01(2)))]

—
—

v(x) =

12



Potom
[ TVi(x) — TVa(z)| < BIVA(f (2, v(x))) — Va(f(z,v(2)))],

a teda aj
sup [T'Vi(x) — TVa(z)| < Sup {8Vi(f(z, v(x))) — Va(f (@, v(2)))[}

= Bsup [Vi(f(z,v(x))) = Va(f(z, v(x)))]

z€R

< fsup [Vi(z) — Va(z)].

z€R
Dostali sme

p(TVi(x), TVa(x)) < Bp(Vi(z), Va(x)),

a kedze 0 < 8 < 1, tak sme ukdzali, Ze zobrazenie TV () je naozaj kontraktivne.
Kontraktivnost je dokdzand, mozeme teda pouzit Banachovu vetu, ktord mame uve-

dent napriklad v skriptach [2], a znie:

Veta 3 (Banachova veta o pevnom bode) Nech (X, ||.||) je dplny priestor, nech M C
X je uzavreta mnozina. Nech zobrazenie f : M — M je kontraktivne, t.j. existuje

konstanta kontrakcie 6 € (0, 1) takd, Ze:

Y,y € M :|[f(x) = f(y)ll < 0ll —yl].

Potom pre lubovolné startovacie z° € M postupnost {x"} definovand ako x™ = f(z™)
je konvergentnd, x™ — x* € M, kde x* je jediny pevny bod zobrazenia f na M, teda

rx = f(z*).

Dokaz tejto vety si tu uvadzat nebudeme, no vidime, Ze z nej uz priamo vyplyva dokaz

vety 2.

Této veta je uvedend ako tloha 2.24 v knihe [1]. Jej dokdzanim sme teda zéroven tito

ulohu vyriesili.
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4 Aplikacie metdd rieSenia na vybrané typy uloh

V tejto casti si ukdzeme aplikdciu metdd, spominanych v predchadzajicej kapitole na
vybrané typy tuloh.

Ako uz bolo uvedené, tlohy ekonomického charakteru ¢asto nadobtidaju tvar diskrétnych
uloh optimélneho riadenia s diskontnym faktorom na nekoneénom c¢asovom horizonte.
Preto sa v prvom rade zamerdme na také tlohy, kde funkcia F'(z,u) bude nadobidat tvar
roznych funkcii uzitoc¢nosti.

Ak by boli tieto funkcie zhora ohrani¢ené, moézeme v ramci ich konvergencie aplikovat
Vety 1 a 2. Pri ekonomickych tlohdch to tak ale casto nebyva. Budeme teda analyzovat,
¢o sa stane s aplikdciou jednotlivych metdod v takomto pripade.

V knihe [6] sa dozvdeddme, ze dobré funkcia uzitocnosti spliia nasledujiicu vlastnost:

Definicia 8 (Konkavnost) - Hovorime, Ze funkcia f(x) je na konvexnej mnoZine X

konkdvna, ak pre kazdé 1,29 € X a a € (0,1) plati
af(x) + (1 —a)f(r2) < flaz + (1 — azg).

Konkavnost ndm navyse zarucuje, ze podmienka prvého rddu pre extrém funkcie, t.j. ze
derivécia funkcie v bode extrému je rovna nule, bude zaroven postacujicou podmienkou
pre nijdenia maxima.

Po dlhsej ivahe sme nakoniec zvolili nasledujice typy konkavnych funkeii:
A) Logaritmickd - F(z,u) = In (yx + u), kde v > 0
B) Exponencidlna - F(z,u) =1—~"% kde v > 0
C) Mocninova - F(x,u) = u”, kde v € (0, 1)
D) Kvadratickd - F(z,u) = —yz* — u?, kde v > 0

Prvé tri typy funkcif si navyse v u rasttice, ¢o je d'alia z vlastosti, ktori podla knihy
[6] dobré funkcie uzitocnosti spiﬁajfl. Tito vlastnost neskor vyuzijeme pri analytickej
aplikacii metody aproximaécie v priestore hodnotovych funkcii.

Vidime, ze posledna z funkcii - kvadraticka funkcia nespiﬁa vlastnost rastiicosti. Do
zoznamu funkcii vSak bola zaradena najmé z toho dovodu, ze v zjednodusenom tvare
F(x,u) = —2* — u?, a pri hodnote diskontného faktora 3 = 1 bola uvedend ako priklad
2.22 v knihe [1].

Chceme sa poktsit ako o numerické, tak aj o analytické rieSenie tychto tiloh. Z tohoto
dovodu sa obmedzime na jednorozmerné tlohy, bez ohraniceni na riadenie. Samozrejme

pojde zaroven o ulohy s diskontnym faktorom na nekoneénom ¢asovom horizonte.
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Tiez sa obmedzime na linedrnu dynamiku, to znamena, ze vo vSetkych 1lohach bude
platit:

f(z,u) = axr — u,

kde « je konstanta, ktora spiﬁa a > 0.

4.1 Uloha OR s logaritmickou funkciou uzito€nosti

Zacneme teda s pripadom, kedy vynos zo systému pocitame pomocou funkcie:
F(x,u) =In(yz + u).

Ako uz bolo naznacené, funkcia F(x,u) je rastica v x aj v u. Tiez vidime, Ze sa
jedna o konkavnu funkciu, teda v tomto pripade péjde o dobrého kandidata na funkciu
uzitocnosti.

Mobzeme si v&imnit, Ze vyraz, ktory budeme v tejto tlohe optimalizovat, teda:
oo
Z B'In (v, + w;),
=0

je po odlogaritmovani rovny vyrazu

ﬁ (v + )™,
1=0

ktory mé tvar Cobb-Douglasovej funkcie uzito¢nosti s klesajicimi vynosmi z rozsahu'.
KedZe logaritmus je rastica funkcia, takito transformdcia hladanie maxima nepokazi.
Namiesto hladania maxima Cobb-Douglasovej funkcie teda mozeme hladat maximum
suctu logaritmov.

Tiez by sme mohli opét zdoraznit, Ze sa budeme zaoberat systémom s linedrnou dy-
namikou, to znamena, ze:

flz,u) =azx —u ,a>0.

Dalej sa zamerdame na pripad, kedy zacéiname v kladnom bode zy = a > 0 a pridéme
aj podmienku na koncovy stav limy_,. xx > 0. Vynechdme vSak ohranicenia na stav aj
spatnu vézbu.

Uloha optimalneho riadenia, ktorou sa budeme v tejto ¢asti zaoberat, bude teda na-

1Cobb-Douglasova funkcia mé klesajiice vynosy z rozsahu vtedy, ked je suma mocnin mensia nez éislo
jeden. Plati, ze 0 < 8 < 1, teda > oo B° = ﬁ < 1.
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dobudat tvar:

maxi B'In (yx; + ;) (43)
i=0
pri podmienkach
Tigr=ax; —u;, 1=0,1,..., (44)
ro=a>0, (45)
kh_)rgo x>0, (46)

pricom o >0, € (0,1) , v > 0.
Mobzeme si véimnit, ze ak dosadime v = 0, tak dostdvame priklad uvedeny v knihe

[1]. Teraz si ukazeme aplikdcie jednotlivych metéd spominanych v tretej kapitole na lohu
(43)-(46).

4.1.1 Metdda aproximdcie v priestore hodnotovych funkcii

Zacneme s metodou aproximacie v priestore hodnotovych funkcii. Tato metoda je v prvom

~ ’ . 7 . ~ . . ’ . . ~ 7 . b
rade urcend na numerické riesenie, no v tomto jednoduchom pripade ju je mozné aplikovat
aj analyticky.

Zvolime si teda pociatocnti iterdciu V' (©)(z) hodnotovej funkcie, napriklad ako:

VO (z) = { ’ ak 20 (47)

—00 ak £ < 0

Ide o rovnaki pociatoni iterdciu, aki si zvolili aj autori knihy [1]. Je to vhodnd volba
najmé s ohladom na podmienku (46).2

Dalsim krokom tejto metédy je ndjdenie riesenia rovnice:
vV (z) = arg max [In (v + u) + BV O (ax — u)]. (48)
ue

Vidime, ze In (yz + u) je rasticou funkciou vzhladom na u. Teda ¢im vécsie u zvolime,
tym bude hodnota tejto casti vyrazu vyssia. Na druhi stranu V© (ax —u) nadobtida svoje

maximum pre u < ax. Spojenim tychto dvoch poznatkov nam jednoznaéne vyplyva:
v (z) = ax.
Teraz tento vysledok dosadime do vyrazu:

V(z) = F(z,0" () + BVO(f(z, v (x)))
= In(yz + vV(@)) + BV (az — oD (2)).

2Prva cast vyrazu v hranatej zatvorke - In (yx 4+ u) - je rastticou funkciou vzhladom na u. Teda ak
by sme za V() (z) zvolili konstantni funkciu ako napriklad V(9 (z) = 0, vyslo by ndm v’ (z) = oo a
nasledne aj V(l)(x) = 00. Aj vSetky ostané iteracie by vyzerali takto a uviazli by sme tym na mftvom
bode.
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Dostévame:
VW (z) =In (yz + az) + VO (az — az)
—n[(y + )]

Jednoduchou tpravou tohto logaritmu dostaneme vyraz pre prvia iterdciu hodnotove;j

funkcie:
V(z) =Inz +1n(y + ). (49)

Prechddzame k druhej iterdcii. Zacneme vypoctom v®(z). Této funkcia musi spfﬁat’

rovnicu:
v?(z) = arg max [In (v +u) + BV (az — u)]. (50)
Ked dosadime (49) do (50), mame:
v (z) = arg max n(yz+u) + fln(ax —u) + Sln (v + ). (51)

V tomto momente vyuzijeme fakt, ze logaritmus je konkavna funkcia a na najdenie riesenia
rovnice (51) pouzijeme podmienku prvého rdadu pre mazimum funkcie. Vyraz v hranatej
zétvorke zderivujeme. Hodnota tejto derivacie vo v (x) potom bude rovné nule. Cize:

1 B

- —0,
v +v@(z)  ar—ov@(z)

Tento vyraz upravime. Najprv ho prendsobime oboma menovatelmi:
az —v®(z) = B (vo +vP(z)) =0,

potom roznasobime zatvorku a dame vsetky ¢leny s v®(z) na jednu stranu a zvysok na

druhu stranu:
v (@) + pu®(2) = ax - By,

Obe strany predelime (1 4 /) a dostaneme:

(2) _Oé_ﬂV
02@%’1+6

x.

Pomocou tohto vyrdtame V() ako:
VO (x) = Fz,0? () + BV (f(z, 0% (2))),

V3 (z) =1In (’ym+ a—57x> + fln (om:— Oé_ﬁyx) + In(y+ «),

1+ 1+
V®(z)=1In (—zigx> + G1In (—5(17:;):6) + fn (v + a),
VO(z)=(1+pF)Inz+ (1+ﬁ)ln11—g +AInpg+ Bln(y+ ).
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Este si ukdZzeme jednu d'alsiu iteraciu:
v (z) = arg max [In (vz 4+ u) + BV (ax — )],
ue

v®(z) = arg max In (yx 4+ u) + B(1 + B) In (ax — u)

(52)
+B(1+5)lnzig In(y+a)+ A npj|.
Z vyrazu (52) mozeme kludne odstrénit cleny 5(1 + 3)In Hg f%In(y+ a) a %Ins. Su

to konstanty a ich vynechanie vysledok nezmeni. Teda riesime:
v®(z) = arg max In (yz +w) + B(1+ B) In (ax — u)]
ue
= argmax |In [In (vz 4+ u) + (B + 5%) In (az — u)]

Opit vyuzijeme podmienku prvého rddu pre maximum funkcie. Dostaneme:

1 B+

yr+v®(z)  ar—vB(x) =0
Vyjadrime si v®(z):
@)y &~ B+ 6%y
RS Sy
a nasledne vypocitame V& (z) :
—(p+p —(B+5
V() =In {’y:c + al—ifﬁ +62>7x] + 4 {(1 + ) In (ax — al—iﬁ +62)7x)
HL+ A TS 4 Ay + )+ ).

Roznasobime, upravime vyrazy v logaritmoch a dostaneme:

YR S (ﬁ+52)(7+a)}
V3(x)_ln(1+6+621’)+(ﬂ+52)1n[ T 51 x

+(B+ )T + Bl (y+a) + F*Inf.

+ 5
Vyuzitim poznatku o tom, ze logaritmus sucinu je rovny suctu logaritmov tento vyraz

upravime na:

VO (2) :lnx+ln< Yo ) +(B+ ) Inz+ (B+5)In (“—0‘)

1+8+3 1+ 8+ 32

—l—(ﬁ+52)ln(ﬁ+52)+(5+52)lnﬁ—g+ﬁ2ln(”y+oz)+621nﬁ.

Spocitame logaritmy v prvom riadku a rozdelime tie v druhom:

_rta
1+ B+ (2

+(B+8)InB+ (B+5°)In(1+8)— (6+ %) In(1+5)
+(B+8)In(y+a)+ 5 In(y+a)+ F1ng.

VO (2) =(1+ 8+ ) Inz+(1+ B+ 6%)In
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Este zratame posledné dva riadky a dostavame:
_ata
1+ B+ 2

+(B+28°)In(y+a)+ (B+25°) Ing.

VO ()= (1+ 8+ ) Inz+ (1+ B+ 5%)n

Zaciname mat dobrii predstavu, ako sa budi vyvijat funkcie v®(z) a V@ (x) pre

nasledujice iteracie. Pomocou matematickej indukcie sa dé ukézat, Ze pre ¢ > 2 bude:

Wy =B+ + .+
V(@) = 1+B8+.. +p1

V@) =148+ ..+ Hnz+1+F+...+ 5 )n

(53)

Y+«
14+p8+..+ 51

+(B+28+. .+ G- NIn(y+a)+(B+28°+ ...+ (i— 1)) ng.

Urobime limitu pre ¢ idice do nekonecna a dostaneme vysledny tvar funkcie spétne;j

(54)

vizby:3

v(e) = lim v (2) = (a—af ~ By, (55)

1—00

a takisto aj hodnotovi funkciu:

V(x) = lim V()

1 E B
=1 Blnm—i— 1_ﬂln[(W—Fa)(l—ﬁ)]+mln(7+a)+ (L Inj3. (56)
Rovnicu (56) upravime rozdelenim logaritmu v druhom scitanci:
1 1 1
\/(:)3):1_511(135jL 1—5+(1—ﬁ5) ln(7+a)+ml n(1 ﬁ)%—(l_ﬁﬁ) In g,

a nakoniec zratame vyraz v hranatej zatvorke. Dostaneme vysledny tvar hodnotovej fun-
kcie V' (z):
V(z) = ! lnx—l-;hq(v%—oz)—i—L b
=g T a—pp =5 a-9e
Analyticky sme teda vypocitali hodnotovi funkciu V' (z) a funkciu spétnej vazby v(z).

In(l—B)+———Ip. (57

Ako uz bolo spominané, tato metoda je vSak urc¢end predovsetkym pre numerické rieSenie.

Tu prichddza na rad vypoctova technika. Metédu aproximacie v priestore hodnotovych
funkcii sme aplikovali aj numericky, v programe MATLAB. Na Obr. 1 je preto uvedeny
graficky vystup tohto programu. Na konci diplomovej prace je k dispozicii zdrojovy kod.

Hodnoty parametrov «, § a v boli zvolené ako:

a=0.,
£ =0.9,
v =1

3Vidime, ze mame splnenti podmienku (46), pretoze ;11 = ax —u = (a—a+af+ay)r = (af+ay)z

a vyraz af + a7y je kladny.
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Obr. 1: Aproximécia V®(z) v priestore hodnotovych funkcif - Logaritmickd funkcia

Za VO (x) pre numericky vypocet sme volili V) (x) z analytického riegenia, teda:
VO(z) =Inz +1n(y + ).

Iteracie 1, 10, 20, 50, 100 a 1000 st v tomto poradi oznacené farbami: ¢ervend, magenta,
71t4, zelend, cyan a modrd. Poslednou viditelnou je zelend, farbu cyan by bolo mozné vidiet
len pri velkom pribliZzeni. Modri nie je od ¢iernej rozoznat ani pri najvysSom moznom
priblizeni, ktoré ndm program Matlab pontka.

Ciernou farbou je potom na obrazku znézorneny priebeh funkcie V(z), ktord nam vysla
pri analytickom vypocte. MoZeme si vSimnut, Ze numerické rieSenie k nami spocitanému

rieSeniu naozaj konverguje.

4.1.2 Metdédou aproximdacie v priestore spatnych vazieb

Aj tato metdda je v prvom rade urcend na numerické rieSenie, my sa ju vSak najprv
pokisime vyriesit analyticky. Pri tejto metéde najprv zvolime pociatoéni iterdciu funkcie
spatnej vézby, napriklad:

v (z) = (a — 1)z.
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Takiito funkeciu v(®) (x) sme zvolili preto, aby sme si zjednodusili nasledujtici krok - vypocet

funkcie V) (z). T vypocitame ako riesenie rovnice (39), teda:
VO(2) = Fa, 0 (2)) + BVO (f (2,00 (2))).
Ked dosadime prislusne funkcie f, F' a v(?), dostaneme:
V(z) =In[yz + (o — D] + VY (az — (a — 1)z),

) sa nam tento krok zjednodusil na vypocet rovnice:

a vd'aka vhodne zvolenej funkcii v

VO (z) =In[yz + (o — D)z] + BV ().

Po jednoduchej uprave dostavame:

V() = In[(y+a—1)x].

1
1-p
Thto funkciu potom dosadime do:

00 () = argmax {F(z,u) + BV (f (2, u))},

spolu s funkciami f a F' a dostaneme:

1
v (z) = arg max {ln [yz + u] + 61 5 In[{(y+a—1)(ax — u)]}
ue —
Z podmienky prvého radu pre maximum funkcie mame:
1 I6] 1

=0.

v+ oD (z)  1-faz—oD(z)
Oba séitance vyndsobime menovatelmi:
(1—B)(ax — vV (x)) = fyz — poW(z) =0,
a nasledne vyjadrime v (z):
(@) = (a - af - fy)z.
Pomocou v(Y)(z) potom mozeme vyratat d'aldiu iterdciu hodnotovej funkcie z rovnice:
V& (2) = F(z, 0% (2)) + BV (f (2,0 (2))),

teda:
VO (z) =In[yz + (@ — aB — By)z] + BV (az — (o — af — Bv)a),

¢o je mozné upravit na:
VE(z) = Inf(a+ )1 = B)z] + BV ((a + 7)), (58)
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Funkciu V@ (z) potom mozeme riesit opit bud numericky, alebo analyticky, pomocou
metddy neurcitych koeficientov. Hodnotova funkcia v tejto iteracii bude pravdepodobne

nadobudat tvar:
VO (z) =clnz +d, (59)

kde ¢ a d st koeficienty, ktorych hodnotu sa teraz pokisime najst. Vyraz (59) dosadime
do (58):
clnz+d=In[(a+7v)(1—pB)x] + peln[(a + 7v)5z] + Bd.

Upravime pravi stranu:
chz+d=Inzr+In(a+~)+In(l—p8)+ Bclnz+ Beln(a+v) + Beln 8+ fGd,
a stitance preusporiadame:
clnz+d=(1+Bc)lnx+ (1+ Be)ln(a+7)+1In(1—B) + Bcln B+ Bd.

Aby boli vyrazy na pravej a lavej strane rovnaké pre vietky x, mus{ pre koeficienty ¢ a d

platit:
c=1+ e, (60)
a
d=(14pc)In(a+v)+1In(l —p) + Selnf + Bd.. (61)
7 (60) vyjadrime c: 1
=15 (62)
a dosadime ho do (61):
d= {1+ﬂﬁ] ln(a—l—’y)—f—ln(l—ﬂ)—I—Bliﬁlnﬁ—i—ﬁd.
7 tohto uz polahky vyjadrime druhy koeficient:
o)+ =) + (63)

Nésledne dosadime koeficienty ¢ a d z rovnic (62) a (63) do rovnice (59):

VO (z)=clnz+d

1 1

Teraz mozeme pristiipit k vypoctu funkcie v (z):

1—

v (2) = arg max {ln (yx +u)+ 5 In (ax — u)

1
1-p
Ing +

ln(a+’y)+1iﬁln(1—ﬁ)}}.

3 1
(1—-3)? (1—-5)?
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Opit pouzijeme podmienku prvého rddu pre maximum funkcie. Plati:

1 3 1

- — 0.
yr+ov@(z) 1-—pFar—v@(z)

Ked si z tejto rovnice vyjadrime v(® (z), tak vidime, ze plati:
v@(@) = (a = af — fy)z = v(2).
Teda druh4 iterdcia funkcie v (z) je rovnaké ako prva. Z toho je jasné, ze aj:

VO (z) = V3 (2)

_ 1 1 p
—mlnx—l—mln(a—l—W)‘l' m

Je logické, 7e aj vietky dalsie iterdcie funkcii v (x) a V@ (x) budi rovné funkciam v™ ()
a V@ (x), a teda aj:

In(1-2p)+ Ing.

1-p

v(z) = (@ —af = fy)z. (64)

- 1 1 1 15}
—mlnx—i—mln(a—i—”y)—i—mln(l—ﬁ)ijlnﬁ. (65)

Mbzeme si v&imnit, Ze funkcie v(z) a V(z), ktoré ndm dala metéda aproximdcie v pries-

V(x)

tore spatnych vézieb (vyrazy (64) a (65) ) si rovnaké ako funkcie v(z) a V(z), ktoré
nam dala metéda aproximdcie v priestore hodnotovych funkeii (vyrazy (55) a (57) ). Obe

aproximacné metddy teda dali rovnaky vysledok.

Na obrazku 2 méZeme pozorovat numericky priebeh tejto aproximaénej metédy. Hodnoty

parametrov «, 3 a v boli opit zvolené ako:

Za nulti ierdciu funkcie spitnej vizby v(¥ () pre numericky vypocet sme volili:
vO(z) =a —1,

¢o je to isté, ako v pripade analytického riesenia.
Pri numerickej aplikacii metody aproximacie v priestore spatnych vézieb je nutné
v kazdej iterdcii urobit numericky odhad funkcie V(@ (z). Této numerické aproximécia

prebieha vo vnorenom cykle. Pocitame:

Vily(@) = Fla.o® (@) + 8V (ax = 9 (2),
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Obr. 2: Aproximécia V@ (x) v priestore spitnych vizieb - Logaritmicka funkcia

pricom nultu iteraciu hodnotovej funkcie sme zvolili ako:

Iterdcie 1, 10, 20, 50, 100 a 1000 st v tomto poradi opif oznacené farbami: ¢ervena,
magenta, zltd, zelend, cyan a modrd. Aj na obrazku 2 je poslednou viditelnou je zelena.
Cyan a modra splyvaju s ¢iernou, resp. si nou v tejto mierke prekryté.

Ciernou farbou je opét zndzorneny priebeh funkcie V(z), ktord ndm vysla pri ana-
lytickom vypocte. MoZzeme si vSimnut, Ze numerické rieSenie k numericky spocitanému

rieSeniu naozaj konverguje.

4.1.3 Metdda neurcitych koeficientov aplikovana na hodnotovi funkciu

Uz po par iteraciach metédy aproximacie v priestore hodnotovych funkcif vidime, ze kazda
z nich mé tvar konstanta ¢islo 1 krét logaritmus plus konstanta dva. RieSenie teda hladdme

v tvare:

V(z)=clnzx+d. (66)

Vyraz (66) dosadime do rovnice (41):

clnx—i—d:meaﬂg[ln(fyx—l—u)+ﬁ(cln(ax—u)—|—d)], (67)
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a skisime néjst také konstanty c, d, ktoré ju spiﬁajfl pre kazdé x. Z podmienky prvého
radu pre maximalizaciu funkcie na pravej strane mame:

1 Be
yr+ou(r) ar—uv(x)

Z tohoto vyrazu vyjadrime v(x) ako:

U(l’) _ (a — 766)‘%

1+Bc (68)

a dosadime do rovnice (67). Dostdvame:

clhx +d= ln(vx—i—%)—i—ﬁ[cln(am—%)—i—d}

- a4y (a4 )Bc
= In (1 n /ch) + Beln {Tﬁcx} + Bd
(a+7)Bc

o+
1 1
1+ﬁc+ﬁc nz + fcln 1T o

= (14 fc)lnzx+1n 101:_;0 —|—ﬂcln(al—:_—vﬁ)fc

Chceme, aby tdto rovnica platila pre vietky x. Preto musi platit:

= Ilnz+1In

+ Bd

+ Bd

c= 1+ fc (69)

o+ 4 Beln (a+7)Bc

d= 1
nl—i—ﬂc 14 Be

+4d. (70)

Z rovnice (69) si vieme vyjadrit:

1
c= —
1-p

a to potom dosadime do rovnice (70) a dostaneme:

a+y 1 (OH‘V)Bﬁ

n + In
1+ 8135 1-4 1+ B35

=In[(a+7)(1 — )] + T2 In[(a+)8] + 5

d=1

+ Bd

1-p
s
1-p

In 3+ Ad.

:ln(a—|—7)+ln(1—ﬂ)+1fﬁln(a+7)+ Injg+ Bd

:1iﬁln(a+7)+ln(1—ﬂ)+lfﬁ

Od pravej aj od Tavej strany odpocitame Sd:

p

(1-pB)d= ! 1n(a+7)+ln(1—ﬂ)+1_ﬁ

1-p

In 3,
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a nasledne predelime (1 — fd):

L 1n(a+v)+1n(1—5)+1f6

dzl—ﬁ 1-5

Roznasobenim zatvorky na pravej strane potom dostavame:

Ing|.

_ 1 1 s

Ak teraz dosadime vyrazy (69) a (71) do vyrazu (66), tak dostaneme:
s

V(z) :Llnx—l—;ln(a—i-v)—l—;ln(l—ﬂ)—k—lnﬁ.

1-53 (1-p)? 1-p (1-p)?
Vysla ndm teda rovnaka hodnotova funkcia ako v predoslych dvoch metédach.

Rovnako nam po dosadeni vyrazu (69) do vyrazu (68) dostavame:

(0 = yB1ig)e
1+ 85

v(r) =
¢o nam po uprave pravej strany dava:

v(@) = (@ — af — By)z.

To je opét ta istd funkcia spétnej viizby, aka vysla v predoslych dvoch metédach.

Zatial ndm vsetky tri metédy dali rovnaky vysledok.

4.1.4 Metdda neurditych koeficientov aplikovana na spatni vazbu

(71)

(73)

Poslednou metédou bude metéda neurcitych koeficientov aplikovand na spétnu véazbu.

Pri tejto metéde potrebujeme mat predstavu o tom, v akom tvare bude vysledna funkcia

spitnej vizby. KedZe méme systém s linedrnou dynamikou, d4 sa ocakdvat to, Ze aj

funkcia spétnej viizby bude linedrna. Budeme hladat také rieSenie tilohy (43)-(46), aby

spatna vizba mala tvar:

v(x) = Cu.
Toto riesenie mus spliiaf rovnicu (42), teda:
Cz = arg max [In [yz + u) + BV (ax — u)).

7 podmienky prvého radu pre maximum funkcie dostavame:

1
YT+ u

— BV (ax — u) = 0.
Toto musi byt splnené pre u = Cx, teda:

m —BV((a - C)z) = 0.
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Ak teraz urobfme substiticiu (a — C)z = y, respektive v = ¥~ dostaneme:

S V) =0,

Zlomok dame na pravu stranu a predelime —f:

oy a=C
i e

Ked vyriesime tito diferencidlnu rovnicu, dostévame:

V(y) =

Vieme, ze pre funkciu V' (z) plati:

a —

C
G D (75)

V(z) =In(yzx +u) + BV (az — u). (76)

Ak za V(x) dosadime funkciu z (75) a za u dosadime (74), dostavame:

a—C - C
Inzx+ D =In(yr+ Czx) + f——<In(ax — Cx) + 5D.
B+ ) (0 +02) + fge gy miee = O
Lavi stranu tejto rovnice upravime rozdelenim logaritmov sti¢inu na stcéet logaritmov:
a—C a—C - C
Inx+D=Inhz+In(y+C Inx + In(a—C)+ 8D,
5+ 0) OOt E g g e O
a sc¢itame koeficienty pri In x:
a—C + v a—C
lnx—i—D— Inz+In(y+C)+ In(a—C)+D.
B+0C) 7+C ( ) (v+0C) ( )
T4to rovnica musi platit pre vietky z, teda musi platit:
a—C o+
_ 7 7
510 410 "
a—C
D=I(y+C)+ ——In(a—-C)+3D. 78
(1+C)+ g e =C) (73)
Z (77) vyjadrime konstantu C"
a—C oty
ﬁ - )
o~ C=af+5,
C=a—-af—py. (79)

Vyraz (79) dosadime do vyrazu (78):
a—a+af+ By n

D=ln(y+a=af =)+ o

(0 — o+ af + Bv) + BD,

D=l +a)(1- o+ D+ ) + 5D,

B B
Dzln(1—5)+ln(7+a)+1_ﬁ1n(7+a)+1_51n[(7+0¢)ﬁ]+6D,
D=In(1-p)+ 1_61n(7+a)+lfﬁln[(7+a)5]+ﬁD.
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7, oboch stran odpoc¢itame SD a pravu stranu trochu preusporiadame:

(1—5)D:1iﬁln('y~l—a)+ln(1—5)+1fﬁ

In{(y +a)A].

Predelime 1 — 3 :

P ~Inf, (80)

DZ%ID(’Y—FO&)—F W

(1—-5)

a dostavame vyjadreny koeficient D.

1
1_6111(1—@—1-

Vyraz (79) dosadime do (74) a dostdvame optimélnu spiatnu vézbu:

v(z) = (@ —af = py). (81)

Dosadenim oboch koeficientov C' a D z vyrazov (79) a (80) do rovnice (75) dostavame

hodnotovi funkciu V (z):

_a—a+af+ By 1
V(x)_ﬁ(wra—aﬁ—ﬁv) et gy

_ (a+7)p - 1 1 o )
_5(a+7)(1—ﬁ)1 +(1_5)2 1_51 (1 ﬁ)+—<1—5)21 B
5

:—1_51nx+—(1_ﬁ)21n(7+a)+mln(l—ﬁ)+m1n5' (82)

Opét ndm vysla rovnakd hodnotovd funkcia i spitnd vizbe ako v predchddzajicich

B
(1-p)?
B

In(y+a)+

In(1-75)+

1
=5 In g

In(y+a)+

troch metddach. Vsetky Styri metédy nam teda dali rovnaky vysledok.

Dosadenim v = 0 navyse dostdvame riesenie ulohy 2.20 z knihy [1].
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4.2 Uloha OR s exponencidlnou funkciou uzitonosti

V poradi druhou zvolenou funkciou je exponencialna funkcia tvaru:
F(r,u)=1—~7",

kde v je kladné konStanta, rozna od nuly, ¢asto rovnd Eulerovmu ¢islu.
Ako uz bolo spomenuté, aj v tomto pripade zostaneme pri linearnej dynamike systému,
teda:

flx,u) = ax — u,

s trochu odlisnymi poZiadavkami na konstantu a.. Kvoli d'alsim vypoctom budeme pozadovat
a> 1.

Ak si to zhrnieme, tak budeme riesit tlohu optimélneho riadenia v tvare:

maxz 11—~ (83)
=0
pri podmienkach
Titr1 = OT; — U, 1= 0, 1, ) (84)
ro=a > 0, (85)

s konstantami « > 1, § € (0,1), v > 0,y # 1.

4.2.1 Metdda aproximacie v priestore hodnotovych funkcii

Opit zaéneme metédou aproximdcie v priestore hodnotovych funkeii. Aj v tomto pripade
je mozné tito metédu aplikovat analyticky, preto si teraz jej analytické rieenie uvedieme.
Zacneme volbou V(O (z). Mdzeme pouzit rovnakii zaciatocéni funkeiu ako pri logarit-

mickej funkcii, teda:

0 ak x>0
—00 ak z < 0

Vypocitame teda prvu iteraciu funkcie spatnej vézby:
v (z) = arg max [1-77"+ BV O (ax — )]
ue

Funkcia 1 — 7% je vzhladom na u rastica, preto budeme volit najvicsie mozné u tak,

aby V) (az — u) = 0. Z toho ndm vychadza:

v (z) = ax.
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Teraz vypocitame V) (z) ako:

VO (z) =1 =7 4 gV O (az — D (z))
=1—7 4+ 8V (ar — az)
Tento vyraz pouzijeme pre vypocitanie nasledujicej iteracie funkcie spatnej vézby:
@) () = AU e)) _
v () argrgealg{l Y+ BV (ax — )}

= arg I{}gﬂg {1 _ fy_u + ﬂ _ 6,7—a(aac—u)}'

7 podmienky prvého radu pre maximalizaciu funkcie dostavame:

NE)

@) In~ — afy~ @@ 4 = 0,

7 tejto rovnice vyjadrime v (z):

o? 1

v@ _ 1
(z) = l+a 1+a 08, O,

a dopoc¢itame hodnotovi funkciu:
VO(r) =1 7—1‘1—2&%1%0[10% o 43 B/yfa(axfl‘j‘r—iawrﬁlogv aB)
—1— 7*1‘%”1%1% af 43 ﬂyf%f*ﬁlogv o
Vyuzijeme vzfah y = a'°%¥ a hodnotovii funkciu este upravime:
VO (@) = 1=y e (aB) T + § - fy " (o) T
=14 f - T [(aﬁ)ﬁ + 6 (ap) 7]
=1+~ [(ap) ™ + 8 ()]
= 14+ 6~ o (aB) ™ [14 5 (af) ]
:1+ﬁ—7_1+ax(aﬁ) (1+ah).

Pokracujem dalej, vypoctom tretej iterdcie funkcie spétnej vizby:

v®(z) = arg max [1-97"+ BV (az — u)]
ue
1 2
= argmaﬁ( |:1 — ,Y—u +/6+62 _ B(aﬁ)m (1 + Oé_1> v 1+a(o¢;c u)]7
ue
za pomoci podmienky prvého rddu pre maximum funkcie, podla ktorej plati:

2

1+«

—_(3) ()

aQ -
Iny — B(aB)Ts (1+a™t)y fraCevP@ yy — g,
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7 tohto vztahu vyjadrime v® (z):

o’ 2+«
1—|—oz—|—042 S 1l+a+a?

o) =

log, af.
Nésledne vypocitame hodnotova funkciu:
Q3 (o]
148 ()= 1-— fm”ﬁw log, a8
02 1 1
LB+ B — By T e i 196 99) (a8 (14 o)

Vyraz upravime roznasobenim zatvorky:

3 24«

V(3) (ZL’) = 1- f}/i 1+g+oc (Q{ﬁ) 1+a+a?

—2a2—a3

) _a® ata® T — - -1
+ B+ 8% — By Hetrara2® (off) (Fatrera?) (af)THe (1+a7t),
roznasobenim a séitanim zlomkov:

a3 24«

V(3) ($) = 1-— 7_ I+ata? (Oé,@) ITtata?

1+a+o¢ —2« 7(13

G 57—1+3+a (af) Troarara?) (14 a71),

séitanfm vyrazu 1+ a + a? — 202 — o3 :

a3 24«

V(3) (SE’) = 1 — ’)/_m (a/@) 1+ata2

1+a— a2 7043

b BB = Gy )R (14a7Y),

a jeho rozlozenim na sucin dvoch zéatvoriek:

a3 +o¢

(14a)(1—a?)

F B+ B — By T ()Tt (14 a7

Vykratime, pripo¢itame a odpocitame v menovateli vyraz a + 1 :
_ a3 2+a
V(g) (.’L‘) = 11— ¥ 1+a+a? (O.//B) 1+ata?

1—a2—a—1+a+1

F BB — By e (af) T (1hat),
a nasledne tento zlomok rozdelime:

3 9 3 2+o

VO(2) = 11— Gesa® (af)esa? + B+ §2 — By er” (af)Trere? ! (14a71).

Prehodime poradie jednotlivych ¢lenov sictu a rovnaké vyrazy vyjmeme pred zatvorku:
o3
VO (2) =1+ B+ 2 — 7 Trara2” (af) Tare? [14 8 (af) ' (1+a7)].
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Vyraz v hranatej zatvorke spocitame:

2

Dt3 [e]
VO(r) = 14 B+ f2 — 7 or?” (af)Toe? (14 a7 +a7),

a dostavame tym konecné vyjadrenie tretej iteracie hodnotovej funkcie.

D4 sa ukézat, Ze i-ta iterdcia funkcie spitnej vizby pre i > 2 bude mat tvar:

o (i—1)+@G—2)a+..+a2
= - xr — -
l+a+..+ai! 1+a+ .. +att

v ()

log, af3, (86)
a i-ta iterdcia hodnotovej funkcie bude mat tvar:

VOz)y= (1+B8+..+57Y

i (i—1)+(—2)a+...+at 2

. (87)
— 4 THatetai 1Y (qff) Ttat.tai-l (1 Toate 4 a—(i—l)) )

Ostdva nam spocitat limity vyrazov (86) a (87) pre i idice do nekoneéna. Dostdvame

spatnu vézbu:

v(z) = lim vV (z) =(a — 1)z — ! . log, af3, (88)

1—>00 o —

a hodnotovu funkciu:

Vi) = Jim VO(a) == = = (aB) =7 77" (59)
Na obrdzku 3 mozeme pozorovat numericky priebeh tejto aproximacnej metédy, pri
konstantach:
=138,
=0.9,
v=2

Zacinali sme s:

¢o je t4 ista funkcia ako V™) (x) pri analytickom riegeni.
V (z) na obrazku znazoriuje analytické riesenie tejto met6édy. Opét si mozem vSimnit,
ze numerické riesenie naozaj konverguje k analytickému. i = 50 je eSte na farebnom

obrazku mozno odlisit od funkcie V(z), vyssie iterdcie s nou uz vsak splyvaju.
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Obr. 3: Aproximécia V@ (z) v priestore hodnotovych funkeif - Exponencidlna funkcia

4.2.2 Metdédou aproximdcie v priestore spatnych vazieb

Tuito metédu uz analyticky pocitat nebudeme, vyriesime ju len numericky. Numericky

priebeh tejto aproximacnej metddy pri konstantach:

a =138,
8 =0.9,
V=4

moZeme pozorovat na obrazku 4. Pociatocnt iterdciu funkcie spitnej vizby sme pri tom

volili ako:
v (z) =(a — 1)z

Cierna €iara, oznacend ako V(z), opit znézoriuje analytické rieSenie metédy aproximécie
v priestore hodnotovych funkcii. Metdéda aproximécie v priestore spéatnych vézieb nam
konverguje k tomuto rieseniu.Aj v tomto pripade je i = 50 eSte na farebnom obrazku

mozno odligit od V(x), vyssie iterdcie s fiou uz vsak opét splyvaju.

33



— =1
—— =10 ]
=20
=500
=100 ||
—— i=1000 ||
Vi)l
5_ .
4L i
3_ .
2_ -
1_
|:| | | | | | 1 | | |

Obr. 4: Aproximécia V@ () v priestore spitnych vizieb - Exponencidlna funkcia

4.2.3 Metdda neurditych koeficientov aplikovana na hodnotovdi funkciu

U ’ o o .
Hladdme rieSenie v tvare:

V(z) =b—cy ™. (90)

Skiisime ndjst také konstanty c, d, aby platilo:

b—cy ¥ = max [1 -7y "+ 5b— ﬂca’d(o‘z’“)].

7 podmienky prvého radu pre maximalizdciu funkcie na pravej strane méame:

7@ Iy — Bedy~ U@ 1 4 = 0.

Z tejto rovnice vyjadrime funkciu spétnej vazby ako:

_da . log,, Bed
144 14+d

v(x) (91)

Dosadime do rovnice:

h— C’Yﬁdw —1— /va(m) + Bb . ﬁcafd(a:pfv(m)).
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a dostavame:

log,Y Bed

2&
bh— c,y—da: - 1- 77%1+W + Bb o 6C/Vfdax+il+7dz

log,y Bed d log,y Bed

= LH%—vﬁ%xhlw + Bey” 1w

= 1+ b= [(Bed) T+ fe(Bed) ]

= 1+8b— fy_f%x(ﬁcd)l%d (1+d").

Chceme, aby tdto rovnica platila pre vietky x. Preto musi platit:

b= 1+ 8b
c= (Bed)Ta (14d71),

.

1+d
Z rovnic (92) a (94) vieme polahky vyjadrit koeficienty b a d:
1

b= =g
d= a-—1

Vyraz (96) potom dosadime do (93) a vyjadrime koeficient c:
c= [Be(a—1)]F (1+(a—1)7"),

b= a1 (14 ),

|

d log.y Bed

1+d

1 1 « a-1
174 - — 1)1 —(a—1)z
@)= =5 - o= 017 (755) s
1 1 Q ot
= — a—1 —_ ]_ a—1 —(Oé—l):t
- fet(a—1) (a_1> v
a—1+1
_ ; . ﬁ o ol — (a—1)z
1-p5 (v —1)a~1 a1
I+
L e
1-p (v —1)a-1
1 1 «
- - P —(a—1)z
- (Ba) —

(97)



Ak trochu preusporiadame ¢leny v tomto vyraze, dostavame:

L (ag)a e (98)

Vi) =1—=5 - 51

Téato hodnotova funkcia je rovnaka, akd ndm dala metéda aproximacie v priestore hod-
notovych funkcii.

Taktiez mozeme spocitat funkciu spétnej viizby dosadenim (95), (96) a (97) do rovnice
(91):

@=1a__ 18 {818 - D17 ()" (- 1)}

Y

v(x) =

= l14+a—-1 e
(0= 1) log, [ (0~ ) ant ]
U(x) ) “ o (07 ’

a—1+1 a—l1+1—a ey }

1 r _a_
v(z) =(a— 1)z — o log,, _ﬁ o (a—1) o1 qo 1],

v(zr) = (a— 1)z — élogv :Bﬁ(a - l)oaﬁ],

o(w) = (0 = 1) — = log, [(Ba)1],
a—1

log, ap. (99)

v(zr) = (a— 1)z — é log., af3,

v(z) =(a— 1)z —

a—1
Aj spétna vézba je rovnaka ako td, ktori nam dala metdéda aproximécie v priestore hod-
notovych funkcii.
4.2.4 Metdda neurditych koeficientov aplikovana na spatni vazbu
Budeme hladat také rieSenie, aby spitnd vizba mala tvar:
v(z) = Cz — D. (100)
Toto rieSenie musi spiﬁat’:
Cr— D = arg max [+ BV (az — u)].
Z podmienky prvého radu pre maximum funkcie dostdvame:
Y@ Iny — BV (ax — v(z)) = 0.
Toto musi byt splnené pre v(x) = Cz — D, teda:
7= PIny — BV'(ax — Cz + D) = 0.

Ak teraz urobime substiticiu (o — C)x — D = y, dostaneme:

—Cy+aD

Y e=¢ Iny — BV'(y) = 0.
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Iny zépis: |
n7y =Cytab
Vi(y) = 77 a=¢

Ked vyriesime tito diferencidlnu rovnicu, dostdvame:

o — C —Cy+aD

Viy) =— cg VO B. (101)
Vieme, ze pre funkciu V' (z) plati:
Vi) =1—7"4+pBV(ax — u). (102)

Ak za V(x) dosadime funkciu z (102) a za u dosadime (100), dostavame:

o — C —Cz+aD o — C —C(axz—Cz+D)+aD
_ o 4+ B=1—~CrteD  gp _ - ac
a5 ) + g +BB - -7 57
Upravami lavej strany tejto rovnice dostdvame:
a—C —cetap (6
a5 ) + B o
T4to rovnica musi platit pre vetky z, teda musi platit:
B=1-§B, (103)
C
O = 104
a—C’ (104)
a—C apn DO
a—C — — 105
cs " TG (105)
Z (103) a(104) vyjadrime koeficienty:
B— ! (106)
=1"5
C=a-—1. (107)
C potom dosadime do (105) a vyjadrime koeficient D:
a—a+1 ap . p_ O
(a—1)3 7 T a1
1 aD _ D @
(a—l)ﬂ7 A
ap-p _ (la—1)p
,y - )
a—1
AP = o,
1
D=— 1 log, af3. (108)
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Koeficienty B, C', D vyjadrené rovnicami (106), (107) a (108) nasledne vyuzijeme pri

vypocte hodnototvej funkcie, ktord mame dant rovnicou (101):

V(r) = —%M“”Zﬁ?sﬁg L ﬁ |
V(z) = —my—w—mwm& o | ﬁ
Vi) =~ e g
Vi) = e e
Vi) = iﬁl)ﬁ(aﬁ)all y~laDa 1% |
Viz) = ——% _(af)aTyee g 1

Ak este prehodime poradie sc¢itancov v poslednom vyraze:

_ 1 . a ﬁ —(a—1)z

dostaneme rovnaky tvar hodnotovej funkcie ako v metéde aproximacie v priestore hodno-

V(x)

tovych funkcii.
Dosadenim koeficientov C', D z rovnic (107) a (108) do (100) zase dostdvame:

v(z) =(a— 1)z —

—— log, (110)

¢o je rovnakd funkcia spitnej vizby, akd nam vysla v metéde aproximécie v priestore

hodnotovych funkcii.
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4.3 Uloha OR s mocninovou funkciou uZito¢nosti
Prechadzame k d’alsiemu typu ulohy. Vynos zo systému budeme poéitat pomocou funkcie:
F(z,u)=u" |

kde 0 < p < 1. Aj tato funkcia je konkdvna, preto budeme moct pouzivat podmienku
prvého radu pre extrém funkcie ako podmienku prvého radu pre jej maximum.
Systém si nad’alej ponechdva linedrnu dynamiku, teda:

flz,u) =azx —u ,

pricom budeme pozadovat o > 0.

Riesime teda nasledujicu tlohu optimalneho riadenia:

maxz Bru?, (111)
i=0
pri podmienkach
Titr1 = OT; — U, , 7::0,17..., (112)
o =a >0, (113)

pricom a > 0, 5 € (0,1) ap € (0,1).

4.3.1 Metdda aproximacie v priestore hodnotovych funkcii

Budeme hladat numerické riesenie tejto metédy. Nultd iterdcia hodnotovej funkcie tvaru:

0 ak x>0
—00 ak x <0

by sa do programu dosadzala tazsie, preto znovu najprv vypocitame V1 (z) a tiito funkciu

potom pouzijeme ako nasu pociatocnt iterdciu. Najprv viak vypocitame v™(z) ako:
v (2) = argmax{F (v, u) + BV (f (x,u))}
ue
= arg max{u” + SV O (az — u)}.
u€R

KedZe je funkcia u? rastiica, tak budeme musiet volit ¢o najvicsie u, tak aby bol vyraz

ax — u nezaporny. Teda:
vW(z) = ax.
Pomocou toho potom vyratame V1) (z) ako:

VO(z) = F(z,0W(2)) + pVO(f(2,0" (2)))
= (ax)p + ﬂv(o)(al’ — om:)

= aPaP.
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Obr. 5: Aproximacia V®(z) v priestore hodnotovych funkcii - Mocninova funkcia

Thito funkciu sme pouzili ako V(®)(z) pri numerickom vyépote.

Numericky priebeh tejto aproximacnej metédy pri konstantach:

a=1.2,
B=0.9,
p=1/2,

moézeme pozorovat na obrazku 5. Pociatoéni iterdciu hodnotovej funkcie sme pri tom

volili ako:
VO () =afaP.

Cierna ¢iara, oznacend ako V (z), opit znazoriuje analytické riesenie metédy neurcitych
koeficientov aplikovanej na hodnotovi funkciu. Metoda aproximécie v priestore spatnych

vézieb ndm konverguje k tomuto rieseniu. Modré linka ¢« = 1000 na obréazku splyva s V (z).

4.3.2 Metdédou aproximdcie v priestore spatnych vazieb

Opit hladdme len numerické riegenie tejto metédy. Tentoraz sme za pociatocént iterdciu

funkcie spétnej vazby volili ako:

v (2) =a.
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Obr. 6: Aproximécia V' (x) v priestore spitnych vizieb - Mocninova funkcia

Ide o rovnaki funkciu, akou bola funkcia v(!)(z) v predvypocte predchadzajicej metédy.

Konstanty boli zvolené ako:

a=12,
B =0.9,
p=1/2.

V kazdej iterdcii 4 bolo tiez nutne volif nultd iterdciu funkcie V(g)) (x) pre vnoreny cyklus,
ktorym sa aproximovala funkcia V(). Pre nase potreby sme tiito funkciu vzdy volili
ako:

V(g)) (x) =0.

Priebeh tejto metdy mozeme pozorovat na obrazku 6.
V(x) tentoraz znazornuje analytické riesenie pomocou metédy neurcitych koeficientov
aplikovanej na hodnotovu funkciu. Metéda aproximaécie v priestore spatnych véizieb nam

aj tentoraz konverguje k tomuto rieseniu. i = 1000 na obrdzku opét splyva s V().
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4.3.3 Metdda neurditych koeficientov aplikovana na hodnotovi funkciu

Hladéme riesenie v tvare:
V(z) = ca’. (114)

Sktsime najst taku konstantu c, aby platilo:
ca?l = max {uf + Be(ax — u)P}.
7 podmienky prvého radu pre maximalizaciu funkcie na pravej strane mame:
p(v(2))P~t — Bep(ax — v(x))P~t =0,
(v(2))"™" = Be(ax — v(x))"~,
v(@) = (B)7 (az — v(x)),

@) 1+ (Be)71

Dosadime vyrazy (117) a (115)do vzorcu V(z) = F(z,v(x))+ 5V (ax—v(z)) a dostdvame:

(115)

AU I COLST N _L]

L+ (o) L+ (Be)7T

_ I,p (BC)ﬁOfp - +ﬂC Olp : .
1+ (B)7T | 1+ (8077 |
B (ﬁC)HPIWPTﬁga”
1+ (80)7]

» Beal

= x

[1 + (Bc)*’ll]pl'

Chceme, aby tdto rovnica platila pre vietky x. Preto musi platit:

BeaP
[1 —- (ﬁC)pil]p_p
1+ @] = o,

1 p

1 1 _p_
1+ (ﬁc) p—1 — ﬁp—l ap-1,

-1
o= (st —1)"
1

= 3 (w%laﬁ - 1)1)1 . (116)

Konstantu ¢ z rovnice (116) dosadime do ( 117):

C =

V(z) = % (7rastr 1)’7_1 W (117)
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Dostali sme vSeobecné riesenie hodnotovej funkcie.

Dosadenim (116) do (115) dostavame funkciu spétnej vézby:

[ﬁ% (8770t - 1)} L

v(z) = -,

(Bp%loz% — 1) Qo
- 1 p

1+ prTart —1

(Bpljow%l — 1) !

BT QT

T,

4.3.4 Metdda neurditych koeficientov aplikovana na spatnid vazbu

Budeme hladaf také rieSenie, aby spitnd viizba mala tvar:
v(z) = Cr.

Toto riesenie musf spliiat:

Cx = arg max [u? + BV (ax — u)].
Z podmieno prvého radu pre maximum funkcie dostdvame:

p(o())"~ = BV (ax — v(z)) = 0.
Toto musi byt splnené pre v(z) = Cz, teda:

p(Cx)P~! — BV'(ax — Cx) = 0.

Ak teraz urobime substiticiu (a — C)x = y, dostaneme:

p(;2%) v o
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Z tejto rovnice vyjadrime V' (y):

/ _ l O o p—1
V(y)—pﬁ(a_(}) Y

Ked vyriesime tito diferencidlnu rovnicu, dostdvame:

=1 (%) v (120)

Vieme, ze pre funkciu V' (z) plati:
V(z) =uP + BV (ax — u).

Ak za V(x) dosadime funkciu z (120) a za u dosadime (119), dostavame:

<L)H (az — Cz)? + 3D.

1/ ¢ \"! 1
- p — p =
< > 2P+ D= (Cx)’+ 0 e

fla-C B

Upravami lavej strany tejto rovnice dostdvame:

1/ C \"!
e P

b \a—-C
1/ ¢ \"!
3 <a — C’) P+ D = [C’p + (o — C’)C’pfl} 2f + D,
1/ C \"!
3 ( C) +D=(C"+ aC?P™ — C?) a? + D, (121)
a —
p—1
% < OC) 2’ 4+ D = aCP 'a? + D.
o —
T4to rovnica musi platit pre vetky z, teda musi platit:
1/ C \"!
_ — p—1
3 (a—C) aCP™, (122)
D =pD. (123)
Z (123) vidime, ze:
D =0. (124)
Dalej upravime rovnicu (122):
1 cr!
— — p—1
Fla—op1
1 1 B
Bla—Cpr— "
% —(a—C),
(aﬁ)_plj = Q= C?
C=a—(af) 7. (125)



Koeficienty C, D z (124) a (125) dosadime do rovnice pre hodnotovi funkciu (120):

Prehodenim poradia a a 8 v poslednom vyraze dostaneme rocnaky tvar hodnotovej funkcie

ako v predchadzajicej metode.

V(z) = % (5;%1@% _ 1>p1 2P (126)

Ak este dosadime koeficient C' z vyrazu (124) do (119):

v(z) = [a — (aﬁ)fp%l} x, (127)

dostaneme ti istu spatnd vizbu ako v metdde neurcitych koeficientov aplikovanej na

hodnotovu funkciu .
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4.4 Uloha OR s kvadratickou funkciou uZito&nosti

Poslednym tvarom funkcie vynosu zo systému, ktorém sa budeme v tejto diplomovej praci

venovat, je kvadratickd funkcia tvaru:

F(z,u) = —y2® — u®

Tato funkcia je pre v > 0 konkavna. Pre zjednodusenie vSako budeme namiesto:

max Z X (—Vx? — uf),
i=0
pocitat:
min Z Ik (vm? + uf),
i=0

teda funkcia F'(x,u) bude mat tvar:
F(z,u) = yo* + v

Tieto tlohy st vsak ekvivalentné vzhladom na rieSenie funkcie spitnej vizby a vysledna
hodnotova funkcia minimaliza¢nej tlohy bude rovna minus hodnotovej funkcii maxima-
lizacnej ulohy.

Systém bude mat aj nad’alej linedrnu dynamiku, teda:
f(z,u) = ar — u,

pricom budeme pozadovat o > 0.

Uloha optimalneho riadenia s kvadratickou funkciou uzitoénosti bude mat tvar:

mini B (va} + ), (128)
i=0
pri podmienkach
Tigr=axr; —u; , 1 =0,1,..., (129)
xg=a >0, (130)
kh—{ilo x>0, (131)

kde a« > 0, 8 € (0,1), v > 0.

4.4.1 Metdda aproximacie v priestore hodnotovych funkcii

Zatneme metédou aproximacie v priestore hodnotovych funkcii. Zvolime nultd iteraciu

hodnotovej funkcie:

VO (z) =0.
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Obr. 7: Aproximacia V@ (z) v priestore hodnotovych funkcii - Kvadratické funkcia

Numericky priebeh tejto aproximacnej metédy pri konstantach:

je zobrazeny na obrazku 7. V(z) zndzornuje riesenie metédy neurcitych koeficientov ap-
likovanej na hodnotovi funkciu, ktord budeme robit neskor. Vidime, ze metéda apro-
ximdcie v priestore hodnotovych funkecii ndm konverguje k tomuto rieSeniu. Viditelna je
len Cervenou zndzornend iterdcia ¢ = 1 a ¢iernou farbou oznacend funkcia V(x). Ostatné

iterdcie pri tomto priblizeni splyvaji s V().

4.4.2 Metdédou aproximdcie v priestore spatnych vazieb

Pri numerickom rieSeni pomocou tejto metédy budeme volit nultt iterdciu funkcie spitne;

vézby ako:

0O (x) =0.
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Obr. 8: Aproximécia V@ (x) v priestore spitnych vizieb - Kvadraticka funkcia

Pri vniitornej aproximécii funkcie V@ (z), budeme v kazdej iteracii i volif nultd iterdciu

funkcie V(g)) (x) ako:

mozeme pozorovat na obrdzku 8. V(x) opit zndzorniuje rieSenie nasledujiicej metédy, t.j.
metody neurcitych koeficientov aplikovanej na hodnotovi funkciu. Metéda aproximacie
v priestore spétnych viizieb ndm konverguje k tomuto rieseniu. Viditelna je opit len

cervenod iterdcia i = 1 a ¢ierna funkcia V' (z). Ostatné iterdcie splyvaju s V(x).
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443 Metddou neurlitych koeficientov aplikovanou na hodnotovt funkciu

Pri metéde neurcitych koeficientov aplikovanou na hodnotovi funkciu zac¢iname odhadom

tvaru hodnotovej funkcie. V tomto pripade bude mat tvar:
V(z) = ca?, (132)
kde ¢ je koeficient, ktorého hodnotu budeme teraz hladat. Musi platit:
o runeiﬂg{ny +u? + Be(ar — u)?}. (133)

V pripade, ak ¢ > 0, je z podmienka prvého radu pre extrém funkcie zaroven aj podmien-

kou pre minimum funkcie. Dostavame tak:

2v(z) — 2Bc(ax —v(x)) = 0,

(14 Be)v(z) — afecxr = 0,
afcx

v(x) = T+ dc (134)

Dosadime do (133):

2 2
cx? = ya® + ( abes > + Bc (om: _ ape )

1+ Be 14 Be
5 0425262 ‘I‘ OzQﬂC )
= ]
2
cx? = [7 + f;%i} z2.

KedZe toto musi platit pre vietky x, tak musi platit tiez:

a?Be

1+ e

B + ¢ =7+ Bye+ a’Be

B+ (1= By —a*B)c—y=0.

c=7v+

Z poslednej rovnice vyjadrime c:

. —1+ By +a’BE£4/(1— By —a?B)?+ 40y
_ 3 .

(135)

Ked'ze chceme, aby ¢ > 0, tak:
o T4+ a?S+ (1 By —a?B)’ + 4Py
= 25 :
Dosadenim do (132) dostavame predpis pre hodnotovu funkciu:

—1+By+a?8+ /(1 -y —a’B) +46y ,
2 ‘

V() =
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Koeficient ¢, vyjadreny rovnicou (135), dosadime do vyrazu (134):

-1 2 1-By—a28)2+4
af +By+a2B+4/(1-B oa?B)2+4By

28
v(z) = , (136)
—14By+a2B+4/(1—By—a?B)2+43
1+ ! \/éﬁ il

a(=1+ By +a?B+ /(1 — By —a?B)? +487)x

) 7 (137)
24 -1+ py+af+ /(1 - Py —a?B)’ +46y
_ Zlepyta®sy J0- By —a®BF ARy (138)
L+ By + 026+ /(1= By — a?B + 46y
1+ 8y +0a?8— /(1— By —a?B)* +4By (139)

L+ By +a28— /(1= By —a?B)? + 487
Poslednym krokom bolo rozsirenie zlomku tak, aby sme sa zbavili odmocniny v ¢itateli.

Upravime citatel:

(=14 By +a?B+ /(1 - By — a2p) + 4p7)
(14 py+ a8 = /(1= By — a?B)? +4p7) =
—1 =By =a®B+ By + B2 + PPy + B+ o’ By +alf ¢
1=y —a®B)V/(1— By —a?B)> +487 +
(1+ By +a’B)V(1— By —a?B)2+48y  +
1+ By 4?6+ By = 829 — o?fPy + a?B — a?FPy — o' — 4py =
—2 4287 +20%8 — 4By +2¢/(1 — By — a2B)? + 4Py =
—2 =20y +20°6 + 21/ (1 - By — a2B)? + 43,

nasledne upravime menovatel:

(1+ By + a8+ /(1 = By — a2B)? + 457)
(14 8y + 0?8 = /(1= By —a2fB)? +4py) =

14 By +a?B + By + 22+ a?B*y + o*B+ 2By + o> +
—1+ 87+ a8+ By - B — By +a?B— o’y — o'B% — 4By =
2087 + 2028 + 267y + 2a°B — 4By =
403,

a dostavame:

—2-207 420?64 2/(1 - By —a?0)* + 457

v(z) =« 1027

Este vykratime 2« a dostavame vysledny tvar funkcie spéatnej vézby:

—1—By+a?B8+ /(1 — By—a2B)? +457x
2a3 '

v(z) = (140)
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4.4.4 Metdda neurditych koeficientov aplikovana na spatni vazbu
Budeme hladat také rieSenie, aby spitnd vizba mala tvar:
v(x) = Cu.

Toto rieSenie musf spliat:

Cx = arg rglelﬂgl [va® + v + BV (az — u)].
Z podmienky prvého radu pre minimum funkcie dostavame:

2v(z) — V' (ax — v(z)) = 0.
Toto musi byt splnené pre v(z) = Cz, teda:
2Cx — BV'(ax — Cx) = 0.

Ak teraz urobime substiticiu (a — C)x = y, dostaneme:

2Cy
— —BV'(y) = 0.
——c VW
Iny zapis:
Vi) =
(= C)B
Ked vyriesime tito diferencidlnu rovnicu, dostdvame:
C
V o 2

Vieme, ze pre funkciu V' (z) plati:
V(z) = ya? +u* + BV (ax — u).

Ak za V(x) dosadime funkciu z (142) a za u dosadime (141), dostavame:
C

(a=0C)p

Upravami lavej strany tejto rovnice dostdvame:

¢
(a=C)B

Té4to rovnica musi platit pre vietky z, teda musi platit:

(ax — Cxz)*.

C
o .2 2
r° =z + (Cx) +t—"

2 = (v + aC)z?.

C
m:7+a0,

C=(a—C)B(y+al),
C = afy — pyC + o*BC — aBC?,
aBC? + (14 By —a?B)C — aBy = 0.
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Vyjadrime C':

_ —1-py+a?8E/(1+ Py —a?B)’ + 4oy

C 144
208 (144)
D4 sa ukézat, ze
(1+ By = a®B)* + 40’5 = (1 = By — a®B)* + 487,
teda v pripade, ze zvolime:
- TP+ a?B4 /(L4 By —a?h)’ + 4’5y
n 203 ’
tak je funkcia spétnej vazby v(z):
—1—By+a?B++/(1+ By —a2B) + 42
v(z) = Pyt ot (LT By — B + 425y (145)
2ap
totoznd s tou, ktord nam vysla v predchddzajicej metéde.*
Dosadenim koeficientu C' do (142) dostavame:
—1—-By+a?B+4/(1+Bv—a?B)2+4a282y
Viz) = —1—/37+042ﬁ+\/QZi/Bv—aQﬁ)zHazﬁQv v
(0‘ - 203 )ﬁ
Podobnymi upravami ako v predchadzajicej metode vyjadrime hodnotovi funkciu:
-1 + o2 1 — a28)2 + 40232
V(g)= L5 o?B+ /(L + By =’ + 40?8y , (146)
2
Teda rovnaka, ako v predchadzajicej metdde.
Dosadenim f =1 a v = 1 dostavame riesenie tlohy 2.22 z knihy [1].
4Je prirodzené volit C = _1_’87+a26+\/(12227_0‘26)2+4a2527, vzhladom na podmienku (131). D4 sa

totiz jednoducho ukézatf, Ze pri opaénej volbe by tdto podmienka splnens nebola, zatial éo pri nasej

volbe konstanty C splnend je.
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5 Zaver

Na zaciatku tejto diplomovej prace sme si zopakovali zakladné pojmy optimalneho ria-
denia a predastavili tlohy optimalneho riadenia s diskontnym faktorom a nekoneénym
casovym horizontom a k nej prislichajicu rovnicu dynamického programovania. Potom
sme si uviedli rozne metody rieSenia tejto rovnice. Taktiez sme si uviedli dve vety o konver-
gencii tychto metéd, a ich dokdzanim sme vyriesili dlohy 2.23 a 2.24 z knihy [1]. Nkoniec
sme presli k aplikacii tychto metéd na tlohy s vybranymi typmi konkdvnych vynosovych
funkcii F(z,u). Tam sme, okrem iného, ukézali rieSenia 1loh 2.20 a 2.22 z knihy [1].

Zhrnme si teraz vysledky prechadzajicej kapitoly. Metéda neuritych koeficientov sa
ukazala ako jednoduchsia alternativa k aproximaénym metodam, avsak je pri nej nutné
poznat vlastnosti hodnotovej funkcie, resp. mali by sme byt schopni odhadnit jej tvar. Ap-
roximacné metédy nam vo vsetkych pripadoch konvergovali k rieSeniu ziskanému pomocou
metod neurcitych koeficientov. Obe metdédy neurcitych koeficientov - metéda neurcitych
koeficientov aplikovana na hodnotovi funkciu aj ta, aplikovand na funkciu spétnej véazby
- ndm pre vsetky styri typy tloh dali rovnaké rie3enie pre V' (z) aj v(z).

Vznik4 ndm tieZ hypotéza, Ze vd'aka linedrnej dynamike f(x,u) v z aj v u sa vlastnosti
funkcie F'(z,u) prendsaji na vlastnosti hodnotovej funkcie V' (z). Hovorime konkrétne o
rasticosti a konkavnosti. Toto pravdepodobne plati aj pre Sirsie triedy 1loh nez tie, ktoré
sme analyzovali v tejto diplomovej praci.

Dalsim rozsirenim by mohlo byt zapojenie inej, nelinedrnej dynamiky systému, resp.

prejdenie k viacerym stavovym a riadiacim premennym.
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A Priloha

V prilohe st uvedené algoritmy pouzité pri numerickych vypoétoch.

A.1 Metdda aproximacie v priestore hodnotovych funkcii

- Logaritmicka funkcia

function[x,vi,Vi,v,V]=LogHF (i,alpha,beta,gamma)
vi=[J;
Vi=[J;
m=10;
c=1;
d=log(gamma + alpha);
for j=1:1:1
ve=(alpha - beta * ¢ * gamma)/(1+beta * c);
c=1+Dbeta * ¢;
d=log(gamma + vc¢) + beta * ¢ * log(alpha - vc)+ d*beta;
end
1=1;
x=0.01:0.01:m;
for k=0.01:0.01:m
vi(l)= ve * x(1);
Vi(l)=c* log(x(1)) + d;
1=14-1;
end
1=1;
x=0.01:0.01:m;
for k=0.01:0.01:m
v(l)= (alpha - alpha * beta - beta * gamma) * x(1);
V()= (1/(1- beta))* log(x(1)) + (1/(1- beta))* log((alpha+ gamma)*(1- beta))
+ (beta/((1- beta) 2))* log((alpha + gamma)*beta);
1=1+1;

end

95



A.2 Metdda aproximacie v priestore spatnych vazieb

- Logaritmicka funkcia

function[x,vi,Vi,v,V]=LogSV (i,alpha,beta,gamma)
vi=[];
Vi=[J;
m=10;
c=0;
d=0;
vc=alpha-1;
for j=1:1:i
c=0;
d=0;
for k=1:1:1
c= l+beta*c;
d=beta*d+log(gamma+vc)+beta*c*log(alpha-ve);
end
ve=(alpha-gamma*beta*c) /(1+beta*c);
end
1=1;
x=0.01:0.01:m;
for k=0.01:0.01:m
vi(l)= ve * x(1);
Vi(l)= ¢ * log(x(1))+d;
1=1+1;
end
1=1;
x=0.01:0.01:m;
for k=0.01:0.01:m
v(l)= (alpha - alpha * beta - beta * gamma) * x(1);
V()= (1 / (1- beta)) * log(x(1)) + (1 / (1- beta)) * log((alpha+ gamma) * (1- beta))
+ (beta / ((1- beta)"2)) * log((alpha + gamma) * beta);
1=1+1;

end
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A.3 Metdda aproximacie v priestore hodnotovych funkcii

- Exponencialna funkcia

function[x,vi,Vi,v,V]=ExpHF (i,alpha,beta,gamma)

vi=[J;

Vi=J;

vc=alpha;

vd=0;

b=1;

c=1;

d=alpha;

for j=1:1:i
ve=alpha*d/(1+d);
vd=(1/(1+d))*log(beta*c*d) /log(gamma);
b=1+beta*b;
c= gamma (vd)+beta*c*gamma” (-d*vd);
d=alpha*d/(1+d);

end

1=1;

m=10;

x=0.01:0.01:m;

for k=0.01:0.01:m
vi(l)= ve * x(1) - vd;
Vi(l)= b - c*gamma” (-d*x(1)) ;
1=1+1;

end

1=1;

x=0.01:0.01:m;

for k=0.01:0.01:m
v(l)= (alpha - 1) * x(I) - log(alpha*beta) /((alpha-1)*log(gamma));
V()= (1/(1-beta)) - gamma”(-v(l)) * (alpha/(alpha-1));
1=1+1;

end
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A.4 Metdda aproximacie v priestore spatnych vazieb

- Exponencialna funkcia

function[x,vi,Vi,v,V]=ExpSV (i,alpha,beta,gamma)
vi=[J;
Vi=[J;
vc=alpha-1;
vd=0;
for j=1:1:i
b=0;
c=0;
d=vc;
for j=1:1:i
b= 1 + beta*b;
c= (gamma’(vd)) + beta*c*(gamma” (-d*vd));
end
ve=d*alpha/(1+d);
vd= (1/(14d)) * log(beta * d * ¢)/log(gamma);
end
m=10;
1=1;
x=0.01:0.01:m;
for k=0.01:0.01:m
vi(l)= ve * x(1) - vd;
Vi(l)=b - ¢ * gamma” (-d*x(1));
1=1+1;
end
1=1;
x=0.01:0.01:m;
for k=0.01:0.01:m
v(l)= (alpha - 1) * x(1) - log(alpha*beta) /((alpha-1)*log(gamma));
V()= (1/(1-beta)) - gamma”(-v(l)) * (alpha/(alpha-1));
1=1+1;

end
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A.5 Metdda aproximacie v priestore hodnotovych funkcii

- Mocninova funkcia

function[x,vi,Vi,v,V]=MocHF (i,alpha,beta,p)
vi=[];
Vi=[J;
vc=alpha;
c=alpha’p;
for j=1:1:i
ve=alpha * ((beta * ¢)"(1/(p-1)))/(1+((beta * ¢)"(1/(p-1))));
c= vc p+ beta *c*(alpha-vc) “p;
end
m=10;
1=1;
x=0.01:0.01:m;
for k=0.01:0.01:m
vi(l)= ve * x(1);
Vi(l)= ¢ * x(1) "p;
1=14+1;
end
1=1;
x=0.01:0.01:m;
c=(1/beta)*(((beta”(1/(p-1))) * (alpha”(p/(p-1)))) -1)" (p-1);
for k=0.01:0.01:m
v()= ((beta*c)" (1/(p-1))*alpha / (1 + (beta*c)"(1/(p-1)))) *(1);
V()= ¢* x(1)"ps
1=1+1;

end
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A.6 Metdda aproximacie v priestore spatnych vazieb

- Mocninova funkcia

function[x,vi,Vi,v,V]=MocSV (i,alpha,beta,p)

vi=[];
Vi=[J;
V=[]
vc=alpha;
for j=1:1:i

c=0;

for k=1:1:1

c=vc p+beta*c*(alpha-ve) p;

end

ve=alpha * ((beta * ¢)"(1/(p-1)))/(1+((beta * ¢)"(1/(p-1))));

end

1=1;

m=10;

x=0.01:0.01:m;

for k=0.01:0.01:m
vi(l)= ve * x(1);
Vi(l)= ¢ * x(1) "p;
1=1+1;

end

1=1;

m=10;

x=0.01:0.01:m;

c=(1/beta)*(((beta” (1/(p-1))) * (alpha”(p/(p-1)))) -1)" (p-1);

for k=0.01:0.01:m

v(l)= ((beta*c)"(1/(p-1))*alpha / (1 +

V()= ¢* x(1)"p;
1=141;

end

(beta*c)”(1/(p-1)))) *x(1);
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A.7 Metdda aproximacie v priestore hodnotovych funkcii

- Kvadraticka funkcia

function[x,vi,Vi,v,V]=KvaHF(i,alpha,beta,gamma)
vi=[J;
Vi=J;
V=
ve=0;
c=0;
for j=1:1:i
ve=alpha*beta*c/(1+beta*c);
c= gamma + vc 2 + beta*c*(alpha-vc)"2;
end
m=10;
1=1;
x=0.01:0.01:m;
for k=0.01:0.01:m
vi(l)= ve * x(1);
Vi(l)= ¢ * x(1)"2;
1=1+1;
end
1=1;
x=0.01:0.01:m;
c=(-1+beta*gamma + alpha”2 *beta + sqrt((1-beta*gamma - alpha”2 * beta) 2
+ 4*beta*gamma))/(2*beta);
for k=0.01:0.01:m
v(l)=c*alpha*beta*x(1)/(1+ ¢* beta);
V()= c* x(1)"2;
1=1+1;

end
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A.8 Metdda aproximacie v priestore spatnych vazieb

- Kvadraticka funkcia

function[x,vi,Vi,v,V]=KvaSV (i,alpha,beta,gamma)
vi=[J;
Vi=[J;
V=I;
ve=0;
c=0;
for j=1:1:i
c=0;
for k=1:1:1
c= gamma + vc” 2 + beta*c*(alpha-vc)”2;
end
ve=alpha*beta*c/(1+beta*c);
end
m=10;
1=1;
x=0.01:0.01:m;
for k=0.01:0.01:m
vi(l)= ve * x(1);
Vi(l)= ¢ * x(1)"2;
1=14+1;
end
1=1;
x=0.01:0.01:m;
c=(-1+beta*gamma + alpha”2 *beta + sqrt((1-beta*gamma - alpha”2 * beta) 2
+ 4*beta*gamma))/(2*beta);
for k=0.01:0.01:m
v(l)=c*alpha*beta*x(1)/(1+ c* beta);
V()= c* x(1)"2;
1=1+1;

end
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A.9 Vykreslenie

n=1;

[x,vi,Vi,v,V]=LogHF(1,0.8,0.9,1);
% [x,vi,Vi,v,V]=LogSV(1,0.8,0.9,1);
x,vi,Vi,v,V]=ExpHF(1,1.8,0.9,2);
x,vi,Vi,v,V]|=ExpSV(1,1.8,0.9,2);
%,vi,Vi,v,V]=MocHF(1,1.2,0.9,1/2);
% [x,vi,Vi,v,V]=MocSV(1,1.2,0.9,1/2);
I=
J=
)

N XN XN

[
[
[
[
[
[

% [x,vi,Vi,v,V]|=KvaHF(1,1.8,0.9,1);

% [x,vi,Vi,v,V]|=KvaSV(1,1.8,0.9,1);

plot(x, Vi, red’

hold on

pause(n)
[x,vi,Vi,v,V]=LogHF(10,0.8,0.9,1);

% [x,vi,Vi,v,V]=LogSV(10,0.8,0.9,1);

% [x,vi,Vi,v,V]=ExpHF(10,1.8,0.9,2);

[x,vi,Vi,v,V]=ExpSV(10,1.8,0.9,2);

[x,vi,Vi,v,V]=MocHF(10,1.2,0.9,1/2);

[ I=

[ I=

N XN X

x,vi,Vi,v,V]=MocSV(10,1.2,0.9,1/2);
% [x,vi,Vi,v,V]=KvaHF(10,1.8,0.9,1);
% [x,vi,Vi,v,V]=KvaSV(10,1.8,0.9,1);
plot(x,Vi,’'magenta’)
hold on
pause(n)
[x,vi,Vi,v,V]=LogHF(20,0.8,0.9,1);
% [x,vi,Vi,v,V]=LogSV(20,0.8,0.9,1);
x,vi,Vi,v,V]=ExpHF(20,1.8,0.9,2);
%,vi,Vi,v, V]=ExpSV(20,1.8,0.9,2):
x,vi,Vi,v,V]|=MocHF(20,1.2,0.9,1/2);
J=
|=

N XN XN K

x,vi,Vi,v,V]=MocSV(20,1.2,0.9,1/2);
% [x,vi,Vi,v,V]=KvaHF(20,1.8,0.9,1);
% [x,vi,Vi,v,V]=KvaSV(20,1.8,0.9,1);
plot(x, Vi, yellow’)
hold on
pause(n)
[x,vi,Vi,v,V]=LogHF(50,0.8,0.9,1);

[
[
[
[
[
[
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% [x,vi,Vi,v,V
x,vi,Vi,v,V
x,vi, Vi,v,V
x,vi, Vi,v,V

LogSV (50,0.8,0.9,1);
ExpHF(50,1.8,0.9,2);
ExpSV(50,1.8,0.9,2);
MocHF(50,1.2,0.9,1/2);
x,vi, Vi,v,V]=MocSV(50,1.2,0.9,1/2);
% [x,vi,Vi,v,V]|=KvaHF(50,1.8,0.9,1);
% [x,vi,Vi,v,V]=KvaSV(50,1.8,0.9,1);
plot(x,Vi,’green’)
hold on
pause(n)
[x,vi,Vi,v,V]=LogHF(100,0.8,0.9,1);
% [x,vi,Vi,v,V]=LogSV(100,0.8,0.9,1);
x,vi,Vi,v,V]=ExpHF(100,1.8,0.9,2):
x,vi,Vi,v,V]=ExpSV(100,1.8,0.9,2);
x,vi,Vi,v,V]=MocHF(100,1.2,0.9,1/2);
I=
J=

N XN XN N

[ J=
[ I=
[ I=
[ I=
[ J=
[ I=

N XN XN X

x,vi,Vi,v,V]=MocSV(100,1.2,0.9,1/2);

% [x,vi,Vi,v,V]=KvaHF(100,1.8,0.9,1);

% [x,vi,Vi,v,V]=KvaSV(100,1.8,0.9,1);

plot(x,Vi,’cyan’)

hold on

pause(n)
[x,vi,Vi,v,V]=LogHF(1000,0.8,0.9,1);

% [x,vi,Vi,v,V]=LogSV(1000,0.8,0.9,1);

x,vi,Vi,v,V]=ExpHF(1000,1.8,0.9,2);

X,vi,Vi,v,V]=ExpSV(1000,1.8,0.9,2):

x,vi,Vi,v,V]=MocHF(1000,1.2,0.9,1/2);

%,vi,Vi,v,V]=MocSV(1000,1.2,0.9,1/2);

% [x,vi,Vi,v,V]=KvaHF(1000,1.8,0.9,1);

% [x,vi,Vi,v,V]|=KvaSV(1000,1.8,0.9,1);

plot(x,Vi,’blue’)

hold on

pause(n)

plot(x,V,’black’)

legend(Ci=1",i=10",i=20", i=50","i=100", i=1000",'V (x)")

[
[
[
[
[
[

N XN XN X

[
[ I=
[ J=
[ I=
[ I=
[ I=
]
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