
UNIVERZITA KOMENSKÉHO V BRATISLAVE
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Abstrakt

Gregušová, Slavomı́ra: Zovšeobecnené lambda rozdelenie pri modelovańı

finančných akt́ıv [Diplomová práca].

Univerzita Komenského v Bratislave, Mlynská dolina 84248, Bratislava,

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matema-

tiky a štatistiky.

Vedúci práce: Mgr. Ing. Urban Kováč, PhD

Bratislava, 2013. /55 s./

Hlavnou náplňou diplomovej práce bude aplikácia zovšeobecneného lamb-

da rozdelenia na popis distribúcie výnosov jednotlivých akt́ıv na trhu.

Zameriame sa na generovanie akt́ıv v portfóliu pomocou viacrozmerného

zovšeobecneného lambda rozdelenia, pričom zohl’adńıme korelácie medzi

jednotlivými akt́ıvami. Výsledky použijeme vo finančných modeloch na

predikciu miery rizika (VaR) v portfóliu.

Kl’́učové slová: Zovšeobecnené lambda rozdelenie, Generalized Lambda

Distribution, VaR, GARCH, Monte Carlo



Abstract

Gregušová, Slavomı́ra: Generalized lambda distribution for modeling of

financial assets [Master’s thesis].

Comenius University Bratislava, Mlynská dolina 84248, Bratislava, Fa-

culty of Mathematics, Physics, and Informatics, Department of Applied

Mathematics and Statistics.

Supervisor: Mgr. Ing. Urban Kováč, PhD

Bratislava, 2013. /55 p./

The main content of this thesis is the application of the Generalized

Lambda Distribution to describe the distribution of the asset returns in

the market. We focus on generating assets in the portfolio using a Mul-

tidimensional Generalized Lambda Distribution, taking into account the

correlation between assets. The results are used in the financial model

to predict the Value-at-Risk measure (VaR) for the given portfolio.

Keywords: Generalized Lambda Distribution, VaR, GARCH, Monte

Carlo
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2.1 Defińıcia zovšeobecneného lambda rozdelenia [1] . . . . . . . . . . . . . 6

2.2 Priestor parametrov GLD [1] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.3 Tvary funkcie hustoty GLD [1] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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Úvod

Skúmanie správania finančných časových radov je aktuálnou témou vzhl’adom na neoča-

kávané extrémne udalosti pohybov cien na trhu. Nedávna celosvetová finančná kŕıza

v roku 2008, a takisto pád trhu v októbri 1987 a mnoho d’aľśıch sú večné spúšt’ače k

d’aľsiemu výskumu a hl’adaniu účinneǰśıch predikčných nástrojov. Všetky tieto kŕızy na

trhu boli charakteristické zvýšeńım volatility. Volatilita v oblasti financíı charakterizuje

turbulencie výnosov v čase. Teda záujmom je vel’mi presný odhad tejto volatility a jej

následné predikcie do budúcnosti.

Volatilita je stredobodom pozornosti v oblasti riadenia riźık a následných opat-

reńı pre vyhodnotenie riźık. Najrozš́ıreneǰśım a najpopulárneǰśım nástrojom v oblasti

riadenia riźık je Value at Risk (VaR), teda miera rizika. VaR vyjadruje maximálnu

možnú stratu portfólia s istou pravdepodobnost’ou v priebehu istého časového oka-

mihu. Pre výpočet VaR je dôležité poznat’ pravdepodobnostné rozdelenie finančného

nástroja. V prvej časti sa preto zameriame na modelovanie distribúcie výnosov fi-

nančných akt́ıv. Rozdelenie výnosov finančných akt́ıv na trhu sa vyznačuje tým, že

má t’ažké chvosty, resp. pravdepodobnost’ väčšieho výnosu/straty nie je nulová, ako

napŕıklad predpokladá normálne rozdelenie - teda rozdelenie je charakteristické väčšou

hodnotou špicatosti. Takisto rozdelenie výnosov nie je symetrické ako predpokladá

normálne rozdelenie, ale je charakteristické istou šikmost’ou rôznou od nuly. V našej

diplomovej práci budeme na popis distribúcie použ́ıvat’ rozdelenie, ktoré dokáže za-

chytit’ aj takéto vlastnosti, a to zovšeobecnené lambda rozdelenie (Generalized Lambda

Distribution - GLD). Je to štvorparametrové zovšeobecnenie Tukey-ho jednoparamet-

rového lambda rozdelenia, ktoré v sebe zahŕňa širokú škálu rôznych tvarov hustôt a

dokáže vel’mi dobre aproximovat’ normálne rozdelenie a d’aľsie iné známe rozdelenia.

Diplomová práca je rozdelená do šiestich kapitol. V prvej kapitole spomenieme

základné pojmy zo štatistiky, ktoré budú potrebné pre d’aľsiu prácu. V kapitole druhej

vyslov́ıme defińıciu GLD, predstav́ıme jeho štyri parametre a ich vlastnosti a ukážeme

rôzne tvary, aké môže toto rozdelenia nadobúdat’. Aplikácia GLD rozdelenia na popis

distribúcie dát použit́ım metódy momentov bude predmetom tretej kapitoly. V tejto

kapitole ukážeme, aký tvar majú predpisy pre momenty GLD rozdelenia a ako pomocou

momentovej metódy odhadnút’ jednotlivé parametre rozdelenia. Ďaľśım bodom tejto
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časti bude aproximácia normálneho rozdelenia pomocou GLD rozdelenia, následne testy

dobrej zhody a aplikácia odhadu parametrov GLD pre reálne výnosy akcie Hewlett Pac-

kard (HPQ). Záver tejto kapitoly bude venovaný riešeniu systému nelineárnych rovńıc,

ktoré sme v tejto kapitole využili. Kapitola štvrtá bude venovaná rozš́ırenému GLD

rozdeleniu tzv. EGLD, ktoré vznikne pridańım skupiny zovšeobecneného beta rozde-

lenia, pretože samotné GLD nemožno použit’ vždy. V piatej časti sa zameriame na

teóriu ohl’adom spomı́naného nástroja na meranie rizika - Value at Risk. Na výpočet

VaR existuje niekol’ko možnost́ı, v našej práci sme sa zamerali na dve rôzne metódy -

Metóda Monte Carlo a použitie GARCH modelov. Pre porovnanie ”GLD metód” bu-

deme použ́ıvat’ normálne rozdelenie. V poslednej šiestej kapitole predstav́ıme praktické

výsledky výpočtu VaR poṕısaného v kapitole piatej.
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1 Základné pojmy

Na začiatok, pred definovańım samotného zovšeobecneného lambda rozdelenia, vy-

svetĺıme základné pojmy zo štatistiky, s ktorými sa budeme v nasledujúcich častiach

stretávat’. V tejto kapitole budeme vychádzat’ z [1], [5].

Vo viacerých oblastiach ako sú veda, technika, medićına, inžinierstvo, manažment,

atd’. sa stretávame s problémom skonštruovat’ štatistický model na popis základných

premenných danej oblasti. Najzákladneǰśı a najviac použ́ıvaný model, tzv. rozdele-

nie pravdepodobnosti, dáva do súvislosti základné premenné a pravdepodobnost’ ich

výskytu.

Dôležitým pojmom v teórii pravdepodobnosti a štatistiky je pojem náhodná pre-

menná. Náhodná premenná je premenná, ktorej hodnota je jednoznačne určená výs-

ledkom náhodného pokusu. Za náhodný pokus považujeme takú činnost’, ktorá sa nie-

kol’kokrát opakuje a ktorej výsledok je neistý, závislý od náhody.

1.1 Distribučná funkcia

Poznat’ náhodnú premennú znamená vediet’ jej pravdepodobnostné rozdelenie, t.j. ve-

diet’ aké hodnoty a s akými pravdepodobnost’ami nadobúda. Jednou z možnost́ı ako

charakterizovat’ pravdepodobné správanie sa náhodnej premennej je distribučná funkcia

(Distribution Function).

Defińıcia 1.1. Distribučnou funkciou náhodnej premennej X nazývame reálnu funkciu

F : R → ⟨0, 1⟩ definovanú pre každé x ∈ R vzt’ahom

F (x) = P (X < x)

(T.j. pravdepodobnost’, že náhodná premenná X nadobudne hodnotu menšiu, nanajvýš

rovnú ako reálne č́ıslo x).

1.2 Hustota rozdelenia pravdepodobnosti

Druhým spôsobom, ako špecifikovat’ šance výskytu rôznych hodnôt náhodnej premen-

nej X je hustota rozdelenia pravdepodobnosti (Probability Density Function - p.d.f).
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Funkcia hustoty (p.d.f.) je funkcia fX(x), pre ktorú plat́ı:

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt a zároveň

∫ ∞

−∞
f(t)dt = 1,

Funkcia hustoty náhodnej veličiny vyjadruje pravdepodobnost’, že premenná bude mat’

hodnotu v nejakom intervale. Teda pravdepodobnost’, že spojitá náhodná premenná

nadobudne hodnotu z intervalu [a,b], je daná obsahom plochy pod krivkou funkcie

hustoty na intervale [a,b].

1.3 Kvantilová funkcia

Tret’ou možnost’ou ako určit’ šance výskytu rôznych hodnôt náhodnej premennej X

je kvantilová funkcia (Quantile Function/Percentile function). Kvantilová funkcia je

inverzná funkcia k distribučnej funkcii:

QX(y) = { hodnota takého x : FX(x) = y}, pre všetky y ∈ (0, 1)

Hodnoty kvantilovej funkcie Q(y) sa nazývajú kvantilmi. Kvantilová funkcia x =

F−1(y) teda udáva, pre aké x bude výsledok náhodného pokusu s požadovanou prav-

depodobnost’ou y menš́ı alebo rovný x.

Vid́ıme teda, že existujú tri pŕıstupy ako špecifikovat’ šance výskytu náhodnej premen-

nej a to: kumulat́ıvna distribučnú funkcia (c.d.f.), funkcia hustoty (p.d.f.) a percentilová

funkcia (p.f.).

Pŕıklad: Normálne rozdelenie

Normálne rozdelenie je jedno z najviac použ́ıvaných rozdeleńı na popis spojitých náhod-

ných premenných. Je charakterizované tým, že je symetrické a namerané hodnoty sú

koncentrované skôr v strede ako na chvostoch (nemá t’ažké chvosty). Tvar normálneho

rozdelenia je špecifikovaný iba pomocou dvoch parametrov: strednej hodnoty µ a

štandardnej odchýlky σ.

Funkcia hustoty normálneho rozdelenia so strednou hodnotou µ a disperziou σ,

N(µ, σ) má tvar:

f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2

Percentilovú funkciu možno źıskat’ nasledovne:

FX(x) = P (X ≤ x) = y, kde FX(.) je distribučná funkcia
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P (
X − µ

σ
≤ x− µ

σ
) = y = P (Z ≤ x− µ

σ
)

QZ(y) =
x− µ

σ
, odtial’ x = µ+ σQz(y)

Potom: QX(y) = x, teda hodnota x, pre ktoré FX(x) = y sa rovná µ+ σQz(y).

Na nasledujúcich obrázkoch sú grafy spomı́naných funkcíı - distribučnej funkcii, fun-

kcie hustoty a kvantilovej funkcie normálneho rozdelenia so strednou hodnotou 0 a

disperziou 1 (znač́ıme N(0,1)).
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2 Zovšeobecnené lambda rozdelenie (GLD)

Hlavnou čast’ou diplomovej práce bude otázka, ako modelovat’ spojité rozdelenie prav-

depodobnosti pre danú vzorku dát. V nasledujúcich troch kapitolách sa budeme venovat’

práve tomuto problému pomocou zovšeobecneného lambda rozdelenia. V tejto kapitole

začneme tým, že uvedieme defińıciu spomı́naného rozdelenia, predstav́ıme si jeho štyri

parametre a ich vlastnosti. Na záver kapitoly ukážeme rôzne tvary, aké môže toto roz-

delenie nadobúdat’. Budeme vychádzat’ z [1], [11].

Modelovaniu distribúcie dát bola venovaná v poslednej dobe vel’ká pozornost’ a tento

obor zaznamenal vysoký pokrok. Často najnovšie poznatky vyriešili predchádzajúce

problémy s procesom aproximácie. Jedným z mnoho nástrojov na modelovanie rozdele-

nia dát je zovšeobecnené lambda rozdelenie. Zovšeobecnené lambda rozdelenie (Gene-

ralized lambda distribution - GLD), pôvodne navrhnuté Rambergom a Schmeisnerom

(1974) je štvor-parametrové zovšeobecnenie Tukey-ho jednoparametrového lambda roz-

delenia predstaveného Hastings-om v 1947. Vd’aka flexibilite GLD, berúc do úvahy jeho

širokú škálu tvarov, sa začalo značne použ́ıvat’ na aproximáciu a modelovanie spojitých

pravdepodobnostných rozdeleńı širokého spektra rôznych javov, od aplikovania v me-

teorológii a modelovania vo finančnom sektore, až po štúdium Monte Carlo simulácíı.

Ako bolo spomenuté, GLD vzniklo zovšeobecneńım jednorozmerného Tukey-ho

lambda rozdelenia. Tukey-ho Lambda rozdelenie je definované pomocou kvantilovej

funkcie Q(y), navrhnuté od Johna Tukeyho (1960).

Q(y) =


yλ−(1−y)λ

λ
, λ ̸= 0

log(y)
1−y

, λ = 0, y ̸= 1

Tukey-ho rozdelenie bolo zovšeobecnené na štvor-parametrové, tzv. GLD (Generali-

zed Lambda Distribution) za účelom generovania náhodných premenných pre Monte

Carlo štúdie. Zovšeobecnené bolo Rambergom a Schmeiserom 1971-1974 a následne

Mykytkom (1979).

2.1 Defińıcia zovšeobecneného lambda rozdelenia [1]

Defińıcia 2.1. Zovšeobecnené lambda rozdelenie (GLD - Generalized Lambda Distri-

bution) s parametrami λ1, λ2, λ3, λ4, GLD(λ1, λ2, λ3, λ4), je najčasteǰsie definovaná po-
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mocou jej kvantilovej funkcie:

Q(y) = Q(y, λ1, λ2, λ3, λ4) = λ1 +
yλ3 − (1− y)λ4

λ2

, kde 0 ≤ y ≤ 1. (2.1.1)

Parametre λ1, λ2 predstavujú parameter polohy a rozptyl a λ3, λ4 určujú šikmost’ a

špicatost’ zovšeobecneného lambda rozdelenia. Je relat́ıvne jednoduché odvodit’ funkciu

hustoty pre GLD. O tom nám hovoŕı nasledovná veta podl’a [1].

Veta 2.1.1. Pre GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) funkcia hustoty je:

f(x) =
λ2

λ3yλ3−1 + λ4(1− y)λ4−1
, pre x = Q(y) (2.1.2)

Dôkaz. Ked’ x = Q(y), tak y = F (x). Derivovańım y podl’a x dostaneme funkciu

hustoty:

f(x) =
dy

dx
=

dy

d(Q(y))
=

1
d(Q(y))

dy

. (2.1.3)

Ked’že poznáme tvar funkcie Q(y), potom dostávame z 2.1.1 priamo derivovańım:

f(x) =
1

d(Q(y))
dy

=
1

d
dy
(λ1 +

yλ3−(1−y)λ4

λ2
)
=

1
λ3yλ3−1−λ4(1−y)λ4−1

λ2

=
λ2

λ3yλ3−1 + λ4(1− y)λ4−1

Pri vykresl’ovańı funkcie hustoty napŕıklad normálneho rozdelenia, kde f(x) je dané

ako funkcia od x, vypoč́ıtame f(x) pre nejaké hodnoty x a vykresĺıme dvojice (x, f(x))

a spoj́ıme spojitou krivkou. Pri vykresleńı funkcie hustoty GLD sa postupuje trocha

inak, pretože predpis pre funkciu hustoty GLD nám dáva hodnotu f(x) pre x = Q(y)

vid’. (2.1.2). Najskôr pre y ∈ (0, 1) nájdeme x tak, že x = Q(y). Potom nájdeme f(x)

podl’a (2.1.2) a nakoniec vykresĺıme dvojice (x, f(x)) a spoj́ıme spojitou krivkou.

Pŕıklad:[1] Chceli by sme nakreslit’ graf funkcie hustoty pre GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) s

parametrami: λ1 = 0.0305, λ2 = 1.3673, λ3 = 0.004581, λ4 = 0.01020.

Kvantilová funkcia pre takéto GLD má tvar:

Q(y) = 0.0305 +
y0.004581 − (1− y)0.01020

1.3673
(2.1.4)

Vezmime si y = 0.25, potom Q(0.25)=0.0280 z (2.1.4). Potom f(0.028) = 43.0399612

podl’a (2.1.2). Teda dvojica (0.028, 43.04) bude jeden z bodov na grafe funkcie hustoty

pre GLD s danými parametrami. Opakovańım tohto postupu pre y=0.01,0.02,...,0.99

dostaneme graf funkcie hustoty GLD(0.0305,1.3673,0.004581,0.01020).
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Obr. 2.1.1: Funkcia hustoty pre GLD(0.0305,1.3673,0.004581,0.01020)

2.2 Priestor parametrov GLD [1]

Zovšeobecnené lambda rozdelenie, známe aj ako nesymetrické lambda, alebo Ramberg-

Schmeiser ”RS rozdelenie”, je rozdelenie so širokým spektrom tvarov. Ked’ si vezmeme

vzt’ah pre výpočet kvantilovej funkcie (2.1.1), tak nie vždy špecifikuje platné rozdelenie.

Dôvod je ten, že nemožno naṕısat’ l’ubovol’nú formulu a predpokladat’, že určuje platné

rozdelenie bez toho, aby sme overili potrebné podmienky. V tejto časti sa zameriame

na určenie hodnôt parametrov GLD tak, aby určovali platné rozdelenie. Z vlastnost́ı

pre hustotu rozdelenia vieme, že funkcia f(x) je hustota rozdelenia pravdepodobnosti

vtedy a len vtedy, ked’ sṕlňa nasledovné podmienky:

f(x) ≥ 0 ∧
∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1.

T.j. funkcia hustoty je vždy nezáporná a obsah plochy pod funkciou hustoty je rovná

jednej. Podl’a (2.1.2) a x = Q(y) možno podmienky rozṕısat’ nasledovne:

λ2

λ3yλ3−1 + λ4(1− y)λ4−1
≥ 0 ∧

∫ ∞

−∞
f(Q(y))dQ(y) = 1 (2.2.1)

Z (2.1.3) vieme, že f(Q(y))dQ(y) = dy, a y ∈ ⟨0, 1⟩, teda druhá podmienka je splnená.

Teda pre l’ubovol’né λ1, λ2, λ3, λ4 bude
∫∞
−∞ f(x)dx=1. Zostáva teda určit’, kedy plat́ı 1.

podmienka v 2.2.1. Pretože λ1 v podmienke nevystupuje, tak tento parameter nemá

žiadne obmedzenia. Nasledujúca veta (podl’a [1]) špecifikuje význam λ1 ako parametra

polohy.
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Veta 2.2.1. Ak náhodná premenná X je GLD(0, λ2, λ3, λ4), tak potom náhodná pre-

menná X + λ1 je GLD(λ1, λ2, λ3, λ4).

Veta 2.2.2. GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) určuje platné rozdelenie práve vtedy ked’:

λ2

λ3yλ3−1 + λ4(1− y)λ4−1
≥ 0 (2.2.2)

pre všetky y ∈ ⟨0, 1⟩.

Dôsledok 2.2.2.1. GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) je platným rozdeleńım práve vtedy ked’

λ3y
λ3−1 + λ4(1− y)λ4−1

má rovnaké znamienko pre všetky y ∈ [0, 1] ako parameter λ2. GLD(λ1, λ2, λ3, λ4)

špecifikuje platné rozdelenie najmä ak λ2, λ3, λ4 majú rovnaké znamienko.

Okrem toho Ramberg v roku 1979 poznamenal, že existujú určité kombinácie λ3, λ4, pre

ktoré rozdelenie dané (2.1.1) je neplatné rozdelenie. Táto oblast’ je daná nerovnost’ou:

1+λ2
3 < λ4 < 1.8(λ2

3+1). Podl’a Ramberga a Schmeisera existuje šest’ oblast́ı v ktorých

GLD parametre môžu ležat’ a v tieto oblasti sú charakteristické tým, že funkcie hustoty

GLD majú podobné tvary. Ked’ chceme vymedzit’ dvojice (λ3, λ4) také, ktoré vedú k

platnému GLD(λ1, λ2, λ3, λ4), rozdeĺıme priestor (λ3, λ4) do niekol’kých oblast́ı.

Region1 = {(λ3, λ4)|λ3 ≤ −1, λ4 ≥ 1} (2.2.3)

Region2 = {(λ3, λ4)|λ3 ≥ 1, λ4 ≤ −1} (2.2.4)

Region3 = {(λ3, λ4)|λ3 ≥ 0, λ4 ≥ 0} (2.2.5)

Region4 = {(λ3, λ4)|λ3 ≤ 0, λ4 ≤ 0} (2.2.6)

V 1 = {(λ3, λ4)|λ3 < 0, 0 < λ4 < 1} (2.2.7)

V 2 = {(λ3, λ4)|0 < λ3 < 1, λ4 < 0} (2.2.8)

V 3 = {(λ3, λ4)| − 1 < λ3 < 0, λ4 > 1} (2.2.9)

V 4 = {(λ3, λ4)|λ3 > 1,−1 < λ4 < 0} (2.2.10)

Platné GLD rozdelenie určujú dvojice (λ3, λ4) v oblastiach: Region 1,2,3,4, V1,V2 a

niektoré dvojice z oblast́ı V3,V4. Nasledovná veta, podl’a [1], nám presneǰsie definuje

oblasti, kde dvojice (λ3, λ4) určujú platné GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) rozdelenie.
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Veta 2.2.3. Nech máme vhodné λ2. GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) je platné pre (λ3, λ4) vtedy

a len vtedy, ked’ (λ3, λ4) je v jednom z vyfarbených oblast́ı na obrázku 2.2.1, pričom

krivky hranice sú dané nasledovne:

(1− λ3)
1−λ3

(λ4 − λ3)λ4−λ3
(λ4 − 1)λ4−1 =

−λ3

λ4

(Region 5 v druhom kvadrante)

(1− λ4)
1−λ4

(λ3 − λ4)λ3−λ4
(λ3 − 1)λ3−1 =

−λ4

λ3

(Region 6 v štvrtom kvadrante)

Obr. 2.2.1: Oblasti platného rozdelenia [11]

Pre hlbšiu štúdiu a dokazy viet pozri [1].

2.3 Tvary funkcie hustoty GLD [1]

V tejto časti budeme vyšetrovat’ možné tvary funkcie hustoty GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) a to

pomocou rozdelenia priestoru (λ3, λ4) na oblasti, kde funkcia hustoty má jeden, dva

alebo žiadny lokálny extrém.

Lema 2.3.1. Funkcia hustoty GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) má lokálne extrémy v bode y, ktoré

spĺňa:

g(y) =
yλ3−2

(1− y)λ4−2
=

λ4(λ4 − 1)

λ3(λ3 − 1)
(2.3.1)

Dôkaz. Dôkaz tejto lemy dostaneme, ak deriváciu funkcie hustoty polož́ıme rovnú 0:

f(x) =
λ2

λ3yλ3−1 + λ4(1− y)λ4−1
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Diferencovańım f(x) podl’a x dostaneme:

f ′(x) =
d

dy

(
λ2

λ3yλ3−1 + λλ4−1
4

)
dy

dx
=

d

dy

(
λ2

λ3yλ3−1 + λλ4−1
4

)
f(x) =

= −λ2
(λ3(λ3 − 1)yλ3−2 − λ4(λ4 − 1)(1− y)λ4−2)

(λ3yλ3−1 + λλ4−1
4 )2

f(x) = 0

(2.3.2)

Odtial’ už l’ahkou úpravou dostaneme 2.3.1.

Na nasledujúcom obrázku je znázornené pre každú oblast’ pŕıslušný počet lokálnych

extrémov funkcie hustoty. Ṕısmenom x sú oblasti, kde neexistuje platné GLD.

Obr. 2.3.1: Počet kritických bodov funkcie hustoty GLD rozdeleńı [1]

Symetria a pŕıtomnost’ chvostov sú dodatočné detaily tvaru funkcie hustoty GLD. Fun-

kciu hustoty f(x) možno vńımat’ ako funkciu k od y, λ1, λ2, λ3, λ4 a potom plat́ı, že:

k(y, λ1, λ2, λ3, λ4) = k(1− y, λ1, λ2, λ4, λ3)

Teda ak x = Q(y), dostávame:

x = Q(y, λ1, λ2, λ3, λ4) = λ1 +
yλ3 − (1− y)λ4

λ2

= λ1 + A

A x hodnota ktorá korešponduje k (1− y) ked’ navzájom vymeńıme λ3, λ4 bude:

x = Q(y, λ1, λ2, λ4, λ3) = λ1 +
(1− y)λ4 − yλ3

λ2

= λ1 − A

Preto funkcia hustoty GLD(λ1, λ2, λ4, λ3) je symetrický obraz funkcie hustoty

GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) podl’a priamky x = λ1.
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Veta 2.3.1. Funkcie hustoty GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) a GLD(λ1, λ2, λ4, λ3) sú navzájom

symetrické pričom os symetrie je priamka x = λ1.

Poznámka: Pre GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) plat́ı, že ak λ3 > λ4, tak rozdelenie má pozit́ıvnu

hodnotu skewness, t.j. hustota je od normálneho rozdelenia vychýlená na vpravo. A

naopak, ak λ3 < λ4, tak rozdelenie má zápornú hodnotu skewness, t.j. hustota je od

normálneho rozdelenia vychýlená vl’avo.

Podl’a toho, aké sú parametre λ3, λ4, tak GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) môže mat’ všetky možné

kombinácie konečných a nekonečných pravých a l’avých chvostov. Funkcia hustoty GLD

má nekonečný pravý chvost práve vtedy, ked’ λ4 < 0 a l’avý nekonečný chvost iba ak

λ3 < 0.

Na záver ešte spomenieme čo je na rozdeleńı GLD výnimočné a výhodné v mode-

lovańı rozdelenia pravdepodobnost́ı. GLD je vel’mi bohaté, čo sa týka tvarov funkcie

hustoty a chvostov. Zahŕňa unimodálne, tzv. U-tvar, J-tvar, monotónne. Môže byt’ sy-

metrické aj asymetrické, chvosty môžu byt’ hladké, abrupt, truncated, long, medium,

short. Zahŕňa rovnomerné, exponenciálne, logistické rozdelenie..., dokonca môže vel’mi

dobre aproximovat’ aj normálne rozdelenie a d’aľsie známe rozdelenia.

V oblasti financíı sa často krát rozdelenie dát aproximuje pomocou normálneho

rozdelenia. Avšak takéto dáta majú zväčša t’ažšie chvosty - vyššia hodnota kurtosis

(špicatost’), a hodnotu skewness (šikmost’) majú nenulovú. Aproximáciou pomocou

GLD možno zachytit’ aj takéto vlastnosti, vd’aka jeho štyrom parametrom. Pokým

normálne rozdelenie má fixne danú hodnotu skewness(0) a kurtosis(3), tak GLD môže

nadobúdat’ širokú škálu týchto parametrov, o čom sa možno presvedčit’ pri nasle-

dujúcich pŕıkladoch rôznych hustôt rozdelenia GLD.

Obrázok (2.3.2): Hustota GLD(0, 1, 2.5, λ4), λ4 = 0.5, 0.75, 1

Obrázok (2.3.3): Hustota GLD(0, 1, 2.5, λ4), λ4 = 1.25, 1.5, 1.75

Obrázok (2.3.4): Hustota GLD(0, 1, 2.5, λ4), λ4 = 2, 2.25, 2.5

Obrázok (2.3.5): Hustota GLD(0, 1, 1.5, λ4), λ4 = 2, 2.25, 2.5

Obrázok (2.3.6): Hustota GLD(0, 1, 0.5, λ4), λ4 = 0.25, 0.5, 0.75, 1, 1.5, 2, 2.5

Obrázok (2.3.7): Hustota GLD(0,−1,−0.2, λ4), λ4 = 27, 30, 35, 50

Obrázok (2.3.8): Hustota GLD(0,−1,−0.5, λ4), λ4 = 2.91, 2.92, 2.93, ..., 2.99
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Obrázok (2.3.9): Hustota GLD(0,−1,−3, λ4), λ4 = 1, 1.25, 1.5, 1.75

Obrázok (2.3.10): Hustota GLD(0,−1,−0.25, λ4), λ4 = −0.2,−0.3,−0.35,−0.5

Pre viac informácíı o vlastnostiach GLD rozdelenia nájdete v [1].
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3 Aplikácia GLD na popis rozdelenia dát použit́ım

metódy momentov

V tejto časti budeme pokračovat’ v predstavovańı GLD rozdelenia. Ukážeme, ako od-

hadnút’ parametre rozdelenia GLD pre daný set dát. Ďaľśım bodom tejto časti bude

aproximácia normálneho rozdelenia pomocou GLD rozdelenia, následne testy dobrej

zhody a aplikácia odhadu parametrov GLD pre reálne výnosy akcie Hewlett Packard

(HPQ). Záver kapitoly bude venovaný riešeniu systému nelineárnych rovńıc, ktoré sme

v tejto kapitole využili. V tejto kapitole vychádzame z [1], [4],[9], [10], [13],[16].

Vo väčšine pŕıpadov, ked’ modelujeme štatistický model, nepoznáme vhodné pravde-

podobnostné rozdelenie. Aj ked’ ho podl’a nejakých rozumných predpokladov poznáme,

tak často nepoznáme parametre tohto rozdelenia. Hlavná myšlienka odhadu paramet-

rov GLD bude nasledovná:

• Pre daný set dát X1, X2, ...,Xn urč́ıme prvé štyri momenty (mean, variance,

skewness, kurtosis)

• Tieto momenty polož́ıme rovné ich odhadom pomocou GLD rozdelenia

• Vyriešime pŕıslušné rovnice pre λ1, λ2, λ3, λ4.

Postup poṕısaný vyššie sa nazýva metóda momentov.

3.1 Momenty zovšeobecneného lambda rozdelenia [1]

V tejto časti nájdeme vzt’ahy pre prvé štyri momenty GLD rozdelenia. Pre zjed-

nodušenie, najskôr polož́ıme λ1 = 0. Źıskame tak necentrálne momenty GLD(0, λ2, λ3, λ4)

a nakoniec odvod́ıme centrálne GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) momenty.

Veta 3.1.1. Ak X je GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) náhodná premenná, potom Z = X − λ1 je

GLD(0, λ2, λ3, λ4)

Ked’ sme si už zaviedli λ1 ako parameter polohy, môžeme teraz pomocou nasledujúcej

vety (podl’a [1]) zadefinovat’ necentrálne momenty GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) (ak existujú).
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Veta 3.1.2. Ak Z je GLD(0, λ2, λ3, λ4), potom E(Zk), teda očakávaná hodnota Zk, je

daná:

E(Zk) =
1

λk
2

k∑
i=0

[(
i

k

)
(−1)iβ(λ3(k − i) + 1, λ4i+ 1)

]
, (3.1.1)

kde β(a, b) je beta funkcia definovaná vzt’ahom:

β(a, b) =

∫ 1

0

xa−1(1− x)b−1dx. (3.1.2)

Predtým ako budeme pokračovat’ v hl’adańı momentov GLD(λ1, λ2, λ3, λ4), treba spo-

menút’ tri vlastnosti beta funkcie, ktoré budú dôležité pri d’aľsej práci.

Vlastnosti beta funkcie:

1. Integrál (4.1.1), ktorý definuje beta funkciu bude konvergovat’ práve vtedy ked’

a, b sú kladné.

2. Ak a, b sú kladné, tak β(a, b) = β(b, a)

3. Pre u > −1,

β(u+ 1, 1) = β(1, u+ 1) =
1

u+ 1
(3.1.3)

Prvá spomenutá vlastnost’ beta funkcie a vzt’ah (3.1.1) nám pomáha určit’ podmienky,

na základe ktorých momenty GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) existujú.

Dôsledok 3.1.2.1. k-ty moment GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) existuje vtedy a len vtedy, ked’

λ3 > − 1
k
a λ4 > − 1

k
.

Ked’že nás zauj́ımajú prvé štyri momenty, tak podl’a predchádzajúceho dôsledku máme

podmienku λ3 > −1
4
a λ4 > −1

4
.

Nasledujúca veta podl’a [1] dáva explicitné vyjadrenie pre prvé štyri centralizované

GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) momenty.

Veta 3.1.3. Ak X je GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) s λ3 > −1
4
a λ4 > −1

4
, potom jej prvé štyri

momenty α1, α2, α3, α4 (stredná hodnota, variancia, šikmost’ a špicatost’), sú dané:

α1 = µ = E(X) = λ1 +
A

λ2

, (3.1.4)

α2 = σ2 = E((X − µ)2) =
B − A2

λ2
2

, (3.1.5)

α3 =
E(X − E(X))3

σ3
=

C − 3AB + 2A3

λ3
2σ

3
, (3.1.6)

α4 =
E(X − E(X))4

σ4
=

D − 4AC + 6A2B − 3A4

λ4
2σ

4
, (3.1.7)
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kde

A =
1

1 + λ3

− 1

1 + λ4

(3.1.8)

B =
1

1 + 2λ3

+
1

1 + 2λ4

− 2β(1 + λ3, 1 + λ4) (3.1.9)

C =
1

1 + 3λ3

− 1

1 + 3λ4

− 3β(1 + 2λ3, 1 + λ4) + 3β(1 + λ3, 1 + 2λ4) (3.1.10)

D =
1

1 + 4λ3

+
1

1 + 4λ4

− 4β(1 + 3λ3, 1 + λ4) + 6β(1 + 2λ3, 1 + 2λ4)−

− 4β(1 + λ3, 1 + 3λ4)

(3.1.11)

Dôsledok 3.1.3.1. Ak α1, α2, α3, α4 sú prvé štyri momenty GLD(λ1, λ2, λ3, λ4), potom

prvé štyri momenty GLD(λ1, λ2, λ4, λ3) budú:

α1 −
2A

λ2

, α2, −α3, α4.

3.2 Priestor (α2
3, α4) [1]

V tejto časti sa zameriame na určenie hodnôt, ktoré momenty GLD môžu nadobúdat’.

Ak náhodná premenná Y má iné rozdelenie ako GLD, môžeme ho skúsit’ aproximo-

vat’ pomocou náhodnej premennej X, ktorá už bude mat’ GLD rozdelenie pre nejaké

λ1, λ2, λ3, λ4. Predpokladajme, že prvé štyri momenty sú α1 = µ, α2 = σ2, α3 a α4.

Ak možno vybrat’ λ3, λ4 tak, že GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) má tret́ı a štvrtý moment α3 a α4,

potom λ1, λ2 sú dané ako:

µ = λ1 +
A

λ2

σ2 =
B − A2

λ2
2

Pretože A,B,C,D závisia iba od λ3, λ4, tak dostávame nasledovný dôsledok vety 3.1.3.

Dôsledok 3.2.0.2. Pomocou GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) možno určit’ l’ubovol’ne prvé dva mo-

menty µ a σ2 a nejaký tret́ı a štvrt́ı moment α3, α4.

Č́ım väčšia je množina (α3, α4), ktorú GLD môže generovat’, tým užitočneǰsie bude v

aproximácii širokého rozsahu údajov a aproximovańı množstva d’aľśıch náhodných pre-

menných. Uvažujme teda rozsah hodnôt, ktoré môžu α3, α4 nadobúdat’. Z 3.1.3.1 vieme,

že ak (α3, α4) sa dá dosiahnut’, tak aj (-α3, α4) sa dá výmenou λ3, λ4 dosiahnut’. Tento

poznatok nám dovol’uje uvažovat’ priestor (α2
3, α4) priradený k GLD(λ1, λ2, λ3, λ4).
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Veta 3.2.1. Pre l’ubovol’nú náhodnú premennú X pre ktorú existujú momenty α3, α4

plat́ı: α4 > 1 + α2
3.

Dôkazy k jednotlivým vetám a d’aľsie poznatky možno nájst’ v [1].

3.3 Odhad GLD parametrov pomocou metódy momentov [1]

Našim ciel’om je odhadnút’ parametre GLD pre dané dáta. Najznámeǰśı a najpopulárneǰśı

pŕıstup na odhad parametrov rozdelenia je už spomenutá metóda momentov. Táto

metóda je založená na porovnańı teoretických momentov GLD(λ1, λ2, λ3, λ4) s empi-

rickými (momenty určené z dát) a následne vyriešeńım rovńıc pre λ1, λ2, λ3, λ4.

Momenty źıskané z dát X1, ... , Xn označ́ıme ako α̂1, α̂2, α̂3, α̂4 a sú definované

nasledovne:

α̂1 = X̄ =
∑n

i=1
xi

n

α̂2 = σ̂2 =
∑n

i=1
(Xi−X̄)2

n

α̂3 =
∑n

i=1
(Xi−X̄)3

(nσ̂3)

α̂4 =
∑n

i=1
(Xi−X̄)4

(nσ̂4)

(3.3.1)

Toto nie sú maximum likelihood odhady (to by bolo ak by niektoré n boli nahradené

n-1), ale korešponduje to s odhadmi pomocou metódy momentov.

Teoretické momenty z (3.1.4) až (3.1.7) označ́ıme ako α1, α2, α3, α4. Takže potrebu-

jeme riešit’ systém:

αi = α̂i pre i = 1, 2, 3, 4

Systém možno l’ahko zjednodušit’ na riešenie podsystému:

α3 = α̂3, α4 = α̂4,

ako dve rovnice o dvoch neznámych λ3, λ4, potom použit’ (3.1.4), (3.1.5) a dostaneme

postupne λ2 a λ1. Po úpravách dostaneme nasledovný systém rovńıc:

α̂3 =
C − 3AB + 2A3

(B − A2)
2
3

, (3.3.2)

α̂4 =
D − 4AC + 6A2B − 3A4

(B − A2)2
, (3.3.3)

kde A,B,C,D sú definované v (3.1.8) až (3.1.11) a závisia iba od λ3, λ4. Teda α̂3, α̂4

poznáme, resp. máme odhadnuté z dát a hl’adáme λ3, λ4. Presné riešenia rovńıc tohto

typu (nelineárnych rovńıc) sa hl’adajú vel’mi t’ažko. Preto muśıme hl’adat’ približné
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riešenie pomocou numerických metód. Metódy aproximácie sú založené na tom, že

začneme z istých počiatočných hodnôt (v našom pŕıpade λ3 = λ∗
3, λ4 = λ∗

4) a zakaždým

skontrolujeme, či je splnená podmienka

max {|α3 − α∗
3|, |α4 − α∗

4|} < ϵ, (3.3.4)

pre vopred zvolené epsilon. Ak táto podmienka neplat́ı, tak algoritmus hl’adá lepšiu

dvojicu λ∗
3, λ

∗
4, pokým nie je splnená podmienka (3.7.3). Nevýhodou je, že takéto al-

goritmy často končia neúspešne po istom počte iterácíı. V našej práci sme na riešenie

tohto systému rovńıc využili baĺık v programovacom jazyku R - nleqslv (non-linear

equation solver), o ktorom si povieme viac na konci tejto kapitoly.

3.4 Použitie GLD na aproximáciu normálneho rozdelenia [1]

V druhej kapitole sme videli, že funkcia hustoty GLD môže nadobúdat’ širokú škálu

rôznych tvarov. Vd’aka tomu by GLD malo byt’ schopné produkovat’ dobré výsledky pri

rôznych rozdeleniach, z ktorých môžu dáta pochádzat’. V tejto časti sa presvedč́ıme,

že GLD vel’mi dobre fituje jedno z najpouž́ıvaneǰśıch rozdeleńı - normálne rozdele-

nie. Na to, aby sme overili vhodnost’ rozdelenia, tak aplikujeme dva testy. Prvý test

uvažuje bĺızkost’ f̂(x), teda aproximovanú funkciu hustoty a f(x), teda skutočnú fun-

kciu hustoty rozdelenia, ktoré aproximujeme. Bĺızkost’ f̂(x) a f(x) je určená pomocou

max |f̂(x)− f(x)|. Funkciu hustoty rozdelenia, ktorú aproximujeme, f(x) nie je t’ažké

źıskat’. Pri určeńı f̂(x) budeme postupovat’ nasledovne:

• Vezmeme si 249 bodov yi = i/250 pre i = 1, 2, . . . 249 z intervalu (0,1).

• Použijeme 2.1.1 na xi = Q(yi) pre i = 1, 2, . . . 249

• Vypoč́ıtame f̂(xi) podl’a 2.1.2 pre i = 1, 2, . . . 249

Potom použijeme aproximáciu

max |f̂(x)− f(x)| = max
1≤i≤249

|f̂(x)− f(x)|

Pri druhom teste budeme porovnávat’ distribučné funkcie F̂ (x) a F (x) a použijeme tú

istú formulku ako v prvom teste: max |F̂ (x)− F (x)| = max1≤i≤249 |F̂ (x)− F (x)| .
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3.4.1 Normálne rozdelenie

Postup preberaný v predchádzajúcich častiach aplikujeme na odhad parametrov pre

normálne rozdelenie. Funkcia hustoty normálneho rozdelenia so strednou hodnotou µ

a disperziou σ má tvar:

f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2

Každé normálne rozdelenie sa dá upravit’ zo štandardizovaného normálneho rozdelenia,

teda N(0, 1). Stač́ı nám teda aproximácia N(0, 1). Momenty pre N(0, 1) sú všeobecne

známe:

α1 = 0, α2 = 1, α3 = 0, α4 = 3

Teraz aplikujeme algoritmus na výpočet parametrov GLD, so štartovaćım bodom

(λ∗
3, λ

∗
4) = (0.15, 0.15) a dostaneme takéto parametre:

λ1 = 0, λ2 = 0.1975, λ3 = 0.1349, λ4 = 0.1349

Vykresĺıme si funkcie hustoty normálneho rozdelenia (znázornené čiernou) a do toho
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Obr. 3.4.1: Funkcia hustoty Obr. 3.4.2: Distribučná funkcia

istého obrázka aj odhad pomocou GLD(znázornené červenou), vid’. obr.3.4.1. Vid́ıme,

že sú takmer nerozoznatel’né. To isté plat́ı aj pre distribučné funkcie, vid’. obr. 3.4.2.

Podl’a obrázkov sa teda zdá, že odhad parametrov GLD pre normálne rozdelenie je

vel’mi dobrý. Aplikujme dva spomı́nané testy pre určenie ako presný je tento odhad.

Aplikovańım prvého spomı́naného testu (maximálny rozdiel |f̂(x)− f(x)|) dostaneme:

max |f̂(x)− f(x)| = 0.002812276
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Porovnańım distribučných funkcíı dostaneme:

max |F̂ (x)− F (x)| = 0.001085287

Druhý test sa dá vel’mi l’ahko interpretovat’. Znamená to, že P (X < x) sa odlǐsuje od

jej aproximácie o nie viac ako 0.0010853 pre každé x. Aproximácie d’aľśıch známych

rozdeleńı pomocou GLD sú detailneǰsie poṕısané v [1].

3.5 Testy dobrej zhody [1]

V tejto časti sa budeme zaoberat’ tým, ako otestovat’ vhodnost’ použitého rozdelenia

na konkrétnu dátovú vzorku pomocou testu dobrej zhody.

Test dobrej zhody, alebo taktiež známy ako Goodness Of Fit Test overuje, či empi-

rické rozdelenie je štatisticky zhodné s niektorým z teoretických rozdeleńı pravdepodob-

nosti. Čo nás hlavne bude zauj́ımat’ v tejto časti je to, že ak sme už na základe dátovej

vzorky odhadli parametre GLD rozdelenia podl’a predchádzajúcich čast́ı, tak či toto

rozdelenie s odhadnutými parametrami štatisticky správne aproximuje skutočné rozde-

lenie dát. Tzn., že budeme testovat’, či sa dané empirické rozdelenie štatisticky zhoduje

s teoretickým GLD rozdeleńım so źıskanými parametrami. Existuje niekol’ko rôznych

štatistických testov pre test dobrej zhody, v našej práci budeme použ́ıvat’ Pearson-ov

Chi-kvadrát (χ2) test.

3.5.1 Pearson-ov χ2 test

Pearsonov Chi-kvadrát test dobrej zhody vychádza z frekvenčnej tabul’ky a testuje nu-

lovú hypotézu, že početnosti v jednotlivých kategóriách sa rovnajú očakávaným (teore-

tickým) početnostiam plynúcich z odhadnutého rozdelenia. Hlavnou myšlienkou tohto

testu je rozdelit’ źıskané hodnoty zo vzorky do niekol’kých kategóríı, v našom pŕıpade to

budú intervaly a v každom intervale zistit’ empirickú, teda skutočnú početnost’, kol’ko

hodnôt padlo do daného intervalu a porovnat’ ju z teoretickou početnost’ou, ktorú dos-

taneme z rozdelenia, ktoré chceme použit’ na odhad. Teda testujeme hypotézu:

H0 ...vzorka pochádza z predpokladaného rozdelenia

oproti alternat́ıve

H1 ...vzorka nepochádza z predpokladaného rozdelenia
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Ak hypotéza H0 plat́ı, znamená to, že odlǐsnost’ skutočných početnost́ı v jednotlivých

intervaloch a teoretických početnost́ı na základe predpokladaného rozdelenia, nie je

štatisticky významná. Otázkou zostáva, akým spôsobom túto štatistickú významnost’

testovat’. Označme skutočné početnosti (Observed) v jednotlivých intervaloch ako Oi,

očakávané početnosti (Expected) ako Ei, i = 1, ..., k. Potom testovacia štatistika má

tvar:

STAT =
k∑

i=1

(Oi − Ei)
2

Ei

pričom k je počet intervalov, do ktorých sú dáta rozdelené. Pri platnosti H0 má STAT

ch́ı kvadrát rozdelenie s (k − p − 1) stupňami vol’nosti, kde p je počet odhadovaných

parametrov. Teda:

STAT =
k∑

i=1

(Oi − Ei)
2

Ei

∼ χ2
(k−p−1)

Poznámka: Uvažujeme bežnú hladinu spol’ahlivosti 95%.

Teda v pŕıpade GLD rozdelenia má testovacia štatistika za platnosti nulovej hypotézy

ch́ı kvadrát rozdelenie s k − 4 − 1 stupňami vol’nosti, pretože pri aproximácii GLD

odhadujeme štyri parametre. Teda źıskanú hodnotu STAT porovnávame s ch́ı kvadrát

rozdeleńım s k−5 stupňami vol’nosti. Ak je testovacia štatistika STAT väčšia ako hod-

nota ch́ı kvadrát rozdelenia, tak nulovú hypotézu o správnom predpoklade rozdelenia

zamietame, v opačnom pŕıpade hypotézuH0 prij́ımame a v tom pŕıpade náš predpoklad

rozdelenia môžeme považovat’ za vhodný.

Problémom tejto metódy je to, akým spôsobom zvolit’ jednotlivé intervaly. To záviśı

hlavne od konkrétneho pŕıpadu, avšak jedným z kritéríı pre vhodné testovanie je, aby

početnosti v jednotlivých intervaloch boli aspoň 5.

3.6 Odhad parametrov GLD pre reálne dáta [16]

Teóriu ohl’adom aproximácie distribúcie nejakej vzorky pomocou GLD sme si vysvetlili

v predchádzajúcich častiach. Teraz si prakticky ukážeme ako sa tieto poznatky využijú

na reálnych dátach. Pre našu vzorku dát sme si vybrali logaritmické výnosy akcie

Hewlett-Packard Company (HPQ) z obdobia od 1.1.2000 až po 31.12.2004. Môžeme sa

pozriet’ aj na ich priebeh počas tohto obdobia, vid’. obrázok (3.6).

Ešte predtým ako sa pust́ıme do odhadovania GLD parametrov tak sa pozrieme

na histogram týchto výnosov a otestujeme, či tieto dáta nepochádzajú z normálneho

rozdelenia.
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Obr. 3.6.1: Denné logaritmické výnosy akcie HPQ

Na obrázku (3.6.2) je znázornený histogram denných výnosov akcie HPQ a spoji-

tou zelenou krivkou je vykreslená funkcia hustoty normálneho rozdelenia so strednou

hodnotou a disperziou výnosov. Podl’a obrázka sa zdá, že rozdelenie výnosov nie je

z normálneho rozdelenia, hustota výnosov má t’ažšie chvosty. Aby sme sa o tom pre-

svedčili, tak sme vykonali ch́ı-kvadrát test a p-hodnota pre tento test nám vyšla 0.

Teraz skúsime tieto dáta aproximovat’ pomocou prebraného GLD rozdelenia. Najskôr

vypoč́ıtame momenty podl’a 3.3.1 pre výnosy a dostaneme:

α̂1 = −0.0005661917, α̂2 = 0.0010137762, α̂3 = −0.1219729671, α̂4 = 6.9224475571

Ďalej sa presvedč́ıme, že α3, α4 nesṕlňajú podmienku: 1 + λ2
3 < λ4 < 1.8(λ2

3 + 1), teda

že nepatria do oblasti, kde α3, α4 neurčujú platné rozdelenie, spomı́nané v kapitole 2.

Ďaľśım krokom bude riešenie dvoch nelineárnych rovńıc s dvoma neznámymi:

α̂3 =
C − 3AB + 2A3

(B − A2)
2
3

, (3.6.1)

α̂4 =
D − 4AC + 6A2B − 3A4

(B − A2)2
, (3.6.2)

kde A,B,C,D závisia iba od λ3, λ4 a sú definované v 3.1.8 až 3.1.11. Ako bolo už

spomenuté, tak riešenie takýchto rovńıc sa hl’adá numericky, čo si vyžaduje určit’

štartovacie body pre λ3, λ4. Tento problém vyriešime tak, že si vykresĺıme krivky

definované pomocou 3.6.1, 3.6.2, pozrieme sa na priesečńıky týchto dvoch kriviek a

definujeme štartovacie body na riešenie daného systému. Takýchto bodov je zväčša
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Obr. 3.6.2: Histogram výnosov a aproximácia hustoty pomocou normálneho rozdelenia

niekol’ko, väčšinou štyri. Pre finančné akt́ıva sú zauj́ımavé spravidla iba dvojice z tre-

tieho kvadrantu (region 4, obr. (2.2.1)), teda také λ3, λ4, ktoré sú obe záporné, avšak

skúsime aj ostatné možnosti, aby sme sa o tom presvedčili. Ked’že hodnota skewness

(α̂3) je záporná, tak hl’adáme také parametre λ3, λ4, že λ3 < λ4, podl’a poznámky

v kapitole 2. Pre tento pŕıpad sme našli štyri priesečńıky, teda štyri možné riešenia

sústavy, t.j. štyri možné dvojice (λ3, λ4). Tieto štyri dvojice budú štartovacie body pre

algoritmus na hl’adanie riešenia systému nelineárnych rovńıc. V našom pŕıpade bol zvo-

lený už spomı́naný baĺık v jazyku R a to package nleqslv (Non linear equation solver).

Pomocou algoritmu sme dostali nasledujúce štvorice možných parametrov GLD:

GLD1 (0.0002932782,−7.0626333938,−0.1047786071,−0.0998873030)

GLD2 (−0.002503155, 8.504659630, 11.628442983, 14.945628036)

GLD3 (0.1682218,−5.0494589,−0.1293255, 2.3755633)

GLD4 (0.5287315,−2.0083450,−0.0704261, 77.4357622)

Z týchto štyroch možnost́ı sú pŕıpustné len dve, pretože posledné dve nesṕlňajú pod-

mienku rozdelenia (λ3, λ4 majú opačné znamienka, čo podl’a 2.2.2.1 nevedie k platnému

GLD).

Takže źıskali sme dve dvojice parametrov GLD rozdelenia pre výnosy akcie HPQ

(λ3, λ4). Aj ked’ len jedno riešenie sṕlňa, že obe λ3, λ4 sú záporné, tak vyskúšame

obe riešenia a presvedč́ıme sa, že rozumné výsledky dáva iba jedno z nich a konkrétne

to so zápornými hodnotami λ3, λ4. Nato, aby sme rozhodli, ktoré GLD rozdelenie je
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pre naše dáta vhodneǰsie, začneme tým, že si nakresĺıme histogram dát a do neho

dokresĺıme hustoty oboch źıskaných GLD rozdeleńı. Na obrázku (3.6.3) teda máme

histogram pre výnosy, zelenou krivkou hustotu normálneho rozdelenia, modrou GLD2

a červenou GLD1. Na obrázku (3.6.4) je kumulat́ıvna distribučná funkcia dát (čiernou),

aproximácia pomocou normálneho rozdelenia (zelenou), aproximácia pomocou GLD1

(červenou) a pomocou GLD2 (modrou).
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Obr. 3.6.3: Funkcia hustoty Obr. 3.6.4: Distribučná funkcia

Vid́ıme, že zrejme najlepšie popisuje hustotu dát červená krivka, teda GLD1. GLD2

śıce sṕlňa systém rovńıc 3.6.1, 3.6.2, avšak hustotu rozdelenia dobre nepopisuje. Takže

zdá sa, že najlepšiu aproximáciu nám dáva GLD1 rozdelenie (červené krivky) s para-

metrami:

λ1 = 0.0002932782, λ2 = −7.0626333938, λ3 = −0.1047786071, λ4 = −0.0998873030

Na d’aľsom obrázku je opät’ histogram a pre porovnanie hustota normálneho rozdele-

nia (opät’ zelenou) a hustota GLD1 najlepšie popisujúca naše dáta (červenou). Pozrime

sa teraz na ch́ı-kvadrát test pre toto najvhodneǰsie GLD rozdelenie. V tabul’ke na obr.

(3.6.6) máme v prvom riadku rozdelenie do intervalov, v riadku druhom sú početnosti

źıskané zo vzorky a v posledných dvoch riadkoch sú očakávané početnosti najskôr pre

normálne rozdelenie a následne pre odhadnuté GLD rozdelenie. Vid́ıme, že rozdiely

sú menšie pri GLD rozdeleńı, čo korešponduje aj s histogramom v predchádzajúcom

obrázku. Hodnota ch́ı-kvadrát rozdelenia pri hladine spol’ahlivosti 95% so stupňami
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Obr. 3.6.5: Histogram výnosov a aproximácia hustoty pomocou GLD rozdelenia

Obr. 3.6.6: Tabul’ka pre ch́ı-kvadrát test

vol’nosti 18-4-1=13, teda χ2
13 sa rovná 22.36203. Pri normálnom rozdeleńı sa odhadujú

len dva parametre, teda budeme porovnávat’ s χ2
15 = 24.99579. Jednotlivé štatistiky

pre obe rozdelenia sú nasledovné:

Normálne rozdelenie: STAT = 120.22

GLD rozdelenie: STAT = 18.67

Teda vid́ıme, že testovacia štatistika pre normálne rozdelenie je omnoho väčšia ako

kritická hodnota. A tak isto môžeme vidiet’, že testovacia štatistika pre GLD rozdelenie

je menšia ako ch́ı-kvadrát hodnota, teda hypotézu o správnom predpoklade rozdelenia

pre GLD nezamietame. P-hodnota v tomto pŕıpade vyšla 13.36% > 5%.
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3.7 Riešenie nelineárneho systému rovńıc [4],[10], [13]

V tejto časti predstav́ıme baĺık programovacieho jazyka R - nleqslv určeného na riešenie

nelineárneho systému rovńıc, ktorý využ́ıvame pri odhadoch parametrov GLD rozde-

lenia.

Pri odhadovańı parametrov GLD v predchádzajúcej časti sme narazili na problém

vyriešit’ systém dvoch nelineárnych rovńıc s dvoma neznámymi λ3, λ4:

α̂3 =
C − 3AB + 2A3

(B − A2)
2
3

, (3.7.1)

α̂4 =
D − 4AC + 6A2B − 3A4

(B − A2)2
, (3.7.2)

kde A,B,C,D závisia iba od λ3, λ4 a sú definované v (3.1.8) až (3.1.11). Ako sme

už spomenuli, takýto systém sa nedá vyriešit’ analyticky, preto muśıme hl’adat’ pri-

bližné riešenie pomocou numerických metód. Numerické metódy sú založené na tom,

že začneme z nejakého štartovacieho bodu (v našom pŕıpade λ3 = λ∗
3, λ4 = λ∗

4) a

zakaždým skontrolujeme, či je splnená podmienka

max {|α3 − α∗
3|, |α4 − α∗

4|} < ϵ, (3.7.3)

pre vopred zvolené epsilon, teda či sme požadovane bĺızko riešenia. Ak táto podmienka

neplat́ı, tak algoritmus hl’adá lepšiu dvojicu λ∗
3, λ

∗
4 pokým nie je splnené podmienka

(3.7.3). Rozdiely v jednotlivých metódach algoritmov spoč́ıvajú v tom, ako tú lepšiu

dvojicu hl’adat’. V baĺıku je možnost’ využit’ dva algoritmy na riešenie systému ne-

lineárnych rovńıc:

• Broyden Secant metódu

• Kompletnú Newton metódu

Obe metódy využ́ıvajú globálne stratégie ako linesearch alebo trust region, ked’ štandardná

Newton/Broyden metóda nevedie bližšie k riešeniu systému. Linesearch môže byt’ kvad-

ratická, alebo geometrická. Trust region metódy sú bud’ double dogleg, alebo Powel

single dogleg. Jednotlivé globálne stratégie detailneǰsie v [9]. Baĺık obsahuje možnost’

použitia numerického alebo analytického výpočtu jakobiánu. Dokáže škálovat’ para-

metre bud’ automaticky, alebo fixne. Ked’že jednotlivé metódy baĺıka budeme využ́ıvat’,

stručne poṕı̌seme ich algoritmy.
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3.7.1 Newtonova metóda: [13]

Newtonova metóda je jednou z často použ́ıvaných iteračných metód a niekol’ko d’aľśıch

metód je odvodených práve od Newton metódy. Táto metóda sa nazýva aj metódou

dotyčńıc, kvôli jej geometrickému prinćıpu. Je založená na prinćıpe postupnej linea-

rizácie, teda nahradeńı t’ažkého nelineárneho problému na postupnost’ lineárnych problé-

mov, ktorých riešenie konverguje k riešeniu nelineárneho problému. Pre jednoduchost’

uvažujme najskôr jednorozmerný problém. Ked’ máme štartovaćı bod, z ktorého zač́ına

aproximácia, tak vytvárame postupnost’ iterácíı {xp}infp=0 podl’a vzt’ahu:

xp+1 = xp −
f(xp)

f ′(xp)

Teda ak xp je p-ta aproximácia, tak priesečńık dotyčnice k funkcii f v bode xp s osou

x bude d’aľsia aproximácia, teda xp+1. Lepšie pochopenie docieli obrázok 3.7.1.

Obr. 3.7.1: Prinćıp Newton metódy [4]

Predpokladajme teraz systém nelineárnych rovńıc:

F (x) = 0,

kde F : Rn 7→ Rn je nelineárna funkcia so spojitými parciálnymi deriváciami a J(x) =

F
′
(x) pre všetky x ∈ Rn. Newtonova iterácia v pŕıpade systému nelineárnych rovńıc je

daná:

xk+1 = xk − J(xk)
−1F (xk)

kde J(xk)
−1 je inverzná funkcia k jakobiánu J(xk). Výpočet inverznej funkcie J(xk)

−1

sa dá nahradit’ riešeńım rovnice:

J(xk)sk = J−1(xk)
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Newtonova metóda má vel’mi atrakt́ıvne teoretické a praktické vlastnosti. Napr. ak x∗

je riešenie systému, kde jakobián J(x∗) nie je singulárny a štartovaćı bod x0 je bĺızko

riešenia, tak xk konverguje super lineárne k riešeniu x∗. Nevýhodou Newton metódy

je to, že výpočet jakobiánu v každej iterácii je časovo náročný. Vylepšeńım sú potom

quasi Newton metódy, ktoré jakobián aktualizujú nie po každej iterácii.

3.7.2 Broyden metóda:

Broyden metóda je zovšeobecnená metóda sečńıc pre systém nelineárnych rovńıc. Metóda

sečńıc (secant method) je založená na tom, že deriváciu nahrádza konečnou diferenciou.

f
′
(xk) =

f(xk)− f(xk−1)

xk − xk−1

Teda prvým rozdielom oproti Newton metóde je to, že Broyden metóda použ́ıva ap-

roximáciu derivácie. Ďaľśım rozdielom je, že jakobián nie je prepoč́ıtavaný v každej

iterácii, ale po každej hlavnej iterácii využit́ım tzv. Broyden rank 1 update. Algoritmus

zač́ına s poč́ıtaným jakobiánom funkcie a aktualizuje ho po každej úspešnej iterácii

použit́ım Broyden aktualizácie. Tento pŕıstup často vykazuje super lineárnu konver-

genciu k riešeniu. Ak funkcia nleqslv rozhodne, že nemožno pokračovat’ s aktuálnou

maticou derivácíı, poč́ıta novú.

Riešenie nelineárneho systému rovńıc nie je predmetom našej práce, preto sa ňou

nebudeme viac zaoberat’. Pre viac informácii pozri [9], [13].
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4 Rozš́ırený GLD systém - EGLD

V tejto kapitole sa budeme venovat’ rozš́ıreniu GLD na rozš́ırené GLD (Extended GLD)

pridańım skupiny zovšeobecneného beta rozdelenia (Generalized Beta Distribution). Aj

ked’ v tejto diplomovej práci budeme využ́ıvat’ iba samotné GLD, pretože na popis dis-

tribúcie výnosov akt́ıv na trhu bolo GLD v našej práci postačujúce, pre kompletnost’

spomenieme aj zovšeobecnené beta rozdelenie. Vychádzat’ budeme opät’ z [1].

Samotné GLD možno použit’ len v pŕıpade ak dvojica α3, α4 nesṕlňa nasledovné:

1 + α2
3 < α4 ≤ 1.8(α2

3 + 1)

Teda ak tret́ı a štvrtý moment sṕlňajú predchádzajúcu podmienku, tak pomocou

GLD nemožno rozdelenie vzorky aproximovat’. Avšak túto oblast’ dokáže pokryt’ už

spomı́nané zovšeobecnené beta rozdelenie alebo Generalized Beta Distribution (d’alej

už len GBD). Skôr ako sa dostaneme k samotnej defińıcii GBD, najskôr pre lepšie

pochopenie definujeme beta rozdelenie a jej momenty. Ďalej rozvinieme beta rozdele-

nie na zovšeobecnené beta rozdelenie - GBD a následne použit́ım metódy momentov

odhadneme parametre GBD.

4.1 Beta rozdelenie a jej momenty [1]

Beta rozdelenie s parametrami β3 < −1, β4 > −1 je definované pomocou jej funkcie

hustoty nasledovne:

f(x) =


xβ3 (1−x)β4

β(β3+1,β4+1)
, 0 ≤ x ≤ 1

0, inak

pričom β(a, b) je beta funkcia definovaná:

β(a, b) =

∫ 1

0

xa−1(1− x)b−1dx. (4.1.1)

Predtým ako urč́ıme momenty, spomenieme niekol’ko užitočných vlastnost́ı beta a

gamma funkcie. Pre a > 0, gamma funkcia je definovaná:

Γ(a) =

∫ ∞

0

ta−1e−tdt

4.1.1 Vlastnosti

1. Γ(a+ 1) = aΓ(a)
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2. Γ(a) = 2
∫∞
0

u2a−1e−u2

3. Pre a,b kladné: β(a, b) = Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b)

Veta 4.1.1. Ak X je beta náhodná premenná s parametrami β3, β4 a ak Bi = β3+β4+i,

kde i=1,2,..., potom

E(Xk) =
β(β3 + k + 1, β4 + 1)

β(β3 + 1, β4 + 1)

A pomocou rekurzie:

E(Xk) =

(
β3 + k

Bk+1

)
E(Xk−1) pre k = 1, 2, 3, ..., E(X0) = 1

Veta 4.1.2. Ak X je beta náhodná premenná s parametrami β3, β4 a ak Bi = β3+β4+i,

kde i=1,2,..., potom:

α1 = E(X) = µ = β3+1
B2

α2 = E [(X − µ)2] = σ2 = (β3+1)(β4+1)

B2
2B3

σ3α3 = E [(X − µ)3] = 2 (β3+1)(β4+1)(β4−β3)

B3
2B3B4

σ4α4 = E [(X − µ)4] = 3 (β3+1)(β4+1)

B4
2B3B4B5

× (β3β4B2 + 3β2
3 + 3β2

4 + 5β3 + 5β4 + 4)

4.2 GBD a jej momenty [1]

Na to, aby sme dokázali fitovat’ dáta pomocou beta rozdelenia, potrebujeme aby beta

rozdelenie bolo viac flexibilné, teda nie len na intervale (0, 1). Toto možno vyriešit’

transformáciou beta rozdelenia na zovšeobecnené beta rozdelenie (generalized beta

distribution - GBD).

Defińıcia 4.1. Ak X je beta náhodná premenná s parametrami β3, β4, pre β2 > 0 a

pre l’ubovol’né β1 náhodná premenná Y = β1 + β2X má zovšeobecnené beta rozdelenie

(d’alej už len GBD).

Veta 4.2.1. Funkcia hustoty pre náhodnú premennú s rozdeleńım GBD(β1, β2, β3, β4)

je:

f(x) =


(x−β1)β3 (β1+β2−x)β4

β(β3+1,β4+1)β
β3+β4+1
2

ak β1 ≤ x ≤ β1 + β2

0, inak
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4.3 Momenty GBD [1]

Ak chceme fitovat’ GBD(β1, β2, β3, β4) na dáta použit́ım metódy momentov, potrebu-

jeme jednak odhady momentov źıskané z dát, označme ich: α̂1, α̂2, α̂3, α̂4. A d’alej potre-

bujeme predpis pre momenty GBD(β1, β2, β3, β4) rozdelenia, tie označme α1, α2, α3, α4.

Veta 4.3.1. Nech Y je náhodná premenná z rozdelenia GBD(β1, β2, β3, β4) so strednou

hodnotou µY a varianciou σ2
Y . Potom momenty GBD majú nasledovné predpisy:

α1 = E(X) = µ = β1 +
β2(β3 + 1)

B2

(4.3.1)

α2 = E
[
(X − µ)2

]
= σ2 =

β2
2(β3 + 1)(β4 + 1)

B2
2B3

(4.3.2)

α3 = E
[
(X − µ)3

]
=

2(β4 − β3)
√
B3

B4

√
(β3 + 1)(β4 + 1)

(4.3.3)

α4 = E
[
(X − µ)4

]
=

3B3(β3β4B2 + 3β2
3 + 5β3 + 3β2

4 + 5β4 + 4)

B4B5(β3 + 1)(β4 + 1)
(4.3.4)

4.4 Odhad parametrov GBD [1]

V tejto časti, budeme postupovat’ identicky ako pri odhade parametrov GLD. Použijeme

opät’ metódu momentov. Tak ako pri odhade GLD parametrov potrebujeme riešit’

systém rovńıc:

αi = α̂i pre i = 1, 2, 3, 4,

pre β1, β2, β3, β4, kde α̂i sú skutočné momenty źıskané zo vzorky dát. Aj v tomto pŕıpade

sa tieto štyri rovnice dajú zredukovat’ na dve, vd’aka tomu, že rovnice (4.3.3),(4.3.4)

závisia iba od β3,β4. Teda aj pri odhade parametrov GBD nám stač́ı vyriešit’ iba dve

rovnice:

α3 = α̂3 α4 = α̂4,

pre β3, β4 a následne dopoč́ıtat’ β1, β2 z rovńıc (4.3.1),(4.3.2). Rovnako ako pri GLD sme

sa dostali k problému riešit’ systém nelineárnych rovńıc, teda na riešenie potrebujeme

numerické metódy. Viac informácíı ohl’adom teórie GBD nájdete v [1].
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5 Odhad Value at Risk (VaR) pomocou GLD

V d’aľśıch častiach diplomovej práce budeme odhadovat’ mieru rizika - Value at Risk

(VaR) pomocou preberaného zovšeobecneného lambda rozdelenia. Konkrétne v tejto

kapitole sa budeme venovat’ teórii výpočtu VaR. Spomenieme niekol’ko metód, pričom

sa hlavne zameriame na klasickú metódu Monte Carlo ako aj Monte Carlo metódu

v kombinácii s GARCH modelmi. Pri každej metóde budeme porovnávat’ výsledky

pomocou GLD rozdelenia s rozdeleńım normálnym. Teóriu ohl’adom jednotlivých metód

sme čerpali z nasledovných zdrojov [1],[2],[3],[6], [7],[8], [12], [14], [15].

5.1 Value-at-Risk

Vývoj na finančnom trhu je vel’mi t’ažko predv́ıdatel’ný a snahou každého účastńıka tr-

hových aktiv́ıt je dostatočne sa zabezpečit’ proti vysokým stratám. Avšak ešte predtým

ako sa dostaneme k manažovaniu rizika, tak muśıme byt’ schopný zmerat’/odhadnút’,

akému riziku a v akej podobe čeĺıme. Hlavnou otázkou je to, aká je maximálna možná

strata na určitom časovom horizonte pri danej hladine spol’ahlivosti ak investujeme do

istej množiny akt́ıv. Odpoved’ na túto otázku nám dáva jeden z najrozš́ıreneǰśıch a

najviac použ́ıvaných nástrojov pre manažment v bankovom sektore, a tým je Value-

at-Risk (VaR), teda miera rizika. Je to štandardný nástroj na meranie trhového rizika,

teda rizika spojeného s prudkými zmenami cien jednotlivých akt́ıv na finančnom trhu.

Pre lepšiu predstavu, čo VaR predstavuje, uvedieme pŕıklad. Ak sa povie, že jed-

nodňová VaR portfólia pri hladine spol’ahlivosti 99% je 1000 eur, znamená to, že s

pravdepodobnost’ou 99% dosiahneme maximálnu možnú stratu portfólia 1000 eur za

jeden deň.

5.2 Výpočet Value-at-Risk

Ako sme sa už zmienili, VaR vyjadruje maximálnu možnú stratu portfólia pri istej hla-

dine spol’ahlivosti za dané časové obdobie. Teda merat’ trhové riziko znamená priradit’

portfóliu istú hodnotu, ktorá charakterizuje ako vel’mi sa môže vychýlit’ od hodnoty v

súčasnosti (resp. kol’ko môžeme stratit’). Stratou sa rozumie pokles hodnoty rizikového

faktora - napŕıklad ceny akcie, či portfólia akcíı.

Označme L ako jednodňovú stratu portfólia (L > 0). Uvažujme hladinu spol’ahlivosti
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α. Potom jednodňovú V aRα môžeme vyjadrit’ nasledovne:

V aRα = inf{l ∈ R : P (L > l) ≤ 1− α}, α ∈ (0, 1)

To znamená, že jednodňová strata portfólia prekroč́ı V aR s pravdepodobnost’ou menšou,

nanajvýš rovnou ako (1− α).100%. Teda hl’adáme takú hodnotu, že pravdepodobnost’

jej prekročenia je rovná (1−α).100%. Hlavnou myšlienkou výpočtu V aRα je odhad roz-

delenia výnosov a určenie pŕıslušného (1− α).100% kvantilu rozdelenia, teda −V aRα.

Poznámka: VaR sa chápe ako strata a vyjadruje sa ako kladná hodnota.

Obrázok nám dáva grafickú predstavu výpočtu VaR. Ked’ už máme informáciu o tom,

aké pravdepodobnostné rozdelenie výnosy sledujú a vieme ich parametre, tak výpočet

VaR je jednoduchý, predstavuje (1−α)% kvantil (na obrázku je znázornený 5% kvan-

til normálneho rozdelenia). Aj ked’ podl’a predchádzajúcej formulky má výpočet VaR

jasnú štruktúru, určenie pŕıslušného kvantilu je náročný štatistický problém. Existuje

niekol’ko rôznych pŕıstupov určenia VaR, ktoré sa ĺı̌sia najmä v pŕıstupe odhadu roz-

delenia výnosov portfólia.

Výpočet VaR sa rozdel’uje do troch hlavných skuṕın.

1. Neparametrické (Historická simulácia, Metóda Monte Carlo)

2. Semiparametrické (Teória extrémnych hodnôt, CAViaR)

3. Parametrické (RiskMetrics, GARCH)

V našej práci budeme na výpočet VaR metódu Monte Carlo a v d’aľsej časti aj s

kombináciou GARCH modelov, preto si tieto metódy poṕı̌seme bližšie, no predtým pre

lepšie pochopenie predstav́ıme aj myšlienku metódy historickej simulácie.
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5.2.1 Metóda historickej simulácie

Pŕıkladom neparametrickej metódy je metóda historickej simulácie. Historická simulácia

je založená na empirickom pravdepodobnostnom rozdeleńı. Hlavným predpokladom je

to, že výnosy v bĺızkej budúcnosti sa vyv́ıjajú podl’a nedávnej minulosti. Problém tejto

metódy je určenie toho, čo znamená nedávna minulost’. Ak vezmeme pŕılǐs vel’a histo-

rických dát na výpočet VaR, tak sa môže stat’, že náš odhad môže byt’ skreslený starými

udalost’ami vo vývoji výnosov. Taktiež naopak, ak vezmeme pŕılǐs málo historických

údajov, tak nemusia zachytit’ pŕıpadné extrémne udalosti vo vývoji a v tom pŕıpade

bude VaR podhodnotená.

Ak už máme rozmyslené aké vel’ké ”okno” na odhad VaR vyberieme, tak výpočet

je vel’mi jednoduchý a predstavuje (1− α)% kvantil empirického rozdelenia výnosov v

danom ”okne”.

Existujú aj rozš́ırenia metódy historickej simulácie tzv. vážené historické simulácie.

Pokým v klasickej historickej simulácii majú všetky pozorovania rovnakú váhu, pri

váženej historickej simulácii môže váha závisiet’ od:

• časovej aktuálnosti

• od aktuálnej volatility

• od aktuálnej korelácie

Napŕıklad pri časovo váženej historickej simulácii majú najstaršie pozorovania naj-

menšiu váhu a tie najaktuálneǰsie najväčšiu.

Výhody metódy historickej simulácie:

• Nie je potrebný predpoklad na štatistické rozdelenie rizikových faktorov.

• Intuit́ıvna, l’ahko interpretovatel’ná metóda, má jasnú a jednoduchú koncepciu

výpočtu.

• Jednoduché rozš́ırenie pre portfólio.

Nevýhody metódy historickej simulácie:

• Predpoklad rovnakého rozdelenia výnosov v čase nie je správny.
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• Dĺžka okna by mala sṕlňat’ dve protichodné podmienky: okno má byt’ dostatočne

dlhé kvôli dobrým štatistickým záverom a nesmie byt’ pŕılǐs dlhé aby sa nebrali

do úvahy pozorovania vel’mi vzdialené do minulosti.

• Extrémny výsledok v jeden deň môže negat́ıvne ovplyvnit’ VaR počas celej doby

v rámci daného časového okna.

• VaR je limitovaná do takej výšky hodnoty výnosu, ktorá skutočne nastala.

• Pomaly reaguje na turbulencie na trhu.

5.2.2 Metóda Monte Carlo

Výpočet VaR pomocou metódy Monte Carlo má vel’mi podobný algoritmus ako sa-

motná historická simulácia. Avšak namiesto priameho určenia kvantilu z empirického

rozdelenia výnosov daného obdobia, v tejto metóde opakovane náhodne simulujeme

výnosy a každá jedna simulácia nám dá potom možnú budúcu hodnotu portfólia. Ak

simuláciu zopakujeme mnoho krát, tak rozdelenie nasimulovaných výnosov sa bude

približovat’ skutočnému ale neznámemu rozdeleniu. Potom z neho odvod́ıme empirické

rozdelenie a urč́ıme opät’ (1−α)% kvantil a teda źıskame VaR. Napŕıklad ak poč́ıtame

99% VaR, tak ak vykonáme 1000 simulácíı výnosu, tak 10. najnižšia hodnota bude

VaR, teda hodnota, ktorá oddel’uje 1% najnižš́ıch výnosov daného portfólia.

Najväčš́ım problémom tejto metódy je nájst’ vhodné štatistické rozdelenie rizi-

kového faktora, alebo stochastický proces, ktorý by vhodne popisoval správanie rizi-

kového faktora. Čo sa týka stochastických procesov, tak najčasteǰsie sa vo finančńıctve

využ́ıva Brownov geometrický pohyb, či od neho odvodené procesy. Ako predpoklad

štatistického rozdelenia rizikového faktora(výnosov) sa použ́ıva normálne rozdelenie,

ktoré však nezodpovedá rozdeleniu skutočných výnosov najmä kvôli t’ažkým chvos-

tom a väčšej hodnote šikmosti skutočného rozdelenia výnosov. Niekedy sa namiesto

normálneho rozdelenia použ́ıva studentovo rozdelenie. V našom pŕıpade budeme pred-

pokladat’, že výnosy sledujú zovšeobecnené lambda rozdelenie, ktoré dokáže vhodneǰsie

zachytit’ t’ažšie chvosty a šikmost’ v porovnańı s normálnym rozdeleńım.

Výhody Monte Carlo metódy

• L’ahké použitie a implementácia
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• Možnost’ modelovat’ akékol’vek štatistické rozdelenie výnosov akt́ıv

Nevýhody Monte Carlo metódy:

• Náročné na technické vybavenie, hlavne pamät’ a výpočtový čas

• Pomaly reaguje na turbulencie na trhu

Výhodou oproti klasickej historickej simulácii je to, že nepredpokladá rovnaké rozdele-

nie výnosov v jednotlivých časových oknách.

Pri aplikácii metódy Monte Carlo najskôr budeme predpokladat’ len jedno akt́ıvum

v portfóliu a následne aj portfólio obsahujúce niekol’ko akcíı, kde bude treba zohl’adnit’

aj vzájomné väzby medzi jednotlivými akt́ıvami.

Monte Carlo pre jedno akt́ıvum:

Ako sme spomı́nali, tak najskôr sa zameriame len na výpočet VaR pre jednu akciu.

Algoritmus Monte Carlo metódy v tomto pŕıpade je nasledovný:

1. Nájst’ vhodné pravdepodobnostné rozdelenie, pŕıpadne stochastický proces pre

rizikový faktor (v našom pŕıpade výnosy modelujeme pomocou GLD rozdelenia,

pre porovnanie aj pomocou normálneho rozdelenia)

2. Odhadnút’ parametre predpokladaného rozdelenia výnosov z historických dát.

To aké obdobie na odhad zvoĺıme je na posúdenie. Pŕılǐs málo dát môže VaR

podhodnotit’, ale zase vel’a dát môže zachytit’ hektické obdobia a tie môžu VaR

dlhodobo ovplyvňovat’.

3. Generujeme vel’ký počet možných výnosov z predpokladaného rozdelenia (v našom

pŕıpade GLD a normálne rozdelenie) pre nasledujúci deň, pre ktorý chceme od-

hadovat’ VaR. Č́ım viac možných výnosov vygenerujeme, tým lepšie sa bude toto

namodelované rozdelenie približovat’ skutočnému.

4. Zorad́ıme jednotlivé výnosy vzostupne a urč́ıme pŕıslušný (1− α) ∗ 100% kvantil

rozdelenia a dostaneme tak −V aRα na nasledujúci deň.

Otázkou ostáva ako v kroku 3 modelovat’ náhodnú premennú z GLD rozdelenia s

odhadnutými parametrami. Generovanie náhodných premenných pre normálne rozde-

lenie je všeobecne známe:

X = µ+ σU
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kde X je náhodná premenná z normálneho rozdelenia so strednou hodnotou µ a dis-

perziou σ2 a U je premenná z rovnomerného rozdelenia R(0, 1). Ako však generovat’

náhodnú premennú z GLD rozdelenia? Pomôže nám nasledovná veta z [1].

Veta 5.2.1. Nech U1, U2,... sú nezávislé, rovnomerne rozdelené náhodné premenné na

intervale (0,1), potom:

X1 = QX(U1), X2 = QX(U2), ...

(kde QX je kvantilová funkcia rozdelenia X), sú nezávislé náhodné premenné s rov-

nakým rozdeleńım ako X.

Teda predpokladajme, že máme GLD rozdelenie s parametrami:

λ1 = −0.001425662, λ2 = −7.062634117, λ3 = −0.099887312, λ4 = −0.104778616

Potom kvantilová funkcia podl’a vzt’ahu (2.1.1) má tvar:

Q(y) = Q(y, λ1, λ2, λ3, λ4) = −0.001425662 +
y−0.099887312 − (1− y)−0.104778616

−7.062634117

Teda ak vygenerujeme náhodné premenné z rovnomerného rozdelenia U1, U2, ... na in-

tervale (0, 1) tak podl’a vety (5.2.1)

Q(U1, λ1, λ2, λ3, λ4), Q(U2, λ1, λ2, λ3, λ4), ...

budú náhodné premenné z GLD(λ1, λ2, λ3, λ4).

Monte Carlo pre portfólio akcíı:

V predchádzajúcej časti sme poṕısali algoritmus, ako vypoč́ıtat’ VaR pre jednu akciu

metódou Monte Carlo. Ako však tento algoritmus aplikovat’ pre portfólio zložené z

viacerých akcíı? V pŕıpade portfólia zloženého z niekol’kých finančných akt́ıv sa môže

pracovat’ na pozičnom, alebo portfóliovom pŕıstupe.

• Pri portfóliovom pŕıstupe hodnota portfólia záviśı iba na jednom rizikovom

faktore a teda netreba modelovat’ závislost́ı medzi jednotlivými výnosmi.

• Naopak pri pozičnom pŕıstupe sa hodnota portfólia odv́ıja od viacerých fak-

torov, ktoré môžu mat’ medzi sebou rôzne väzby - teda môžu byt’ medzi sebou

korelované.
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My sa budeme zaoberat’ pozičným pŕıstupom, teda budeme zohl’adňovat’ aj korelácie

medzi akt́ıvami, tzn. budeme generovat’ náhodné vektory z viacrozmerného rozdelenia.

Postup výpočtu v pŕıpade portfólia zloženého z niekol’kých akcíı pri pozičnom pŕıstupe

je nasledovný:

1. Zostav́ıme portfólio zložené z n akcíı

2. Pre jednotlivé akcie urč́ıme ich váhu v rámci portfólia - w1, w2, ...wn

3. Pomocou historických údajov źıskame priebeh výnosov jednotlivých akcíı a pre

každú z nich vypoč́ıtame:

(a) Vektor stredných hodnôt jednotlivých akcíı v portfóliu µ = (µ1, µ2, ..., µn),

teda výberovú strednú hodnotu

(b) Odhad variačno - kovariančnej matice (VCM) pre jednotlivé výnosy, teda

maticu variancíı jednotlivých výnosov a kovariancíı medzi jednotlivými výnosmi

akcíı.

4. Generujeme náhodný vektor R z n-rozmerného náhodného rozdelenia (v našom

pŕıpade z n-rozmerného GLD rozdelenia a pre porovnanie z n-rozmerného normálneho

rozdelenia s výberovou strednou hodnotou µ a variačno-kovariančnou maticou

V CM). Tento postup opakujeme k-krát. Dostaneme k simulácíı.

5. Pre každú źıskanú simuláciu z predchádzajúceho kroku vypoč́ıtame celkový výnos

portfólia Rportf :

Rportf = wT ∗R

6. Jednotlivé výnosy portfólia zorad́ıme vzostupne a urč́ıme pŕıslušný (1−α)∗100%

kvantil rozdelenia a dostaneme tak −V aR99% na nasledujúci deň.

Generovanie náhodného vektora z GLD rozdelenia: [2], [15]

Tak, ako v pŕıpade jednej akcie sme museli generovat’ náhodné premenné z daného

rozdelenia, tak v pŕıpade portfólia je to podobné, no potrebujeme generovat’ náhodný

vektor z daného rozdelenia s istým vektorom stredných hodnôt a nejakou variančno -

kovariančnou maticou.

Nech vektor stredných hodnôt (µ) a variančno - kovariančná matica (V CM) sú

známe. Potrebujeme źıskat’m-rozmerný náhodný vektorX z GLD rozdelenia. V pŕıpade
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normálneho rozdelenia je postup generovania takéhoto náhodného vektora známy.

X = µ+ chol(V CM) ∗ z

kde chol je choleského rozklad variančno kovariančnej matice, z je náhodný vektor

zo štandardizovaného viacrozmerného normálneho rozdelenia Nm(0, 1). Potom teda

X je náhodný vektor z m-rozmerného normálneho rozdelenia s vektorom stredných

hodnôt µ a variančno - kovariančnou maticou V CM . Generovanie náhodného vektora

zo štandardizovaného viacrozmerného normálneho rozdelenia je už vo väčšine progra-

movaćıch jazykoch implementovaný, tým sa teda nebudeme zaoberat’. V programe R

je to funkcia rmultnorm, ktorá je súčast’ou baĺıka MSBVAR [15].

Generovanie náhodného vektora z viacrozmerného GLD rozdelenia je však o niečo

zložiteǰsia [2]. Pred samotným generovańım potrebujeme poznat’:

• Marginálne distribúcie výnosov jednotlivých akcíı v tvare kvantilových funkcíı.

• Rank korelácie RX medzi jednotlivými akciami, pričom rank korelácie dostaneme

nasledovným spôsobom:

rVi,Vj
= corr[rk(Vi), rk(Vj)]

kde rk je rank - poźıcia prvku, ak vzorka je usporiadaná, Vi sú jednotlivé pre-

menné v pozorovanej vzorke.

Potom algoritmus na generovanie náhodného vektora z GLD rozdelenia je nasledovný:

1. Transformovat’ korelačnú maticu RX na korelačnú maticu CZ ako:

CZ = 2.sin[
π

6
RX(i, j)]

2. Vygenerovat’m-rozmerný náhodný vektor Z z normálneho rozdelenia s korelačnou

maticou CZ

3. Konvertovat’ prvky normálneho náhodného vektora Z na prvky z rovnomerného

rozdelenia aplikovańım štandarnej normálnej distribučnej funkcie - Φ.

Ui = Φ(Zi)

Potom Ui ∼ R(0, 1).

4. Vypoč́ıtat’ Xi použit́ım marginálnych kvantilových funkcíı:

Xi = QX(Ui)
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5.2.3 GARCH modely [3], [8], [12]

V predchádzajúcich častiach sme pribĺıžili výpočet VaR pomocou historickej simulácie

a pomocou klasickej metódy Monte Carlo. Nevýhodou týchto modelov je že predpo-

kladajú v čase nemennú volatilitu, čo však pre výnosy finančných akt́ıv neplat́ı. Ešte

predtým ako si predstav́ıme samotnú GARCH motodológiu, tak spomenieme základné

charakteristiky finančných akt́ıv, na ktoré je treba mysliet’ pri výpočte miery rizika.

Charakteristika volatility na finančných trhoch

Volatilita na finančných trhoch má nasledovné charakteristické vlastnosti:

• Volatility clustering, resp. zhlukovanie volatility. Znamená to, že vysoká vola-

tilita v čase t je často nasledovaná vysokou volatilitou v čase t+ 1 a to isté plat́ı

aj pre ńızke hodnoty volatility (vid’. obrázok (5.2.3)).

• Leverage effect: je d’aľsou charakteristickou vlastnost’ou volatility a znamená

to, že volatilita reaguje inak na zlé správy na trhu (pokles ceny) a inak na správy

dobré (zvýšenie ceny). Pri poklese ceny akt́ıva je volatilita väčšia ako v pŕıpade

rastu ceny

Na modelovanie procesu, ktorý sṕlňa hore uvedené vlastnosti je najvhodneǰsie apli-

kovat’ GARCH metodológiu. GARCH (Generalized Autoregresive Conditional Hete-

roscedasticity) je model, ktorý modeluje podmienenú varianciu v čase a v porovnańı

s ARCH modelmi ešte navyše zahŕňa v modeli aj vplyv minulých hodnôt volatility.
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Každý GARCH model pozostáva z dvoch rovńıc: jedna rovnica modeluje podmienenú

strednú hodnotu, druhá modeluje podmienenú varianciu.

Rovnica podmienenej strednej hodnoty:

Na odhad podmienenej strednej hodnoty sa použ́ıva ARMA(p,q) proces. Potom rovnica

pre výnosy bude mat’ tvar:

rt = µ+

p∑
i=1

ϕirt−i +

q∑
j=1

θjϵt−j + ϵt,

kde µ, ϕi, θj sú parametre modelu, ϵt sú disturbancie, rt sú v našom pŕıpade výnosy. To

aký rád modelu, teda aké p, q zvoĺıme záviśı od tvaru autokorelačnej (ACF) a parciálnej

autokorelačnej (PACF) funkcie ARMA modelov. Najčasteǰsie sa použ́ıva bud’ AR(1),

MA(1), ARMA(1,1), alebo na modelovanie výnosov sa použije čisto len konštanta +

náhodná zložka (biely šum). Teda rovnice pre jednotlivé modely majú nasledovné tvary:

• AR(1): rt = µ+ ϕ1rt−1 + ϵt

• MA(1): rt = µ+ θ1ϵt−1 + ϵt

• ARMA(1,1): rt = µ+ ϕ1rt−1 + θ1ϵt−1ϵt

• Konštanta + biely šum: rt = µ+ ϵt

Premenné ϵt sú náhodné zložky (disturbancie, reźıduá) v čase. Predstavujú neočakávaný

výnos. Mali by to byt’ nekorelované náhodné premenné, pre ktoré plat́ı:

E(ϵt) = 0

E(ϵtϵs) =

 0, t ̸= s

σ2
t , t = s

Rovnica podmienenej variancie:

Podstatou GARCH modelov je práve rovnica podmienenej variancie, pretože práve

táto rovnica modeluje v čase sa meniacu varianciu výnosov. Pri ARCH modeli rovnica

podmienenej variancie má tvar:

σ2
t = ω +

p∑
i=1

αiϵ
2
t−i , kde ω > 0, αi ≥ 0
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Pridańım q minulých podmienených variancíı do predchádzajúcej rovnice dostaneme

zovšeobecnený ARCH, teda GARCH model s rovnicou podmienenej variancie tvaru:

σ2
t = ω +

p∑
i=1

αiϵ
2
t−i +

q∑
j=1

βiσ
2
t−j , kde ω > 0, αi ≥ 0, βj ≥ 0

Na to, aby bol proces stacionárny, tak muśı platit’:

p∑
i=1

αi +

q∑
j=1

βi < 1

Predstavili sme si všeobecne GARCH(p,q) model, avšak v praxi sa najčasteǰsie použ́ıva

GARCH(1,1). Modely vyšš́ıch rádov sa použ́ıvajú len vel’mi zriedka. Teda pre GARCH(1,1)

rovnica podmienenej variancie má tvar:

σ2
t = ω + αϵ2t−1 + βσ2

t−1

Na začiatku sme spomı́nali, že GARCH model dokáže zahrnút’ jednak zhlukovanie vola-

tility a taktiež leverage effect. Avšak čo sa týka klasického GARCH modelu, ktorý sme

si predstavili, tak dokáže zachytit’ iba zhlukovanie volatility. Spomı́naný leverage effect,

teda asymetria vo volatilite výnosov sa dá modelovat’ pomocou dvoch asymetrických

GARCH modelov, a to EGARCH (exponencial GARCH) alebo TARCH (Treshold

ARCH). V našom pŕıpade nepoužijeme ani jednu z týchto metód ale namiesto toho

použijeme kombináciu metódy Monte Carlo a klasickej GARCH metódy. Myšlienka je

taká, že najskôr odhadneme z historických dát GARCH model a pomocou neho namo-

delujeme predikcie volatility a následne budeme postupovat’ rovnako ako pri metóde

Monte Carlo, ale namiesto variancie źıskanej z historických dát použijeme práve tieto

predikcie źıskané z GARCH modelu. Pri takomto výpočte využit́ım GLD rozdelenia

zachyt́ıme aj asymetriu volatility výnosov a to tým, že GLD nám modeluje aj šikmost’.

Teda postupovat’ budeme nasledovne:

1. Odhadneme GARCH modele pre historické dáta, napr. 3 roky spät’.

2. Vypoč́ıtame predikcie pre volatilitu na obdobie odhadu VaR - σGARCH

3. Pre zvolené
”
okno“, v našom pŕıpade opät’ 350 dńı spät’ urč́ıme pŕıslušné momenty

- mean(µ), skewness(γ), kurtosis(κ).

4. Generujeme náhodné premenné z GLD rozdelenia so strednou hodnotou µ, va-

rianciou σGARCH , šikmost’ou γ a špicatost’ou κ.
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5. Urč́ıme pŕıslušný (1− α)% kvantil nasimulovaných výnosov.

Na odhad GARCH modelu budeme použ́ıvat’ opät’ programovacie prostredie R a baĺıček

pre odhadovanie GARCH modelov - fGarch. Pre informácie o použ́ıvańı baĺıka fGarch

pozri [14].

5.3 Spätné testovanie VaR - Backtesting

V tejto časti si povieme ako testovat’ vhodnost’ použitej metódy na výpočet miery rizika.

Teda ak sme už na základe istého modelu odhadli vývoj miery rizika daného portfólia,

môžeme pomocou backtestingu zistit’, v akej miere je tento odhad dobrý. Spomenieme

dva najznámeǰsie testy: Kupiecov test a Christoffersenov test.

Kupiecov test: Tento test sa zameriava na pomer počtu prekročeńı k celkovému

počtu odhadovaných VaR a testuje, či sa pohybuje dostatočne bĺızko hodnoty (1-α).

Označme počet skutočných prekročeńı VaR, teda také, ktoré skutočná strata pre-

siahla (t.j. zlé predikcie) ako T . Počet všetkých odhadov VaR nech je N . Potom

skutočná pravdepodobnost’ prekročenia je p̂ = T
N
. Kupiecov test je založený na po-

rovnańı stanovenej hladiny spol’ahlivosti p (teda ak poč́ıtame 99% VaR, tak p = 0.01)

so skutočnou pravdepodobnost’ou prekročenia VaR, teda s p̂.

Teda testuje sa hypotéza: H0 ... p̂ = p.

Testovacia štatistika pre tento test má nasledovný tvar:

LRuc = −2 ln
pn(1− p)T−N

p̂N(1− p̂)T−N

Pri platnosti H0 má štatistika LRuc asymptotické ch́ı-kvadrát rozdelenie s jedným

stupňom vol’nosti. Teda H0 zamietame, ak hodnota štatistiky LRuc je väčšia ako kri-

tická hodnota ch́ı-kvadrát rozdelenia s 1 stupňom vol’nosti.

Christoffersenov test:

V Kupiecovom teste sme testovali iba skutočnost’, že skutočná pravdepodobnost’ pre-

kročenia je porovnatel’ná so stanovenou hladinou spol’ahlivosti. Pri Christoffersenovom

teste navyše testujeme, či dané prekročenia sú nezávislé, pretože ak by bol model pre
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výpočet VaR správny, tak prekročenia by mali byt’ nezávislé, tzn., že to či prekročenie

nastalo v predchádzajúcom časovom okamihu, nemá vplyv na to, či nastane prekročenie

v časovom okamihu nasledujúcom.

Testujeme hypotézu: H0 ... p = p̂ a prekročenia sú navzájom nezávislé.

Štatistika pre Christoffersenov test je nasledovná:

LRcc = LRuc+ LRind,

LRuc ... štatistika z Kupiecovho testu,

LRind = 2(lnLA− lnL0),

LA = (1− π01)
T00πT01

01 (1− π11)
T10πT11

11 ,

L0 = (1− π)T00+T10πT01+T11 ,

Tij ... počet pozorovańı, ktoré boli v čase t v stave j a v čase t− 1 boli s v stave i.

π01 =
T01

T00+T01
, π11 =

T11
T10+T11

, π = T01+T11
T

.

LRind má ch́ı-kvadrát rozdelenie s jedným stupňom vol’nosti, LRcc má ch́ı-kvadrát roz-

delenie s dvoma stupňami vol’nosti. Teda hypotézu H0 zamietame ak hodnota štatistiky

LRcc je menšia ako kritická hodnota ch́ı-kvadrát rozdelenia s dvoma stupňami vol’nosti.
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6 Praktická čast’ výpočtu VaR

V predchádzajúcej kapitole sme si pribĺıžili niekol’ko spôsobov, ako modelovat’ mieru

rizika. V tejto časti využijeme tieto poznatky a ukážeme si ich praktické použitie. Bu-

deme sa venovat’ hlavne metóde Monte Carlo pomocou normálneho a GLD rozdelenia

pre portfólio zložené najskôr z jednej a následne z piatich akcíı. V druhej časti apliku-

jeme kombináciu GARCH modelov s Monte Carlo metódou, avšak v tomto pŕıpade len

pre jednu akciu. Dáta pre praktickú čast’ sme čerpali z [16].

Pri každej metóde budeme postupovat’ podobným spôsobom. Na začiatku urč́ıme dátovú

vzorku, z ktorej budeme odhadovat’ model. Následne urč́ıme časový úsek, pre ktorý bu-

deme určovat’ out-of-sample odhady VaR, teda odhady do budúcnosti. Avšak zvoĺıme

taký interval, pre ktorý budeme poznat’ skutočné výnosy, na ktoré VaR odhadujeme,

aby sme mohli nakoniec vykonat’ backtesting. Vo všetkých metódach poč́ıtame jed-

nodňovú VaR s hladinou spol’ahlivosti 99%, takže odhadujeme V aR99%.

6.1 Výpočet VaR pomocou metódy Monte Carlo

Tu si ukážeme, aké výsledky dáva metóda Monte Carlo pre výpočet VaR najskôr pre

jedno akt́ıvum a následne pre portfólio zložené z piatich akcíı. V oboch pŕıpadoch

budeme porovnávat’ pŕıstup s predpokladom, že výnosy majú normálne rozdelenie s

pŕıstupom rozdelenia výnosov z GLD rozdelenia. Nakoniec pomocou grafu znázorńıme

výsledky s porovnańım so skutočnými výnosmi a vykonáme spätné testovanie a po-

rovnáme výsledky pre normálne a GLD rozdelenie.

6.1.1 Výpočet VaR pre jedno akt́ıvum

Pre túto čast’ sme zvolili akciu HPQ. Použili sme historické dáta od 12.8.2008-31.12.2012.

Prvých 350 dát sme použili na modelovanie výnosov a výpočet prvej out-of-sample VaR

na 351. deň (4.1.2010). Na výpočet hodnoty VaR na nasledujúce dni sme použ́ıvali vždy

historické dáta 350 dńı dozadu. V každej iterácii výpočtu VaR sme najstaršie pozoro-

vanie vynechali a pridali pozorovanie z predchádzajúceho dňa. Takto sme postupovali

až do konca roku 2012, teda dostali sme tak 754 budúcich hodnôt V aR99%.

Výnosy sme v každom kroku modelovali dvoma spomı́nanými metódami, pomo-

cou normálneho rozdelenia a pomocou GLD rozdelenia. Predpokladali sme, že VaR
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vypoč́ıtaná pomocou normálneho rozdelenia bude menšia (VaR je definovaná ako kladné

č́ıslo) ako pomocou GLD rozdelenia. Je to hlavne kvôli tomu, že GLD rozdelenia dokáže

lepšie zachytit’ t’ažké chvosty rozdelenia výnosov, teda dokáže zachytit’ aj väčšie straty,

resp. väčšie výnosy (nás ale zauj́ımajú hlavne tie väčšie straty) tzn., že maximálna

možná strata pomocou GLD by mala väčšia.

Na nasledujúcom obrázku máme graf výnosov akcie HPQ v čase znázornený čiernou

krivkou, zelenou krivkou je VaR vypoč́ıtané pomocou normálneho rozdelenia a červenou

je VaR pomocou GLD rozdelenia. Tak ako sme predpokladali, tak VaR pomocou GLD

je väčšia, teda je nižšie, ako VaR pomocou normálneho rozdelenia. Pri generovańı VaR

bolo v tomto pŕıpade pre obe metódy použitých 100000 simulácíı z daného rozdele-

nia. Pozrime sa na pravdepodobnosti prekročenia pre jednotlivé metódy. V pŕıpade
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normálneho rozdelenia došlo k prekročeniu VaR 17 krát(pprekrocenia = 2.25), pričom pri

GLD len 10 krát (pprekrocenia = 1.32) pri uvažovanej hladine spol’ahlivosti 99%. Vid́ıme,

že rozdiel je vcelku výrazný.

Čo nám hovoria spätné testovania?

1. Kupiecov test(p-value)

(a) 0.298% - Normálne rozdelenie

(b) 39.33% - GLD rozdelenie:
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2. Christoffersenov test(p-value)

(a) 0.844% - Normálne rozdelenie

(b) 20.26% - GLD rozdelenie:

Vid́ıme, že v pŕıpade GLD oba testy prijali nulovú hypotézu, v pŕıpade normálneho

rozdelenia oba testy nulovú hypotézu zamietli. Teda iba v pŕıpade GLD rozdelenia

plat́ı, že pravdepodobnost’ neprekročenia hodnoty VaR je dostatočne bĺızko hladiny

spol’ahlivosti a jednotlivé prekročenia sú nezávislé.

Pri Monte Carlo metóde výpočtu VaR sa postupuje tak, že v každom výpočte ge-

nerujeme niekol’ko náhodných premenných z nejakého rozdelenia. V našom pŕıpade

to bolo GLD a normálne rozdelenie. Správnost’ modelu by sa dala určovat’ aj pomo-

cou správnosti generovania náhodných premenných. Môžeme porovnávat’ skutočné mo-

menty danej dátovej vzorky(historické výnosy) a momenty generovaných premenných

v jednotlivých iteráciách výpočtu VaR. V nasledujúcich grafoch sú odchýlky jednot-

livých momentov pre normálne(zelenou) a GLD rozdelenie(červenou) od skutočných

momentov vzorky.
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Vid́ıme, že rozdiely pre prvé dva momenty sú porovnatel’né, avšak významneǰsie mo-

menty ako sú šikmost’ a špicatost’ lepšie dokáže poṕısat’ GLD rozdelenie, čo je logické,

pretože GLD je štvorparametrové a berie do úvahy aj šikmost’ a špicatost’ na rozdiel

od normálneho, ktoré má tieto dva momenty pevne dané. Pre porovnanie: 744 krát bol

rozdiel v šikmosti menš́ı pre GLD rozdelenie a 10 pre normálne. Pre špicatost’ je to:
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740:14. To čo najviac ovplyvňuje konce rozdelenia je práve špicatost’ a teda vid́ıme že

výnosy v tomto zmysle naozaj lepšie popisuje GLD rozdelenie a teda aj výpočet VaR

je presneǰśı.

Nevýhodou Monte Carlo metódy je to, že vel’mi pomaly reaguje na zmenu hektic-

keǰsieho obdobia na pokojneǰsie. Teda ak model odhadujeme z hektického obdobia a

odhadujeme VaR na pokojneǰsie obdobie, tak vel’mi vysoká VaR môže dominovat’ počas

dlhšieho obdobia a naopak. Je to dôsledkom zhlukovania volatility ako sme spomı́nali

v predchádzajúcej kapitole. Riešeńım tohto problému sú GARCH modely, ktoré si

ukážeme neskôr.

6.1.2 Výpočet VaR pre portfólio akcíı

Na modelovanie VaR portfólia sme vybrali akcie:

• Hewlett-Packard Company (HPQ)

• International Business Machines Corporation (IBM)

• Nokia Corporation (NOK)

• Bank of America Corporation (BAC)

• The Coca-Cola Company (KO)

Hodnoty výnosov boli źıskané z historických dát z obdobia od 12.8.2008 do 31.12.2012,

pričom na odhad modelu sme vždy použili historických 350 výnosov. Váhy jednotlivých

akcíı v našom portfóliu sme pre jednoduchost’ zvolili rovnomerne, teda: w1 = w2 = w3 =

w4 = w5 =
1
5
.

Pri výpočte VaR sme postupovali na základe pozičného pŕıstupu, teda zohl’adnili

sme aj korelácie medzi jednotlivými akciami, teda generovali sme náhodné vektory z

viacrozmerného rozdelenia. Opät’ predpokladáme, že VaR źıskaná pomocou normálneho

rozdelenia bude menšia ako pomocou GLD rozdelenia.

Na nasledujúcom obrázku máme skutočné výnosy portfólia (čiernou) za obdobie od

kedy sme odhadovali VaR, zelenou je VaR pomocou normálneho rozdelenia, červenou

pomocou GLD rozdelenia. V každej iterácii výpočtu VaR sme použili len 10 000 (pri

jednej akcii to bolo 10-krát viac) generovańı výnosov portfólia kvôli časovej náročnosti

generovania náhodných vektorov z viacrozmerného rozdelenia. Z grafu teda vid́ıme, že

48



2010 2011 2012 2013

−
0.

10
−

0.
05

0.
00

0.
05

0.
10

VaR pomocou Monte Carlo metódy pre portfólio

cas

vý
no

s/
V

aR

VaR pomocou GLD je zväčša nižšie ako VaR pomocou normálneho rozdelenia, čo sme

aj očakávali. Pre lepšie porovnanie sme vykonali backtesting pre obe źıskané VaR.

1. Kupiecov test(p-value)

(a) 2.24% - Normálne rozdelenie

(b) 23.19% - GLD rozdelenie:

2. Christoffersenov test(p-value)

(a) 5.32% - Normálne rozdelenie

(b) 40.11% - GLD rozdelenie:

Teda Kupiecov test pre normálne rozdelenie zamietol nulovú hypotézu, Christofferse-

nov test nulovú hypotézu tesne nezamietol. Avšak pre VaR vypoč́ıtané pomocou GLD

rozdelenia sú obe štatistiky podstatne lepšie ako pre normálne rozdelenie. V pŕıpade

GLD rozdelenia oba testy vyšli pozit́ıvne. Pozrime sa konkrétne na jednu iteráciu a po-

rovnajme momenty skutočných výnosov portfólia a výnosov vygenerovaných pomocou

GLD a normálneho rozdelenia (počet iterácíı - 10 000).

• Skutočné momenty: 0.0013487821, 0.0001899966,−0.2994180703, 4.8534453724

• Momenty z GLD : 0.0013824465, 0.0002057337,−0.2334501368, 4.8570969471

• Momenty z Norm : 0.0013444971, 0.0001911421,−0.0041223875, 3.0115664273
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Teda vid́ıme opät’, že prvé dva momenty približne rovnako dobre popisuje normálne aj

GLD rozdelenie. Tret́ı a štvrtý moment podstatne lepšie zachytilo GLD rozdelenia.

6.2 VaR pomocou GARCH modelov

V tejto časti opät’ aplikujeme metódu Monte Carlo, avšak v tomto pŕıpade aj s využit́ım

GARCH modelov. Tento model aplikujeme iba na portfólio zložené z jednej akcie.

Ako sme už v teoretickej časti VaR spomenuli, tak najskôr odhadneme GARCH

model pre výnosy z historických dát 3 roky dozadu. Následne urč́ıme predikcie va-

riancíı do budúcnosti a potom postupujeme rovnako ako v pŕıpade Monte Carlo, avšak

s tým rozdielom, že namiesto variancie źıskanej z historických 350 dát (350 je okno

aj v tomto pŕıpade) použijeme predikciu určenú z GARCH modelu. Teda v pŕıpade

GLD rozdelenia generujeme náhodné premenné z GLD rozdelenia so strednou hod-

notou určenou z historických dát, varianciou určenou z GARCH modelu, šikmost’ou a

špicatost’ou určenými z historických dát 350 dńı spät’. V pŕıpade normálneho rozdelenia

je šikmost’ a špicatost’ daná pevne - šikmost’ 0, špicatost’ 3. Výhodou tohto modelu v

porovnańı s klasickým Monte Carlo je v tom, že model sa dokáže rýchleǰsie adaptovat’

na zmeny volatility výnosov. Navyše plus GLD oproti normálnemu rozdeleniu je to, že

GLD dokáže zachytit’ aj šikmost’ a t’ažšie chvosty rozdelenia výnosov.

K tejto časti sme opät’ vybrali akciu HPQ a mieru rizika pre výnosy tejto akcie

sme určovali na rovnaké obdobie ako v predchádzajúcom modeli, aby sme mohli jed-

notlivé metódy porovnat’. Teda odhad VaR zač́ına od 4.1.2010 a konč́ı 31.12.2012. Na

modelovanie volatility pomocou GARCH modelu sme použili dáta 3 roky dozadu - od

1.1.2007-31.12.2009. Na odhad strednej hodnoty, šikmosti a špicatosti sme v každej

iterácii použili opät’ 350 historických najnovš́ıch pozorovańı. Pre modelovanie stred-

nej hodnoty v GARCH modeli sme sa na základe autokorelačnej a parciálnej autoko-

relačnej funkcie rozhodli pre model zložený iba z konštanty a náhodnej zložky. Ked’že

najčasteǰsie sa použ́ıva GARCH(1,1) model, tak na modelovanie volatility sme použili

práve tento konkrétny GARCH:

σ2
t+1 = ω + αϵ2t + βσ2

t

Teda na modelovanie volatility sme použili len disturbancie jeden krok dozadu a va-

rianciu tiež iba jeden krok dozadu.
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Vid́ıme, že opät’ VaR pomocou GLD rozdelenia je väčšia ako pomocou normálneho roz-

delenia. Takisto môžeme pozorovat’, že tentokrát VaR dokáže lepšie reagovat’ na zmeny

vo volatilite ako pri klasickej Monte Carlo metóde. To spôsobuje práve volatilita mode-

lovaná pomocou GARCH modelu. Pravdepodobnost’ prekročenia v pŕıpade GLD vyšla

1.46, pričom v pŕıpade normálneho rozdelenia až 2.12. Pozrime sa aj na backtesing:

1. Kupiecov test(p-value)

(a) 0.72% - Normálne rozdelenie

(b) 23.75% - GLD rozdelenie:

2. Christofersenov test(p-value)

(a) 0.19% - Normálne rozdelenie

(b) 42.29% - GLD rozdelenie:

Opät’ oba testy, využit́ım GLD rozdelenia, nulovú hypotézu (že pravdepodobnost’ ne-

prekročenia hodnoty VaR je dostatočne bĺızko hladiny spol’ahlivosti) prij́ımajú, v pŕıpade

normálneho rozdelenia, naopak, oba testy nulovú hypotézu zamietajú. Teda znova

pŕıstup pomocou GLD vyšiel lepšie ako pŕıstup s normálnym rozdeleńım.
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Teraz porovnajme dve použité metódy. Na nasledujúcich obrázkoch máme vedl’a

seba porovnania oboch metód pre GLD rozdelenia a vedl’a pre normálne rozdelenie.

tmavšou farbou je vždy metóda klasickej Monte Carlo metódy a bledšou je 2. spomı́naná

metóda pomocou GARCH modelu. Vid́ıme teda, že pri klasickej Monte Carlo metóde
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sa model nedokáže tak rýchlo adaptovat’ na prudké zmeny, ako model druhý, kde sme

využili modelovanie volatility pomocou GARCH modelu.

V tejto metóde výpočtu VaR sme predpokladali klasický GARCH model s pred-

pokladom normálneho rozdelenia disturbancíı a až následne sme v metóde Monte

Carlo využili generovanie náhodných premenných z GLD rozdelenia s využit́ım va-

riancie źıskanej z GARCH modelu. Rozš́ıreńım tohoto modelu by bol GARCH model

založený na predpoklade GLD rozdelenia disturbancíı, pŕıpadne modelovanie šikmosti

a špicatosti v čase, tak ako volatilitu. Avšak aj napriek nie úplne korektným predpo-

kladom nám dal použitý model vcelku pekné výsledky, ktoré zodpovedajú teoretickým

predpokladom.
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Záver:

Hlavnou náplňou našej diplomovej práce bolo predstavit’ zovšeobecnené lambda

rozdelenie na popis distribúcie výnosov a následne poznatky využit’ na výpočet miery

rizika - VaR pre akciové portfólio.

V prvých častiach sme sa venovali teórii pre zovšeobecnené lambda rozdelenie, pred-

stavili jeho vlastnosti a odhad parametrov pomocou metódy momentov. V d’aľśıch

častiach sme sa venovali výpočtu miery rizika aplikovańım tohto rozdelenia a porov-

nańım s často použ́ıvaným normálnym rozdeleńım. Pŕınosom tejto časti bolo, že GLD

dokáže lepšie poṕısat’ distribúciu výnosov finančných akt́ıv ako normálne rozdelenie

vd’aka jeho štyrom parametrom. Na rozdiel od normálneho rozdelenia dokáže zachytit’

aj také vlastnosti ako sú t’ažké chvosty, či šikmost’ rozdelenia výnosov. Tieto vlastnosti

sa podl’a očakávańı prejavili vo výpočte VaR. VaR pomocou normálneho rozdelenia

bola podhodnotená, teda normálne rozdelenie nedokázalo zachytit’ extrémne udalosti

tak dobre ako GLD rozdelenie.

Na výpočet VaR sme použili najskôr klasickú metódu Monte Carlo, ktorá ne-

dokázala pohotovo reagovat’ na zmeny vo volatilite výnosov akcíı. Diplomovú prácu

sme preto ešte rozš́ırili o výpočet VaR pomocou GARCH metodológie a to tak, že sme

použili kombináciu metódy Monte Carlo a GARCH modelov, no iba pre jednu akciu.

Výsledky z tejto metódy nám ukázali, že použit́ım GARCH modelov sme docielili to, že

takýto výpočet VaR dokázal lepšie reagovat’ na prudké zmeny vo volatilite, čo klasické

Monte Carlo nedokázalo.

Ďaľśım rozvinut́ım našej práce by bola kombinácia Monte Carlo s GARCH mode-

lom pre portfólio zložené z viac akcíı. Pri modelovańı GARCH modelu sme predpokla-

dali disturbancie z normálneho rozdelenia. Možnou alternat́ıvou by bolo modelovanie

GARCH s využit́ım rozdelenia disturbancíı z GLD rozdelenia.
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