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Abstrakt

Gregusova, Slavomira: Zovseobecnené lambda rozdelenie pri modelovani

finanénych aktiv [Diplomové pracal.

Univerzita Komenského v Bratislave, Mlynska dolina 84248, Bratislava,
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matema-

tiky a Statistiky.

Veduci prace: Mgr. Ing. Urban Kova¢, PhD

Bratislava, 2013. /55 s./

Hlavnou naplinou diplomovej prace bude aplikacia zovseobecneného lamb-
da rozdelenia na popis distribiicie vynosov jednotlivych aktiv na trhu.
Zameriame sa na generovanie aktiv v portféliu pomocou viacrozmerného
zovieobecneného lambda rozdelenia, pri¢om zohladnime koreldcie medzi
jednotlivymi aktivami. Vysledky pouzijeme vo finanénych modeloch na

predikciu miery rizika (VaR) v portféliu.

KIiéové slova: Zovseobecnené lambda rozdelenie, Generalized Lambda

Distribution, VaR, GARCH, Monte Carlo



Abstract

Gregusova, Slavomira: Generalized lambda distribution for modeling of

financial assets [Master’s thesis].

Comenius University Bratislava, Mlynska dolina 84248, Bratislava, Fa-
culty of Mathematics, Physics, and Informatics, Department of Applied

Mathematics and Statistics.

Supervisor: Mgr. Ing. Urban Kovaé¢, PhD

Bratislava, 2013. /55 p./

The main content of this thesis is the application of the Generalized
Lambda Distribution to describe the distribution of the asset returns in
the market. We focus on generating assets in the portfolio using a Mul-
tidimensional Generalized Lambda Distribution, taking into account the
correlation between assets. The results are used in the financial model

to predict the Value-at-Risk measure (VaR) for the given portfolio.

Keywords: Generalized Lambda Distribution, VaR, GARCH, Monte
Carlo
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Uvod

Skidmanie spravania finanénych ¢asovych radov je aktudlnou témou vzhladom na neoca-
kavané extrémne udalosti pohybov cien na trhu. Nedavna celosvetova financna kriza
v roku 2008, a takisto pad trhu v oktébri 1987 a mnoho d’alsich st veéné spustace k
dalgiemu vyskumu a hladaniu d¢innejsich predikénych ndstrojov. Vetky tieto krizy na
trhu boli charakteristické zvysenim volatility. Volatilita v oblasti financii charakterizuje
turbulencie vynosov v ¢ase. Teda zdujmom je velmi presny odhad tejto volatility a jej
nasledné predikcie do budicnosti.

Volatilita je stredobodom pozornosti v oblasti riadenia rizik a naslednych opat-
reni pre vyhodnotenie rizik. Najrozsirenejsim a najpopulérnejsim néastrojom v oblasti
riadenia rizik je Value at Risk (VaR), teda miera rizika. VaR vyjadruje maximalnu
moznu stratu portfélia s istou pravdepodobnostou v priebehu istého ¢asového oka-
mihu. Pre vypocet VaR je dolezité poznat pravdepodobnostné rozdelenie finanéného
nastroja. V prvej casti sa preto zameriame na modelovanie distribuicie vynosov fi-
nancnych aktiv. Rozdelenie vynosov finanénych aktiv na trhu sa vyznacuje tym, zZe
m4 tazké chvosty, resp. pravdepodobnost vicsieho vynosu/straty nie je nulovd, ako
napriklad predpokladd normalne rozdelenie - teda rozdelenie je charakteristické vécsou
hodnotou Spicatosti. Takisto rozdelenie vynosov nie je symetrické ako predpoklada
normalne rozdelenie, ale je charakteristické istou sikmostou réznou od nuly. V nasej
diplomovej praci budeme na popis distribticie pouzivat rozdelenie, ktoré dokaze za-
chytit aj takéto vlastnosti, a to zovseobecnené lambda rozdelenie (Generalized Lambda
Distribution - GLD). Je to stvorparametrové zovseobecnenie Tukey-ho jednoparamet-
rového lambda rozdelenia, ktoré v sebe zahina Siroku skélu roznych tvarov hustot a
dokéze velmi dobre aproximovat normalne rozdelenie a d’alsie iné zndme rozdelenia.

Diplomova praca je rozdelend do Siestich kapitol. V prvej kapitole spomenieme
zékladné pojmy zo Statistiky, ktoré budd potrebné pre d'alsiu pracu. V kapitole druhej
vyslovime definiciu GLD, predstavime jeho styri parametre a ich vlastnosti a ukédzeme
rozne tvary, aké moze toto rozdelenia nadobtidat. Aplikdcia GLD rozdelenia na popis
distribicie dat pouzitim metédy momentov bude predmetom tretej kapitoly. V tejto
kapitole ukazeme, aky tvar maja predpisy pre momenty GLD rozdelenia a ako pomocou

momentovej metédy odhadnif jednotlivé parametre rozdelenia. Dalsim bodom tejto



casti bude aproximacia normalneho rozdelenia pomocou GLD rozdelenia, nasledne testy
dobrej zhody a aplikdcia odhadu parametrov GLD pre realne vynosy akcie Hewlett Pac-
kard (HPQ). Zéver tejto kapitoly bude venovany rieseniu systému nelinedrnych rovnic,
ktoré sme v tejto kapitole vyuzili. Kapitola stvrta bude venovand rozsirenému GLD
rozdeleniu tzv. EGLD, ktoré vznikne pridanim skupiny zovSeobecneného beta rozde-
lenia, pretoZe samotné GLD nemozno pouzit vidy. V piatej ¢asti sa zameriame na
tedriu ohladom spominaného nédstroja na meranie rizika - Value at Risk. Na vypocet
VaR existuje niekolko moznosti, v nasej praci sme sa zamerali na dve réozne metédy -
Metéda Monte Carlo a pouzitie GARCH modelov. Pre porovnanie ”GLD metod” bu-
deme pouzivat normadlne rozdelenie. V poslednej Siestej kapitole predstavime praktické

vysledky vypoctu VaR popisaného v kapitole piate;j.



1 Zakladné pojmy

Na zaciatok, pred definovanim samotného zovSeobecneného lambda rozdelenia, vy-
svetlime zakladné pojmy zo Statistiky, s ktorymi sa budeme v nasledujicich castiach

stretdvat. V tejto kapitole budeme vychadzat z [1], [5].

Vo viacerych oblastiach ako su veda, technika, medicina, inzinierstvo, manazment,
atd. sa stretdvame s problémom skonstruovat statisticky model na popis zdkladnych
premennych danej oblasti. Najzakladnejsi a najviac pouzivany model, tzv. rozdele-
nie pravdepodobnosti, ddva do stvislosti zdkladné premenné a pravdepodobnost ich
vyskytu.

Dolezitym pojmom v tedrii pravdepodobnosti a Statistiky je pojem ndahodnd pre-
mennd. Nahodna premennd je premennd, ktorej hodnota je jednoznacne urcend vys-
ledkom nahodného pokusu. Za ndhodny pokus povazujeme takt ¢innost, ktord sa nie-

kolkokrat opakuje a ktorej vysledok je neisty, zavisly od ndhody.

1.1 Distribu¢na funkcia

Poznat nadhodnd premennt znamend vediet jej pravdepodobnostné rozdelenie, t.j. ve-
diet aké hodnoty a s akymi pravdepodobnostami nadobtida. Jednou z moznosti ako
charakterizovat pravdepodobné spravanie sa ndhodnej premennej je distribuénd funkcia

(Distribution Function).

Definicia 1.1. Distribucnou funkciou ndhodnej premennej X nazyvame redlnu funkciu

F:R — (0,1) definovani pre kazdé x € R vztahom
F(z)=P(X <)
(T.5. pravdepodobnost, Ze ndhodnd premennd X nadobudne hodnotu mensiu, nanajviyjs

rovni ako redlne ¢islo x).

1.2 Hustota rozdelenia pravdepodobnosti

Druhym sposobom, ako $pecifikovat sance vyskytu roznych hodnot ndhodnej premen-

nej X je hustota rozdelenia pravdepodobnosti (Probability Density Function - p.d.f).



Funkcia hustoty (p.d.f.) je funkcia fx(z), pre ktoru plati:

F(z) = /_x f(t)dt a zéroven /_OO f)ydt =1,

Funkcia hustoty ndhodnej veli¢iny vyjadruje pravdepodobnost, Ze premennd bude mat
hodnotu v nejakom intervale. Teda pravdepodobnost, Ze spojitd ndhodnd premennd
nadobudne hodnotu z intervalu [a,b], je dand obsahom plochy pod krivkou funkcie

hustoty na intervale [a,b].

1.3 Kvantilova funkcia

Tretou moznostou ako urcit sance vyskytu roznych hodnot ndhodnej premennej X
je kvantilova funkcia (Quantile Function/Percentile function). Kvantilova funkcia je

inverzna funkcia k distribu¢nej funkeii:
Qx(y) = { hodnota takého x : Fx(z) =y}, pre vsetky y € (0,1)

Hodnoty kvantilovej funkcie Q(y) sa nazyvaju kvantilmi. Kvantilova funkcia z =
F~1(y) teda uddva, pre aké x bude vysledok ndhodného pokusu s pozadovanou prav-

depodobnostou y mens{ alebo rovny .

Vidime teda, Ze existuji tri pristupy ako specifikovat sance vyskytu ndhodnej premen-
nej a to: kumulativna distribuéni funkcia (c.d.f.), funkeia hustoty (p.d.f.) a percentilova

funkcia (p.f.).

Priklad: Normalne rozdelenie
Normalne rozdelenie je jedno z najviac pouzivanych rozdeleni na popis spojitych nahod-
nych premennych. Je charakterizované tym, ze je symetrické a namerané hodnoty st
koncentrované skor v strede ako na chvostoch (nemé tazké chvosty). Tvar normdlneho
rozdelenia je Specifikovany iba pomocou dvoch parametrov: strednej hodnoty u a
standardnej odchylky o.

Funkcia hustoty normalneho rozdelenia so strednou hodnotou p a disperziou o,

N(p,0) ma tvar:
I @w?

fla) = S

Percentilovii funkciu mozno ziskat nasledovne:

Fx(x) = P(X <x) =y, kde Fx(.) je distribu¢na funkcia

4



T — .o
Qz(y) = —F, odtial = = i+ 0Q.(y)

Potom: Q) x(y) = x, teda hodnota x, pre ktoré Fy(x) =y sa rovnd pu + 0Q.(y).
Na nasledujucich obrazkoch si grafy spominanych funkcii - distribucénej funkeii, fun-
kcie hustoty a kvantilovej funkcie normalneho rozdelenia so strednou hodnotou 0 a

disperziou 1 (znacime N(0,1)).

Distribucna funkcia Funkcia hustoty

Obr. 1.3.1: Distribu¢na funkcia Obr. 1.3.2: Funkcia hustoty

Obr. 1.3.3: Kvantilova/percentilova funkcia



2 Zovseobecnené lambda rozdelenie (GLD)

Hlavnou ¢astou diplomovej prace bude otdzka, ako modelovat spojité rozdelenie prav-
depodobnosti pre danti vzorku dét. V nasledujicich troch kapitoldch sa budeme venovat
prave tomuto problému pomocou zovseobecneného lambda rozdelenia. V tejto kapitole
zacneme tym, ze uvedieme definiciu spominaného rozdelenia, predstavime si jeho styri
parametre a ich vlastnosti. Na zaver kapitoly ukdzeme rozne tvary, aké moze toto roz-

delenie nadobudat. Budeme vychadzat z [1], [11].

Modelovaniu distribicie dat bola venovand v poslednej dobe velkd pozornost a tento
obor zaznamenal vysoky pokrok. Casto najnovsie poznatky vyriesili predchédzajice
problémy s procesom aproximécie. Jednym z mnoho néstrojov na modelovanie rozdele-
nia dét je zovseobecnené lambda rozdelenie. Zovseobecnené lambda rozdelenie (Gene-
ralized lambda distribution - GLD), p6vodne navrhnuté Rambergom a Schmeisnerom
(1974) je stvor-parametrové zovseobecnenie Tukey-ho jednoparametrového lambda roz-
delenia predstaveného Hastings-om v 1947. Vd'aka flexibilite GLD, bertic do tivahy jeho
siroku skdlu tvarov, sa zacalo znacne pouzivat na aproximdciu a modelovanie spojitych
pravdepodobnostnych rozdeleni Sirokého spektra roznych javov, od aplikovania v me-
teorologii a modelovania vo finanénom sektore, az po stidium Monte Carlo simulécii.

Ako bolo spomenuté, GLD vzniklo zovSeobecnenim jednorozmerného Tukey-ho
lambda rozdelenia. Tukey-ho Lambda rozdelenie je definované pomocou kvantilove;j
funkcie Q(y), navrhnuté od Johna Tukeyho (1960).

v ==y A#£0

— A ’
Qy) = ) A0y £ 1

1-y >’

Tukey-ho rozdelenie bolo zovSeobecnené na Stvor-parametrové, tzv. GLD (Generali-
zed Lambda Distribution) za tc¢elom generovania ndhodnych premennych pre Monte
Carlo studie. Zovseobecnené bolo Rambergom a Schmeiserom 1971-1974 a nésledne

Mykytkom (1979).

2.1 Definicia zovSeobecneného lambda rozdelenia [1]

Definicia 2.1. Zovseobecnené lambda rozdelenie (GLD - Generalized Lambda Distri-

bution) s parametrami A1, Az, A3, Ay, GLD(\1, Ao, A3, Ay), je najcastejsie definovand po-



mocou jej kvantilovej funkcie:

v — (1 —y™
A2

Qy) = Qy, A, Ao, Mg, M) = A1 + , kde 0 <y < 1. (2.1.1)

Parametre A, A\, predstavuji parameter polohy a rozptyl a A3, A4 uréuji Sikmost a
Spicatost zovieobecneného lambda rozdelenia. Je relativne jednoduché odvodit funkciu

hustoty pre GLD. O tom nam hovorf nasledovnd veta podla [1].

Veta 2.1.1. Pre GLD(\i, Ay, A3, \y) funkcia hustoty je:

A

flz) = Moy (1 —y

a1’ pre = Q(y) (2.1.2)

Dékaz. Ked z = Q(y), tak y = F(x). Derivovanim y podla z dostaneme funkciu

hustoty:
dy dy 1
1@ =4 = @) = I (21.3)

Ked'ze pozndme tvar funkcie Q(y), potom dostdvame z 2.1.1 priamo derivovanim:

fa) = r 1 B 1 B Ao
T) = d(%g(,y)) o %()\1 + y/\3—(/\12—y)>\4> - Agykg—l_i\\z(l—y)N;—l = Agyrs—1 +/\4(1 _y)A4—1

]

Pri vykreslovani funkcie hustoty napriklad normdlneho rozdelenia, kde f(x) je dané
ako funkcia od x, vypocitame f(x) pre nejaké hodnoty x a vykreslime dvojice (z, f(z))
a spojime spojitou krivkou. Pri vykresleni funkcie hustoty GLD sa postupuje trocha
inak, pretoze predpis pre funkciu hustoty GLD nam déava hodnotu f(z) pre z = Q(y)
vid. (2.1.2). Najskor pre y € (0,1) najdeme x tak, ze z = Q(y). Potom ndjdeme f(x)

podla (2.1.2) a nakoniec vykreslime dvojice (x, f(z)) a spojime spojitou krivkou.

Priklad:[1] Chceli by sme nakreslit graf funkcie hustoty pre GLD(A1, A2, A3, \s) 8
parametrami: Ay = 0.0305, Ay = 1.3673, A3 = 0.004581, A\, = 0.01020.

Kvantilova funkcia pre takéto GLD m4 tvar:
0.004581 _ (1 _

1.3673

)0.01020

Y Y

Q(y) = 0.0305 + (2.1.4)

Vezmime si y = 0.25, potom Q(0.25)=0.0280 z (2.1.4). Potom f(0.028) = 43.0399612
podla (2.1.2). Teda dvojica (0.028,43.04) bude jeden z bodov na grafe funkcie hustoty
pre GLD s danymi parametrami. Opakovanim tohto postupu pre y=0.01,0.02,...,0.99
dostaneme graf funkcie hustoty GLD(0.0305,1.3673,0.004581,0.01020).

7
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Obr. 2.1.1: Funkcia hustoty pre GLD(0.0305,1.3673,0.004581,0.01020)

2.2 Priestor parametrov GLD [1]

Zovseobecnené lambda rozdelenie, zname aj ako nesymetrické lambda, alebo Ramberg-
Schmeiser ” RS rozdelenie”, je rozdelenie so Sirokym spektrom tvarov. Ked si vezmeme
vztah pre vypocet kvantilovej funkcie (2.1.1), tak nie vzdy $pecifikuje platné rozdelenie.
Dovod je ten, Ze nemozno napisat Tubovolni formulu a predpokladat, ze urcéuje platné
rozdelenie bez toho, aby sme overili potrebné podmienky. V tejto ¢asti sa zameriame
na urcenie hodnot parametrov GLD tak, aby urcovali platné rozdelenie. Z vlastnosti
pre hustotu rozdelenia vieme, ze funkcia f(z) je hustota rozdelenia pravdepodobnosti

vtedy a len vtedy, ked spiﬁa nasledovné podmienky:

flz)>0 A /OO flz)dz = 1.

T.j. funkcia hustoty je vzdy nezaporna a obsah plochy pod funkciou hustoty je rovna

jednej. Podla (2.1.2) a x = Q(y) mozno podmienky rozpisat nasledovne:

Ao "
Ay L+ Ay (1 — y)rat =0 A /_OO f(Q(y))dQ(y) =1 (2.2.1)

Z (2.1.3) vieme, ze f(Q(y))dQ(y) = dy, ay € (0, 1), teda druhd podmienka je splnena.
Teda pre Tubovolné A;, A2, A3, A4 bude ffooo f(z)dz=1. Zostava teda urcit, kedy plati 1.
podmienka v 2.2.1. Pretoze A\; v podmienke nevystupuje, tak tento parameter nema
ziadne obmedzenia. Nasledujica veta (podla [1]) specifikuje vyznam \; ako parametra

polohy.



Veta 2.2.1. Ak ndhodnd premennd X je GLD(0, Aa, A3, \y), tak potom ndahodnd pre-
mennd X + )\1 j€ GLD()\l, )\2, )\3, )\4)

Veta 2.2.2. GLD(\i, A2, A3, \y) urcuge platné rozdelenie prdve vtedy ked :

A2
>0 2.2.2
)\3?/)\371 _|_ /\4(1 _ y))u;fl — ( )

pre véetky y € (0,1).
Désledok 2.2.2.1. GLD(\(, A2, A3, \4) je platngm rozdelenim prdve vtedy ked’
)\3y>\3—1 + )\4(1 _ y)A4—1

md rovnaké znamienko pre vietky y € [0,1] ako parameter \y. GLD(A1, A2, A3, A\g)

Specifikuje platné rozdelenie najmd ak Ao, A3, Ay maji rovnaké znamienko.

Okrem toho Ramberg v roku 1979 poznamenal, Ze existuju urcité kombindcie Az, A4, pre
ktoré rozdelenie dané (2.1.1) je neplatné rozdelenie. Tdto oblast je dand nerovnostou:
1+ 22 < M\ < 1.8(A2+1). Podla Ramberga a Schmeisera existuje sest oblast{ v ktorych
GLD parametre mozu lezat a v tieto oblasti st charakteristické tym, Ze funkcie hustoty
GLD maji podobné tvary. Ked chceme vymedzif dvojice (A3, \4) také, ktoré vedu k
platnému GLD(Aq, A9, A3, A4), rozdelime priestor (A3, A4) do niekolkych oblasti.

b
no
w

Regionl = {(A3, \q)| A3 < 1,0 > 1}

o
Do
=~

Region2 = {(A3, A\1)|[ A3 > 1, Ay < —1}

b
b
ot

Region3 = {(A3, \4)|A3 > 0, 4 > 0}

b
no
=

Regiond = {(A3, \1)|A3 < 0,4 <0}

(As; As)
(As, M)
(As; As)
(As; As)
={(A3, \)| X3 < 0,0 < Ay < 1}
={(As, M)
={(Xs, M)
(As; As)

—
b
o
%)

A3, A)|0 < A3 < 1, Ay <0}

—
bo
ro
©

)\3,)\4|—1<)\3<0 )\4>1}

[\] —~ —~ —~ — —~ —~ —~
) [\

[\

=~
S— N— N— S~— SN— N— N— S~—

DO
—_
=

{ ,)\4|)\3>1—1<>\4<0}

—~

Platné GLD rozdelenie urc¢uju dvojice (A3, \y) v oblastiach: Region 1,2,3,4, V;,V; a
niektoré dvojice z oblasti V3,V,. Nasledovnd veta, podla [1], ndm presnejsie definuje

oblasti, kde dvojice (A3, A4) uréuju platné GLD(Aq, A2, A3, A4) rozdelenie.



Veta 2.2.3. Nech mdme vhodné \y. GLD(\i, Ao, A3, \y) je platné pre (A3, A\y) vtedy
a len vtedy, ked (A3, \y) je v jednom z vyfarbenijch oblasti na obrdzku 2.2.1, pricom

krivky hranice su dané nasledovne:

(1—Ag)te Mol —A3 .

Da = M) (Mg —1) =N (Region 5 v druhom kvadrante)
1—Xy)t -\

(§\3 — )\i;)\SM (Ag —1)%71 = )\—34 (Region 6 v stvrtom kvadrante)

by

da
=2 =1 1

Region &
Region 4 -1 =+

Region 2

-3 1

Obr. 2.2.1: Oblasti platného rozdelenia [11]

Pre hlbsiu stidiu a dokazy viet pozri [1].

2.3 Tvary funkcie hustoty GLD [1]

V tejto casti budeme vySetrovat mozné tvary funkcie hustoty GLD(A1, A2, A3, A1) a to
pomocou rozdelenia priestoru (As, A4) na oblasti, kde funkcia hustoty mé jeden, dva

alebo ziadny lokalny extrém.

Lema 2.3.1. Funkcia hustoty GLD (A1, A2, A3, \y) md lokdlne extrémy v bode y, ktoré
spl/ﬁa:
A3—2 ANy — 1
Y
9(y) = s = e — 1)
(L —y)h As(A3 — 1)
Dokaz. Dokaz tejto lemy dostaneme, ak derivaciu funkcie hustoty polozime rovnu 0:
= )\33/)‘371 + )\4(1 _ y))uﬁl

(2.3.1)

/()
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Diferencovanim f(z) podla z dostaneme:

d Ao y d
/ - =
F0=3 (Asy“"l + Ai“) dv  dy ()\31/’\3 Y 1> T

Y
2.3.2
) (As(As — D)y 2 — Ag(Ag — 1)(1 —y)M~ 2) _0 ( )
o A o=
Odtial' uz Tahkou ipravou dostaneme 2.3.1. O

Na nasledujicom obrazku je znidzornené pre kazdid oblast prislusny pocet lokdlnych

extrémov funkcie hustoty. Pismenom x st oblasti, kde neexistuje platné GLD.

A4

Obr. 2.3.1: Pocet kritickych bodov funkcie hustoty GLD rozdeleni [1]

Symetria a pritomnost chvostov si dodatoéné detaily tvaru funkcie hustoty GLD. Fun-

keiu hustoty f(x) mozno vnimat ako funkciu k od y, A1, A2, A3, Ay a potom plati, ze:
E(y, A1y Aoy Az, Ag) = k(1 — y, A1, Aoy Mg, Az)
Teda ak x = Q(y), dostavame:
= QY A1, A2, Az, ) = A+ v ()\12_ y™ =M+ A

A z hodnota ktora koresponduje k (1 — ) ked navzdjom vymenime A3, Ay bude:

1 — )M — s
T =QY, A\, A2, A, Ag) = A + ( y)/\ Y =\ —-A
2

Preto funkcia hustoty GLD(A1, A2, Ay, A3) je symetricky obraz funkcie hustoty
GLD(A1, A2, A3, \y) podla priamky = = A;.
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Veta 2.3.1. Funkcie hustoty GLD(Ai, Ay, A3, A1) a GLD(A\1, A2, Ay, A3) st navzdjom

symetrické pricom os symetrie je priamka x = .

Poznamka: Pre GLD(\;, Ao, A3, Ay) plati, ze ak A3 > )4, tak rozdelenie ma pozitivnu
hodnotu skewness, t.j. hustota je od normalneho rozdelenia vychylena na vpravo. A
naopak, ak A3 < A4, tak rozdelenie ma zaporni hodnotu skewness, t.j. hustota je od

normalneho rozdelenia vychylené vlavo.

Podla toho, aké si parametre A3, A4, tak GLD(A1, A2, A3, \4) moze mat vSetky mozné
kombinéacie koneénych a nekoneénych pravych a lavych chvostov. Funkcia hustoty GLD
mé nekoneény pravy chvost prave vtedy, ked A\; < 0 a Tavy nekoneény chvost iba ak

Az < 0.

Na zaver este spomenieme ¢o je na rozdeleni GLD vynimoc¢né a vyhodné v mode-
lovani rozdelenia pravdepodobnosti. GLD je velmi bohaté, ¢o sa tyka tvarov funkcie
hustoty a chvostov. Zahffia unimoddlne, tzv. U-tvar, J-tvar, monoténne. MoZe byt sy-
metrické aj asymetrické, chvosty mozu byt hladké, abrupt, truncated, long, medium,
short. Zahfila rovnomerné, exponenciélne, logistické rozdelenie..., dokonca moze velmi
dobre aproximovat aj norméalne rozdelenie a d'alsie zndme rozdelenia.

V oblasti financii sa ¢asto krat rozdelenie dat aproximuje pomocou normalneho
rozdelenia. Avsak takéto ddta maji zvicsa tazsie chvosty - vyssia hodnota kurtosis
(Spicatost), a hodnotu skewness (Sikmost) maji nenulovii. Aproximdciou pomocou
GLD mozno zachytit aj takéto vlastnosti, vd'aka jeho Styrom parametrom. Pokym
normadlne rozdelenie m4 fixne dani hodnotu skewness(0) a kurtosis(3), tak GLD méze
nadobidat &irokd skélu tychto parametrov, o ¢om sa mozno presved¢if pri nasle-
dujtcich prikladoch réznych hustot rozdelenia GLD.

Obrazok (2.3.2): Hustota GLD(0,1,2.5,\y), Ay = 0.5,0.75, 1

Obrézok (2.3.3): Hustota GLD(0,1,2.5, \y), \s = 1.25,1.5,1.75

Obrazok (2.3.4): Hustota GLD(0,1,2.5,\y), Ay = 2,2.25,2.5

Obrazok (2.3.5): Hustota GLD(0,1,1.5,\y), Ay = 2,2.25,2.5

Obrézok (2.3.6): Hustota GLD(0,1,0.5, \y), Ay = 0.25,0.5,0.75,1,1.5,2, 2.5
Obrézok (2.3.7): Hustota GLD(0,—1,—0.2, \y), Ay = 27, 30, 35, 50

Obrazok (2.3.8): Hustota GLD(0,—1,—0.5, \y), Ay = 2.91,2.92,2.93, ..., 2.99

12



Obrazok (2.3.9): Hustota GLD(0,—1,—3, ), \s = 1,1.25,1.5,1.75
Obrazok (2.3.10): Hustota GLD(0, —1,—0.25, \s), Ay = —0.2, 0.3, —0.35, —0.5

Pre viac informécif o vlastnostiach GLD rozdelenia néjdete v [1].
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3 Aplikacia GLD na popis rozdelenia dat pouzitim
metoédy momentov

V tejto casti budeme pokracovat v predstavovani GLD rozdelenia. Uk4Zeme, ako od-
hadnit parametre rozdelenia GLD pre dany set dat. Dalsim bodom tejto casti bude
aproximécia normélneho rozdelenia pomocou GLD rozdelenia, nasledne testy dobrej
zhody a aplikdcia odhadu parametrov GLD pre redlne vynosy akcie Hewlett Packard
(HPQ). Zéver kapitoly bude venovany rieseniu systému nelinedrnych rovnic, ktoré sme

v tejto kapitole vyuzili. V tejto kapitole vychddzame z [1], [4],[9], [10], [13],[16].

Vo vicsine pripadov, ked modelujeme Statisticky model, nepozndme vhodné pravde-
podobnostné rozdelenie. Aj ked ho podla nejakych rozumnych predpokladov pozname,
tak casto nepozname parametre tohto rozdelenia. Hlavnd myslienka odhadu paramet-

rov GLD bude nasledovna:

e Pre dany set dat X;, X, ...,X,, uréime prvé styri momenty (mean, variance,

skewness, kurtosis)
e Tieto momenty polozime rovné ich odhadom pomocou GLD rozdelenia
e VyrieSime prislusné rovnice pre Ai, Ao, A3, \4.

Postup popisany vyssie sa nazyva metéda momentov.

3.1 Momenty zovSeobecneného lambda rozdelenia [1]

V tejto casti ndjdeme vzfahy pre prvé styri momenty GLD rozdelenia. Pre zjed-
nodusenie, najskor polozime \; = 0. Ziskame tak necentralne momenty GLD(0, A2, A3, A4)

a nakoniec odvodime centralne GLD(Aq, A2, A3, \4) momenty.

Veta 3.1.1. Ak X je GLD()\1, A2, A3, \s) ndhodnd premennd, potom Z = X — A\ je
GLD(0, As, As, A1)

Ked sme si uz zaviedli \; ako parameter polohy, méZeme teraz pomocou nasledujiicej

vety (podla [1]) zadefinovat necentrdlne momenty GLD (A1, A2, A3, Ay) (ak existuji).
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Veta 3.1.2. Ak Z je GLD(0, Ay, X3, A\y), potom E(Z¥), teda ocakdvand hodnota Z*, je

dand: .
1 7 ; ) .
E@%:XEZ;Kéy_UﬁM“k_”+LA“+U : (3.1.1)
kde (a,b) je beta funkcia definovand vztahom:
1
B(a,b) =/ 21— x)"da (3.1.2)
0

Predtym ako budeme pokracovat v hladan{ momentov GLD(A;, A2, A3, A4), treba spo-

mentt tri vlastnosti beta funkcie, ktoré budu dolezité pri d'alsej praci.

Vlastnosti beta funkcie:

1. Integrél (4.1.1), ktory definuje beta funkciu bude konvergovat prave vtedy ked

a, b su kladné.
2. Ak a, b su kladné, tak §(a,b) = 5(b, a)

3. Pre u > —1,

Bu+1,1) = B(1l,u+1) = (3.1.3)

u—+1
Prvéa spomenutd vlastnost beta funkcie a vztah (3.1.1) ndm poméaha uréit podmienky,

na zéklade ktorych momenty GLD(Aq, A2, A3, \g) existuju.

Désledok 3.1.2.1. k-ty moment GLD(A\1, Ay, A3, \y) existuje vtedy a len vtedy, ked

1 1
)\3>_E CL)\4>—E.

KedZe nds zaujimaju prvé styri momenty, tak podla predchddzajiceho dosledku mame
podmienku A3 > —i a A > —}L.
Nasledujiica veta podla [1] ddva explicitné vyjadrenie pre prvé styri centralizované

GLD()\l, )\2, )\3, )\4) momenty.

Veta 3.1.3. Ak X je GLD(A;, Ao, A3, A1) s A3 > —5 a Ay > —}L, potom jej prvé Styri

momenty oy, o, sz, ay (strednd hodnota, variancia, Sikmost a Spicatost), si dané:

A
2
B — A?
ay=0>=E(X —p)?) = SV (3.1.5)
2
E(X — E(X))? C—-3AB+2A3
a3 = = = No? , (3.1.6)
E(X —E(X))* D-4AC +6A?B — 3A*
oy = ( 1 (X)) = T : (3.1.7)
o A50
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kde

ot (3.1.8)
14N 14N o
1 1
B = —2B8(1+ X3, 1+ ) 1.
1
C = — —368(142Xs5, 14+ \ 38(1 + X3, 1+ 2\ 3.1.10
1+3>\3 1+3)\4 /B( + 3 + 4)+ ﬁ( + 3 + 4) ( )
1 1

D = + —4B8(1 4+ 3X3, 1+ Xy) +68(1 + 2A3, 1+ 2\4)—
T T, B( 3 1) +65( 3 1) (51.11)

—4B(1+ A3, 1+ 3\)

Dosledok 3.1.3.1. Ak ay, aw, as, ay st prvé styri momenty GLD(Ay, A2, A3, \y ), potom
prvé Styri momenty GLD (A1, Ao, Ay, A3) budii:

3.2 Priestor (a3, ay) [1]

V tejto casti sa zameriame na urcenie hodnot, ktoré momenty GLD mdzu nadobuidat.
Ak ndhodnd premenns Y m4 iné rozdelenie ako GLD, moéZzeme ho skisit aproximo-
vat pomocou ndhodnej premennej X, ktora uz bude mat GLD rozdelenie pre nejaké
A1, A2, Az, A\s. Predpokladajme, Ze prvé styri momenty st oy = p, a0 = 02, a3 a ay.
Ak mozno vybrat A3, A4 tak, ze GLD(A(, A2, A3, \4) m4 treti a $tvrty moment oz a ay,

potom Ay, Ay st dané ako:

A

— A\ =

Y 1+)\2

, B-—A?

0" = ———
A3

Pretoze A,B,C,D zavisia iba od A3, A4, tak dostavame nasledovny dosledok vety 3.1.3.

Désledok 3.2.0.2. Pomocou GLD(\1, Ay, A3, A\y) mozno urcit Tubovolne prvé dva mo-

2

menty p a o° a nejaky treti a sturti moment as, ay.

Cfm vicsia je mnozina (a3, ay), ktordt GLD moze generovat, tym uzitocnejsie bude v
aproximadcii §irokého rozsahu idajov a aproximovani mnozstva dalsich ndhodnych pre-
mennych. Uvazujme teda rozsah hodnot, ktoré mozu as, ay nadobtidat. Z 3.1.3.1 vieme,
7e ak (as, ay) sa da dosiahnut, tak aj (-as, ay) sa dd vymenou A3, Ay dosiahnut. Tento

poznatok ndm dovoluje uvazovat priestor (a3, ay) priradeny k GLD (A1, A2, A3, Ag).
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Veta 3.2.1. Pre lubovolni ndhodni premenni X pre ktorid existujii momenty as, oy

plati: ay > 1+ a3.

Dokazy k jednotlivym vetdm a d'alsie poznatky mozno néjst v [1].

3.3 Odhad GLD parametrov pomocou metédy momentov [1]

Nasim cielom je odhadnit parametre GLD pre dané ddta. Najznamejsi a najpopuldrnejsi
pristup na odhad parametrov rozdelenia je uz spomenutd metéda momentov. Této
metdda je zalozend na porovnani teoretickych momentov GLD(A1, A2, A3, Ay) s empi-
rickymi (momenty urcené z dat) a nasledne vyriesenim rovnic pre Ay, Ay, Az, Ay.
Momenty ziskané z dat X, ..., X,, oznacime ako ay,as,as,ay a su definované

nasledovne:
A v n ZT;
ar=X = 3.0

A 2 . n (Xi—X)Q
Gy =02 = D o
) o (3.3.1)
> .

i=1

(
~ Zn (X;—X)*

i=1 " (ng")

Toto nie st maximum likelihood odhady (to by bolo ak by niektoré n boli nahradené
n-1), ale koresponduje to s odhadmi pomocou met6dy momentov.

Teoretické momenty z (3.1.4) az (3.1.7) oznacime ako oy, as, as, ay. Takze potrebu-
jeme riesit systém:

a; =aq; pret=1,2,3,4
Systém mozno Tahko zjednodusit na rieSenie podsystému:
Q3 = 3, Q4 = Oy,

ako dve rovnice o dvoch nezndmych A3, A4, potom pouzit (3.1.4), (3.1.5) a dostaneme

postupne Ay a A;. Po tpravach dostaneme nasledovny systém rovnic:

. C—3AB+243

O =t (3.3.2)
. D—4AC +6A’B — 3A*
Gy = By , (3.3.3)

kde A, B,C, D st definované v (3.1.8) az (3.1.11) a zavisia iba od Az, Ay. Teda as, dy
poznéme, resp. mame odhadnuté z dat a hladdme )3, \s. Presné riesenia rovnic tohto

typu (nelinedrnych rovnic) sa hladaji velmi tazko. Preto musime hladat priblizné
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rieSenie pomocou numerickych metéd. Metody aproximacie su zalozené na tom, Ze
zacneme z istych pociatoénych hodnét (v nasom pripade A3 = A}, Ay = A}) a zakazdym

skontrolujeme, ¢i je splnena podmienka
max {|az — a3, |ag — aj|} <, (3.3.4)

pre vopred zvolené epsilon. Ak tidto podmienka neplati, tak algoritmus hlada lepsiu
dvojicu A}, A;, pokym nie je splnena podmienka (3.7.3). Nevyhodou je, ze takéto al-
goritmy Casto koncia netspesne po istom pocte iterdcii. V nasej praci sme na rieSenie
tohto systému rovnic vyuzili balik v programovacom jazyku R - nlegslv (non-linear

equation solver), o ktorom si povieme viac na konci tejto kapitoly.

3.4 Pouzitie GLD na aproximaciu normalneho rozdelenia [1]

V druhej kapitole sme videli, Ze funkcia hustoty GLD moéze nadobidat Sirokd skalu
roznych tvarov. Vdaka tomu by GLD malo byt schopné produkovat dobré vysledky pri
roznych rozdeleniach, z ktorych mozu déta pochddzat. V tejto casti sa presvedéime,
ze GLD velmi dobre fituje jedno z najpouzivanejsich rozdeleni - normélne rozdele-
nie. Na to, aby sme overili vhodnost rozdelenia, tak aplikujeme dva testy. Prvy test
uvazuje blizkost f(z), teda aproximovant funkciu hustoty a f(z), teda skutoént fun-
keiu hustoty rozdelenia, ktoré aproximujeme. Blizkost f(z) a f(z) je uréend pomocou
max | f(z) — f(z)|. Funkciu hustoty rozdelenia, ktort aproximujeme, f(z) nie je tazké

ziskaf. Pri uréen{ f () budeme postupovat nasledovne:
e Vezmeme si 249 bodov y; = /250 pre i = 1,2, ...249 z intervalu (0,1).
e Pouzijeme 2.1.1 na x; = Q(y;) pre i = 1,2,...249
e Vypocitame f(z;) podla 2.1.2 pre i = 1,2,...249

Potom pouzijeme aproximaciu

max|f(z) — f(«)| = max |f(z) — f(x)]

1<i<249

Pri druhom teste budeme porovnavat distribucné funkcie F(z) a F(x) a pouzijeme ti

istt formulku ako v prvom teste: max |F(x) — F(x)| = maxy ;<o |F(x) — F(x)| .
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3.4.1 Normalne rozdelenie

Postup preberany v predchédzajicich ¢astiach aplikujeme na odhad parametrov pre
norméalne rozdelenie. Funkcia hustoty normalneho rozdelenia so strednou hodnotou p

a disperziou o ma tvar:
1 _@w?

e 202
V2ro

Kazdé normalne rozdelenie sa d4 upravit zo standardizovaného normalneho rozdelenia,

fz) =

teda N(0,1). Stac¢i ndm teda aproximécia N(0,1). Momenty pre N (0, 1) st vSeobecne
zname:

ap =0, ay =1, as =0, oy =3

Teraz aplikujeme algoritmus na vypocet parametrov GLD, so startovacim bodom

(A5, \5) = (0.15,0.15) a dostaneme takéto parametre:
A =0, Ao = 0.1975, Ay = 0.1349, Ay = 0.1349

Vykreslime si funkcie hustoty normélneho rozdelenia (znézornené ¢iernou) a do toho

0.4
1
1.0

0.8
1

0.2

0.4

0.1
0.2
1

Obr. 3.4.1: Funkcia hustoty Obr. 3.4.2: Distribu¢éna funkcia

isté¢ho obrazka aj odhad pomocou GLD(zndzornené ¢ervenou), vid. obr.3.4.1. Vidime,
7ze si takmer nerozoznatelné. To isté plati aj pre distribuéné funkcie, vid. obr. 3.4.2.
Podla obrazkov sa teda zda, Ze odhad parametrov GLD pre normalne rozdelenie je
velmi dobry. Aplikujme dva spominané testy pre urcenie ako presny je tento odhad.

Aplikovanim prvého spominaného testu (maximalny rozdiel | f(z) — f(x)|) dostaneme:

max |f(x) — f(z)] = 0.002812276
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Porovnanim distribucnych funkcii dostaneme:
max | F(z) — F(x)| = 0.001085287

Druhy test sa d& velmi lahko interpretovat. Znamend to, ze P(X < z) sa odlisuje od
jej aproximécie o nie viac ako 0.0010853 pre kazdé z. Aproximécie dalsich zndmych

rozdeleni pomocou GLD st detailnejsie popisané v [1].

3.5 Testy dobrej zhody [1]

V tejto ¢asti sa budeme zaoberat tym, ako otestovat vhodnost pouZitého rozdelenia
na konkrétnu datovi vzorku pomocou testu dobrej zhody.

Test dobrej zhody, alebo taktiez zndmy ako Goodness Of Fit Test overuje, ¢i empi-
rické rozdelenie je Statisticky zhodné s niektorym z teoretickych rozdeleni pravdepodob-
nosti. Co nds hlavne bude zaujimat v tejto ¢asti je to, ze ak sme uz na zaklade détovej
vzorky odhadli parametre GLD rozdelenia podla predchadzajicich ¢asti, tak ¢i toto
rozdelenie s odhadnutymi parametrami statisticky spravne aproximuje skutocné rozde-
lenie dat. Tzn., Ze budeme testovat, ¢i sa dané empirické rozdelenie statisticky zhoduje
s teoretickym GLD rozdelenim so ziskanymi parametrami. Existuje niekolko réznych
Statistickych testov pre test dobrej zhody, v nagej praci budeme pouzivat Pearson-ov

Chi-kvadrat (x?) test.

3.5.1 Pearson-ov \? test

Pearsonov Chi-kvadrét test dobrej zhody vychédza z frekvenénej tabulky a testuje nu-
lovit hypotézu, ze pocetnosti v jednotlivych kategdridch sa rovnaji ocakdvanym (teore-
tickym) pocetnostiam plyntcich z odhadnutého rozdelenia. Hlavnou myslienkou tohto
testu je rozdelit ziskané hodnoty zo vzorky do niekolkych kategérii, v nasom pripade to
budti intervaly a v kazdom intervale zistit empiricki, teda skutocéni pocetnost, kolko
hodnot padlo do daného intervalu a porovnat ju z teoretickou pocetnostou, ktort dos-

taneme z rozdelenia, ktoré chceme pouzit na odhad. Teda testujeme hypotézu:

Hy ...vzorka pochadza z predpokladaného rozdelenia
oproti alternative

H, ...vzorka nepochadza z predpokladaného rozdelenia
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Ak hypotéza Hy plati, znamend to, Ze odlisnost skuto¢nych pocetnosti v jednotlivych
intervaloch a teoretickych pocetnosti na zaklade predpokladaného rozdelenia, nie je
Statisticky vyznamnd. Otdzkou zostéva, akym sposobom tuto Statisticki vyznamnost
testovat. Oznacme skutoéné pocetnosti (Observed) v jednotlivych intervaloch ako O;,
ocakavané pocetnosti (Expected) ako E;, i = 1,..., k. Potom testovacia statistika ma

tvar:
k

. F)2
STAT =) O E) EE’)
i=1 ‘

pricom k je pocet intervalov, do ktorych su data rozdelené. Pri platnosti Hy ma STAT
chi kvadrit rozdelenie s (k — p — 1) stupiiami volnosti, kde p je pocet odhadovanych

parametrov. Teda:
k

STAT = Z

i=1

(O —E)?
B, Xy

Poznamka: Uvazujeme bezni hladinu spolahlivosti 95%.
Teda v pripade GLD rozdelenia mé testovacia statistika za platnosti nulovej hypotézy
chi kvadrat rozdelenie s k — 4 — 1 stupniami volnosti, pretoze pri aproximécii GLD
odhadujeme styri parametre. Teda ziskani hodnotu STAT porovnavame s chi kvadrat
rozdelenim s k — 5 stupniami volnosti. Ak je testovacia Statistika STAT viicsia ako hod-
nota chi kvadrat rozdelenia, tak nulovii hypotézu o spravnom predpoklade rozdelenia
zamietame, v opac¢nom pripade hypotézu Hy prijimame a v tom pripade nas predpoklad
rozdelenia mozeme povazovat za vhodny.

Problémom tejto metédy je to, akym sposobom zvolit jednotlivé intervaly. To zavisi
hlavne od konkrétneho pripadu, avsak jednym z kritérii pre vhodné testovanie je, aby

pocetnosti v jednotlivych intervaloch boli aspon 5.

3.6 Odhad parametrov GLD pre redlne data [16]

Tedriu ohladom aproximadcie distribticie nejakej vzorky pomocou GLD sme si vysvetlili
v predchadzajicich ¢astiach. Teraz si prakticky ukazeme ako sa tieto poznatky vyuziju
na realnych datach. Pre nasu vzorku dat sme si vybrali logaritmické vynosy akcie
Hewlett-Packard Company (HPQ) z obdobia od 1.1.2000 az po 31.12.2004. Mozeme sa
pozriet aj na ich priebeh pocas tohto obdobia, vid'. obrdzok (3.6).

Este predtym ako sa pustime do odhadovania GLD parametrov tak sa pozrieme
na histogram tychto vynosov a otestujeme, ¢i tieto data nepochadzaju z normélneho

rozdelenia.
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Logaritmické vynosy akcie HPQ 1.1.2000 - 31.12.2004

S | :

o

o

o

=R |

—

g

|

o

N

? | T T T T T T T T T T
1 04 2000 1 02 2001 1 02 2002 1 02 2003 1 02 2004 12 31 2004

Obr. 3.6.1: Denné logaritmické vynosy akcie HPQ

Na obréazku (3.6.2) je zndzorneny histogram dennych vynosov akcie HPQ a spoji-
tou zelenou krivkou je vykreslena funkcia hustoty normélneho rozdelenia so strednou
hodnotou a disperziou vynosov. Podla obrizka sa zdd, Ze rozdelenie vynosov nie je
z norméalneho rozdelenia, hustota vynosov mé tazsie chvosty. Aby sme sa o tom pre-
svedcili, tak sme vykonali chi-kvadrat test a p-hodnota pre tento test nam vysla 0.

Teraz sktsime tieto ddta aproximovat pomocou prebraného GLD rozdelenia. Najskor

vypocitame momenty podla 3.3.1 pre vynosy a dostaneme:
a; = —0.0005661917, @y = 0.0010137762, a3 = —0.1219729671, a4 = 6.9224475571

Dalej sa presvedéime, Ze asg, o nespiﬁajﬁ podmienku: 1+ A2 < Ay < 1.8(A\2 + 1), teda
ze nepatria do oblasti, kde a3, ay neurcéuju platné rozdelenie, spominané v kapitole 2.
Dalsfm krokom bude rieenie dvoch nelinedrnych rovnic s dvoma nezndmymi:

. C—3AB+24°

a3 = 2 ) 3.6.1

= (3.6.1)
D — 4AC + 6A?B — 3A*

v = 6.2

Oy (B — A2)2 s (3 6 )

kde A B,C,D zavisia iba od A3, A\y a su definované v 3.1.8 az 3.1.11. Ako bolo uz
spomenuté, tak riesenie takychto rovnic sa hladd numericky, ¢o si vyzaduje urcit
Startovacie body pre Az, A\y. Tento problém vyriesime tak, ze si vykreslime krivky
definované pomocou 3.6.1, 3.6.2, pozrieme sa na priesecniky tychto dvoch kriviek a

definujeme Startovacie body na riesenie daného systému. Takychto bodov je zvécsa
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Histogram vynosov akcie HPQ
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Obr. 3.6.2: Histogram vynosov a aproximacia hustoty pomocou norméalneho rozdelenia

niekolko, vii¢sinou Styri. Pre finanéné aktiva si zaujimavé spravidla iba dvojice z tre-
tieho kvadrantu (region 4, obr. (2.2.1)), teda také A3, A4, ktoré s obe zaporné, avsak
skisime aj ostatné moznosti, aby sme sa o tom presvedéili. KedZe hodnota skewness
(d3) je zédporna, tak hladdme také parametre A3, A4, Ze A3 < A4, podla poznamky
v kapitole 2. Pre tento pripad sme nasli Styri priesecniky, teda Styri mozné rieSenia
sustavy, t.j. Styri mozné dvojice (A3, Ag). Tieto $tyri dvojice budi Startovacie body pre
algoritmus na hladanie rieSenia systému nelinedrnych rovnic. V nasom pripade bol zvo-
leny uz spominany balik v jazyku R a to package nlegslv (Non linear equation solver).

Pomocou algoritmu sme dostali nasledujice stvorice moznych parametrov GLD:

GLD1 (0.0002932782, —7.0626333938, —0.1047786071, —0.0998873030)
GLD?2 (—0.002503155, 8.504659630, 11.628442983, 14.945628036)
GLD3 (0.1682218, —5.0494589, —0.1293255, 2.3755633)

GLD4 (0.5287315, —2.0083450, —0.0704261, 77.4357622)

Z tychto Styroch moznosti su pripustné len dve, pretoze posledné dve nespfﬁajﬁ pod-
mienku rozdelenia (A3, Ay maji opa¢né znamienka, ¢o podla 2.2.2.1 nevedie k platnému
GLD).

Takze ziskali sme dve dvojice parametrov GLD rozdelenia pre vynosy akcie HPQ
(X3, M\1). Aj ked len jedno riesenie spfﬁa, ze obe A3, Ay su zadporné, tak vyskusame
obe rieSenia a presvedcime sa, ze rozumné vysledky dava iba jedno z nich a konkrétne

to so zapornymi hodnotami A3, A4. Nato, aby sme rozhodli, ktoré GLD rozdelenie je

23



pre nase data vhodnejsie, zacneme tym, Ze si nakreslime histogram dat a do neho
dokreslime hustoty oboch ziskanych GLD rozdeleni. Na obrézku (3.6.3) teda méame
histogram pre vynosy, zelenou krivkou hustotu normélneho rozdelenia, modrou GLD2
a cervenou GLD1. Na obrazku (3.6.4) je kumulativna distribu¢nd funkcia dat (¢iernou),
aproximécia pomocou normalneho rozdelenia (zelenou), aproximacia pomocou GLD1

(Gervenou) a pomocou GLD2 (modrou).

Histogram vynosov akcie HPQ Distribucné funkcia

1.0

15
|
——
0.8
|

0.6

(normalne)
— (GLD1)
— (GLD2)
> | —— skutocna DF
(normalne)
— (prvy fit)

—— (druhy fit)
o M

/ N
° ﬂﬁi Fﬁ; ol R

[ T T 1 I T T T I

hustota

10

|

—.
B

Fn(x)
0.4
l

0.2

-0.2 -0.1 0.0 0.1 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2
vynosy X
Obr. 3.6.3: Funkcia hustoty Obr. 3.6.4: Distribu¢na funkcia

Vidime, ze zrejme najlepsie popisuje hustotu dat cervena krivka, teda GLD1. GLD2
sice spfﬁa systém rovnic 3.6.1, 3.6.2, avSak hustotu rozdelenia dobre nepopisuje. Takze
zda sa, ze najlepsiu aproximaciu nam dava GLDI rozdelenie (Gervené krivky) s para-

metrami:
A1 = 0.0002932782, Ay = —7.0626333938, A3 = —0.1047786071, Ay = —0.0998873030

Na d'alsom obrazku je opif histogram a pre porovnanie hustota norméalneho rozdele-
nia (opét zelenou) a hustota GLD1 najlepsie popisujiica nase ddta (¢ervenou). Pozrime
sa teraz na chi-kvadrat test pre toto najvhodnejsie GLD rozdelenie. V tabulke na obr.
(3.6.6) mame v prvom riadku rozdelenie do intervalov, v riadku druhom su pocetnosti
ziskané zo vzorky a v poslednych dvoch riadkoch st ocakavané pocetnosti najskor pre
norméalne rozdelenie a nasledne pre odhadnuté GLD rozdelenie. Vidime, ze rozdiely
st mensie pri GLD rozdeleni, ¢o koresponduje aj s histogramom v predchadzajicom

obrazku. Hodnota chi-kvadrét rozdelenia pri hladine spolahlivosti 95% so stupiiami
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Obr. 3.6.5: Histogram vynosov a aproximacia hustoty pomocou GLD rozdelenia

|I'ItEWE||Y [-1:-0,08] [-0,08:;-0,05] [-0.05;-0.03] [-0,03;-0,02] [-0,02;-0,015] [-0.015;-0,01] [-0.01:0,005] [-0,005;-0,003] [-0.003:0]
Observed 15 a6 106 115 63 79 102 a7 59
Expected NORM 7,93 67,79 147,32 116,92 68,18 73,20 76,68 31,25 47,12
Expected GLD 15,06 47,69 107,93 106,68 70,28 82,83 92,87 37,65 58,99
Intervaly [0;0,003]  [0,003;0,005] [0,005:0,01] [0,01;0,015] [0,015:0,02]  [0,02;0,03]  [0,03;0,05]  [0,050,08]  [0,08:1]
Observed 49 45 104 83 70 93 101 37 22
Expected NORM 47,04 31,11 76,04 72,19 66,87 113,73 141,09 63,36 7,17
Expected GLD 58,99 38,91 92,87 82,83 71,54 105,42 104,17 43,93 12,55

Obr. 3.6.6: Tabulka pre chi-kvadrat test

volnosti 18-4-1=13, teda x5 sa rovnd 22.36203. Pri normalnom rozdelen{ sa odhaduju
len dva parametre, teda budeme porovnavat s x3; = 24.99579. Jednotlivé Statistiky

pre obe rozdelenia si nasledovné:

Normélne rozdelenie: STAT = 120.22
GLD rozdelenie: STAT =18.67

Teda vidime, Ze testovacia Statistika pre normélne rozdelenie je omnoho vicsia ako
kritickd hodnota. A tak isto méZeme vidiet, Ze testovacia Statistika pre GLD rozdelenie
je mensia ako chi-kvadrat hodnota, teda hypotézu o spravnom predpoklade rozdelenia

pre GLD nezamietame. P-hodnota v tomto pripade vysla 13.36% > 5%.
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3.7 RieSenie nelinedrneho systému rovnic [4],[10], [13]

V tejto casti predstavime balik programovacieho jazyka R - nlegslv uréeného na riesenie
nelinearneho systému rovnic, ktory vyuzivame pri odhadoch parametrov GLD rozde-
lenia.

Pri odhadovani parametrov GLD v predchadzajicej casti sme narazili na problém

vyriesit systém dvoch nelinedrnych rovnic s dvoma nezndmymi Az, Ay

O —3AB+24°

(0%} (B _ A2)% y (371)
. D—4AC +6A’B — 3A*
Gy = B , (3.7.2)

kde AB,C,D zavisia iba od Az, Ay a si definované v (3.1.8) az (3.1.11). Ako sme
uz spomenuli, takyto systém sa nedd vyrieSit analyticky, preto musime hladat pri-
blizné riesenie pomocou numerickych metod. Numerické metddy si zalozené na tom,
ze zatneme z nejakého startovacieho bodu (v nasom pripade A3 = A5, Ay = A}) a

zakazdym skontrolujeme, ¢i je splnend podmienka
max {|ag — aj|, |ag — o]} <, (3.7.3)

pre vopred zvolené epsilon, teda ¢i sme pozadovane blizko riesenia. Ak tato podmienka
neplati, tak algoritmus hladd lepsiu dvojicu A}, \; pokym nie je splnené podmienka
(3.7.3). Rozdiely v jednotlivych metédach algoritmov spoéivaji v tom, ako td lepsiu
dvojicu hladat. V baliku je moznost vyuzit dva algoritmy na rieSenie systému ne-

linedrnych rovnic:
e Broyden Secant metédu
e Kompletni Newton metodu

Obe met6dy vyuzivaji globdlne stratégie ako linesearch alebo trust region, ked standardna,
Newton/Broyden metéda nevedie blizsie k rieseniu systému. Linesearch moze byt kvad-
ratickd, alebo geometrickd. Trust region metédy st bud double dogleg, alebo Powel
single dogleg. Jednotlivé globdlne stratégie detailnejsie v [9]. Balik obsahuje moznost
pouzitia numerického alebo analytického vypoctu jakobidnu. Dokéze skalovat para-
metre bud automaticky, alebo fixne. Ked'ze jednotlivé metédy balika budeme vyuzivat,

strucne popiseme ich algoritmy.
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3.7.1 Newtonova metéda: [13]

Newtonova metéda je jednou z ¢asto pouzivanych iteracnych metéd a niekolko d'alsich
metod je odvodenych prave od Newton metddy. Tato metdda sa nazyva aj metodou
dotycnic, kvoli jej geometrickému principu. Je zalozena na principe postupnej linea-
rizécie, teda nahradeni azkého nelinearneho problému na postupnost linedrnych problé-
mov, ktorych rieSenie konverguje k rieSeniu nelinedrneho problému. Pre jednoduchost
uvazujme najskor jednorozmerny problém. Ked méme startovaci bod, z ktorého zacina

inf

aproximadcia, tak vytvdrame postupnost iteracii {7 )50 podla vzfahu:

f(xp)

xp+1 = xp - f/(x )
p

Teda ak z, je p-ta aproximacia, tak priesecnik dotycnice k funkcii f v bode z, s osou
z bude dalsia aproximdcia, teda x,1. Lepsie pochopenie docieli obrézok 3.7.1.

Iy Bs

(b)

.,"‘.dl

b=xc X

Obr. 3.7.1: Princip Newton met6dy [4]

Predpokladajme teraz systém nelinearnych rovnic:

kde F : R" — R™ je nelinedrna funkcia so spojitymi parcidlnymi derivaciami a J(x) =
F'(z) pre vietky 2 € R™. Newtonova iterdcia v pripade systému nelinedrnych rovnic je
dana:

Tps1 = 2 — J(2p) " F (1)

kde J(zr)™! je inverznd funkcia k jakobidnu J(z). Vypocet inverznej funkcie J(xy)™*

sa d& nahradif riesenim rovnice:
-1
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Newtonova metéda ma velmi atraktivne teoretické a praktické vlastnosti. Napr. ak z*
je rieSenie systému, kde jakobidn J(z*) nie je singularny a Startovaci bod z¢ je blizko
rieSenia, tak x; konverguje super linearne k rieSeniu x*. Nevyhodou Newton metody
je to, ze vypocet jakobidnu v kazdej iteracii je casovo naro¢ny. Vylepsenim si potom

quasi Newton metddy, ktoré jakobian aktualizuju nie po kazdej iteracii.

3.7.2 Broyden metdéda:

Broyden metdda je zovSeobecnend metdda secnic pre systém nelinedrnych rovnic. Metdda

secnic (secant method) je zalozend na tom, ze derivaciu nahradza kone¢nou diferenciou.

£ () = far) — fop—1)

Tk — Tk—1

Teda prvym rozdielom oproti Newton metdde je to, ze Broyden metdéda pouziva ap-
roximéciu derivdcie. Dalsim rozdielom je, Ze jakobidn nie je prepoé¢itavany v kazdej
iterdacii, ale po kazdej hlavnej iteracii vyuzitim tzv. Broyden rank 1 update. Algoritmus
zacina s pocitanym jakobidnom funkcie a aktualizuje ho po kazdej tspesnej iteracii
pouzitim Broyden aktualizacie. Tento pristup casto vykazuje super linedrnu konver-
genciu k rieSeniu. Ak funkcia nlegslv rozhodne, Ze nemozno pokracovat s aktudlnou
maticou derivacii, poc¢ita nov.

Riesenie nelinedrneho systému rovnic nie je predmetom nasej prace, preto sa nou

nebudeme viac zaoberat. Pre viac informdcii pozri [9], [13].
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4 Rozsireny GLD systém - EGLD

V tejto kapitole sa budeme venovat rozsireniu GLD na rozsirené GLD (Extended GLD)
pridanim skupiny zovseobecneného beta rozdelenia (Generalized Beta Distribution). Aj
ked v tejto diplomovej praci budeme vyuzivat iba samotné GLD, pretoze na popis dis-
tribiicie vynosov aktiv na trhu bolo GLD v nasej praci postacujiice, pre kompletnost

spomenieme aj zovseobecnené beta rozdelenie. Vychadzat budeme opét z [1].

Samotné GLD mozno pouzit len v pripade ak dvojica as, ay nespiﬁa nasledovné:
1+a; <a; <18(a; +1)

Teda ak treti a Stvrty moment Spiflajﬁ predchadzajicu podmienku, tak pomocou
GLD nemozno rozdelenie vzorky aproximovat. AvSak tito oblast dokdze pokryt uz
spominané zovSeobecnené beta rozdelenie alebo Generalized Beta Distribution (dalej
uz len GBD). Skor ako sa dostaneme k samotnej definicii GBD, najskor pre lepsie
pochopenie definujeme beta rozdelenie a jej momenty. Dalej rozvinieme beta rozdele-
nie na zovseobecnené beta rozdelenie - GBD a nasledne pouzitim metédy momentov

odhadneme parametre GBD.

4.1 Beta rozdelenie a jej momenty [1]

Beta rozdelenie s parametrami f3 < —1,8,; > —1 je definované pomocou jej funkcie

hustoty nasledovne:

283 (1—z)P4
f(z) = { PEHLAFD 0<z<1

0, mak

pricom [3(a,b) je beta funkcia definované:

B(a,b) = /0 271 — x)" da. (4.1.1)

Predtym ako uréime momenty, spomenieme niekolko uzitoénych vlastnosti beta a

gamma funkcie. Pre a > 0, gamma funkcia je definovana:
I(a) = /OO t* te~tdt
0
4.1.1 Vlastnosti
1. MNa+1) = al'(a)
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2. T(a) =2 [ u2e—te—w?

3. Pre a,b kladné: f(a, b) = S

Veta 4.1.1. Ak X je beta ndhodnd premennd s parametrami 53, B4 a ak B; = B3+ [B4+1,

kde i=1,2,..., potom
BBs+k+1,8i+1)

ky _
BXT) = B(Bs+ 1,64+ 1)

A pomocou rekurzie:

B3+ k

k+1

E(X*) = ( ) EX* Y prek=1,2,3,..., B(X%) =1

Veta 4.1.2. Ak X je beta ndhodnd premennd s parametrami B3, By a ak B; = P+ s+,
kde 1=1,2,..., potom:

ap = E(X) == Bs+1

Bo
Qo = FE [(X — IM)2] = O’2 = —(ﬁ5+B1§(é3;+1)
ocday = E[(X —p)?l= 2<ﬂa+1)%4;3%<454—53>
olay = B[(X - p)t) = 3000 < (83845 + 305 + 303 + 503 + 564 + 4)

4.2 GBD a jej momenty [1]

Na to, aby sme dokdzali fitovat ddta pomocou beta rozdelenia, potrebujeme aby beta
rozdelenie bolo viac flexibilné, teda nie len na intervale (0,1). Toto mozno vyriesit

transformaciou beta rozdelenia na zovseobecnené beta rozdelenie (generalized beta

distribution - GBD).

Definicia 4.1. Ak X je beta ndhodnd premennd s parametrami (B3, Bs, pre Po > 0 a

pre lubovolné 31 ndhodnd premennd Y = Bi + X md zovseobecnené beta rozdelenie

(dalej uz len GBD).

Veta 4.2.1. Funkcia hustoty pre ndhodni premenni s rozdelenim GBD(B1, Bz, 83, f41)

je:
r— B3 +B2—x Ba
f(z) = ﬁ((ﬁgill),&(fll) 523+B21+1 ak py <z < B+ B
0, inak
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4.3 Momenty GBD [1]

Ak chceme fitovat GBD(8y, 2, 33, 84) na ddta pouzitim metédy momentov, potrebu-
jeme jednak odhady momentov ziskané z dit, oznacme ich: dy, ds, ds, 4. A d'alej potre-

bujeme predpis pre momenty GBD(/31, (2, 83, 84) rozdelenia, tie oznacme g, as, as, ay.

Veta 4.3.1. Nech Y je ndhodnd premennd z rozdelenia GBD (B, Bs, B3, B1) so strednou

hodnotou jiy a varianciou oi. Potom momenty GBD maji nasledovné predpisy:

o = E(X) :M:ﬁl—FﬂQ(ﬂ;—:—l) (4.3.1)

ay = FE [(X . M)ﬂ = 0-2 _ 62(63 ;§Ef4 + 1) (432)
5 2(8, — 3)\/Bs

as=F [(X — = 4.3.3

R S N CE S (433

oy = B (X - p)f] = 3B3(B384By + 362 + 505 + 362 + 564 + 4) (43.4)

ByB5(Bs+1)(Bs+ 1)

4.4 Odhad parametrov GBD [1]

V tejto ¢asti, budeme postupovat identicky ako pri odhade parametrov GLD. PouZijeme
opit metédu momentov. Tak ako pri odhade GLD parametrov potrebujeme riesit
systém rovnic:

o = Q; pre i =1,2,3,4,

pre (1, B2, 03, Ba, kde a; su skutoéné momenty ziskané zo vzorky dat. Aj v tomto pripade
sa tieto $tyri rovnice daju zredukovat na dve, vdaka tomu, Ze rovnice (4.3.3),(4.3.4)
zévisia iba od f33,34. Teda aj pri odhade parametrov GBD ndm staci vyriesit iba dve
rovnice:

Qa3 = a3 Oy = Oy,

pre 33, 34 a nasledne dopocitat (1, B2 z rovnic (4.3.1),(4.3.2). Rovnako ako pri GLD sme
sa dostali k problému riesit systém nelinedrnych rovnic, teda na rieSenie potrebujeme

numerické met6dy. Viac informécii ohladom teérie GBD ndjdete v [1].
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5 Odhad Value at Risk (VaR) pomocou GLD

V dalsich castiach diplomovej prace budeme odhadovat mieru rizika - Value at Risk
(VaR) pomocou preberaného zovseobecneného lambda rozdelenia. Konkrétne v tejto
kapitole sa budeme venovaf tedrii vypoctu VaR. Spomenieme niekolko metéd, pricom
sa hlavne zameriame na klasicki metédu Monte Carlo ako aj Monte Carlo metédu
v kombindcii s GARCH modelmi. Pri kazdej metéde budeme porovndvat vysledky
pomocou GLD rozdelenia s rozdelenim normalnym. Teériu ohladom jednotlivych metéd

sme Cerpali z nasledovnych zdrojov [1],[2],[3],[6], [7],[8], [12], [14], [15].

5.1 Value-at-Risk

Vyvoj na finanénom trhu je velmi tazko predvidatelny a snahou kazdého icastnika tr-
hovych aktivit je dostatoéne sa zabezpecit proti vysokym stratdm. Avsak este predtym
ako sa dostaneme k manaZovaniu rizika, tak musime byt schopny zmerat /odhadnt,
akému riziku a v akej podobe celime. Hlavnou otazkou je to, aka je maximalna mozné
strata na ur¢itom ¢asovom horizonte pri danej hladine spolahlivosti ak investujeme do
istej mnoziny aktiv. Odpoved na tito otdzku nam déva jeden z najrozsirenejsich a
najviac pouzivanych néastrojov pre manazment v bankovom sektore, a tym je Value-
at-Risk (VaR), teda miera rizika. Je to standardny néstroj na meranie trhového rizika,
teda rizika spojeného s prudkymi zmenami cien jednotlivych aktiv na finanénom trhu.

Pre lepsiu predstavu, co VaR predstavuje, uvedieme priklad. Ak sa povie, ze jed-
nodnovéa VaR portfélia pri hladine spolahlivosti 99% je 1000 eur, znamené to, Ze s
pravdepodobnostou 99% dosiahneme maximalnu moznu stratu portfélia 1000 eur za

jeden den.

5.2 Vypocet Value-at-Risk

Ako sme sa uz zmienili, VaR vyjadruje maximalnu moznu stratu portfélia pri istej hla-
dine spolahlivosti za dané ¢asové obdobie. Teda merat trhové riziko znameng priradit
portféliu isti hodnotu, ktord charakterizuje ako velmi sa moze vychylit od hodnoty v
sticasnosti (resp. kolko mozeme stratit). Stratou sa rozumie pokles hodnoty rizikového
faktora - napriklad ceny akcie, ¢i portfélia akeii.

Oznacme L ako jednodiiovi stratu portfdlia (L > 0). Uvazujme hladinu spolahlivosti
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a. Potom jednodnovi VaR, mézeme vyjadrit nasledovne:
VaR,=inf{leR: P(L>1)<1-a}, € (0,1)

To znamens, Ze jednodiiova strata portfélia prekroéi VaR s pravdepodobnostou mensou,
nanajvys rovnou ako (1 — a).100%. Teda hladdme takd hodnotu, ze pravdepodobnost
jej prekrocenia je rovna (1—«).100%. Hlavnou myslienkou vypoctu VaR,, je odhad roz-
delenia vynosov a urcenie prislusného (1 — «).100% kvantilu rozdelenia, teda —VaR,.

Poznamka: VaR sa chépe ako strata a vyjadruje sa ako kladné hodnota.

A

(1-a)% kvantil

<€

(1-2)% kvantil=-VaRy

Obrazok ndm déva graficki predstavu vypoctu VaR. Ked uz mame informdciu o tom,
aké pravdepodobnostné rozdelenie vynosy sleduju a vieme ich parametre, tak vypocet
VaR je jednoduchy, predstavuje (1 — a)% kvantil (na obrézku je zndzorneny 5% kvan-
til normalneho rozdelenia). Aj ked podla predchadzajicej formulky mé vypocet VaR
jasnu struktiru, urcenie prislusného kvantilu je naroc¢ny statisticky problém. Existuje
niekolko réznych pristupov uréenia VaR, ktoré sa lisia najmi v pristupe odhadu roz-
delenia vynosov portfélia.

Vypocet VaR sa rozdeluje do troch hlavnych skupin.
1. Neparametrické (Historicka simulicia, Metéda Monte Carlo)

2. Semiparametrické (Tedria extrémnych hodnot, CAViaR)

3. Parametrické (RiskMetrics, GARCH)

V naSej praci budeme na vypocet VaR metédu Monte Carlo a v dalsej casti aj s
kombinaciou GARCH modelov, preto si tieto metédy popiSeme blizsie, no predtym pre

lepsie pochopenie predstavime aj myslienku metody historickej simulacie.
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5.2.1 Metdda historickej simulacie

Prikladom neparametrickej metody je metdda historickej simulacie. Historicka simulacia
je zalozena na empirickom pravdepodobnostnom rozdeleni. Hlavnym predpokladom je
to, Ze vymosy v blizkej budicnosti sa vyvijaji podla neddvnej minulosti. Problém tejto
metddy je uréenie toho, ¢o znamend neddvna minulost. Ak vezmeme prili§ vela histo-
rickych dit na vypocet VaR, tak sa moze stat, ze nds odhad moze byt skresleny starymi
udalostami vo vyvoji vynosov. TaktieZ naopak, ak vezmeme prili§ malo historickych
tdajov, tak nemusia zachytit pripadné extrémne udalosti vo vyvoji a v tom pripade
bude VaR podhodnoten4.

Ak uz mame rozmyslené aké velké ”okno” na odhad VaR vyberieme, tak vypocet
je velmi jednoduchy a predstavuje (1 — a)% kvantil empirického rozdelenia vynosov v
danom ”okne”.

Existuju aj rozsirenia metddy historickej simuldcie tzv. vaZené historické simuldcie.
Pokym v klasickej historickej simulacii maji vSetky pozorovania rovnakd vahu, pri

véaZzenej historickej simuldcii moze vdha zdvisiet od:
e casovej aktudlnosti
e od aktudlnej volatility
e od aktudlnej korelacie

Napriklad pri ¢asovo vazenej historickej simuldcii maju najstarSie pozorovania naj-
mensiu vahu a tie najaktualnejsie najvacsiu.

Vyhody metdédy historickej simulacie:
e Nie je potrebny predpoklad na statistické rozdelenie rizikovych faktorov.

e Intuitivna, lahko interpretovatelnd metdéda, m4 jasnd a jednoduchd koncepciu

vypoctu.
e Jednoduché rozsirenie pre portfolio.
Nevyhody metdédy historickej simulacie:

e Predpoklad rovnakého rozdelenia vynosov v ¢ase nie je spravny.
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Dizka okna by mala spiﬁaﬁ dve protichodné podmienky: okno mé byt dostatocne

dlhé kvoli dobrym statistickym zaverom a nesmie byt prili§ dlhé aby sa nebrali

do tivahy pozorovania velmi vzdialené do minulosti.

Extrémny vysledok v jeden deii moZe negativne ovplyvnit VaR pocas celej doby

v ramci daného ¢asového okna.

VaR je limitovana do takej vysky hodnoty vynosu, ktora skutocne nastala.

Pomaly reaguje na turbulencie na trhu.

5.2.2 Metoda Monte Carlo

Vypocet VaR pomocou metédy Monte Carlo ma velmi podobny algoritmus ako sa-
motnd historicka simulacia. Avsak namiesto priameho uréenia kvantilu z empirického
rozdelenia vynosov daného obdobia, v tejto metdéde opakovane nahodne simulujeme
vynosy a kazda jedna simulacia nam da potom mozni budicu hodnotu portfélia. Ak
simulaciu zopakujeme mnoho krat, tak rozdelenie nasimulovanych vynosov sa bude
priblizovat skutoénému ale nezndmemu rozdeleniu. Potom z neho odvodime empirické

rozdelenie a uréime opét (1 — )% kvantil a teda ziskame VaR. Napriklad ak pocitame

cvv s

Najviacsim problémom tejto metdédy je najst vhodné statistické rozdelenie rizi-
kového faktora, alebo stochasticky proces, ktory by vhodne popisoval spravanie rizi-
kového faktora. Co sa tyka stochastickych procesov, tak najéastejsie sa vo finanénictve
vyuziva Brownov geometricky pohyb, ¢ od neho odvodené procesy. Ako predpoklad
statistického rozdelenia rizikového faktora(vynosov) sa pouziva normalne rozdelenie,
ktoré vsak nezodpovedd rozdeleniu skutoénych vynosov najméi kvoli tazkym chvos-
tom a vécsej hodnote Sikmosti skutoéného rozdelenia vynosov. Niekedy sa namiesto
norméalneho rozdelenia pouziva studentovo rozdelenie. V nasom pripade budeme pred-
pokladat, Ze vynosy sleduji zovseobecnené lambda rozdelenie, ktoré dokdze vhodnejsie

zachytit fazsie chvosty a Sikmost v porovnani s normélnym rozdelenim.

Vyhody Monte Carlo metédy
e Lahké pouzitie a implementdcia
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e Moznost modelovat akékolvek statistické rozdelenie vynosov aktiv
Nevyhody Monte Carlo metody:

e Nérocné na technické vybavenie, hlavne pamit a vypoctovy cas

e Pomaly reaguje na turbulencie na trhu

Vyhodou oproti klasickej historickej simulécii je to, ze nepredpokladéd rovnaké rozdele-
nie vynosov v jednotlivych ¢asovych oknéach.

Pri aplikécii metédy Monte Carlo najskor budeme predpokladat len jedno aktivum
v portféliu a nésledne aj portfélio obsahujtice niekolko akcif, kde bude treba zohladnit

aj vzajomné vazby medzi jednotlivymi aktivami.

Monte Carlo pre jedno aktivum:
Ako sme spominali, tak najskor sa zameriame len na vypocet VaR pre jednu akciu.

Algoritmus Monte Carlo metody v tomto pripade je nasledovny:

1. N&jst vhodné pravdepodobnostné rozdelenie, pripadne stochasticky proces pre
rizikovy faktor (v nasom pripade vynosy modelujeme pomocou GLD rozdelenia,

pre porovnanie aj pomocou normalneho rozdelenia)

2. Odhadnit parametre predpokladaného rozdelenia vymosov z historickych dat.
To aké obdobie na odhad zvolime je na posudenie. Prilis malo dat moéze VaR
podhodnotit, ale zase vela didt moze zachytit hektické obdobia a tie mozu VaR

dlhodobo ovplyviiovat.

3. Generujeme velky pocet moznych vynosov z predpokladaného rozdelenia (v nasom
pripade GLD a normélne rozdelenie) pre nasledujici den, pre ktory chceme od-
hadovat VaR. Cim viac moznych vinosov vygenerujeme, tym lepsie sa bude toto

namodelované rozdelenie priblizovat skutoénému.

4. Zoradime jednotlivé vynosy vzostupne a uréime prislusny (1 — «) * 100% kvantil

rozdelenia a dostaneme tak —VaR, na nasledujici der.

Otézkou ostdva ako v kroku 3 modelovat ndhodnt premenni z GLD rozdelenia s
odhadnutymi parametrami. Generovanie nahodnych premennych pre normélne rozde-
lenie je vSeobecne zname:

X=pu+oU
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kde X je ndhodna premenna z normalneho rozdelenia so strednou hodnotou p a dis-

2

perziou % a U je premenna z rovnomerného rozdelenia R(0,1). Ako vsak generovat

ndhodnu premenni z GLD rozdelenia? Pomo6ze ndm nasledovnd veta z [1].

Veta 5.2.1. Nech Uy, Us,... si nezdvislé, rovnomerne rozdelené ndhodné premenné na
intervale (0,1), potom:
X1 =Qx(Uh),Xs = Qx(Ua), ...

(kde Qx je kvantilovd funkcia rozdelenia X ), si nezdvislé ndhodné premenné s rov-

nakym rozdelenim ako X .

Teda predpokladajme, ze mame GLD rozdelenie s parametrami:
A1 = —0.001425662, Ay = —7.062634117, A3 = —0.099887312, A4 = —0.104778616

Potom kvantilovd funkcia podla vztahu (2.1.1) mé tvar:

—0.099887312 __ (1 —0.104778616

)
—7.062634117

Qly) = Q(y, A1, Aoy gy M) = —0.001425662 + 2

Teda ak vygenerujeme ndhodné premenné z rovnomerného rozdelenia Uy, Us, ... na in-

tervale (0,1) tak podla vety (5.2.1)
Q(Uy, A1, Aoy A3, Ag), Q(Usy A1, Aoy Az, Ay), -

budu nahodné premenné z GLD (A1, A2, A3, \y).

Monte Carlo pre portfélio akcii:

V predchadzajiicej ¢asti sme popisali algoritmus, ako vypocitat VaR pre jednu akciu
metédou Monte Carlo. Ako vSak tento algoritmus aplikovat pre portfélio zlozené z
viacerych akcii? V pripade portfélia zloZzeného z niekolkych finanénych aktiv sa moze

pracovat na pozi¢nom, alebo portféliovom pristupe.

e Pri portfoliovom pristupe hodnota portfélia zavisi iba na jednom rizikovom

faktore a teda netreba modelovat zavislost{ medzi jednotlivymi vynosmi.

e Naopak pri pozi¢énom pristupe sa hodnota portfélia odvija od viacerych fak-
torov, ktoré moézu mat medzi sebou rézne viizby - teda mézu byt medzi sebou

korelované.
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My sa budeme zaoberat poziénym pristupom, teda budeme zohladiovat aj koreldcie
medzi aktivami, tzn. budeme generovat ndhodné vektory z viacrozmerného rozdelenia.
Postup vypoctu v pripade portfélia zloZzeného z niekolkych akcif pri pozicnom pristupe

je nasledovny:
1. Zostavime portfolio zlozené z n akcii
2. Pre jednotlivé akcie uréime ich vahu v ramci portfélia - wq, ws, ...w,

3. Pomocou historickych tdajov ziskame priebeh vynosov jednotlivych akcii a pre

kazdu z nich vypocitame:

(a) Vektor strednych hodnot jednotlivych akeii v portféliu p = (p1, fay .oy fin),

teda vyberovi stredni hodnotu

(b) Odhad variaéno - kovarian¢nej matice (VCM) pre jednotlivé vynosy, teda
maticu variancii jednotlivych vynosov a kovariancii medzi jednotlivymi vynosmi

akeii.

4. Generujeme nahodny vektor R z n-rozmerného ndhodného rozdelenia (v nasom
pripade z n-rozmerného GLD rozdelenia a pre porovnanie z n-rozmerného normélneho
rozdelenia s vyberovou strednou hodnotou p a variacno-kovarianénou maticou

VCM). Tento postup opakujeme k-krét. Dostaneme k simulacii.

5. Pre kazdu ziskant simuléciu z predchéddzajiceho kroku vypocitame celkovy vynos
portfolia Ryorf:

Rportf = wT * R

6. Jednotlivé vynosy portfélia zoradime vzostupne a uréime prislusny (1 —a)*100%

kvantil rozdelenia a dostaneme tak —V aRg9y na nasledujici den.

Generovanie ndhodného vektora z GLD rozdelenia: [2], [15]
Tak, ako v pripade jednej akcie sme museli generovat ndhodné premenné z daného
rozdelenia, tak v pripade portfélia je to podobné, no potrebujeme generovat ndhodny
vektor z daného rozdelenia s istym vektorom strednych hodnot a nejakou variancno -
kovarian¢nou maticou.

Nech vektor strednych hodnot (u) a varianéno - kovarianénd matica (VCM) si

zndme. Potrebujeme ziskat m-rozmerny ndhodny vektor X z GLD rozdelenia. V pripade
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norméalneho rozdelenia je postup generovania takéhoto nahodného vektora znamy.
X =p+chol(VCM) x z

kde chol je choleského rozklad varian¢no kovariancénej matice, z je nadhodny vektor
zo Standardizovaného viacrozmerného normalneho rozdelenia N,,(0,1). Potom teda
X je ndhodny vektor z m-rozmerného norméalneho rozdelenia s vektorom strednych
hodnot p a varianéno - kovariancnou maticou VCM. Generovanie ndhodného vektora
zo Standardizovaného viacrozmerného normalneho rozdelenia je uz vo véacsine progra-
movacich jazykoch implementovany, tym sa teda nebudeme zaoberat. V programe R
je to funkcia rmultnorm, ktord je sicastou balika MSBVAR [15].

Generovanie ndhodného vektora z viacrozmerného GLD rozdelenia je vsak o nieco

zlozitejsia [2]. Pred samotnym generovanim potrebujeme poznat:

e Marginalne distribicie vynosov jednotlivych akcii v tvare kvantilovych funkcii.

e Rank korelacie Rx medzi jednotlivymi akciami, pricom rank korelacie dostaneme

nasledovnym sposobom:
v, v, = corr[rk(V;),rk(V})]

kde rk je rank - pozicia prvku, ak vzorka je usporiadana, V; su jednotlivé pre-

menné v pozorovanej vzorke.
Potom algoritmus na generovanie nahodného vektora z GLD rozdelenia je nasledovny:
1. Transformovat korelatni maticu Rx na korelacni maticu Cz ako:
. T .o
Cy = 2.sm[gRX(z,j)]
2. Vygenerovat m-rozmerny nahodny vektor Z z normalneho rozdelenia s korelacnou

maticou Cy

3. Konvertovat prvky normélneho ndhodného vektora Z na prvky z rovhomerného

rozdelenia aplikovanim standarnej normalnej distribucnej funkcie - ®.
Ui =d(Z;)
Potom U; ~ R(0,1).
4. Vypocitat X; pouzitim margindlnych kvantilovych funkeif:
Xi = Qx(U;)
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5.2.3 GARCH modely [3], [8], [12]

V predchédzajucich ¢astiach sme priblizili vypocet VaR pomocou historickej simulécie
a pomocou klasickej metédy Monte Carlo. Nevyhodou tychto modelov je ze predpo-
kladajui v case nemennu volatilitu, ¢o vSak pre vynosy finanénych aktiv neplati. Este
predtym ako si predstavime samotni GARCH motodolédgiu, tak spomenieme zakladné

charakteristiky finan¢énych aktiv, na ktoré je treba mysliet pri vypocte miery rizika.

Charakteristika volatility na finanénych trhoch

Volatilita na financ¢nych trhoch mé nasledovné charakteristické vlastnosti:

e Volatility clustering, resp. zhlukovanie volatility. Znamena to, Ze vysoka vola-
tilita v case t je casto nasledovana vysokou volatilitou v case t + 1 a to isté plati

aj pre nizke hodnoty volatility (vid. obrazok (5.2.3)).

e Leverage effect: je dalsou charakteristickou vlastnostou volatility a znameng
to, ze volatilita reaguje inak na z1é spravy na trhu (pokles ceny) a inak na spravy
dobré (zvysenie ceny). Pri poklese ceny aktiva je volatilita vicsia ako v pripade

rastu ceny

Logaritmické vynosy akcie HPQ 1.1.2000 - 31.12.2012

- | .
S ‘W " W | w |

1042000 1022002 1022004 1032006 1022008 1042010 1032012

Na modelovanie procesu, ktory spiﬁa hore uvedené vlastnosti je najvhodnejsie apli-
kovat GARCH metodolégiu. GARCH (Generalized Autoregresive Conditional Hete-
roscedasticity) je model, ktory modeluje podmienent varianciu v case a v porovnani

s ARCH modelmi este navySe zahinia v modeli aj vplyv minulych hodnét volatility.
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Kazdy GARCH model pozostava z dvoch rovnic: jedna rovnica modeluje podmienent

strednt hodnotu, druha modeluje podmienent varianciu.

Rovnica podmienenej strednej hodnoty:
Na odhad podmienenej strednej hodnoty sa pouziva ARMA (p,q) proces. Potom rovnica

pre vynosy bude mat tvar:

p q
Ty = pt Z PiT—i + Z Oj€er—j + €,
i=1 j=1

kde p, ¢;, 0; si parametre modelu, ¢ st disturbancie, r; st v nasom pripade vynosy. To
aky rad modelu, teda aké p, ¢ zvolime zdvisi od tvaru autokorelacnej (ACF) a parciélne;
autokorelacnej (PACF) funkcie ARMA modelov. Najcastejsie sa pouziva bud AR(1),
MA(1), ARMA(1,1), alebo na modelovanie vynosov sa pouzije ¢isto len konstanta +

ndhodnd zlozka (biely sum). Teda rovnice pre jednotlivé modely maji nasledovné tvary:
e AR(1): i =p+ 11+ e
e MA(1): 1, =pu+ b1+ €
e ARMA(1,1): ry = pu+ ¢17ri—1 + bhei16
e Konstanta + biely Sum: r;, =y + ¢

Premenné ¢; si nahodné zlozky (disturbancie, rezidud) v ¢ase. Predstavuji neocakavany

vynos. Mali by to byt nekorelované ndhodné premenné, pre ktoré plati:
E(Et) =0

0, t#s

2 —
o;, t=s

E(ees) =

Rovnica podmienenej variancie:
Podstatou GARCH modelov je prave rovnica podmienenej variancie, pretoze prave
tato rovnica modeluje v ¢ase sa meniacu varianciu vynosov. Pri ARCH modeli rovnica
podmienenej variancie ma tvar:
p
o} :w+2aie§_i ,kde w>0,a;, >0
i=1
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Pridanim ¢ minulych podmienenych variancii do predchadzajicej rovnice dostaneme
zovseobecneny ARCH, teda GARCH model s rovnicou podmienenej variancie tvaru:
p q
ol = w+Zaief_i+Zﬁiaf_j , kde w> 0,0, >0,8; >0
i=1 j=1

Na to, aby bol proces stacionarny, tak mus{ platit:

p q
ZO@ + Zﬁl <1
i=1 j=1

Predstavili sme si véeobecne GARCH (p,q) model, avsak v praxi sa najcastejsie pouziva
GARCH(1,1). Modely vyssich rddov sa pouzivaji len velmi zriedka. Teda pre GARCH(1,1)

rovnica podmienenej variancie ma tvar:
2 _ 2 2
o; =w+ ae;_, + fo;_,

Na zaciatku sme spominali, Ze GARCH model dokdZe zahrnif jednak zhlukovanie vola-
tility a taktiez leverage effect. Avsak ¢o sa tyka klasického GARCH modelu, ktory sme
si predstavili, tak dokaze zachytit iba zhlukovanie volatility. Spominany leverage effect,
teda asymetria vo volatilite vynosov sa d4 modelovat pomocou dvoch asymetrickych
GARCH modelov, a to EGARCH (exponencial GARCH) alebo TARCH (Treshold
ARCH). V nasom pripade nepouzijeme ani jednu z tychto metéd ale namiesto toho
pouzijeme kombindciu metédy Monte Carlo a klasickej] GARCH metédy. Myslienka je
taka, ze najskor odhadneme z historickych ddt GARCH model a pomocou neho namo-
delujeme predikcie volatility a nédsledne budeme postupovat rovnako ako pri metéde
Monte Carlo, ale namiesto variancie ziskanej z historickych dat pouzijeme préave tieto
predikcie ziskané z GARCH modelu. Pri takomto vypocte vyuzitim GLD rozdelenia
zachytime aj asymetriu volatility vynosov a to tym, ze GLD ndm modeluje aj Sikmost.

Teda postupovat budeme nasledovne:
1. Odhadneme GARCH modele pre historické déta, napr. 3 roky spéat.
2. Vypocitame predikcie pre volatilitu na obdobie odhadu VaR - ocgarcn

3. Pre zvolené ,okno“, v nasom pripade opit 350 dni spat uréime prislusné momenty

- mean(u), skewness(y), kurtosis(x).

4. Generujeme nahodné premenné z GLD rozdelenia so strednou hodnotou u, va-

rianciou cgarcH, Sikmostou v a $picatostou k.
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5. Uréime prislusny (1 — «)% kvantil nasimulovanych vynosov.

Na odhad GARCH modelu budeme pouzivat opit programovacie prostredie R a balicek
pre odhadovanie GARCH modelov - fGarch. Pre informécie o pouzivani balika fGarch

pozri [14].

5.3 Spiatné testovanie VaR - Backtesting

V tejto casti si povieme ako testovat vhodnost pouzitej metédy na vypocet miery rizika.
Teda ak sme uz na zéklade istého modelu odhadli vyvoj miery rizika daného portfdlia,
moéZzeme pomocou backtestingu zistit, v akej miere je tento odhad dobry. Spomenieme

dva najznamejsie testy: Kupiecov test a Christoffersenov test.

Kupiecov test: Tento test sa zameriava na pomer poctu prekroceni k celkovému
poctu odhadovanych VaR a testuje, ¢i sa pohybuje dostatocéne blizko hodnoty (1-«).
Oznacme pocet skutocnych prekroceni VaR, teda také, ktoré skutoéna strata pre-
siahla (t.j. zlé predikcie) ako T. Pocet vsetkych odhadov VaR nech je N. Potom
skutotnéa pravdepodobnost prekrocenia je p = % Kupiecov test je zalozeny na po-
rovnan{ stanovenej hladiny spolahlivosti p (teda ak poc¢itame 99% VaR, tak p = 0.01)

so skutoénou pravdepodobnostou prekrocenia VaR, teda s p.
Teda testuje sa hypotéza: HO ... p = p.

Testovacia statistika pre tento test ma nasledovny tvar:

pi(l—p
LRuc = -2 In W

Pri platnosti HO m& statistika LRuc asymptotické chi-kvadrat rozdelenie s jednym

stupiiom volnosti. Teda HO zamietame, ak hodnota Statistiky LRuc je viicsia ako kri-

tick4d hodnota chi-kvadrat rozdelenia s 1 stupfiom volnosti.

Christoffersenov test:
V Kupiecovom teste sme testovali iba skutocnost, ze skutoénd pravdepodobnost pre-
krocenia je porovnatelns so stanovenou hladinou spolahlivosti. Pri Christoffersenovom

teste navyse testujeme, ¢i dané prekrocenia su nezavislé, pretoze ak by bol model pre
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vypocet VaR spravny, tak prekrocenia by mali byt nezdvislé, tzn., Ze to & prekrocenie
nastalo v predchadzajicom ¢asovom okamihu, nema vplyv na to, ¢i nastane prekrocenie

v ¢asovom okamihu nasledujicom.

Testujeme hypotézu: HO ... p = p a prekrocenia sii navzajom nezavislé.

Statistika pre Christoffersenov test je nasledovna:
LRcc = LRuc + LRind,

LRuc ... statistika z Kupiecovho testu,
LRind =2(In LA — 1In L0),

LA = (1 — o) om0 (1 — gy ) o,
L0 = (1 — m)TootTrogTor+Tin

T;; ... pocet pozorovani, ktoré boli v Case t v stave j a v case t — 1 boli s v stave ¢.

T11 _ T014T11
T -

T = oy T

_ __T01
701 = To0+701°
LRind m4 chi-kvadrat rozdelenie s jednym stupiiom volnosti, LRcc m4 chi-kvadrat roz-
delenie s dvoma stupniami volnosti. Teda hypotézu HO zamietame ak hodnota Statistiky

LRcc je mensia ako kritickd hodnota chi-kvadrat rozdelenia s dvoma stupiiami volnosti.
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6 Praktickd cast vypocétu VaR

V predchddzajiicej kapitole sme si priblizili niekolko sposobov, ako modelovat mieru
rizika. V tejto Casti vyuzijeme tieto poznatky a ukazeme si ich praktické pouzitie. Bu-
deme sa venovat hlavne metéde Monte Carlo pomocou normélneho a GLD rozdelenia
pre portfélio zlozené najskor z jednej a nésledne z piatich akcii. V druhej casti apliku-
jeme kombinaciu GARCH modelov s Monte Carlo metédou, avsak v tomto pripade len

pre jednu akciu. Ddta pre praktickd ¢ast sme cerpali z [16].

Pri kazdej metéde budeme postupovat podobnym sposobom. Na zaciatku uréime datovi
vzorku, z ktorej budeme odhadovat model. Nasledne uréime casovy usek, pre ktory bu-
deme urcovat out-of-sample odhady VaR, teda odhady do budicnosti. Avsak zvolime
taky interval, pre ktory budeme poznat skutoéné vynosy, na ktoré VaR odhadujeme,
aby sme mohli nakoniec vykonat backtesting. Vo vsetkych metédach poéitame jed-

nodnovi VaR s hladinou spolahlivosti 99%, takze odhadujeme VaRggq.

6.1 Vypocet VaR pomocou metédy Monte Carlo

Tu si ukazeme, aké vysledky ddva metéda Monte Carlo pre vypocet VaR najskor pre
jedno aktivum a nésledne pre portfélio zlozené z piatich akcii. V oboch pripadoch
budeme porovnavat pristup s predpokladom, Ze vynosy maji normélne rozdelenie s
pristupom rozdelenia vynosov z GLD rozdelenia. Nakoniec pomocou grafu znazornime
vysledky s porovnanim so skutoénymi vynosmi a vykoname spétné testovanie a po-

rovname vysledky pre normalne a GLD rozdelenie.

6.1.1 Vypocet VaR pre jedno aktivum

Pre ttito ¢ast sme zvolili akciu HPQ). Pouzili sme historické data od 12.8.2008-31.12.2012.
Prvych 350 dat sme pouzili na modelovanie vynosov a vypocet prvej out-of-sample VaR
na 351. den (4.1.2010). Na vypocet hodnoty VaR na nasledujiice dni sme pouzivali vzdy
historické data 350 dni dozadu. V kazdej iteracii vypoctu VaR sme najstarSie pozoro-
vanie vynechali a pridali pozorovanie z predchadzajiceho dna. Takto sme postupovali
az do konca roku 2012, teda dostali sme tak 754 budicich hodnot VaRggy,.

Vynosy sme v kazdom kroku modelovali dvoma spominanymi metédami, pomo-

cou normalneho rozdelenia a pomocou GLD rozdelenia. Predpokladali sme, ze VaR
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vypocitand pomocou normalneho rozdelenia bude mensia (VaR je definovand ako kladné
¢islo) ako pomocou GLD rozdelenia. Je to hlavne kvoli tomu, ze GLD rozdelenia dokéze
lepsie zachytit tazké chvosty rozdelenia vynosov, teda dokdze zachytit aj vicsie straty,
resp. vicsie vynosy (néds ale zaujimaju hlavne tie vécsie straty) tzn., ze maximéalna
mozné strata pomocou GLD by mala vicsia.

Na nasledujicom obrazku mame graf vynosov akcie HPQ v ¢ase znazorneny ciernou
krivkou, zelenou krivkou je VaR vypocéitané pomocou normélneho rozdelenia a ¢ervenou
je VaR pomocou GLD rozdelenia. Tak ako sme predpokladali, tak VaR pomocou GLD
je vécsia, teda je nizsie, ako VaR pomocou normalneho rozdelenia. Pri generovani VaR
bolo v tomto pripade pre obe metdédy pouzitych 100000 simulécii z daného rozdele-

nia. Pozrime sa na pravdepodobnosti prekrocenia pre jednotlivé metédy. V pripade

VaR pomocou Monte Carlo metddy pre HPQ

N
g
= Skut. vynos
—— VaRGLD
VaRNORM
—
2
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2 o
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c
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>
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o‘ —
]
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cl)' —

2010 2011 2012 2013

cas

normalneho rozdelenia doslo k prekroceniu VaR 17 krat(pprekrocenia = 2-25), pricom pri
GLD len 10 krét (pprekrocenia = 1.32) pri uvazovanej hladine spolahlivosti 99%. Vidime,
ze rozdiel je vcelku vyrazny.

Co nam hovoria spéatné testovania?

1. Kupiecov test(p-value)

(a) 0.298% - Normélne rozdelenie

(b) 39.33% - GLD rozdelenie:
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2. Christoffersenov test(p-value)

(a) 0.844% - Normélne rozdelenie

(b) 20.26% - GLD rozdelenie:

Vidime, ze v pripade GLD oba testy prijali nulovi hypotézu, v pripade normalneho
rozdelenia oba testy nulovi hypotézu zamietli. Teda iba v pripade GLD rozdelenia
plati, Ze pravdepodobnost neprekrocenia hodnoty VaR je dostato¢ne blizko hladiny
spolahlivosti a jednotlivé prekrocenia st nezavislé.

Pri Monte Carlo metdéde vypoctu VaR sa postupuje tak, ze v kazdom vypocte ge-
nerujeme niekol’ko ndhodnych premennych z nejakého rozdelenia. V naSom pripade
to bolo GLD a normélne rozdelenie. Spravnost modelu by sa dala uréovat aj pomo-
cou spravnosti generovania ndhodnych premennych. MoZeme porovnavat skutoéné mo-
menty danej datovej vzorky(historické vynosy) a momenty generovanych premennych
v jednotlivych iterdciach vypoctu VaR. V nasledujicich grafoch st odchylky jednot-
livych momentov pre normélne(zelenou) a GLD rozdelenie(¢ervenou) od skutocnych

momentov vzorky.
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Vidime, Ze rozdiely pre prvé dva momenty si porovnatelné, aviak vyznamnejsie mo-
menty ako st Sikmost a Spicatost lepsie dokaZze popisat GLD rozdelenie, ¢o je logické,
pretoze GLD je §tvorparametrové a berie do tivahy aj Sikmost a Spicatost na rozdiel
od norméalneho, ktoré mé tieto dva momenty pevne dané. Pre porovnanie: 744 krat bol

rozdiel v Sikmosti mensi pre GLD rozdelenie a 10 pre normalne. Pre $picatost je to:
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740:14. To ¢o najviac ovplyvituje konce rozdelenia je prave $picatost a teda vidime Ze
vynosy v tomto zmysle naozaj lepsie popisuje GLD rozdelenie a teda aj vypocet VaR
je presnejsi.

Nevyhodou Monte Carlo metédy je to, Ze velmi pomaly reaguje na zmenu hektic-
kejsieho obdobia na pokojnejsie. Teda ak model odhadujeme z hektického obdobia a
odhadujeme VaR na pokojnejsie obdobie, tak velmi vysokd VaR moze dominovat pocas
dlhsieho obdobia a naopak. Je to dosledkom zhlukovania volatility ako sme spominali
v predchadzajucej kapitole. Riesenim tohto problému si GARCH modely, ktoré si

ukdzeme neskor.

6.1.2 Vypocet VaR pre portfélio akcii

Na modelovanie VaR portfélia sme vybrali akcie:
e Hewlett-Packard Company (HPQ)
e International Business Machines Corporation (IBM)
e Nokia Corporation (NOK)
e Bank of America Corporation (BAC)
e The Coca-Cola Company (KO)

Hodnoty vynosov boli ziskané z historickych dat z obdobia od 12.8.2008 do 31.12.2012,
pricom na odhad modelu sme vzdy pouzili historickych 350 vynosov. Vahy jednotlivych
akcif v nasom portféliu sme pre jednoduchost zvolili rovnomerne, teda: w, = wy = w3 =
Wy = w5 = %

Pri vypocte VaR sme postupovali na zdklade pozi¢ného pristupu, teda zohladnili
sme aj korelacie medzi jednotlivymi akciami, teda generovali sme nahodné vektory z
viacrozmerného rozdelenia. Opit predpokladdme, Ze VaR ziskana pomocou normélneho
rozdelenia bude mensia ako pomocou GLD rozdelenia.

Na nasledujicom obrézku mame skutoéné vynosy portfélia (¢iernou) za obdobie od
kedy sme odhadovali VaR, zelenou je VaR pomocou normélneho rozdelenia, cervenou
pomocou GLD rozdelenia. V kazdej iteracii vypoctu VaR sme pouzili len 10 000 (pri

jednej akcii to bolo 10-krat viac) generovani vynosov portfélia kvoli ¢asovej nérocnosti

generovania nahodnych vektorov z viacrozmerného rozdelenia. 7 grafu teda vidime, ze
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VaR pomocou Monte Carlo metody pre portfolio

0.10
1

vynos/VaR
0.00
L

-0.05

-0.10

2010 2011 2012 2013

cas

VaR pomocou GLD je zvicsa nizsie ako VaR pomocou normalneho rozdelenia, ¢o sme

aj ocakavali. Pre lepSie porovnanie sme vykonali backtesting pre obe ziskané VaR.
1. Kupiecov test(p-value)

(a) 2.24% - Normaélne rozdelenie

(b) 23.19% - GLD rozdelenie:
2. Christoffersenov test(p-value)

(a) 5.32% - Normélne rozdelenie

(b) 40.11% - GLD rozdelenie:

Teda Kupiecov test pre normélne rozdelenie zamietol nulovi hypotézu, Christofferse-
nov test nulovi hypotézu tesne nezamietol. Avsak pre VaR vypocitané pomocou GLD
rozdelenia si obe Statistiky podstatne lepsie ako pre normalne rozdelenie. V pripade
GLD rozdelenia oba testy vysli pozitivne. Pozrime sa konkrétne na jednu iteraciu a po-
rovnajme momenty skutocnych vynosov portfélia a vynosov vygenerovanych pomocou

GLD a normélneho rozdelenia (pocet iterdcii - 10 000).
e Skutoctné momenty: 0.0013487821,0.0001899966, —0.2994180703, 4.8534453724
e Momenty z GLD : 0.0013824465, 0.0002057337, —0.2334501368, 4.8570969471
e Momenty z Norm : 0.0013444971,0.0001911421, —0.0041223875, 3.0115664273
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Teda vidime opét, Ze prvé dva momenty priblizne rovnako dobre popisuje normalne aj

GLD rozdelenie. Treti a stvrty moment podstatne lepsie zachytilo GLD rozdelenia.

6.2 VaR pomocou GARCH modelov

V tejto casti opit aplikujeme metédu Monte Carlo, avsak v tomto pripade aj s vyuzitim
GARCH modelov. Tento model aplikujeme iba na portfélio zlozené z jednej akcie.

Ako sme uz v teoretickej casti VaR spomenuli, tak najskor odhadneme GARCH
model pre vynosy z historickych dat 3 roky dozadu. Nasledne uréime predikcie va-
riancii do budicnosti a potom postupujeme rovnako ako v pripade Monte Carlo, avsak
s tym rozdielom, ze namiesto variancie ziskanej z historickych 350 dat (350 je okno
aj v tomto pripade) pouzijeme predikciu uréenti z GARCH modelu. Teda v pripade
GLD rozdelenia generujeme nahodné premenné z GLD rozdelenia so strednou hod-
notou urcéenou z historickych dét, varianciou uréenou z GARCH modelu, ikmostou a
Spicatostou uréenymi z historickych dat 350 dni spit. V pripade norméalneho rozdelenia
je sikmost a spicatost dand pevne - sikmost 0, spicatost 3. Vyhodou tohto modelu v
porovnani s klasickym Monte Carlo je v tom, Ze model sa dokézZe rychlejsie adaptovat
na zmeny volatility vynosov. Navyse plus GLD oproti normélnemu rozdeleniu je to, ze
GLD dokéze zachytif aj sikmost a tazsie chvosty rozdelenia vynosov.

K tejto casti sme opit vybrali akciu HPQ a mieru rizika pre vynosy tejto akcie
sme urcovali na rovnaké obdobie ako v predchéddzajicom modeli, aby sme mohli jed-
notlivé metédy porovnat. Teda odhad VaR zaéina od 4.1.2010 a konéi 31.12.2012. Na
modelovanie volatility pomocou GARCH modelu sme pouzili data 3 roky dozadu - od
1.1.2007-31.12.2009. Na odhad strednej hodnoty, Sikmosti a Spicatosti sme v kazdej
iterdcii pouzili op#t 350 historickych najnovsich pozorovani. Pre modelovanie stred-
nej hodnoty v GARCH modeli sme sa na zaklade autokorelacnej a parcialnej autoko-
relacnej funkcie rozhodli pre model zlozeny iba z konstanty a ndhodnej zlozky. Kedze
najcastejsie sa pouziva GARCH(1,1) model, tak na modelovanie volatility sme pouzili

prave tento konkrétny GARCH:
0t = w + ae + fo}

Teda na modelovanie volatility sme pouzili len disturbancie jeden krok dozadu a va-

rianciu tiez iba jeden krok dozadu.
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Vidime, Ze opitf VaR pomocou GLD rozdelenia je viésia ako pomocou norméalneho roz-
delenia. Takisto moZeme pozorovat, Ze tentokrat VaR dokaze lepsie reagovat na zmeny
vo volatilite ako pri klasickej Monte Carlo metdde. To sposobuje prave volatilita mode-
lovand pomocou GARCH modelu. Pravdepodobnost prekroc¢enia v pripade GLD vysla

1.46, pricom v pripade normalneho rozdelenia az 2.12. Pozrime sa aj na backtesing:
1. Kupiecov test(p-value)

(a) 0.72% - Normaélne rozdelenie

(b) 23.75% - GLD rozdelenie:
2. Christofersenov test(p-value)

(a) 0.19% - Normélne rozdelenie

(b) 42.29% - GLD rozdelenie:
Opét oba testy, vyuzitim GLD rozdelenia, nulovii hypotézu (Ze pravdepodobnost ne-
prekrocenia hodnoty VaR je dostatocne blizko hladiny spolahlivosti) prijimaju, v pripade

norméalneho rozdelenia, naopak, oba testy nulovi hypotézu zamietaji. Teda znova

pristup pomocou GLD vysiel lepsie ako pristup s normalnym rozdelenim.
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Teraz porovnajme dve pouzité metédy. Na nasledujiicich obrdzkoch mame vedla
seba porovnania oboch metéd pre GLD rozdelenia a vedla pre normélne rozdelenie.
tmavsou farbou je vzdy metéda klasickej Monte Carlo metddy a bledsou je 2. spominana

metoéda pomocou GARCH modelu. Vidime teda, ze pri klasickej Monte Carlo metéde
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sa model nedokazZe tak rychlo adaptovat na prudké zmeny, ako model druhy, kde sme
vyuzili modelovanie volatility pomocou GARCH modelu.

V tejto metdde vypoctu VaR sme predpokladali klasicky GARCH model s pred-
pokladom normalneho rozdelenia disturbancii a az néasledne sme v metéde Monte
Carlo vyuzili generovanie ndhodnych premennych z GLD rozdelenia s vyuzitim va-
riancie ziskanej z GARCH modelu. Rozsirenim tohoto modelu by bol GARCH model
zalozeny na predpoklade GLD rozdelenia disturbancii, pripadne modelovanie Sikmosti
a Spicatosti v case, tak ako volatilitu. AvSak aj napriek nie tplne korektnym predpo-
kladom nam dal pouzity model vcelku pekné vysledky, ktoré zodpovedaji teoretickym

predpokladom.
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Zaver:

Hlavnou napliou nasej diplomovej prace bolo predstavif zovseobecnené lambda
rozdelenie na popis distribticie vynosov a nasledne poznatky vyuZit na vypocet miery
rizika - VaR pre akciové portfélio.

V prvych castiach sme sa venovali tedrii pre zovseobecnené lambda rozdelenie, pred-
stavili jeho vlastnosti a odhad parametrov pomocou metédy momentov. V dalsich
castiach sme sa venovali vypoctu miery rizika aplikovanim tohto rozdelenia a porov-
nanim s ¢asto pouzivanym normalnym rozdelenim. Prinosom tejto ¢asti bolo, ze GLD
dokaze lepsie popisat distribiiciu vynosov finanénych aktiv ako normélne rozdelenie
vd'aka jeho §tyrom parametrom. Na rozdiel od normalneho rozdelenia dokéze zachytit
aj také vlastnosti ako si fazké chvosty, ¢i Sikmost rozdelenia vynosov. Tieto vlastnosti
sa podla ocakdvani prejavili vo vypocte VaR. VaR pomocou normélneho rozdelenia
bola podhodnotend, teda normélne rozdelenie nedokazalo zachytit extrémne udalosti
tak dobre ako GLD rozdelenie.

Na vypocet VaR sme pouzili najskor klasicki metédu Monte Carlo, ktora ne-
dokézala pohotovo reagovat na zmeny vo volatilite vynosov akcii. Diplomovii pracu
sme preto este rozsirili o vypocet VaR pomocou GARCH metodolégie a to tak, ze sme
pouzili kombinédciu metédy Monte Carlo a GARCH modelov, no iba pre jednu akciu.
Vysledky z tejto metody nam ukazali, ze pouzitim GARCH modelov sme docielili to, ze
takyto vypocet VaR dokdzal lepsie reagovat na prudké zmeny vo volatilite, ¢o klasické
Monte Carlo nedokéazalo.

Dalsfm rozvinutim nagej prace by bola kombindcia Monte Carlo s GARCH mode-
lom pre portfélio zlozené z viac akcii. Pri modelovani GARCH modelu sme predpokla-
dali disturbancie z norméalneho rozdelenia. Moznou alternativou by bolo modelovanie

GARCH s vyuzitim rozdelenia disturbancii z GLD rozdelenia.

23



Literatura

1]

[10]

Zaven A. Karian and Edward J. Dudewicz: Fitting Statistical Distributions, The
Generalized Lambnda Distribution and Generalized Bootstrap Methods, ISBN 1-
584488-069-4

Andre Lange, Christoph Sohrmann, Roland Jancke, Joachim Haase, Binjie Cheng,
Urban Kovac, and Asen Asenov, A General Approach for Multivariate Statistical
MOSFET Compact Modeling Preserving Correlations, European Solid-State De-
vice Research Conference IEEE, Sept. 13 -15, 2011.

Krétka, J. (2006): GARCH modely a Value-at-Risk aplikdcie. Diplomova préca,
FMFI UK

Butora P. (1998): Nelinedrne rovnice a ich pouZitie v inZinierskych problémoch,

Diplomova préca, Zilinské univerzita

Jankova, K.: Pravdepodobnost a statistika 1-MAT-180, Pozndmky k predniskam
FMFI UK

Engle, R. (2002): Dynamic Conditional Correlation - A Simple Class of Mul-
tivariate GARCH Models, In Fourthcoming Journal of Business and Economic

Statistics

Lars Karlsson: GARCH Modelling: Theoretical Survey, Model Implemen-
tation and Robustness Analysis, Master Thesis. Dostupné na internete:

hitp://www. fattails.com/research/Masters Thesis - GARCH modeling.pdf

Tesarova, V. (2012): Value at Risk: GARCH wvs. Stochastic Volatility Models: Em-
pirical Study Diploma thesis, Faculty of Social Sciences Institute of Economic

Studies

Dennis, J.E. Jr and Schnabel, R.B. (1996), Numerical Methods for Unconstrained

Optimization and Nonlinear Equations, Siam

Berend Hasselman, (2013): R - Package 'nlegslv’ - Solve system of non linear
equation. Dostupné na internete:

http://cran.r-project.orq/web/packages/nleqslv/nleqslv. pdf

o4



[11] Chalabi Y., Scot D., Wirtz D., The Generalized Lambda Distribution as an Al-
ternative to Model Financial Returns: Dostupné na internete:

https://www.rmetrics.org/sites/default/files/glambda. pdf

[12] P.Jurca, (2013): Kvantitativne metddy v riadend rizik - studijné materialy, FMFI
UK. Dostupné na internete:

http://www.iam.fmph.uniba. sk/institute /jurca/qrm/qrm.htm

[13] Martines, J.M. (2000): Practical quasi-Newton methods for solving nonlinear sys-
tems. Dostupné na internete:

http://www.ime.unicamp.br/ martinez/survcam.pdf

[14] Diethelm Wuertz and Yohan Chalab, (2013): Package 'fGarch’ - Autoregressive
Conditional Heteroskedastic Modelling Dostupné na internete:

http://cran.r-project.org/web/packages/fGarch/fGarch.pdf

[15] Patrick T. Brandt, (2013): Package "MSBVAR’ - Markov-Switching, Bayesian,
Vector Autoregression Models Dostupné na internete:

http://cran.r-project.org/web/packages/MSBVAR /MSBVAR. pdf

[16] http://finance.yahoo.com/

25



