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Abstrakt

V nasej préaci sa zaoberame LIBOR modelom a jeho kalibraciou.
Model slazi na ocenovanie derivatov urokovej miery, predovsetkym
exotickych derivatov.

Namiesto okamzitych trokovych mier alebo okamzitych forwardo-
vych mier sa modeluja forwardové LIBOR miery, ktoré sit pozorova-
telné na trhu.

Na rozdiel od tradiénych pristupov, tento model je Tahko apliko-
vateIny na najviac obchodované derivaty trokovej miery, ako st capy
(a swapcie). Z tohto dovodu ukadzeme, ako sa na trhu bezne ocenuju
capy prostrednictvom formuly vyplyvajticej z modelu Black 76.

Odvodime LIBOR model a ukdzeme, Ze tento model nam dava
rovnaki formulu ako Blackov model. Tento fakt umoziiuje kalibrovat
model tak, aby bolo mozné oceriovat a zaistovat exotické derivaty tro-

kovej miery konzistentne s cenami likvidnych capov (a swapcil.).

Klucové slova: forwardové trokové miery, stochastické diferencidlne

rovnice, capy, LIBOR model



Abstrakt

In our work we investigate LIBOR model and his calibration. The
model is used for pricing interest rate derivatives, especially exotic
derivatives.

The quantities that are modeled, rather than instantaneous (spot
or forward) rates are a set of forward LIBOR rates, which are obser-
vable in the market.

In contrast to more traditional aproaches, this model is tailored to
handle the most actively traded interest rate options, such as caps (and
swaptions). For this reason, we will describe how market practitioners
value caps by means of the Black 76 caplet formula.

We will derive the LIBOR model and show that this model gives
us the same caplet formula as the Black model. This enables us to
calibrate the model in such a way that we could price and hedge exo-
tic interest rate derivatives consistently with the prices of liquid caps

(and swaptions).

Keywords: forward rates, stochastic differential equations, caps, LI-
BOR model
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1 Uvod

V starsich modeloch trokovej miery sa pozornost sustredovala na spojito tiro-
¢ené okamzité tirokové miery. K nim sa podla potreby skonstruovali okamzité
forwardové miery a cely subor diskontnych faktorov. Nasledne sa sktimané
derivaty ocenili pouzitim rizikovo neutralnej pravdepodobnosti, pricom ako
numéraire sa uvazoval spojite iro¢ny penazny dlhopis.

Avsak na skuto¢nom trhu st miery spojené s derivatmi tirokovej miery,
medzi nimi predovsetkym s LIBOR a swap derivatmi, uvadzané pre peridody
dlzky zvy¢ajne tri alebo Sest mesiacov a trocené st spravidla diskrétne, nie
spojite.

Modelovat vyvoj tychto priamo pozorovatelnych veli¢in namiesto roznych
okamzitych trokovych mier by bolo omnoho pohodlnejsie. Prinajmensom ich
aktualna hodnota je vzdy presne dana trhom, nemusi sa nijakym spdsobom
dopocitavat podla prislusného modelu.

Do6vod, preco sa vSak vyvoj vydal prave smerom k LIBOR modelom, je
trhova prax ocenovania capov a (eurépskych) swapcii a potreba konzistentne
s nimi ocenovat exotické derivaty.

V priebehu rokov sa trh derivatov trokovej miery stal najva¢sim trhom
derivatov na svete, pricom najvicsiu ¢ast tohto trhu predstavuja capy a swap-
cie, ktoré sa sami osebe kvoli svojej likvidite prakticky stali podkladovymi
aktivami.

Obchodnici ich desiatky rokov ocetiovali Blackovou formulou (velmi po-
dobnou Black-Scholesovej formule pre opcie), hoci predpoklady Black-76 mo-
delu, z ktorého vychadza, splnené neboli. Tento model stoji na predpoklade
lognormality pre LIBOR a swapové miery. Urokové miery pre po sebe nasle-
dujtice ¢asové intervaly vSak nemozu, ako zdoraziiovali akademici, byt vSetky
lognormalne rozdelené pri tej istej pravdepodobnostnej miere. Ako ale ukaze

LIBOR model, mézu byt lognormalne rozdelené kazda pri vlastnej forwardo-



vej pravdepodobnostnej miere, ¢im istym spdsobom ospravedlnil dovtedajsiu
prax ocenovania capov a swapcii.

Kazdopadne, nedbajic na teoretické vyhrady, prax ocenovania pomocou
modelu Black-76 sa ujala a capy a swapcie sl na trhu uvadzané prostrednic-
tvom volatilit implikovanych prave tymto modelom.

Pozadovand konzistencia LIBOR modelu teda predstavuje jeho vlastnost,
vdaka ktorej modzu obchodnici oceriovat exotickejsie typy derivatov modelom,
ktory je v stlade s trhom uvadzanymi cenami likvidnych capov a swapcii.
K dispozicii mame dve varianty LIBOR modelu, jeden kompatibilny s ce-
nami capov (LFM), druhy kompatibilny s cenami swapcii (LSM), pri¢om
tieto dva modely nie st navzajom konzistentné, a teda podla typu derivatu,
ktory chceme ohodnotit, musime sa rozhodnut, ktory z tychto modelov bude

vhodnejsi.



2 Ciele prace

V naSej praci sa budeme zaoberat vyluéne s cenami capov kompatibilnym
LFM modelom, v literature tiez ozna¢ovanom ako BGM model podla Bracea,
Gatareka a Musielu, ktori model odvodili vo svojej praci [1]. KedZe neméze
dojst k zdmene s LSM modelom, budeme o skiimanom LFM modeli pisat
ako o LIBOR modeli.

V kapitole 3 zavedieme najdoleZitejSie pojmy, ktoré budeme pouzivat a
ozrejmime sposob, ako mozno od pravdepodobnostnej miery viazanej k is-
tému numéraireu prejst k inej pravdepodobnostnej miere spojenej s inym
numéraireom. Technika zmeny numéraireu bude velmi uzitocné pri odvadzani
LIBOR modelu a posltzi ndm k tomu, aby sme pre kazdi LIBOR mieru zis-
kali jej uz v ivode spominanii vlastni forwardovi pravdepodobnostnti mieru,
pri ktorej je lognormalne rozdelena.

KedZe pri odvadzani LIBOR modelu budeme vychadzat z HIM modelu,
venujeme tomuto modelu kapitolu 4, pri ¢om budeme pouzivat predovset-
kym [12].

V kapitole 5 detailne odvodime LIBOR model, tak ako je jeho odvede-
nie na¢rtnuté v [1]. Tiez uvedieme niekolko ilustracii pouzitia tohto modelu,
aplikujeme ho na ohodnotenie troch jednoduchych derivatov.

Nésledne sa pokusime LIBOR model kalibrovat na trhové ceny capov.
Toto bude obsahom kapitoly 6. V [2] je uvedenych niekolko moznosti, ako to
mozno spravit. Nie vSetky vSak budeme moct realizovat plne, pri mnohych
z nich je eSte potrebné previest kalibraciu na ceny swapcii, ¢o ale v tejto préci
robit nebudeme.

Na zaver sa eSte zmienime o koreldcidch, ktoré s dolezitou ¢astou LIBOR

modelu.



3 Definicie a zakladné poznatky

V tejto casti uvedieme zdkladné definicie a vztahy, ktoré budeme pouzivat
v celom nasledujicom texte. VicSinou sa budeme drzat znacdenia pouzitého
v [2].

3.1 Stochasticky kalkulus

Pojmy, s ktorymi budeme v praci ¢asto narabat, s predovsetkym Brownov
pohyb a martingal. Uvedieme ich definicie, a tiez definiciu Itovho procesu,

ako ich mozno najst v knihe [10].

Definicia 1 (Brownov pohyb) Brownov pohyb je stochasticky proces s na-

sledujicimi vlastnostamsi:
1. s pravdepodobnostou 1 su trajektorie Wy (w) spojité a plati Wy = 0
2. ndhodnda premennd W; md normdlne rozdelenie N (0, 1)

3. Wiys — Wy md N(0,t) rozdelenie. Dalej plati, Ze Wy md nezdvislé pri-
rastky, t.j. Wy Wy, — Wy, ..., W, — W,, | st nezdvislé pre vsetky
0<t <... <1

Definicia 2 (Martingal) Stochasticky proces {M;},, na pravdepodobnost-
nom priestore (Q, F, P) sa nazyva martingal vzhladom k filtracii { M}, (a

miere P), ak
1. ndahodnd premennd M; je M-meratelna pre vsetky t > 0
2. E[|M]] < oo pre vietky t > 0

3. E M| M| = M, pre vsetky s > t.



Definicia 3 (Itov proces) Nech W;(w) je Brownov pohyb na pravdepodob-
nostnom priestore (2, F, P). Jednorozmerny Itov proces je stochasticky pro-

ces tvaru . .
Xi(w) = X0+/ u(s,w)ds+/ v(s,w)dWs(w),
0 0
tieZ moZno pisat
dXi(w) = u(t,w)dt + v(t,w)dW(w),

kde u,v su funkcie integrovatelné v zmysle Itovho integrdlu a

t
P (/ lu(s,w)|ds < ooVt > 0) = 1.
0

Velmi c¢asto budeme v praci potrebovat rozhodnif, kedy je dany Itov

proces martingalom. Na to nam poslizi nasledovné tvrdenie.
Tvrdenie 1 [tov proces X,
dXt = [Ltdt + Utth,

kde W; je Brownov pohyb vzhladom k miere P, je martingalom vzhladom k

miere P prdve vtedy, ked j; = 0 pre vsetky t a plati technickd podmienka

T 1/2
</ O'?dS) ] < 00,
0

ktord nam zarucuge, Ze E[X;] je koneénd.

E

Délezitym néstrojom pre nas bude Itova lema, ktortt budeme pouzivat v

podobe, v akej ju mozno najst v [6]. Uvddzame jej viacrozmernu verziu.
Tvrdenie 2 (Itova lema) Nech Xy, Xoy, ..., Xy st Itove procesy

dXy = pdt + o1, dWyy
dXor = piordt + ooedWoy
det - ,umtdt + UmtdWmta



kde Wig, Woy, ..., Wi st Brownove pohyby, pricom koreldciu medzi dW; a
AW znacime ako p;;.
Pre diferencovatelni funkciu f potom plati
" Of 1 & 0> f
af (X)) = dXy + = —_—
fX) £ 0X;y ) — | 0Xu0X0

1=

COUt (dth y det) s

kde
Couv(dX;,dX;) = 040jpijidt.

3.2 Urokové miery

Rozlisujeme niekolko typov trokovych mier, predovSetkym ich vSak moZno
rozdelit na medzibankové a vlddne miery. Vladne sa odvodzuji od dlhopisov
vypisovanych vladami, medzibankové st mierami, pri ktorych sa vymienaja
depozity medzi bankami a pri ktorych sa uskutoc¢nuju swapové transakcie
medzi bankami. My sa budeme zaoberaf vyluéne medzibankovymi mierami, z
ktorych za najddleZitejsiu je povazovana LIBOR (London InterBank Offered
Rate) miera, ktora je fixované kazdy den v Londyne. Termin ”LIBOR” vSak
budeme pouzivat ako genericky pojem, modze teda predstavovat aktkolvek

int analogickti medzibankovii mieru (napr. EURIBOR).

Definicia 4 (Peniazny dlhopis) B(t) definujme ako hodnotu periazného di-
hopisu v ¢ase t > 0. Predpokladajme, Ze B(0) = 1 a Ze penazny dlhopis sa

vyvija podla diferencidlnej rovnice
dB(t) = r(t)B(t)dt, (1)

kde r(t) je kladnou funkciou casu (a predstavuje okamZiti urokovi mieru).

Zregme plati, Ze



Definicia 5 (Stochasticky diskontny faktor) (Stochasticky) diskontny fak-
tor D(t,T") medzi dvomi ¢asovymi okamihmit a T je suma v ¢ase t, ktord je

ekvivalentnd jednotke meny splatnej v ¢ase T a je dany vztahom

D) = ik = {—/tTr(s)ds} |

Definicia 6 (Bezkupoénovy dlhopis) Bezkupdnovy dlhopis s maturitou v
case T je kontrakt, ktory jeho drZitelovi garantuje jednotku meny v case T.
Hodnota kontraktu v ¢ase t < T sa znaci ako P(t,T). Zrejme P(T,T) = 1
pre vsetky T

Ak je miera r deterministick4, sa tiez D(t,T) a P(t,T) deterministické a
P(t,T) = D(t,T) . Ak je vsak r stochasticka (a takd ju budeme uvazovat v
tejto praci), D(t,T) je ndhodna premennd, ktorej hodnota v ¢ase zavisi od
vyvoja r od t do T', nie je teda v ¢ase t znama. Naproti tomu cena dlhopisu
musi byt v ¢ase t zndma. Pri rizikovo neutralnej miere mozno P(¢,T') chépat
ako o¢akavant hodnotu D(¢,T'). Presnejsie, ak pri tejto pravdepodobnostnej

miere diskontovany dlhopis P(¢,7") je martingalom, t.j. ak

PtT) o [P(T.T)
s =2 B
tak potom
Ple.T) = B9 | 7]
— B9 [D(t,T)/F]. )

Dobu medzi dvoma datumami S a U budeme oznacovat symbolom 7(.S, U)
a vzdy ju budeme vyjadrovat v rokoch. Ked zavedieme c¢asovi Struktiru
{T’}o<i<n, budeme kvoli prehladnosti pisat 7, := 7(7;-1,7;), pricom do-
definujeme 7y := 7(¢,Tp). Casto tiez budeme pouzivat 7, = § pre vsetky
i=1,... M.



Definicia 7 (Spojita spotova tirokova miera) Spojiti spotovi drokovi
mieru platni v ¢ase t s maturitou T budeme oznacovat ako R(t,T). Je to
konstantnd miera pri ktorej investovanim P(t,T) jednotiek meny v case t
dosiahneme jednu jednotku meny v case T, t.j.

I P(t,T)

R(t,T) := )

Definicia 8 (Diskrétna spotova trokova miera) Diskrétnu spotovi tro-
kovi mieru platni v case t s maturitou T' budeme oznacoval ako L(t,T). Je
diskrétnou obdobou spojitej spotovej urokovej miery a definujeme ju ako

1 - P(t,T)

LD = G mpi Ty

Mieru L(t,T) budeme tiez nazyvat LIBOR mierou.

Definicia 9 (Diskrétna forwardova Grokova miera) Diskrétnu forwar-
dovi urokovi mieru platni v case t s expirdciou v case T >t a maturitou v
case S > T, t.j. pokryvagicu obdobie [T, S], budeme oznacovatl ako F(t,T,S)
a definujeme ju ako

1 P(t,T)
Funsy- (P00 )

Pri danych ¢asoch {7 }o<;<a budeme pouzivaf znacenie F;(t) := F(t,T;-1,T;).
Pre tito mieru budeme pouzivat aj pojem forwardova LIBOR miera.

Zo samotnej definicie vyplyva, Ze
F(T,T,S)=L(T,S)

a v Casti 3.4 ukazeme, ze F(t,T,S) predstavuje odhad miery L(7,S) v Case
t.



Definicia 10 (Okamzita forwardova arokova miera) Okamzitd forwar-
dovd drokovd miera platnd v ¢ase t pre maturitu T > t sa oznacuje ako f(t,T)

a je definovd ako

o ‘ _ O0lP(t,T)
f(t,T):= SEIJI“I‘F F(t;T,S) = >

P(t,T) = exp {— /tTf(t, u)du} |

3.3 Zakladné derivaty urokovej miery

z ¢oho

3.3.1 Cap a floor

Cap je kontrakt, pri ktorom moze kupujici v stanovenych terminoch pozado-
vat od predavajuceho rozdiel medzi trhovou trokovou mierou a realiza¢nou
cenou tohto kontraktu x.
Diskontovany payoft capu s maturitou v ¢ase T3, budeme ho oznacovat
ako Tjs-cap, je dany vztahom
B

S° D, T)NT(Tit, T (L(Ti-1, T) — k)" (3)

i=a+1
Jednotlivé cleny tejto sumy predstavuju caplety s maturitou v ¢asoch 7,1,
Tot2 az Tp, tieto budeme oznacovat ako T},-caplet, T,,+1-caplet az Tj_;-caplet.

Analogicky mozno pomocou jeho payoffu definovat floor

B
> Dt T)NT(Tia, Ty)(k — L(Tia, T7) (4)
1=a+1
zlozeny z jednotlivych floorletov.
Pre objasnenie pojmu cap uvazujme spolo¢nost, ktord ma dlh, z kto-
rého troky musi splacat v urcitych ¢asoch Tp41,...,T a ktoré si viazané

na LIBOR miery nastavené v ¢asoch T,,...,Ts_1, pricom pre jednoduchost

10



uvazujme 7(0,7,) = 7(Th, Tot1) = ... = 7(Ts-1,13) = 6 a objem tohto
kontraktu N = 1.

Spoloc¢nost sa obdva narastu LIBOR mier, ¢im by, samozrejme, narastli
aj vysky jej splatok, a chce sa poistit vocéi narastu nad istt hranicu. Prave
toto jej umozni cap - preto jeho nazov (strop). Uroky, ktoré bude musiet

spoloc¢nost splacat, buda vzdy
L— (L — k)" =min(L, k),

teda nanajvys k.

Teraz uvedieme, ako st capy ohodnocované na trhu.

Blackova formula pre cap Uvazujme T,,-cap, t.j. cap, pri ktorom k plat-
bam dochadza v casoch 13,75, ...,T, a tieto su viazané k hodnotam troko-
vych mier nastavenych v ¢asoch Tp, 17, ...,T,_1. KedZe, ako sme uz videli,
cap tvori sucet capletov, v tomto pripade Tj—capletov pre j = 1,2,...,n—1,
cenu capu mozno zratat ako sucet cien capletov. Najprv teda odvodime cenu
[ubovolného Tj-capletu.

Trhovou praxou je, ako to uvadzaju napriklad v [12], predpokladat, ze
forwardova LIBOR miera Fj(t) = F(t,7;_1,T;) platna pre Casovy interval
[T;_1,Ty] dlzky & a predstavujica odhad pre LIBOR mieru L(Tj_y,Tj) via-
zanu k uvazovanému 7Tj_;-capletu, sa pri istej trhovej miere, oznac¢me ju Q,
riadi rovnicou

dFj(t) = Fj(t)o;dW,?, (5)

kde W@ predstavuje Brownov pohyb vzhladom k miere Q, pricom Q nie je
nijako blizsie Specifikovana, a v; je kladnou konstantou.
Pre trhovii cenu uvazovaného capletu v case t, oznacme ju Cplr;_, (1),

prirodzene plati

(1) = 0P(t Ty EU[(Fy(Tj-) — k) *|F.



Oznacéme

My = BR(Fy(T; 1) - )| 7).
Zrejme M; je martingal vzhladom k miere Q, a preto musi platit
E%[dM,] = 0.
Tiez predpokladame, ze
M, = M(Fj;,t).

Pouzitim Itovej lemy dostavame zo vtahu (8)

oM, OM . 1M
i, = 2 ar + O L Yy ar,
= gE ittt g Vartdh)

_(OM  1*M

oM 1 oM
~\ ot 20F?

2.2 Q
Fj Uj> dt + 8—F}F}'Ujdwt .

9)

Spojenim (6), (7) a (9) dostavame, ze M; musi byt rieSenim nasledovne;j

parcidlnej diferencidlnej rovnice s koncovou podmienkou

OM | 15°M
ot 2 OF?

V(F;,Tja) = (F; = k)", F;>0

FPvi=0,  F;>0,t€[0,T;]

Taktto parcialnu diferencidlnu rovnicu mozeme riesit postupom, ktory je

uvedeny napriklad v [7].

Dostavame rieSenie
M(Fj,t) = Fyo(d1) — ko(da),

kde ”
- log=+ + $v3(Tj_1 — 1)
’ vivVTia—t

Nésledne pre cenu capletu plati
Cplr,_, (t) = oP(L, T;) (F; (1) ¢(dr) — rp(d2))

12

(10)
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Obr. 1: Krivka at-the-money Euro cap volatilit zo diia 12. augusta 2002

a pre cely cap
Capr, () = Y Oplr, (1) = Y 0P T)(F(06(d) ~ s(ds). (11

Vidime, zZe pre kazdy caplet prislicha jedna volatilita v;. Na trhu je vSak
uvedend iba priemernd volatililita pre cap, z ktorej potom mozno ziskat vo-
latility capletov.

Trhvou praxou je tiez, ze capy (resp. ich implikované volatility) st uvéa-
dzané s « = 0 a bud T, rovna sa trom mesiacom a vSetky ostatné T; su
rovnako trojmesacne rozmiestnené alebo 7y rovné trom mesiacom, 7; do jed-
ného roku rozmiestnené trojmesacne a vsetky vyssie Sestmesacne.

Na obrazku 1 uvadzame priklad struktiry cap volatilit, kde na vodorovne;j
osi st T v rokoch (7, je fixné a rovné trom mesiacom), na zvislej volatility
Ts-capu vy, —cqp-

Pre pochopenie trhovych ukazovatelov capov je dolezita nasledujica de-

finicia.
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Definicia 11 UvaZujme cap s vyplatami v casoch Toiq, ..., Ts s prislicha-
Jucimi intervalmi To4q, ..., 73 a strikeom k. Cap je v pozicii at-the-money
(ATM) prave vtedy, ked

P(0,T,) — P(0, T,
K = Karym = Sap(0) = (/5 ) ( ”6).
> icar1 TiP(0,T;)
V pozicii in-the-money (ITM) je, ked k < kary a out-of-the-money (OTM),
ked kK > Karu-

Pre floory plati definicia obrdtene.

3.4 Zmena numérairu

V tejto Casti sa pokusime pribliZif techniku zmeny numéraireu, ktord nam
bude velmi uzitoénéd pri odvodzovani LIBOR modelu. Ako sme spomenuli
uz v tvode, forwardové LIBOR miery nie je mozné modelovat ako lognor-
malne rozdelené pri klasickej rizikovo neutralnej miere spojenej s penaznym

dlhopisom, bude nutné prejst k dlhopisom v tlohe numérairu.

Uvazujme isté aktivum, ktorého vyvoj opisuje rovnica
dS(t) = u(t)S(t)dt + o(t)S(t)dW (),

a pripomenme si rovnicu (1) opisujicu vyvoj peniazného dlhopisu

Uvazujme samofinancovant stratégiu (¢, ¢). Prislichajici hodnotovy pro-
ces je

X(t) = ¢ B(t) + ¢ S(t)

14



dX(t) = ¢1dB(t) + ¥dS(1)
= r(t)(X(t) — ¢uS(t))dt + 1, dS(t)
= r(t)(X () = 1 S(t))dt + e(pu(t)S(t)dt + o (t)S(t)dW (1))

=r(t) X (t)dt + S(t)o(t) (Wﬁ + dW(t)) .

Ak uréime WQ(t), pre ktoré plati

dAW(t) = %dt +dW(t)

ako Brownov pohyb vzhladom k pravdepodobnostnej miere QQ, tak dostavame
dX (t) = r(t) X (t)dt + S(t);0(t)dW ()

Pomocou Itovej lemy mézeme zratat

! (i§§§§ ) = Z X0 + (‘ ;i((’?)) 4B)
X, S0
= Wdt + B0) Yo (1) dWO(t) —
S(t)
B(1)

Vidime, Ze diskontovany hodnotovy proces je martingalom vzhladom k

X()r()

B dt

Yo () dWO(t).

pravdepodobnostnej miere Q. Z toho vyplyva, Ze pre lubovolni samofinan-
covatelnou stratégiou dosiahnutelnt vyplatu H predstavujicu hodnotu deri-

vatu v case vyprsania T plati

T _ 0 H(T)

5 == |5 (12
7 = EQ [%H(Tﬂft}
= EQ[D(t, T)H(T)|F], (13)
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kde 7; je hodnota H v Case t.
V pripade deterministickych trokovych mier je D(t,T) rovné P(t,T),

ktorého hodnotu pozname v case t, a teda
m = P(t,T)EX[H(T)|F],

¢o nie je komplikované vyriesif. Tak je tomu napr. v pripade oceriovania
opcii, pri ktorych sa predpoklada, ze variabilita irokovej miery mé podstatne
mensi vplyv na hodnotu opcie ako podkladové aktivum. Avsak pri derivatoch
urokovej miery je, pochopitelne, dolezité modelovat vyvoj prave urokovych
mier a teda musime uvazovat stochastické trokové miery, kedy uz D(t,T) #

P(t,T). V takejto situacii ndm moze byt velmi ndpomocnd zmena numérairu.

Definicia 12 Numéraire je lubovolné kladné aktivum, ktoré nevypldca divi-

dendy.

V predchadzajtcom priklade plnil tlohu numérairu pefiazny dlhopis. Da-
lej nas bude zaujimat, ako mozeme prejst k inému. Nasledovnd veta pochadza
z [2].

Tvrdenie 3 Predpokladajme, Ze existuje numéraire N a pravdepodobnostnd
miera QN ekvivalentnd s nejakou pévodnou mierou Qg takd, Ze relativna cena
obchodovaného aktiva X v pomere k N je martingal vzhladom k pravdepo-
dobnostnej miere QV,
%:EN{%UZ} 0<t<T.
Nech U je lubovolny numéraire. Potom erxistuje pravdepodobnostnd miera QY
ekvivalentna s Qg takd, Ze relativna cena lubovolnej dosiahnutelnej hodnoty v
case expiracie, Y, v pomere k U je martingal vzhladom k pravdepodobnostnej
miere QU t.j.
Y,

Yr
—~ =EY | |F 0<t<T.
U, [UT| t} ==
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Navyse, Radon-Nikodymova derivdcia definujiica mieru QU je dand vztahom
dQ”  Ur N
dQN Uy Nr’

Pre ozrejmenie aplikujme tvrdenie 3 na konkrétny priklad, pri ktorom
nam pojde o forwardovi LIBOR mieru F(t, 11, T3).

Uvazujme dlhopis P(¢,7") a rizikovo neutrdlnu mieru Q spojend s nu-
méraireom B(t) ekvivalentnu s istou pévodnou pravdepodobnostnou mierou
P.

Kedze P(t,T) je obchodovanym aktivom, z (12) vieme, Ze

P(,T) o [P(T.T)
B() ‘E@[ BT) }

Nech novym numéraireom je P(t,75). Tvrdenie 3 ndAm potom zarucuje,

Ze existuje pravdepodobnostna miera Q72 ekvivalentna s P taka, Ze

1 Pt,T) - PtT , 1 P(TM,T) - PN, T
Fg(t) _ ( ) 1) ( ) 2) _ EQT |: ( 1 1) ( 1 2)|,/—‘;5:|
T — T, P(t,Tg) T, — T P(Tl,Tz)
_gom | 11 —P(TI,TQ)‘]__
B T,-T, P(,T,) '

Na tomto priklade tiez vidime, ¢o sme uz neformalne uviedli pri definicii 9,
totiz ze forwardovit LIBOR mieru mozno chépat ako odhad budtcej LIBOR

miery.
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4 HJM model

Heath-Jarrow-Morton (HJM) model ndm poskytuje stochastické diferencialne
rovnice pre vyvoj forwardovych mier f(t,7). Pri jeho odvodeni budeme po-
stupovat podla [5]. Niekedy je samotny LIBOR model oznacovany jednodu-
cho ako HJM model [13].

Rovnice opisujice vyvoj forwardovej miery f(¢,T') a vyvoj dlhopisu P(¢,T)

nam poslizia v nasledovnej kapitole pri odvadzani LIBOR modelu.

Predpokladajme, Ze dynamika okamzitej forwardovej trokovej miery je

dana nasledovne:
df(t,T) = a(t, T)dt + ~v(t, T)dW (t), (14)
v integralnej forme
t t
fT) = £0.1)+ [ a(wDdut [ @DV, )
0 0
Pozrime sa na vztah pre vypocet hodnét diskontnych dlhopisov z defini-

cie 10. -
P =~ [ i

Nasim cielom je odvodif rovnicu opisujicu dynamiku diskontného dlho-

pisu. Najprv zratajme
d (— /t f(t,u)du) — F(tt)dt — /t (df (t, u))du
= r(t)dt — /T [a(t, w)dt + y(t,u)dW (t)] du

— r(t)dt — (¢, T)dt — (¢, T)dW (), (16)
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kde
a*(t,T) :/t a(t,u)du
v (t,T) :/t ~(t, u)du.

Teraz jednoduchym pouzitim Itovej lemy dostavame, ze
T
dP(t,T) = exp {— / f(t, u)du} [r(t)dt — o™ (t, T)dt — ~*(t, T)dW (t)]
t
1 T
+5exp {—/ f(t, u)du} v (t, T)?dt
t

= P(t,T) Kr(t) —a*(t,T) + %7*(t,T)Q> dt —~v*(t, T)dW (t)] .

Ak polozime ,
Of*(t, T) = 57*(ta T)Qa (18)

bude platit, Ze

E {%1 = r(t)dt,

t.j. povodna miera (oznac¢me ju PP) bude rizikovo neutralnou pravdepodob-
nostnou mierou.
V zmysle definicii a* a ¢* mozno (18) prepisat ako
2

/OTa(t,u)du _ % </tT7(t,u)du) ,

¢o je napokon ekvivalentné s

alt,T) = ”y(t,T)/t v(t, u)du. (19)

Po dosadeni predchadzajiceho vztahu (19) do (14) a dosadeni (18) do
(17) dostéavame vztahy pre f(t,T) a P(t,T),
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df (t,T) = o (t, T)Y*(t, T)dt + ~(t, T)dW (t).

dP(t,T) = P(t,T) [r(t)dt — »*(t, T)dW (t)] .

20
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5 LIBOR model

V tejto kapitole odvodime LIBOR model vychadzajic z predchadzajtceho
HJM modelu.

Najprv zratame, omu sa rovnad dF'(t,T,T + ). Ukéze sa, Ze pri uvazova-
nej pravdepodobnostnej miere ma F'(¢, T, T+6) nenulovy drift, a teda nemdze
byt martingalom. Tu vyuzijeme techniku zmeny numéraireu a ukézeme, ze ak
v ulohe numéraireu vymenime penazny dlhopis B(t) za dlhopis P(t,T + 9),
bude forwardova LIBOR miera F'(¢,T,T + 0) pri novej pravdepodobnostnej
miere martingalom.

Nasledne ziskanti dynamiku forwardovej LIBOR miery zasadime do ¢aso-
vej Struktary a ziskame tak rovnice pre Fi(t) = F(t,T;-1,7;),i = 1,..., M.
Avsak tieto rovnice opisuju vyvoj kazdej miery F;(t) iba pri jej vlastnej for-
wardovej pravdepodobnostnej miere Q%:. V poslednom kroku odvodime dy-
namiku Fj(t) pri lubolnej pravdepodobnostnej miere Q7 k # i.

Na zaver kapitoly odvodime Blackovu formulu pre capy vychadzajic z
LIBOR modelu, ¢o predstavuje potvrdenie spravnosti pouzivania modelu

Black 76 pre capy a uvedieme tiez niekolko ilustracii pouzitia LIBOR modelu.

5.1 Znacenie

Pri odvadzani modelu pouzijeme trochu pozmenené znacenie - ako je tomu
v [1].

Forwardové miery:

21



g(t,x) = f(t,t + x)
g9(t,0) = f(t,t) = r(t)

0 0
K(t,x)=F(t,t +z,t+x+9)

Ceny dlhopisov:

P(LT) = exp {— /OTtg(t, u)du} ~ exp {/tT f(t,u)du}

Ult,2) = P(tt +7) = oxp {— /0 olt, u)du}

0 0

A tiez zavedieme
Mt,z) =~(t, t + )

N (t,x) = /09C At, w)du,

vdaka ¢omu dostavame rovnice (20) a (21) pre HJM model v pozmenene;

forme

df (£t + ) = A(t, 2)N (£, 2)dt + A(t, 2)dW (1) (22)

dP(t,t + x) = P(t,2)[r(t)dt — N(t, 2)dW (t)]. (23)
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5.2 Odvodenie dynamiky

V rovnakom duchu ako formuldciu HIM modelu (22) a (23) odvodime dyna-
miku pre g(t,x) a U(t, x).

dg(t,x) =df (t,t +x) + a%f(t, t+x)dt

= At, )N (t, x)dt + A(t, x)dW (t) + %g(t, x)dt

L P SO )P | de b A AV (24)

ox

dU(t,7) = dP(t,t +x) + %P(t,t + x)dt

=r(t)P(t,t +x)dt — N (t,x)P(t,t + x)dW (t) — g(t,x)U(t, x)dt

= [g(t,0) — g(t,z)| U(t, z)dt — X*(t,z)U(t, x)dW (t). (25)

Pred tym, ako pristipime k odvodeniu vztahu pre dK (t,z), bude uzito¢né

vopred spocitat

d < / " g(t,u)du) _ / ™t w)du

|
$\H
+
(%)
Q
S
| — |
<
=
&
+
|
>
~
IS
SN—
SN—
[\
| I
.
~
~
I

_ / o % {g(t, W)+ %(X‘(t, u))Q} dudt
+ / Hé)\(t,u)du dW (t)

= [g(t, z+08)—g(t,z) + %(A*(t,x +6))* — %(/\*(t, x))?| dt
Nt @+ 8) — N (L, 2)] AW (1), (26)
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z ¢oho je zrejmé, Ze

Var (d ( / o u>du>> — (N(t, 3+ 8) — N (¢, )t

Teraz moZzeme pristupit k odvodeniu rovnice pre forwardov mieru K (¢, x).

Nagim cielom bude odvodif diferencidlnu rovnicu v tvare

dK(t,z) = (---)dt + K(t,x)o(t,z)dW (t).

dK(t,z) = 51d (exp {m g(t,u du})

5 p{/ tudu}d(/x tudu>

e o { [ i var (o [ s
=6 texp {/:+5 q(t, u)du} qg(t, x+6) —g(t,x)

+%(A*(t, r+0))? — %(X"(t,x))ﬂ dt

+ [N (t, t 4+ x) — A (t, z)] dW(t))

+ 51% exp { / ™ u)du} (V(t, 2+ 6) — Mt 7))t
=6 (1 +6K(t,2)([g(t,x + ) — g(t, z)]dt

+ Nty + 0[N (t,x + ) — A (¢, x)]dt
+ [N(t,x +9) — X' (t, 2)|dW (t)) (27)

Kedze
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9 o |exp {f;ﬂ; g(t,u)du} -1
EK(t,T) =3 |: 5 ]

5 exp { / o u)du} l(t, 2+ 6) — g(t, 2)

=6 M1+ 6K (t,2)][g(t,x +6) — g(t,x)], (28)

mozno pisat

dK(t,z) = aiK(t,x)dt
T

+ A+ K ()N (t,x +6) — N (t, 2)][N (¢, x + 6)dt + dW (t)].
(29)
Nésledne vztah
dK(t,z) = (--)dt + K(t,x)o(t,z)dW (t),

ktory sme sa snazili dosiahnut, plati pre vSetky = > 0 prave vtedy, ked pre
vietky x > 0
5L+ SR (£,2) [N (1 + 6) = Mt,2)] = K(t 2)o(t, )
K (t,x)
* 0) — XN (t,x) = ——————0a(t, ).
N(t, x +9) (t,x) 1+5K(t,x)0(’x)

Potom

dK (t,x) = <E%K(t’ x)+ K(t,z)o(t,x)\"(t,x + 5)) dt

+ K(t,x)o(t,x)dW (t) (30)
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Dostali sme stochastickti parcidlnu diferencialnu rovnicu. Tento problém

sa v8ak jednoducho vyriesi, ked sa vratime k pévodnym premennym, t.j.

Ft,T,T +96)=K(t,T —t).

Potom

dF(t, T, T + 8) = dK (t,z) — agK(t, x)dt
T

dFE(t, T, T +0)=o(t, T —t)F(t,T,T + 0)[N\"(t, T+ 6 — t)dt + dW(t)] (31)

F(t,T,T+J) ma nenulovy drift, mi vSak potrebujeme, aby miera F(t,T,T +
) bola martingalom. Aby sme to dosiahli, bude nutné zmenif doterajsiu
mieru P na nejaki intt. UkéZzeme, Ze 1iou bude prave miera Q7+, pri ktorej
dlhopis P(t, T+ ¢) nahradi v ilohe numéraireu periazny dlhopis B(t) spojeny
s poévodnou mierou P.

Z rovnic (1) a (23) definujicich dynamiku penazného dlhopisu a dlhopisu

mozeme pomocou Itovej lemy zratat

d (P(’ET(; 5)) = BP0 - %&;&w(t}
 P(T+4) .
= g N T 6 = 0w (D),
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Dalsim pouzitim Itovej lemy ziskame

PtT+6)\  B() P(t,T +6)
‘““( B(0) )‘P<t,T+5>d( B(0) )‘

1 B(t) P T+6)\ ., )
§(p<t,T+5>)< P )M,ma_mdt

— N(LT 45— AW (E) — %(A*(t, T 45— 1)t

Potom
C(PUT 8 | (PO.T )
() = (M)
—/ )\*(u,T+5—u)dW(u)—%/()\*(u,T+5—u))du
P(LT +0)

0 = P(0,T + d) exp {—/0 N(u, T+ —u)dW(u)

1 t

-5 [wres- u))du} (32)
0

Ak chceme prejst od numéraireu B(t) k numéraireu P(t,T+7), tak podla

tvrdenia 3 pre Radon-Nikodymovu derivaciu plati

AP P(t,T +5)B(0) P(t, T +6)

= = . 33
dQT+ — P(0,T +0)B(t)  P(0,T +0)B(t) (33)
Ak vyuzijeme odvodeny vztah (32), tak
v —/tx*( T 45— )dW()—l/t(A*( T 46— u)d
QT exp i u, u u) =5 i u, w))’du g .
(34)

Vidime, ze \*(u, T + 0 — u) je proces, o ktorom hovori Girsanovova veta

(ako ju mozno najst napriklad v [10]), a preto mozno definovat
t
WIH(t) = W(t) + / (@t TH+0—wu)du (35)
0
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ako Brownov pohyb vzhladom k pravdepodobnostnej miere Q7+,

V diferencidlnej forme vyzera (35) ako
AWTTO(t) = dW (t) + X\ (t, T + § — t)dt, (36)
z ¢oho je uz zrejmé, ze rovnicu (31) mozno prepisat do hladaného tvaru

dF(t, T, T +06) = F(t,T,T 4 8)a(t,T — t)dWT(t). (37)

Teraz model zasadime do ¢asovej Struktary {7; }o<;<n, pricom definujeme
T_1 = 0.
Prekazdé k = 1,..., M je forwardova LIBOR miera Fy(t) = F(t,T—1, k)

nazive az do ¢asu Tj_; a plati pre nu rovnica

T
kde W7 = [WlT’“, Wik, W]ﬁ“} je M-rozmerny vektor Brownovych

pohybov vzhladom k miere Q'+ s kovarianénou maticou pysxaz, pre ktort
plati
AW (dWT)" = pdt.

Sama o sebe sa zda mat kazda miera vcelku jednoducht dynamiku, avsak
pri ocenovani derivatov, ktoré zavisia na viacerych forwardovych mierach za-
roven, potrebujeme fixovat prave jednu pravdepodobnostnii mieru a modelo-
vat vSetky forwardové miery vzhladom k tejto pravdepodobnostnej miere.

Pri odvodzovani dynamiky forwardovych mier pri inych pravdepodob-
nostnych mierach pouzijeme formulu z knihy [2], kapitoly 2, ktora tvrdi, Ze,
uvazujuc dva numérairy S a U,

DC(S)  DoU)”

dZ° = dzV — - dt 39
P73 U : (39)
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kde DC' predstavuje diftzny koeficient, t.j. ak mame proces X;, pre ktory

plati
dX, = (...)dt +v'(X,)dZ,,

tak DC(X;) je riadkovy vektor v (X;). Ak napriklad
dFy = oy FdZ,

potom DC(Fy) = [UlFl, 0, ..., 0} = o1 Fef.
Rovnicu (39) mozno tiez prepisat ako

T
DZ® =dzV —p (DC (m g)) dt,

kedZe

DC(S) DCU)
SRR =DC(In S)— DC(In U)

=DC(ln S—InU)=DC <ln g)

Aplikujme teraz formulu (40) na pripad S, = P(t,Ty) a Uy

(40)

P(t,T;),

pricom uvazujeme i < k. Odvodime tak dynamiku miery Fj(t) vzhladom k

pravdepodobnostnej miere Q7.

Po dosadeni do (40) dostavame

_ P, T)\"
AW = dW7Ti — pDC (1 ’ dt
pDC ( ! P(t,ﬂ))

Pocitajme
In P, Te) _ In P, Ty) P(t,Ti1) P, Tix1)
P(t,T;)

P(t,T) P(t,Ty—o)  P@t,T)

1 1 1
=In
(1—|—Tka(t) 1—|—Tk,1Fk,1<t) 1+T¢+1E+1(t)

=In < ! )
H?:H—l(l + 7;F5(t))
== > In(1+7F(t).

j=i+1
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A teda

pe (m M) =Y DO 5B )

P(t’ Tz) j—z’+1
il 1+ TJF](t)

DC/(F;(t
o (£5(1))

Ty Tij(t)

T

:_Z ]1+Tj (t)] (43)

Jj=t+1
Po dosadeni do (41) dostéavame
(t)F;(t)e;
AW = qWTi 4 p Z Mdt

ol g 1+ 7 F(t)

a ak obe strany prendsobime zlava riadkovym vektorom e}, tak

Te _ T; -
AWt =dW,." + |:pk71 Pe2 = Pk M} j;l 1 + T] (t) eSO
— T + Z e .
F;(t)
Jj=t+1

Ak nakoniec (44) dosadime do (38), dostdvame rovnicu opisujicu dyna-
miku forwardovej LIBOR miery F(t) pri pravdepodobnostnej miere Q7,4 <
k,

dFy(t) = ok(t) Fy (dZT + Z Dp ’”dt) (45)
P J(t>
Pre + > k by sme postupovali analogicky.
Vysledok, konecnt formulaciu LIBOR modelu, zhfiiame v nasledovnom

tvrdeni.
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Tvrdenie 4 (Dynamika pri forwardovych mierach) Dynamika forwar-
dovej miery Fy(t) = F(t, T,_1, Ty) vzhladom k pravdepodobnostnej miere Qi

pre 1 < k, 1=k ai >k je nasledovnd:

Pk,jijfj(t)Fj(t)dt
1 + Tij(t)

i =kt <Th1:  dFu(t) = op(t)Fp(t)dW, (1),

i>kt<Tiy:  dFy(t) = —ou(t)Fy(t) PrgTioi(OE;(2) o,
. 1+ Tij(t)
j=k+1
+ o) F(t)dW (t),
T
kde W' = [W1TZ7 Wy, -, Wii| je M-rozmerny Brownov pohyb vzhla-

dom k miere QT:.

5.3 Odvodenie Blackovej formule

V casti 3.3.1 sme pripomenuli odvodenie Blackovej formuly, ako ju pouzivaja

[udia na trhu, za predpokladu, Ze
dFk(t) = Fk(t)vdeQ(t),

pricom Q je nejaka trhova, blizsie neurcéena pravdepodobnostna miera.
Teraz sa pokusime odvodif vzorec pre vypocet ceny capu zaloZeny na
LIBOR modeli. A ocakavame, ze nam poskytne tu istt formulu ako Blackov

model, ¢o je jedna z hlavnych vyhod LIBOR modelu.
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Potrebujeme zratat
Cply, ,(t) = 0P(, T))EX” [(Fy(Tj-1) — k)| F). (46)

Pravdepodobnostnt mieru Q%3 sme zvolili preto, lebo pri nej mé forwardova
miera [ najjednoduchsiu dynamiku, resp. pri nej je martingalom.
Oznac¢me

M, = B¥V[(Fy(Ty1) = k)| F) (47)

Zrejme
EY7[dM,] = 0 (48)

a ak predpokladame, ze

tak potom pomocou Itovej lemy dostavame

gi‘f ary)+ Mgy L LO°M 7 Var(dF(t)). (50)

M, =
dM, = ot 2 OF?

Namiesto predpokladu Blackovho modelu teraz pouzijeme tvrdenie 4, po-
dla ktorého pri pravdepodobnostnej miere Q%7 pre vyvoj miery F; plati rov-
nica

AF(t) = o, () Fy (0)dW " ().

Rovnicu (50) tak mozno prepisat na

oM 10°M _, , oM
th_(WqLMFQF ())dt+aF

SO FAW (8).

V spojeni s (47) a (48) ziskame parcidlnu diferencialnu rovnicu s koncovou

podmienkou

oM _ 10N
ot 28F2

M(F; Tia) = (F;—s)", F;>0.

F?o2(t) = 0, F; >0,t€(0,T;-4]
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Postupom ako v [7] dostdvame po niekolkych transforméciach rovnicu

@ o%*u

1,
or 2 ( )8332
u(zx,0) = e_%m(e”” — k)T, r€eR

=0, reR,7el0,T)_4]

Teraz, aby sme sa zbavili od ¢asu zavisiaceho ¢lena o(t), ¢o je jediny

rozdiel oproti rovnici z casti 3.3.1 este raz zmenime cas. Definujme

d¢ = o*(Ty_y — 7)dT

a
v(z, &) =v <x,/ o*(Tj_1 — u)du) = u(x,T)
0
Ked7ze ou d§ 5
U v 5 v
T
ar ~oedr 7 BT Tge
dostévame rovnicu
ov 10%v
%_581‘2:0’ ZEGR,TE[O,T‘]‘_l]
v(x,0) = e 2%(e" — k)Y, reR

Pre riesenie takéhoto typu parcidlnej diferencidlnej rovnice pozname vzo-

rec, v nasom pripade rieSenie vyzera nasledovne:

v(z, &) = \/ﬁ/ e e 2%’ — K)T.

Pocitanim dospejeme k vyslednej formule

M(Fj,t) = Fyo(d1) — ko(da),
kde

1,2 =

ln i4 2 ftjl.)dt

Syt o2 (t)dt
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Nésledne pre cenu capu plati

n

Capr, (t) =Y _ Cplr_,(t) = > 0Pt T)(Fi(t)g(di) — d(da)).  (51)

=1

Vidime, ze, aby boli ceny capov ocenované Blackovym modelom, ¢o pred-
stavuje trhovu prax, a ceny capov ocenované LIBOR modelom, totozné, musi

platit
Tj—l
/ ol(t) = (Tj-1 —tyw;  j=12,...,n (52)
t

Vztah (52) bude stredobodom néasho zaujmu v ¢asti o kalibracii modelu na

ceny capov.

5.4 Tlustracie

Odvodeny model budeme teraz pre pochopenie ilustrovat na troch jednodu-
chych prikladoch. Pri vSetkych budeme pouzivat volatility a korelacie po-
trebnych forwardovych LIBOR mier, ktoré uvadzame v tabulkdch 1 a 2.

o(%) | (0,To) | (To, Th] | (11, T3]
) | 19671 - ]
Fy(t) | 14138 | 14138 | -
Fy(t) | 10734 | 10.734 | 10.734

Tabulka 1: Volatility

p| | B | F
F,| 1 |0.8700.845
F,|0870| 1 |0.919
Fy|0.845 | 0919 | 1

Tabulka 2: Korelacie
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Obr. 2: Vyvoj 3M EURIBORu pocas roku pred 12. marcom 2013

Struktiira volatilit, pri ktorej pre kazda mieru plati rovnaka hodnota vo-
latility po celé trvanie jej zivota je obzvlast jednoduchd a pre v; potrebné

pre Blackovu formulu v tomto pripade podla vztahu (52) plati v; = 0.

5.4.1 Caplet

Predstavme si, Zze dnes je 8. marca 2013 a uvazujme nasledovnii ¢asovi struk-
taru: T, definujme ako 8. januar 2013 a vsSetky casy uvazujme s rovnakymi
rozostupmi d=3 mesiace, t.j. Tg je 8. april 2013, T} 8. jul 2013 a T5 8. oktéber
2013. Chceme ocenit kontrakt, ktory nam v case T, t.j. sedem mesiacov odo
dneska, vyplati rozdiel medzi trojmesacnou EURIBOR mierou v ¢ase 77, t.j.
Styri mesiace odo dneska, a dohodnutym strikeom. Jedna sa teda o T;-caplet.

Pozrime sa na vyvoj trojmesacnej EURIBOR miery (obrazok 2), kedze
drzitela capletu by mala zaujimat jej hodnota (resp. jej hodnota v ¢ase expi-
racie).

Pocas roka miera klesala, z 0.9 na stcasnu troven okolo 0.2. Polozme

strike rovny 0.25.
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Cenu opisovaného capletu v ¢ase t mozno zapisat ako
Cply, (t) = 6P(t, Ty) B [(L(T1, To) — 1) | i),

kde L(Ty,T3) predstavuje trojmesacntt EURIBOR mieru v case T7. Kedze
plati
L(Ty,Ty) = F(Ty, Ty, Ty) = F»(Th),

mozno ekvivalente pisaft
Cply, (t) = 6P(t, To) EX [(Fa(Ty) — k)T | F),

Samozrejme, toto je mozné lahko analyticky zratat (a dostavame formulu
Blackovho modelu), ale pouzijeme aj simulécie, ked pomocou rovnice opi-
sujticej dynamiku miery Fy vzhladom k pravdedpodobnostnej miere Q™2 (z
tvrdenia 4)

dFy(t) = o9 (t) Fa(t)dW™(t)

vygenerujeme niekolko hodnot pre Fy(77) a z nich zratame stredntt hodnotu.

Vysledky uvddzame v tabulke 3.

pocet iteracii 100 500 1000 5000
simulécie 4.7419 | 4.7156 | 4.7747 | 4.7650
Black 4.7669

Tabulka 3: Ceny pre Ts-caplet poc¢itané Monte-Carlo simuldciami resp. Black
76 modelom (x1072)

Vidime, ze zo zvysSujucicm sa poctom iteracii sa cena pocitand pomocou

simulécii ¢oraz viac priblizuje presnej cene urcenej Blackovou formulou.

5.4.2 Cap

K casovej strukttre z predoslého prikladu pridajme este jeden ¢asovy bod, T3,

zhodujuci sa s datumom 8. januar 2013. Uvazujme kontrakt, T3-cap, ktory
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nam prinesie platby v ¢asoch Ty, T, a T3 zalozené na hodnotach trokovych
mier L(To,T1), L(T1,T5) a L(T5,T3). Cenu tohto roéného capu mozeme vy-

pocitat podla vztahu

Capr,(t) =Y Cply, ,(t) = > 6P(t, T)EYV [(F(Ti-) — k)| ).

=1

Zaujimat nés bude vyvoj troch mier riadiacich sa podla rovnic

dFy(t) = oy () FL(t)dW ™ (t)
dF,(t) = oo(t) Fy(t)dW ™2 (t)
dFs(t) = o3(t) F3(t)dW™3(t).

Vysledky uvadzame v tabulke 4.

pocet iteracii 100 500 1000 5000
simulécie 11.644 | 11.684 | 11.673 | 11.675
Black 11.675

Tabulka 4: Ceny pre T3-cap pocitané Monte-Carlo simuldciami resp. Black
76 modelom (x1072)

Rovnako ako pri capletoch, aj v tomto pripade sa zo zvysujicim poctom

iteracii cena ratand pomocou simulacii spresiuje.

5.4.3 Azijsky caplet

Zaujimavejsia situacia nastava pri nasledovnom derivate, ktory sme nazvali
ako azijsky caplet, kedZe je istou obdbou azijskej opcie. Predstavme si, opéft
uvazujeme rovnaki ¢asovi Struktiru, ze v ¢ase T3 dojde k vyplate (L(T3, T3)—
k)T, t.j. obdobne ako by tomu bolo pri T3-caplete. Avsak tentokrat bude strike
urceny ako priemerna hodnota 3M EURIBORu v ¢asoch Tg, T7 a Ts:

5 = S(F(T) + BT + Fy(T3).
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V tomto pripade uz nemozeme, tak ako sme to urobili v pripade capu, popi-
sovat miery Fy, Fy a Fy kazdu pri inej pravdepodobnostnej miere (Q7!, Q7
a Q™) a nasledne zrataf tri, k danym pravdepodobnostnym mieram viazané,
stredné hodnoty. Tentokrat musime vSetky tri forwardové miery modelovat
vzhladom k jedinej pravdepodobnostnej miere, a tou bude Q?*. Dynamika

urokovych mier bude pre nas derivat podla tvrdenia 4 vyzerat nasledovne:
3
p1,00;(t) F;(t)
= 14 0F;(t)

p2,30303(t) F5(t)
1 —|— 7'3F3 (t)

dF3(t) = o3(t) F(1)dW5™ (),

dFy(t) = —o1(t) Fy(t) dt 4 o1 (t)Fy () dW3 (t)

dFy(t) = —oa(t) Fy(t) dt 4 o () Fy(t)dW,3 (t)

T
kde [WlT” Wy WJ3| je vektor Brownovych pohybov vzhladom k miere
Q7s, pri¢om plati dIW;* deT3 = pijdt,i,5=1,2,3.

Otéazkou zostéva, ako generovat takyto vektor zavislych Brownovych po-
hybov.

Pre trojrozmerny Brownov pohyb plati

Ws+t —WS ~ N(O,E),

kde
p1at piat p1st
Y= |paat papt past|,
P31l psat p3gst
£].

1
Vi

Ak pouzijeme Choleského rozklad, tak

(Ws+t - Ws) ~ N(O’ p)'

p=AA",
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a teda
1

Vit

V tabulke 5 st uvedené vysledky simulécii, opét pre rozny pocet iteracii.

AW,y — W) ~ N(0, ).

pocet iteracii | 100 500 1000 5000
cena 2.6540 | 2.6869 | 2.7598 | 2.6615

Tabulka 5: Ceny pre &azijsky Tr-caplet pocitané Monte-Carlo simuléciami
(x1072%)
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6 Kalibracia

Vihodou LIBOR modelu oproti inym modelom je, ze ho mozno presne ka-
librovat vzhladom k trhom uvédzanym cendm. Konkrétne na ceny capov a
swapcii (resp. ich Blackovou formulou implikovanym volatilitam).

N&s LIBOR model (t.j. LEM model) ponika presné rieSenie pre ceny
capov vo forme Blackovej formuly a teda mozno dosiahnut, Ze model bude
dévat pre capy rovnaké vysledky aké st uvadzané na trhu.

Kalibracia na capy bude obsahom prvej casti tejto kapitoly. V druhje casti

sa budeme venovat otdzke uréenia koreldcii.

6.1 Volatility

Déta, ktoré mozno nasjt na trhu [9], uvddzame v tabulke 6.

Maturita | 1 rok | 2 roky | 3 roky | 4 roky | 5 rokov | 7 rokov | 10 rokov
Volatilita | 23.3 | 23.4 21.2 19.7 18.5 16.9 15.5

Tabulka 6: Cap-volatility zo dina 12. Augusta 2002

Tieto volatility sa niekedy nazyvaju forward volatility. St to volatility
niekolkoroé¢nych capov obchodovanych na trhu. Co ale potrebujeme, st vo-
latility jednotlivych capletov, niekedy nazyvané forward forward volatility.

Uvazujme ¢asovt struktaru {7y, 71, ..., Th(=s9) }, kde T; = (i +1)6, J je
rovna trom mesiacom a sucasny cas definujme ako t = 71 := 0, ¢o v naSom
vzorovom priklade zodpovedd 12. augustu 2002. Mame danych 7 volatilit:
UTy—capy VTr—capy UTyi—caps UTis—capy VTig—caps UTar—cap @ UTzg—cap- Prvym nasim
krokom bude ”dorobit” vSetky ostatné volatility, t.j. zvySnych 32 volatilit od
VT —cap PO UTyg9—cap-

Najprv skiisme prelozit danymi siedmimi bodmi polyném. Na obrazku 3

vidime, Ze vysledna krivka nemé Zelany tvar.
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Obr. 3: Forward volatility zo dnia 12. Augusta 2002

Pridajme v jednej rovine medzi vp,,-cap a vp,-cap tri body, konkrétne
Ury,-CaP, VT, -Cap & Vg, -cap.

Opiit prelozme bodmi polyném. Na obrazku 4 vidno, Ze tato krivka omnoho
lepsie zodpoveda nasim ocakavaniam.

Z tychto dat sa teraz pokusime ziskaf vSetky forward forward volatility,
t.j. volatility vr,—caplets - - - » Unyg—capiet- Aby sme toto mohli spravif, musime
riesit isty problém konzistentnosti [2], ku ktorému tu dochadza.

Uvazujme, Ze ta ista priemerna volatilita v, cqp prislicha vsetkym cap-
letom, z ktorych sa tento cap sklada, t.j. To— az T;_; —capletom. Dalej uva-
zujme napriklad nasledovny T}, 1-cap s inou priemernou volatilitou vz, | —cap-
Téato by mala opit prislichat vsetkym capletom, z ktorych sa T}.1-cap sklada,
t.j. To— az Tj—capletom. Takto by sme sa ale dostali do situacie, ked tomu
istému capletu, v nasom priklade Tp— az Tj_;—capletom, prislichajia dve
rozne volatility.

Aby sme sa tomuto problému vyhli, extrahovanie forward forward volatilit
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Obr. 4: Forward volatility zo dnia 12. Augusta 2002

z forward volatilit bude zaloZené na nutnej platnosti vztahu

Z F;(0)(dy(vr,—cap)) — KO(da(V7—cap)) =

ST F(0)6(di (01, —capiet)) — 56(da (07, —capiee)) (53)

j=1
t.j. za¢iname tym, poloZime V7 _copiet = VT, —cap @ POkracujeme tak, aby zaka-
zdym platilo, Ze cena capu je rovna suctu cien capletov, z ktorych sa sklada.
Vidime, Ze okrem jednotlivych volatilit vy, _cap, - - ., Uryg—cap, POtTEDUjEME
poznat aj Fi(0),..., F39(0) a k.
F;(0) (obrazok 5) lahko ziskame vypoc¢tom podla definicie 9 z kapitoly 3,
£.j.

Ey(0) = F(0,T:-0, T0) = T<Ti_11 T;) (PIE?OTN) B 1>

1 (P0,Ti)
S (i s e VA | 54
(P 1) oY
pricom pre P(0,7;) (obrazok 6) podla definicie 8 plati
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Obr. 5: Forwardové LIBOR miery zo dna 12. Augusta 2002

1
1+7(0,73)L(0, T3)
1
1+ (i +1)0L(0,T;)

(55)

kde L(0,T;), LIBOR miery zo diia 12. augusta 2012, st vstupom nasho mo-
delu (obréazok 7).

Poznamenajme, ze vstupom su v podstate iba L(0,Ty), L(0,T}), L(0,T3)
a L(0,T3), kedze EURIBOR miery mame len nanajvys ro¢né. Ostatné miery
L(0,T;),i =4,...,39, dopo¢itame podla vzfahu
L(0,Ti-1)

L(0,T;) = L(QE—l)M'

Zostava nam urcit strike , ktory bude pre kazdy cap iny. Podla defini-

cie 11 bude pre k prisluchajice k T;—capu s vyplatami v ¢asoch Ti,...,T;
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Obr. 6: Ceny dlhopisov zo dna 12. Augusta 2002

platit

__ P(0,T) - P(0,T})
S (T, T) P(0,T))
>1=1 0P(0, 7))

kde P(0,T;) je, rovnako ako vyssie, definované vztahom (55).

R = Soﬂ' (0)

Teraz pozname vsetko, ¢o sme pre ziskanie caplet volatilit z danych vo-
latilit capov potrebovali a vypoctom zalozenym na vzfahu (53) dostavame
struktaru caplet-volatilit ako je znazornena na obrazku 8.

Nésledne mdZzeme pristapit k tomu, aby sme z vypocitanych forward for-
ward volatilit vy, | _capier Pre @ = 1,..., M (= 39) urcili hodnoty samotnych
volatilit o pouzivanych v odvodenom LIBOR modeli. Vo vSeobecnosti musi

byt splneny uz spomenuty vzfah (52)

2 1 i 2
vTifl—caplet = T_/O Ul(t) dt.

i—1
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Obr. 7: LIBOR miery zo dna 12. Augusta 2002

Avsak este pred tym, ako pristipime k urceniu funkcii volatilit, zavedieme
pojem casovej struktury volatility.
Uvazujme Casy {1, ..., T }. Casovd struktira volatility v ¢ase t = T} je

graf pozostavajuci z bodov
{(Tj1, VT, Ti1)), (Tja2, V(T3 Tji2)), - -+ (Taa—1, V(TG Tar-1)) 1

kde

1 Th_1
VAT, Ty 1) = / oi(t) dt

Tjh—1 JT;
pre h > j + 1.

Pre ¢as 0 (definujeme 7" ; = 0) dostavame subor bodov

{(T07 V(Ov TO))> (Tb V(07 Tj+2>)7 SRR (TM*D V<07 TMfl))}v

kde
2 1 fho 2 2
V (07 Th—l) - / Jh(t) dt = Uy, —caplets
To,h—1 Jo
a teda body
{(TO’ U%@—Cdpl@?ﬁ)’ et (TO’ U%Mfl—caplet)}‘
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Obr. 8: Forward forward volatility zo dna 12. Augusta 2002

V [2] je uvedenych niekolko moznosti, ako urcit funkcie o, pét modelov po
castiach konstantnych funkcii volatilit a dva parametrické modely volatilit.
Pri ktorych je to mozné uz z dat pre caplety, uvadzame aj numerické vysledky,
mnohé formulécie vSak zostavaji so svojimi zvySnymi volnymi parametrami

otvorené kalibracii podla swapcii.

Formulacia 1 Pri prvej formulacii jednoducho uvazujeme, ze volatilita for-
wardovej miery Fy(t) = F(t;Ty_1,T})) je konstantna od Tj_o po Tp_;. Ako
vyzerd takto definovand Struktira volatilit je zaznamenané v tabulke 7.

Pre takto definovani Struktiru volatilit musi platit
|
2 Z 2
VT, —caplet = T . Tj—2,j—10; ;- (57)
11— ]:1

s 12 v 2 J v, v v 2 .
Vidime, Ze 7 v7; _4; POlahky uréime oy ;. AvSak uz z vy, .., jednozna-

v 7 /. ’ . Ve S 2 .
¢ny vysledok nemame. Nevieme, ako rozlozit hodnotu vy, _ 4, medzi o2 a

02,2-
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(0,T0) | (To, 11] | (11, T3] (Tnr—2, Tor—1]
F1 (t) 0'171 — — —
Fy(t) 02,1 02,2 — —
Fu(t) | owma OM,2 oM,3 OM,M

Tabulka 7: Formulacia 1

Aby sme redukovali mnozstvo volnych parametrov, ktoré by takto vzni-

M(M~-1)

5, budeme uvazovat niekolko zjednoduseni

kali, v stucte by ich bolo

tohto modelu.

Formulacia 2 Nech

0k(t) = Orp) = Me—(B(t)-1)5 (58)

¢o znamena, ze volatilita zavisi len od casu zostavajiceho do maturity, t.j.
Ty — Ts()-1, pricom pre [((t) plati, ze Tpuy—o < t < Tppy—1. Tato situdciu
zachytéva tabulka 8.

(0,T0) | (To, T1] | (Th, T3 (Tnr—2, Tor—1]
Fi(t) | m — - —
Fy(t) 72 M — —
FM(t) v NM-1 MM —2 m

2

UTZ', 1—caplet =

Tabulka 8: Formulacia 2

V tomto pripade musi platit
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;o 2 vs v A
To znamena, Ze postupne z vy, ..., uréime 7, potom uz mozeme z

2 Ve o,
VT, —capler UECIL 1) atd:

2 _ 2
n = UTofcaplet

771‘2 _ Tifl

i—1
2 E 2 s
= UTi_l—caplet_ 77]7 Z—2,,M
j=1

V tabulke 9 uvddzame vysledky pre prvych pit forwardovych mier, F} az Fj:

(0. To] | (To,Th] | (Th, T3] | (T3, T4] | (13, T5]
Ft) | 0412 | — - - -
RBy(t) | 0574 | 0412 | — - _
F(t) | 0556 | 0574 | 0412 | — -
Fut) | 0492 | 0556 | 0574 | 0412 | -
F5(t) | 0.421 | 0.492 0.556 0.574 0.412

Tabulka 9: Formulacia 2: vysledky

Dalej sa pozrime na ¢asovi struktiru volatility pri tejto forumulacii. V

tomto pripade plati, ze

1 Th—1
VAT, T 1) = / ol(t)dt

Tjh—1 J;

=
= Z MhtT

T h—
ph=1 i

1 h—1
_ .+ 2
h—1— kz Mh—rk- (60)

=j+1

Vidno, ze V (T}, Th—1) = V(Lj41,T}), Co znamend, Ze pri posune z Casu T;
k casu T}, tvar casovej Struktiry zostava rovnaky az na to, ze tato Struktira

sa skrati. T.j. krivka urc¢ena bodmi
(T, V(T3 Ty0)), (Tye, V(T3 Tyi)), -, (Tarr, VT Tar1)))
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sa zmeni na krivku uréentt bodmi

{(Tj-&-% V(TJ> Tj+1))’ T (TM—1> V(TJ> TM—Q))}'

Priklady tychto kriviek sii na obrazku 9. Je zrejmé, Ze s postupujicim ¢asom
sa Struktura volatilit naozaj nemeni, iba sa z krivky postupne odsekava jej

koncova dast.

0.3 T
dnes —*—
028 odvaroky —+— |
o0 osem rokoys,—&—
026 T
024 - A
— 022 T
~ 02 1
~_—

—

S 018 ¢ .
016 A
014 [ Pttt
012 T
01 - ;

0 2 4 T 6 8 10

Obr. 9: Formulécia 2: Casova §truktira volatility

Formulacia 3 Inou alternativou je uvazovat, ze kazda forwardova miera

Fi(t) ma konStantni volatilitu, t.j.

Uk(t) = Ok,B(t) — Sk- (61)

Situécia je znazornend v tabulke 10.
Tu pozadujeme, aby
2 2
’UTi,l—caplet =38 (62)

z Coho je zrejmé, ze vypocet bude v tomto pripade velmi priamodiary.
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(0,T0) | (To, 11] | (11, T3] (Tnr—2, Tor—1]
F1 (t) S1 — — —
FQ(f) S9 S9 — —
F(t) SMm Sm Sm SM
Tabulka 10: Formulacia 3
(0,T0) | (To, T1] | (Th, T3] | (T5,Ty] | (Ty, Ts]
A | 0170 | — - - -
B | 0249 | 0249 | — - -
Fy(t) | 0269 | 0260 | 0260 | — -
F4(t) 0.263 0.263 0.263 0.263 —
F5(t) 0.243 0.243 0.243 0.243 0.243

Tabulka 11: Formulécia 3: vysledky

V tabulke 11 uvedieme opit vysledky pre prvych pit forwardovych mier
Fl az F5Z

Pozrime sa na casovu struktaru volatility. Pri tejto formulécii plati
VAT, Th—1) =V*(Tj1,Th 1) =s;  preh > j+2,

z ¢oho vyplyva, Ze pri posune z ¢asu 7; do ¢asu T} sa posivame od krivky

definovanej bodmi
{ (T, VT, Ti1))s (T, V(T Tiva)) s - - (T2, V(Tha—2, Tar 1))}
ku krivke definovanej bodmi
{(T542, V(Tj41,Tj12)), o, (Toar—1, V(Tar—2, Tri-1)) }

ako je to vidief na obrazku 10. Na rozdiel od predchadzajicej formulécie, kde
bola postupom c¢asu odsekavand koncova cast, tu dochédza k odeskévaniu

prednej casti. To sposobuje, Ze ¢asova Struktura volatility sa ¢asom meni.
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I dnes ——
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o osem rokov —E&—
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024 -
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016 -

014

012

01 1 I 1 1

Obr. 10: Formulécia 3: Casova struktira volatility

Formulacia 4 Trefou alternativou k formulacii 1 je predpokladat

ox(t) = ok pey = Pr¥a), (63)

situaciu vidno v tabulke 12.

0,T0] | (To, Th] | (10, 1] | oo | (Tas—2, Thy—1]
Rt | &, | - I -
B(t) | @0, | @y | — | ... -

Ft) | @0y | Gy | Opls || B0y

Tabulka 12: Formulacia 4

Pri tejto formulécii musi byt splnené

1 7
U%,lfcaplet - T 1(1)12 Z Tj—27j—1\1}]2" (64)
i— =1

Parametre ® mozeme vyjadrif v zavislosti od W, kedZze v7._ ¢, s trhom

o1



dané hodnoty. Dostavame

2
@2 _ T‘iflvT,-_l—caplet (65)
: . .
> i1 Ti—2-1%7
Urcit parametre ¥;, 7 =1,..., M je tlohou pri kalibracii podla cien swapcii.

Pre casovu struktiru volatility plati

P2 h—1
VAT, Thr) = == D eana Uiy (66)
Tih=1 .20

V [2] tato formuldciu neodporacaji, namiesto nej uprednostiiuji nasle-

dovny model.

Formulacia 5 Poslednou z moznosti pre po castiach konstantny model
volatility je

03 (t) = o150 =t Petr—(5(6)-1); (67)
zachytéva ho tabulka 13.

(0, 7o) | (1o, T] (T, To] | ... | (Ty—2,Trr-]
Fi(t) | @1t _ N _
Fo(t) | Doty Pyehy — e —

Fu(t) | @monm | Poronr—r | Pudn—a | - - D1y

Tabulka 13: Formulacia 5

Tu pozadujeme, aby

)
2 _ A2 2
UTifl—caplet - (I)z Z Tj*lj*lwi—j—&-l (68)
=1

a opit ako v predoslom priklade mozZzno trhom dané volatility zakomponovat

do modelu tym, Ze vyjadrime ® v zavislosti od :

2
71iflvTi_l—caplet

> it Ti-2-107 1
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Pre c¢asovu strukturu volatility plati

2 Il
VA(Ty, Thy) = — k1607
Tih=1 1 i
(I)%L h—1 )
=57 2 Vi (69)
J k=j+1

Poznamenajme, ze v pripade, ze ®; maju vsetky rovnaké hodnoty, for-
mulécia 5 je ekvivalentna formulacii 2. T.j. casova Struktura volatility sa
¢asom nemeni. Tato vlastnost si zachova aj so zmenou jednotlivych ®;, ak

ich hodnoty zostani dostatocne blizko.

Teraz uvedieme dve parametrické formulécie volatilit.

Formulacia 6 Prva vyzera nasledovne:
oi(t) = [a(Ti—y — t) + d) e *T170 4 ¢ (70)

Pouzijuc tato formulaciu, dostavame
9 1

v = —
T;_1—caplet
' Ti

/ - ([a(Tim — t) + dle @70 4 o) ar. (71)

Ako sa pise v [2], flexibilita tejto formulécie nie je dostatocna pre praktické
ucely, ked potrebujeme model zaroven kaliborvat vzhladom k trhovym cendm

capov aj swapcii.
Formulacia 7 VylepsSenie tejto forumlécie, t.j. odstranenie problému s fle-
xibilitou, pontka formulacia
0i(t) = ¢i ([a(Tioy —t) + d] e "9 4 ¢) . (72)
M4 platit, ze

1 Ti—1
U%i_l—caplet = jﬂ_gb?/ov ([a(j—;—l - t) —I— d]e_b(Ti—l_t) + 0)2 dt (73)

i—1
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Ako pri formuldciach 4 a 5, aj tu mozeme informaciu o trhom danych
volatilitach postihnaf tym sposobom, ze vyjadrime ¢ v zévislosti od ostatnych

parametrov, v tomto pripade a, b, ¢ a d:

2
E—IUTZ-

(bf _ | _1—caplet ) 74
foTFl ([a(Ti—1 — t) + d]e bTir=0 4 ¢)* dt ™

Pre hodnoty parametrov a = 0.19, b = 0.97, ¢ = 0.08 a d = 0.01 uvadzame
v nasledujicich dvoch obrazkoch hodnoty parametrov ¢; a ¢asova struktiru

volatility pri tejto formulacii.

phi

42

38 1
1 36 1

34 +++++++++++++—
% =
e
32 + ++ -

+
+ T
P g

. 1 1 1
0 5 10 15 20 . 25 30 35 40
1

Obr. 11: Formulacia 7: Parametre ¢;

Zhrnutie Ako sme uz spomenuli v prehlade, formulacie 4 a 6 nie st v [2]
odportcané a formuldcia 1 vyzaduje privela parametrov. Formuléacie 5 a 7
maju este niekolko volnych parametrov pre dalsiu kalibraciu, konkrétne for-
mulacia 5 ich ma M a formulacia 7 ich ma 4.

Plne realizovat sa nam podarilo iba formulacie 2 a 3. Istou vyhodou for-
muldcie 3 moze byt jej jednoduchost, pripomenme, Ze s, = 0y (), avsak

casova Struktira volatility nezodpoveda nasim ocakavaniam na tuto krivku.
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Obr. 12: Formulacia 7: Casova struktira volatility

Tento problém nenastava pri formulacii 2 a zda sa, ze nou definova struktira

volatility omnoho lepSie zodpoveda realite.

6.2 Korelacie

Ako sme videli v ¢asti 5.4.3, aby bol LIBOR model plne funkény, potrebujeme
okrem volatilit aj korelacie. Nie je ale celkom jednoznac¢né ako ich ziskat.
Jednou z moznosti je odhadnit ich z historickych dat. Tak sme postupovali uz

v spominanej ¢asti 5.4.3, kde sme dostali tabulku 2, ktori tu opit uvadzame.

p | Fi Fy F3
F 1 0.870 | 0.845
F5 1 0.870 1 0.919
F3 1 0.845 | 0.919 1

Potrebovali by sme vSak korelacie medzi vSetkymi mierami F;, ¢t = 1,..., M(=
39), nielen medzi prvymi tromi. Tu opét nardzame na problém so vstupnymi

datami. Kedze pozname iba EURIBOR miery, tidaje v tabulke 2 predstavuju
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vetko, ¢o moZeme z dat ziskat. Ak by sme chceli ziskat celt tabulku, potre-
bovali by sme poznat obdobu EURIBOR mier pre maturity od jedného do
desiatich rokov.

V [2] uvadzaji niekolko parametrickych formulacii pre korelacie, pricom
vSetky vychadzaju z parametrizacie, s ktorou prisli Schoenmakers a Cof-

fey [3]. Stac¢i uvazovat postupnost redlnych ¢isel

C1 Ca Cm—1
l=c<c<...<cy, — < — <. <
Co C3 Cpr
a polozit
Ci . . o
pi,j::;, 1 < 7, ,7=1,..., M.

J
Takto definované korela¢na matica spliia tri hlavné poziadavky, ktoré by sme
od nej ocakavali, t.j. vSetky korelacie su kladné, pohybujtic sa po riadkoch

alebo stlpcoch, korelécie klesaji a pohybujic sa po subdiagonalach, korelcie

narastaju.
V tabulke 14 uvaddzame korela¢nii maticu ziskant z hodnét ¢y, ¢, ..., cp =
1,2,..., M.
p F Fy F3 Fy |- | Fy
F 1 0.5 10333 | 025 | ---|0.026
| 05 1 0.667 | 0.5 |--- |0.051
F3 | 0.333 | 0.667 1 0.75 | ---10.077
Fy, |1 025 | 05 | 0.75 1 -+ 10.103
F39 1 0.026 | 0.051 | 0.077 | 0.103 | --- 1

Tabulka 14: Korelacie ziskané pomocou M-parametrickej formulécie

Pri tejto formulacii vSak potrebujeme M parametrov, ¢o by bolo pre pri-

padnt kalibraciu na ceny swapcii privela. Zjednodusenim [2] moZno ziskat
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parametrizaciu s nizsim poc¢tom parametrov, ako napriklad nasledovna dvoj-

parametrickt formulaciu.

pij = exp {—H (— In peo +

i+ 2 +ij —3Mi—3Mj+3i+ 35 +2M? —m — 4
" (M —2)(M —3) ’

(75)

kde poo = p1,1

V tabulke 15 je korelaénd matica pre hodnoty p,, = 0.2 a n = 1.841,
pricom 7 sme zvolili tak, aby sa p; 2 zhodovalo s p; 2 z korelacnej matice
odhadnutej z historickych dat.

P Fy Fy F3 Fy s Fsg
F 1 0.87 | 0.763 | 0.674 | --- | 0.2
Fy | 0.87 1 0.877 | 0.775 | --- | 0.23
F5 1 0.763 | 0.877 1 0.884 | --- | 0.262
Fy 1 0.674 | 0.775 | 0.884 1 - 10.297
Fs9 | 0.2 0.23 | 0.262 | 0.297 | - -- 1

Tabulka 15: Korelacie ziskané pomocou dvojparametrickej formulécie
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7 Zaver

V poslednej kapitole sme sa zamerali na kalibraciu LIBOR modelu. Prvou
tlohou bolo z dostupnych dat pre cap-volatility extrahovat volatility jednot-
livych capletov. Pri rieSeni tohto problému mozno postupovat rozne. My sme
zvolili aproximaciu cap-volatilit polynémom, ktord nam zarucila, ze vysledna
krivka caplet-volatilit mala tvar, ktory ndm umoziioval pouzit skiimané for-
mulécie pre struktiru volatility. tychto formulacii sme uviedli sedem, pri
dvoch z nich sme uviedli aj konkrétnu realizaciu, ostatné ponechavali vo-
Iné parametre ¢i uz na kalibraciu podla cien swapcii alebo pre zapracovanie
struktary korelacii.

Nedostatkom tychto kalibracii boli vstupné data, t.j. irokové miery. Pre
jeho odstranenie by bolo potrebné identifikovat na trhu trkové miery, ktoré
zodpovedajui EURIBORU pre maturity vyssie ako jeden rok.

Napokon sme spomenuli problém urcenia korelacnej matice. Tiez sme
uviedli ako priklad jednu parametrickti formulaciu, avsak ak by sme chceli
ziskaf skuto¢ny odhad korela¢nej matice, boli by potrebné ceny swapcii alebo,
ak by sme sa spolahli na historické odhady, potrebovali by sme redlne déta
pre vyvoj urkovych mier.

Pri pouziti modelu na oceriovanie derivatov by bolo tiez nutné uvazovat
nad zniZzenim hodnosti korela¢nej matice, ¢o je téma, ktorej sme sa v praci

nevenovali.
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