Univerzita Komenského v Bratislave

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

Sférické metody pre ulohy linearneho
programovania

Diplomova praca

Bratislava 2013 Be. Jozef Jakubik



Univerzita Komenského v Bratislave

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

Katedra aplikovanej matematiky a sStatistiky

Sférické metdody pre tlohy linearneho
programovania

Diplomova praca

Studijny odbor: 1114 Aplikovand matematika
Studijny program: Ekonomické a finantna matematika

Veduci diplomovej prace: prof. RNDr. Jan Plesnik, DrSc.

Bratislava 2013 Be. Jozef Jakubik



49103505

Univerzita Komenského v Bratislave
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

ZADANIE ZAVERECNEJ PRACE

Meno a priezvisko Studenta: Bc. Jozef Jakubik

Studijny program: ekonomickd a finan¢nd matematika (Jednoodborové
studium, magistersky II. st., denna forma)

Studijny odbor: 9.1.9. aplikovana matematika

Typ zaverecnej prace: diplomova

Jazyk zaverecnej prace: slovensky

Nazov: Stérické metoddy pre ulohy linedrneho programovania

Ciel’: PreStudovat’ a spracovat’ dostupné pramene o sférickych metddach.

Naprogramovat’ program v MATLABe a porovnat’ sférické metddy s tradi€nymi
metodami. Pokusit’ sa zlepSit' sférické metdody na zdklade numerickych

experimentov.
Veduci: prof. RNDr. Jan Plesnik, DrSc.
Katedra: FMFL.KAMS - Katedra aplikovanej matematiky a $tatistiky

Veduci katedry: prof. RNDr. Daniel Sevéovig, CSc.
Datum zadania: 25.01.2012

Datum schvalenia: 26.01.2012 prof. RNDr. Daniel Sevéovié, CSc.

garant Studijného programu

Student veduci prace



Cestné vyhlisenie

Vyhlasujem, ze som diplomovi pracu vypracoval samostatne s pouzitim uvedenej odbor-

nej literatury.

Bratislava 24. 4. 2013
Be. Jozef Jakubik



Podakovanie

Touto cestou by som sa rad podakoval vedicemu diplomovej prace za cenné rady a

pripomienky, za poskytnutie literatiry a hlavne za trpezlivost a prejavent doveru.



Abstrakt

Jakubik, Jozef: Sférické metddy pre tilohy linearneho programovania [Diplomové pracal. Uni-
verzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky. Katedra apli-
kovanej matematiky a statistiky:.

Vedici diplomovej prace: prof. RNDr. Jan Plesnik, DrSc.

Bratislava 2013

V diplomovej préaci spracovavame dostupné pramene o sférickych metodach. Ide o optimali-
zacné metody vniatorného bodu, ktoré sa v sticasnosti dostavaju do povedomia vdaka tomu,
Ze pri rieseni ulohy linearneho programovania nevyzaduju operaciu maticovej inverzie, ktora
je vypoctovo zlozita pre husté matice. Prejdeme vSetkymi v stucasnosti zverejnenymi me-
todami vnatorného bodu, aby sme zachytili ich vyvoj a posun od metod, ktoré vyuzivaja
operaciu maticovej inverzie sporadicky po metddy, ktoré nevyzaduju operaciu maticovej in-
verzie v ziadnej podobe.

Momentalne sa pracuje na implementécii tychto metdéd v nizkotroviiovom programovacom
jazyku, aby sa ukazala ich konkurencieschopnost s uz existujucimi metédami. My sa v praci
pokusime porovnat metody v prostredi Matlab a na zaklade numerickych experimentov sa

pokusime zlepsit sférické metody.

KIicové slova

linearne programovanie e metddy vnitorného bodu e sférické metody e stred visanej gule

polytopu



Abstract

Jakubik, Jozef: Sphere Methods for Linear Programming [Master’s Thesis]. Comenius Uni-
versity in Bratislava. Faculty of Mathematics, Physics and Informatics. Department of App-
lied Mathematics and Statistics.

Supervisor: prof. RNDr. Jan Plesnik, DrSc.

Bratislava 2013

In this paper we look at available sources of information on sphere methods for linear prog-
ramming. These are interior point optimisation methods that have come to light mainly
thanks to the absence of matrix inversion, which is known to have a high computational
complexity. We will go through all interior point methods known up to date, with the aim
of capturing their development and the movement from methods that make sporadic use of
matrix inversion towards methods that make no use of it whatsoever.

Currently, progress is being made in the field of implementation of such methods in low-level
programming languages, but whether these methods can compete with existing methods
remains yet to be seen. In this work, we will try to compare the methods in Matlab en-
vironment and propose a number of improvements to the sphere methods on the basis of

conducted numerical experiments.

Key words

linear programming e interior point methods e sphere methods e ball centers of a polytope
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Uvod

Linearne programovanie je odvetvie optimalizacie, ktoré sa zaobera rieSenim problémov néj-
denia minima (resp. maxima) linedrnej funkcie na mnozine popisanej sistavou linearnych
rovnic alebo nerovnic. Rozne praktické problémy, napriklad diétny problém, dopravna tloha
a mnohé dalSie, mozno previest na tlohu linedrneho programovania.

Na riesenie tuloh linedrneho programovania existuje viacero spolahlivych algoritmov. V su-
castnosti je softvér na riesenie tloh linearneho programovania zalozeny najma na simplexo-
vych metédach a metdédach vnatorného bodu, hlavne na primarno-dualnej metéde vnutor-
ného bodu. Tieto popularne metédy maji svoje vyhody a nevyhody. Simplexove metody je
vhodnejsie vyuzif pri malych tlohach, so zvacsujicim sa poc¢tom premennych a ohraniceni
ulohy zacina byt riesenie tilohy pomocou simplexovej metody vypoctovo naro¢né. Primarno-
dudlna metoda si poradi aj s vacsimi tlohami ale neddva nam presné riesenie, iba jeho
aproximéciu. Jej vyhoda je, Ze riesi sucasne primarnu aj dudlnu tlohu linedrneho progra-
movania. Primarno-dualne metédy si vyzaduju operaciu maticovej inverzie, preto sa tieto
met6édy pouzivaji najma na riesenie tiloh s riedkymi maticami. V praxi sa vyskytuju aj ilohy
s hustymi maticami, ktorych riesenie pomocou tychto metéd je vypoctovo narocéné. Preto je
snaha vyvinuf algoritmus, ktory by sa zaobisiel bez akejkolvek formy maticovej inverzie.

Cielom tejto préace je predstavit citatelovi sférické metédy [Murty, 2010a], ktoré vyuzi-
vaju operaciu maticovej inverzie striedmo, pripadne ju vobec nevyuzivaju. Preto moézu byt
potencidlne vhodné na riesenie velkych tloh s hustymi maticami.

Sférické metddy st moderné metddy vnitorného bodu na riesenie tloh linedrneho progra-
movania, ktoré predstavil a rozvija najmé profesor Katta G. Murty <http://www-personal .
umich.edu/~murty/>, ktory podal dékaz o tom, ze pocet iteracii sférickych metod pri riese-
nie tloh linedrneho programovania sa da zhora ohrani¢it O(m) [Murty, 2012]. V dokaze bola
ale chyba.

V préaci postupne predstavime jednotlivé sférické metddy, z ktorych niektoré pouzivaji
operaciu maticovej inverzie, iné nie. Metody taktiez naprogramujeme v prostredi Matlab a

porovname ich vysledky s vysledkami revidovanej simplexovej metody a primarno-duélnej


<http://www-personal.umich.edu/~murty/>
<http://www-personal.umich.edu/~murty/>
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metody vniatorného bodu. Nakoniec sa na zaklade numerickych experimentov pokusime na-

vrhnit zlepsenia danych metod.
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Pouzité znacenie
V tejto praci budeme pouzivat nasledovné znacenie.
K = Mnozina pripustnych rieseni zakladnej tlohy ([L.0-1I).
K’ = Vnutro mnoziny K, {x: Ax > b} .
Aktualizovand mnozina pripustnych riesent,

Kl = {x cAx>b,clTx<clx + e}, kde x" je bod z ktorého zac¢iname r-ti

iteraciu a € je mala kladna konstanta.

Polomer najvacsej moznej gule vpisanej do mnoziny K so stredom

o(x) =
v bode x € K°, min{A;x—b; :i=1,...,m}.
) Mnozina nadrovin, ktorych sa dotyka najvacsia vpisana gula so
T(x) =
stredom v x € K% {i: Aix = 6(x),i=1,...,m} .
‘ (I - (Ai)"A;)c, ortogonélna projekcia vektora ¢ na mnozinu
¢ =

x:Ax=0,i=1,...,m}.
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1 Sférické metédy pre tlohy linearneho programovania

Sférické metddy patria medzi prediktor-korektor metédy vnitorného bodu a riesia ilohu LP

v tvare
~ _T
minz(x) =c x

(1.0-1)
Ax>Db

pri¢om pozndme Startovaci vodtorny bod x°, ktory splita Ax® > b. Predpokladame, ze kazdy

riadok matice A,,x, a rovnako aj vektor ¢ je normalizovany, teda ||[A;|| =1 prei=1...m a
llcll = 1 (Il - Il je euklidovskd norma). Toto zabezpedi lahky vypocet vzdialenosti pri rieseni
ulohy.

Pri rieseni tlohy () pomocou metdéd vnutorného bodu vyzadujeme, aby bolo vnutro
mnoziny pripustnych rieseni neprazdne, teda K° # 0. Na spustenie sférickych metéd potrebu-
jeme pociatocény pripustny vnitorny bod. Na urcenie pociato¢ného pripustného vnitorného
bodu pouzijeme poznatok, ze ked , potlacime* steny vzad o rovnaka vzdialenost, tak sa
poloha stredu vpisanej gule nezmeni.

Ak mame Tubovolny po&iatoény bod x°, tak uréime hodnotu
Ay = minimum {A,-.x0 -b;:i=1,. ,m}

Ak je hodnota Aq kladnd, poc¢iatocny bod je vnutorny. V takom pripade zac¢neme riesit llohu
() s bodom x°, ako pociatoénym pripustnym vnttornym rieSenim.

Ak Ay = 0, ide o bod z hranice. V pripade ak Ay < 0, tak ide o vonkajsi bod. V tychto
pripadoch definujme A = 1+|A| a ,,odtla¢ime” ohranic¢enia ilohy o hodnotu A. Dostaneme

tak pozmenené podmienky tlohy ([L.0-1))
Ax > b - Ae, (1.0-2)

kde e je vektor samych jednotiek prislichajtcich rozmerov. Teraz je bod x° vnitorny bod
pre podmienky ([1.0-2). Presny stred vpisanej gule mnoziny () je aj stred vpisanej gule
mnoziny pripustnych rieSeni pdvodnej tlohy ([L.0-1), a teda aj pripustny vnitorny bod danej

tlohy. Aplikujme aproximativny centrujici krok (uvedené nizsie) na mnozinu () z bodu



SFERICKE METODY 13

1Y, kym nendjdeme aproximéciu stredu, ktora bude pripustnym vnitornym riesenim povod-

nej ulohy () Tento bod pouzijeme ako pociatocné pripustné vniatorné riesenie pre tilohu

(.o-1).

1.1 Sférické metédy a primarno-dualna metéda

Primarno-dudlna metdda je v praxi velmi oblibend na implementaciu, lebo stcasne riesi
primérnu aj dualnu tlohu a v kazdom kroku vieme odhadniit ako daleko sme od optimalneho
rieSenia z primarno-duédlnej medzery. Ukazeme, ako previest rieSenie tlohy LP primérno-
dudlnym algoritmom na sférické metody a teda, ako mdzeme pomocou sférickych metod

ziskat stucasne riesenie primarnej aj dudlnej tlohy LP. Uvazujme tlohu LP v tvare

min f7 x
Fx=nh (1.1-1)
Gx>g

kde F je matica rozmerov pXgq. Nech &, u st dudlne vektory prislichajice k jednotlivym riad-
kom v (|l.1-1)). Riesenie ([L.1-1)) primarno-dudlnym algoritmom zahina najdenie pripustného

rieSenia pre ulohu
Fx=h
RF 414G = | (1.1-2)
(Gx,u, —fx —mh+ ug) > (g,0,0).

Danej ststave ([L.1-2) zodpovedd nasledujica tloha LP.

p q
min  (Fix—h) + Y (aF ; + pG.; - f,)
i=1 =1

1

(Fx,Gx) = (h,g) (1.1-3)

(nF + uG,u,—fx —nh+pug) > (£,0,0)

Této uloha je rovnakého tvaru ako tloha ([l.0-1)). Aj napriek zlozitému tvaru nemusi byt
numericky nerieSitelna. A takato forma ulohy dava lahko overitelni podmienku optimality,

lebo v optime je hodnota ucelovej funkcie nulova.



SFERICKE METODY 14

1.2 Stred vpisanej gule

Stred vpisanej gule oznacuje stred vpisanej gule s najviac¢sim moznym polomerom. Stred

vpisanej gule x* mozeme dostat riesenim tlohy LP v tvare

maxad
(1.2-1)
6SAi.X—b,’, i=1...m
6 oznacuje polomer vpisanej gule. Ak existuje jediné riesenie (6%, x*) tlohy (), potom je

stred x* jednoznacne definovany ako vidno na obrazku (@)

Obr. 1-1 Mnozina pripustnych rieseni K s jednoznacne ur¢enym stredom najvéicsej moznej vpisanej gule

*

X .

Ako vidno na obrazku (@), moze nastat pripad, ked stred vpisnej gule nie je jednoznacne
definovany. V takomto pripade postupujeme rekurentne. Vezmeme mnozinu vsetkych opti-
malnych rieSeni S tlohy ([L.2-1) a ndjdeme stred vpisanej gule mnoziny S. V kazdom kroku
sa dimenzia mnoziny S zmensi a polytop dimenzie 1 je tsecka, ktora ma dobre definovany

stred, preto dostavame jednoznacne vyjadrenie stredu vpisanej gule.
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Obr. 1-2 Ukazka mnoziny pripustnych rieseni K takej, ze stred najvicsej moznej vpisanej gule nie je
jednoznacne urceny. V tomto pripade bude stred najvécsej vpisanej gule bod x*, stred tsecky spdjajtcej dva

vyznacené stredy

1.2.1 Stred vpisanej gule na nadrovine {x: ¢/ x = t}

Za stred vpisanej gule na nadrovine {x : ¢x = t} budeme povazovat stred vpisanej gule
s najviacsim moznym polomerom, pre ktory plati {x : ¢’ x = #}. Je to optimélne rieSenie tlohy
max d
0—Aix < -b;, i=1...m (1.2-2)
c'x=t

Opét moze nastat pripad nejednoznacnosti riesenia, v takom pripade postupujeme opét
rekurentne ako v predchadzajucom pripade. Teda stred vpisanej gule na nadrovine {x :
c'x =t} je jednoznacne definovany.

V pripade, Ze mnozina pripustnych rieseni K je neohrani¢ena mdze nastat jedna z nasle-
dujucich situacii:

» polomer ¢ najvacsej vpisanej gule je neohraniceny,

» neexistuje jednoznacny stred vpisanej gule, teda mnozina vsetkych optimalnych rieseni

tlohy ([L.2-1)) je neohranicena.

V oboch pripadoch vieme zvolit nadrovinu H taki, ze ak mnozina K N H je ohranic¢ena, tak
stred vpisanej gule tejto mnoziny je dobre definovany a riesenie tlohy na mnozine K N H
je rovnaké ako na mnozine K. Ak je mnozina K N H neohranicend, tak aj pévodna uloha je

neohranicena.
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1.2.2 Aproximativny vypocet stredu vpisanej gule

V praxi na vypocet stredu vpisanej gule pouzijeme aproximativny postup pozostavajuci z vy-
beru kladnych smerov (smery, v ktorych hodnota polomeru vpisanej gule rastie) a vypoctu
dizky optimalneho kroku v tychto smeroch.

Zac¢iname z aktualneho vnutorného bodu X. Smer y z X nazyvame kladny ak plati, ze
existuje dlzka kroku @ v smere y takd, Zze polomer vpisanej gule so stredom v (X + ay) je

vacsi ako polomer vpisanej gule so stredom v X (6(x + ay) > §(x)).

Veta 1.1. y je kladny smer zo siucasného vnitorného bodu X, prave vtedy ak A;y > 0 pre
vsetky i € T(X). TieZ plati, Ze X je stred vpisanej gule K prdve vtedy ak Ay > 0 pre vsetky

i € T(X) nemd riesenie.

Dékaz. Existuje e pre ktoré plati 6(x+ @y) = min{A; (x+ay)—b;:i=1...m}ad(x+ay) =
5(x) ked @ = 0. Z definicie T(X) mame 6(X) = A;x — b; pre vsetky i € T(X).

Déosledok 1. Pre vsetky i ¢ T(X) plati A;X—b; > 6(X), a preto pre a kladné, dostatocne malé

plati A.(X + ay) — b; > §(X), nezdavisle od znamienka A.y.

Désledok 2. Ak A,y > 0 pre vsetky i € T(x), tak Ai.(X + ay) je ostro rastica funkcia

premennej a.

Z dosledkov 1 a 2 vyplyva, 7e ak a je kladné, ale dostatocne malé a y spliia A,y > 0 pre
vietky i € T(x), tak 6(x + a@y) = min{A. (X + ay) = b; : i = 1...m} > §(X); t.j. 6(x + ay) je
ostro rastiuca funkcia premennej . Tym sme ukazali, ze za podmienok uvedenych v zneni
vety je y kladnym smerovym vektorom pre bod X.

Ak existuje aspon jeden index, povedzme i; € T(X), pre ktory plati A;.y < 0, tak pre
kladné, ale dostatoéne malé @ plati A;.(X + @y) — b;, < A;,. X — b, = 6(X), kedze i; € T(X).
S prihliadnutim na definiciu §(x + ay) sme tymto ukazali, ze v tomto pripade §(x + ay) bud
ostava nezmenené alebo ostro klesa.

Pre x € K,6(x) = min{A. (X + ay) — b; : i = 1...m} je po castiach afinne linedrna funkcia,

ktord je bodovym infimom konecnej mnoziny afinnych funkcii, a preto je §(x) konkévna
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funkcia. Ak pre X neexistuje kladny smer, potom x je maximom konkavnej funkcie §(x) nad

K, t.j. X je stredom gule K. O

KedZze 6(x + ay) = min{A;. (X + ay) = b; : i = 1...m}, tak §(x + ay) < A;.xX + @A,y — b; pre
vsetky i =1...m.

TakZe pre nejaké y oznacme 6 maximalnu hodnotu 6(x+ay) pre @ > 0 a @ > 0 t1 hodnotu
@, pre ktort §(x + ay) maximum nadobtida. Potom (6, @) je optimélne rieSenie nasledujice;

ulohy LP s premennymi ¢ a a.

max o
6—CYA,‘.y SAIX—bl, i=1...m (12—3)

o0,a > 0.

Takze optimélnu dizku kroku v tilohe maximalizicie §(X 4+ ay) pre @ > 0 v danom smere
y mozeme najst rieSenim tejto dvojrozmernej tlohy LP.

Uvedieme dva aproximativne postupy na vypocet stredu vpisanej gule.

1.2.3 LSFN, line serch steps in facetal normal directions

0 k

Tento postup zacina s pociato¢nou hodnotou x° = x", ktord generuje postupnost bodov x*,
k=1,2,... pozdlz ktorej je polomer vpisanej gule & rydzo rastici. Vyhoda tohoto postupu
je, ze nevyzaduje operaciu maticovej inverzie.

Ci je dany smer y kladny alebo nie zo sti¢asného x** sa da overovat velmi efektivne pou-
zitim vety (El!) (A;y > 0 pre vietky i € T(x")). Cielom tohoto postupu je zvysit minimalnu
vzdialenost od x od kazdej steny K. Na to procedira LSFN vyuziva smery kolmé na steny
K. Ty ={A],-Al : i =1...m} je mnozina smerov kolmych na steny K. Této procediira po-
kracuje, kym mnozina I'; obsahuje kladné smery a ukoncéime ju s aproximovanym stredom
vpisanej kruznice K.

Dizku kroku v najdenom kladnom smere v tejto metéde mozeme vypoditat pomocou

dvojrozmernej tlohy LP. Nech mame kladny smer y z bodu x*. Optimélna dizka kroku a

maximalizujtica 6(x"*f +ay) pre a > 0 je @, pricom (6, @) je optimdlne rieSenie dvojrozmerne;
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dlohy LP

§—adA;y < Apx™ - b;, i=1...m (1.2-4)

pricom & je optimdlne hodnota 6(x"* 4+ @y). Na rieSenie dvojrozmernej tlohy LP, moZeme
efektivne vyuzif napriklad simplexovy algoritmus. My vsak vyuzijeme na vyriesenie dvojroz-

mernej tlohu LP int aproximativnu metédu popisani nizsie.

1.2.4 LSCPD, line search using computed profitable directions

Tento postup pozostava najviac z n krokov, v ktorych sa vypocita rastici smer vyrieSenim
stistavy linedrnych rovnic. V kazdom kroku vzrastie pocet stien, ktorych sa vpisana gula
dotyka. Algoritmus ukon¢ime, ked sa mnozina stien, ktorych sa vpisana gula dotyka stane
linearne zavisla. Preto je pocet krokov v tom algoritme najviac n. Pri tomto algoritme bu-
deme potrebovat operaciu maticovej inverzie, ale priamy vypocet inverznej matice moézeme
nahradif vypoctom, ktorého zlozitost je mensia ako priamy vypocet.

Algoritmus za¢iname s poiatoénou hodnotou x"° = x". Ak x** je sti¢asné rieSenie z vety

(El!) vieme, ze kazdé rieSenie rovnice
Ay =d; i€ T(x") (1.2-5)

kde d = (d; : i € T(x*)) > 0 je Iubovolny kladny kladny vektor, je kladny smer na posun
z x"k,
V praktickych vypoctoch budeme pocitat s d = 1. Ked uz pozname rastici smer y
optimalnu dlzku kroku v tomto smere vypocitame rovnako ako v LSFN, teda vyriesenim
dvojrozmernej tlohy LP ()

Ak pre pociatoéni hodnotu x* pre k = 0 nema systém ([L.2-5) pre d = 1 rieSenie, tak
skoné¢ime s pociatocnym bodom ako s aproximéaciou stredu vpiasnej gule K.

Ak existuje riesenie y* predpokladajme, Ze je to bazické rieSenie. Nech vektor yg je bazicka

cast vektora y* a B* je Stvorcovd matica v ktorej stipce prislichaji k stipce zo systému
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(), vybratym na zaklade y&. Ak kladné o* je dizka optimélneho kroku maximalizujica
S(x™* + ayk), tak A; (x"F 4+ ay*) = A;x"™* + @ sa pre kazdé i € T(x"**) zviacsi o rovnaki hodnotu
alpha. 7 toho vyplyva T (x"*+1) o T(x"*) ak x"*+1 = x"™* 4 akyk.

Algoritmus bude teraz pokrac¢ovat rovnakym spdsobom s pociatoénym bodom x™+1.

Predpokladajme, 7e T(x**) = {1...s} a T(x"*1) = {1...s,5 + 1}. Potom moZeme kladny

smer vypocitat rieSenim systému
Ay =d; ie{l...s,s+1} (1.2-6)

Nech A* = (BD*) je preusporiadanie stlpcov systému (), tak ze prvé idu stipce
prislichajice k bazickym zlozkam vektora y* a (Afil,, A?il_) je rovnako rozdeleny vektor Ay ;..
Mnozina stien, ktorych sa vpisana gula dotyka {A; : i € T(x***1)} je linedrne nezavisla prave

k k —
vtedy ak A? | —A” (BY'DF =0

B (BY)7'D* # 0. Preto ak je splnend podmienka A”), — A%

s+1-

rk+1 g vyhlasit ho za finadlnu aproximaciu stredu vpisanej gule

mozeme prerusit algoritmus s x
K. V opacnom pripade, ak je vysledny vektor rézny od 0 vyberieme z neho nenulovy prvok.
Predpokladajme, Ze vybrany prvok prislicha k premennej y;, ﬂf‘j je stlpec prislichajtci k y j

v A*. Vektor yger = (V5. y;) je bazickd cast vektora y* + 1 pre () Prisltichajice B! je

k : k
B : ﬂ_j
Bk+l _
B* : )
A.H—l- . as_t'_l’]

kde ay;1,; je koeficient prislichajtci k y; v Ag4.. Potom

PiQ
(Bk+1)—1:
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kde

S =1/ (avs- A%, (B) )
R= (=A%, (5)) @, - A% (5 )
0=-(B) " As

P=(B)" +OR/S

Teda (B*'1)~! mozeme vypocitat pomocou (B*)™ vyuzitim horeuvedeného vypoctu.

Obe uvedené metédy maji svoje nedostatky preto je vhodné ich pri prakticky vypoc-
toch kombinovat, ¢im dostaneme lepsiu aproximaciu stredu vpisanej gule. Ak teda zaciname
pripustnym vnutornym rieSenim najskor pouzijeme metédu LSFN a s jej vysledkom potom

inicializujeme LSCPD metédu.

1.2.5 Aproximacia stredu vpisanej gule leZiacom na nadrovine x: c’x =1t

Jediny rozdiel od predchddzajtceho pripadu je pridanie dodato¢nej podmienky ¢ x = ¢. Obe
vyssie zmienené techniky mézeme pouzit priamo, len s drobny tpravami. V. LSFN metdde
hladdme kladné smery namiesto v mnozine I'y v mnozine I's = {P.1,..., Py, —P.1,...,—P.,},
kde P; = (I-c"c)(A;.)" je ortogondlna projekcia A;. na nadrovinu {x : ¢’x = 0}, prei =1...m.

V metéde LSCPD musime pridat podmienku ¢’y = 0 do vSetkych systémov z ([1.2-6).

1.3 Sférické metédy

V stucasnosti autor uvadza pat verzii sférickych metéd. VSetky metddy sa sa skladajia z dvoch
krokov: centrujuci krok a napredujici krok. Centrujuci krok sa pokisa presunut siucasné vnu-
torné pripustné riesenie do iného s vac¢sou hodnotou 6(x) pricom nemusi zlepsovat hodnotu
ucelovej funkcie. Potom nasleduje napredujici krok, ktory vychadza so stredu vpisanej gule,
ktory sme nasli v centrujicom kroku a jeho tlohou je ¢o najviac zlepSit hodnotu tcelovej
funkcie. Z tychto dvoch krokov je vypoctovo naroc¢nejsi centrujici krok. Vypocet napreduju-

ceho kroku je v porovnani s centrujicim krokom takmer zanedbatelny, preto mozeme pocitat
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napredujuci krok viacerymi sposobmi a nakoniec si vybraf najvhodnejsi krok. S takto zis-
kanym vnitornym rieSenim pokracujeme do dalSej iteracie, az kym nie je rozdiel dvoch po
sebe iducich hodno6t dostatocne maly.

Najskor uvedieme rézne centrujice kroky a potom napredujice kroky.

1.3.1 Centrujuce kroky

Ulohou centrujiceho kroku je dostat sa do najlepSej moznej vychodzej pozicie pred napredu-
jucim krokom. Z urc¢itého pohladu moézeme stred najvacsej moznej vpisanej gule povazovat
za stred mnoziny pripustnych rieseni. Predpokladame, Ze zo stredu mnoziny pripustnych
rieSeni sa nam podari spravit lepsi napredujuici krok ako z bodu, ktory je blizko pri hranici
mnoziny pripustnych rieseni. Stred maximalnej vpisanej gule sa snazime dosiahnuf, aby sme
sa pred centrujucim krokom co najviac vzdialili od hranice mnoziny pripustnych rieseni.

Centrujici krok pre sféricki metédu 1

Popiseme postup r + 1 iteracie. Ta zac¢ina z pripustného vnitorného bodu x”, ktory sme
obdrzali na konci predchadzajtcej iteracie. Hladdme stred vpisanej gule ulohy ([1.0-1)) na
nadrovine {x e — t}, kde ¢t = ¢’ x" za pouzitia met6édy popisanej v ([L.2.5).

Dovod, preco maximalizujeme stred vpisanej gule na nadrovine {x cclx = t}, kde t = cTx"
je ten aby sme s maximalizdciou §(x) nestracali hodnotu tcelovej funkcie ¢’ x, ¢o by mohlo
v uréitych pripadoch nastat. Dalsf dévod je ten, aby sme mohli tento centrujtci krok pouzit
opakovane. Ak by sme neobmedzili hladanie stredu vpisanej gule, tak by sme boli schopni
najst len stred vpisanej gule pre mnozinu K pre lubovolny pociatoény bod a v takom pripade
by bolo zbytocné opakovat tento krok viackrat.

Najskor aplikujeme metédu LSEN upravent podla ([1.2.5), teda hladdme kladné smery
v mnozine 'y namiesto mnoziny I';. Tato ¢ast ukonéime s bodom x**, s ktorym nastartu-
jeme upraveni metodu LSCPD z () V tomto pripade bude LSCPD metéda vyzerat

nasledovne.

Ak sme v bode x"¢ hladame kladny smer ako riesenie systému

A;y =1 pre vietky y € T(x"*).
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Podmienka ¢’y =0 z () nie je obsiahnuté v (|[L.3.1)). Predpokladajme, Ze dostaneme
riesenie y° tohoto systému. Nech ygo je bazicky vektor a BY je baza. moézu nastat dva pripady.

Pripad 1 Ak ¢'y° < 0, potom y° nie je len kladny smer ale aj napredujtci krok, ktory
zlepSuje aj hodnotu tcelovej funkcie ¢’ x. V tomto pripade ndjdeme dlzku kroku v danom
smere rovnako ako je popisané v sekcii (|[.2.4). Tento posun zlepsi hodnotu §(x) a tiez mdze
zlepsit aj hodnotu tcelovej funkcie.

Pripad 2 Ak ¢"y? < 0, potom mdzu nastat dva pripady. Rozdelme maticu z () na
bazicki a nebdzicku cast (B%D°) respektujic yg. Rovnako na bézicki a nebézicki cast

(cpoicpo) rozdelme aj ucelovi funkciu.

e V pripade ak cpo — cpo(B°)™1DY = 0 plati, Ze ¢’y = ¢’y® > 0 je konstantné pre kazdé
riesenie ([L.3.1)). Ak by sme pouzili Iubovolné riesenie () na zvicsenie polomeru
vpisanej gule 6(x), tak by sa ndm zdroven zhorsila hodnota celovej funkcie ¢’ x. V ta-
komto pripade ukonc¢ime centrujici krok s bodom x"$ a pokracujeme na napredujici

krok.

e Ak existuje nenulové zlozka vo vektore cpo — cgo(B°)"'DP, ktora prislicha ku stipcu
nebézickej premennej y; a nenulovii zlozku oznacme ¢;. Vektor v D° prislichajici k pre-
mennej y; oznacme (DY).;. Potom rieSenie y' tlohy ([L.3.1) také Ze: vSetky premenné

okrem y; v nebézickom vektore ypo st nulové a

ypo = ¥ — 0(B°) (D),

nebazické y; = 6

kde 6 = (=1-c"y%)/¢;, spliia ¢’y' = —1. Opiit najdeme dlzku kroku z bodu x¢ v smere

.....

vpisanej gule ako aj vyleps$i hodnotu ticelovej funkcie 7 x.

Centrujici krok pre sférickiit metédu 2
V sférickych metodach 2 branime poklesu tcelovej funkcie pri maximalizacii polomeru
vpisanej gule §(x) tak, ze v kazdom kroku prihodne zmensujeme mnozinu pripustnych rie-

seni. K" oznacuje mnozinu pripustnych rieseni v aktualnej iteracii. Pre mnoziny pripustnych
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rieseni v jednotlivych iteraciach vzdy plati K" ¢ K™' ¢ K. Vsetky kroky v oboch centruji-
cich metédach (LSFN a LSCPD) budu zlepSovat aj hodnotu polomeru vpisanej gule ako aj
hodnotu uéelovej funkcie. Prvi iterdciu zaéneme z vniatorného pripustného bodu x°. Dalej
popiseme iteraciu r + 1 tejto metody.

x" je vnutorné pripustné riesenie obdrzané v predchadzajucej iterdcii. Definujme novia

mnozinu pripustnych rieseni K"+ pre tento krok nasledovne:
K+l = {x cAx > b, asucasne clx <cl'x + 6}

kde € je kladny toleran¢ény parameter. Aproximujeme stred vpisanej gule mnoZiny K"+ ako

je popisané v ([1.2.2).

Obr. 1-3 K je pévodnd mnoZina pripustnych rieseni. K"*! je aktudlna mnozina pripustnych rieseni v iterdcii
r + 1, ktord bola urcena na zaklade bodu x", z ktorého sme zacinali tito iteraciu. Vyznacena dvojrozmernd

gula je najviacsia moznd gula, ktord mozeme vpisat do aktudlnej mnoziny pripustnych rieseni K+1.

LSFN: Mnozina smerov kolmych na fazety mnoziny K™ je

= {icT,iA,-. Ti= 1,...,m}.
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LSEN aplikujeme na mnoZinu K1, pricom kladné smery hladdme v mnozine F;“.
LSCPD: Zaciname z pripustného vnutorného bodu x, ktory sme obdrzali na konci LSFN
fazy. Po rozsireni tulohy o dodato¢ni podmienku, rozsirime aj systém ([l.2-5) na:
Ay=1 ieT(x)
~Ty=8

pricom g je kladny parameter. Pri praktickych vypoctoch mozeme pouzit § = 1 alebo moézeme

(1.3-1)

pokracovat v nizsie popisanom parametrickom postupe. Parametrické riesenie () pre
parameter  mozeme vyjadrit v tvare p + Sgq.

Podobne ako v casti () nech B je baza asociovana k bazickému vektoru yz a nech yp
je vektor nebdzickych premennych pre rieSenie () Nech st p = (ps; pp) @ ¢ = (¢8;9p)
prislichajuce casti vektorov p,q prislichajice k bazickym a nebdzickym castiam (yg;yp)
vektora y. Potom ¢p = pp = 0 a g3 je posledny stipec B a pp je suma zostévajtcich stipcov
B

Trojrozmernd wloha LP na ndjdenie diZky kroku v tomto kroku: Pre vietky 8> 0 je p+8q
kladny smer z . Optimalna dizka kroku e v smere p+f¢, ktora maximalizuje 6(x+a(p+8q)),
polomer vpisanej gule v K" s bodom %+ a(p+8q) ako stredom mozeme dostat ako rieSenie

trojrozmernej tlohy LP premennych 6, «,y.

max o

0—aA;.p—vAiq<A.X-b;, i=1...m

A~

§—a(-c)p—y(=c)qg < (-=c)x — ((—c)x —€)
o,a,y = 0.

¥ je stcin aB. Ak (0,a@,y) je optimdlna rieSenie danej trojrozmernej tlohy LP, potom na
konci kroku dostaneme bod X + @p + yg. Ci uz postupujeme pri rieseni s fixnou hodnotou
parametra 8 alebo pokracujeme parametricky, dostaneme aproximéaciu stredu vpisanej gule

s ktorou pokracujeme do napredujicich krokov.

Doterajsie verzie sférickych metdéd pouzivaju urciti formu maticovej inverzie. Nasledu-

juce verzie sférickych metod su verzie predchadzajucich metéd upravené tak aby sa vyhlo
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pouzitiu lubovolnej maticovej inverzie. Vyhodou nepouzitia maticovej inverzie je aj Iahsia
implementacia a mozna paralelizacia vypoctov pri lepsej implementacii. Tieto centrujice

kroky boli uverejnené v 2010 v ¢lanku [Murty, 2010h].

Centrujici krok pre sféricki metédu 3

Sférickd metoda 3 je verzia odvodend zo sférickej metddy 1. Centrujuci krok s formou
maticovej inverzie je nahradeny nasledujicim krokom bez maticovej inverzie.

Nech x" je pociatocné pripustné vnutorné riesenie pre r-tu iteraciu. Rozoberme dva pri-
pady.

Pripad 1 Existuje aspoti jedno i € T(x") spliajice ¢’ (A;)" < 0.

Pre kazdé i € T(x") spiiajice ¢’ (A;)T < 0, riesme dvojrozmerni tlohu LP: maximalizujme
6(x" 4+ A(A;)T) za podmienky A > 0.

Taktiez rieSme inti dvojrozmernt ulohu LP: maximalizujme §(x" 4+ Ay) za podmienky
1> 0, kde y = aritmeticky priemer (A;)” pre i spliiajicom ¢’ (A;)" < 0

Ako vysledny bod tohoto centrujiceho kroku vyberieme ten stred vpisanej gule, ktory
ma najlepsiu hodnotu tcelovej funkcie.

Pripad 2 Pre vietky i € T(x") plati ¢’ (A;)" > 0.

Pre kazdé i € T(x") nadjdeme ortogonalnu projekciu y', (A;)" na nadrovinu {x sy = chr}.

Riesime dvojrozmernti tlohu LP maximalizujme §(x” + 4y') pre 4 > 0. Ako vysledny bod
centrujuceho kroku v tomto pripade vyberieme bod s najva¢sou hodnotou polomeru vpisane;j

gule 6(x).

Centrujici krok pre sféricki metédu 4
Tento centrujuci krok je zalozeny na sférickej metdde 2, pricom centrujuci krok je na-
hradeny krokom bez maticovej inverzie zalozenom na sférickej metéde 3. Popiseme iteraciu

r + 1, ktora bude zac¢inat z pripustného vniatorného riesenia x".

K™™' mnozina pripustnych rieseni pre tito iterdciu {x CAlx>bli=1,...,m+ 1}, pricom

A=A, b, =bprei=1,....maA , =-cb, = —cTx" — €, kde € je mald kladna
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konstanta. Uloha LP na maximalizaciu polomeru vpisanej gule vyzerd nasledovne:

max o
(1.3-2)
0 <Alx—-Db! i=1,....m+1
Ak je x" vnutorné pripustné riesenie poévodnej tlohy LP, potom vieme, Ze Alx" — b > 0 pre
vsetky i = 1,...,m + 1. Vyberieme ¢" spiﬁajflce 0<o6 < min{A{,x’ =bl:i=1,....m+ 1}.
Potom (6", x") je vnutorné pripustné riesenie tlohy ([L.3-2), ktoré pouzijeme ako Startujici
bod pre sférickti metédu 3, pomocou ktorej ndjdeme optimalne riesenie (¥7,0") tejto tlohy.

Centrujuci krok ukonc¢ime s hodnotou x".

Centrujici krok pre sféricki metédu 5

Tento centrujuci krok je zalozeny na centrujucom kroku sférickej metody 2. Tento cen-
trujici krok bol publikovany v [Murty, 2011] roku 2011 a bol odvodeny na zéklade vysledkov
[Xie et al., 2006] a [Clarkson, 2010]. Nech x" je Startovaci pripustny vnitorny bod na sicas-
nej mnozine pripustnych rieeni K™+,

Definujme novy vektor premennych y = x — x". Mnozina pripustnych rieSeni v premen-
nej y sa da vyjadrit K"t = {y: A’y > b" — A’x"} (oznacenie ako v sférickych metédach 4).
V priestore y k x” prislicha pociatok 0. Kedze x" je vnutorny bod K"+ 1 a plati b"—A"x" < 0
mobzeme dobre definovat Al’ =Al/(b] —Alx")prei=1,...,m+ 1. Potom v priestore y plati
Kt = {y c Ay =< e}, kde e je vektor samych jednotiek a matica A’ je sa sklada z usporia-
danych riadkov A[’ .

A" mé rozmery (m + 1) x n. Nech § = {P,- = AT i=1,...,m+ 1}.

Nech Q oznacuje stred najmensej opisanej gule mnozine bodov z § = {P1,..., Ppni1}
(najmensia gula obsahujica vsetky body z mnoziny S ).

Schéma na vypocet Q: Zaciname s Qp, aritmetickym priemerom bod bodov z § a
budeme aproximovat Q s hodnotami Q,, r =1,2,....

S hodnotou Q; uréime P!, najvzdialenejsi bod (v euklidovskej norme) od Q, spomedzi
bodov mnoziny S . Potom uréime Q,y1 = (1-a)Q,;+aP"! kde a = 2/(t+3). Postup ukoncime,

ked bude relativny rozdiel hodnét Q, a Q,1 dost maly.
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K aproximovanej hodnote Q prislicha v priestore x bod Q + x’. Na ndjdenie dlzky kroku
na priamke prechiddzajicej bodmi Q + x” a x" na mnoZine K"*! pouZijeme dvojrozmernt
tilohu LP maximalizujticu 6. Vysledny pripustny vntitorny bod oznac¢ime x a zopakujeme
s nim centrujtci krok. S opakovanim centrujiceho kroku skon¢ime, ked bude zmena polomeru

vpisanej gule 6 mald. S vyslednym bodom pokracujeme do napredujicich krokov.

1.3.2 Napredujace kroky

Nech x" oznacuje aproximovany stred vpisanej gule, ktory obdrzime v centrujiicom kroku. Pre
kazdy z nasledujicich napredujtcich krokov potrebujeme taktiez ur¢it dizku tohoto kroku.
Dizku kroku y v kazdom z nizsie uvedenych smerov uréime ako:

—Ai.fr + bi + €
Ay

Y= mim’mum{ . i spliiajtce Ay < 0}

kde € je mala kladna konstanta, ktora zabezpeci, aby bol vysledny bod stale vnitorny a y
je prisliuchajuci smer. Na konci kazdého z uvedenych napredujucich krokov teda dostaneme
bod X"+ vyy ak v je kone¢né. V opacnom pripade je hodnota tcelovej funkcie neohranic¢ena na
polpriamka {X" + Ay : 1 > 0} (y je smer neohranicenosti). V takomto pripade mézeme ukoncit
metodu.

Teraz uvedieme mozné napredujice kroky. Na konci vyberieme z bodov ktoré obdrzime
v napredujtcich krokoch, ten s najlepsou hodnotou tcelovej funkcie a prehlasime ho za ko-

necny bod tejto iteracie a pokracujeme s nim do dalsej iteracie.

Napredujuci krok 1.1: Zo stredu vpisanej gule x" zvolime napredujici krok v smere
A = T

Napredujuci krok 1.2: Nech G = {(A,:)T :i € T(x") pre ktoré plati ¢’'(A;)T < O} U
{(—A,-.)T :i € T(x") pre ktoré plati ¢’ (4;)" > 0}. Zvolime napredujuci krok zo stredu vpisanej
gule x" v smere, ktory je aritmetickym priemerom vsetkych smerov v G.

Napredujici krok 2: Zo stredu vpisanej gule zvolime napredujici krok v smere d? =
—x"—x"1 kde x! je stred vpisanej gule z predchadzajucej iteracie. Toto je teda napredujici

krok v smere stredov vpisanych gul, ktoré si generované v algoritme.
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Napredujici krok 3: Smery —c' pre i € T(x") sa volajui GPTC (gradient projection on
touching constraint) smery pre aktudlny krok (¢! = (I — (A;.)TA;)c). Zo stredu vpisanej gule
x" spravime krok v kazdom z GPTC smerov.

Napredujiuci krok 4: Zo stredu vpisanej gule x" zvolime napredujici krok v smere

d* = (X(=c : forie T(x")))/ |T(x’) , Co je aritmeticky priemer vsetkych GPTC smerov.

Napredujiici krok 5.1: Nech pre i € T(x") oznacuje x" ortogonalnu projekciu stredu
vpisanej gule x” na stenu, ktorej sa gula dotyka (x" = x" + (A;)" (b; — A;.x")). Bod na tisecke
medzi X" a x” ozna¢me X" = (1 —€)x" + ex” (€ = 0,1 sa ukézalo ako dobra volba). Pre kazdé
i € T(x") spravime krok z bodu " v GPTC smere —c'. Na konci vyberieme bod s najlepsou

hodnotou tcelovej funkcie.

Obr. 1—4 X" je stdasny stred vpisanej gule, T(x) = {1,2}. Smer —c ukazuje nadol. —c! je smer ortogonalnej

T

projekcie smeru —c’ na nadrovinu 1. Bod x' je bod dotyku dvojrozmernej gule a nadroviny 1. Z bodu "

(konvexna kombinacia bodov ¥ a x!") resp. bodu ¥ spravime krok v smere —c! do bodu Q resp. P. Vidno,

ze v tomto pripade je bod Q lepsou volbou ako bod P.

Napredujuci krok 5.2: Ozna¢me X' bod s najlepSou hodnotou tcéelovej funkcie spo-

medzi bodov, ktoré sme dostali v doterajsich napredujtcich krokoch. Pre i € T(x!) z x*!
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vykonajme krok v kazdom z GPTC —c' smerov a taktiez v smere, ktory je aritmetickym
priemerom GPTC smerov. Bod s najlepSou hodnotou tcelovej funkcie oznacme x2. Ak je

rozdiel T ¥t — T ¥

> ako zvolena tolerancna konstanta e opakujeme tento krok a ako pociatocny bod

vezmeme bod 2.

< € tak ukonéime tento napredujuci krok a s bodom X2 pokracujeme do dalSieho

napredujuceho kroku.

Napredujuci krok 5.3: Pokracujeme s bodom, ktory sme dostali v predchadzajicom
napredujicom kroku, ozna¢me ho x*. Pre kazdé i € T(x*) definujme x** = x*+(A;.)T (b;i—A;.x*),
¢o je ortogondlna projekcia x* na stenu. Oznacme x* = [ZieT(xx) xis] /IT (x*)|. Zvycajne krok
z x* v smere x° — X* prechidza cez stred K* (K* je aktualizované K), preto moze viest
k vylepseniu tucelovej hodnoty. M6zu nastat dva pripady.

Pripad 1: Ak ¢’ (x* — x*) < 0 urobime z x* krok v smere (x* — x*) a so ziskanym bodom
opakujeme tento napredujici krok, kym nie je zlepsenie ucelovej funkcie mensie ako dana
tolerancna konstanta.

Pripad 2: Aj ¢’ (x* — x*) > 0, nech y je ortogondlna projekcia (x* — x*) na nadrovinu
{x cclx = 0}, y=(I-clc)(x* —x*).

Vyriesime dvojrozmernu tlohu LP: max ¢ za podmienok 6 — @A,y < A;.x* — b; pre vSetky
i ad,a>0.Nech 6, oznac¢uji optimalne riesenie danej dvojrozmernej tilohy LP. Hodnota
tcelovej funkcie v bode x* + @y je rovnakd ako v bode x°, lebo ¢’y = 0. Z bodu x* + ay
spravime opéf napredujice kroky 1 az 5.2. Najlepsi spomedzi tychto bodov vezmeme a
zopakujeme s nim (ako s novym x*) napredujici krok 5.3. Toto opakujeme, kym zlepsenie
hodnoty tcelovej funkcie nie mensie ako dana toleranéna konstanta.

Napredujuci krok 5.4: Vezmime body, ktoré sme dostali v poslednom napredujicom
kroku 5.1 a ozna¢me ich x!,...,x°. Predpokladajme, Ze x* je bod s najlepSou hodnotou
tcelovej funkcie. Nech H = {x cclx = chs}, €1 je mald kladnd konstanta (e, = 0,1 alebo
menej) a s je pocet prvkov mnoziny 7'(x") pre stred vpisanej gule x” z ktorého sme Startovali

napredujuci krok 5.1.
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Pre kazdé r € {1,...,s— 1} oznacuje X' ortogonédlnu projekciu x* + € (x' + x*) na H. Ak
X' € K, pokracujeme dalej.

Ak ¥ ¢ K pre kazdé i = 1,...,m+1 spliiajice A X' < b;, tak plati (A.x*—b;)— (A5 —b;) =
Aix* — A X >0, kedze A, X' —b; <0 a A.x* — b; > 0. Preto pre i, najmensia hodnota 8, ktora
spliia A (Bx° + (1 = B)X') = B(Aix* — Ai &) + AuX > by, je B = (bi — Ank')/(AuX* — A&, pre
ktoru plati 0 < 8 < 1.

Definujme 6 = maximum{(—(Ai.)E’ - b)/(A.X* —ApX")) : cez i spliiajtce A;. — b; < O}. Po-
tom 6x* + (1 — )X' je vnttorny bod mnoZiny K'™' a tymto vektorom nahradime vektor
X

Nech y je aritmeticky priemer vektorov {(X —x*)/||¥ — x*|| : t =1,..., 5 — 1}. Vektory X
st distribuované v roznych smeroch okolo K™ N H. Bod maximalizujici §(x* +ay) pre @ > 0
by mohol dobre aproximovat stred vpisanej gule mnoziny K"*! na nadrovine H. Vyriesenim
dvojrozmernej tlohy LP dostaneme bod 2.

Nech §(x*) = {(Ai.)T :i € T(x?), pre ktoré plati ¢ (A;)" < O} U
{(—A,:)T 1 i€ T(X?), pre ktoré plati ¢’ (A;)T > ()} a vektor y je aritmeticky priemer vektorov
7 S (¥?). Zmenime aktualnu mnozinu pripustnych rieSeni K" tak, Ze zmenime hodnotu b,, 1,
na hodnotu —c’x? — € (€ je mala kladné konstanta). Na tejto mnoZine vyrieSime dve dvoj-
rozmerné ulohy LP maximalizujice polomer vpisanej gule na polpriamkach vychadzajtcich

2 v smeroch —c a y. ¥* je stred vpisanej gule s vi¢sim polomerom.

z X

S bodom ¥* vykondme napredujice kroky D1 az D5.3 a opakujeme napredujtci krok
D5.4, kym nie je zmena dosiahnutej vyslednej hodnoty mala.

Napredujuci krok 5.5: Vezmime body, ktoré sme dostali v poslednom napredujicom
kroku 5.1 a oznac¢me ich x!,...,x*. Predpokladajme, Ze x* je bod s najlepSou hodnotou
ucelovej funkcie.

Pret =1az s—1 definujme x'(@) = x’ +a(x'—x°) kde @ = 277 (za¢neme s p = 1) spravime
krok z x'(@) v smere —c”. Ak je hodnota ti¢elovej funkcie vo vyslednom bode lepsia ako ¢’ x*
oznacme bod X' a pokracujme pre dalSie . Ak je hodnota tucelovej funkcie vo vyslednom

bode horsia ako ¢x*, nezmenime hodnotu ¢ ale zvy$ime hodnotu p o jedna a zopakujeme

tento krok.
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Najlepsiu hodnotu spomedzi X' oznacme x a pouzime ho ako pociatocny bod pre napre-
dujuci krok 5.2.

Napredujiuci krok 5.6: Tento napredujici krok nie je vyhodné pouzif, ak je pocet
ohraniceni m ulohy prilis velky.

mtl — ¢ Prei=1,...,m+ 1 spravime x" ortogonalnu projekciu x" na kazdu

Polozme ¢
stenu {x : A; = b}, ¢o je x" + (A;)T(b; — A;x")). Mo7u nastat dva pripady:

Pripad 1: Ak x" € K*, nech ¥ = ex” + (1 — €)x" je konvexna kombindcia x" a x''. Z £
spravme krok v GPTC smere —c'.

Pripad 2: Ak x" ¢ K*, nech «; je najvicsia hodnota a pre ktori x” + a(x" — x") € K*.
V tomto pripade definujeme ¥ = x" + (a; — €)(x"" — x"). Z X" spravime opat krok v GPTC
smere —c'.

Bod s najlepsou hodnotou ucelovej funkcie vyberieme ako vystup z tohoto napredujiceho

kroku.

1.4 Metbéda pouzita na vyrieSenie dvojrozmernej tilohy LP tvaru

(1.2-3)

Pri sférickych metédach je nutné riesit dvojrozmernt tlohu LP v premennych (6, @) tvaru
(.2-3) v roznych fazach met6dy. Riesenie dvojrozmernej tlohy LP vyvstava pri hladani
optimélnej dizky kroku z vnitorného, pripustného rieSenia ¥ v kladnom smere y. Uloha tvaru
(IL.2-3) ma vzdy pripustné riesenie (6(x),0), ktoré mozeme vziat ako pociatoéné riesenie pri
rieseni tohoto problému. Na vyriesenie pouzijeme nasledovni iteracnii metodu.

Nech I' oznacuje mnozinu pripustnych rieseni tlohy tvaru () v 2-dimenzionalnom
priestore (6, @) s premennou @ na horizontalnej osi a premennou § na vertikalnej osi. Kazda
iteracia zacina z pripustného riesenia z hranice mnoziny I'. Vykoname horizontalny posun +
vertikdlny posun (dvakrit) a na zdver diagondlny posun. Prvi iterdciu zacneme s rieSenia
(6(X),0), ktoré sa nachddza na hranici mnoziny I'. Teraz popiseme priebeh zakladnej iteracie.

[teraciu za¢nime z pociatocného riesenia (8, @p). Ak y nie je kladny smer tak optimélna

hodnota premennej a je nula. Ak je y kladny smer a nech sa maximum tcelovej funkcie §
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nadobuda v hodnote @. Potom je funkcia definovana ako maximélna mozna hodnota § pre
zafixované a rastica na intervale (0, @).

Prvy horizontalny posun: Polozime 6 = §p a hladdme stred tsecky {(6q, ) € I'}.
Z ohraniceni tlohy () vyplyva 6;(6p) < @ < 62(dp) kde

0,(60) = Maximum {0, (A:X = b; — 8y)/(=Awy) : pre i spliiajice Ay > 0}

02(60) = Minimum {(A,-.)_c — b —80)/(~A;y) : pre i spliajice Ay < O}.

Nie je problém ukézat, ze hodnota 6;(6y) = 0 ¢i uz je y kladny smer alebo nie. Ak y nie
je kladny smer potom aj 65(6g) = 0, lebo ak y nie je kladny smer, tak A,y < 0 plati aspon
pre jedno i € T(x). Ak by sa teda stala chyba a vybraty smer y nie je kladny, ukon¢ime
vyhladdvanie optimélnej dizky kroku v tomto smere s hodnotou (8, ag = 0).

Ak je hodnota 65(8p) > 0, tak potom hladany stred usecky {(do, @) € I'} a3 = (61(60) +
65(80))/2. Prvy horizontélny posun teda ukonéime s hodnotou (8o, @1).

Vertikalny posun: V tomto kroku zafixujeme @ na @; a maximalizujeme ¢ na mnozine
I'. Maximalnu hodnotu ¢ oznaéime d; a rovna sa:

01 = Minimum{A,x —b; + a1A;y :i=1...m}.

Vertikalny posun ukonéime s hodnotou (61, a;).

Druhy horizontalny a vertikalny posun: Pri druhom horizontdlnom posune zafi-
xujeme & na hodnote &;. Ndjdeme dolnti a hornt hranicu 6;(61), 62(6;) pre premenni «
cez mnozinu (61,) € T' pouzitim vzorcov uvedenych vyssie. Ak 6;(61) = 62(61), potom
(6 = 61, = 61(61)) je optimdlne riesenie danej dvojrozmernej tlohy LP.

V pripade ak 6;(61) < 62(61) polozme ay = (01(61) + 62(61))/2. Teraz vykondme druhy
vertikdlny posun so zafixovanym @ na hodnote @y a ndjdeme maximalnu hodnotu § (rovnako
ako je uvedené vyssie), oznacime ju ds.

Diagonalny posun: Tento posun maximalizuje hodnotu é na priamke p spajajicej dva
body obdrzané na konci horizontélneho posunu (&g, @1), (61,@2) pricom §; > 8. Predpis
priamky p ma tvar:

6 =00+ s(e—ay)

kde s = (6; — 8p) /(@2 — @1). Nech
B1 = maximum {O, (ApX —b; — 6 + say)/(s — Ary) : pre i spliiajtce s — Ay < O}
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Bo = minimum {(A,g)’c —b;— 8+ say)/(s—Ay) : pre i spliiajice s — Auy > 0}.

Potom maximalna hodnota premennej 6 na mnozine p NI ozna¢me 3 pricom

03 = 80 + (B2 — a1)s a prislichajuci bod (83,82) ak as > a; alebo

83 = 0o + (B1 — a1)s a prislichajici bod (83,81) ak as < ;.

Oznacme 64 = maximum {02, 3} a ur¢ime prislichajicu hodnotu a. @y = @y ak §, = 95
respektive ak 6, = d3 potom ay = B alebo B; v zavislosti ¢i @y > a; alebo as < ;.

Bod (84, @4) je koneény bod danej iterédcie a s tymto bodom pokracujeme do dalsej iteracie.

Tato metédu ukoncime, ak je zmena hodnoty 6 medzi po sebe nasledujicimi krokmi dost

mala.
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2 Numerické experimenty

Autor sférickych metéd uvadza, ze sférické metdédy vyvija so zamerom vytvorit metddu,
ktora by nevyzadovala ziadnu formu maticovej inverzie. Toto je motivaciou aj tejto prace, a
preto sa implementacia a numerické experimenty zameriavaju na tie sférické metody, ktoré
nevyuzivaji operaciu maticovej inverzie v ziadnej podobe, teda nevyuzivaju krok LSCPD
(L.2.4). Prvé vysledky potvrdili slova autora [Murty, 2010a], Ze centrujtice kroky sférickych
metod 1 a 3 s pomalsie a tym, ze drzia stred vpisanej gule na urcitej nadrovine nedovoluju
vo vacsine pripadov napredovat tak rychlo ako metody zalozené na principe centrujiceho
kroku sférickej metody 2. V drvivej vacsine pripadov vykazoval najlepsie vysledky centrujici
krok sférickej metédy 5. Preto je nizsie porovnana sférickd metéda 5 s revidovanou simple-
xovou metédou a primarno-dudlnou metédou (pouzili sme logaritmicki bariérovi funkciu a
Newtonovu metédu pre najdenie dizky kroku). Rozne metédy vyuzivaju rézne v Matlabe
uz implementované funkcie (od vypoctu inverznej matice po urcenie dizky kroku pomocou
nelinedrnej optimalizdcie v primérno-dudlnej metéde), preto netreba prikladat velky vyznam
vyslednym casom, ktory trvalo rieSenie a presnosti rieSenia. Zaujimavejsie je ako sa prejavi
zmene poctu premennych a hustota matice tlohy na vysledkoch.

R6zne metédy pri mojej implementacii davajia rozne presné vysledky. Simplexova me-
toda ma vysoku tuspesnost pri rieSeni tloh, pricom jej presnost zavisi len od jedného malého
kladného parametra €. Oproti tomu presnost oboch metéd vnitorného bodu zavisi od via-
cerych parametrov (pri implementacii sférickej met6dy 5 sme pouzili devét réznych malych
kladnych parametrov €). Pri roznej konfigurécii tychto parametrov mézme dosiahnut réznu
rychlost konvergencie a réznu presnost. Vsetky nizsie uvedené vysledky st dosiahnuté pri
pouziti rovnakej konfiguracie parametrov a snahe dosiahnut rovnaka presnost oboch metod
vnutorného bodu.

Pri rieseni niektorych tloh pomocou metéd vniatorného bodu sa stalo, ze metody konver-
govali pomaly. Ak Cas konvergencie prekrocil urc¢itu hranicu alebo sa riesenie prilis lisilo od
rieSenia dosiahnutého pomocou funkcie linprog, rieSenie vyhlasime za nespravne. Preto bu-

deme uvadzat aj uspesnost sférickej metody v percentach a do dosiahnutého ¢asu nebudeme
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zapocitavat ¢as dosiahnuty pri nespravnom rieseni. Do vysledného ¢asu roznych metéd bude

vzdy zapocitany cas potrebny na spravne vyrieSenie rovnakého poctu tloh.

Ulohy s riedkymi a hustymi maticami

Primarno-dualna metéda vnutorného bodu sa stala popularnou vdaka tomu, Ze sa s nou
daju velké riedke ulohy riesit efektivnejsie ako pomocou simplexovej metédy. Tato vyhoda
spo¢iva v tom, Ze pri vypocte inverznej matice (vypoctovo najzlozitejsi krok) sa dé pri
riedkych maticiach usetrif ¢as vyuzitim rychlejsich algoritmov.

Na porovnanie sme nechali tspesne vypocitat tisic tloh s riedkymi maticami s rozmermi

50% 50 a tisic tloh s hustymi maticami s rovnakymi rozmermi. Ako vidime, primarno-dudlna

tlohy s riedkymi maticami

tlohy s hustymi maticami

sféricka metoda 5 749 732
simplexova metoda 342 364
primarno-dudlna metdda 298 787

Tabulka 2—1 Cas v sekundéch, ktory trvalo ispesné vyrieSenie tisic tloh.

metdda vyrazne zrychlila na riedkych maticiach, ked sme pouzili prikaz inv(sparse(A)), ktory
je asi desatkrat rychlejsi ako prikaz inv(A). Simplexova metdda, ako aj sférickd metdda,
bezali asi rovnako dlho v oboch pripadoch, z ¢oho sa da usudif, zZe ich rychlost je nezavisla
od hustoty matice. Na porovnanie, funkcia linprog vyriesila dant sadu tloh asi za minutu a
pol.

Sféricka metoda 5 skoncila nepresne alebo konvergovala prilis dlho asi v siedmich per-

centach pripadov. Podrobnejsie sa pokusime na pric¢iny pozriet nizsie.

Rozmer tulohy
Ako je vidiet vyssie, pre malé tlohy na vSeobecnych maticiach je asi najlepsia simplexova
metdda. To sa zac¢ina menif pri tlohach s rozmermi asi 100X 100. Na porovnanie sme nechali

uspesne vypocitat sto tloh s riedkymi maticami s rozmermi 100 X 50 a sto tloh s hustymi
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maticami s rovnakymi rozmermi. Simpexova metéda zacina stracat svoju rychlost v porov-

ulohy s riedkymi maticami || dlohy s hustymi maticami
sférickd metdda 5 405 415
simplexova metdda 677 682
primarno-dualna metoda 312 726

Tabulka 2—2 Cas v sekundach, ktory trvalo tispesné vyrieSenie sto tloh.

nani s metédami vnitorného bodu. Opat vidiet, ze pri rieSeni pomocou sférickej metédy 5
nenastava velky rozdiel v ¢asoch potrebnych na vyriesenie tloh s riedkymi maticami a tloh
s hustymi maticami. Sférickd metoda 5 skoncila nepresne alebo konvergovala prilis dlho asi

v 12 percentach pripadov.

Najvacsi uspech ktory, dosiahla sférickd metdda 5 je, ze vyriesila jednoduchu tlohu roz-

merov 10000 x 10000, pri ktorej funkcia linprog skoncila s upozornenim o nedostatku paméti.

Pozorovania a sktisenosti s numerickymi experimentami

Na zédklade numerickych experimentov mozeme konstatovat, ze sférickd metoda 5 dokaze
rovnako rychlo riesit tlohy s hustou ako aj s riedkou maticou, ¢o je jej velkou vyhodou
v porovnani s primarno-dualnou tlohou, ktora ma skor vyhodu na tlohéach s riedkou maticou.
V porovnani so simplexovou metédou lepsie zvlada riesenie véacsich tloh.

Pri implementacii a numerickych experimentoch sa ukézalo ako velmi doélezité citlivé
nastavovanie malych konstant, ktoré maju velky vplyv na presnost ako aj ¢as vypoctu. Ne-
moézeme napriklad ocakavat velku presnost, ak si €, ktoré je zodpovedné za to, aby sme sa
pri uréovani dlzky kroku v napredujicom kroku ([L.3.9) nedostali prili§ blizko ku stendm,

nastavime na hodnotu vicsiu ako je hodnota 1/dimenzia tlohy.

Dalej sa pokisime analyzovat, kedy nastavaji problémy pri behu programu a program

konverguje pomaly alebo nepresne.
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V niektorych pripadoch je centrujici krok prili§ zdlhavy a tazko sa hladé vhodny smer,
v ktorom by bol polomer vpisanej gule rastici. Toto nastava najméa v pripadoch, ked sa
nachadzame medzi nadrovinami, ktoré zvieraji maly uhol.

Ak vychéddzame z bodu, ktorého vzdialenost od jednej steny je relativne maléd v porovnani
s ostatnymi stenami, metoda hladajica smer narastu polomeru vpisanej gule v centrujicom
kroku moze trvat dlhsie ako keby sme zacinali z bodu, ktorého vzdialenosti od stran su
rovnomernejsie. Toto sa pokusime dalej vyriesit aplikovanim metédy LSEN ([1.2.3) este pred
aplikovanim centrujuceho kroku.

Z numerickych experimentov vyplyva, Ze nie vZdy musime byt prehnane ctiziadostivi pri
aproximacii stredu vpisanej gule a casto si vystacime aj s horSou aproximaciu.

Casty bol maly prinos niektorych napredujicich krokov, napriklad napredujtci krok 5.4
malokedy priniesol vyrazné zlepSenie hodnoty tucelovej funkcie bertic do ivahy jeho vypoc-

tovu zlozitost.
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3 Upravy na ziklade numerickych experimentov

Na konci predchadzajicej kapitoly sme sa pokusili urcit faktory, ktoré negativne ovplyvnuju
beh sférickej met6dy 5. Teraz sa pokusime na zédklade pozorovani navrhnit zmeny, ktoré by

mohli zrychlit beh programu.

Zmeny v centrujicom kroku

V stérickej metdde 5 spustime pred centrujicim krokom este LSFN metodu (), ktora
,odtlacl aktudlny stred od stien a zvacsi tak jeho vzdialenost od stien, ¢o mdze pomdct
rovnomernejsie distribuovat body v mnozine S centrujtceho kroku pre sféricki metédu 5.

Dalej sa osveddil krok, ktory sa pokusi ,,odtlacit* stred vpisanej gule od vrcholu, a to tak,
7e uréfme vektory, ¥ ktoré smeruji z ortogondlnej projekcie stredu vpisanej gule na stenu,
ktorej sa gula dotyka, x" = x" + (A;)"(b; — A;.x"), do stredu vpisanej gule x". Vysledny smer
y potom ur¢ime ako sicet smerov y' = x" — x" pre i € T(x").

Obe tieto procedury spustime v kazdom centrujicom kroku este pred centrujicim algo-
ritmom popisanym v centrujicom kroku sférickej metédy 5.

Ako bolo spomenuté v predchadzajicej kapitole, nie vzdy je potrebnéd vysoka presnost
aproximacie stredu vpisanej gule a dobré vysledky sa daju dosiahnut aj s horsou aproxima-
ciou. Experimenty s rychlostou konvergencie metédy, ktora urcuje smer, v ktorom sa polomer
vpisanej gule zvacsuje v centrujucom kroku sférickej metédy 5, ukazali, ze schéma na vypo-
¢et Q sa d4 urychlit zmenou vdh pri vypocte O,y = (1 —a)Q; + aP'™, kde a = 2/(t + 3).

Osvedcila sa zmena hodnoty a na a = 2/(#* + 3).

Zmeny v napredujicom kroku
Pre maly prinos niektorych napredujicich krokov sme tieto kroky vynechali a pouzili sme

len napredujice kroky po napredujici krok 5.2.

Numerické experimenty s vylepSenou metédou

Vylepsenu metédu sme skusali na rovnakych tlohach ako vsetky metody v predchadzaju-
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cej kapitole. Celkovy Cas potrebny na vyriesenie tloh, ktoré sa podarilo vyriesit aj povodne;j
verzii sférickej metoédy 5, sa takmer nezmenil. Zmena nastala pri tlohach, ktoré pri rieseni
pomocou sférickej metédy 5 konvergovali prilis dlho. V pripade tloh s maticami s rozmermi
50 x 50 klesla chybovost zo siedmich na styri percenta a v pripade tloh s maticami s roz-
mermi 100 x 100 klesla chybovost z dvanastich na osem percent. V niektorych pripadoch boli
vysledky upravenej metédy o malo horsie ako vysledky pévodnej sférickej metddy, vsetky

vsak boli stale dostatocne presné.
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Zaver

V prvej kapitole sme zhrnuli sticasné poznatky o stérickych metédach. Presli sme pat verzii
sférickych metod, z ktorych prvé dve vyuzivaju urcitd formu operacie maticovej inverzie.
Zvysné tri metody su vyvinuté tak, aby nepotrebovali operaciu maticovej inverzie v ziadnej
forme. Uviedli sme, Ze sférické metddy pozostavaji z dvoch krokov. Prvy je centrujuci krok,
v ktorom sa metddy lisia. Tento krok je vypoctovo zlozitejsi a snazi sa do aktualnej mnoziny
pripustnych rieseni vpisat gulu s ¢o najvacsim polomerom. Druhy krok je napredujuci. Tento
krok maju vsetky metédy spoloény a pozostava z vypoctu kandidatov viacerymi sposobmi
a nasledného vyberu bodu s najlepsou hodnotou tcelovej funkcie. Tento krok je vypoctovo
menej narocény a jeho uloha je ¢o najviac zlepsit hodnotu ucelovej funkcie. Tieto kroky
opakujeme, az kym nedostaneme pozadovani presnost.

V druhej kapitole sme vyhodnotili numerické experimenty, na zéklade ktorych sa da
usudif, ze vypoctova zlozitost sférickej metdédy 5 nezavisi od hustoty matice prislichaji-
cej k tlohe. Ukazali sme, Ze na urovni nasej implementacie dokaze tato metoda superit
s primarno-dualnou metédou a simplexovou metodou. Na konci tejto kapitoly sme sa poku-
sili zhrnut svoje poznatky o nedostatkoch implementécie sférickej metody 5.

Na zaklade tychto poznatkov sme sa pokusili v poslednej kapitole navrhntt vylepsenia,
ktoré sme taktiez implementovali. Navrhované vylepsenia nepriniesli takmer Ziadne zrych-
lenie behu programu pri tlohach, ktoré sa dali dobre riesit pomocou sférickej metody ale
podarilo sa nam s nimi vylepsit sféricki metédu 5 tak, ze poklesol pocet pripadov, kedy
sféricka metdda 5 konvergovala prilis pomaly.

Sférické metody su relativne mladé metédy, ktoré maju potencial presadif sa a rychlo sa
rozvijat. Postupne sa zac¢inaju dostavat do povedomia a implementécii programov riesiacich

ulohy linedrneho programovania.
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Priloha

Sucastou tejto prace je CD priloha s programom pre prostredie Matlab. Program bol testo-
vany vo verzii 8.0.0.783 (R2012b). Kompatibilita so starsimi verziami by nemala byt prob-
lémova.

Ukazku vysledkov programu spustime pomocou prikazu ukazka z prislusného priecinka.
Program vygeneruje tlohu, ktori vyriesi pomocou funkcie linprog a pomocou sférickej me-
tody b a vypise vzdialenost vyslednych bodov a rozdiel hodnot tcelovych funkeii v prislusnych
bodoch.

Zdrojovy kod implementujici sférickit metodu je ulozeny vo funkcii s fermet.m.

Radi by sme este upozornili, Ze pri nastavovani ,, epsilonov* v programe treba byt opatrny.

Neopatrné zmeny mozu vyrazne predlzit beh program alebo zvacsit nepresnost vypoctu.
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