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Abstrakt

KABAT, Marek: Metédy vniitorného bodu v linedrnom programovani a ich aplikdcie vo finan-
cidch. [Diplomova préca] — Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky, fy-
ziky a informatiky. Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky. — Vedtci diplomovej

préce: doc. RNDr. Margaréta Halickd, CSc. — Bratislava: FMFI UK, 2013, 73 s.

Diplomova praca sa zaobera metédami vniatorného bodu v linedrnom programovani a
moznost'ami ich vyuZitia pri rieSeni tloh z finan¢nej oblasti. Hlavnym cielom prace je
spracovat’ te6riu metéd vnitorného bodu v linedirnom programovani, ilustrovat’ vyhody
pouzitia metdd vnitorného bodu na tlohach z oblasti financii a preskiimat’ moZnosti rie-
Senia tychto tloh pomocou programovych kédov. Obsah diplomovej prace je rozdeleny
do dvoch ¢asti. Prvd ¢ast’ prace obsahuje zakladné predpoklady, hlavné pojmy a kl'ic¢ové
vysledky z teérie met6éd vnitorného bodu. Druhd ¢ast’ préce sa venuje algoritmom me-
téd vnatorného bodu a ich implementaciou vo financidch. V rdmci implementacénej ¢asti
sa prdca zameriava na ilustraciu vyhod met6éd vnatorného bodu v linearnych modeloch

optimalizacie portfolia.

KTdcové slova: metddy vnitorného bodu e linedrne programovanie e centralna trajekto-

ria @ primdrno-dudlny algoritmus e aplikacie e optimalizacia portfolia.



Abstract

KABAT, Marek: Interior Point Methods in Linear Programming and Its Applications in Fi-
nance. [Master Thesis] — Comenius University in Bratislava. Faculty of Mathematics, Phy-
sics and Informatics. Department of Applied Mathematics and Statistics. — Supervisor:

doc. RNDr. Margaréta Halickd, CSc. — Bratislava: FMFI UK, 2013, 73 p.

The master thesis deals with interior point methods in linear programming and their
applicability in solving problems from financial sector. The main objective of this work
is to elaborate a theory of interior point methods in linear programming, to illustrate the
advantages of using interior point methods on problems from finance and explore po-
ssibilities of solving these problems by using programming codes. The content of master
thesis is divided into two parts. The first part contains basic assumptions, major con-
cepts and key results of the theory of interior point methods. The second part is devoted
to algorithms of interior point methods and their implementation in finance. Within the
implementation part the thesis focuses on illustrating the advantages of interior point

methods in linear models of portfolio optimization.

Keywords: interior point methods e linear programming e central path e primal-dual

algorithm e applications e portfolio optimization.
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Zoznam symbolov a znaciek

Vpréci budeme pouzivat’ nasledovné jednotné zauzivané oznacenie. Pismenami gréc-
kej abecedy («, 8, v) budeme oznacovat’ redlne skaldre a velkymi pisanymi pismenami
(A, B,C) budeme oznacovat mnoziny. Malymi tlatenymi pismenami (a,b,c) budeme
oznatovat’ realne stlpcové vektory a velkymi tlatenymi pismenami (A4, B, C') budeme
oznacovat' redlne matice. Vynimkami st symboly m, n, i, j a (B, N), ktorymi budeme

oznacovat’ rozmery vektorov, indexy a optimalny rozklad.

Rn

R
R,
Ran
(P), (D)

Priestor redlnych n -rozmernych vektorov.
Nezéaporny ortant, {x € R" |z > 0}.
Kladny ortant, {x € R" |2 > 0} .
Priestor redlnych matic rozmeru m x n.
Standardnd primdrna, resp. duélna tloha linedrneho programovania.
Vektor premennych primdarnej tlohy (P),z € R".
Vektor premennych duédlnej dlohy (D),y € R™.
Vektor doplnkovych premennych dudlnej tlohy (D), s € R".
Matica vstupnych koeficientov linedrneho programu, A € R™*".
Mnozina pripustnych rieSeni dlohy (P), resp. tlohy (D).
Mnozina optiméalnych rieSeni dlohy (P), resp. tlohy (D).
Relativne vnitro mnoZziny pripustnych rieseni dlohy (P), resp. tlohy (D).
Prazdna mnoZzina.
Transpozicia vektora u.
Skalarny suéin vektorov u,v € R", ul'v = Zn: UiV
i=1

Hadamardov suéin vektorov u,v € R", (u-v); = wjv;, Vi € {1,2,...n}.

3

1/2
Euklidova norma vektora v € R", ||ull2 = ( u?) .
i=1

Vektor jednotiek prislusného rozmeru, e = (1,1,...,1)7.
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(B,N)

f()

Jednotkova matica prislusného rozmeru, I = diag(e).

Hodnost’ matice A.

Inverznd matica k reguldrnej matici B, BB~! = B"'B =1.

Vektor prevratenych hodnot zloZiek vektora v > 0.

Vektor prevratenych hodnot druhych mocnin zloZiek vektora u > 0.
Diagondlna matica zloziek vektora z, X = diag(z), X € R"*".
Diagonélna matica zloziek vektora s, S = diag(s), S € R™*".
Diagonalna matica zloZiek vektora 72, X% = diag (x*Z) , X2 e RV,
Diagonalna matica zloZiek vektora s72, 872 = diag (5_2) , S72 e R™™,
Nosi¢ nezdporného vektorauw € R}, {i € {1,2,...,n} |u; > 0}.
Optimélny rozklad.

Funkcia f.

Prirodzeny logaritmus.

Gradient funkcie f.

Hessova matica funkcie f.

Jakobiho matica.

Bariérovy parameter, ;1 > 0.

Primdrna, resp. dudlna logaritmicka bariérova funkcia.

Primdrna, resp. dudlna transformaénd bariérova tiloha.

Optimaélne rieSenie dlohy (P,) , resp. tlohy (D,,).

Nulovy priestor matice A € R™*", {u € R" | Au = 0}.

Riadkovy priestor matice A € R™", {v € R"|Ju € R™: ATu =0} .

VI



Uvod

If I feel unhappy, I do mathematics to become happy.
If I am happy, 1 do mathematics to keep happy.

Alfréd Rényi

Doélezitym odvetvim aplikovanej matematiky je matematické programovanie, ktoré riesi
problém minimalizdcie alebo maximalizacie ti¢elovej funkcie na mnoZine pripustnych
rieSeni. V priebehu vyvoja optimaliza¢nych metéd vznikla urcita kategorizacia tiloh ma-
tematického programovania, a to v zavislosti od tvaru ucelovej funkcie a Strukttry mno-
ziny pripustnych rieSeni. Vyznamnu kategoriu tvoria tlohy linedrneho programovania,
ktorych charakteristickym znakom je linearita tcelovej funkcie a linearita funkcif vy-
tvarajacich mnoZinu pripustnych rieSeni. Teoretické pociatky linedrneho programovania
Prvé matematické myslienky linedrneho programovania sa zaznamenali v pracach Fou-
riera [6] a Farkasa [3], no za prvi povodni précu o linedrnom programovani sa povaZzuje
préaca Leonida Kantorovica [12] z roku 1939. Logistické problémy pocas druhej svetovej
vojny podnietili rozvoj optimaliza¢nych metdd, ¢o viedlo k vzniku simplexovej metddy,
ktort v roku 1947 navrhol americky matematik George Dantzig [1]. Prave Dantzig je po-
vaZovany za zakladatel'a linedrneho programovania v novodobych dejindch. Simplexova
metdda sa stala prvym komplexnym a zauzivanym algoritmom na rieSenie tloh linear-
neho programovania. Zdalo sa, Ze simplexova metdda je spol'ahlivym a efektivhym al-
goritmom na rieSenie vSeobecnych tloh linedrneho programovania, no tiito domnienku
sa dlho nedarilo teoreticky potvrdit. Od efektivneho algoritmu sa pozadovalo, aby mal
¢asovo-polynomidlny charakter, ¢o znamend, Ze pocet aritmetickych operdcii «, potrebny
na ziskanie dostato¢ne presného rieSenia, je mozné odhadnat’ zhora polynémom v pre-
mennej k. K prekvapujicemu zdveru prisli v roku 1972 matematici Klee a Minty [16],
ktori na priklade zdeformovanej kocky dokdzali, Ze pocet iterdcii simplexovej metddy
moZe byt exponencidlny vzhl'adom k po¢tu premennych a obmedzeni. Toto zistenie pod-
nietilo matematikov ku konstrukcii nového polynomidlneho algoritmu na riesenie dloh
linedrneho programovania. V roku 1979 uviedol arménsky matematik Leonid Khachi-
yan [15] tzv. elipsoidny algoritmus. Sice mal slabo polynomidlny charakter, no v praxi
sa neujal. Prevratnym sa stal az tzv. projektivny algoritmus od indického matematika
Narendra Karmarkara [14] z roku 1984. O dva roky neskor sa zistilo, Ze Karmarkarov
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algoritmus na rieSenie tloh linedrneho programovania tizko stvisi s tzv. metédami vnu-
torného bodu, ktoré sa do toho obdobia aplikovali najmé na rieSenie vSeobecnych tloh
nelinedrneho programovania [4]. Stvis Karmarkarovho algoritmu s metédami vnitor-
ného bodu sa stal v d’al$ich rokoch objektom intenzivneho vyskumu. V rdmci neho sa
matematici zaoberali moznost'ami aplikdcie Karmarkarovho pristupu aj na niektoré ne-
linedrne konvexné tlohy, neZ len na tlohy linedrneho programovania. Najucelenejsim
vysledkom sa stala publikdcia Nesterova a Nemirovského [24] z roku 1994 o tom, Ze me-
chanizmus metéd vnitorného bodu je moZné tspesne aplikovat’ aj na vel'kt podtriedu
Strukttrovanych tloh konvexného programovania. Karmarkarov algoritmus tak polo-
zil zaklady modernych metéd vniatorného bodu — modernych optimaliza¢nych metdd,
ktorymi je moZzné tspesne riesit’ Sirokd skalu tloh matematického programovania v po-

lynomidlnom case.

Diplomov4d préca sa zaoberd metédami vniatorného bodu v linedrnom programovani a
mozZnost'ami ich vyuZitia pri rieSeni tloh z finan¢nej oblasti. Ciel'om préace je spracovat’
teériu metéd vnitorného bodu v linedrnom programovani, na tlohdch z finan¢nej ob-
lasti ilustrovat’ vyhody pouZitia metéd vnitorného bodu a preskiimat’ moZznosti rieSenia

tychto dloh pomocou existujtcich programovych kédov.

V stcasnosti je tedria metéd vnatorného bodu v linedrnom programovani podrobne
spracovana najmd v cudzojazy¢nych publikédciach. V slovenskom jazyku existuja len
¢lanky a préce, ktoré sa teérii venuju len Ciastocne a zaoberaju sa skor aplikdciou tedrie
na rieSenie konkrétnych tloh. U¢elom préce je poskytntt ucelent podobu teérie metéd
vnutorného bodu v linedrnom programovani s dokladnymi vysvetleniami a podrobnymi
dokazmi. Okrem podrobne spracovanej tedrie je sticast'ou préce aj aplika¢na cast’, ktorej
ucelom je prezentovat’ vyuzitie algoritmov metéd vnitorného bodu vo finanénom sek-
tore. Praca vychddza najma z publikdcie [28] a jej obsah je koncipovany podl'a predndsok
kurzu Metody vniitorného bodu v linedrnom programovani [9]. Praca je doplnena niekol'’kymi
zaujimavymi ilustraciami, ktorych zdrojové kédy st uvedené v prilohe.

Diplomova préca je rozdelend do dvoch casti a piatich kapitol. Prvd ¢ast’ prace obsahuje
spracovanu teériu metéd vnitorného bodu v linedrnom programovani. Druhé ¢ast’ prace
sa venuje algoritmom metéd vnutorného bodu a ich implementaciou vo finan¢nej ob-
lasti. V prvej kapitole st uvedené zakladné vysledky z tedrie linedrneho programovania.
Druha kapitola sa zaobera zdkladnymi predpokladmi, ktoré sa hlavnym vychodiskom
v metédach vnitorného bodu. Ustrednou &ast'ou préce je tretia kapitola, ktord vysvet-
I'uje princip metéd vnitorného bodu v linedrnom programovani a zarovern uvadza kl'a-
¢ové teoretické vysledky. Obsahom Stvrtej kapitoly st algoritmy met6d vnitorného bodu
na rieSenie tloh linedrneho programovania. Aplikdcia metéd vniitorného bodu je témou
piatej kapitoly, v ramci ktorej st uvedené moZnosti a vyhody pouZitia metéd vnitorného
bodu vo finan¢nom sektore, Specidlne v linedrnych modeloch optimalizécie portfolia.



Cast' I

Teoretické zaklady metod
vnutorného bodu v linearnom

programovani



KAPITOLA 1

LINEARNE PROGRAMOVANIE

Teodria linedrneho programovania je vychodiskom pre spracovanie a vysvetlenie teoretic-
kych zdkladov met6éd vnitorného bodu v linedirnom programovani. Prva kapitola tejto
préce je venovand zdkladom teérie linedrneho programovania. V tejto ¢asti sformulujeme
tlohu linedrneho programovania, vysvetlime zdkladné pojmy a uvedieme podstatné vy-
sledky z tedrie duality v linedrnom programovani.

1.1 Uloha linedrneho programovania

Linedrne programovanie je Specidlnym pripadom matematického konvexného progra-
movania, ktoré rieSi problém optimalizacie linedrnej funkcie n premennych na mno-
Zine popisanej ststavou linedrnych rovnic alebo neostrych nerovnic. Pod standardnou
primdrnou tlohou linedrneho programovania budeme rozumiet’ tlohu formulovant v
tvare

(P) mxin {ch | Az = b,z >0},

kde ¢ € R" je vektor koeficientov tcelovej funkcie, z € R" je vektor premennych,
A € R™" je matica vstupnych koeficientov a b € R™ je vektor ohranicujtcich pod-
mienok. Formuléciu v tvare tlohy (P) ! m6Zeme uvaZovat' bez ujmy na vseobecnosti,

pretoZe kazdu tlohu linedrneho programovania je mdZeme previest’ na tlohu v tvare
(P)=.

Mnozinu
P={zecR"| Az =b,z > 0}

nazyvame mnozinou pripustnych rieSeni tlohy (P) a jej prvky nazyvame pripustnymi
rieSeniami dlohy (P). Mnozinu

P ={a*eP|ca* <clz, VxeP}

nazyvame mnozinou optimdlnych rieseni tlohy (P) a jej prvky nazyvame optimalnymi
rieSeniami dlohy (P). Ak mnoZina P je prazdna, hovorime, Ze tloha (P) je nepripustna.
V pripade, Ze tloha (P) je pripustna a tGcelova funkcia ¢’z je zdola neohrani¢ené na

mnozine P, hovorime, Ze tloha (P) je neohrani¢end.

'Uloha linedrneho programovania v tvare dtandardnej tlohy (P) sa vyuZiva v metédach vnitorného
bodu v linedrnom programovani, ktoré prezentoval Narendra Karmarkar v roku 1984 [14].
*Pozri knihu [26], str. 24-25.
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1.2 Zdkladné vysledky z tedrie duality
Dualna tdloha k tlohe linedrneho programovania (P) md tvar
max {bTy | ATy < c} .
y

Pouzitim vektora doplnkovych premennych s € R", s > 0 sformulujeme ekvivalentnt

duédlnu dlohu v $tandardnom tvare, ktorti budeme oznacovat’
(D) max {p"y|ATy+s=r¢cs>0}.
Y5

Dvojicu tloh (P) a (D) nazyvame primarno-dudlnou dvojicou a rozdiel hodnot ich tce-
lovych funkcii ¢’z — by nazyvame dudlnou medzerou. Analogicky, ako pre priméarnu
ulohu (P), tak aj pre dudlnu dlohu (D) definujeme mnoZinu pripustnych rieSeni a mno-

Zinu optimélnych rieSeni. MnoZinu
D={(y,s) e R" xR" | ATy + s =c,5s >0}

nazyvame mnozinou pripustnych rieeni dlohy (D) a jej prvky nazyvame pripustnymi
rieSeniami dlohy (D). Mnozinu

D* = {(y*,s*) e D|bTy* > by, Y(y,s) € D}

nazyvame mnoZzinou optimalnych rieSeni tlohy (D) a jej prvky nazyvame optimalnymi
rieSeniami tlohy (D). Nepripustnost’ a neohrani¢enost’ dudlnej tdlohy (D) definujeme
analogicky ako v pripade primdrnej dlohy (P).

Analyzujme tlohu (D) z hl'adiska jednoznac¢nosti vektora s > 0 pri danom vektore
y € R™ a naopak, tak, aby dvojica (y, s) bola pripustnym rieSenim tlohy (D). Pre dany
vektor y je vektor s jednoznac¢ne ur¢eny vztahom s = ¢ — A”y. V opa¢nom pripade, pri
danom vektore s, uz jednoznacnost’ vektora y nie je zrejmd. Uvazujme, Ze by pre vek-
tor s existovali dva rdzne vektory y; a y» také, Ze (y1,s) € D a (y2,s) € D. Teda by
platilo ATy; + s = ca ATys + s = c. Od&itanim jednej rovnice od druhej dostaneme
AT (yy — o) = 0. Ak by stIpce matice AT boli linedrne nezévislé, potom AT(yy —y2) =0
préave vtedy, ked y1 —y2 = 0, resp. y1 = y2. Z toho vyplyva, Ze postacujiicou podmienkou
pre jednozna¢nost’ vektora y pri danom vektore s je, aby h(A) = m < n.

Veta 1.1 (Slaba dualita). Pre I'ubovol'né pripustné rieSenie x € P primdrnej iilohy (P) a l'u-
bovol'né pripustné riesenie (y, s) € D dudlnej ilohy (D) plati bTy < cT'z. Naviac, ak pre nejaky
vektor z* € P a dvojicu (y*, s*) € D plati b y* = cT'z*, potom vektor x* je optimdlnym riesenim
tilohy (P) a dvojica (y*, s*) je optimdlnym rieSenim iilohy (D). [28]
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Dokaz. Najprv dokdzeme prvi cast’ vety:
0<sle= (c — ATy)T r=clz—ylTAz =Tz —bTy.

Z toho vyplyva, Ze ¢’z je hornym ohrani¢enim b7y, a preto Vo € P : clz > bTy*. Za-
roveti, ak pre nejaké pripustné rieSenia z* € P a y* € D plati bly* = cTz*, potom
Vo € P : 'z > cT'z*. To znamens, Ze vektor z* je optimdlnym rieSenim tlohy (P).
Analogicky sa da ukazat’ optimalita pripustného rieenia (y*, s*) tlohy (D). O

Priamym dosledkom Vety 1.1 je, Ze ak jedna z dvojice tloh (P) a (D) je neohranicena,
potom druhd je nepripustnd. Vsetky pripady, ktoré moézZu nastat’, uvddza nasledujice
tvrdenie, ktoré zaroven formuluje aj nutné a postacujice podmienky optimality.

Veta 1.2 (Dualita). Ak obe iilohy (P) a (D) su pripustné, potom obe iilohy majii optimdlne
rieSenie. Ak x € P a (y,s) € D, potom x a (y,s) su optimdlnymi rieseniami prdve vtedy, ked’
x''s = 0. Ak Ziadna z dvojice 1iloh (P) a (D) nemd optimdlne rieSenie, potom bud’ obe 1ilohy sii

nepripustné, alebo jedna z dvojice iiloh je nepripustnd a druhd je neohranicend. [28]

Cast’ Vety 1.2 hovori o tom, Ze ak obe z mnoZin P a D st neprazdne, potom mnoZiny
P* a D* sti neprazdne. Tvrdenie zaroven zahffia podmienku komplementarity, ktora ho-
vori o tom, Ze v optiméalnom rieSeni 2* € P* a (y*,s*) € D* plati (z*)Ts* = 0. Navyse
tato podmienka plati pre vSetky optimélne rieSenia, nielen pre konkrétnu dvojicu. Ked'ze
vietky zlozky vektorov z > 0 a s > 0 stinezdporné, tak 7 s = 0 prave vtedy, ked’ X's = 0.
To znamend, Ze nutné a postacujice podmienky optimality z Vety 1.2 moZeme sformulo-
vat’ v tvare systému

Ax =0b, x >0, (1.1)
ATy+s=c¢ s>0, (1.2)
Xs=0. (1.3)

Veta 1.3 (Silna dualita). Ak jedna z dvojice iiloh (P) a (D) md optimdlne rieSenie, potom md aj
druhd a optimdlne hodnoty iicelovijch funkcii sa rovnajii. [28]

Veta 1.4 (Ostra komplementarita). Ak obe z dvojice iiloh (P) a (D) su pripustné, potom
existuje ostro komplementdrna primdrno-dudlna dvojica optimdlnych rieSeni, t.j. dvojica
(z,5) € P* x D* splitajiica x + s > 0. [28]

Poznamenajme, Ze tloha (P) je nepripustnd prave vtedy, ked’ existuje vektor y € R™ taky, ze Ay < 0
a b"y > 0. Uloha (D) je nepripustné prave vtedy, ked’ existuje vektor x > 0 taky, ze Az = 0 a ¢’z < 0.
Tieto tvrdenia st prikladmi tzv. viet o alternativach, ktoré hovoria o riesitel'nosti prave jedného z dvojice
systémov. Najznadmejsimi prikladmi viet o alternativach st Farkasova lema, Fredholmova alternativa a Gor-
danova lema. Podrobny prehl'ad viet o alternativach je moZzné najst’ v knihe [11] alebo [21].
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KAPITOLA 2

RELATIVNE VNUTRO MNOZINY
PRIPUSTNYCH RIESENI

Najpodstatnejsim elementom v metédach vniutorného bodu st tie pripustné rieSenia,
ktoré v podmienkach pripustnosti ostro spltiaju véetky ohrani¢enia. Tieto pripustné rie-
Senia sa nazyvaju vnatornymi bodmi a mnoZina vSetkych vnitornych bodov sa nazyva
relativnym vnatrom mnoziny pripustnych rieSeni. V tejto kapitole uvedieme zdkladné
predpoklady, ktoré st hlavnym vychodiskom v metédach vnitorného bodu v lineér-
nom programovani. Zaroven sformulujeme niekol'ko zaujimavych tvrdeni a odvodime
ekvivalentné formuldcie zédkladnych predpokladov. Posledna cast’ kapitoly je venovana
pojmu optimdlneho rozkladu.

2.1 Predpoklad existencie vniatorného bodu

Pre dvojicu tloh (P) a (D) definujeme relativne vnatro mnoziny pripustnych rieSeni.
Mnoziny

P°={zxeP|x >0}
D° ={(y,s) € D|s >0}

nazyvame relativnym vnatrom mnoZiny P, resp. mnoziny D a ich prvky nazyvame vnu-
tornymi bodmi alebo ostro pripustnymi rieSeniami dlohy (P), resp. tlohy (D). Dvojicu
(xz,s) € P° x D° nazyvame ostro pripustnym primarno-dudlnym rieSenim pre dvojicu
aloh (P) a (D). V prvej kapitole sme uviedli technicky predpoklad h(A) = m < n, ktory
zabezpedi jednoznacnost’ vektora y € R™ pri danom vektore s > 0 tak, aby dvojica (y, )
bola pripustnym rieSenim dlohy (D). Druhym délezitym a nevyhnutnym predpokladom
pre ulohy (P) a (D) je predpoklad existencie vnitorného bodu, tj. P° # () a D° # (). Pre
jednoduchost’ budeme uvedené zakladné predpoklady oznacovat' nasledovne:

(P1) h(A)=m <n,
(P2) P°#0AD°#0.

Lema 2.1. Nech plati (P1). Potom Jakobiho matica systému (1.1)-(1.3) v 'ubovol nom vniitornom
bode x € P°, (y,s) € D° je requldrna. [9]
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Dokaz. Nech z € P°, (y,s) € D° st pevne zvolené. Jakobiho matica systému (1.1)-(1.3) v
pevne zvolenom bode x € P°, (y, s) € D° je matica

A 0 0
J(z,y,8) =10 AT T
S 0 X

Dokézeme implikdciu Jz = 0 = z = 0, z ktorej jednoznacne vyplyva regularita matice .J.
Nechu e R", v e R™, w € R"anech z = (uT, vl wT)T. Potom Jz = 0 prave vtedy, ked’

Au = 0,
ATv+w = 0, (2.2)
Su+Xw = 0. (2.3)

Je zrejmé, Ze matice X a S su reguldrne, a teda k nim existuju inverzné matice X ! a
S~1. Z rovnice (2.3) po tprave dostaneme w = —X "1 Su. Dosadenim w = —X~1Su do
rovnice (2.2) dostaneme u = S~' X ATv. Dosadenim v = S~!X A”v do rovnice (2.1) do-
staneme AS~!X ATv = 0. Ked'Ze matica S~! X je kladne definitnd a h(A) = m, tak matica
AS™1X AT je tiez kladne definitn4, a teda je reguldrna. Z toho vyplyva, ze AS~1 X ATv =0
& v =0,apretou =0aw = 0. Tym sme dokazali implikdciu Jz =0 = 2z = 0. O

Lema 2.2. Nech © € P a (y,5) € D. Potom pre vsetky pripustné primdrno-dudlne dvojice
(z,5) € P x Dplati z¥s =572 + 715 — 71'35. [28]

Dokaz. Z predpokladu pripustnosti vektora z € P a dvojice (¥, 5) € D vyplyva, ze AT = b
a ATy+35 = c. Rovnako z pripustnosti ' ubovol'nej primérno-duélnej dvojice (z, s) € PxD
vyplyva, ze Az = ba ATy + s = c. Z uvedenych vztahov jednoducho odvodime, Ze
Alx—7)=0a AT(j —y) = s —5,ateda (z — )" (s — 5) = 0. Po rozndsobeni skaldrneho

sucinu na I'avej strane a upravenim rovnice dostaneme pozadovany vzt'ah. O

Veta 2.1 (Ohrani¢enost’ troviiovych podmnozin P x D). Nech plati (P1) a (P2). Potom pre
I'ubovol'né ¢islo v > 0 mnoZina vsetkych pripustnych primdrno-dudlnych dvojic (xz,s) € P x D
splitajiicich x7's < -y je ohranicend. [28]

Dokaz. Predpoklad (P2) implikuje existenciu ostro pripustnej primarno-dudlnej dvojice
(z,5) € P° x D°. PouZitim Lemy 2.2 dostaneme, Ze Vy > 0, V(z,s) € P x D, als < v
plati 0 < 27s =357z +7Ts — 775 < v, resp.

Vy>0,V¥(z,s) e PxD, als<y:0<5 2+ s<~y+7T s (2.4)

Kedzexz >0,s>0az >0,5>0,takz/s >0asiz >0,a preto z (2.4) vyplyva, Ze
Yy >0, ¥(z,s) € P x D, xT's < v plati

0<zls<~+z's, (2.5)
0<slz<~+z's (2.6)
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KAPITOLA 2. RELATIVNE VNUTRO MNOZINY PRIPUSTNYCH RIESEN{

Vsetky ¢leny stctov Y | T;s; = Tl sa y i, Siz; = 5.2 st nezdporné, a preto ohranice-
nia (2.5) a (2.6) platia aj jednotlivo pre kazdy ¢len stuc¢tu. Teda Vi € {1,2,...,n} plati

0<Ts; <7y +7'5, 0 <5 <vy+7'5,
+7Z's +x°s

0<s <122 0<a <22
X; Si

Tym sme dokézali, Ze Vy > 0 mnozina M = {(z,s) € P x D |zTs < v} je ohranitend v
z>0as>0.

Ohrani¢enost mnoziny M v y € R™ dokédZeme sporom. Definujme mnozinu M =
{y e R™|3s € R" : (y,s) € M}. Treba dok4zat/, ze mnozina M je ohrani¢ena. Nech
by mnozina M bola neohrani¢ena. Ked'2e mnozina M je konvexna a zaroven by bola
neohranicend, tak by obsahovala polpriamku. To znamend, Ze by platilo

Viyr € M, Fya € Myyr # 2 yr = y1 +7(y2 — y1) € M, V7 > 0. (2.7)

Ak by y, € M, potom by existovala trojica (s;,s1,s2) : AT[y1 +7(y2 —y1)] + 5 = ¢,
ATy +s1=c, ATys+s9=c. Z uvedenych vzt'ahov jednoducho odvodime, Ze by platilo

sr=c— ATy +7(y2—y1)] = (c — ATy1) +7 [(c — ATyo) — (¢ — ATy1)] = s1+7(s2—51).

Ked'ze plati (P1) a podl'a (2.7) y1 # yo, tak s; # sg, a preto s; = s1 + 7(s2 — $1) je pol-
priamka leZiaca v mnoZine M. Avsak to je spor so zistenim, Ze mnoZina M je ohrani¢ena

v s > 0, a teda mnoZina M je ohrani¢enda vy € R™. O

2.2 Ekvivalenty predpokladu existencie vniitorného bodu

V tejto Casti uvedieme tvrdenia, ktoré formuluja vzt'ahy medzi mnoZinou pripustnych
rieSeni, mnoZinou optimalnych rieSeni a relativnym vnttrom mnoZiny pripustnych rie-
Seni uloh (P) a (D). Z hl'adiska metéd vnuatorného bodu st nasledujtice tvrdenia vy-
znamné hlavne preto, Ze v kone¢nom dosledku formulujt ekvivalenty zdkladnych pred-
pokladov (P1) a (P2).

Veta 2.2. Nech mnoZina P je neprdzdna. Potom, ak mnoZina D° je neprdzdna, tak mnoZina P*
je neprdzdna a ohranicend. [9]

Dokaz. Ked'ze P # ) a D° # (), tak obe z dvojice tloh (P) a (D) su pripustné, a preto
podl'a Vety 1.2 existuje optimélne rieSenie * € P* dlohy (P). Ozna¢me A optimalnu
hodnotu ucelovej funkcie dlohy (P). Mnozinu optimalnych rieSeni tlohy (P) tak mo-
zeme definovat’ ako P* = {z € P |’z = \}. Je zrejmé, Ze mnoZinu P* modzeme defi-
novat’ ekvivalentne ako P* = {z € P |c’z < A}. Predpoklad D° # 0 implikuje exis-
tenciu vnttorného bodu (y,s) € D°, ktory spltia ATy +s = ca s > 0. Z toho vy-
plyva, ze Vx € P* : Ty = (ATy—i-s)Tw = yT(Az) + sTx = yTb 4+ 2Ts < ), a teda
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vz € P* : 2Ts < X — bT'y. Nakoniec mdZzeme mnozinu optimélnych rieSeni tlohy (P)
definovat' v tvare P* = {z € P|a’s < XA —bTy}, ktord viak podla Vety 2.1 je ohrani-
¢ena. 0
Veta 2.3. Nech mnozZina D je neprdzdna. Potom, ak mnoZina P° je neprdzdna a plati (P1), tak

mnozina D* je neprdzdna a ohranicend. [9]

Dokaz. Predpoklady D # () a P° # () na zdklade Vety 1.2 implikuju existenciu optimdl-
neho rieSenia (y*,s*) € D* tlohy (D). Nech A oznacuje optimédlnu hodnotu tcelovej
funkcie dlohy (D). Potom mnozinu optimélnych rieseni tlohy (D) modzeme definovat
ako D* = {(y,s) € D | by = A}, alebo ekvivalentne D* = {(y, s) € D|bTy > A}. Z pred-
pokladu P° # @ vyplyva, Ze existuje vntitorny bod = € P° spliiajici Az = ba z > 0.
Jednoducho odvodime, ze V(y,s) € D* : bTy = (Az)Ty = 2 (ATy) = 2T (c —s) =
vlc —2Ts > )\, ateda V(y,s) € D* : #1's < cI'z — \. Preto mnoZinu D* mdZeme za-
pisat’ v tvare D* = {(y,s) € D |a”s < ¢’z — A}, pricom podla Vety 2.1 je tito mnoZina
ohranicena. O

Veta 2.4. Ak mnoZina P* je neprdzdna a ohranicend, potom mnoZiny D° a P sii neprdzdne. [9]

Dokaz. Z predpokladu P* # () zrejme vyplyva, ze P # 0. Ked'ze P* # (), tak exis-
tuje optimalne rieSenie tlohy (P), a preto podl'a Vety 1.3 existuje aj optimalne rieSenie
(y*, s*) € D* tlohy (D). Primérne pripustny vektor z € P je optimdlnym rieSenim tlohy
(P) & z''s* = 0,apreto P* = {z € R"| Az = b,z > 0,27 s* = 0}. MnoZina P* je ne-
prdzdna a ohranicend, a preto tloha

max {eTx | Az = b,z > 0,27 s* = 0} (2.8)
ma optimélne rieSenie. Ked'Ze x > 0 a s* > 0, tak tiloha (2.8) je ekvivalentna tlohe

max {eTx | Az = b,z > 0,27 s* < 0}. (2.9)
Duélna tloha k dlohe (2.9) mé tvar

miﬁn {bTy | ATy + Bs* > e, >0} . (2.10)
y?

Z Vety 1.3 vyplyva, Ze dudlna tloha (2.10) je pripustnd. Teda existuje pripustné rieSenie
(y, B) tlohy (2.10), tj. ATy + Bs* > ea B > 0. Ak B = 0, potom AT% > ¢, o implikuje

Ay —g) = ATy — ATy <c—e,
ATy =) +e<ec
Zrejme existuje vektor 5 > 0 : AT(y* —7) + (5§ + €) = ¢. Z toho vyplyva, Ze dvojica

(y* — Y,s + e) je dudlne pripustnym rieSenim pre tlohu (D), pricom s + e > 0, a preto
D° # ). Ak B > 0, potom dosadenim s* = ¢ — ATy* do vzt'ahu ATy + Bs* > e dostaneme
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AT+ B (c— ATy*) > e,

AT(y*—y)+e§c.
B) B
Zéroveni existuje vektor § > 0 : AT (y* —y/B) + (5+¢/B) = c. To implikuje, Ze dvojica

(y* —7/B, s+ ¢/B) je dudlne pripustnym rieSenim pre tlohu (D). Navyse s +¢/3 > 0, a
preto D° # (. O

Veta 2.5. Ak mnoZina D* je neprdzdna a ohranicend, potom mnoZiny P° a D sii neprdzdne a
plati (P1). [9]

Doékaz. Implikdcia D* # 0 = D # () je zrejmd. Z predpokladu existencie optimdlneho
rieSenia tlohy (D) podl'a Vety 1.3 vyplyva, Ze tloha (P) ma optimalne rieSenie z* € P*.
Duélne pripustna dvojica (y,s) € D je optimalnym riesenim dlohy (D) < sTz* = 0,
a preto D* = {(y,s) e R" x R" | ATy + s =¢,s > 0,s 2" = 0}. Ked'Ze mnozina D* je

neprdzdna a ohrani¢end, tak tloha

max {eTs ATy +s=¢5>0,sT2" = 0} (2.11)
Y,S

mé optimélne rieSenie. Zrejme tloha

max {eTs | ATy +s=1¢5>0,sTa" < O} (2.12)
Y,S

je ekvivalentna tlohe (2.11). Sformulujme dudlnu dlohu k dlohe (2.12)
min {ch | Az =0,z +va* > e,v > O} , (2.13)

ktora podl'a Vety 1.3 md pripustné rieSenie (7,7), tj. AT = 0,7+ va* > ea? > 0. Ak
7 =0,potomZ+2* > e >0aA(z*+7) = AT + Az* = b. Z toho vyplyva, Ze vektor
z* + T je ostro pripustnym rieSenim tlohy (P), a teda P° # . V pripade, ze 7 > 0, plati

IR

+at >S50,
1%
_ Az
A(x—i—x*) — L A=,
v v
To znamend, Ze vektor T/ + z* je ostro pripustnym rieSenim tlohy (P), a preto P° # ().

Nakoniec dokaZzeme, Ze z predpokladov tvrdenia vyplyva, Ze plati (P1). Implikdciu do-
kédzeme sporom. Nech mnozina D* je neprazdna a ohrani¢end a (P1) neplati, t.j. h(A) < m.
Potom stlpce matice A” st linedrne zévislé, a teda 37 # 0 : ATw = 0. Predpoklad
D* # (0 implikuje, Ze pre dvojicu dloh (P) a (D) existuju optimdlne rieSenia x € P* a
(y,s) € D*, ktoré spiﬁajﬁ Ar =bz >0, ATy+s=c¢s>0axzls =0. Zrejme plati
Va € R : AT(y + au) + s = c. Z toho vyplyva, ze Va € R : (y + au,s) € D, pricom
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s = ¢ — AT (y + au). Roznasobenim vyrazu z7's dostaneme
als = ot [c— AT (y + an)| = ele—al ATy—aT (ATom) =clo—(Ax)Ty = cla—bTy = 0.

Z toho vyplyva, ze Va € R : (y + au, s) € D*. To znamend, Ze mnoZina D* je neohrani-
¢end, a to je spor s povodnym tvrdenim. O

Podstatnym vysledkom predchddzajticich tvrdeni je nasledujtici dosledok, ktory uva-
dza ekvivalentné formulécie predpokladu existencie vnatorného bodu pre dvojicu tloh
(P)a (D).

Dosledok 2.1. Nech mnoZiny P a D s neprdzdne. Potom nasledujiice tvrdenia sii ekvivalentné:
(i) mnoZiny P° a D° s neprdzdne a plati (P1);

(i) mnoZiny P* a D* sii neprdzdne a ohranicené;

(iii) mnoZina P° je neprdzdna a mnoZina P* je neprdzdna a ohranicend a plati (P1);

(iv) mnoZina D° je neprdzdna a mnoZina D* je neprdzdna a ohranicend. [9]

Dosledok 2.2. Nech mnoZiny P a D sii neprdzdne. Potom mnoZina D je ohranicend prdve vtedy,

ked’ nulovyj priestor matice A obsahuje kladnij vektor. [28]

Doékaz. Ak v tcelovej funkcii tlohy (D) polozime b = 0, potom mnozina D sa nezmeni
a zrejme D = D*. Z predpokladu D # () podl'a Désledku 2.1 vyplyva, Ze mnozina D je
ohrani¢end < P° # ) < 3z > 0: Az = 0. O

Dosledok 2.3. Nech mnoZiny P a D sii neprdzdne. Potom mnoZina P je ohranicend prdve vtedy,
ked’ riadkovy priestor matice A obsahuje kladny vektor. [28]

Dokaz. Ak v tcelovej funkcii tlohy (P) polozime ¢ = 0, potom mnoZina P sa nezmeni a
zrejme P = P*. Z predpokladu P # () podl'a Dosledku 2.1 vyplyva, Ze mnoZina P je ohra-
nicend < D° # P < I(y,s) ERMxR":5>0, ATy4+s=0IJgcR": AT5>0. O

Dosledok 2.4. Nech mnoZiny P a D sii neprdzdne. Potom aspori jedna z mnoZin P a D je
neohranicend. [28]

Dokaz. Tvrdenie dokaZeme sporom. Predpokladajme, Ze obe z mnoZin P a D st ohrani-
gené. Potom z Dosledkov 2.3 a 2.4 vyplyva, ze 3z > 0,y € R™ : Az = 0, ATy > 0. Z toho
dostaneme, ze 0 = (Az)Ty = 27 (ATy) > 0, a toje spor. O

2.3 Optimdlny rozklad

Zakladnym vychodiskom tejto ¢asti je komplementdrna vlastnost’ optimdlnych rieSent
dvojice tloh (P) a (D). Preto pripometime definiciu komplementarnych a ostro komple-
mentarnych vektorov.

Definicia 2.1. Dva nezéporné vektory u, v € R"} nazgvame komplementarne, ak u” v = 0.
Naviac, ak u + v > 0, potom vektory v a v nazyvame ostro komplementarne.
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V predchddzajtcich ¢astiach sme pouZivali r6zne spdsoby zdpisu mnoZzin optimal-
nych rieSeni P* a D*. V tejto podkapitole predpokladdme, Ze mnoZiny P a D st ne-
prazdne, a teda aj mnoziny P* a D* st neprazdne. Sformulujme doteraz pouZivané z4-
pisy mnozin P* a D*. Spolo¢nt optimélnu hodnotu tcelovych funkcii dloh (P) a (D)
oznacme \.

P*={a*eP|cfa* <cla,VzeP}
D' ={(y",s*) € D|bTy" 2 by, ¥(y,s) € D}

P ={zeP|clz=21A}
D* ={(y,s) € D|bly=\}

P*={zeP|3(ys) €D:a’s=0}

(2.14)
D*={(y,s) €D|IzeP:2"s=0}

Je zrejmé, ze vSetky uvedené zapisy st ekvivalentné. Ciel om tejto casti je charakterizo-
vat’ mnoZiny optimalnych rieSeni P* a D* pomocou tzv. optimélneho rozkladu, ¢o nam

umozni identifikovat’ relativne vnitro tychto mnozin.

Definicia 2.2. Pre nezdporny vektor v € R} definujeme jeho nosi¢ o(u) ako mnozinu
tych indexov i, pre ktoré u; > 0:

olu)={ie{1,2,...,n}|u; > 0}.

Podl'a Definicie 2.1 a Definicie 2.2 je zrejmé, Ze vektory u, v € R/} st komplementérne
prave vtedy, ked’ o(u) N o(v) = 0; st ostro komplementarne prave vtedy, ked’ o(u) U
o(v) ={1,2,...,n}. Ztoho vyplyva, Ze dvojica (x, s) € P x D je ostro komplementarnym
optimdlnym rieSenim pre dvojicu tloh (P) a (D) prave vtedy, ked’ o(z) No(s) = 0 a
o(x)Uo(s) ={1,2,...,n}. To znamend, Ze o(x) a o(s) tvori rozklad indexovej mnoziny
{1,2,...,n}.

Definicia 2.3. Nech dvojica (z,s) € P* x D* je ostro komplementarnym optimdlnym
rieSenim pre dlohy (P) a (D). Potom dvojicu mnozin B := o(z) a N := o(s) nazyvame
optimdlnym rozkladom pre dvojicu tloh (P) a (D).

Veta 2.6. Optimdlny rozklad (B, N) je nezdvisly od vyberu ostro komplementdrnej optimdlnej
dvojice. [9]

Dokaz. UvazZujme dve rdzne ostro komplementarne optimélne dvojice (z, s) a (Z,s). Vieme,
ze kazda z dvojic o(z), o(s) a 0(T), o(3) tvori rozklad indexovej mnoziny {1,2,...,n}, a
preto o(z) No(s) = 0, o(z) Uo(s) = {1,2,....n}, 0(@) No(3) = 0ao(@ Uo(s) =
{1,2,...,n}. Ked'’ze 275 = 0azls = 0, tak o(x) N o(3) = P a o(z) N o(s) = 0, a preto
o(3) C o(s) ao(x) C o(x). Zaroven aj mnoziny o(Z) a o(5) tvoria rozklad, a tak musi
platit o(z) = o(Z) a o(s) = o(3). O

13



KAPITOLA 2. RELATIVNE VNUTRO MNOZINY PRIPUSTNYCH RIESEN{

V d’alsom kroku vysvetlime preusporiadanie prvkov na zdklade optimalneho roz-
kladu (B, N). Zlozky vektorov z € R", s € R" a ¢ € R" usporiadame do dvoch charak-
teristickych blokov. Zarove stipce matice A € R™*" usporiadame tak, aby sa zachoval
charakter povodnych ohrani¢eni vzhI'adom na preusporiadné zlozky ostatnych vekto-

Tov.

B

Az =b — |Ap AN}
L TN

] =b — Aprp+ AnzN =10

_|cB Agy—‘rSB:CB
= N 7
CN ANy—l-SN:CN

V tejto ¢asti budeme nad’alej uvaZovat/, Ze zlozky vektorov z € R" a s € R" st zo-

T

ATy+s=¢c — B
AN

SB
SN

Y+

radené v sulade s optimalnym rozkladom (B, N). Z predpokladu existencie pripustnych
rieSeni pre tlohy (P) a (D) vyplyva nasledujici dosledok.

Dosledok 2.5. Ked'Ze existuje optimdlne rieSenie iilohy (P) také, Ze xp > 0, tak pre vsetky
optimdlne rieSenia (y,s) € D* plati sp = 0a sy > 0. Zdroveri, ked Ze existuje optimdlne riesenie
iilohy (D) také, Ze sy > 0, tak pre vsetky optimdlne rieSenia x € P* plati xy = 0a xzp > 0. [9]

Désledok 2.6. Ak (B, N) je optimdlny rozklad, potom

P*={zxeR"|Apzrp =b,xp > 0,zy =0},
D* = {(y,s) e R" x R" | Ay = cp, Ajy + sy = cn, 3 = 0,53 > 0}

Dokaz. Tvrdenie vyplyva priamo z charakterizdcie mnoZzin (2.14), resp. z nutnych a po-
stacujucich podmienok optimality (1.1)-(1.3) a z existencie optimalneho rieSenia x5 > 0,
zny =0,sg=0,sy > 0. ]

Na zdklade uvedenych zisteni teraz mozZeme identifikovat’ relativne vnitro mnozin
optimdlnych rieSeni P* a D*.

relint P* = {z € P* | xp > 0} relint D* = {(y,s) € D* | sy > 0}

UvaZujme nasledujtci systém rovnic, ktory v zmysle optimélneho rozkladu reprezentuje
nutné a postacujiice podmienky optimality pre dvojicu tloh (P) a (D):

14



KAPITOLA 2. RELATIVNE VNUTRO MNOZINY PRIPUSTNYCH RIESEN{

Apzp + Avzny = b, (2.15)
ALy+sgp = cp, (2.16)
ALy+sy = en, (2.17)

Xpsp = O, (2.18)
Xysy = O. (2.19)

Sktimajme Jakobiho maticu systému (2.15)-(2.19) v pevne zvolenom ostro komplemen-
tdrnom optimalnom rieSeni xp > 0, zxy = 0, sg = 0, sy > 0. Ciel'om je urcit’ nutné
a postacujiice podmienky regularity Jakobiho matice a zarover ndjst’ stivislost’ tychto
podmienok s jednozna¢nost'ou optimalnych rieSeni dvojice daloh (P) a (D).

[Ap Ay 0 0 0 (Ap Ay 0 0 0
0o o AL 1 0 0o o0 AL 1 0
J(zp,xn,sp,sn)=|0 0 AL o T |=|(0 0 AL o I
Sg 0 0 Xp 0 0 0 0 Xp 0
|0 Sy 0 0 Xn] |O Sv 0 0 0

Pre Jakobiho maticu stanovime podmienky tak, aby z rovnice Jv = 0 jednoznacne vy-

lyvalo, Ze v = 0. Oznaéme v1, v9, U3, V4 a v5 vektory prislusnych rozmerov a nech
) ) 37

v= (v, v}, vl 0], vg)T. Potom Jv = 0 prave vtedy, ked’

Agvy + Anve = 0, (2.20)
ALys +uy = 0, (2.21)
ALvs+v5 = 0, (2.22)

Xpvy = 0, (2.23)
Syvy = 0. (2.24)

Je zrejmé, zZe matice Xp a Sy st reguldrne, a preto rovnice (2.23) a (2.24) maja jedno-
znacéné rieSenie v4 = 0 a v2 = 0. Dosadenim v4 = 0 a v9 = 0 do rovnic (2.20) a (2.21) do-
staneme Apv; = 0 a ALvs = 0. Chceme zabezpecit, aby tieto rovnice mali jednozna¢né
rieSenie v; = 0 a v3 = 0. To je prave vtedy, ked” stipce matice Ap st linedrne nezavislé
a stlpce matice A% st linedrne nezavislé, pricom stipce matice A% st riadky matice Ap.
Inymi slovami, poZzadujeme, aby matica Ap mala plnt stipcovi aj riadkovt hodnost'. To
je prave vtedy, ked” predpoklad (P1) je splneny a Ap je Stvorcovd matica hodnosti m.
Téato podmienka ndm zaruci, Ze v; = 0 a v3 = 0, a tak z rovnice (2.22) dostaneme v5 = 0.

Désledok 2.7. Jakobiho matica systému (2.15)-(2.19) v I'ubovol'nom ostro komplementdrnom
optimdlnom rieseni xp > 0, xy =0, sp =0, sy > 0 je requldrna prdve vtedy, ked’ plati (P1) a
Ap je stvorcovd matica hodnosti m.
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KAPITOLA 2. RELATIVNE VNUTRO MNOZINY PRIPUSTNYCH RIESEN{

Dosledok 2.8. Ak plati (P1) a Ap je stvorcovd matica hodnosti m, potom optimdlne riesenia
iiloh (P) a (D) su jednoznacne definované.

Dokaz. Z predpokladov tvrdenia vyplyva, Ze matica Ap je $tvorcova a ma plnt hodnost'.
To znamend, Ze matica Ap je reguldrna, a teda k nej existuje inverznd matica (A B) L
Na zédklade systému rovnic, ktoré v Dosledku 2.6 popisujd mnoziny P* a D*, dostdvame

jednoznacné rieSenie pre xz, y a sn.

Aprp =10 Agy:cB A]:C,y—i—s]v =cyN
_ —1
xp = (Ap) ) Y= (Ag) CB sN:cN—A%y

SN =CN — A% (Ag)_l CB
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KAPITOLA 3

METODY VNUTORNEHO BODU

Pri metédach vnatorného bodu sa pohybujeme cez relativne vniitro mnoZiny pripust-
nych rieSeni, ktoré je tvorené vnitornymi bodmi. Preto, ak chceme rie$it’ tilohu matema-
tického programovania metédami vnatorného bodu, je prirodzené a nevyhnutné pred-
pokladat’, Ze relativne vnitro mnoZiny pripustnych rieSeni danej tilohy je neprazdne.
Z toho dévodu budeme v d’al$ich castiach tejto prace vzdy vychadzat’ z predpokladov
(P1) a (P2). V nasledujucich ¢astiach tejto kapitoly podrobne vysvetlime princip metéd
vnutorného bodu v linedirnom programovani, zadefinujeme centralnu trajektériu a ana-

lyzujeme konvergencné vlastnosti centralnej trajektorie.

3.1 Zikladna myslienka

Zakladnt myslienku metéd vnatorného bodu popiSeme vSeobecne podla ¢ldnku Dvad-
sat’” rokov modernych metéd vmitorného bodu [8]. Uvazujme Standardnti tlohu konvexného
programovania

(CP) min{f(x)|gi(z) >0,i=1,2,...,m},

kde f: R - Ra—g; : R®" = R,i=1,2,...,m st hladké konvexné funkcie. Teda tlo-
hou je ndjst’ minimum konvexnej funkcie f na konvexnej mnoZzine pripustnych rieSent,
ktora je popisana ststavou ohraniceni g;(z) > 0,7 = 1,2,...,m. Ako sme uz v tivode
kapitoly uviedli, ak chceme vysvetlit' princip metéd vnatorného bodu na tlohe (CP),
musime predpokladat/, Ze relativne vnutro mnoziny pripustnych rieeni tlohy (CP) je
neprazdne. Relativnym vnutrom mnoziny pripustnych rieeni tilohy (C'P) je mnoZina

P ={reR"|gi(z) >0,i=1,2,...,m}.

Teda vychddzame z predpokladu P, # ) 3. K dlohe (C'P) priradime pomocni tilohu

(CP) min {f(w) + qu[gm)J} ,
cp i=1

kde ;1 > 0 je bariérovy parameter aI' : R, — R je bariérova funkcia * spltiajtica

lim I'(¢) = oo, I'(¢) <0, (&) > 0.

£—0t

*Tento predpoklad je zndmy pod pojmom Slaterova podmienka, resp. S-regularita.
*Prikladmi bariérovej funkcie st napriklad I'(¢) = —In(¢) alebo I'(€) = —£~ /k pre & < 0.
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Pomocou bariérovej funkcie I' sme v tlohe (C'P,) skonstruovali nov tcelovi fun-
kciu, ktorti nazyvame transformacnou bariérovou funkciou. Ziskavame tak celt triedu
transformacnych bariérovych tloh (C'P,) parametrizovanych parametrom p > 0. Vlast-
nosti bariérovej funkcie I' zabezpecuju, Ze transformaénd bariérova funkcia je konvexnou
funkciou, a tym sa pre tlohu (CP,) zachovéava charakter tilohy konvexného programo-
vania. Zaroven bariérova vlastnost’ sposobuje, Ze hodnoty I'(£) neohranicene rasta pre
& — 07. Z toho vyplyva, Ze priblizovanim sa z vnutra mnoziny pripustnych rieeni alohy
(CP) k hranici 0PZ, = {x € R" | Ji € {1,2,...,m} : gi(z) = 0} hodnoty transformacnej
bariérovej funkcie tieZ neohranicene rasti. To znamend, Ze ak transformacné bariérova
funkcia méa kone¢né infimum, potom toto infimum je minimom leZiacim v mnozZine P¢,
a na jeho néjdenie je uZ mozné pouzit' metédy vol'nej optimalizacie. Uvedeny mechaniz-
mus optimalizacie nds vZdy udrzuje v mnozZine PZ,. Naviac, bariérovy parameter ;1 > 0
kladie doraz na bariérovi funkciu I'. Hlavnd myslienka spociva v zmenSovani dorazu
na bariérovi funkciu, a to postupnym zmensovanim hodnoty bariérového parametra do
nuly. Pritom ocakdvame, Ze prislusné minima transformacnych bariérovych funkcii sa

budt priblizovat’ k minimu pdvodnej téelovej funkcie tlohy (C'P).

Zakladnt myslienku moZeme vel'mi dobre ilustrovat’ na priklade dvojrozmernej tlohy
linedrneho programovania. MnoZinou pripustnych rieSeni bude mnohouholnik, do kto-
rého postupne vykreslime vrstevnice transformacnej ticelovej funkcie pomocou logarit-
mickej bariérovej funkcie I'(§) = — In(§) pre r6zne hodnoty bariérového parametra p > 0.
Této ilustrécia je zobrazend na Obr. 3.1.

3.2 Logaritmicka bariérova funkcia

Zatial ¢o v klasickych metédach vniatorného bodu sa pouzivali rozne bariérové fun-
kcie, v modernych metédach sa zauzivanou stala zdporne vzata logaritmicka funkcia.
Prvykrat ju v metédach vnitorného bodu pouzil Ragnar Frisch [5] v roku 1955. Trvalo
niekol'ko rokov, kym sa zistilo, Ze prave logaritmicka bariéra je kvoli jej vybornym ana-
lytickym vlastnostiam optimdlnou vol'bou v metédach vnatorného bodu v linedrnom
programovani. NajpodstatnejSou vlastnost'ou logaritmickej bariérovej funkcie je, Ze k nej
konjugovanou funkciou je opéat’ logaritmicka bariérovd funkcia. To znamen4, Ze pri za-
chovani primadrno-duélnej symetrie mozeme logaritmickt bariéru aplikovat’ stcasne na
primarnu aj dualnu dlohu. [8]

Na zaklade konstrukcie popisanej v predoslej ¢asti a pomocou logaritmickej bariérovej
funkcie I'(¢) = — In(§) aplikujeme pricip metéd vnitorného bodu na riesenie dloh (P) a
(D). Najskor vSak sformulujeme niekol'ko vysledkov z matematickej analyzy, ktoré budu
dolezité pri dokazovani tvrdeni v d’al$ich ¢astiach.
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() p=1 () n=05

CXE;

Obr. 3.1: Na obrazkoch st vykreslené vrstevnice transformacnej ticelovej funkcie pre Sest’
r6znych hodnét bariérového paramtera i > 0. Ciernym krizkom st vyznadené priblizné
polohy optimalnych rieseni transforma¢nych bariérovych tloh. Sipka vyznatuje smer
optimalizicie. Vidime, Ze zmenSovanim bariérového paramtera ;. st vrstevnice rozlozené
menej rovnomerne a optimélne rieSenie tranformacnej bariérovej tlohy sa priblizuje k
optimdlnemu rieSeniu povodnej tlohy. Priloha: vrstevnice.m.

Lema 3.1. Nech mnozZina S C R" je konvexnd a nech funkcia f : S — R je konvexnd. Potom
pre l'ubovol'né ¢islo k € R podiiroviiovd mnoZina S, = {x € S| f(x) < k} je konvexnd. [11]

Dokaz. Treba dokédzat/, zeVzi,22 € S, V7 € (0,1) : 21 +7(z2 —x1) € S,; . Ked'Ze funkcia
f je konvexnd na mnozine S aVzi, 22 € S,; C S: f(x1) <k, f(z2) < K, tak

Vay, e € S, VA € (0,1) : fAza+(1—=XN)z1] < Af(z2)+(1—A)f(z1) < A+ (1— M)k = k.

Dostdvame, Ze Vri,z2 € S, ,VA € (0,1) : flz1 + A(z2 — 21)] < k. Z toho vyplyva, ze
Vry,x2 € S ,VA € (0,1) : 21 + AMz2 — 1) € S, a teda mnozina S, je konvexna. O

Lema 3.2. Nech mnozZina S C R" je konvexnd a nech funkcia g : S — R je konkdvna. Potom

z %z

pre l'ubovolné ¢islo . € R nadiirovriovd mnozina S§ = {x € S| g(x) > K} je konvexn.

Dékaz. Treba dokédzat, Ze Va1, x2 € S, V7 € (0,1) : 21 +7(29 — 1) € ST. Ked'Ze funkcia
g je konkdvna na mnozine S a Vx1, 22 € ST C S: g(x1) > K, g(x2) > K, tak

Va1, 29 € ST,VYA € (0,1) : ghzo+ (1= N)a1] > Ag(x2) + (1= Ng(x1) > As+ (1 =Mk = k.
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Dostavame, Ze Va1,z2 € ST, VA € (0,1) : g[z1 + M(z2 — 21)] > k. Z toho vyplyva, Ze
Va1, x9 € ST,VA € (0,1) : 21 + AMag — 21) € ST, a teda mnozina S je konvexna. O

Veta 3.1 (O kompaktnej mnoZzine). Nech mnoZina S je podmnoZinou konecnorozmerného
priestoru R™, n < oo. Potom mnoZina S je kompaktnd prdve vtedy, ked mnoZina S je uzavretd a
ohranicend. [18]

Veta 3.2 (Weierstrass). Ak funkcia f je spojitd na kompaktnej mnoZine S, potom na mnoZine S
existuje minimum a maximum funkcie f. [17]
3.2.1 Primarna logaritmicka bariérova funkcia

Definujme primarnu logaritmickd bariérovt funkciu f, : R}, — R
fulz) =clz — uzn:ln(:ni).
i=1
K primarnej tlohe (P) priradime transforma¢ni bariérovt tilohu
(Fu) min {f,(z) | Az = b}.

Vypoctitame gradient a Hessovu maticu funkcie f,, vbode z € R ,:

Vfu(z) =c—pax V2fu($) =pX 2

Je zrejmé, Ze pre I'ubovolnt hodnotu bariérového parametra 1 > 0 je Hessova matica
V2 f,.(z) vo vnttornych bodoch z € P° kladne definitnd, a preto funkcia f,, je rydzokon-
vexnou funkciou na mnoZzine P°. Z toho vyplyva, Ze ak funkcia f,, ma stacionarny bod na
svojom defini¢nom obore D(f) = P°, potom je jediny a funkcia f,, v iom dosahuje svoje
minimum. Inymi slovami, pre z > 0 tloha (P,) mé najviac jedno optimélne riesenie. Co
by nastalo v pripade, ak by tiloha (P,) nemala Ziadne optimélne rieSenie? Odpoved’ dava
nasledujtce tvrdenie.

Veta 3.3. Nech . > 0. Potom iiloha (P,) md prdve jedno optimdlne riesenie. [9]

Dokaz. Podl'a (P2) 3z° € P°. Definujme mnozinu M = {z € P° | f,(x) < fu.(z°)}, ktord
podl'a Lemy 3.1 je konvexnd. Ked'Ze z° € M, tak M # (). Teraz sta¢i dokazat/, Ze tiloha
min {f,(z) | + € M} md optimdlne rieSenie. Pomocou Vety 3.1 najprv ukaZeme, Ze mno-
zina M je kompaktna.

Ohranicenost’ mnoziny M dokdzeme sporom. Nech by mnozina M bola neohranic¢ena.

Ked'Ze mnozina M je konvexna a zdroven by bola neohranic¢end, tak by obsahovala pol-
priamku. V matematickom kontexte to znamena, Ze by platilo

Vry € M, Jxg € M,x9 # 21 : 2 = 21 + 7(22 — 21) € M, V7T > 0.
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Zrejme x9 — x1 > 0, inak by od ur¢itej hodnoty 7 > 0 bola niektord zlozka vektora x>
zaporna, a teda by z» ¢ M. Ak by z, € M, potom by platilo f,(z,) < fu(z°),VT > 0.
Zaroven plati, Ze

fulzr) = la, - len(l’r)i —
i1

= it (e —2)] = p) (e +7(z2 —a))i =
=1

n

1 _ .

= oy +7 | (wg—a1) —p E n(z1 +T5_x2 71));
i=1

Podl'a (P2) 3(y°,s°) € D° : ATy +5° = ¢,5° > 0.Ked'Ze xy € P°axy € P°, tak Az; =ba
Axy = b, apreto A(xg —x1) = 0. VSetky zlozky nenulového vektora x2 — x; st nezdporné,

a preto (s°)T(z9 — z1) > 0. Z uvedenych zisteni vyplyva, Ze
(g —21) = (ATy° + SO)T (xo —x1) = (1°) T A(zg — 21) + (5°)F (23 — 21) > 0.

Nakoniec dostaneme, Ze ¥y, > 0 by platilo

n
1 _ A
lim f,(z,) = lim { c'oy +7 | ! (22 — x1) —MZ n(@ + (@2 — 7)) = 400,
T—00 T—r00 N—_—— 1 T
>0 = ~~
—0

a to je spor s tvrdenim f,(z;) < fu(2°),¥VT > 0. Tym sme dokézali, Ze mnozina M je

ohranicena.

Uzavretost’ mnoZiny M dokaZeme pomocou Standardnej definicie uzavretej mnoZziny.
Uvazujme konvergentnt postupnost’ bodov z* € M C R" konvergujicukboduz € R".
Treba dokazat/, ze ¥ € M. Ked'Ze 2" € M, tak Az" = b, 2" > 0a f,(2") < fu(a®) < oo.
Zrejme mnozina {x € R" | Az = b} je uzavreta a funkcia f, je spojitd, a preto Az = b a
fu(@) < fu(z®) < oo. Nakoniec ukdzeme, ze z > 0. Ak by 3i € {1,2,...,n} : 7; =0,
potom f,,(Z) = oo, a to je spor so zistenim f,(Z) < oco. Ukazali sme, Ze ¥ € M, a teda sme

dokézali, Ze mnozina M je uzavreta.

Dokézali sme, Ze mnoZina M je ohrani¢end a uzavretd, a teda podl'a Vety 3.1 je kom-
paktnd. Ked'Ze funkcia f, je spojitd na mnoZine M, tak podl'a Vety 3.2 na mnoZine M
existuje minimum funkcie f,. Tym sme dokazali, Ze tiloha min {f,(z) | + € M} md opti-
malne rieSenie, a teda tloha (P,) md prave jedno optimélne riesenie. O
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3.2.2 Dualna logaritmicka bariérova funkcia

Analogicky, ako v pripade primdrnej dlohy (P), aj pri dudlnej dlohe (D) definujeme du-
alnu logaritmick bariérova funkciu g, : R™ xR} | — R

gu(y,s) =bTy+ 1 In(sy).
=1

K duadlnej tlohe (D) priradime transformaé¢nt bariérova tlohu

D AT =cl.
(Du)  max {9u(y,5) | ATy + 5 =c}

Vypocitame gradient a Hessovu maticu funkcie g, v bode (y,s) € R™ x R ,:

b ] VQQM(%S):[O 0 ]

Vv ,8) =
gu(y ) HS_I 0 —,LLS_Q

Pre I'ubovol'nt kladni hodnotu bariérového parametra je Hessova matica V3g,(y, s) v
bodoch (y,s) € R™ xR}, zdporne semidefinitnd, a teda funkcia g, je konkdvna na mno-
zine R™ x R, . UkdZeme, Ze funkcia g, je rydzokonkdvnou funkciou na mnoZzine D°.
Ked'Ze mnozina D° je popisand vzt ahmi s = c— ATy a s > 0, tak na mnozine D° mdZzeme
funkciu g, definovat’ ekvivalentne funkcioug, : D° — R

9,(y) =b"y+p Z In (¢ — ATy), .
=1

Vypocitame gradient a Hessovu maticu funkcie g, v bode y € D°:
vy,u(y) =b- /’LAS_Iv V2§u(y) = —/LAS_2AT.

Pre I'ubovol'nt dvojicu (y, s) € D° matica S~2 je kladne definitnd, a ked'ze vychadzame z
predpokladu (P1), tak aj matica AS~2A7 je kladne definitna. Z toho vyplyva, Ze pre l'u-
bovol'nta hodnotu bariérového parametra ;o > 0 je Hessova matica V2§M vo vnutornych
bodoch (y, s) € D° zdporne definitna. To znamend, Ze funkcia g, je rydzokonkdvnou fun-
kciou na mnoZine D°, a teda aj funkcia g, je rydzokonkavnou funkciou na mnoZzine D°.
Toto zistenie implikuje, Ze ak funkcia g,, ma stacionarny bod na svojom defini¢nom obore
D(g) = D°, potom je jediny a funkcia g,, v iom dosahuje svoje maximum. Inymi slovami,
pre x> 0 tloha (D,) mé najviac jedno optimadlne rieSenie.

Veta 3.4. Nech . > 0. Potom iiloha (D,,) md prdve jedno optimdlne riesenie. [9]

Dokaz. Podla (P2) 3(y°,s°) € D°. Definujme mnozZinu M = {(y,s) € D° | g,(y,s) >
9u(y°, s°)}, ktord podl'a Lemy 3.2 je konvexna. Ked'ze (y°,s°) € M, tak M # (. Te-
raz sta¢i dokdzat/, Ze dloha max {g,(y,s) | (y,s) € M} mé optimdlne rieSenie. Pomocou
Vety 3.1 najprv ukdZeme, Ze mnoZina M je kompaktna.
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Ohrani¢enost’ mnoZziny M dokdZeme sporom. Nech by mnozina M bola neohranic¢ena.
Ked'Ze mnozina M je konvexna a zdroven by bola neohranic¢end, tak by obsahovala pol-
priamku. V matematickom kontexte to znamena, Ze by platilo

V(y1,51) € M, I(y2, s2) € M, (y1,51) # (Y2, 52) :
(yT,ST) = (ylysl) + 7’[(3/2, ‘92) - (91,31)] € MaVT > 0.

Ked'ze plati (P1) a (y1,s1) # (y2,52), tak y1 # y2 a s1 # s2. Zrejme sy — s1 > 0, inak by
od ur¢itej hodnoty 7 > 0 bola niektora zlozka vektora sz zdpornd, a teda by (yz, s) & M.
Ak by (y-, sr) € M, potom by platilo g, (y-,s:) > g.(y°,s°), VT > 0. Zaroven plati, Ze

9u(Yr,87) = bTyT + len(sT)i =
=1

= by +7(y2 —y)]+p Y In(si+7(sa — 51))i =
=1

" In(sy 4+ 7(s2 — s1));
= by +7 bT(yQ_y1)+N§ (o1 5_2 )

Podla (P2) 32° € P° : Ax° = b,2° > 0. Ked'Ze y; € D° ays € D°, tak ATy; +s1 = ¢
aATy, +s9 =c a preto AT(yg —y1) = —(s2 — s1). VSetky zlozky nenulového vektora
(

sy — s1 st nezdporné, a preto (z°)" (s — s1) > 0. Z uvedenych zisteni vyplyva, Ze

0" (y2 — y1) = (A2°) (g2 —y1) = (2°)T AT (42 — 1) = —(2°) (52 — 51) < 0.

Nakoniec dostaneme, Ze ¥y, > 0 by platilo

|
|
3

n
im = i In(sy + 7(s2 — 1))
lim g,(yr,s;) = lim by + 1 bT(y2 — 1) +p E (s1 (s2 1))i
T—00 T—00 N -

i=1

<0 —0

a to je spor s tvrdenim g, (y-, sr) > g.(y°, s°), V7 > 0. Tym sme dokazali, Ze mnozina M
je ohranicena.

Uzavretost’ mnoZiny M dokaZeme pomocou Standardnej definicie uzavretej mnoZziny.
UvaZujme konvergentnti postupnost’ bodov (y*,s") € M C R™ x R" konvergujticu
k bodu (y,5) € R™ x R". Treba dokazat, ze (y,5) € M. Ked'ze (y",s") € M, tak
ATyr + 5% = ¢, 8" > 0ag,(y~, s*) > gu(y°, s°) > —o0. Zrejme mnozina {(y, s) € R™ x R"
| ATy + s = ¢} je uzvretd a funkcia g, je spojitd, a preto AT +5 = c a g,(7,5) >
9u(y°,s°) > —oo. Nakoniec ukazeme, ze 5 > 0. Ak by 3i € {1,2,...,n}: 5; = 0, potom
9.y, 3) = —00, a to je spor so zistenim g, (y,s) > —oo. Ukézali sme, Ze (y,s) € M, a teda
sme dokazali, Ze mnoZina M je uzavreta.
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Dokéazali sme, Ze mnoZina M je ohrani¢end a uzavretd, a teda podl'a Vety 3.1 je kom-
pakind. Ked'Ze funkcia g, je spojitd na mnoZine M, tak podl'a Vety 3.2 na mnoZine M
existuje maximum funkcie g,,. Tym sme dokazali, Ze tloha max {g,(y, s) | (v,s) € M} ma
optimadlne rieSenie, a teda tloha (D,) ma prave jedno optimalne riesenie. O

3.2.3 Ilustracia logaritmickej bariérovej funkcie

Princip met6d vnitorného bodu v linedrnom programovani ilustrujeme najprv na jed-
norozmernej tlohe linedrneho programovania. Na konkrétnom priklade ukdZeme kon-
Strukciu logaritmickej bariérovej funkcie a transformacnej bariérovej tlohy. Cielom je
graficky ilustrovat’ konvergenciu rieSeni transformacnych bariérovych tloh k optimél-
nemu rieSeniu povodnej tlohy pre postupne klesajicu hodnotu bariérového parametra.

Priklad. Uvazujme primdrno-dudlnu dvojicu dloh (P) a (D), kde

A=(-1,-1,1), b=1, ¢=(0,-1,3)7:
(P) min{—xg + 3x3 ‘ —x1—rot+r3=1,22> O},
(D) max{y| —y<0,-y < -1,y <3}.
y
Je zrejmé, Ze mnozinou pripustnych rieSeni dlohy (D) je interval (1, 3), a preto optimadl-
nym riesenim tlohy (D) je bod y* = 3. Ulohu (D) prevedieme standardnym spdsobom
do ekvivalentného tvaru

(D) nﬁx{y| —y+s1=0,—y+s2=-1y+s3=3,5s>0}

Pre dlohu (D) definujeme mnoZzinu pripustnych rieSeni a relativne vnitro mnoziny pri-

pustnych rieSeni:

D:{(y’S)GRXRg‘ _y+51:07_y+82:_17y+83:37820}7
D°={(y,5) ERxR*| —y+s1=0,—y+s2=—1,y+s3=3,5>0}.
Ked'Ze dvojica y = 2, s = (2,1,1)T patri do mnoziny D°, tak mnoZina D° je neprazdna,

a preto md zmysel riesit’ tlohu (D) metédami vnatorného bodu. K tlohe (D) zostrojime
dualnu logaritmickd bariérovia funkciu g, : D° — R

3
gu(y,s) =y +p Y _In(s;)
i=1
a priradime transforma¢nu bariérovu tlohu

(D) yerﬁigo{gu(y&)l y+s1=0,—y+ sz Y+ s3 =3}
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Kedzesi =y, so=y—1,s3=3—-yas >0, taky € (1,3), a teda funkciu g, a dlohu (D,)
moZeme previest’ do ekvivalentného tvaru

9u(y) =y +pln(y) +In(y — 1) +In(3 - y)], y € (1,3),
(Dp) max {9u(y) 1y € (1,3)}.

To znamend, Ze tlohou je najst’ maximum tucelovej funkcie g, jednej premennej na ot-
vorenom intervale (1,3) v zdvislosti od hodnoty bariérového parametra p > 0. Ako sme
uz uviedli, ocakdvame, Ze zmenSovanim doérazu na bariérovy parameter ;, buda rieSenia
uloh (D,,) konvergovat’ k optimdlnemu rieSeniu pdvodnej tlohy (D). Jednorozmerna
tloha ndm zdroven umoznuje graficky zndzornit’ rieSenia tloh (D,,) pre rdzne hodnoty
bariérového parametra p > 0.

n=5, y*=2.29, g(y*)=5.9935 n=2, y*=2.39, g(y*)=3.8026
6 6
|
4t ! at
| |
=)} | o |
2 | 2 |
| |
or | Or |
| |
o ! o !
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
y y
W=1, y*=2.51, gy*)= 3.129 L=05, y*=2.66, g(y*)= 2.8632
6 6
4 4
o | o |
27 | 27 |
| |
or | Or |
| |
-2 | -2 |
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
y y

Obr. 3.2: Na obrazkoch st vykreslené grafy funkcii g, pre Styri rdzne hodnoty bariéro-
vého parametra ;¢ > 0. VSimnime si, Ze zmenSovanim bariérového parametra ;. postup-
nost’ optiméalnych rieSeni tiloh (D,,) konverguje k optimalnemu rieSeniu y* = 3 povodnej
ulohy (D). Priloha: jednorozmerna_uloha.m.
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3.3 Centralna trajektoria

V predchddzajticej ¢asti sme dokézali, Ze pre p > 0 kazdé z tloh (P,) a (D,) ma prave
jedno optimadlne rieSenie. V tejto podkapitole sformulujeme nutné a postacujiice pod-
mienky optimality pre dvojicu dloh (P,) a (D,) s cielom odvodit' systém rovnic, na
zéklade ktorého zadefinujeme hlavny element metéd vnitorného bodu, ktorym je cen-
tralna trajektoria.

Veta 3.5. Nech ;v > 0. Potom vektor T € R™ je optimdlnym riesenim iilohy (P,) prdve vtedy, ked’
existuje dvojica (y, s) € R™ x R™ takd, Ze vektory T, y, s spl’ﬁajti AZ=b7>0, ATy+s=c,
s>0aXs = pe. [9]

Dokaz. K tlohe (P,) zostrojime Lagrangeovu funkciu
Lw,y) =c'z—p Y In(w:) -y (Az—b) | 2 > 0,y e R™ .
i=1

Uloha (P,) je tlohou na viazany extrém, a preto nutné podmienky optimality moZeme
sformulovat’ podl'a Vety 7.2 v knihe [11]. Z nej vyplyva, Ze ak vektor T € R" je optimél-
nym rieSenim tlohy (P,), potom

Jy e R™: V,L(z,y) =0, V,L(Z,y) = 0. (3.1)

Poznamenajme, Ze linearita ohrani¢eni v tlohe (P,) implikuje splnenie podmienky Rg2
regularity. To znamend, Ze vSetky pripustné rieenia tlohy (P,) st Rg2 reguldrne °. Nutné
podmienky optimality (3.1) rozpiS§eme a upravime.

Vil=c—pz ' —ATy=0 VyL=AT—-b=0
ATy uzt =¢ AZ =0
Aly+s=c s=ux ',5>0
Xs = pe

Ked'Ze tloha (P,) je tlohou konvexného programovania, tak nutné podmienky optima-
lity (3.1) sti zdroven aj postacujlicimi podmienkami pre optimalitu. O

Veta 3.6. Nech ;1 > 0. Potom dvojica (y,5) € R™ x R" je optimdlnym rieSenim iilohy (D,,)
prdve vtedy, ked existuje vektor x € R™ taky, Ze vektory x, §, 5 spliiajii Az = b, x > 0,
AT +5=¢5>0a X5 = pe. [9]

Dokaz. K tlohe (D,,) zostrojime Lagrangeovu funkciu

n
Ly, s,7) =b"y+p Y In(s;) —a’ (ATy+s—c) |ye R, s >0,z € R" .
i=1

5Pozri knihu [11], str. 185.
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Uloha (D,,) je dlohou na viazany extrém, a preto nutné podmienky optimality moZeme
sformulovat’ podl'a Vety 7.2 v knihe [11]. Z nej vyplyva, Ze ak dvojica (7,5) € R™ x R"
je optimalnym rieSenim ulohy (D,,), potom

Jr e R":V,L(y,5,2) =0, VsL(y,5,2) =0, V,L(y,5,z) =0. (3.2)

Poznamenajme, Ze linearita ohraniceni v tlohe (D,,) implikuje splnenie podmienky Rg2

regularity. To znamend, Ze vietky pripustné rieSenia tlohy (D) st Rg2 reguldrne .

Nutné podmienky optimality (3.2) rozpiSeme a upravime.

VyL=b—Az=0 ViL=ps'—z=0 Vol =-AT5—5+¢=0
Ax =b z=ps x>0 ATg4+s5=0¢
Xs = pe

V tlohe (D,) hl'addme maximum konkdvnej funkcie g, na konvexnej mnozine D°, a
preto nutné podmienky optimality (3.2) st zaroveri aj postacujicimi podmienkami pre
optimalitu. O

Z dokazanych tvrdeni vyplyva, Ze nutné a postacujice podmienky optimality pre
dvojicu transformaénych tloh (P,) a (D,,) st reprezentované tzv. yi-centrujicim systémom

Axr = b, x>0,
ATy+s = ¢ s>0, (3.4)
Xs = pe.

Poznamenajme, Ze ostrti nerovnost’ > 0 v podmienke (3.3) m6Zeme nahradit’ neostrou
nerovnostou z > 0, nakol'ko z podmienky (3.5) implicitne vyplyva > 0. Rovnako aj
ostri nerovnost’ s > 0 v podmienke (3.4) mdzZeme nahradit’ neostrou nerovnost'ou s > 0.
Takto upravné podmienky (3.3) a (3.4) reprezentuji podmienky pripustnosti pre dvojicu
tloh (P) a (D). Je zrejmé, Ze ak pre nejaké p > 0 ma p-centrujici systém (3.3)-(3.5) rieSe-
nie, potom mnoZiny P° a D° st neprdzdne. Zaroven plati aj opacna implikdcia. Spojenim
tohto podstatného zistenia s predo$lymi tvrdeniami dostaneme nasledovny dosledok.

Dosledok 3.1. Nech p > 0. Potom nasledujiice tordenia sii ekvivalentné:
(i) mnoZiny P° a D° s neprdzdne;

(ii) kaZdd z iiloh (P,) a (D,,) md prdve jedno optimdlne rieSenie;

(iii) p-centrujiici systém (3.3)-(3.5) md prdve jedno riesenie. [28]

Dokaz. Jednotlivé ekvivalencie st dokdzané v dokazoch predchddzajicich tvrdeni. Do-
kazeme, Ze pi-centrujici systém (3.3)-(3.5) md jediné rieSenie. Jednoznacnost’” dokdZeme
sporom. Nech (z1,y1,51) € R}, x R™ x R} | a (z2,2,52) € R, x R™ x R}, stidve
rozne rieSenia systému (3.3)-(3.5). Ozna¢me Ax = x5 — x1, Ay = y2 —y1 a As = s3 — s1.

®Pozri knihu [11], str. 185.
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Zrejme plati

AAx = 0, (3.6)
ATAy+As = 0, (3.7)
1 -As+s1-Ax+As-Ax = 0. (3.8)

Zo vzt'ahov (3.6) a (3.7) vyplyva, ze (Az)" As = 0, resp. e’ (Az-As) = 0. Upravou vztahu
(3.8) dostaneme, ze (x1 + Az) - As + s1 - Az = 0. Ked'ze 1 + Az = 29 > 0a sy > 0,
tak ziadne dve koreSpondujtice zlozky vektorov Az a As nemaji rovnaké znamienka.
Z toho vyplyva, 7e Az - As < 0. Spojenim e (Ax - As) = 0a Az - As < 0 dostaneme,
ze Az - As = 0. Teda bud’ (Az); = 0 alebo (As); = 0, Vi € {1,2,...,n}. AvSak podla
vztahu (3.8) (Az); = 0a (As); =0,V € {1,2,...,n}. To znamend, ze x1 = z2 a 51 = Sa.
Dosadenim As = 0 do vzt'ahu (3.7) dostaneme, Ze AT (y2 — y1) = 0. Ked'Ze plati (P1), tak
AT (g —y1) =0 & yo —y1 = 0 & y1 = yo. Ukdzali sme, Ze (x1,y1,51) = (22,2, 52), a to
je spor s povodnym predpokladom. Tym sme dokazali, Ze ;i-centrujici systém (3.3)-(3.5)

ma jednoznacné rieSenie. O

Vo vSeobecnosti je pi-centrujici systém (3.3)-(3.5) stistavou 2n +m rovnic o 2n+m +1
neznamych s ohrani¢eniami z > 0 a s > 0. Z toho dévodu ziskame rieSenie parametri-
zované bariérovym parametrom p > 0. V zdvislosti od hodnoty bariérového paramtera
p > 0 ozna¢me z() optimalne rieSenie dlohy (P,), (y(x), s(11)) optiméalne rieSenie tlohy
(Dy) a (x(p), y(1), s(p)) riesenie p-centrujaceho systému (3.3)-(3.5).

Désledok 3.2. Nech ;i > 0. Potom vektor x(u) je optimdlnym rieSenim iilohy (P,) a dvojica
(y(u),s(p)) je optimdlnym rieSenim 1ilohy (D) prdve vtedy, ked  trojica (x(j),y(i), s(1)) je
rieSenim ji-centrujiiceho systému (3.3)-(3.5).

Dosledok 3.2 hovori o tom, Ze vyriesit’ dvojicu transformaénych tloh (P,) a (D,,) zna-
mend ndjst’ rieSenie ji-centrujiceho systému (3.3)-(3.5) a naopak. RieSenie systému (3.3)-
(3.5) ndm teraz umoznuje zadefinovat’ kl'ic¢ovy pojem met6éd vnitorného bodu, ktorym
je centrdlna trajektoria.

Definicia 3.1. Mnozinu {(z(u), y(p), s(u)) | ¢ > 0} nazyvame centrdlnou trajektériou.

Inymi slovami, centrdlna trajektéria je mnoZina rieSeni pi-centrujiceho systému pre
p > 0. Pod pojmom centrdlna trajektéria moZeme rozumiet’ zobrazenie, ktoré ku kaz-
dej hodnote bariérového parametra ;1 > 0 priradi prave jednu trojicu (x(u), y(¢), s(p)) z
priestoru R’} | x R™ x R} |, resp. P° x D°. Pomocou vety o implicitnej funkcii sa d4 uka-
zat', Ze centralna trajektoria je analytickou funkciou p > 0. Pre tlohy (P) a (D) moZeme

jednotlivo definovat’ primdrnu a dudlnu centrdlnu trajektériu.

Definicia 3.2. Mnozinu {z(p) | ¢ > 0} nazyvame primdrnou centrdlnou trajektériou a
mnozinu {(y(u),s(p)) | # > 0} nazyvame dudlnou centralnou trajektériou.
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Teda primdarna centrdlna trajektéria je mnoZzina optimdlnych rieSeni tloh (P,) a du-
alna centrédlna trajektoria je mnoZzina optimélnych rieseni tloh (D,,). Primédrna a dudlna
centrdlna trajektéria predstavuji zobrazenia z mnoziny kladnych ¢&isel do relativneho
vnitra mnoziny pripustnych rieSeni tlohy (P), resp. dlohy (D).

Veta 3.7. Pozdl centrilnej trajektorie hodnota iicelovej funkcie iilohy (P) klesd a hodnota iicelo-
vej funkcie 1ilohy (D) rastie. [10]

Dokaz. Treba dokézat, Ze ak 0 < pa < g, potom ¢ z(u1) > cfx(p2) aby(u) < bLy(us).

Pre jednoduchost’ oznatme z; := z(u1) a x2 := z(u2). Ked'ze x; € P° je jedinym opti-
malnym rieSenim tlohy (P,,) a z2 € P° je jedinym optimdlnym rieSenim tdlohy (FP,,),
tak je zrejmé, Ze plati fy,, (v1) < fu, (z2) a fu, (x2) < fu, (x1). Po rozpisani uvedenych
nerovnic dostaneme

oy + Z In (1), < cTxg + i1 Z In (z2), , (3.9)
i=1 i=1

o 4 o Z In (9), < clxy + pg Z In (1), . (3.10)
i=1 i=1

Nerovnicu (3.9) prendsobime paramterom po > 0, nerovnicu (3.10) prendsobime para-
metrom p1 > 0 a obe nerovnice s¢itame. Dostaneme cTxy Mo+ cTxo p1 < cT:L"z,uz +clzy Wi,
a po tprave cl'zy(us — p1) < cFwa(pg — p1). Ked'ze po — py < 0, tak ¢f'wy > cl'ao.

Oznaéme (y1,s1) = (y(p1), (1)) a (y2,52) = (y(p2), s(p2)). Dvojica (y1,s1) € D° je
jedinym optimalnym rieSenim tlohy (D,,) a dvojica (y2,s2) € D° je jedinym optimal-
nym rieSenim tdlohy (D,,,), a preto g, (y1,51) > gu, (Y2, 52) @ gus (Y2, 52) > gus (Y1, 51). Po
rozpisani nerovnic dostaneme

Ol — Y In(s1); > bTy2 — Y In(s2);, (3.11)
=1 =1

blys — 2 Y In(s2); > by —pa Y In(s1); . (3.12)
=1 i=1

Prendsobenim nerovnice (3.11) paramterom p2 > 0, prendsobenim nerovnice (3.12) pa-
rametrom 1 > 0 a s¢itanim oboch upravenych nerovnic dostaneme b% yy pg + b7 yap1 >
bl yopo + b y1 1. Po tprave dostaneme b7y (o — 1) > bTya (2 — pa). Ked'ze s — pn < 0,
tak bTy1 < bTyQ. O

Poznamenajme, Ze ak jedna z dvojice tloh (P) a (D) je nepripustnd, potom pred-
poklad existenice vnitorného bodu nemdze byt splneny, a preto centrdlna trajektoria
neexistuje. AvSak ani pripustnost’ dloh (P) a (D) nie je postacujiucou podmienkou pre
existenciu centralnej trajektorie. Centralna trajektoria existuje prave vtedy, ked’ mnoziny
P° aD° sineprazdne. V takomto pripade, ked’ je predpoklad exitencie vnttorného bodu
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splneny, je moZzné vypocitat' centralnu trajektoriu, a to na zédklade p-centrujiiceho sys-
tému (3.3)-(3.5). [28]

3.3.1 Vypocet centralnej trajektorie

Ked'Ze i-centrujtci systém (3.3)-(3.5) je nelinedrny, tak vo vSeobecnosti ho nie je mozné
vyriesit’ explicitne. Podl'a knihy [28] ukdZeme, Ze pi-centrujtci systém (3.3)-(3.5) je mozné
preformulovat’ do ekvivalentného systému m polynomialnych rovnic stupna najviac n.
Z (3.4) a (3.5) odvodime, Ze

T =L (c — ATy)i1 . (3.13)
Dosadenim odvodeného vyrazu pre vektor x do (3.3) dostaneme
pA (c—ATy) ™ =0, (3.14)

Ked'Ze zlozky vektora ¢ — ATy st linedrne v ;, i = 1,2, ..., m, tak prendsobenim kaZdej

z m rovnic systému (3.14) sti¢inom n zloZiek vektora ¢ — ATy dostaneme m polynomial-
nych rovnic stupnia najviac n v zlozkach vektora y € R™. Na konkrétnych prikladoch a
pomocou konstrukcie ji-centrujiceho systému ilustrujeme vypocet centrdlnej trajektorie
s ciel om poukézat’ na jej konvergencné vlastnosti.

Priklad. UvaZzujme primdrno-dudlnu dvojicu dloh (P) a (D), kde

1 -1 0
A= , =(1,1,1)%, b=(0,1)T:
[0 0 1] c=( ) (0,1)

(P) min{z) + 2o+ 23|21 —22 = 0,23 = 1,2 > 0},
xX

(D) max {y2lyn <1, -y < 1,y2 < 1}

Pre dant primarno-dudlnu dvojicu tloh (P) a (D) zostavime j-centrujtici systém

I r I
1 -1 0 0 >0
x = ) € )
0o o0 1|]|7 1 2
3 | - 3|
1 0 _81_ _1 S1
1
-1 0 + |so| = [1], so| >0,
0 1 b2 Ex |1 S3
r7 0 O _31_ _u
0 29 O S| = |p
0 0 wmx3] |ss3] | 1
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Parametrizované rieSenie p-centrujiceho systému vypocitame pomocou odvodenych vzt'a-
hov (3.13) a (3.14). Upravou l'avej strany systému (3.14) dostaneme

-1

L=y 2py1

- 1 -1 0 T2

Ac—ATy) ' = 1+ _ |17 |
pA ( y) = [o 01 Y1 L
1= Yz
Ked'ze A (¢ — ATy)_1 =bas=c— ATy >0, tak
2uy12 0 1- U1
1= L=

Ked'Ze ;1 > 0, tak systém (3.15) mé jednoznacné rieSenie y; = 0, y2 = 1 — p. Na zdklade

. T \—1 T . v . Lo x s
rovnic z = pu (¢ — ATy)" a s = ¢ — ATy nakoniec dopotitame parametrizované rieSenie
p-centrujiceho systému

x(,u) = (Naﬂ? 1)T7 S(N) = (17 17M)T’ y(ﬂ) = (07 1- M)T'

Tym sme pre dand primarno-dudlnu dvojicu dloh (P) a (D) nasli parametrickd repre-
zentaciu centralnej trajektorie {(x(p), y(p), s(p)) | ¢ > 0}. Dvojrozmernd dudlna tloha
(D) ndm navySe umoziiuje vykreslit' dudlnu centralnu trajektériu ako parametrizovant

krivku v priestore y; x yo. Této ilustrécia je zobrazena na Obr. 3.3.
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(@ n=10 (b) p=5 () p=2
1 1 1
-1 -1 -1 O
-3 -3 -3
N N o N
> -5 > -5 > -5
-7 -7 -7
-9 o -9 -9
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
d) p=1 (e) p=0.1 (f) Dualna CT
1 1 O 1
: :
-1 -1 -1
-3 -3 -3
Qq N o D
> -5 > -5 > -5
-7 -7 -7
-9 -9 -9 ?
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Obr. 3.3: Na obrazkoch (a)-(e) st modrym kraZkom vyznacené polohy optimalnych rie-
Seni dloh (D,,) pre rdzne hodnoty bariérového parametra 1 > 0. Na obrazku (f) je vykres-
lend dudlna centrdlna trajektéria ako parametrizovand krivka y; =0, y2 =1 — 1, 0 > 0.
Priloha: ct_prikladO1l.m.

V suvislosti s Obr. 3.3 poznamenajme, Ze mnoZzinou pripustnych rieseni dlohy (D) je
mnozina D = {(y1,y2)" | =1 <y1 <1,y <1} a mnoZzinou optimalnych riegeni tlohy
(D) je mnozina D* = {(y1,0)" | —1 < y; < 1}. VSimnime si, Ze pre 4 — 0 optimélne
rieSenie tlohy (D,,) konverguje k optimalnemu rieSeniu tdlohy (D), persnejsie do stredu
mnoziny D* 7. V opaénom pripade, pre i — oo, optimalne rieSenie tlohy (D,,) konver-
guje do stredu mnoziny D.

"Ide o tzv. analyticky stred mnoZiny optimélnych rieseni. Tomuto pojmu sa podrobne venujeme v samos-
tatnej Casti prace.
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Priklad. Uvazujme primdrno-dudlnu dvojicu tdloh (P) a (D), kde

1 -1 0
A= , =(1,1,D)T, b= (b,b)T:
[0 0 1] c=( ) (b1, b2)

(P) min{x] +x9+ a3 |21 — 22 = b1, 23 = bo, x > 0},
x

(D) max {biyr +bay2 |y1 <1,—y1 <1,y < 1}

V zavislosti od nespecifikovaného vektora b = (by, b))T, teda gradientu tcelovej funkcie
dlohy (D), budeme analyzovat existenciu a konvergen¢né vlastnosti centrdlnej trajek-
torie. Parametrizované rieSenie ji-centrujiceho systému vypocitame podl'a odvodenych
vztahov (3.13) a (3.14). Ked'Ze nA (¢ — ATy)_1 =bas=c— ATy >0, tak

2py1

1—yf | _
I3

1—y2

Ak by < 0, potom systém (3.16) nema rieSenie, pretoze pn > 0a 1l — yo > 0. Ak by = 0, po-

b 1—u
1] ;14| >0 (3.16)
bo
1 —yo

tom x3 = 0, a teda mnoZina P° by bola prazdna. Z toho vyplyva, Ze centrdlna trajektoria
pre dant dvojicu tloh (P) a (D) existuje prave vtedy, ked” b, > 0. Bez ujmy na vSeobec-
nosti uvazujme, Ze by = 1, a teda yo = 1 — p. Na zdklade ohraniceni systému (3.16) je
zrejmé, Ze hodnota b; moZe byt nulovd, zdpornd alebo kladna. Pripad b; = 0 je uvedeny
v predchddzajicom priklade. Ak by = —1, potom y; = p — /1 + 2, a teda

1 1 r
w(p) = (2(—1+M+\/1+M2),2(1—M+\/1+M2>,1> ,
T
s(p) = (1*M+\/1+M2,1+H* 1+u2,u) :
T
y(p) = (u— 1+u2,1—u> :

Ak by =1, potomy; = —p + /1 + p?, ateda

T
1 1
x(p) = <2<1+M+\/1+N2>72(—1+M+\/1+M2>,1> :
T
s(p) = (1+u— L p?, 1 —p+ 1+u2,u) ;
T
y(p) = (—u+ 1+u2,1—u) :

Preb = (1,-1)T ab = (1,1)T sme nasli parametrickt reprezenctaciu centrélnej trajekt6-
rie. Na Obr 3.4 a Obr 3.5 ilustrujeme priebeh dudlnej centralnej trajektorie pre oba pri-
pady.
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(@ u=10 (b) u=5 () u=2
1 1 1
-1 -1 -1 o
-3 -3 -3
N N o N
> -5 > -5 > -5
-7 -7 -7
-9 e} -9 -9
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
yl yl yl
(d u=1 (e) u=0.1 (f) Dualna CT
1 10 1
(@]
-1 -1 -1
-3 -3 -3
N N N
> -5 > -5 > -5
-7 -7 -7
-9 -9 -9
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
yl yl yl

Obr. 3.4: Ak b = (—1,1)7, potom optimalnym rie§enim tlohy (D) je bod y* = (—1,1)7.
Na obrézkoch (a)-(e) st modrym krtizkom vyznacené polohy optimdlnych rieSeni tloh
(D,) pre rdozne hodnoty bariérového parametra ¢ > 0. Na obrazku (f) je vykreslena
duélna centrédlna trajektoria, ktora pre 4 — 01 konvergujuje k optimdlnemu rieSeniu
y* = (—1,1)T dlohy (D). Priloha: ct_priklad02.m.
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(@ n=10 (b) p=5 () u=2
1 1 1
-1 -1 -1 @
-3 -3 -3
S S ; S
-5 -5 -5
-7 -7 -7
-9 0 -9 -9
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
yl yl yl
(d) p=1 (e) p=0.1 (f) Dualna CT
1 1 o 1
@]
-1 -1 -1
-3 -3 -3
N N N
> -5 > -5 > -5
-7 -7 -7
-9 -9 -9
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Obr. 3.5: Ak b = (1,1)T, potom optimalnym rieSenim tlohy (D) je bod y* = (1,1)7. Na
obrézkoch (a)-(e) st modrym kriazkom vyznacené polohy optimalnych rie$eni tloh (D,,)
pre rdzne hodnoty bariérového parametra p1 > 0. Na obrazku (f) je vykreslena dudlna
centrdlna trajektéria, ktora pre 1 — 0% konverguje k optimalnemu riegeniu y* = (1,1)7
dlohy (D). Priloha: ct_priklad03.m.

Priklad. Uvazujme primdrno-dualnu dvojicu dloh (P) a (D), kde

-11 0 0
0 0 -1 1

], c=(1,1,1,D)T, b= (b,by)T:
(P) mggin{x1+x2+:1c3+ﬂz4| —x1 +x9 = by, —x3 + x4 = bo,x > 0},

(D) max {biyr +baya | =1 < Lyn <1, —ya < 1,90 < 1}

V tomto priklade vypocitame dualnu centralnu trajektériu v zavislosti od neSpecifikova-
ného vektora b = (b1, b2)T a zdroveti ju vykreslime ako paramterizovand krivku v dvoj-
rozmernom priestore y; x yo. Pri vypocte dudlnej centrdlnej trajektorie opat’ vychadzame
zo vztahu (3.14).
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1+y;
2pa1
—1 -1 1 0 O0f|[1l-wn 12
et = - |
0 0 —1 1| |14y, 2uys
Y3
L=y
Ked'ze A (¢ — ATy)_1 =bas=c— ATy >0, tak
1+y;
2y
12_;% - |» )
% ba L+
L=y

Je zrejmé, Ze dudlna centrélna trajektoria pre dany priklad existuje bez akychkol'vek ob-
medzeni pre zloZky vektora b. Tie moZu nadobudat’ nulové, zdporné alebo kladné hod-
noty. Bez ujmy na vSeobecnosti uvazujme, Ze b; € {—1,0,1} a by € {—2,0,2}. V zdvislosti
od vsetkych moznych kombindcii (b1, b2) definujeme mnozinu D* a uvedieme paramet-

rickt reprezentaciu dudlnej centralnej trajektorie y(u).

Vektor b = (b1,b2)” Mnozina D* Duélna centrélna trajektoria y(u)

b=(1,2)" D' = (1,17 v = (u+ VIR (cur Vi)
b=(1,-2)" DT =(1,-1)" y(w) = (—n+ VT 025 (- 4+u2)>T
b=(-1,-2)7 D =(-1,-1)" v = (= VTH 5 (- VAT i)
b=(-1,2)" D" = (-1,1)" y(p) = (u —V1+p2, 5 (—u+ \/WDT
b= (1,0)" D ={(L,y2)" | —1<p2 <1} y(p) = (*;Hr W,O)T

b=(0,-2)" D = {ln, )" ~1<m <1} oy = (0.4 (n- VitiE))

b=(-1,0)" D ={(-1,y2)"| —1<y2 <1} y(p) = (u—m,o)

b=(0,2) D ={ )" —12m <1} = (0,3 (-a+viTE))

b= (0,0)" D* =D y(u) = (0,0)7

Vs8imnime si, Ze mnozina D* sa meni v zavislosti od vektora b, teda od gradientu tice-
lovej funkcie tlohy (D). Kym v niektorych pripadoch je mnoZzinou optimélnych rieSeni
alohy (D) jediny bod, v inych je to tisecka alebo cela mnozina pripustnych rieSeni tlohy
(D). Z toho dovodu modzeme ocakdvat’ aj rozny priebeh dudlnej centrdlnej trajektorie v
zévislosti od vektora b. Tato skuto¢nost’ je ilustrovand na Obr. 3.6.
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@ b=(1,2)" (b) b=(1,-2)" (€) b=(-1,-2)"
1 1 1
0.5 0.5 0.5
N 0 N0 N 0
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
yl yl yl
d) b=(-1,2)" ) b=(1,0)" ) b=(0,-2)"
1 1 1
0.5 0.5 0.5
a0 a0 a0
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
yl yl yl
(@) b=(-1,0) (h) b=(0,2)" () b=(0,0)"
1 1 1
0.5 0.5 0.5
N 0 N0 N0
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
yl yl yl

Obr. 3.6: Priebeh duélnej centralnej trajektérie v zavislosti od vektora b = (b1, b2)”. Mno-
zinou D je Stvorec (—1,1) x (—1, 1) v priestore y; x y2. Na obrazkoch (a)-(d) duélna cen-
trdlna trajektéria konverguje k optimalnemu rieSeniu tlohy (D), ktorym je jediny bod. Na
obrazkoch (e)-(h) dudlna centralna trajektéria konverguje do stredu mnoziny D*, ktorou
je tsetka. Zaujimavy pripad nastdva na obrazku (i), kde dualnou centrdlnou trajektériou
je bod (0,0)7 leziaci v strede mnoziny D*. Vo v8etkych pripadoch plati, Ze dudlna cen-
trdlna trajektdria vychddza zo stredu mnoZiny D, predzddza mnoZzinou D° a konverguje
pre i — 0" do stredu mnoziny D*. Priloha: ct_priklad04.m.
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3.3.2 Konvergencia centrilnej trajektdrie

Na zéaklade ilustrécii z predchddzajicich prikladov sa domnievame, Ze duédlna centrdlna
trajektoria konverguje pre p — 01 k optimélnemu rieSeniu tlohy (D). Zrejme tato dom-
nienka by mohla platit’ analogicky aj pre primdrnu centrdlnu trajektériu, a teda vse-
obecne aj pre centralnu trajektériu. V tejto Casti prace tito domnienku dokaZeme. To
znamend, Ze uvedieme a forméalne dokaZeme zdkladné konvergencéné vlastnosti centrdl-
nej trajektorie pre primarno-dudlnu dvojicu dloh (P) a (D). Ak nebude uvedené inak, tak
pod konvergenciou, resp. limitnym bodom centrélnej trajektérie budeme vzdy rozumiet'
konvergenciu, resp. limitny bod centralnej trajektérie pre u — 0.

Veta 3.8. Nech i > 0. Potom centrdlna trajektoria C = {(z(n),y(p),s(n)) |0 < u < @} je
ohranicend. [9]

Dokaz. Nech z° € P° a (y°,5°) € D° sti pevne zvolené a nech (2°)7's° = . Potom podl'a
Lemy 2.2 Vu € (0,71) plati [#° — 2 (u)]7[s° — s(u)] = 0. Z toho vyplyva, Ze

Vi e (0,7) : 2(w)"s® + s(u)"2° = (2°)"s” + w(u)"s(n) = v +np < v+ np.

Ked'ze Vk > 0 mnozina M = {(z,s) € P x D | 27s° + sT2° < k} je ohranitend a C C M,
tak centrdlna trajektoria C je tiezZ ohranicena. O

Dosledok 3.3. Centrdlna trajektoria md limitné body. [9]

Poznamenajme, Ze bod (z*,y*,s*) € R" x R™ x R" je limitnym bodom centrélnej
trajektorie, ak existuje postupnost’ {y,}72; kladnych parametrov konvergujtca k nule
1 = 0%, pre ktort plati (@ (jux), y(1x), (1)) = (2%, 57, ).

Veta 3.9. Nech (z*,y*,s*) € R" x R™ x R" je limitnym bodom centrdlnej trajektdrie. Potom
(x*,y*, s*) je rieSenim systému (1.1)-(1.3).

Dékaz. Nech {p,}52  je postupnost’ kladnych parametrov konvergujtca k nule y,, — 07,
pre ktora platf z(p.) — %, y(pus) — y* a s(pu) — s*. Vieme, Ze Vu,, > 0 trojica
(), y(ps), s(fue)) je rieSenim pu,.-centrujiiceho systému (3.3)-(3.5). Teda Vp,, > 0 plati
Az () = 0, (1) > 0, ATy(pe) +5(1s) = ¢, 8(1s) > 0a X () s(px) = pie. Zrejme mno-
ziny {z e R" | Az = b} a {(y,s) € R™ x R" | ATy + s = ¢} sti uzavreté, a preto Az* = b,
ATy* + s* = c a zarovent X*s* = 0. Zlozky vektorov z(p,;) > 0 a s(u,) > 0 mdzu kon-
vergovat' k nezapornym hodnotdm, a preto z* > 0 a s* > 0. Ukazali sme, Ze schematicky

zapisané plati

Ax(pg) = b, x(ps) >0 Az* =b,x* >0
lim S ATy () + () = ey5(1) >0 0= § ATy 5" = .5 20
Br—>
X (p)s(pu) = pxe X*s* =0
Tym sme dokazali, Ze limitny bod (z*, y*, s*) je rieSenim systému (1.1)-(1.3). O
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Ciel'om je dokazat/, Ze centrdlna trajektéria ma jediny limitny bod, a teda Ze konver-
guje. Pre tento ticel najprv sformulujeme a dokdZeme pomocné tvrdenie.

Veta 3.10. Nech (z*,y*,s*) € R" x R™ x R" je limitnym bodom centrdlnej trajektdrie. Potom
dvojica (z*, s*) je ostro komplementdrnym optimdlnym rieSenim pre dvojicu iiloh (P) a (D). [9]

Dokaz. Nech {p,}5°  je postupnost’ kladnych parametrov konvergujuca k nule y,, — 07,
pre ktoru plati :U(MH) — 2% a s(ug) — s*. Dvojica (z*, s*) je podl'a Vety 3.9 optimdlnym
rieSenim pre dvojicu tloh (P) a (D), a preto (z*)Ts* = 0. To znamen4, Ze vektory x*
a s* st komplementarne, a teda o(z*) N o(s*) = (0. Treba dokdzat, Ze o(z*) U o(s*) =
{1,2,...,n}. Ked'ze YV, > 0 : z(py) € P,s(ux) € Daz* € P, s* € D, tak z Lemy 2.2

vyplyva, Ze plati
2T (pe)s* + 5T (we)z* = ()5 + 27 (1) s(pin), Yiw > 0. (3.17)

Ked'ze Vu, > 0 trojica (z(uw),y(ix), S(ps)) je rieSenim p,.-centrujiceho systému, tak
Vue > 0 plati 27 (pe)s(ps) = npe. Z toho vyplyva, Ze rovnicu (3.17) moéZzeme upravit
do tvaru
n n

Z i (fs) 7 + Z 8i (M )T7 = Ny, Vit > 0. (3.18)

i=1 i=1
Je zrejmé, Ze niektoré zloZzky nezdpornych vektorov 2* > 0 a s* > 0 st nulové. Preto v
stuctoch na l'avej strane rovnice (3.18) je postacujtice uvazovat’ len tie s¢itance, v ktorych
sa vyskytuju kladné zlozky vektorov z* a s*. To znamen4, Ze sta¢i uvazovat' len tie zloZzky
vektorov z* a s*, ktorych indexy patria do mnoZziny o(z*), resp. do mnoziny o(s*). Teda
rovnicu (3.18) mdZeme upravit’ do tvaru

Z 'Ti(/im)s;k'i‘ Z Si(ﬂﬁ)xr = Npgk, Vi > 0,

i€ (s*) i€o(x*)
Ty Nfe Si Nf{
> P > = n,Vu, > 0. (3.19)
i€o(s*) s i€o(z*)

Ked'zeVi e {1,2,...,n}: xi(ps)si(ps) = pw, tak Vi € {1,2,...,n} - zi(pe) /1w = 1/5: ()
a si(fix)/ e = 1/2; (). Upravou rovnice (3.19) dostaneme

Z Z(N

i€o(s*) i€o(z*

=n,Vu, > 0. (3.20)

Limitnym prechodom oboch stran rovnice (3.20) dostaneme |0 (s*)| + |o(2*)| = n. Zaro-
venl plati o(z*) N o(s*) = 0, a preto o(z*) U o(s*) = {1,2,...,n}. Tym sme dokazali,

Ze dvojica (z*,s*) je ostro komplementarnym optimalnym rieSsenim pre dvojicu tloh
(P)a (D). O
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3.3.3 Analyticky stred mnoZiny optimalnych rieSeni

Bez ujmy na vSeobecnosti analyzujme konvergenciu primdrnej centrdlnej trajektorie. Z
doteraz dokdzanych konvergen¢nych vlastnosti vyplyva, Ze ak tiloha (P) ma prave jedno
optimdlne rieSenie, potom kazdy limitny bod centrélnej trajektérie musi byt rovny to-
muto rieSeniu, a teda centralna trajektéria konverguje. Ak vSak primdrna tloha (P) ma
viac optimdlnych rieSeni, limitné body by sa mohli liSit'. UkdZeme, Ze tomu tak nie je,
a Ze centrdlna trajektdria konverguje vZdy k jedinému limitnému bodu, ktorym je tzv.
analyticky stred mnoziny optimdalnych rieSeni. V tejto ¢asti budeme uvazovat’, Ze zlozky
vektorov z € R" a s € R" st zoradené v stlade s optimédlnym rozkladom (B, N).

Definicia 3.3. Bod 2® € R" je analytickym stredom mnoZiny P* prave vtedy, ked x4 = 0

a z% je optimalnym rieSenim tlohy

max {Zln(zB)i | Apzp = b} . (3.21)

x>0
B ieB

Ukédzeme, Ze analyticky stred mnoZiny P* je dobre definovany, teda Ze existuje a
je jediny. Podl'a Vety 3.10 existuje ostro komplementarne optimélne rieSenie z3; > 0,
x’p € relint P*. Zrejme tloha

grcgagé {éln(:r]g)i | Apzp =0, gln(aﬁg)i > ;Bln(x}‘g)i} (3.22)
je ekvivalentnd dlohe (3.21). MnoZinu pripustnych rieSeni dlohy (3.22) ozna¢me M. Ked'Ze
mnoZina P* je ohrani¢end a M C P*, tak mnoZina M je tieZ ohrani¢end. MnoZina M je
zéroveti uzavreta 8, a tak z Vety 3.1 vyplyva, Ze mnozina M je kompakina. Ucelova fun-
kcia ),z In(zp); je spojitd na mnoZine M, a preto podl'a Vety 3.2 existuje optimalne rie-
Senie dlohy (3.22). Navyse, ticelova funkcia ) ;. 5 In(zp); je rydzokonkéva, a preto tloha
(3.22) mé najviac jedno optimélne rieSenie. Z toho vyplyva, Ze tloha (3.22) ma prave
jedno optimdlne rieSenie, a teda analyticky stred mnoZziny P* jednoznacne existuje.

Definicia 3.4. Bod (y“, s*) € R™ x R" je analytickym stredom mnoZziny D* prave vtedy,
ked’ 5% = 0 a s% je optimdlnym rieSenim tlohy

max {Z In(sn)i | Ay + sy = en, ALy = CB} . (3.23)

sn>0
N iEN

Analogicky je mozné ukdzat/, Ze analyticky stred mnoziny D* je tiez dobre defino-
vany, teda Ze jednoznacne existuje. Z Definicie 3.3 a Definicie 3.4 odvodime nutné a po-
stacujice podmienky existencie analytického stredu mnoZiny optimélnych rieSeni.

Veta 3.11. Bod z“ € R" je analytickym stredom mnoZiny P* prdve vtedy, ked z%; = 0, 2% > 0,
Apx$ = ba existuje vektor u € R™ taky, Ze ALu = (2%)~1. [9]

¥Dokaz tohto tvrdenia je rovnaky ako dokaz uzavretosti mnoziny M vo Vete 3.3.
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Dokaz. Staci dokazat', Ze x%; je optimalnym rieSenim tlohy (3.21) prave vtedy, ked” exis-
tuje vektor u € R™ taky, ze ALu = (2)~!. K tlohe (3.21) zostrojime Lagrangeovu fun-
kciu
L(zp,u) = Zln(mB)i —ul (Apzp —b) |z > 0,u € R™.
i€B

Uloha (3.21) je ilohou na viazany extrém, a preto nutné podmienky optimality moZeme
sformulovat’ podl'a Vety 7.2 v knihe [11]. Z nej vyplyva, Ze ak =% je optimdlnym rieSenim
alohy (3.21), potom

Jue R™:V,,L(z%,u) =0, V,L(z%,u) =0. (3.24)

Poznamenajme, Ze linearita ohraniceni v tilohe (3.21) implikuje splnenie podmienky Rg2
regularity. To znamend, Ze vSetky pripustné rieSenia tlohy (3.21) st Rg2 reguldrne °.

Nutné podmienky optimality (3.24) rozpiSeme a upravime.

VgL = (2%)™ — ALu=0 VoL = Apz% —b=0

ALy = (%)t Apzg =10

V tlohe (3.21) hl'addme maximum konkavnej funkcie ), 5 In(x); na konvexnej mno-
zine pripustnych rieSeni. Pre taktto tilohu sti nutné podmienky optimality (3.24) zaroven

aj postacujicimi podmienkami pre optimalitu. O

Veta 3.12. Bod (y*,s*) € R xR" je analytickym stredom mnoZiny D* prdve vtedy, ked’ s% = 0,
5% >0, ALy = cp, ALy +5% = ey aexistuje vektor v € RIBl taky, Ze Apv = An(s%) ™" [9]

Dokaz. Staci dokédzat/, Ze s je optimdlnym rieSenim tdlohy (3.23) préve vtedy, ked” exis-
tuje vektor v € RIBI taky, Ze Apv = An(s%)~!. K dlohe (3.23) zostrojime Lagrangeovu

funkciu
sy >0
L(y,sn,v,w) = Zln(sN)i —w” (Ajy + sy —en) +0' (Afy —cg) | v e RIP

Uloha (3.23) je tlohou na viazany extrém, a preto nutné podmienky optimality moZzeme
sformulovat’ podl'a Vety 7.2 v knihe [11]. Z nej vyplyva, Ze ak s%; je optimdlnym rieSenim
alohy (3.23), potom

Jv e RPwe RV VyL(y, sy, v, w) =0,

(3.25)
Van Ly, s¥,v,w) =0,V L(y, s, v,w) =0, Vy L(y, s, v, w) = 0.
Poznamenajme, Ze linearita ohrani¢eni v tilohe (3.23) implikuje splnenie podmienky Rg2

regularity. To znamend, Ze vietky pripustné riegenia tlohy (3.23) sti Rg2 regularne 8.

9Pozri knihu [11], str. 185.
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Nutné podmienky optimality (3.25) rozpiSeme a upravime.

Ve L= (%) —w=0 V,L=—Ayw+ Agv =0
w = (3?‘\[)71 Apv = Ayw

Apv = AN(S?V)fl

VwL:—Aﬁy—s?V—FcN:O VUL:Agy—cB:O

Ay +s% =cn Agy =cB

Uloha (3.23) je tlohou maximaliz4cie konkavnej funkcie 3°,_ v In(sn); na konvexnej mno-
zine pripustnych rieSeni. Z tohto dovodu st nutné podmienky optimality (3.25) zaroven
aj postac¢ujicimi podmienkami pre optimalitu. O

Veta 3.13. Nech (z*,y*,s*) € R" x R™ x R" je limitnym bodom centrdlnej trajektdrie. Potom
bod x* je analytickym stredom mnoZiny P*. [9]

Dékaz. Nech {1 }22; je postupnost’ kladnych parametrov konvergujtca k nule ,, — 07,
pre ktort plati z(j.) = «*, y(ps) = y* a s(ue) — s*. Podl'a Vety 3.10 zrejme plati 23; > 0,
ry =0,s5 = 0a sy > 0. Treba dokédzat/, Ze bod z* je analytickym stredom mnoZiny P*.
Z p-centrujiiceho systému vyuZzijeme nasledovné zt'ahy:

ABy(us) + sB(ps) = ¢, Ype >0, (3.26)
ATy + 5% = e, (3.27)
XB(/'LK/)SB(/"LH) = pUxeB, Ve > 0. (3.28)

Ked'ze s = 0, tak rovnicu (3.27) moZeme upravit do tvaru ATy* = cp. Odéitanim
rovnice ATy* = cp od rovnice (3.26) dostaneme

AL ly(e) — v+ sp() = 0,%p,e > 0,
AL [y(’“"‘lz —Y ] + SB}E““) — 0,V > 0. (3.29)

Z rovnice (3.28) odvodime, Ze Vi, > 0 plati sp(j1x)/ s = [v5(1e)] L. Dosadenim odvo-
deného vyrazu do rovnice (3.29) dostaneme

A | P a1 0.

To znamen4, Ze Vpu,, > 0 : [xp(ue)] "' € R(Ap). Zrejme mnozina R(Ap) je uzavretd, a
preto pre p1,, — 07 plati (2%) ™! € R(Ap). Tym sme ukazali, ze Ju € R™ : ALu = (23)71,
a tak z Vety 3.11 vyplyva, Ze bod z* je analytickym stredom mnoziny P*. O

Veta 3.14. Nech (z*,y*,s*) € R" x R™ x R" je limitnym bodom centrdlnej trajektdrie. Potom
bod (y*, s*) je analytickym stredom mnoZiny D*. [9]
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Dokaz. Nech {1 }7° je postupnost’ kladnych parametrov konvergujica k nule p,; — 07,
pre ktort plati z(j.) = =*, y(ps) = y* a s(pu) — s*. Podl'a Vety 3.10 zrejme plati 27; > 0,
zy =0,s5 =0as)y > 0. Treba dokazat, Ze bod (y*, s*) je analytickym stredom mnozZiny
D*. Z p.-centrujiceho systému vyuZzijeme nasledovné zt'ahy:

ABfL'B(,U%) + ANxN(,U%) = b,Vu, >0, (3.30)
Apzy + Ayxy = b, (3.31)
XN (:U’K)SN (lu’li) = pxen, Vg > 0. (3.32)

Ked'Ze 2z}, = 0, tak rovnicu (3.31) méZeme upravit’ do tvaru Agx} = b. Od¢itanim rov-
nice Apz} = b od rovnice (3.30) dostaneme

AB [xB(u,i) — x*B] + Ang(uﬁ) = O,Vuﬁ > O,
Ap [W] Ay [“’”N;““)} — 0,V > 0. (3.33)

Z rovnice (3.32) odvodime, Ze Vju,, > 0 plati zn(u1x)/px = (sn)~!. Dosadenim odvode-
ného vyrazu do rovnice (3.33) dostaneme

Th —x " _
AB |:BMB('M):| = AN [SN(,LL,{)] 1 ,V'LLK; > 0.
To znamend, Ze Yy, > 0: Ay [sy(11s)] " € R(AL). Zrejme mnozina R(AL) je uzavrets, a
preto pre u,, — 0% plati Ay(s%) ™" € R(AL). Teda Jv € RIB|: Agv = An(sy) 7!, atak z
Vety 3.12 vyplyva, Ze bod (y*, s*) je analytickym stredom mnoziny D*. O

Dokazali sme, Ze centrdlna trajektéria md limitné body a kazdy limitny bod centralnej
trajektorie je analytickym stredom mnoziny optimélnych rieSeni. Zaroveri sme ukézali, Ze
analyticky stred mnoZiny optimélnych rieSeni jednoznac¢ne existuje. Z toho vyplyva, Ze
centrdlna trajektéria konverguje a jej jedinym limitnym bodom je analyticky stred mno-
ziny optimélnych rieSeni. Inymi slovami, primarna centrdlna trajektéria konverguje k
analytickému stredu mnoZiny P* a dudlna centrdlna trajektéria konverguje k analytic-

kému stredu mnoZiny D*.

Dosledok 3.4. Primdrna centrdlna trajektdria konverguje k optimdlnemu rieSeniu iilohy (P) a
dudlna centrdlna trajektoria konverguje k optimdlnemu rieSeniu 1ilohy (D).

Dosledok 3.4 je klI'icovym vysledkom v teérii metéd vniatorného bodu v linedrnom
programovani. Dokazuje nase prvotné ofakdvanie, ktoré hovorilo o tom, Ze zmensova-
nim do6razu na bariérovy parameter p > 0 optimélne rieSenie x (1) ilohy (P,) konverguje
k optimalnemu rieSeniu z* € P* tlohy (P) a optimalne rieSenie (y(u), s(x)) tlohy (D,,)
konverguje k optimalnemu rieSeniu (y*, s*) € D* dlohy (D). V matematickom kontexte

to znamena, Ze
*

Jlim, () = a7, Jim, (y(w), s(w)) = (7, 7)-
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KAPITOLA 4

ALGORITMY SLEDOVANIA
CENTRALNE] TRAJEKTORIE

V3Seobecna podstata metéd vnatorného bodu spociva v postupnom rieSeni transformac-
nych tloh (C'P,), pricom zmensovanim bariérového parametra ;. rieSenia transformac-
nych tloh konverguja k optimdlnemu rieSeniu poévodnej tlohy (C P). Preto nevyhnutnou
stcast’ou metdéd vnutorného bodu v linedrnom programovani je rieSenie transformac-
nych tloh (P,) a (D,). Dokézali sme, Ze ak zdkladné predpoklady (P1) a (P2) st splnené,
potom kazda z tloh (P,) a (D,,) md prave jedno optimdlne rieSenie. Toto rieSenie zrejme
lezi v relativnom vnitre mnoziny pripustnych rieSeni, a preto na jeho najdenie moézeme
pouzit’ Standardné techniky vol'nej optimalizécie. V priebehu vyvoja metéd vnitorného
bodu vznikla ur¢ita kategorizacia algoritmov a pristupov rieSenia transformacnych tloh.
Najaspesnejsimi sa stali primarno-duélne algoritmy sledovania centrélnej trajektorie. Ich
spolo¢nym charakteristickym znakom je princip sledovania centrdlnej trajektérie v jej
Specifickom okoli. V tejto kapitole opiSeme klasické a moderné pristupy algoritmov me-
téd vnatorného bodu v linedrnom programovani. Zaroveti uvedieme vSeobecnti schému
algoritmu a predstavime programovacie prostredie na rieSenie tloh linedrneho progra-

movania metédami vniatorného bodu.

4.1 Filozofia klasickych pristupov

V obdobi pred publikovanim Karmarkarovej prace [14] boli metédy vnitorného bodu
analyzované najmé v ramci nelinedrneho programovania [4]. V tomto obdobi bola do-
kdzana iba konvergencia presnych rieeni transformaénych tloh !°, pricom technikami
vol'nej optimalizacie sa vZdy ziskalo iba priblizné rieSenie. Z toho dévodu pretrvévala
snaha néajst’ ¢o najpresnejsie optimdlne rieSenie transformac¢nych tiloh. Navyse metédami
vnutorného bodu sa riesili vel'mi vSeobecné tlohy, ktorych dudlne vlastnosti boli prili§
zloZité alebo neboli zndme. Preto bolo problémom zistit' odhad dudlnej medzery, ¢i od-
had poctu iteracii potrebnych na ziskanie dostato¢ne presného rieSenia.

9Poznamenajme, Ze v skutoénosti bola dokdzana iba konvergencia optimalnych hodnot teelovych funkcit
transformac¢nych tloh.
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4.2 Filozofia modernych pristupov

V novych pristupoch boli metédy vniatorného bodu aplikované najprv na dlohy linear-
neho programovania (P) a (D), v ktorych sa vyuzili jednoduché a symetrické dudlne
vzt'ahy. Pomocou nich bolo moZné presne sledovat’ vel'kost' dudlnej medzery a zdrover
riesit’ transformacné ulohy (P,) a (D,,) stasne. Algoritmy, ktorych princip spociva v st-
¢asnom rieSeni primdarnej aj dudlnej dlohy, sa nazyvaji primarno-dudlne algoritmy. Kym
klasické pristupy vyuZivali rozne metédy vol'nej optimalizédcie na rieSenie transformac-
nych dloh, v modernych pristupoch sa zauZivanou stala Newtonova metéda. Presnejsie
modifikovanad Newtonova metéda so skratenou dizkou kroku, pri ktorej sa podarilo vy-
medzit’ urcité okolie centrdlnej trajektorie, v ktorom bola zarucena kvadraticka konver-
gencia Newtonovej metédy. K tomu, aby jednotlivé itera¢né body lezali vo vymedzenej
oblasti konvergenice, bolo nevyhnutné merat’ vzdialenost’ daného itera¢ného bodu od
centralnej trajektorie. To znamend, Ze na vyrieSenie povodného problému bolo postacu-
jice ndjst’ len pribliZzné rieSenia tranformacénych tloh. Z toho dé6vodu moézZeme moderné
pristupy interpretovat’ ako vol'né sledovanie centralnej trajektérie, kde centrdlna trajek-
toria slazi ako navigator, ktory urcuje smer optimalizdcie z relativneho vnitra mnoZiny

pripustnych rieSeni k optimalnemu rieSeniu pévodnej tilohy.

4.2.1 Newtonova metéda

Pre yu > 0 definujme funkciu F : R x R™ x R — R?"™

Az —b
F(z,y,s)= |ATy+s—c|, (x,s)>0.
Xs — pe

Néjst’ optimélne rieSenie transforma¢nych dloh (P,) a (D,,) zrejme znamena vyriesit' rov-
nicu F(z,y,s) = 0, (x,s) > 0. Na priblizné rieSenie uvedenej rovnice pouZzijeme modi-
fikovanti Newtonovu metédu so skratenou dizkou kroku. PouZitim Taylorovho rozvoja

funkcie F' v okoli bodu (2", y*, s") dostaneme

F(z,y,s) = F(a",y",s") + VF(2",y", ") (Az, Ay, As)" =0,
VFE(z",y", s%)(Ax, Ay, AS)T = —F(z",y", s"), 4.1)

kde VF je Jakobiho matica funkcie F'a Az € R", Ay € R, As € R" sti smerové vektory.
Rozpisanim rovnice (4.1) dostaneme

A 0 0 Ax Az —b
0 AT T Ay| =— |ATy + 5% —c]| . (4.2)
St 0 X*| |As Xt — e
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Vsimnime si, Ze ak (", y", s") € P° x D°, potom systém (4.2) mdzeme upravit’ do tvaru

A 0 0 Ax 0
0 AT I | |Ay| = 0 : (4.3)
St 0 X®| |As pe — Xrgh

Podl'a Lemy 2.1 plati, Ze ak (z,y,s) € P° x D°, potom Jakobiho matica VF(z,y,s) je
reguldrna. To znamend, Ze ak (2", y", s") € P° x D°, potom systém (4.3) m4 jednoznaéné

rieSenie 11, konkrétne

Ar = M(Sﬁ)—l — _’_Xﬁ(sn)—lAT [AXK(SH)_IAT}_l [b . ,U,A(SH)_I] 7
Ay = [AX(S) AT b - Al Y,
As = AT [AXF(S%) AT [pA(s®) T = 0]

Smerové vektory Az € R", Ay € R™, As € R" sa nazyvaji primarno-dudlne Newto-
nove smery. Dal$i iteraény bod Newtonovej metédy vypocitame podla iteraénej schémy

(:U’"‘+1, Taans s"“'H) = (2", 9", s") + a(Ax, Ay, As), (4.4)

kde a € (0,1) oznatuje dizku kroku. Parameter o volime v kaZdej iteracii tak, aby boli
splnené podmienky z* + aAz > 0, s* + aAs > 0. Dalej ukdZeme, Ze mechanizmus
modifikovanej Newtonovej metéddy zachovéva ostra pripustnost’. Predpokladajme, Ze
pre pevné « plati (2%, y~, s*) € P° x D°. Teda Az"® = b, ATy" + s® = ¢, 2" > 0a s* > 0.
Ked'Ze trojica (Az, Ay, As) je rieSenim systému (4.3), tak AAz = 0a ATAy + As =0.Z
toho vyplyva, Ze pre d’'alsi iteraény bod Newtonovej metédy plati

" = 2% + aAz > 0, s =" 4 aAs > 0,

K+l _ K _ K —
Az = A(2" 4 alAzx) = Ax" +a AAz = b,

—b =0
ATyt 4 st = AT(yF + aly) + 8" + als = ATy" + 8" +a (ATAy + As) = c.
=c =0

Tym sme ukazali, Ze ak (2", y", s") € P° x D°, potom (2", 31 s5H1) € P° x D°. To
znamend, Ze ak nejaky itera¢ny bod Newtonovej metédy leZi v mnoZine P° x D°, potom

kazdy d'alsi iteracny bod lezi tiez v mnoZine P° x D°.

4.2.2 V3Seobecna schéma primarno-dudlneho algoritmu

Hlavnym elementom zauZivanych primarno-dualnych algoritmov st Newtonove smery,
ktoré st ,hnacou silou” pri vol'nom sledovani centralnej trajektorie. V tejto Casti opiseme
vSeobecnt schému algoritmu, ktord je zdkladom pre primarno-dudlne algoritmy.

1Pozri knihu [28], str. 150, Veta I1.42
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Vseobecna schéma primarno-dudlneho algoritmu
Vstup: matica A € R™*™, m <n, h(A) = m; vektor c € R"; vektor b € R™;

, v . 0 0 .0 n m n .
zvolime Startovaci bod (z°,4°,s°) e R} | x R™ x R%;

tolerancnd konstanta € > 0 pre presnost’ dudlnej medzery;
toleran¢nd konstanta e p > 0 pre presnost’ primdarnej pripustnosti;
toleran¢nd konstanta e p > 0 pre presnost’ dudlnej pripustnosti;
nastavenie pocitadla iterdcii k = 0.
Algoritmus: 1) Zvolime beriérovy parameter p.
2) Zo systému (4.2) vypocitame Newtonove smery Az, Ay, As.
3) Zvolime dizku kroku a € (0, 1) tak, aby z* + aAz > 0 a s* + aAs > 0.
4) Vypotitame (z"1 y" T " H) = (2, y*, s%) + a(Az, Ay, As).
5) Ak (zft1)TsrHl < ea ||Az"t —blly <epa ||[ATy L 4 s5H1 —¢|ly < ep,
potom koniec.

6) PoloZime x := k + 1 a prejdeme na 1).

Realne algoritmy pracuju rozli¢ne so spdsobom vol'by startovacieho bodu (2°, 4, s°), ba-
riérového parametra y a dizky kroku a. V nasledujticej asti $pecifikujeme, ¢o rozumiet
pod vol'bou parametrov pri vstupe a v jednotlivych krokoch algoritmu.

Vol'ba startovacieho bodu: Podla spdsobu vol'by startovacieho bodu (2°,4°, s°) exis-
tuja pripustné a nepripustné algoritmy. Zatial' ¢o v pripustnych algoritmoch volime Star-
tovaci bod z mnozZiny P x D, v nepripustnych algoritmoch je Startovaci bod nepripustnym
rieSenim. AvSak zdodraznime, Ze v kazdom algoritme volime 20 >0, s° > 0 a zaroveni po-
7adujeme, aby bod (29, s°) lezal v uréitom, algoritmom $pecifikovanom okoli centralnej
trajektorie. Takéto vymedzené okolie centrdlnej trajektorie moze byt definované rozne,
napriklad
M ={(z,y,s) e R}, xR™ xR ||| Xs — pell2 < Tu},

Ngz{(x,y,s)ERﬁ+><Rm><R’_f_+| Hu—u_1H2§,8},ui:ﬂxjji,i:l,Q,...,n,

kde 7 € (0,1), 8 > 0 st dané parametre. Z podmienok z° > 0, s° > 0 zrejme vyplyva, Ze

Startovaci bod pripustného algoritmu je ostro pripustnym rieSenim pre dvojicu daloh (P)
a (D). To znamend, Ze kazdy itera¢ny bod Newtonovej metédy v pripustnom algoritme
lezi v mnozine P° x D°.

Vol'ba bariérového parametra: Existuji dva Standardné sposoby volby bariérového
parametra . Pri explicitnej vol'be urc¢ime pociato¢ntt hodnotu 19 > 0 a nova hodnotu
parametra ;. zvolime podl'a schémy ju.+1 = (1 — 0)u,, kde 6 € (0, 1) je konstantny para-
meter, ktory uréime vo vstupe. Je zrejmé, Ze pri explicitnej vol'be sa bariérovy parameter
1 zmensuje. Pri implicitnej vol'be zvolime nova hodnotu parametra ;1 podl'a shémy
s = o(z%)T's" /n, kde o € (0, 1) je konstantny, tzv. centrujtci parameter, ktory uréime vo
vstupe.

48



KAPITOLA 4. ALGORITMY SLEDOVANIA CENTRALNE] TRAJEKTORIE

Lema 4.1. Nech o € (0, 1). Potom, ak vo vSeobecnej schéme primdrno-dudlneho algoritmu zvo-
lime p = o (x%)T s* /n, tak (w“H)T sl < (M) 5",

Dékaz. Smerové vektory Az € R" a As € R” st ortogonalne 12, a preto (Az)” As = 0.
Vyuzitim toho dostaneme

(1:“+1)T s = (2" 4+ aAz)T (5" 4+ aAs) =
= (@) +a(z®)TAs + a(As)Tz" + a? (Az)TAs =
=0

K

= (z s+a(:r”TAs+ (Az)Ts"] =

[
[np— (@)"'s"] =
)T K

:xs—i—a

— (xK)TSK—{—Oz no—(x —(:EH)TSK —

n

= (27" +a(x)Ts" (0 — 1) < (27)Ts".

S——
>0 <0

Doésledok 4.1. Ak o € (0,1) a p,, = o(z™)T's% /n, potom pue1 < fu.

Dékaz.
(xn+1)T8n+1 (:L,n)T 5"

Hi+1 =0 <o = [
n n

O]

Priimplicitnej vol'be parametra 1 je doleZita vol'ba centrujiiceho parametra o, ktorého
ucelom je zdokonalit’ priebeh vol'ného sledovania centralnej trajektorie, a teda zlepsit’
priebeh konvergencie. V dokaze Lemy 4.1 sme odvodili, ze

(:U’H—I)T s = (2%)Ts" + a(z)Ts%(o — 1).

To znamend, e vyraz (¢5t1)" s+1 je rasticou funkciou premennej o € (0, 1). Zatial’ ¢o

vol'bou o = 1 sa dualna medzera (z*1)" "1 nezment, volbou o = 0 dulna medzera
(z “*1)T ! poklesne najviac. D6vodom toho je skutoénost, Ze vol'bou o = 1 ziskame
tzv. centrujtci smer, ktory smeruje k centrélnej trajektérii, a pozdiz ktorého sa dudlna
medzera nezmeni. V opa¢nom pripade, vol'bou o = 0, ziskame tzv. afinno-Skdlovaci
smer, ktory najrychlejsie smeruje k hranici mnoziny pripustnych rieseni, a pozdiZ kto-
rého dudlna medzera poklesne najviac. Tu sa naskytuje otdzka, preco hned’ nezvolit
o = 0. Ak by sme zvolili ¢ = 0, potom p = 0, ¢o znamend, Ze by sme riesili povodny
neperturbovany systém (1.1)-(1.3). V tomto pripade by nés afinno-skédlovaci smer posu-
nul k hranici mnoziny pripustnych rieSeni, kde by sme stratili manévrovaciu schopnost’,
¢o by sposobilo problém v priblizovani sa k optimdlnemu rieSeniu. Ur¢ity kompromis
vol'by centrujticeho parametra o predstavuja tzv. prediktor-korektor algoritmy. Tymto

pojmom oznacujeme algoritmy, v ktorych centrujtici parameter o volime striedavo '3, ¢im

12Dgkaz tohto tvrdenia je uvedeny v knihe [28], str. 152, Lema I1.45.
BStriedavy spdsob vol'by centrujiceho parametra o je podrobne vysvetleny v knihe [33].
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ziskame , prediktor krok” (o = 0) pozdlz afinno-§kalovacieho smeru a , korektor krok”
(0 = 1) pozdlz centrujiceho smeru. To znamend, Ze princip prediktor-korektor algorit-
mov spociva vo vhodnej kombindcii afinno-8§kdlovacieho smeru a centrujiiceho smeru, a

preto ich méZeme interpretovat’ schémou ,zaskadlovat’ — centrovat'”.

oc=1 oc=0 prediktor-korektor

Obr. 4.1: Ilustracia smerov v zdvislosti od vol'by centrujiiceho parametra 0. Mnohouhol-
nik predstavuje mnozinu P x D a Cerveny krtZzok oznacuje optimalne rieSenie dvojice
dloh (P) a (D). Modra krivka predstavuje centrdlnu trajektériu. Na prvom obrazku je
zobrazeny centrujuci smer. Druhy obrazok zndzornuje afinno-skalovaci smer. Posledny
obrazok zobrazuje smer, ktory ziskame vhodnou kombindciou centrujiiceho smeru a
afinno-skalovacieho smeru.

Zmena bariérového parametra: Existuji algoritmy, v ktorych parameter ;s menime bud’
v kazdej iterdcii, alebo aZ po splneni urcitého kritéria. Takymto kritériom moZe byt na-

priklad podmienka || (z"1)T s"F1

—npll2 < w, kde w > 0je uréend toleran¢nd konstanta. V
algoritmoch, ktoré menia parameter i v kazdej iteracii, je zvycajne potrebné zabezpecit/,
aby novy iteraény bod (2!, s**1) lezal v $pecifickom okoli centralnej trajektorie. Ttto
poziadavku je mozné zabezpetit' jednak pomocou vol'by dizky kroku « a zéroveii po-
mocou opatrnej, vel'mi malej zmeny parametra p. Uvedeny postup je charakteristickym
znakom tzv. algoritmov s kratkym krokom. V pripade algoritmov, ktoré menia parame-
ter 1 aZ po niekol'kych iterdcidch, je mozné menit’ parameter i razantnejsie. Dovodom
toho je skutocnost’, Ze niekol'kymi d’als$imi iterdciami pri nezmenenom parametri p je
mozné zabezpecit', aby vysledny itera¢ny bod lezal v poZadovanom Specifickom okoli
centrédlnej trajektorie. Tento postup je typicky pre tzv. algoritmy s dlhym krokom.

Vol'ba dizky kroku: Vo viacerych algoritmoch, najmi v tzv. dvojfazovych, spravdila
stati zvolit’ dizku kroku « tak, aby platilo z* + aAz > 0, s + aAs > 0. Avak v algo-
ritmoch, v ktorych sa bariérovy parameter p meni v kazdej iteracii, treba vol'bu dizky
kroku a podriadit podmienke, aby novy iteraény bod (z"*!, s"1) pre novy bariérovy
parameter p,+1 lezal v Specifickom okoli centralnej trajektorie.
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krok a v

centralna
Newtonovom smere

trajektoria

iteracny bod

presné rieSenie
dvojice uloh
(P)a®)

€ — okolie
optimalneho
rieSenia
mnozina
pripustnych rieSeni

PxD

optimalne rieSenie
dvojice uloh (P) a (D)
(u=0)

Specifické okolie
centralnej trajektorie

Obr. 4.2: Tlustracia primarno-dudlneho algoritmu sledovania centrdlnej trajektorie.

Poznamenajme, Ze v ramci primdrno-dudlnych algoritmov vol'ného sledovania central-
nej trajektorie sa najaspesnejsimi stali prediktor-korektor algoritmy. Najznamejsim a najs-
polahlivejsim z nich je Mehrotrov prediktor-korektor algoritmus [20], [22] a jeho r6zne
varidcie [35]. Podrobny popis modernych primarno-dudlnych algoritmov metéd vna-
torného bodu v linedrnom programovani, ich kategorizacia a modifikdcie st uvedené v
knihach [29], [33].

4.3 Softvér MATLAB

Vhodnym a spol'ahlivym programom na rieSenie tiloh matematického programovania je
softvér Matlab. V ramci tohto programovacieho prostredia existuje niekol'’ko néstrojov
na riedenie tloh linedrneho programovania metédami vnatorného bodu. Standardnymi
néstrojmi st funkcia ,linprog” [30] a programovy balik LIPSOL [34].

4.3.1 Funkcia ,linprog”

Funkcia ,linprog” [30] umoZiiuje riesit’ vSeobecné tlohy linedrneho programovania for-
mulované v roznych tvaroch. Zdoraznime, Ze predvolenym algorimom funkcie , linprog*
je Mehrotrov perdiktor-korektor algoritmus metéd vnatorného bodu. Bez ujmy na vse-
obecnosti uvedieme schému funkcie ,linprog” na rieSenie dlohy (P) metédami vnttor-

ného bodu a zadefinujeme jej vstupné a vystupné parametre.
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[x,fval,exitflag, output, lambdal=1inprog(c, [1,[],A,b, zeros (n))

Vstupné parametre Vystupné parametre
c vektor koeficientov ticelovej funkcie x  optimdlne rieSenie
ceR" fval hodnota tcelovej funkcie
A matica ohraniceni v optimalnom rieSeni
A e R™x"? exitflag informdcia o konvergencii
b vektor ohraniceni output informdcie o priebehu optimalizacie
beR™ lambda hodnota Lagrangeovych

multiplikdtorov v optimalnom rieSeni

Poznamenajme, Ze funkcia ,linprog” umoZnuje riesit' tlohy linedrneho programova-
nia aj simplexovou metédou alebo ,active-set” metédou. Podrobny ndvod vol'by algo-
ritmu a popis d’al$ich nastaveni funkcie ,linprog” je prehl'adne uvedeny na internetovej
stranke [30].

4.3.2 Programovy balik LIPSOL

LIPSOL (Linear programming Interior-Point SOLvers) [34] je vol'ne dostupny progra-
movy balik na rieSenie linedrnych tloh metédami vnatorného bodu. LIPSOL je navr-
hnuty na rieSenie tiloh relativne vel'’kych rozmerov. Instaldcia a ovlddanie programového
balika je jednoduché a , user friendly”. Linedrne programy sa ukladaji do samostatnych
textovych stiborov (. 1pp) a na ich rieSenie sa pouZzije prikaz v prostredi Matlab. LIPSOL
umozZiiuje nacitat’ a rieSit’ tlohy v troch rdznych formétoch. LIPSOL vyuZziva na rieSe-
nie tloh jednu z varidcii Mehrotrovho prediktor-korektor algoritmu. Princip tohto algo-
ritmu spociva vo vhodnej kombinécii , prediktor” smeru a , korektor” smeru. Ozna¢me
2% = (2%,y", s") T a Az = (Ax, Ay, As)T. ,Prediktor” smer Az, je standardnym Newto-

novym smerom, ktory vypocitame zo systému
VF(2")Az, = —F(2").
,Korektor” smer Az, vypocitame zo systému
VF(2")Az. = —[F (2" + Az,) — e,

kde e € R*™™ je vektor jednotiek a ndl, pricome; = 0aki=1,2,...,n+m,inak ¢; = 1.
Novy iteraény bod 2**! nakoniec vypo&itame pomocou kombindcie smerov Az, a Az,

2T =28 4 a(Az, + Aze),

pricom dlzku kroku a € (0,1) zvolime $tandardne tak, aby platilo z**! > 0, s**1 > 0.
Poznamenajme, Ze LIPSOL generuje podrobny vystup, a preto je vhodny na numerické
experimenty. Podrobny ndvod ovlddania balika LIPSOL je uvedeny v prirucke [34].
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KAPITOLA 5

METODY VNUTORNEHO BODU VO
FINANCIACH

Vd'aka vybornym konvergenénym vlastnostiam sa moderné met6dy vnitorného bodu
rychlo a tspesne aplikovali na rieSenie tloh v praxi. V sticasnosti st metédy vnitorného
bodu standardnym a vyznamnym algoritmom na rieSenie vSeobecnych tloh z réznych
oblasti. V poslednej kapitole tejto prace uvedieme priklady aplikdcii metéd vniatorného
bodu v ekonomickej a finan¢nej oblasti. Zameriame sa na dva linedrne modely optimali-
zécie akciového portfélia a na konkrétnych prikladoch ilustrujeme vyuzitie metéd vna-
torného bodu.

5.1 Aplikacie metéd vnatorného bodu

V stcasnosti existuje mnoho clankov a prac, ktoré prezentuji vyhody metéd vnitor-
ného bodu pri rieSeni tloh z ekonomickej a finan¢nej oblasti. Zaujimavym prikladom je
problém ndjdenia rovnovazneho stavu v ekonomikach s netplnym trhom [2], kde Stan-
dardné numerické metddy rieSenia st technicky ndro¢né, no metédy vnitorného bodu
st efektivnym algoritmom. Rychlost’ konvergencie metéd vnttorného bodu sa osvedcila
aj pri viacetapovom riadenf portfélia [7]. Dalsimi moZnost'ami efektivneho vyuZitia me-
téd vnatorného bodu je model oceriovania aktiv [31] alebo problém ndjdenia ¢i vylicenia
arbitrdZe na finan¢nych trhoch [25].

5.2 Metédy vnitorného bodu v optimalizacii portfélia

Ciel'om dlohy optimalizacie portfélia je rozloZit' investi¢né prostriedky medzi n vybra-
nych aktiv tak, aby sa dosiahol maximélny zisk z investicie, resp. aby sa minimalizovalo
riziko plyntce z kolisavého vyvoja cien aktiv. Inymi slovami, ciel om je najst’ optimélny
vektor vah w € R", na zdklade ktorého sa kazdému z n aktiv jednoznac¢ne priradi opti-
mélny podiel w; z investiénych prostriedkov. Standardnym modelom optimalizécie port-
folia je znamy Markowitzov model, ktory vedie na tlohu kvadratického programovania.
Tento model vyuZziva pristup minimalizacie rizika pri stanovenom oc¢akdvanom vynose
portfdlia. Miera rizika je charakterizovand pomocou symetrickej, kladne semidefinitnej
kovarian¢nej matice. Ak kovarian¢na matica je kladne definitnd, potom Markowitzov
model vedie na tlohu kvadratického konvexného programovania, ktort je mozné riesit’
metddami vnitorného bodu. Ukézalo sa, Ze metddy vnutorného bodu s efektivnym al-
goritmom na rieSenie kvadratickych tloh optimalizacie portfélia vel'kych rozmerov [13],
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[23], [32]. Okrem uvedeného kvadratického modelu existuja aj linedrne tlohy optimali-
zécie portfdlia, pri rieSeni ktorych sa metéddy vnutorného bodu tiez tspesne ujali [19].
V nasledovnych ¢astiach tejto podkapitoly uvedieme dva alternativne linedrne modely
optimalizacie portfélia prezentované v ¢lanku [27].

5.2.1 MAXiMIN model

Oznacenie modelu je odvodené od jeho pristupu, ktory spo¢iva v maximalizacii minimal-
neho vynosu portfélia. K formuldcii tohto modelu je potrebné definovat' novi premennt
0 € R, ktord predstavuje minimdlny vynos portfélia za kazdé obdobie. MAXiMIN model

moZeme sformulovat’ v tvare tlohy linedrneho programovania

max 6
w,0
w > p, elw=1, (5.1)

rVw—60 > 0 YreTC{1,2,...,x},

w < u, w=>0,

kde w € R" je vektor vah jednotlivych aktiv, 7 € R" je vektor priemernych vynosov
jednotlivych aktiv za obdobie (1, x), p € R je fixny o¢akdvany vynos portfdlia, ktory in-
vestor poZaduje, r” € R" je vektor vynosov jednotlivych aktiv za obdobie 7 € T au € R"
je vektor hornych ohrani¢eni vah. Inymi slovami, v tomto modeli investor poZaduje, aby
minimdlny vynos portfélia za kazdé obdobie 7 € 7 bol maximalny moZny. Pozname-
najme, Ze mnoZina 7 je charakterizovand individuédlne podl'a zdujmu investora. Ohra-
ni¢enie e/ w = 1 reprezentuje vyuzitie vetkych investi¢nych prostriedkov, ohrani¢enie
w > 0 nepripasta kratke pozicie a ohrani¢enie w < u predstavuje maximélny podiel z
investi¢nych prostriedkov investovany do jednotlivych aktiv.

Metédy vnitorného bodu
funkcia ,linprog” balik LIPSOL
wy = 0.0000 wg = 0.0000 | wy =0.0000 wy = 0.0000
Optimélne riesenie wy = 0.0000 ws = 0.5404 | wy = 0.0000 w5 = 0.5404
ws =0.4596 0 =0.0010 | wz =0.4596 6 = 0.0010
Hodnota ti¢elovej funkcie 0.0010 0.0010

Tabul'ka 5.1: RieSenie tlohy (5.1) vypocitané metédami vnatorného bodu na zédklade
historickych mesa¢nych vynosov piatich vybranych aktiv so vstupnymi parametrami
p=0.03, T ={1,2,...,12}, u; = 0.75,i = 1,2, 3,4, 5. Historické mesa¢né vynosy piatich
aktiv pocas jedného roka st uvedené v prilohe v Tabul'ke 5.4. Zdrojové kédy rieSenia st
uvedené v prilohdch MAXiMIN_linprog.maMAXiMIN_LIPSOL. lpp.
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5.2.2 MAD model

Oznacenie modelu je odvodené z anglického vyrazu pre stredna absolatnu odchylku
(Mean Absolute Deviation). Tento model vyuZiva pristup minimalizacie rizika pri sta-
novenom oc¢akdvanom vynose portfélia. Miera rizika je v tomto modeli reprezentovana

aritmetickym priemerom absolttnych vaZenych odchyliek

kde w € R" je vektor vah jednotlivych aktiv, »” € R" je vektor vynosov jednotlivych ak-
tiv za obdobie 7 = 1,2,...,x a7 € R" je vektor priemernych vynosov jednotlivych aktiv
za obdobie (1, x). Uvedeny vyraz je nelinearny, a preto je nevyhnutné ho linearizovat'.
Pre tento ticel definujeme pre kazdé obdobie nova premenndt p, € R

, T=12,...,%.

pr=|(r" — F)Tw

Je zrejmé, Ze p, splita nerovnice p, > (r” — 7)Tw, p, > —(r" =) Twpre T =1,2,..., x.

Po potrebnych dpravach moézeme MAD model sformulovat’ v tvare dlohy linedrneho

programovania
wp <y
Hw > 0, elw =1,
pr+ (" —=MTw > 0 VYr=12,...,x, (5.2)
pT—(rT—F)Tw > 0 Vr=1,2,...,x,
w < u, w=>0,

kde p € RX je vektor neznamych so zlozkami p-, p € R je fixny o¢akdvany vynos portf6-
lia, ktory investor pozaduje a u € R"™ je vektor hornych ohrani¢eni véh.

Metédy vnitorného bodu
funkcia ,linprog” balik LIPSOL
w; = 0.0000 w4 =0.0173 | w; = 0.0000 wy =0.0173
Optimélne rieSenie wy = 0.0205 ws = 0.5306 | wy = 0.0205 ws = 0.5306
wsz = 0.4316 w3 = 0.4316
Hodnota ti¢elovej funkcie 0.1479 0.1479

Tabul'ka 5.2: RieSenie tlohy (5.2) vypocitané metédami vniatorného bodu na zdklade
historickych mesaénych vynosov piatich vybranych aktiv so vstupnymi parametrami
p = 0.03,u; = 0.75,7 = 1,2,3,4,5. Historické mesa¢né vynosy piatich aktiv pocas jed-
ného roka st uvedené v prilohe v Tabul'ke 5.4. Prislusné odchylky mesa¢nych vynosov
st vypocitané v prilohe v Tabul'ke 5.5. Zdrojové kédy rieSenia sti uvedené v prilohdch
MAD_linprog.maMAD_LIPSOL. lpp.
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5.2.3 Vyhoda metéd vnitorného bodu

Uviedli sme dva linedrne modely za ti¢elom prezentovat’ moZnosti optimalizacie port-
folia pomocou linedrnych tloh. Kazdy z uvedenych modelov vyuZiva iny pristup opti-
malizacie. Zatial <o MAXiMIN model vyuZziva pristup maximalizacie vynosu, MAD mo-
del vyuZiva pristup minimaliz4cie rizika. AvSak v kone¢nom doésledku hodnota ticelovej
funkcie oboch modelov zavisi hlavne od zloZiek vektora w € R". UvaZujme vSeobecny

zjednoduseny linedrny model optimalizécie portfélia

kde w € R" je vektor véh jednotlivych aktiv, T w je funkcia charakterizujtica vynos port-
folia, A € R™*", C € R™*?,b € R™, d € R™ st ohranicujtice matice a vektory, ktoré
vyplyvaja zo Struktiry portfélia a u € R" je vektor hornych ohraniéeni vah. Za t¢elom
ilustracie vyhod met6d vnutorného bodu uvazujme jednoduchy motiva¢ny problém

max 0.35w71 + 0.35w9 + 0.65ws3

w1 w2 +wsg = 1,
—0.55w1 + 0.7Tw2 + 0.2ws < 0.3,
0.26w; + 0.22w2 + 0.12ws < 0.205,
0.275w; — 0.1we 4+ 0.15w3 < 0.175, (5.3)
0.05wy + 0.05wz + 0.25ws < 0.21,
wi,we < 0.5,
wi,ws,ws > 0.

Teda ciel'om je optimélne zostavit’ portfélio z troch aktiv podl'a stanovenych podmienok,
pricom krétke pozicie st nepripustné, do dvoch aktiv modZzeme investovat’ najviac polo-
vicu z investi¢tnych prostriedkov a zdroveti musime vyuZit' vetky prostriedky. Ulohu

vyrieSime simplexovou metédou a metédami vnitorného bodu.

Simplexova metéda Metédy vnitorného bodu

funkcia ,linprog” funkcia ,linprog”  balik LIPSOL

wy = 0.2000 wy = 0.1203 wy = 0.1989
Optimaélne rieSenie wso = 0.0000 we = 0.0797 we = 0.0011
ws = 0.8000 ws = 0.8000 wo = 0.8000

Hodnota ticelovej funkcie 0.5900 0.5900 0.5900

Tabul'ka 5.3: RieSenie tlohy (5.3). Zdrojové kody rieSenia st uvedené v prilohdch
portfolio_linprog.maportfolio LIPSOL. lpp.
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Vsimnime si, Ze optimdlne rieSenie tlohy (5.3) ziskané simplexovou metdédou sa pod-

statne lii od rieSenia ziskaného metédami vnitorného bodu pomocou funkcie , linprog”.

Tdto skutoénost’ analyzujme pomocou grafickej ilustracie. Pre tento ti¢el najprv preve-

dieme trojrozmerna tlohu (5.3) pomocou ohranicenia wy + wy + w3 = 1 do dvojrozmer-

ného ekvivalentného tvaru

min

—0.75w1 + 0.5wq
0.14w; + 0.1wq
0.125w; — 0.25ws9
—0.2w1 — 0.2w9
w1, W

w1 + w2

w1, w2

(VAN VAN VANRE VAR VAN VAN

AV

0.3w; + 0.3wsy

0.1 (A),

0.085 (B),

0.025 (C), (5.4)
—0.04 (D),

0.5 (F),

L,

0.

Dvojrozmernd tloha (5.4) teraz umoznuje graficky ilustrovat’ mnozinu pripustnych rie-

Seni a smer optimalizdcie podl'a gradientu tcelovej funkcie.

W2 067

vrstevnica ucelovej
funkcie

0.5

0.4r

0.3+ rieSen

smer

mnozina
pripustnych

e

B

O optimalne
rieSenie ziskané
simplexovou
metodou

© optimélne rieSenie
ziskané metodami
vnutorného bodu

0.2 optimalizacie
0.1
0 O W
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 1

Obr. 5.1: Grafické rieSenie tlohy (5.4). Ked'Ze gradient tcelovej funkcie a gradient ohra-
ni¢enia D st linedrne zavislé, tak vrstevnice tcelovej funkcie st rovnobeZzné so stenou
D mnoZiny pripustnych rieSeni. Podl'a smeru optimalizécie je zrejmé, Ze mnozinou opti-
malnych rieSeni tlohy (5.4) je stena D. Zatial' ¢o simplexovou metédou sme ziskali ba-
zické riesenie (0.2,0)7, metédami vnatorného bodu, pomocou funkcie ,linprog”, sme
ziskali rieSenie (0.1203,0.0797)7 leZiace blizko geometrického stredu steny D.
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V stvislosti s Obr. 5.1 poznamenajme, Ze simplexovou metdédou ziskame vzdy len ba-
zické riesenie (0.2,0)7 alebo (0,0.2), a to v zdvislosti od $tartovacieho bodu danej me-
tody. Avsak pomocou redlnych algoritmov metéd vnitorného bodu mozeme ziskat' rie-
Senie, ktoré nie je vrcholom mnoZiny pripustnych rieSeni, a ktoré leZi ,vo vnutri” steny
D. Sice podl'a optimélnej hodnoty tcelovej funkcie st tieto rieSenia rovnocenné, no v
zmysle optimalizécie portfélia sa zdsadne ligia. V&imnime si, Ze rieSenia w = (0.2,0,0.8)7,
w = (0,0.2,0.8)7 dlohy (5.3) predstavujt rozloZenie investi¢nych prostriedkov len do
dvoch aktiv. Na zdklade rieSenia w = (0.1203,0.0797,0.8)7 ziskaného metédami vnttor-
ného bodu sa investi¢né prostriedky rozdelia do vSetkych troch aktiv. To znamena, Ze
pri optimalizdcii portfélia méZeme metédami vnatorného bodu ziskat’ viac diverzifiko-
vané rieSenie, na zaklade ktorého sa investi¢né prostriedky rozlozia do viacerych aktiv,
¢o predstavuje vacsiu diverzifikdciu rizika plynticeho zo stochastického vyvoja cien ak-
tiv. Poznamenajme, Ze ani diverzifikdcia rizika rozloZenim investi¢nych prostriedkov do
viacerych aktiv nezarucuje vyssi vynos portfélia v budicnosti. AvSak v zmysle raciondl-
nych rozhodnuti a prirodzenych uvaZeni metédy vnatorného bodu predstavuji urcita
vyhodu. Z toho dovodu mozZeme rieSenie ziskané metédami vnitorného bodu povazo-
vat’ za urcité postoptimalizacné ivahy vzhl'adom na rieSenia ziskané simplexovou me-
tédou.
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V diplomovej praci sme sa zaoberali metédami vnitorného bodu v linedrnom progra-
movani a moZnost'ami ich vyuZitia pri rieSeni tloh s finan¢nej oblasti. V prvej kapitole
sme spracovali teoretické zdklady linedrneho programovania a zhrnuli sme hlavné vy-
sledky z teérie duality. Bez ujmy na vSeobecnosti sme vychddzali z primdrno-duélnej
dvojice linearnych dloh (P), (D) v Standardom tvare, pri ktorych sme vyuzili jednodu-
ché a symetrické dudlne vzt'ahy. V druhej kapitole sme sa venovali vniatornym bodom
mnoziny pripustnych rieSeni a dvom zdkladnym predpokladom. Uviedli sme technicky
predpoklad (P1) o hodnosti vstupnej matice a nevyhnutny predpoklad (P2) o existencii
vnutorného bodu. Pomocou dudlnych vlastnosti sa ndm podarilo odvodit’ ekvivalenty
predpokladu existencie vnatorného bodu [Dosledok 2.1]. Tento vysledok je vyznamny
pri tlohéch, v ktorych nie je zrejmé, ¢i vnitorny bod existuje, alebo nie. Predpoklad exis-
tencie vnatorného bodu zaroven umozZnuje popisat’ mnoziny pripustnych rieseni P, D
a mnoziny optimalnych rieSeni P*, D*. V zavere druhej kapitoly sme sa zaoberali opti-
malnym rozkladom, pomocou ktorého sme charakterizovali relativne vnitro mnoziny
optimdlych rieSeni. V tivode tretej kapitoly sme najprv opisali a ilustrovali zakladnd mys-
lienku metéd vniatorného bodu na vSeobecnej tilohe konvexného programovania. Uké-
zali sme, Ze svojou povahou stt metédy vnitorného bodu nelinedrne. Ide o bariérové me-
tédy, v ktorych minimalizujeme alebo maximalizujeme transformaéna bariérovi funkciu
na mnozine ostro pripustnych rieSeni pdvodnej tdlohy. Transformac¢na bariérova funkcia
je kombinaciou povodnej ticelovej funkcie a bariérovej funkcie so Specifickymi vlastnos-
tami. Bariérova funkcia nadobtida na hranici mnoziny pripustnych rieSeni nekonecne
vel'ké hodnoty. To spdsobuje, Ze mechanizmus optimalizacie nds udrZuje vo vnatri mno-
ziny pripustnych rieSeni, zatial' ¢o algoritmus simplexovej met6édy postupuje po hranici
tejto mnoZiny. NavySe bariérovy parameter . > 0 kladie doraz na bariérovi funkciu, a
tym je mozné regulovat’ jej intenzitu. Ziskavame tak celt triedu transformac¢nych barié-
rovych tloh parametrizovanych bariérovym parametrom p. Princip metéd vnatorného
bodu sme aplikovali na rieSenie dvojice linedrnych tloh (P), (D). Pritom sme ako ba-
riérova funkciu pouZili logaritmickt funkciu, pri ktorej sa vyuZzivaju jej vyborné ana-
lytické vlastnosti. Pre u > 0 sme zadefinovali primarnu a dudlnu logaritmicka barié-
rovt funkciu a na zaklade nich sme skonstruovali dvojicu transformacnych bariérovych
aloh (P,), (D,). Dokazali sme, Ze pre ;1 > 0 ma kazda z tloh (P,), (D,) prave jedno
optimélne rieSenie [Veta 3.3, Veta 3.4]. Zaroven sme dokdzali, Ze nutné a postacujtce
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podmienky optimality pre dvojicu transformaénych tloh (P,), (D,) mdZeme reprezen-
tovat’ pomocou p-centrujiaceho systému [Veta 3.5, Veta 3.6]. Tento vysledok nam umoz-
nil zadefinovat’ tstredny pojem metéd vnitorného bodu, ktorym je centrdlna trajektoria
— mnoZina rieSeni p-centrujiceho systému, resp. mnoZina optimalnych rieSeni dvojice
transformacnych tdloh (P,), (D,) pre i > 0. Na konkrétnych prikladoch sme ilustro-
vali vypocet centrdlnej trajektorie, kde sme zaroven analyzovali jej existenciu, priebeh
a konvergen¢né vlastnosti. Pritom sme nadobudli tuSenie, Ze zmensovanim dorazu na
bariérovy parameter 1 centrdlna trajektdria konverguje k optimédlnemu rieSeniu pdvod-
nej dvojice tloh (P), (D). Tato domnienku sme formédlne dokézali, a to vo viacerych
krokoch. Najprv sme dokazali, Ze centrdlna trajektéria ma limitné body [Dosledok 3.3]
a kazdy limitny bod je optimalnym rieenim dvojice tloh (P), (D) [Veta 3.9]. Dalej sme
zistili, Ze metédami vnitorného bodu moéZeme ziskat’ ostro komplementarne optiméalne
rieSenie [Veta 3.10], zatial’ ¢o simplexova metéda dava vZdy bazické rieSenie. Nakoniec
sme dokézali, Ze kazdy limitny bod centrdlnej trajektorie je zdroveri analytickym stredom
mnoziny optimalnych rieSeni [Veta 3.13, Veta 3.14], pricom ten jednoznacne existuje. Na
zéklade toho sme zistili, Ze centrdlna trajektéria konverguje a jej jedinym limitnym bo-
dom je analyticky stred mnoZiny optimalnych rieSeni [Dosledok 3.4]. Vo Stvrtej kapitole
sme sa zaoberali algoritmami met6d vnatorného bodu na rieSenie dvojice tloh (P), (D).
V zévislosti od pristupov sa vyvinulo niekol'’ko kategorii algoritmov metéd vnitorného
bodu. Najspol'ahlivejsimi a najaspesnejsimi sa stali primarno-dudlne algoritmy sledova-
nia centralnej trajektorie. Ukazali sme, Ze tieto algoritmy st zaloZené na modifikovanej
Newtonovej metéde so skratenou dizkou kroku. Newtonova metéda generuje priblizné
rieSenia transformaénych tloh (P,), (D,,) v Specifickom okoli centralnej trajektérie, ktoré
konverguju k optimédlnemu rieSeniu pdvodnej dvojice dloh (P), (D). V tejto Casti sme opi-
sali vSeobecnt schému primarno-dudlneho algoritmu a v zavislosti od vol'by paramet-
rov sme uviedli jeho mozné varidcie. V zavere Stvrtej kapitoly sme predstavili ndstroje
softvéru Matlab na rieSenie linedrnych tiloh metédami vnatorného bodu. V rdmci tohto
programovacieho prostredia sme uviedli dva Standardné a spol'ahlivé néstroje — funkciu
Jinprog” a programovy balik LIPSOL, pricom oba z nich vychadzajia zo zndmeho Meh-
rotrovho predikto-korektor algoritmu. V piatej kapitole sme uviedli moZnosti vyuzitia
met6éd vnatorného bodu vo finanénom sektore. Prikladom je problém néjdenia ekvilib-
ria v ekonomikdch s netiplnym trhom, viacetapové riadenie portfélia, model oceriovania
aktiv alebo problém nédjdenia ¢i vyltacenia arbitrdZe na finan¢nych trhoch. Sformulovali
sme dva linedrne modely optimalizacie portfélia, ktoré sme ndsledne riesili na zdklade
historickych tdajov pomocou redlnych algoritmov metéd vnitorného bodu. Na jedno-
duchom motiva¢nom priklade sme ilustrovali vyhody pouzitia metéd vnitorného bodu
v linedrnom modeli optimalizacie portfélia. Tu sme ukéazali, Ze v niektorych dlohéch je
mozné vyuzit' ostro komplementdrne optimélne rieSenie, na zdklade ktorého mozeme
zostavit’ viac diverzifikované portfélio v porovnani s portféliom zostavenym na zdklade

bazického rieSenia ziskaného simplexovou metédou.
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V diplomovej praci sme splnili ciele uvedené v zadani. Podrobne sme spracovali teériu
metdd vnatorného bodu v linedrnom programovani a uviedli sme moZznosti a vyhody ich
pouZitia vo finan¢nom sektore. V praci sme sa zamerali na dokladné vysvetlenia, pricom
sme dbali na nadvéznost’ jednotlivych kapitol. V oboch castiach prace sme kladli déraz
na grafickd interpretaciu, o com sveddi niekol'’ko zaujimavych ilustracii. Poznamenajme,
Ze v rdmci Stvrtej kapitoly sme algoritmy met6d vniitorného bodu opisali len vSeobecne.
Z toho dovodu by bolo vhodné rozsirit’ tato kapitolu o d’alSie poznatky a doplnit’ ju o
konkrétne algoritmy:.

Vo v8eobecnosti st metédy vnitorného bodu rychlym a efektivnym algoritmom na rie-
Senie tiloh vel'’kych rozmerov s riedkymi vstupnymi maticami. Metédy vnatorného bodu
v linedrnom programovani do vel'’kej miery nahradili simplexovii metédu, ktora stratila
svoje postavenie. Sice metédy vnutorného bodu, ako ich navrhol Karmarkar, boli po-
vodne navrhnuté na rieSenie linedrnych tloh, no v stcasnosti je ich moZzné tspesne ap-
likovat’ aj na Siroku triedu Struktdrovanych tloh konvexného programovania. Metédy
vnutorného bodu vyvolali revoltciu v optimalizécii a ovplyvnili vyvoj v matematickom
programovani. UmoZnili spol'ahlivo riesit’ tilohy z rozli¢nych oblasti a zaroven poskytli
podnet pre ich rozvoj. Vyznam modernych metéd vnatorného bodu spociva v novej ka-
tegorizécii tiloh podla ich riesitel'nosti. Zatial' ¢o pred Karmarkarovou pracou sa tlohy
matematického programovania kategorizovali podl'a rieSitelnosti na linedrne a neline-
arne, Karmarkarov algoritmus umoznil posunat’ hranicu riesitel nosti medzi $trukttro-
vané konvexné a nekonvexné tlohy.
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vrstevnice.m  Matlab 7.0.1 (R14)

m=2;
n=3;
clear scr
mu=[50, 10, 5, 2, 1, 0.5];
abc=["a’,'b",'c’,'d", e’ ,"£"];
for i=l:mxn
subplot (m,n, i)
patch([1 3 56 4 2],[3 125 6 5],’”w,’"LineWidth’,1.5)
axis ([0.2 6.2 0.2 6.2])
hold on
f = @(yl,y2) 2+yl+y2+mu (i) (log(yl-4+y2)+1log(-0.5xy1+0.5+y2)+
log (13-3*yl+y2)+1log(8-0.5%xy1l-y2)+1log(4+0.5xyl-y2)+
log (142*yl-y2));
ezcontour (£, 80)
axis([0.1 6.1 0.1 6.117)
axis off
title ([’ (' ,abc(i),") \mu = ’,num2str(mu(i)) ], FontSize’, 12);
end

jednorozmerna_uloha.m Matlab 7.0.1 (R14)

m=2;

n=2;

mu=[5; 2; 1; 0.5];

clear scr

for i=l:mxn
subplot (m,n, i)
y=(1:0.01:3);
g=y+mu (i) * (log (y) +log(y-1)+log (3-y));
plot (y,9)
hold on
gMax=g (find (g==max (g))) ;
gArgMax=y (find (g==max (g) ) ) ;
gMaxVec (1) =gMax;
gArgMaxVec (1) =gArgMax;
plot ([gArgMax gArgMax], [-2 gMax],’'k--')
hold on
axis ([0 4 -2 max(gMaxVec)+11])
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title( ["\mu = ’,num2str(mu(i)),’,
y*x = ' ,num2str (gArgMaxVec (i)),’,
(y*)= ’,num2str (gMaxVec (i)) ] )
")
’)-

4

g
xlabel ("y

ylabel ("g
end

ct_priklad0l.m  Matlab 7.0.1 (R14)

m=2;
n=3
=[10; 5; 2; 1; 0.11;
abec=["a’; 'b"; 'c’; 'd’; Te'; Tf£'];
clear scr
for i=1:m*n-1
subplot (m,n, i)
y1=0;
y2=1l-mu(i);

plot(yl,y2,’bo’,"MarkerSize’, 5, ' MarkerFaceColor’,

hold on

axis([-1 1 =10 11])

title ([’ (' ,abc(i),") \mu = ’,num2str(mu(i))]);
xlabel (' yl’)'

ylabel ("y2");

end
subplot (m, n, mxn)
plot ([0 O], [-10 1],"b-")
hold on
for i=1l:length (mu)
y1=0;
y2=1-mu (i) ;

plot(yl,y2,’bo’, MarkerSize’, 5, " MarkerFaceColor’,’

hold on
end
axis([-1 1 -10 11])
title([ (" ,abc(m*n),’) Dudlna CT’]);
xlabe l(’y )
ylabel ("y2’);

IWI)

w’)

ct_priklad02.m  Matlab 7.0.1 (R14)

m=2;
n=3
=[10; 5; 2; 1; 0.11;
abc=["a’; 'b’'; 'c'; rdr; e’ T£1];
clear scr
for i=l:mxn-1
subplot (m,n, i)
yl=mu (i) -sgrt (mu (i) "2+1);
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y2=1l-mu(i);

plot(yl,y2,’bo’, " MarkerSize’,5,’MarkerFaceColor’,

hold on
axis([-1 1 -10 17])
title ([’ (' ,abc(i),") \mu = ’,num2str (mu(i))]);

xlabel ("yl");
ylabel ("y2");

end

subplot (m, n, mxn)

par=100:-0.5:0;

for i=l:length (par)
yl=par-sqrt (par.”2+1);
y2=1-par;
plot(yl,y2,"'b-")
hold on

end

for i=l:length (mu)
yl=mu(i)-sgrt (mu(i)"2+1);
y2=1-mu (i) ;

plot(yl,y2,’bo’, " MarkerSize’, 5, " MarkerFaceColor’,’

hold on
end
axis([-1 1 -10 11])
tltle([ (" ,abc (mxn),’) Dudlna CT’']);
xlabe l(’yl ) ;
ylabel ("y2');

le)

w’)

ct_priklad03.m  Matlab 7.0.1 (R14)

m=2;
n=3
=[10; 5; 2; 1; 0.11;

abc:[la/; Ibl; ’C'; Idl; /e/; /f/];

clear scr

for i=l:mxn-1
subplot (m,n, 1)
yl=-mu (i) +sqgrt (mu(i)~2+1);
y2=1-mu (i) ;

plot(yl,y2,’'bo’, " MarkerSize’, 5, " MarkerFaceColor’,

hold on

axis([-1 1 -10 11])

title ([’ (' ,abc(i),") \mu = ’,num2str(mu(i))]);
xlabel (' yl’)'

ylabel ('y

end

subplot (m, n, mxn)

par=100:-0.5:0;

for i=l:length (par)
yl=-par+sqgrt (par.”2+1);
y2=1-par;
plot(yl,y2,’b-")
hold on
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end

for i=1l:1length (mu)
yl=-mu (i) +sgrt (mu (i) ~2+1);
y2=1-mu (i) ;
plot(yl,y2,’bo’, " MarkerSize’,5,"MarkerFaceColor’, ' w’)
hold on

end

axis([-1 1 =10 1])

tltle([ ( ,abc(m*n) ") Dudlna CT’1]);

xlabel ("yl');

ylabel(’ ")

ct_priklad04.m  Matlab 7.0.1 (R14)

m=3;

n=3;

B=[1, 2; 1, -2; -1, -2; -1, 2; 1, 0; O, -2, -1, 0O0; 0O, 2; 0O, O1;
abc=["a’;’'b’;’'c’';'d ;e ;£ ;g ;'h A

mu=100:-0.5:0;

clear scr

for i=l:mxn

b=B (i, :);
subplot (m,n, i)
yl=sign(b (1)) * (-mutsqgrt (mu.”2+1));
y2=sign (b (2))* (1/2) % (-mu+sgrt (mu.”"2+4)) ;
plot (yl,y2, b-")
hold on
axis([-1 1 -1 1])
title( [’ (',abc(i),”)
b = (/,num2str(b(1)),’,’,num2str(b(2)),’)"T"] );

xlabel ("yl1l");
ylabel ('y2");
end
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Mesiac T r] ry T3 1 T

Januar 1 0.054 0.032 0.064 0.038 0.049
Februar 2 0.045 0.055 0.056 0.062 0.067
Marec 3 -0.030 -0.036 0.048 -0.037 -0.039

April 4 -0.018 0.052 0.007 0.050 0.051

Maj 5 0.043 0.047 0.053 0.065 0.049

Jin 6 0.047 0034 0036 -0.043 0.037

Jal. 7 0055 0.063 0.017 0.062 0.055
August 8 0.036 0.048 0.047 0.034 0.025
September 9 -0.039 0.025 -0.059 0.035 0.052
Oktober 10 -0.043 0.040 0.047 0.056 0.020
November 11 0.046 0.036 0.040 0.057  0.045
December 12 0.052 -0.017 0.032 0.025 0.040
Priemer 7 0.0207 0.0316 0.0323 0.0337 0.0376

Tabul'ka 5.4: Redlne historické mesa¢né vynosy piatich vybranych aktiv zo Stokholmskej

burzy za jeden rok. Zdroj: [27].
Mesiac 7 r]—7T1 r3—To r3—T3 Tj—T4 TL—T5s
Janudr 1 0.0333 0.0004 0.0317 0.0043 0.0114
Februar 2 0.0243 0.0234 0.0237 0.0283  0.0294
Marec 3 -0.0507 -0.0676 0.0157 -0.0707 -0.0766
April 4 -0.0387 0.0204 -0.0253 0.0163 0.0134
M4 5 0.0223 0.0154 0.0207 0.0313 0.0114
Jan 6 0.0263 0.0024 0.0037 -0.0767 -0.0006
Jul 7 0.0343 0.0314 -0.0153 0.0283 0.0174
August 8 0.0153 0.0164 0.0147 0.0003 -0.0126
September 9 -0.0597 -0.0066 -0.0913 0.0013 0.0144
Oktober 10 -0.0637 0.0084 0.0147 0.0223 -0.0176
November 11 0.0253 0.0044 0.0077 0.0233  0.0074
December 12 0.0313 -0.0486 -0.0003 -0.0087 0.0024

Tabul'ka 5.5: Vypocitané odchylky mesaénych vynosov z Tabul'ky 5.4.
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MAXiMIN_ linprog.m

Matlab 7.0.1 (R14)

c=[00000-17;
C =[-0.0540 -0.0320 -0.0640 -0.0380
-0.0450 -0.0550 -0.0560 -0.0620
0.0300 0.0360 -0.0480 0.0370
0.0180 -0.0520 -0.0070 -0.0500
-0.0430 -0.0470 -0.0530 -0.0650
-0.0470 -0.0340 -0.0360 0.0430
-0.0550 -0.0630 -0.0170 -0.0620
-0.0360 -0.0480 -0.0470 -0.0340
0.0390 -0.0250 0.0590 -0.0350
0.0430 -0.0400 -0.0470 -0.0560
-0.0460 -0.0360 -0.0400 -0.0570
-0.0520 0.0170 -0.0320 -0.0250
-0.0207 -0.0316 -0.0323 -0.0337
d = [0; 0; O; O0; 0; O; O; 0; O; O; 0; O; O];
A= [1111107];
b=1;
u=[0.75; 0.75; 0.75; 0.75; 0.75; Inf];
1=[0; 0; 0; 0; 0; —-Inf];
[x,fval,exitflag, output, lambda] =

.0490
.0670
.0390
.0510
.0490
.0370
.0550
.0250
.0520
.0200
.0450
.0400
.0376

Ne Ne Ne Ne N

o~

Ne Ne Ne N

R el e e e T = T R SR
~

|
O ~e

linprog(c,C,d,A,b,1,u)

.031;

MAXiMIN_LIPSOL.lpp LIPSOL v0.4

name: MAXiMIN_LIPSOL

objective:
max z

constraints:
1) 0.054wl + 0.032w2 + 0.064w3 + 0.038w4 + 0.049w5 - z > O
2) 0.045wl + 0.055w2 + 0.056w3 + 0.062w4 + 0.067w5 — z > O
3) -0.030wl - 0.036w2 + 0.048w3 - 0.037w4 - 0.039w5 - z > O
4) -0.018wl + 0.052w2 + 0.007w3 + 0.050w4 + 0.051w5 - z > O
5) 0.043wl + 0.047w2 + 0.053w3 + 0.065w4 + 0.049w5 - z > O
6) 0.047wl + 0.034w2 + 0.036w3 - 0.043w4 + 0.037w5 - z > O
7) 0.055wl + 0.063w2 + 0.017w3 + 0.062w4 + 0.055w5 - z > O
8) 0.036wl + 0.048w2 + 0.047w3 + 0.034w4 + 0.025w5 - z > O
9) -0.039wl1 + 0.025w2 - 0.059w3 + 0.035w4 + 0.052w5 - z > O
10) -0.043wl + 0.040w2 + 0.047w3 + 0.056w4 + 0.020w5 - z > O
11) 0.046wl + 0.036w2 + 0.040w3 + 0.057w4 + 0.045w5 - z > 0
12) 0.052wl - 0.017w2 + 0.032w3 + 0.025w4 + 0.040w5 - z > O
13) 0.020wl + 0.031w2 + 0.032w3 + 0.033w4 + 0.036w5 > 0.0
14) wl + w2 + w3 + wd + wh =1

bounds:
1) 0 <wl < 0.75
2) 0 < w2 < 0.75
3) 0 < w3 < 0.75
4) 0 < w4 < 0.75
5) 0 < w5 < 0.75
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MAD linprog.m  Matlab 7.0.1 (R14)

c=[000O001111111111111];
cC =1
-0.0333 -0.0004 -0.0317 -0.0043 -0.0124 -1 0 O O O O O O O O 0 o0
-0.0243 -0.0234 -0.0237 -0.0283 -0.0294 0 -1 O O O O O O O O O o0
0.0507 0.0676 -0.0157 0.0707 0.0766 0O O -1 O O O O O O O O O
0.0387 -0.0204 0.0253 -0.0163 -0.0134 0 O O0O-1 0 O O O O O O o0
-0.0223 -0.0154 -0.0207 -0.0313 -0.0124 0 O O O-1 O O O O O 0 o0
-0.0263 -0.0024 -0.0037 0.0767 0.0006 O O O O O-1 O O O O O O
-0.0343 -0.0314 0.0153 -0.0283 -0.0174 0 O O O O O-1 0 O O O O
-0.0153 -0.0164 -0.0147 -0.0003 0.0126 O O O O O O O-1 O O 0 o0
0.0597 0.0065 0.0913 -0.0013 -0.0144 0 O O O O O O O-1 0 0 o0
0.0637 -0.0084 -0.0147 -0.0223 0.0176 0O O O O O O O O O-1 0 O
-0.0253 -0.0044 -0.0077 -0.0233 -0.0074 0 O O O O O O O O O-1 o0
-0.0313 0.0486 0.0003 0.0087 -0.0024 0 O O O O O O O O O 0 -1;
0.0333 0.0004 0.0317 0.0043 0.0114 -2 0 O O O O O O O O O o0
0.0243 0.0234 0.0237 0.0283 0.0294 0-1r 0 O O O O O O O O O
-0.0507 -0.0676 0.0157 -0.0707 -0.0766 O O -1 O O O O O O O 0O O
-0.0387 0.0204 -0.0253 0.0163 0.0134 0 0O O0-1 0 O O O O O 0 o0
0.0223 0.0154 0.0207 0.0313 0.0114 O O O O-L O O O O O O o0
0.0263 0.0024 0.0037 -0.0767 -0.0006 O O O O O-1 O O O O O O
0.0343 0.0314 -0.0153 0.0283 0.0174 0 O O O O O-1 O O O O O
0.0153 0.0164 0.0147 0.0003 -0.0126 O O O O O O O-r O O O O
-0.0597 -0.0066 -0.0913 0.0013 0.0144 0 O O O O O O O-1 0 0 o0
-0.0637 0.0084 0.0147 0.0223 -0.0176 0 O O O O O O O O-1 0 O
0.0253 0.0044 0.0077 0.0233 0.0074 0 O O O O O O O O O0-1 o0
0.0313 -0.0486 -0.0003 -0.0087 0.0024 0 O O O O O O O O O O -1;
-0.0207 -0.0316 -0.0323 -0.0337 -0.0376 O O O O O O O O O O O O01;
d = [0;0;,0;0;0;,0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;-0.037;
A=111110000000000°001];
b=1;
u=[0.75;0.75;0.75;0.75;0.75;Inf; Inf; Inf; Inf; Inf; Inf; Inf; Inf; Inf; Inf; Inf; Inf;];
1=[0; 0; O; 0; O; 0; O; 0; O; 0; O; 0; 0O; 0O; O; O; 0;1;
[x, fval,exitflag, output, lambdal= linprog(c,C,d,A,b,1,u)

MAD_LIPSOL.lpp LIPSOL v0.4

name: MAD_LIPSOL

objective:
min pl + p2 + p3 + p4 + p5 + p6 + p7 + p8 + p9 + pl0 + pll + pl2

constraints:
1) 0.0333wl + 0.0004w2 + 0.0317w3 + 0.0043w4 + 0.0114w5 + pl > 0
2) 0.0243wl + 0.0234w2 + 0.0237w3 + 0.0283w4 + 0.0294w5 + p2 > 0
3) -0.0507wl - 0.0676w2 + 0.0157w3 - 0.0707w4 - 0.0766w5 + p3 > 0
4) -0.0387wl + 0.0204w2 - 0.0253w3 + 0.0163w4 + 0.0134w5 + p4 > 0
5) 0.0223wl + 0.0154w2 + 0.0207w3 + 0.0313w4 + 0.0114w5 + p5 > 0
6) 0.0263wl + 0.0024w2 + 0.0037w3 - 0.0767w4 - 0.0006w5 + p6 > O
7) 0.0343wl + 0.0314w2 - 0.0153w3 + 0.0283w4 + 0.0174w5 + p7 > 0
8) 0.0153wl + 0.0164w2 + 0.0147w3 + 0.0003w4 - 0.0126w5 + p8 > 0
9) -0.0597wl - 0.0066w2 - 0.0913w3 + 0.0013w4 + 0.0144w5 + p9 > O
10) -0.0637wl + 0.0084w2 + 0.0147w3 + 0.0223w4d - 0.0176w5 + pl0 > O
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11) 0.0253wl + 0.0044w2 + 0.0077w3 + 0.0233w4 + 0.0074w5 + pll > O
12) 0.0313wl - 0.0485w2 - 0.0003w3 - 0.0087w4 + 0.0024w5 + pl2 > O
13) 0.0333wl + 0.0004w2 + 0.0317w3 + 0.0043w4 + 0.0114w5 - pl < O
14) 0.0243wl + 0.0234w2 + 0.0237w3 + 0.0283w4 + 0.0294w5 - p2 < O
15) -0.0507wl - 0.0676w2 + 0.0157w3 - 0.0707w4 - 0.0766w5 - p3 < 0
16) -0.0387wl + 0.0204w2 - 0.0253w3 + 0.0163w4 + 0.0134w5 - p4 < O
17) 0.0223wl + 0.0154w2 + 0.0207w3 + 0.0313w4 + 0.0114w5 - p5 < O
18) 0.0263wl + 0.0024w2 + 0.0037w3 - 0.0767w4 - 0.0006w5 - p6 < O
19) 0.0343wl + 0.0314w2 - 0.0153w3 + 0.0283w4 + 0.0174w5 - p7 < O
20) 0.0153wl + 0.0164w2 + 0.0147w3 + 0.0003w4 - 0.0126w5 - p8 < O
21) -0.0597wl - 0.0066w2 - 0.0913w3 + 0.0013w4 + 0.0144w5 - p9 < O
22) -0.0637wl + 0.0084w2 + 0.0147w3 + 0.0223w4 - 0.0176w5 - pl0O < O
23) 0.0253wl + 0.0044w2 + 0.0077w3 + 0.0233w4 + 0.0074w5 - pll < O
24) 0.0313wl - 0.0486w2 — 0.0003w3 - 0.0087w4 + 0.0024w5 - pl2 < O
25) 0.0207wl + 0.0316w2 + 0.0323w3 + 0.0337w4 + 0.0376w5 > 0.03
26) wl + w2 + w3 + wd + wh =1

bounds:
1) 0 <wl < 0.75
2) 0 < w2 < 0.75
3) 0 < w3 < 0.75
4) 0 < w4 < 0.75
5) 0 < w5 < 0.75

portfolio_linprog.m  Matlab 7.0.1 (R14)

c=[-0.35 -0.35 -0.6571;

A=[-0.55 0.7 0.2; 0.26 0.22 0.12; 0.275 -0.1 0.15; 0.05 0.05 0.2571;
b=[0.3; 0.205; 0.175; 0.21];

C=[11 11;

d=1;

1=[0; 0; 0];

u=[0.5; 0.5; +Inf];

% simplexova metoda
[x,fval,exitflag,output, lambda] =
linprog(c,A,b,C,d,1,u, [],optimset (' LargeScale’,’off’,’Simplex’,’on’))

% metody vnutorneho bodu
[x,fval,exitflag, output, lambda] = linprog(c,A,b,C,d,1,u)

portfolio_ LIPSOL.1lpp  LIPSOL v0.4

name: portfolio_ LIPSOL
objective:

max 0.35wl + 0.35w2 + 0.65w3
constraints:

1) -0.55wl1 + 0.7w2 + 0.2w3 < 0.3

2) 0.26wl + 0.22w2 + 0.12w3 < 0.205
3) 0.275wl - 0.1w2 + 0.15w3 < 0.175
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4) 0.05wl + 0.05w2 + 0.25w3 < 0.21
5) wl + w2 + w3 =1
bounds:
1) 0 < wl < 0.5
2) 0 < w2 < 0.5
3) 0 < w3
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