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Abstrakt

Kleinova, Veronika: Sekvenéné metddy konstrukcie rozhodovacieho pravidla
[Diplomové pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky,
fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel:
doc. Mgr. Radoslav Harman, PhD.

Hlavnou tlohou sekvenénych metdd konstrukcie rozhodovacieho pravidla je
dosiahnut vyssiu presnost klasifikaéného pravidla s pouzitim mensieho poctu
dét. Je to mozné dosiahnut vtedy, ked klasifikacnému modelu povolime vy-
berat si ddta, ktorych kategériu uréime a na zdklade ktorych je potom kla-
sifikacné pravidlo vytvarané. Pouzitie sekvenénych metdd klasifikdcie dat je
vyhodné najmé v situdcidch, ked ziskanie neoznacenych (neklasifikovanych)
dat je velmi jednoduché, avsak zistenie ich skuto¢nej kategérie je narocné (fi-

~ ~ ?
nancne, ¢asovo, atd.).

KIicové slova: logisticka regresia, klasifikacné pravidlo, stratégie a scendre

vyberu d4t, informativnost dat.



Abstract

Kleinovd, Veronika: Active learning [Diploma thesis], Comenius University
Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics, and Informatics, Department of
Applied Mathematics and Statistics; Thesis Consultant: doc. Mgr. Radoslav
Harman, PhD.

The key idea behind the active learning is to gain higher accuracy of a clas-
sification rule with fewer input data. It can be achieved by allowing the classi-
fication model to choose data that will be labeled. The classification model is
then trained on these labeled instances. The use of active learning is especially
beneficial in situations where unlabeled data are readily available but labels

are difficult to obtain (i.e. expensive, time-consuming).

Key words: logistic regression, classification rule, query strategies and que-

ry scenarios, informativeness of data.
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Uvod

Dolezitou sticastou modernych metéd mnohorozmernej Statistiky a strojového
ucenia st metddy automatickej klasifikacie dat do dvoch alebo viacerych skupin
(kategorif). Kategériou moze byt napriklad konkrétna diagnéza pacienta alebo
zaradenie e-mailu medzi ”spam”. Klasifikdtorom sa nazyva algoritmus, ktorym
implementujeme klasifikiciu. Niekedy vsak klasifikdtor moze znamenat aj ma-
tematicku funkciu ziskanu klasifikacnym algoritmom, na zéklade ktorej je vy-
tvorené klasifikacné pravidlo triedenia dat do kategérii. Na vytvorenie klasi-
fikacného pravidla sluzi ”tréningova vzorka”, ¢o je subor dat, ktory pre kazdy
objekt obsahuje vektor vysvetlujicich premennych a jeho zndmu, spravnu kla-
sifikdciu. Najcastejsie pouzivanymi metodami na vytvorenie klasifikacného pra-
vidla si linearna diskriminacna analyza, metédy oporného bodu, neurénové
siete, klasifika¢né stromy a logisticka regresia.

Je zrejmé, ze ¢im mame k dispozicii vac¢Si pocet dat, tym presnejsie klasi-
fikacné pravidlo mozeme vytvorit. Data mozu byt sice Tahko ziskatelné, avsak
na vytvorenie pravidla potrebujeme poznat aj ich kategérie, ktorych ziskanie je
niekedy velmi ndroéné. Vtedy sa snazime oznacit ¢o najmenej dét a na druhe;j
strane, ziskat ¢o najlepsie klasifikacné pravidlo. Riesenim v takychto situdcidch
st prave sekvenéné metody klasifikacie dat, ktorym sa venujeme v tejto diplo-
movej praci.

Praca je rozdelenda do dvoch hlavnych kapitol. Prva kapitola je zamerana
na logistickd regresiu, konkrétne binarnu logisticki regresiu a na jej pouzitie
v diskriminacnej analyze, ktort aplikujeme na demonstrovanie a porovna-
nie sekvenénych metdéd konstrukcie rozhodovacieho pravidla na konkrétnych
datach. Okrem toho sa v prvej kapitole zameriavame aj na Fisherovu in-
formaént maticu, ktord je okrem sekvenénych metéd klasifikdcie dat vo velkej
miere pouzivana aj v uzko prepojenej oblasti Statistiky, v optimalnom na-
vrhovani experimentov. Ako sivisi Fisherova informa¢na matica s optimalnym

navrhovanim experimentov je opisané v prilohe 1.



V druhej kapitole sa nachadza ivod k sekvenénym metodam klasifikdcie dat
a motivacia ich pouzitia. Uvddzame niekolko redlnych prikladov, kedy pouzitie
sekvencnych metdd je naozaj opodstatnené.

Mensia ¢ast tejto kapitoly je venovana scendrom vyberu dat, ktoré si po-
tom pouzité na vytvorenie klasifikacného pravidla a v nosnej casti sme sa za-
merali na stratégie vyberu dat, ktoré urcuju mieru informativnosti dat. Kazdu
stratégiu uvadzame vSeobecne a aj pre binarnu logisticku regresiu. Porovnanie
jednotlivych stratégii realizujeme na dvoch stiboroch dat, kde okrem doteraz
pouzivanych stratégii porovnavame aj novi, nami navrhnutt stratégiu. Vsetky

vypocty boli realizované v programovacom jazyku ”"R” a uvedené si v prilohe 2.



1 Logisticka regresia

Regresné modely sa pouZivaji na vyjadrenie vztahu medzi zdvislou (vysvetlo-
vanou) premennou Y a jednou alebo viacerymi nezavislymi (vysvetlujicimi)
premennymi . V pripade diskrétnej vysvetlovanej premennej, ¢ize premen-
nej nadobtudajicej konecny pocet hodnot, sa najcastejsie pouziva model logis-
tickej regresie. Pri opise logistickej regresie budeme vychddzat z [8]. Cielom
logistickej regresie, ako aj inych modelovacich statistickych technik, je identifi-
kovat premenné, ktoré vyrazne ovplyviiuji hodnotu vysvetlovanej premenne;
ana zdklade hodnot tychto premennych predikovat hodnotu Y novozvoleného
objektu.

Napriklad, ak chceme zistit, ¢i u pacienta mozno oc¢akavat pooperaéné kom-
plikdcie (Y = 1) alebo nie (Y = 0), ak mdme k dispozicii databdzu tes-
tov a operacnych vysledkov predchddzajicich pacientov, moZeme pouzit lo-
gisticku regresiu. Pomocou logistickej regresie a databazy zistime, ktoré me-
dicinske testy zo vsetkych moznych testov ovplyviiuju to, ¢i nastali pooperacné
komplikdcie (identifikdcia premennych x) a takisto budeme vediet predikovat
pooperacné komplikacie (predikcia hodnoty Y') pre nového pacienta, ktorého
vysledky tychto testov budeme poznat.

Hlavnym dévodom toho, Ze v pripade diskrétnej premennej ¥ nemoze byt
pouzitd linedrna regresia je, ze podmienend strednd hodnota E(Y|x) v ta-
komto pripade predstavuje pravdepodobnost, ¢ize hodnotu z intervalu (0, 1).
Toto kritérium spiﬁa napriklad logisticka funkcia. St dva hlavné dovody vyberu
prave tejto funkcie. Z matematického hladiska je to vyborne flexibilng a lahko
pouZiteln4 funkcia a druhym dévodom je dobrd interpretovatelnost takto zvo-

leného modelu, resp. jeho parametrov.

1.1 Binarna logisticka regresia

V pripade binarnej logistickej regresie Y nadobiida dve mozné hodnoty. Naj-

castejsie Y = 1 znamend nastatie javu a Y = 0 nenastatie javu. Pretoze



E(Y|x) v modeli logistickej regresie predstavuje pravdepodobnost nastatia
javu, budeme pouzivat oznacenie E(Y |z) = 7(x, 3). Model logistickej regresie

potom vyzera nasledovne:

1
m(x,B) = ———, 1
@) = )
T Y
kde x = <17 i, T, -, q;,,) je vektor vysvetlujicich premennych a 3 =
T
<507 Bi, -, /Br> je vektor parametrov modelu. V pripade jednej vys-

vetlujicej premennej vidime graf logistickej funkcie na obr. 1.
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Obr. 1: Logistickd funkcia s parametrom 3 = (1,1)T

Kedze w(x,3) je strednd hodnota bindrnej ndhodnej premennej Y|z, tak
7(x, B) tiez predstavuje pravdepodobnost nastatia javu, ktory modeluje né-
hodnd premenna Y pri hodnotach nezavislych premennych uréenych vektorom
@. Pravdepodobnost, ze jav nenastane je rovna 1 — m(x, 3).

Elementarnymi ipravami prevedieme logisticky model na tvar

7]—(1:7/6) AT
1—7T(.’,E,ﬁ) _/8 v

sa nazyva Sanca (angl. odds). Ak by napriklad vyhra v lotérii

In

m(z,0)
1—7T(:l:,ﬁ)

predstavovala nastatie javu a jej pravdepodobnost by bola 10%, tak Sanca

Vyraz



na vyhru je 1/9. Logaritmus Sance sa nazyva logit. Vyznam tejto transformécie
je, ze logit m4 tvar linedrneho regresného modelu (linedrnost v &, nadobtda
hodnoty z intervalu (—oo, 00)).

Dalsim podstatnym rozdielom medzi linedrnou a logistickou regresiou je, ze
pri linedrnej regresii moézeme realizdciu Y zapisat nasledovne: Y = E(Y|x) +e¢,
pricom ¢ obvykle pochddza z N(0,0?), pripadne z iného spojitého rozdele-
nia nezavislého na x. To vSak nie je pripad diskrétnej premennej Y. V ta-
kejto situdcii sice realizdciu Y vyjadrime takisto ako Y = E(Y|x) + ¢, ale
¢ modze nadobudniit len dve hodnoty. Y = 1 s pravdepodobnostou 7(x,3),
teda e = 1 — w(x,3) s pravdepodobnostou 7(x, 3) a analogicky ¢ = —7(x, 3)
s pravdepodobnostou 1 — 7(x, 3). Cize € mé rozdelenie so strednou hodnotou

0 a disperziou (x, 8)(1 — w(x, 3)).

1.2 Odhad parametrov

Pri tedrii odhadu parametrov vychddzame z [10]. Predpokladajme, ze mame
k dispozicii n nezavislych pozorovani {x;,v;},7i = 1,...,n. Na odhad paramet-
rov 3 logistickej regresie sa pouziva metoda maximalnej vierohodnosti. Na ap-
likovanie tejto metddy potrebujeme najskor zostrojit vierohodnostni funkciu,
ktord vyjadruje pravdepodobnost nadobudnutia prave tychto n pozorovani y;
pri danych hodnotéch x; ako funkciu 3. Pravdepodobnost, Ze objekt, ktorého

charakterizuje vektor premennych x;, nadobudne hodnotu y; € {0, 1}, sa rovna
plules B) = n(@. B (1 — n(x.. /).

KedZe jednotlivé pozorovania si nezavislé, vierohodnostné funkcia vyzerd na-

sledovne

L(B) Hp(yi|wi> B)

(@, B)Y (1 — m(x;, B))' V.

I
—=

1

<.
Il

Princip metédy maximalnej vierohodnosti spociva v néjdeni takého parametra

3, ktory maximalizuje hodnotu vierohodnostnej funkcie, ¢o je ekvivalentné



najdeniu parametra maximalizujiceho logaritmus tejto funkcie, s ktorou sa

z matematického hladiska lahsie pracuje:

{(B) = In(L(B)) = Z{y (@i, B) + (1 — i) In(1 — m(x;, B))}

- B i 1
S

=1
n

= > {82~ (1 + 7)) 4+ (1) (= In(1+ 7)) |

=3 LB (14 ) ]

i=1
Parameter 3, ktory maximalizuje ¢(3) oznacime B Tento parameter B potom
musf spliaft

ot " CE
UB) = %L = Z {yz‘wz‘ - jwi}

i=1

¢o vedie k vyrieSeniu r+ 1 nelinedarnych rovnic v 41 logistickych parametroch
3. Na vyrieSenie sa dd pouzit iterativna verzia vdzenej metédy najmensich
stvorcov (angl. iteratively reweighted least-squares (IRLS)), kde (k + 1) -vy

krok algoritmu vyzera nasledovne:
Sk Hk) (s AR\ T HE)
BT ="-(1(87)) 4(87).
%(0)

pricom ako Startovaciu hodnotu sa odportca zvolit (podla [10]) 8~ = 0

a druhu derivaciu logaritmu vierohodnostnej funkcie vypocitame nasledovne:



“p)

“oposT " (L7
B tL Pl Bl T
Tl (“T) e
==Y w2, B)(1 - n(@:, B)wa]
i=1
- - X"WX, (2)
kde
T
X = <.’111, o, 5 mn) )
w(@1.B)(1 — w(x1, B)) 0 !
_ 0 (@2, B)(1 — m(x2, B))
0
0 0 m(x,,B)(1—7(xn,B))

Maticu —¢(8) oznac¢me I(8). Tato matica sa nazjva Fisherova informacna

matica a je jej venovana nasledujica podkapitola.

1.3 Fisherova miera informacie

Pri odvodeni Fisherovej informac¢nej matice a Cramérovej-Raovej nerovnosti
sme vychadzali z [14]. Fisherova miera informdcie je definovand ako varian-
cia skore, ktoré sa vypocita ako derivacia logaritmu vierohodnostnej funkcie
U(X,Y|B), kde Y je vektor prislusnych kategérii dat s vektormi ”¢it” X.
Mozeme ju chapat ako mnozstvo obsiahnutej informdcie, ktoré nesie ndhodna
premennd Y| X o nezndmom parametri (3, od ktorého zavisi pravdepodobnost
tejto ndhodnej premennej. D4 sa ukdzat, Ze strednd hodnota skére je rovna 0.

Preto Fisherovu mieru informécie moézeme vyjadrit takto:

H(X,Y,B3)olX,Y,B) ’5}
9B, 0B, |

(1(B))i; = E



Ak je logaritmus vierohodnostnej funkcie dvakrat diferencovatelny podla (3,
¢o v pripade logistickej regresie je, Fisherova informécia moze byt vyjadrena
ako zaporne vzata stredna hodnota druhej derivécie logaritmu vierohodnostnej

funkcie vzhladom na parameter 3 :

@), - -k | T Pla).

Vyuzijiic vztah (2), dostdvame

(I(B))ij = —E [-(X"WX);]
= (X"WX),;.

1.3.1 Cramérova-Raova nerovnost

Cramérova-Raova hranica ndm uddva hranicu toho, kolko informdcie je ob-
siahnutej v datach o neznamom parametri 3. Konkrétne, Cramérova-Raova
nerovnost uréuje minimdlnu varianciu nevychyleného odhadu nezndmeho pa-
rametra 3.

V jednorozmernom pripade (jeden parameter 3) vyuzitim Cramérovej-Raovej
nerovnosti, podla ktorej pre Tubovolny nevychyleny odhad plati, ze jeho va-
riancia je vécsia alebo rovna ako inverzia Fisherovej informaé¢nej matice, do-
staneme:

1

Var(p) = m

Ak variancia nejakého nevychyleného odhadu dosahuje tito dolni hranicu,

tento odhad sa nazyva efektivny. Podla [7] je odhad metédou maximdlnej vie-

L
1(8)

Vo viacrozmernom pripade nemozno pouzit predchadzajice vzfahy, pretoZe

rohodnosti asymptoticky efektivny, ¢ize Var(f) =

Fisherova informacna matica v tamto pripade nie je skalarom, ale Stvorcovou
maticou rozmeru, ktory zavisi od poc¢tu nezndmych parametrov. V nasom
pripade (r + 1) x (r + 1). Nech Y je vektor prislusnych kategérii dat s vek-
tormi ”¢ft” X a nech T'(X) = (T1(X), T5(X), ..., Tn(X)), kde X = X(X,Y)

10



je odhad Tubovolného vektora funkcii parametrov. Ocakdvanii hodnotu tohto
vektora E(T (X)) oznacme 1 (3). Po splneni podmienok regularity (pozri [14])

’ ) ’ v . . . .
Cramérova-Raova nerovnost udava ohranicenie pre kovarianénu maticu

cov(T'(X)): ;
conm(x) = 20 () (P50

kde maticové porovnanie A > B znamend, ze A — B je pozitivne semidefinitnd

matica. Vsimnime si, ze ak T'(X) je nevychyleny odhad vektora parametrov
B (¢ize E(T(X)) = ¢(B) = B), tak Cramérova-Raova nerovnost sa redukuje
na tvar

cov(T(X)) = I71(B).
KedZe odhad metédou maximéalnej vierohodnosti je asymptoticky nevychyleny,

d4 sa ocakavat pribliznd platnost tvrdenia

cou(B) = I7(8) = (XTWX)".

Vyuzijiic asymptoticki efektivnost odhadu metédou maximélnej vierohodnosti
cov(B) = (XTWX)~L.

Presnejsia analyza vztahu kovarianénej matice odhadu metédou maximélne;

vierohodnosti a informacnej matice presahuje ramec tejto prace.

1.4 Logisticka diskriminacna analyza

Logisticki regresiu je mozné pouzif aj ako metédu diskriminacnej analyzy.
Vychadzajic z [10] si ukdzeme sposob jej aplikovania v bindrnom pripade, ¢ize
v pripade dvoch kategorii. Pomocou premennej Y je identifikovana kategdria
(ITy, resp. Ily), do ktorej je zaradeny tidaj s vektorom ”¢éft” @ nasledovne:

0 akxelly
Y —

1 aka:EHQ.

11



Budeme pozivat nasledujiice znacenie: p;(x,3) - pravdepodobnost, ze 1udaj
s vektorom ”¢ft” x patri do kategérie II; na zaklade modelu s parametrom
B!

Pomocou parametra 3 ziskaného metédou maximéalnej vierohodnosti (pozri

kapitolu 1.2) je vytvorend linedrna diskriminacéné funkcia

~ ~T

L(x)=p3 =.

Klasifikacné pravidlo logistickej diskriminac¢nej analyzy definujeme nasledovne:

A

ak L(x) > 0,z je zaradené do kategorie Iy,

inak je zaradené do kategorie I1;.
Ekvivalentnou klasifikacnou procedurou je pouzitie funkcie f/(w) na odhad

pravdepodobnosti ps(x, 3) vo vztahu (1):

A 1
pa(x, B) = Tr e i@

Potom, ak
ez, B) > stanovend hranica, x je zaradené do kategorie 1ls,

inak je zaradené do kategérie II;. Vécsinou je hranicou zvolend hodnota 0.5,
ktord budeme pouzivat aj my.

Este pred samotnou aplikdciou sekvencnych metdd klasifikdcie dat pomo-
cou logistickej diskriminacnej analyzy vysvetlime niektoré v tomto texte casto

pouzivané pojmy:

e trénovanie modelu - pod pojmom trénovanie modelu chapeme ziskanie

odhadu parametrov 3 na zéklade trénovacej vzorky,

e trénovacia vzorka - subor dat, pre ktoré pozname ich skutocnu kategériu

a st pouzité na natrénovanie modelu,

1V pripade bindrnej logistickej regresie nastatim javu chdpeme zaradanie objektu do kategérie Ilo, Cize

m(x, B) = p2(, B).
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e vektor "¢&ft” - vektor vysvetlujiicich premennych x pre konkrétny tdaj,

e pretrénovanie modelu (angl. retraining) - pod slovenskym vyrazom pretré-
novanie modelu sa niekedy mysli vytvorenie statistického modelu s velkym
poc¢tom parametrov vzhladom na pocet dat, ktory namiesto vztahu pre-
mennych popisuje ndhodni chybu modelu (angl. overfitting). My vsak
pod pojmom pretrénovanie modelu budeme chépat opitovné vytvorenie

modelu (trénovanie modelu) na zaklade novej trénovacej vzorky.
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2 Sekvencéné metédy konstrukcie rozhodovacieho pra-

vidla

Sekvenénd klasifikdcia dat (angl. active learning) je stucastou tedrie strojového
ucenia (angl. machine learning), ktoré je zase sticastou vednej discipliny umeld
inteligencia. Sekvencéniu klasifikdciu dat je vSak taktiez mozné povazovat za
stcast Statistického navrhovania experimentov. Hlavnou myslienkou sekvené-
nych metéd klasifikdcie dat je povolif uc¢iacemu sa algoritmu vyberaf si déta,
na ktorych bude model trénovany s cielom dosiahnut lepsi vysledok s pouZitim
mensieho poctu dét. V [17] sa nachddza vSeobecny prehlad sekvenénych metéd
klasifikdcie dat a takisto poskytuje prehlad literatiry zaoberajicej sa touto
problematikou.

V niektorych pripadoch obdrzanie dat aj s ich zatriedenim nie je naroc¢né,
napriklad pri vytvarani klasifikacného algoritmu, pomocou ktorého chceme
dokdzat roztriedit e-mailové spravy na ”"spam” a ostatné. V tomto pripade
moZzeme trénovacie ddta, na zaklade ktorych budeme vytvéarat klasifika¢né pra-
vidlo, ziskat velmi jednoducho a to od pouZivatelov, ktor{ nechcent spravu jed-
noducho oznacia ako "spam”. V spomenutom pripade si déta a ich kategérie
Tahko dostupné. Avsak existuje vela tloh, pri ktorych oznacenie (zatriedenie)
dat je casovo, financne alebo inak narocné. Prave v takychto pripadoch, kde ne-
zatriedené ddta su sice lahko dosiahnutelné, ale ich oznacenie do prislusnej ka-
tegdrie je nakladné, sa pouzivaji sekvencné metddy klasifikacie dat. Prikladom
pouzitia sekvencénych metdd klasifikacie dat je vytvorenie algoritmu na roz-
poznéavanie reci. Ziskanie takejto trénovacej vzorky je extrémne ¢asovo narocné,
aj ked samotné nahravky reci st vicsinou lahko dostupné, ale rozpoznanie
(oznacenie) toho, ¢o sa na jednotlivych nahravkach nachddza (aké slovd, resp.
slabiky) si vyzaduje vela ¢asu a niekedy aj pomoc jazykovedca. Rozpozndvanie
na drovni slov moze trvat aj 10-krét dlhsie ako samotnd audio nahravka [21].
Spomedzi mnoho dalsich moZeme spomentt este algoritmus na klasifikdciu

dokumentov alebo webovych stranok. Nezatriedené dokumenty mozeme ziskat
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velmi jednoducho, ale urcenie, ¢i dany dokument (napr. ¢lénok) alebo we-
bova stranka patri alebo nepatri do danej klasifikacnej triedy, si vyzaduje
prestudovanie daného dokumentu, ¢o moze byt velmi ¢asovo ndrocéné. S fi-
nanénou naroc¢nostou oznacovania dat sa ¢asto mozeme stretnit v medicinske;
oblasti. Na urcenie kategérie trénovacich dat totiz neraz potrebujeme vykonat
nakladny experiment.

Sekvencné metody konstrukceie rozhodovacieho pravidla sa snazia predcha-
dzat zbytoénému oznacovaniu dét, o ktorych sa predpokladd, Ze nepomdzu
vyrazne zlepsit klasifikacné pravidlo. Naopak, Ziada oznacenie len tych dat,
ktoré st pre dany klasifikacny algoritmus kritické. Takymto sposobom je do ex-
perimentu zahrnutd len ¢ast zo vSetkych dostupnych dat a pomocou nich je
vytvorené efektivne klasifikacné pravidlo. Sekvencéné metody klasifikacie dat
teda znizuju néklady na dany experiment.

Pri vybere najinformativnejsich dat pre doposial natrénovany model rozli-

Sujeme viacero scenarov a viacero stratégii vyberu.

2.1 Scenare vyberu dat na zatriedenie

Po kazdom vytvoreni modelu je vybraty udaj, ktory model povazuje za naj-
informativnejsi. Prvy vytvoreny model budeme nazyvat inicializacny a vytvo-
renie kazdého d’alsieho nového modelu zase pretrénovanie modelu. Existuje
viacero spésobov nazyvanych scendre, ktorymi sa dany tdaj vyberie. Clanok

[17] rozlisuje tri zakladné scendre
e membership query synthesis,
e stream-based selective sampling,

e pool-based sampling.
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2.1.1 Membership query synthesis

Jednym z prvych scenarov sekvencénych metod, ktory bol skimany, je mem-
bership query synthesis ([2]). Pri tomto druhu scendra model pozaduje oznacenie
udaja, ktory je modelom nanovo vygenerovany. V niektorych pripadoch je
takyto scendr velmi uzitoény, avsak v niektorych je jeho pouzitie nemozné.
Napriklad, ak by sme chceli natrénovat model na rozpoznavanie pismen, model
moze poziadat o uréenie symbolu, ktory nebude predstavovat Ziadne pismeno
abecedy. Na tento problém upozornili aj autori [11]. Podobny problém nastéva

aj v modeloch rozpoznavania reci.

2.1.2 Stream-based selective sampling

Scendr stream-based selective sampling bol uvedeny v [4]. Hlavnym predpo-
kladom pouzitia tohto scenara je, ze ziskanie neoznac¢eného tdaja nestoji nic,
resp. je velmi lacné. Po pretrénovani modelu sa ndhodne vyberie idaj, ktory
doposial nie je oznaceny a model rozhodne, ¢i vyziada jeho oznacenie alebo nie.
Toto rozhodnutie moze byt vykonané na zaklade roznych kritérii. Napriklad,
ak ku kazdému tdaju je urcend jeho informativnost pomocou funkcie infor-
mativnosti, ktord predstavuje akusi mieru zaujimavosti poznania kategdrie
daného tidaja pre doterajsi model, tak sa uréi minimalna hranica hodnoty tejto
funkcie, ktora bude kritériom rozhodnutia vyziadania si oznacenia. Ak hodnota
funkcie informativnosti bude nad touto hranicou, bude vyziadané urcenie ka-
tegorie takéhoto idaja a naopak, ak bude pod hranicou, neurci sa zatriedenie
tidaja, pretoze pre sicasny model nie je az také podstatné poznaf toto za-
triedenie a nahodne sa vyberie iny tdaj. Dalsou moznostou rozhodnutia pre
zatriedenie alebo nezatriedenie vybratého udaja je urcenie oblasti, ktora je
stale nejednoznacnd z hladiska zatriedenia pre doterajsi model. Ak ndhodne
vybraty idaj bude pochédzat z tejto oblasti nejednoznacnosti, vyziada sa jeho

oznacenie, v opacnom pripade sa vyberie novy udaj.
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2.1.3 Pool-based sampling

Pre vela klasifikaénych problémov moZeme ziskat neoznacené ddta naraz, ¢ize
neziskavame ich postupne s ¢asovym odstupom. V takom pripade sposobom,
ktorym vyberieme tidaj na oznacenie, moze byt scendr pool-based sampling,
ktorym sa ako prvi zaoberali autori v [12]. Pri tomto scendri sa na urcenie
kategorie vyberda vzdy tdaj, ktory je pre sucasny model najinformativne;jsi.
Cize pre vietky data z doteraz nezatriedenych dat U, sa uréi ich informatfvnost
a vyberie sa ten, ktorého hodnota informativnosti je najvyssia. Po pretrénovani

modelu musi byt opéaf uréend informativnost pre kazdy idaj z U.

/>

tréningové
data

neoznacené data

U

Y

Obr. 2: Cyklus scendra pool based sampling. Obrdzok pochddza z ¢lanku [17].

oznacenie udaja

Na nasledujicej schéme (obr. 2) vidime vS§eobecny priebeh trénovania kla-
sifika¢ného algoritmu s pouzitim sekvenénych metdd a scenara pool-based sam-
pling. Na zaciatku mame k dispozicii sibor neoznacenych dat U (angl. unla-
beled pool). V prvom kroku ndhodne vyberieme niekolko z nich na vytvorenie
inicializaéného modelu. Podla stavu tohto modelu sa vyberie na oznacenie
ten tdaj (alebo viacero dét), ktory bude model pozadovat, pretoze ho bude
povazovat za najinformativnejsi. Tento tidaj sa zaradi medzi oznacené dita L
(angl. labeled pool). Nésledne je model pretrénovany a cely proces od vybratia
udaja pozadovaného modelom sa opakuje, az kym nedosiahneme maximalny

pocet dat, ktoré mozu byt oznacené, cenové ohranicenie experimentu alebo iné
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kritérium ukoncenia experimentu.

Hlavny rozdiel scenarov stream-based sampling a pool-based sampling je, ze
pri stream-based sampling sa urcéuje informativnost individuélne, zatial ¢o pri
pool-based sampling sa vizdy vyhodnoti informativnost vsetkych neoznaéenych
dat pred tym, ako sa urci poziadavka na zatriedenie. Je zrejmé, ze pool-based
sampling vybera vzdy udaj, ktory je informativnejsi ako stream-based sampling
(alebo rovnako informativny), avsak v niektorych pripadoch je vyhodnejsie
pouzit prave stream-based sampling. Konkrétne, ak napriklad je obmedzena

pamit alebo vypoctovy vykon, napriklad pri mobilnych telefénoch.

Princip vsetkych troch scenarov vidime zhrnuty na obr. 3.

membership query synthesis

model vygeneruje
novy udaj
—

stream-based selective sampling

model rozhodne

priestor vietkych

. i e & _____ nahodny __ __ O
pripustnych dat wher ddta > oznatit/neoznadit udaj

udaj je oznaéeny

i pool-based sampling

, . del wheri
_____ vybervefkého  ___ _o u i vy er_lf’, .
poctu dat najinformativnejsi udaj

Obr. 3: Scendre vyberu dat. Obrazok je z ¢lanku [17].
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2.2 Stratégie vyberu dat

Ako sme uz spomenuli, pri trénovani klasifika¢ného algoritmu s pouzitim sek-
venénych metdd, sa podla stavu doteraz vytvoreného modelu vyberie najinfor-
mativnejsi tdaj, ktorého skutoéni kategériu nésledne zistime. Co vsak urcuje
mieru informacie, ktori nam poskytne oznacenie tdaja? V tejto kapitole sa
pozrieme na zakladné stratégie vyberu dat, ktoré nam urcuju prave spome-
nutd informativnost. Budeme pouZivat nasledovné znacenie:

¢ - pocet kategorii,

U - mnozina neoznacenych dat x,

L - mnozina oznacenych dat x,

x* - najinformativnejsi udaj.

Ku kazdej stratégii uvedieme vypocet vo vSeobecnom modeli a zaroven

v modeli binarnej logistickej regresie.

2.2.1 Uncertainty sampling

Asi najjednoduchsou a najpouzivanejSou stratégiou je metdéda maximalnej
neurcitosti (angl. uncertainty sampling), ktora bola prvykrat uvedend v [12].
Podstatou tejto stratégie je vybratie na oznacenie takého udaja, o ktorého
kategérii si je doposial zostaveny model najmenej isty. V rameci stratégie un-
certainty sampling uvedieme konkrétne tri metody a to least confidence, margin

a token entropy, ktoré su prezentované taktiez v [17].

e Least confidence (LC)
Pri metéde least confidence sa vyziada oznaéenie toho tdaja z doposial

nezatriedenych dat, ktorého pravdepodobnost najpravdepodobnejsej ka-

a niektory z tidajov by s pravdepodobnostou 50% patril do jednej a teda

aj druhej kategorie, bude vybraty prave tento idaj na zistenie skutocne;j
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kategorie. Matematicky zapis metody least confidence vyzera nasledovne:
X} = argminpy(x, 3),
xzcU

kde y = argmax, p,(x,3), ¢ize kategéria, do ktorej bude = zaradené
s najvicsou pravdepodobnostou v modeli s danym parametrom (3.

v pripade binarnej logistickej regresie:

* . 1 1
Tro = argmin (max { L 11— L }) .

Margin (M)

Ako sme si mohli vsimnut, metéda least confidence berie do dvahy len
jednu (najviac pravdepodobni) kategériu a pravdepodobnosti, ze idaj
patri do inych kategérii, neberie do ivahy. Prave preto metéda margin je
upravenim metody least confidence. Margin vyberie na oznacenie ten udaj,
ktorého rozdiel pravdepodobnosti dvoch najpravdepodobnejsich kategorii

je minimalny.
)y = arg min(py, (2, B) — py (. B)).

— 11(x, B) - kategdria, do ktorej bude x zaradené s najviacsou pravde-

podobnostou v modeli s danym parametrom (3,

— Ua(x, B) - kategdria, do ktorej bude & zaradené s druhou najvécsou

pravdepodobnostou v modeli s danym parametrom (3.

Rozdielnost least confidence a margin si demonstrujeme na jednoduchom
priklade. Predpokladajme, Ze déta triedime do troch kategérii. Dalej pred-
pokladajme, ze vyberame informativnejsi idaj len z dvoch doteraz neza-
triedenych tudajov. Prvy tudaj ma na zaklade doteraz vytvoreného mo-
delu pravdepodobnosti, ze bude zaradeny do jednotlivych kategoérii na-
sledovné: py(x,B) = 48%, pao(x, B) = ps(x, B) = 26% a druby tddaj:
iz, B) = 50%, pa(x, B) = 49% a py(x, B) = 1%. Metéda least confi-

dence by vybrala na oznacenie prvy udaj, avSak jeho kategoériu by sme
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mohli pokladat za celkom isti, pretoze pravdepodobnost, Ze patri do prvej
kategdrie je relativne vysoka oproti ostatnym dvom pravdepodobnostiam.
Zatial ¢o pri druhom tddaji to tvrdit nemozeme, pretoze prva aj druhd ka-
tegdria tohto idaja maji porovnatelné pravdepodobnosti. Metédou mar-
gin by bol vybraty prave tento druhy tdaj na urcenie jeho skutocnej
kategérie, lebo pri prvom tudaji je rozdiel medzi dvomi najpravdepodob-
nejsimi kategériami 22% a pri druhom len 1%.

V pripade bindrnej (logistickej) regresie sa metéda margin redukuje na

metodu least confidence:
3 = argmin(py, (2, 8) — by (. 8))
= argmin(py, (2, B) — (1 = py, (2, 8)))
= arg min py, (z, §)

1 1
= i 1— .
e LEY (maX { 14+ e B2’ 14 e B2 })

Token entropy (TE)

Metoda token entropy neberie do uvahy iba dve najpravdepodobnejsie
kategérie ako metéda margin, ale zohladiuje pravdepodobnosti vSetkych
kategérii daného idaja pomocou entropie. Za najinformativnejsi voli idaj,

ktorého entropia (neistota) prislusnosti do kategérie
- sz(wa ﬁ) lnpi(wa ﬁ)?
i=1

je najvyssia:

Trp = Argmax (— ;pi(fﬁ,ﬁ) lnpi(w,ﬁ)) :
V pripade bindrnej logistickej regresie:

2
Tpp = aIgmax <— ;Pi@’ﬁ) hlpz’(“%ﬁ)) :

Takisto ako metéda margin je v pripade dvoch kategérii podla [9] ekvi-

valentna metdde least confidence.
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Vyber dat metédou least confidence si ukazeme aj graficky na realnom
priklade. Déta (dostupné v [6]), ktoré pouzijeme, popisuju kvety kosatcov
(angl. Iris), konkrétne ku kazdému kvetu kosatca je zaznamenand dizka a Sirka
kalisného listka, dizka a sirka okvetného listka (vietko v centimetroch) a za-
radenie daného kvetu do jedného z troch druhov kosatcov - Iris setosa, Iris
virginica, Iris versicolor. Z kazdého druhu sa v danom subore dat nachadza 50
kvetov, ¢ize spolu mame 150 tidajov. PretoZe budeme pouzivat bindrnu logis-
ticku regresiu, zvolime si len dva druhy kosatcov - Iris setosa a Iris versicolor.
Kvoli grafickej vizualizacii jednotlivych stratégii budeme tento model binarnej
logistickej regresie zostavovat len na zdklade dvoch premennych a to dfiky
a Sirky kalisného listka (angl. sepal). Tieto testovacie dédta su zobrazené na
obr. 4. Cervenou farbou si zaznacené kvety druhu Iris setosa a modrou farbou
Iris virginica. Na z-vej osi je nanesend dlzka kalisného listka (SL) a na y-vej

sirka kalisného listka (SW).
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Obr. 4: Déta dvoch druhov kosatcov (Iris setosa ¢ervenou, Iris virginica modrou) zndzornené

v zévislosti od dizky (SL) a sirky (SW) kalisného listka.
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Z grafu vidime, ze na zdklade hodnot tychto premennych st zobrazené dva
druhy kosatcov lahko odligitelné. Déta rozdelime aplikovanim logistickej dis-
kriminacnej analyzy a to tak, ze do grafu zobrazime deliacu priamku, ktord
predstavuje také kombindcie premennych (SL a SW), Ze pravdepodobnost, 7e
kvet s takymito hodnotami patri do druhu Iris setosa, resp. Iris virginica je
presne 50%. Tito priamku nazveme diskriminacng hranica. Diskrimina¢nd hra-
nica predstavuje vlastne také hodnoty x, pre ktoré je linearna diskriminacna

funkeia L(z) rovna 0 (obr. 5).

4.0

SW
35
|

3.0

25

2.0

Obr. 5: Rozdelenie druhov Iris setosa a Iris virginica pomocou linedrnej diskriminaénej fun-

kcie modelu, pre ktory je zndma kategdria kazdého z dat.

Aby sme mohli aplikovat stratégie vyberu dat, budeme predpokladat, Ze
na zaciatku nepozname skutocné kategérie dat. V prvom kroku nahodne vy-
berieme mali ¢ast kvetov, ktorych druh zistime a na zdklade tychto dat vy-
tvorime incializacny model logistickej regresie (obr. 6). Data, ktorych skutocéné
kategérie pozndme, si vyznacené farebne (Cervenou, resp. modrou farbou), os-

tatné s na grafe znazornené prazdnym kruzkom.
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Obr. 6: Linedrna diskrimina¢nd hranica inicializa¢ného modelu, ktory vznikol na zdklade
piatich ndhodne vybratych dat, ktoré su vyznacené farebne. Kategérie ostatnych dat repre-

zentovanych prazdnym krizkom si pre model nezname.

Dalsfm krokom je aplikovanie met6dy least confidence, pomocou ktorej zis-
time, ktory udaj vyberieme na zistenie jeho druhu, pretoze je pre iniciali-
zacny model dolezité poznat jeho kategériu. Pri vybere najinformativnejsieho
tdaja budeme pouzivat scenér pool-based sampling, ¢ize zistime informativnost
kazdého z doposial neoznacenych tdajov. Za najinformativnejsi zvolime ten,
ktorého hodnota informativnosti podla danej stratégie bude najvyssia. Na
nasledujicom obrazku (obr. 7) je zndzorneny préave tento udaj v zelenom
ramceku. Okrem tohto najinformativnejsieho tidaja s v grafe vyznacené vsetky
doposial nezatriedené ddta podla hodnoty ich informativnosti pomocou réznych
tirovni sivej. Cim je idaj zndzorneny tmavsou farbou, tym je jeho informativnost
pre sicasny model vyssia. Ako mozeme vidiet, najinformativnejsi tidaj lezi na
deliacej priamke a bol vybraty preto, lebo jeho kategdria je najmenej ista,
pretoze je priblizne 50% Sanca, ze bude zaradeny medzi Iris setosa a takisto

50% sanca, Ze bude patrit medzi Iris virginica. Dalej si moézeme vsimnut,
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7e informativnost dat sa so zvicsujicou vzdialenostou od deliacej priamky

zmensuje.

SW
3.0 35 4.0
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Obr. 7: Informativnost dat podla stratégie least confidence pre inicializaény model. Miera
informativnosti jednotlivych idajov je vyjadrena intenzitou farby - ¢im tmavsia farba, tym

viicsia informativnost. Najinformativnejsi idaj je zobrazeny v zelenom rdméeku.

Nasleduje urcenie druhu kvetu, ktory je najinformativnejsi a pretrénovanie
celého modelu na dédtach, ktoré zahifiaji doposial oznacené déta a tento naj-
informativnejsi udaj. Bolo zistené, ze tdaj patri v skutoc¢nosti do druhu Iris
setosa (Eerveny). Vysledok pretrénovania modelu mozeme vidiet na obr. 8.

Cely proces sa nasledne opakuje - zisti sa informativnost jednotlivych do-
posial nezatriedenych tidajov a uréi sa najinformativnejsi (obr. 9), pozrieme
sa na jeho skutoénu kategoériu a model pretrénujeme.

Po tom, ako je model 5-krét pretrénovany (obr. 10) (do trénovacej vzorky je
postupne pridanych 5 d'alsich bodov), sa uz deliaca priamka prakticky nelisi od
deliacej priamky modelu, ktory bol natrénovany na vsetkych datach. Stacilo
teda, aby sme celkovo oznacili 10 dat (10 % z celkového poctu dat) a ziskali sme
presne také rozdelenie kvetov na jednotlivé druhy, ako by sme ziskali pomocou

modelu natrénovaného na vsetkych datach.
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Obr. 8: Pretrénovanie modelu po zisteni kategérie najinformativnejsiecho tdaja pre
predchddzajtici (inicializaény) model podla stratégie least confidence a jeho zahrnuti do
trénovacej vzorky. Zobrazena diskrimina¢nd hranica teda vznikla na zdklade Siestich dopo-

sial oznacenych d4t.

2.2.2 Query by Committee

Téato metéda vyberu udaja, ktorou sa ako prvi zaoberali autori clanku [19],
spociva v tom, zZe zostavime stibor modelov K = {1 0?65} konzis-
tentnych so vzorkou doposial oznaéenych objektov . Cielom tejto metédy je
minimalizovat oblast, ktora je nejednozna¢énd vzhladom na zaradenie do ka-
tegdrie pre dany sibor modelov. Napriklad, ak by sa dva modely (rovnakého
typu lisiace sa len parametrami) zhodovali vo vSetkych détach a iba jeden
udaj by zaradili do rozdielnych kategorii, tak tento udaj by lezal v oblasti
nejednoznacnosti. Cize tdajom, ktorého oznacenie budeme pozadovat, bude
prave ten, v ktorého oznaceni sa budd modely zo siboru modelov K najviac

nezhodovat. Na aplikovanie query by committee potrebujeme

1. skonstruovat stibor modelov konzistentnych s trénovacou vzorkou (s ozna-

¢enymi objektami)
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Obr. 9: Informativnost vietkych doposial neoznaéenych dét vyjadrens intenzitou farby (éfm
tmavsia farba, tym viicsia informativnost) podla least confidence pre stic¢asny model logis-
tickej regresie reprezentovany linearnou diskrimina¢nou hranicou. Najinformativnejsi udaj

je zobrazeny v zelenom ramdéeku.

2. definovat ”mieru nezhod” v ramci stiboru modelov.

Vychddzajic z [17] sibor modelov mozno ziskat pomocou metédy query
by bagging alebo query by boosting. Konkrétne pri query by bagging metdde
stbor modelov zostrojime tak, ze K-krat zopakujeme ndhodny vyber s opako-
vanim z L na vytvorenie trénovacej vzorky L™ Pri metéde query by boosting,
podla [1], kazdy z K ndhodnych vyberov nie je rovnomerny, ale zéalez{ od
predchadzajiceho vyberu, konkrétne od odlisnosti zatriedenia dat predoslého
modelu zostrojeného na vzorke z predoslého vyberu a skutoc¢nych kategorii.
Podrobnejsie sa metédou query by boosting nebudeme zaoberat. Kazdy model

6™ e K je potom zostrojeny na zaklade svojej vlastnej trénovacej vzorky L.

Na urcenie "miery nezhody” sa pozivajui rozne metody, napr.:
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Obr. 10: Diskriminaénd hranica ziskana sekvenénym vyberom piatich dat podla stratégie
least confidence. Tento model bol teda vytvoreny postupnym zistovanim kategérii piatich
dat a ich pridanim k prvotnym piatim ndhodne vybratym détam. Diskriminacnd hranica sa

nelisi od hranice ziskanej natrénovanim modelu, ktory poznal kategorie vSetkych dat.

e vote entropy (VE)

. ~ Vi(z) Vi(z)
st =y (-2 U )

kde V;(x) je pocet takych pi(a:,ﬁ(k)), k=1,...,K, ze

pi(ac,ﬁ(k)) = maxjel,m,cpj(w,ﬁ(k)). Cize Vj(z) je pocet hlasov, ktoré do-
stane i-ta kategoria pre udaj x. Teda, ak by sme zostavovali 10 modelov
(K = 10) na doteraz oznacenych datach L a 7 z tychto 10 modelov by
tidaj, ktorého informativnost skiimame, zaradili do prvej kategérie, dva
modely do druhej kategorie a jeden model do tretej kategdrie, tak pocty
hlasov by boli takéto: Vi(x) =7, Vo(x) = 2 a Vi(x) = 1. Stratégiou vote
entropy je teda na oznacenie vybraty taky udaj, ktorého entropia poctu
hlasov jednotlivych kategérii (v pomere k celkovému poctu vytvorenych

modelov K) je najvyssia. Pri odvadzani sme vychéadzali z [5].
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e average Kullback-Leibler divergence (KL)
Druhym sposobom urcenia "miery nezhody”, ktory uvedieme, je average
Kullback-Leibler divergence [13]. Pri tejto stratégii nie st dolezité len
konecné kategérie (hlasy), do ktorych radia jednotlivé modely sledovany

udaj, ale aj pravdepodobnosti, ze data patria do tychto kategorii:

K
. 1
e, = argmax - ; D(Pgw || Pr),

kde Kullbackova-Leiblerova divergencia sa vypocita ako

D(Pguw||Px) = (x, 801
(Pgto || Pr) ;pz(w,ﬂ ) log (@ K]

kde K predstavuje vytvoreny stibor modelov ako celok, preto p;(x, K) =
% Zle pi(x, B). Teda priemernd pravdepodobnost, e idaj s vektorom
7¢rt” @ patri do kategérie i. Nazyva sa aj ”konsenzus” pravdepodobnosti,
ze i je spravnou kategoriou. Kullbackova-Leiblerova divergencia je mie-
rou rozdielu medzi dvoma pravdepodobnostnymi rozdeleniami. Cize za
najinformativnejsi je v tomto pripade vybraty udaj, ktorého priemerna
vzdialenost medzi rozdeleniami pravdepodobnosti kategérii danymi mo-

delmi od ”"konsenzu” je najvacsia.

Princip stratégie vote entropy si znazornime na jednoduchom priklade dat
kvetov kosatcov, ktoré sme pouzili aj pri metdde least confidence. Na obr. 11
méame okrem deliacej priamky sicasného modelu logistickej regresie znazornené
d'alsie styri deliace priamky (Eiarkované, svetlou farbou), ktoré sme vytvorili
natrénovanim modelu na ndhodnom vybere z doteraz oznacenych dat. Vidime,
ze informativnejsie data sa nachadzaju v oblasti vymedzenej tymito priam-
kami, pretoZe prave to je oblast, v ktorej si déta, ktoré nie s zaradené vidy do
tej istej kategdrie na zaklade Styroch vytvorenych modelov. Data nachédzajice
sa mimo tejto oblasti nejednoznac¢nosti maju pre sicasny model rovnako nizko
informativnost. Za najinformativnejsi bol zvoleny idaj zndzorneny v zelenom

ramceku, pretoze ako jediny bol dvoma modelmi zaradeny medzi Iris setosa
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a zvysnymi dvoma medzi Iris virginica. Ostatné data v oblasti neurc¢itosti mali
entropiu kategorii nizsiu, pretoze az troma modelmi boli zaradené do jednej

z kategorii a iba jednym do opacnej kategérie.
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Obr. 11: Informativnost bodov podla vote entropy. Plnou éarou je zndzornend diskriminaénd
hranica inicializa¢ného modelu natrénovaného na vzorke 6smich nahodne vybratych dat.
Kategoérie ostatnych dat si nezname. Cim je nezndmy tidaj znézorneny tmavsou farbou, tym
je miera jeho informaécie pre inicializaény model vyssia. Svetlymi prerusovanymi ¢iarami si
znézornené diskriminaéné hranice modelov zostavenych na niektorych zo vzorky doposial

oznacenych dat. Najinformativnejsi iidaj je ohraniceny zelenym ramcekom.

2.2.3 Expected model change

Dalsou zo znamych stratégii vyberu dat na oznacenie ich kategérie je expec-
ted model change, ktora spociva vo vybere takého udaja, ktory by sposobil
najvacsiu zmenu doteraz vytvoreného modelu, ak by sme poznali jeho ka-
tegdriu. Vychadzajuc z [18] prikladom takejto stratégie je ezpected gradient
length, ak model, ktory pouzivame, je zalozeny na pravdepodobnosti, ¢o je

aj v pripade logistickej regresie. Pri odhade parametrov logistickej regresie
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sa vyuziva vierohodnostnd funkcia ¢, ktorej maximalizaciou ziskame logistické
koeficienty. Cfm je hodnota vierohodnostnej funkcie vyssia, tym model lepsie
"fituje” podkladové data, co vyuziva prave stratégia expected gradient length.
Zmena modelu je pri tejto stratégii merana dizkou gradientu logaritmu viero-
hodnostnej funkcie, ¢ize zlepSenim ”fitovania” déat. Inymi slovami, pozadovat
sa bude oznacenie takého tudaja, ktory ak oznacime a priddme do trénovacej
vzorky L, sposobi najvécsiu zmenu hodnoty logaritmu vierohodnostnej funkcie.
Oznacme V/ig(L) gradient logaritmu vierohodnostnej funkcie ¢ vzhladom na
parameter 3. VIg(LU (z,y)) je teda gradient logaritmu vierohodnostnej fun-
kcie, ktory ziskame pridanim trénovacieho idaja (x,y) do trénovacej vzorky L.
Pretoze skutoénu kategériu y dopredu nepozname, pocitame len s ocakdvanou
hodnotou dIZky gradientu vdzenou pravdepodobnostami moznych kategérii.

Vseobecne:
Thor = argmax S pil, B)|VLa(L U (. 5))]| 3)
i=1

kde ||.|| je Euklidovska norma.

Pretoze ||V{g(L)|| by malo byt priblizne rovné 0 (pretoze vektor koeficientov
3 sme hladali metédou maximélnej vierohodnosti, ¢ize prave tak, aby spiﬁal
dant podmienku), tak plati V{g(L U (x,3:)) ~ Vig((x,y:)). Cize vztah (3)

mozeme upravit nasledovne:

Ty, ~ arg I;leagzlpi(w,B)I!Wﬂ(@?yi))w

V pripade binarnej logistickej regresie:
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2
e = argmax Y pi(x, B)|Va{yimpi(z, 8) + (1~ yi) In(1 — pa(z. B))}
1=1

2
B | Al AT
—argrgggzpz(w,ﬂ)llvﬁ{yzﬂ z —In(l+ e *)}

2
= arg Iileag;;zlpz(wa :6)|yz - pl(CC, ﬂ)|||513||

= argmax{pi(z, B)(1 — pi(z, B))l|z|| + p2(z, B)pr (2, B)||2 |}
= argmax p, (@, B)pz(, B)||z|.

Opit si dani stratégiu demonstrujeme na jednoduchom priklade dét kve-
tov Iris. Na obr. 12 vidime prvych pit ndhodne vybratych dat, na zdklade
ktorych sme vytvorili inicializacny model, na obrazku reprezentovany priam-
kou. Vsetky ostatné ddta, ktorych kategérie si zatial nezname, st znézornené
farbou v zavislosti od ich informativnosti. [jdaj, ktory je najinformativnejsi,

sa nachadza v zelenom ramdceku.

2.2.4 Expected error reduction

Pri stratégii expected model change sme sa zameriavali na to, o kolko sa zmeni
model pridanim d’alsiecho objektu do trénovacej vzorky. Teraz vsak rozho-
dovacim kritériom bude to, o kolko sa zredukuje ocakdvand chyba modelu.
Myslienka tejto metédy uvedenej v [16] spociva v odhade ocakdvanej chyby
na neoznacenych datach z mnoziny U, pricom model je trénovany na vzorke
LU (x,y). Jednou z moznosti je vybrat taky objekt @, ktory bude minima-

lizovat ocakdvant ”0/1” stratovii funkciu, ¢ize otakdvany pocet nespravnych

predikcii:
c U
iy, = wzmin > pi. B (Z - pg(w(“),ﬁ+<"”yi>)> ,
i=1 u=1
kde ™, u € {1,..., U} st postupne vektory "&ft” pre vsetky neoznacené

déta a BT@Y) je vektor koeficientov ziskany trénovanim modelu na vzorke
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Obr. 12: Informativnost bodov podla stratégie ezpected gradient length. Pomocou trénovacej
vzorky ziskanej ozna¢enim piatich ndhodne vybratych dét (farebne) bol vytvoreny iniciali-
za¢ény model. Informativnost d4t pre tento model sa zvysuje intenzitou farby a je vyznacéeny

aj najinformativnejsi udaj.
LU {(x,y;). Inym pristupom je minimalizovat ”log-loss” funkciu:

c U ¢
Thog = argmin > _pi(@, B) | =3 D (@, BT Inp, (), ) )
i=1

u=1 j=1
ktora minimalizuje ocakavani entropiu. Nevyhodou metédy expected error re-
duction je, ze pre kazdy objekt z mnoziny neoznacenych objektov a pre kazdé
z jeho moznych oznaceni musi byt model pretrénovany, ¢o je v niektorych
pripadoch, ako aj v pripade logistickej regresie, vypoctovo naroc¢né.

Stratégiu expected error reduction neuvadzame na priklade ako predoslé
stratégie, pretoze po jej aplikacii na data Iris sme usudili, Zze pouzitie tejto

stratégie nie je velmi vhodné na tento stibor dét.

2.2.5 Variance reduction

Nasledujuce stratégie redukcie variancie su odvodené zo Statistickej tedrie

optimalneho navrhu experimentov. Suvis medzi nimi blizsie uvadzame v prilohe.
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Velmi podstatnd je v tomto pristupe praca s Fisherovou informaénou maticou,
ktorej sme sa uz venovali v kapitole 1. Vyuzijic Cramérovu-Raovu nerovnost,
inverzia Fisherovej informacnej matice uréuje spodnt hranicu variancie odha-
dov parametrov modelu. Teda, ak chceme minimalizovat variancie odhadov
parametrov, mali by sme maximalizovat Fisherovu informa¢nt maticu (alebo
minimalizovat jej inverziu). Ak by model pozostdval len z jedného parametra,
maximalizacia je samozrejma. Avsak, ak je v modeli viacero parametrov, Fishe-
rova informacnd matica je Stvorcovou maticou, ktorej rozmer je dany prave
poctom parametrov. Co v takomto pripade znamens maximalizacia Fishero-
vej informacnej matice? Podla [17] existuje viacero pristupov maximalizacie

Fisherovej informacnej matice vo viacrozmernom pripade.

e A-optimalita
A-optimalita minimalizuje stopu inverznej informacnej matice. Takato
minimalizacia zodpoveda minimalizacii priemernej variancie odhadu pa-
rametrov. A-optimalita je najviac populdrnou moznostou minimalizacie
inverzie Fisherovej informacnej matice v ramci sekvencénych metod klasi-

fikécie.

e D-optimalita
D-optimalita maximalizuje determinant informacnej matice. Ked'ze de-
terminant je mierou objemu, takato stratégia moze byt chiapana ako mi-
nimalizacia oblasti neurcitosti, ¢ize princip je podobny ako pri stratégii

query by committee.

e FE-optimalita
E-optimalita maximalizuje najvacsie vlastné ¢islo informacnej matice. Nie
je velmi casto pouzivanou stratégiou pri sekvenénych metédach a ani my

sa jej nebudeme hlbsie venovat.

A-optimalitu sme si zvolili za stratégiu, ktori porovname so vSetkymi os-

tatnymi opisanymi stratégiami. Matematicky zapis vyberu najinformativnej-
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sieho udaja je nasledovny:

x’ = argmintr [([(ﬁ)*w)fl} ,

xcU

kde

tr].] je stopa matice, ¢ize sucet diagonalnych prvkov matice,

I(B)** je Fisherova informacnd matica po pridani idaja x, ¢ize I(3)™* =
L1

(21 o0 @ @) diag{me, (0= 7)o 7o, (1= ) (=7} | ]
Ly
T

kde 7, = w(x;, 3).

Najprv si vSsak ukdzeme, ako pri predoslych stratégiach, hodnotu infor-

mativnosti dat na priklade dat Iris.
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Obr. 13: Informativnost idajov pre inicializa¢ny model vypoéitand pomocou A-optimality je
vyjadrend intenzitou farby. Inicializa¢ny model bol vytvoreny na zédklade ndhodnych piatich

oznacenych dat. Najinformativnejsi uidaj sa nachadza v zelenom ramcéeku.

35



Na obr. 13 vidime inicializa¢ny model vytvoreny na piatich datach, ktorych
skutocnu kategédriu uz pozndme. Vsimnime si, ze informativnejsie data su kon-
centrované okolo deliacej priamky, avsak za najinformativnejsi idaj nebol zvo-
oznacenie tidaja ovplyvnit model, resp. jeho diskrimina¢ni hranicu. Ak by sme
oznacili udaj, ktory sa nachadza v strede oblasti urcenej datami, jeho kategoria
neovplyvni model (uréujici deliacu priamku) tak, ako by ho mohla ovplyvnit

kategéria udaja, ktory sa nachddza na okraji tejto oblasti.

2.2.6 Expected classification entropy

Po nastudovani predoslych, v praxi uz aplikovanych stratégii vyberu déat, sme
po viacerych uvahéch dospeli k novej stratégii, ktori sme nazvali expected
classification entropy. Vyber idaja na oznacenie spociva v tom, ze sa snazime
vybrat taky udaj, ktorého kategéria najviac ovplyvni kategérie ostatnych do-
posial nezaradenych dat. Cize sledujeme, ¢i idaj, ktorého informativnost chceme
vypocitat, po postupnom zaradeni do jednotlivych kategérii, ovplyvni kategériu
dand modelom zvy$nych neoznacenych dat alebo nie. VylepSenim, ktoré sme
pokladali za spravnejSie rieSenie je, ze nesledujeme zmeny kategérii dat zo
vzorky, ale dat, ktoré nanovo vygenerujeme z rozdelenia, ktoré sa ”podoba”
na rozdelenie dat v tréningovej vzorke. Po vytvoreni klasifikacného modelu néas
v praxi zaujima totiz urcenie kategérie nejakého nového nadobudnutého tdaja.
Konkrétne tato stratégia prebieha tak, ze najprv ndhodne vygenerujeme N
dat z rozdelenia daného vzorkou. Tieto novovygenerované data pochédzaja zo
zmesi normélnych rozdeleni, pricom strednymi hodnotami jednotlivych rozde-
leni zmesi si vsetky doposial oznacené aj neoznacené ddta. Takisto musime
zvolit aj disperzie rozdeleni, ktoré éim zvolime vicsie, tym sa bude zmes rozde-
leni viac podobat na rovnomerné rozdelenie. Nasledujicim krokom je, Ze idaj,
ktorého informativnost chceme vypocitat, postupne zaradime do vsetkych ka-
tegérii a pre kazdua kategériu model pretrénujeme. Pozrieme sa na tie novovy-

generované data, ktoré menia svoju kategoriu v zavislosti od kategorie sledo-
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vaného tdaja. Nemozeme len jednoducho zratat pocet takychto novovygene-
rovanych dat, pretoze kategorie, ktoré ovplyvnia kategorie zvysnych dat, mozu
mat len velmi nizku pravdepodobnost. Preto sme sa rozhodli vyndsobit pocet
takychto novovygenerovanych dat entropiou kategorii sledovaného tdaja, ¢im
predideme spomenutej situacii.

V binarnom pripade teda pre konkrétny sledovany tdaj s¢itame pocet takych
novovygenerovanych dat, ktoré by v pripade kategorie 1 sledovaného tidaja boli
zaradené do jednej kategorie a v pripade kategorie 2 sledovaného tudaja by boli
zaradené do druhej, opaénej kategérie. Tento pocéet vyndsobime entropiou 2
pravdepodobnosti kategorii sledovaného tdaja. Za najinformativnejsi zvolime
udaj, ktorého tento suc¢in bude maximalny.

Matematickym zdpisom volby najinformativnejsieho udaja (aj v pripade

viacerych kategérif) je:

N c
Tpop = arg max (—ZZHIHR) ,

n=1 i=1

kde P, =3 _, pj(x, ), kde pre j plati:
pi(w(n)7 /6+<w,yj>) _ m}?ka(w("), ﬁJr(z,yj))_

Vektory ™ ,n € {1,..., N} st postupne vektory ”¢it” pre véetky novovy-
generované data. P; je teda sucet pravdepodobnosti tych kategérii udaja x,
do ktorych ked hypoteticky zaradime tidaj & a model pretrénujeme, tak na
zéklade tohto modelu bude novovygenerovany udaj x, zaradeny do kategoérie
i.

KedZe pri hladan{ najinformativnejsieho tidaja musime pre kazdy neoznace-
ny idaj a pre kazdui jeho moznu kategériu model pretrénovat, na néjdenie naj-
informativnejsieho udaja potrebujeme viac casu (kvoli vypoctovej zlozitosti)
ako pri niektorych inych stratégidch. Tento ¢as je ale v porovnani s ndro¢nostou
zistenia skutocnej kategérie dat zanedbatelny.

Opét danu stratégiu, resp. informativnost dat, ilustrujeme na priklade dat

2Entropia tdaja @ je rovnd —(p1(zx, B) Inp1(x, B) + p2(x, B) Inpa(x, B)).
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Obr. 14: Informativnost dat podla stratégie expected classification entropy vyjadrend inten-

zitou farby. Najinformativnejsi idaj pre inicializacny model je vyznaceny zelenou farbou.

Iris. Na obr. 14 vidime inicializacny logisticky model reprezentovany priam-
kou oddelujicou jednotlivé kategérie, ktory bol vytvoreny na zdklade ndhodne
vybratych piatich dat. Kategoérie ostatnych dét st zatial nezndme. Ich infor-
mativnost je vyjadrend intenzitou sivej farby. Najinformativnejs{ z nich je v ze-
lenom ramceku. Zistime kategériu tohto udaja a bude pridany do trénovacej
vzorky. Model bude pretrénovany, opif sa uréi informativnost jednotlivych ne-
zatriedenych dat podla stratégie expected classification entropy a cely proces

sa zopakuje.

2.2.7 Porovnanie stratégii

Porovnanie stratégii vykondme na zaklade percenta spravne zatriedenych dat.
Po kazdom pridani tidaja do trénovacej vzorky sa pozrieme na to, kolko dat
je na zaklade dovtedy vytvoreného modelu zaradenych do spravnej kategérie.
Porovnanie vykoname pre dva rozne subory dat. Jednym z nich bude uz spo-

menuty sibor kvetov kosatcov (Iris).
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Iris data

Na rozdiel od predchadzajiceho pouzitia dét Iris, teraz budeme brat do dvahy
vietky vysvetlujice premenné, ¢ize dizku a sfrku kalisného listka a taktiez dizku
a $irku okvetného listka (doteraz sme pouzivali len dve z nich kvoli grafickej vi-
zualizécii jednotlivych stratégif). Ked ze pouzivame bindrnu logisticki regresiu,
vzdy mozeme vytvarat model len pre dve z troch moznych druhov kosatcov.
Postupne vytvorime model pre vSetky tri dvojice druhov. Vsetky druhy kosat-
cov tvoria iba dva na prvy pohlad oddelitelné zhluky. Jeden z nich tvori druh
Iris setosa a druhy sa sklada zo zvysnych dvoch druhov Iris versicolor a Iris
virginica. Iris versicolor a Iris virginica teda nie st lahko separovatelné. Najprv
sa pozrieme na porovnanie stratégii na datach prave tychto dvoch druhov, Iris
versicolor a Iris virginica.

Experiment budeme vykonavat tak, ze kazdi z porovnavanych stratégif zre-
alizujeme vzdy viackrat a vysledné percentd spravne zatriedenych dat urcime
ako priemery zo vietkych realizacii. Cize ndhodne zvolime déta urcitého poctu,
na zaklade ktorych vytvorime inicializa¢ny model a postupne k nim budeme
pridévat jednotlivé idaje podla danej stratégie. Po pridani dopredu zvoleného
poctu dat skoncime. Nahodne vyberieme nové data a cely postup zopakujeme.

Na obr. 15 vidime porovnanie jednotlivych stratégii s pouzitim uz spome-
nutych déat kvetov kosatcov a konkrétne dvoch druhov Iris versicolor a Iris
virginica.

Na x-vej osi je pocet dat trénovacej vzorky, ¢ize pocet dat, ktorych skutocnu
kategériu sme museli zistit. Celkovy pocet ddt tychto dvoch druhov kvetov
kosatcov je 100, cize, ako vidime, na inicializacny model sme vzdy vybrali
nahodne 10% zo vsetkych dat. Postupne podla poZiadaviek jednotlivych straté-
gif sme zistovali druh d'alsich 20-tich d&t, ¢iZe spolu sme pouzili 30% udajov
na vytvorenie konetného modelu logistickej regresie. Kazdu zo stratégii sme

zrealizovali 100-krat a priemer percenta spravne zatriedenych dat s pouzitim
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Obr. 15: Porovnanie stratégii (ddta IRIS - kategérie Iris versicolor a Iris virginica) pro-
strednictvom zavislosti priemerného percenta spravne zatriedenych dat od po¢tu oznacenych
dat, ktoré boli sekvenéne priddvané podla jednotlivych stratégii. Priemerné percento je
vypocitané zo 100 modelov pre kazdu zo stratégii. Kazdy model mal vlastni ndhodne vybrati
vzorku na vytvorenie inicializacného modelu. Prerusovanou vodorovnou ¢&iarou je vyjadrené

percento spravne zatriedenych dat modelom, ktory poznal kategorie vSetkych dat.

daného poctu oznacenych dat vidime na y-vej osi. Uspeénost’ incializa¢ného
modelu (s pouzitim 10 dat) nezélezi na vybranej stratégii a vidime, ze sa
hybe v rozmedzi 87,5 - 88,5%. Cervenou farbou je zndzornend stratégia least
confidence (LC), tmavomodrou vote entropy (VE), ¢iernou expected gradient
length (EGL), svetlomodrou stratégia, ktora do trénovacej vzorky postupne
pridéava vzdy nédhodny tdaj z doposial nezatriedenych idajov (nahodne), ze-
lenou expected classification entropy (ECE) a zltou stratégia A-optimalita (A-
optimalita). Cierna ¢iarkovana vodorovna ¢iara predstavuje percento spravne

zatriedenych dat modelom, ktory vytvorime pouzitim vsetkych 100 trénovacich
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dat. Percento spravne zaradenych tidajov modelom s pouzitim vsetkych dat
je rovné 98%. Kedze ddta nie si separovatelné linedrnou hranicou, Ziaden
linedrny model nemoze dosiahnut spravne zatriedenie vietkych dat. Pozname-
najme vsak, Ze z hladiska po¢tu spravne zaradenych dat moze existovat aj
lepsia linearna separujica hranica ako ta ziskana logistickou regresiou, pretoze
cielom logistickej regresie nie je minimalizovat pocet nesprdvne zatriedenych
dat. V nasom konkrétnom pripade dat kvetov Iris versicolor a Iris virginica je
najviac mozné 99% spravne zatriedenie. Ako mozeme vidiet, stratégiou expec-
ted classification entropy sme dosiahli hranicu 98% uz s pouzitim len 30 dét,
stratégiou vote entropy len s pouzitim 26 dét a priddvanim péar d'alsich dat sme
dokonca tito hranicu presiahli. Vidime, ze stratégie least confidence, expected
gradient length a expected classification entropy si z hladiska poctu spravne
zaradenych d4t velmi podobné. Zo zaciatku (s malym poctom trénovacich dét)
bol najlepsi model vytvdrany pomocou stratégie A-optimality. * s pouzitim 13
dat bola stratégia A-optimality v priemere az o priblizne 2% lepsia ako druha
najlepsia stratégia expected classification entropy (A-optimalita - 92,35%, ECE
- 90,3%). Stratégia vote entropy bola zo zaciatku najslabsou zo vsetkych os-
tatych stratégii (ndhodny vyber dét na oznacovanie neberieme ako stratégiu).
Po oznaceni dalsich 13 dé4t (dokopy 23 dat) sa vyrovnala ostatnym stratégidm
a oznacovanim dalsich dat bola vzdy najispesnejsou. Vsimnime si dalej, Ze
ked bolo oznacenych 23 dat, vsetky stratégie boli priblizne rovnako tispesné.
Vsetky stratégie (okrem wvote entropy) oznacovanim dalsich d4t mali v prie-
mere skoro rovnaké percento spravne zatriedenych dét. Poznamenajme este,
7e Uspesnost stratégii vote entropy a taktieZ expected classification entropy
zavisi od nastavenia parametrov. Pri stratégii vote entropy sa voli pocet mo-
delov K, ktoré vytvarame pomocou sucasnej trénovacej vzorky. Zvolené bolo

K = 8. Pri metéde expected classification entropy musime zvolit poet novo-

3Pripominame, ze kvalitu modelu posudzujeme percentom spravne zatriedenych dat, aviak mohli by
sme pouzZit aj iné miery kvality, napriklad vzdialenostou separujticej nadroviny sti¢asne vytvoreného modelu
od separujicej nadroviny modelu trénovaného na vSetkych datach. Viésinou vSak v praxi je dolezité urcenie

vyslednej kategoérie.
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vygenerovanych dat IV, ktorych zmeny kategérii sledujeme a takisto disperziu
normalnych rozdeleni, z ktorych zmesi sme generovali nové data. Zvolili sme
N = 200 a standardnii odchylku 0.2. Ako sme mohli ¢akat, najhorsie modely
boli vytvéarané v pripade, ked sme iba ndhodne vyberali data, ktoré priddme
do trénovacej vzorky. Takymto sposobom sme zistenim kategorie dokopy 30-
tich d4t dosiahli priemernt tspesnost skoro 94%, zatial ¢o stratégiami sme
dosiahli priblizne 98% tspesnost.

Porovnanie stratégii zrealizujeme aj pre druhy Iris setosa a Iris versicolor.
Presne taky isty postup ako pri porovnavani stratégii s pouzitim dat druhov
Iris versicolor a Iris virginica sme pouzili aj na tieto data. Vysledok experi-
mentu je na grafe na obr. 16. Kedze tieto dva druhy st od seba lahko od-
delitelné, uz inicializacny model vytvoreny pomocou néhodne vybratych 10-
tich ddt mé vysoki tispesnost uréenia spravnej kategdrie (priemerne priblizne
99,8%). Dalsfm nésledkom lahkej separécie je, ze po postupnom zisteni ka-
tegérie uz len d'alsich 4 dat, vicsina modelov danych stratégii mala priemernt
tspesnost 100% (iba stratégia A-optimality mala priemernd dspesnost mo-
delov vytvorenych na 14 datach mensiu a to 99,92%). Ndhodnym vyberom
dat pridavanych do trénovacej vzorky sa ani po zisteni kategorie 20 dat ne-
dosiahla 100%-n4 uspesnost. Celkovo je ndhodny vyber viditelne najhorsim.
Zatial ¢o pri predchddzajticom porovnani na druhoch Iris versicolor a Iris virgi-
nica bola zo zaciatku A-optimalita najlepSou stratégiou, v tomto pripade bola
trochu horsou v porovnani s ostatnymi stratégiami, ktoré si v tomto pripade
navzajom podobné z hladiska priemernych percent sprdvne zatriedenych dat.

Pre tplnost uvedieme aj porovnanie stratégii pomocou dit druhov Iris
setosa a Iris virginica. Tieto dva druhy su vSak este lahsie oddelitelné ako
predchadzajice dva druhy. Uz pri ndhodnom vybere 10-tich dat model véacsinou
dosiahol 100%-n1 tspesnost, preto sme museli za¢at s mensim poctom ndhodne
vybratych dét na vytvaranie inicializa¢nych modelov, konkrétne vyberali sme
vzdy 6 dat. Vysledok experimentu sa nachadza na obr. 17. Uz s pouzitim

takéhoto malého poctu bola priemernd tispesnost inicializaénych modelov velmi
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Obr. 16: Porovnanie stratégii (déta IRIS - kategdrie Iris setosa a Iris versicolor).

vysoka (priblizne 98,5%). Po pridani d'alsich dvoch dét do trénovacej vzorky
bola ispesnost skoro vsetkych modelov pomocou vsetkych stratégii 100%. Po
zisteni druhu 8-mich a 9-tich dat je este maly rozdiel v pouziti stratégii oproti
nadhodnému vyberu (pouzitim stratégii sme dosiahli lepsie modely), avsak po
pridani d’algieho, ¢ize stvrtého data maji vetky stratégie 100%-n1 tspesnost
spravneho roztriedenia dat a aj nahodnym vyberom sme ziskali len zaned-
batelne nizsiu dspesnost (99,98%), ¢o znamend, ze len dva zo 100 modelov
vytvorenych takymto sposobom nemali 100%-nt tspesnost, ale len 99 % dét
roztriedili spravne. Nahodnym priddvanim d'alsich dat vidy uZ len jeden mo-
del zo 100 dosiahol len 99%-n1 tspesnost. Oznacenim dokopy 16-tich dat uz

vsetky modely vytvorené ndhodnym vyberom 100%-ne spravne zatriedili déta.
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Obr. 17: Porovnanie stratégii (ddta IRIS - kategdrie Iris setosa a Iris virginica).

Diagnostika rakoviny prsnika - data

Data kvetov kosatcov sme pouzili na demonstrovanie pouzitia a uspesnosti
jednotlivych stratégii sekvencénych metod klasifikacie dat. Tieto data nie su
typickym prikladom pouzitia sekvenénych metéd, pretoze spomenuté metody
je vyhodné pouzit v pripadoch, ked na urcenie kategérie trénovacich dat potre-
bujeme vykonat nakladny experiment. V pripade kvetov kosatcov je urcenie
ich druhu nenéro¢né. Preto urobime porovnanie stratégii aj na datach, kde
je pouzitie sekvenénych metdd opodstatnené. Prikladom takychto dat si data
diagnostiky rakoviny prsnika (angl. breast cancer). Tieto déta boli prvykrat
pouzité v ¢lanku [20], ktorého autori st tvorcami spominaného suboru dat

a v ktorom sa nachédza aj popis jednotlivych premennych. 4

4Samotné  ddta si  dostupné na  stranke  http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/

Breast+Cancer+Wisconsin+(Diagnostic).
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V nasledujicom texte sme vyuzili informécie dostupné v [3]. Rakovina
prsnika postihuje kazdi dvandastu zenu, jej vyskyt stale narastd a je druhou
najcastejSou pricinou imrtia na rakovinu u zien. Pri podozreni na vyskyt rako-
viny prsnika sa zena najskor podrobi vySetreniam mamografom, ultrazvukom,
pripadne magnetickou rezonanciou. Na zaklade vysledkov tychto vysetreni sa
d4 konstatovat len podozrenie na vyskyt rakoviny. Na jej definitivne potvr-
denie sa vykondva biopsia. Pomocou nej dokazu lekdri zistit druh nadoru,
pripadne §tadium rakoviny. Na vykonanie biopsie je potrebné odobrat vzorku
podozrivého tkaniva a pomocou mikroskopu vykonat histologické vysetrenie.
Biopsia sa vykonava ihlou alebo chirurgicky v celkovej alebo lokalnej anestézii.
Vynimkou je tzv. tenkoihlova aspirdcia (FNA - fine-needle aspiration), ktora
trva len niekolko minut a staci ju vykonat ambulantne. FNA je najmenej
invazivnou bioptickou metédou. Nevyhodou FNA je, ze takymto sposobom
sa ziska len mald vzorka tkaniva, tkanivo sa moze pocas odberu poskodit
a vySetrenie je potom zlozitejsie a diagnéza nepresnejsia. FNA takto vedie k vy-
sokému percentu ”falogne” negativnych vysledkov a je nutné vykonat kontrolné
biopsie. Najdoveryhodnejsou metddou je chirurgicka biopsia, pomocou ktorej
sa dé zistit o ndleze najviac informdcii. Jej nevyhodou je vsak, Ze po takomto
chirurgickom vykone zostdva na prsniku jazva a moze zmenit vzhlad prsnika.
Takisto st tu rizikd spojené s akymkolvek inym chirurgickym zékrokom.

Pomocou dostupnych dat ziskanych pomocou tenkoihlovej aspiracie sa bu-
deme snazit vytvorit model, ktory bude vediet ¢o najpresnejsie diagnostikovat,
¢i ide o maligny (zhubny) alebo benigny (nezhubny) nador. Takyto model je
pouzivany na lepsie predikovanie zhubnosti, resp. nezhubnosti nadoru a zena
pripadne nemusi byt podrobend chirurgickej biopsii. My sa budeme snaZif
postupovat tak, ako by mohli postupovat vedci na vytvorenie takéhoto mo-
delu, ak by mali dostupné len tieto vysledky pozorovani a vysledna informéacia
o zhubnosti, resp. nezhubnosti by im chybala. Ur¢ite najdoveryhodnejsi mo-
del by vznikol pouzitim informacie o vSetkych datach, avSak na zistenie ta-

kejto informécie je potrebné vykonat chirurgickid biopsiu, ktorej nevyhody sme
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popisali. Preto je na vytvorenie takéhoto modelu vhodné pouZit sekvencné
metody, ktoré sa aplikuju v situaciach ako je tato, kedy obdrzanie nezatrie-
denych dat (pozorovania na bunkéch vzorky tkaniva) je lahké, ale zistenie ich
druhu (maligny/benigny) je naroéné (vykonanie chirurgickej biopsie).

V nasSej databaze sa nachadza 569 tudajov vysledkov FNA, z ktorych 212
bolo identifikovanych ako maligne a 357 ako benigne potvrdené chirurgickou
biopsiou. Kazdy udaj predstavuje jednu odobrati vzorku, v ktorej sa nachadza
viacero buniek (priblizne 10 az 40 buniek). Na tychto bunkéch bolo sledovanych
10 veli¢in, ako napriklad ich priemer, textira buniek, ich obvod alebo symet-
ria. Ked'Ze v kazdej vzorke sa nachadzalo viacero buniek, ku kazdej vzorke je
zaznamenana priemerna hodnota kazdej z veli¢in v danej vzorke, standardné
odchylka a najvyssia hodnota jednotlivych veli¢in (priemer z troch najvyssich
hodnoét). Takymto sposobom méme ku kazdej vzorke dostupnych 30 charak-
teristik, ktoré nam budi slizit ako vysvetlujice premenné logistickej regre-
sie. My budeme predpokladat, Ze skutoéné zatriedenie medzi maligny alebo
benigny nador nepozname, ale v danej databaze sa tato informacia nachadza.
Cize ak bude stratégiami vyziadané zistenie skutocéného zatriedenia, poskyt-
neme tito informdciu z dostupnych dat. V praxi by musela byt vykonand
chirurgicka biopsia.

Kedze sa ku kazdému tdaju nachadza 30 charakteristik, model logistickej
regresie bude mat az 31 parametrov. Preto musime inicializa¢ny model vytvorit
na vécsej vzorke. Zvolili sme 35 nahodnych dét, ktorych kategdrie sme zistili
a pomocou nich sme model natrénovali. Vysledné porovnanie vsetkych stratégii
sa nachadza na obr. 18.

Porovnanie sme realizovali presne ako pri porovnani jednotlivych stratégii
na datach Iris. Cize na x-vej osi je pocet dat, ktorych kategéria je pre model
doposial zndma a na y-vej sa nachddza priemerné percento spravne zatrie-
denych dat 100 modelov vytvorenych podla danej stratégie. Kazdy z modelov
mal vlastnu trénovaciu vzorku na vytvorenie inicializacného modelu a sek-

vencne boli k tejto vzorke priddvané data podla poziadaviek danej stratégie.
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Obr. 18: Porovnanie stratégii na datach diagnostiky rakoviny prsnika popisujucich vzorku
tkaniva ziskani tenkoihlovou aspiraciou. Percento spravne zaradenych dat pre dany pocet
oznacenych dat je poc¢itané ako priemer z percent spravne zaradenych dat 100 modelov, ktoré
boli vytvorené sekvenénym vyberom dat pozadovanych na oznacenie podla danej stratégie,
pricom kazdy z modelov mal vlastni ndhodni inicializa¢ni vzorku 35-tich dat. Prerusovana
vodorovna priamka predstavuje percento spravne zatriedenych dat modelom, ktory poznal

spravne kategérie vSetkych dat.

Farebné rozlisenie a skratky stratégii sme ponechali tie isté ako pri porovnani
pomocou dat Iris. Na natrénovanie inicializacného modelu sme nadhodne vy-
berali 35 dat, ¢ize priblizne 6% z celkového poétu 569. Priemernd tspesnost
inicializacnych modelov sa hybala v rozpéti priblizne 70 az 72.5%. K iniciali-
zacnej vzorke dat bolo postupne pridanych d'alsich 65 dat, ¢ize vysledné mo-
dely boli vytvorené na vzorke priblizne 17.5% dét. Pomocou tohto relativne

malého percenta dat sme niektorymi stratégiami dosiahli priemerne az 95%-né
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spravne zatriedenie vSetkych dat, pricom ak model poznal kategoériu vsetkych
dét zo vzorky, dosiahol ispesnost spravneho roztriedenia priblizne 98%. Z grafu
vidime, ze zo zaciatku (maly pocet oznacenych dét) sa modely ziskané jednot-
livymi stratégiami od seba velmi neodlisovali (z hladiska priemerného percenta
spravne zatriedenych dat), dokonca sa nelisia ani od modelov vytvéranych
ndhodnym pridédvanim dat do trénovacej vzorky. Aj ked len malym rozdie-
lom, ale modely vytvarané pomocou stratégie A-optimality maju o ¢osi vyssie
priemerné percentd spravne zatriedenych dat. Rozdiel medzi stratégiami je
vyraznejsi az vo faze, ked je oznacenych spolu 60 dat. Od tohto poctu az po
kone¢nych 100 oznacenych dat si modely vytvarané nahodnym pridavanim
dat do trénovacej vzorky vyrazne horsie oproti modelom vytvaranym pomo-
cou stratégii sekvenénych metéd klasifikacie dat a zaroven modely vytvarané
pomocou least confidence si uspeSnejSie v porovnani s modelmi ostatnych
tich az 80-tich datach, kedy st modely stratégii least confidence priemerne
0 2% sprévne zatriedenych dat dspesnejsie oproti modelom vsetkych ostatnych
stratégif, ktoré su skoro rovnako tspesné. Dalsiu vyraznejsiu zmenu vidime
pri pocte 80-tich oznacenych dat, kedy sa rastici trend krivky A-optimality
aj stratégie least confidence vyraznejsie spomalil oproti krivkam ostatnych
stratégii, z ¢oho vyplyva, ze s rasticim poc¢tom oznacenych dat rastol roz-
diel tspesnosti modelov A-optimality od ostatnych a zaroven klesal rozdiel
uspesnosti medzi modelmi least confidence a modelmi ostatnych stratégii.
Takyto vyvoj pokracoval az do oznacenia 100 dat, kedy modely vsetkych
stratégii okrem A-optimality dosiahli priemerne 95%-n1 tspesnost a modely
A-optimality priemerne 93%-nu tspesnost. Modelmi vytvorenymi ndhodnym
priddvanim dét do trénovacej vzorky bola dosiahnutd priemerne len 91%-n4a

tspesnost.
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Zhrnutie

Pomocou nasho experimentu vykonaného na Styroch réznych siboroch dat
mozeme povedat, Ze vhodnost pouzitia jednotlivych stratégif zalezi od konkrét-
nych dat. Vychadzajic z porovnania na datach druhov Iris versicolor a virgi-
nica a na ddtach diagnostiky rakoviny prsnika je zrejmé, Ze pouzitim lubovolne;
stratégie dosiahneme lepsiu tispesnost spravneho zatriedenia dat, ako keby sme
model vytvorili len ndhodnym vyberom dat. Taktiez je zaujimavé vSimnut si,
ze modely A-optimality mali pri mensom pocte oznacenych dat vzdy vyssiu
uspesnost ako modely ostatnych stratégif a s vyssim po¢tom oznacenych dat
naopak, nizsiu tspesnost, takze sa javi ako uZitoéné pouzivat metédu A-
optimality pri mensom pocte oznacovanych dat. Modely wvote entropy sa na
datach Iris versicolor a virginica spravali presne opacne, zo zaciatku s nizsou
tspesnostou a pri vicsom pocte oznacenych dit s vysSou udspesnostou ako
modely inych stratégii. Na datach diagnostiky rakoviny prsnika vsak takéto
spravanie stratégie vote entropy nepozorujeme. Modely stratégii least confi-
dence, expected gradient length a nami navrhnutd stratégia expected classifica-
tion entropy boli vzdy skoro rovnako uspesné, iba na datach rakoviny prsnika

bola stratégia least confidence s malym rozdielom lepsia.
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Zaver

V tejto diplomovej praci sme sa zaoberali sekvenénymi metédami klasifikdcie
dat. Cielom bolo porovnat rozne pristupy k sekvenénej konstrukeii rozhodova-
cieho pravidla pre diskriminacnu analyzu zalozenu na logistickej regresii.

Najprv sme sa teda zamerali na logisticki regresiu, konkrétne binédrnu logis-
tick1 regresiu a ako sa bindrna logisticka regresia d4 vyuzit na vytvorenie klasi-
fika¢ného pravidla. V oblasti sekvencénych metdod na vytvorenie klasifikacného
pravidla bola pre nds zdkladom publikédcia [17], v ktorej sa nachddza popis
najpouzivanejsich scenarov a stratégii vyberu dat sekvencnych metod.

Venovali sme sa popisu troch zakladnych scenarov a to membership query
synthesis, stream-based selective sampling a pool-based sampling. Pri aplikacii
jednotlivych stratégii na konkrétnych datach sme pouzivali scenar pool-based
sampling, Cize zistili sme informativnost kazdého z doposial neoznacenych
udajov a za najinformativnejsi sme zvolili ten, ktory bol vybraty na oznacenie
podla danej stratégie.

Hlavni cast prace tvorili prave stratégie vyberu dat, na zaklade ktorych sa
urcuje informativnost idajov pre sticasne vytvoreny klasifikdtor. Nepracovali
sme len s uz znamymi stratégiami, ale navrhli sme aj jednu vlastnui stratégiu
s nazvom expected classification entropy zalozeni na principe odliSnom od os-
tatnych stratégii. Na zdklade porovnania stratégii, kde sme sledovali spravnost
zatriedenia dat pomocou klasifika¢ného pravidla vytvoreného porovnavanou
stratégiou, sa expected classification entropy javi ako rozumne navrhnuta straté-
gia. Nie je sice ispesnejsou ako vsetky ostatné stratégie, ale to sa nedd tvrdit
o 7Ziadnej inej stratégii, pretoZe ich vhodnost pouzitia zdlezi od konkrétnych
dat. Tito pracu by bolo mozné rozvinit vo viacerych smeroch. Napriklad,
okrem A-optimality je mozné aplikovat aj d'alsie metédy zndme z oblasti
optimalneho navrhovania experimentov a na zaklade rozsiahlejsej simulacnej

Studie identifikovat pravidld pre vyber najvhodnejSej z tychto metdd.
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Priloha 1

V nasledujicom texte sa venujeme optimalnemu navrhovaniu experimentov,
ktoré tzko suvisi so sekvenénymi metédami tvorby klasifikaéného pravidla.
Budeme vychadzat z [15]. Je zrejmé, ze zvysenim poctu merani dosiahneme
zvysenie presnosti odhadov v experimentoch opisanych regresnym modelom.
Vicsinou vsak mame pocet merani ohraniceny (resp. mame obmedzené cel-
kové ndklady na experiment). Cielom optimalneho navrhovania experimentov
je prave navrhnit, kde tieto pokusy realizovat. Vznikaju tak dve otédzky, ¢o
povazovat za mieru presnosti odhadu a ako zabezpecit, aby bola ¢o najvicsia.
Pozrieme sa predovsetkym na prvy problém, ktory vedie k volbe kritérif opti-
mality.

Pre kazdy pokus x € x, kde x je mnozina vSetkych moznych pokusov,

vysledok pokusu y, ziskame z modelu
Yo = fT<m>0 + €,

kde
E(e,) = 0,Var(e,) = a* A7 (z),

0 € R™ je vektor nezndmych parametrov a A(x) sa nazyva efektivnost pokusu
x, pretoze ak je A\(x) velké, meranie je presné a podstatne prispieva k urceniu
odhadov 6. Névrh experimentu o rozsahu N je N-tica bodov (xi,...,xN)
mnoziny Y. Niektoré z bodov x; sa mozu opakovat, ¢iZze pokusy v experi-
mente mozeme opakovat, avSak jednotlivé pokusy sa vykondvaju nezdvisle.

Cely experiment mozeme prepisat v maticovom tvare y = F0 + €, kde

Y= Yors-Yan) s

€= (€, -- ,exN)T,
f(z)

F = : ,
f(zy)



A 1(131) 0
Var(e) = a*W = ¢o?
0 A‘l(wN)
Cielom experimentu je ¢o najpresnejsie odhadnit parametre 6, ...,0,,, ¢ize

tak, aby disperzie odhadov alebo ich linearnych kombinacii boli ¢o najmensie.
Z Gaussovej-Markovovej vety vyplyva, ze najlepsim linearnym nevychylenym

odhadom parametra 0 je odhad metédou najmensich stvorcov (MNS)

6= M 'FT(c*W) 1y,

kde
M = F'(o*W)"'F
N
=072 f@) T (w) M)
i=1
je informaénd matica modelu. Otdzkou je, ako zvolit @1, ...,z tak, aby bola

variancia tohto odhadu v istom zmysle ¢o najmensia. Ked'ze Var(0) = 02 M ™!,
tak minimalizovat varianciu odhadu znamend maximalizovat informaéni ma-
ticu. K maximalizacii informac¢nej matice sa d4 pristupovat rozne. Ak pocet
merani v bode & ozna¢ime N (x), potom informa¢ni maticu mozeme prepisat
nasledovne

M =723 N(@)f(w)f (@)\()

TEX

=0 N (@) f(x) fM (z)\(=),

TEX
kde &£(x) = N(x)/N. Konstanta N pri maximalizacii nezohrdva ziadnu rolu,
¢ize mozeme ju vynechat. Ak zavedieme f*(x) = A/?(z) f (), tak informaéna
matica bude mat tvar o237 f*(x)f “I'(x)¢(x). Uvedomme si, Ze informacnd

matica je jednoznacne definovand mierou £(x). V pripade, ak by sme mali
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ohranicené celkové naklady C na experiment a pre kazdy pokus & € x stano-

vené ndklady c(x), informaénd matica sa dé prepisat do tvaru

M(e) = 20y W@ ) iy N2

= ()

=020 Y fa) f (@) £ (@)

xrex

1/2
kde &(x) = C(w)év(w) st relativne ndklady pokusu v bode x a f*(x) = (A(w)> f(x).

Definicia 2.1. Hovorime, Ze

1. ndvrh & je rovnomerne nie horsi ako ndvrh n (£ 3 n), ak

Yh € R™ Vare(hT6) < Var,(h')

2. navrh £ je ekvivalentny ndvrhu n (£ ~n), ak

Vh € R™ Vare(hT8) = Var,(h')

3. ndavrh & je rovnomerne lepsi ako ndvrh n (§ < n), ak plati 1. A zdroven
I eR™  Varg(h*' 0) < Var,(h*' ).
Idedlne by bolo najst navrh, ktory je rovnomerne najlepsi, to sa vsak da
splnit v maloktorej tlohe.
Kritéria optimality

V tejto podkapitole sa pozrieme na tie najbeznejsie aplikované kritéria opti-

mality. Najskor vSak uvedieme definiciu kritéria optimality.

Definicia 2.2. Kritériom optimality sa nazijva funkcia ¢, pre ktoru plati, Ze

ak & 3, cize M(E) = M(n), tak ¢(M(§)) < ¢(M(n)).
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Okrem splnenia definicie sa vyzaduje aj Statisticka interpretacia kritéria.

Definicia 2.3. Navrh & sa nazyva ¢ optimdlny, ak plati
S(M(E)) = min o(M(€)).
Medzi najznamejsie kritéria optimality patria:
e D-optimalita
S(M) — —In(det(M)), M je regularna
400, inak.

e A-optimalita

tr(M™'), M je regularna

(M) =
~+00, inak.

e c-optimalita

h"M~h, hc S(M)

(M) =

00, inak.

e E-optimalita
o(M) — m = Amae(M ™), M je reguldrna
~+00, inak,

e G-optimalita

o(M) = maxge, £ (€)M~ f(x), Mije regulirna

~+00, inak.
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D-optimalita je najpopularnejsim kritériom optimality v optimalnom na-
vrhovani experimentov. Aplikovanim tohto kritéria minimalizujeme objem elip-
soidu spolahlivosti pre nezndme parametre 8. Takymto sposobom dochédza k
minimalizacii kovarian¢nej matice cov(é) a teda k presnejsiemu odhadu para-

metrov. A-optimalitou zase znizujeme priemernt hodnotu variancii odhadov

neznadmych parametrov.
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Priloha 2

Nasledujuci kod v programovacom jazyku ”R” sme pouzili pri vypocte percenta

spravne zatriedenych dat modelom pouzivajicim zvolenu stratégiu. Vystupom

je vektor "percento_spravne_zaradenych”, ktorého prva hodnota predtavuje

percento spravne zatriedenych dat inicializaénym modelom a kazd4 d'alsia i-ta

hodnota predstavuje percento spravne zatriedenych dat modelom vytvorenym

na inicializa¢nej vzorke, ku ktorej bolo pridanych ¢ — 1 hodnot.

#vstupy:
#metoda = nazov metody: "mnahodne", "LC", "VE", "EGL", "A_optimalita" alebo "ECE"
#x = matica, ktora ma v riadkoch vektory "crt"

#y = vektor kategorii (hodnoty 1 alebo 2)
#pocet_oznacenych_na_zaciatku = kolko dat bude nahodne vybratych na vytvorenie
inicializacneho modelu

#hranica = kolko dalsich dat postupne pridame do trenovacej vzorky

#zadavame len v pripade VE:

#K = kolko roznych modelov chceme vytvorit na vzorke doteraz oznacenych dat

#zadavame len v pripade ECE:
#N = pocet novovygenerovanych dat

#stand_dev = standardna odchylka norm. rozdeleni pri vytvarani novych dat

active_learning<-function(metoda, x, y, pocet_oznacenych_na_zaciatku, hranica, K, N,

stand_dev){

nahodne="nahodne"

LC<-"LC"

VE<-"VE"

EGL<-"EGL"

EER<-"EER"
EER_logloss<-"EER_logloss"
A_optimalita<-"A_optimalita"
ECE<-"ECE"

pocet_kategorii<-2

n<-length(x[,1])

#pocet koeficientov beta

pocet _parametrov<<-length(x[1,])+1
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#funkcia na pretrenovanie modelu na doposial oznacenych datach L
#vystupom je betaHAT_L

pretrenuj<-function (L)

{

MODEL_L <- glm((y[L]-1)"1+x[L,], family=binomial(link="logit"))
betaHAT_L <- MODEL_L$coef

return(betaHAT_L)

}

#funkcia na najdenie minima ucelovej hodnoty
najdi_index_minima<-function(hodnoty_ucelovej_funkcie)

{

minimum<-min (hodnoty_ucelovej_funkcie ,na.rm=TRUE)

#najdenie data (jeho poradia v U) s minimalnou hodnotou ucelovej funkcie
najneistejsi<-which(hodnoty_ucelovej_funkcie==minimum)

#najdenie data s minimalnou hodnotou ucelovej funkcie
index<-Ulnajneistejsi[1]]

return (index)

#funkcia na vypocet poctu spravne zaradenych dat na zaklade modelu s parametrom beta
vrat_pocet_spravne_zaradenych<—function(beta)

{

#matica X pre vsetky data

X_vsetky<-cbind(rep(1,n),x)

#vektor e~ (-beta*X"T)

e_vsetky<-exp(-betal*%t(X_vsetky))

#vektor pravdepodobnosti zaradenia dat medzi modre

p2_vsetky<-as.vector (1/(1+e_vsetky))

#vektor s 1 na mieste tych dat, ktore sa podla sucasneho modelu zaraduju medzi modre
vektor_modrych<-(p2_vsetky>0.5) *1

#pocet spravne zaradenych dat

pocet_spravne_zaradenych<-sum(vektor_modrych==(y-1))
return(pocet_spravne_zaradenych)

}

#spravny model
MODEL <- glm((y-1)~1+x, family=binomial (link="logit"))
betaHAT <- MODEL$coef

#percento spravne zaradenych dat v modeli, kde oznacime vsetky data

percento_spravne_zaradenych_vsetky_data<<-vrat_pocet_spravne_zaradenych(betaHAT)/n*lOO

#neoznacene data

U<-c(1:n)

#oznacene data (na zaciatku sa nahodne vyberie "pocet_oznacenych_na_zaciatku" dat)

L_cervene<-sample(c(1:n) [y==1],pocet_oznacenych_na_zaciatku/2)
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L_modre<-sample (c(1:n) [y==2],pocet_oznacenych_na_zaciatku/2)

L<-c(L_cervene,L_modre)

#ktory udaj sa prida do L
index<-NULL

#neoznacene data (uz bez tych 10 nahodne vybratych)

U<-U[-L]

#pretrenovanie a vykreslenie modelu

betaHAT_L <- pretrenuj (L)

percento_spravne_zaradenych<-c(rep(0,hranica+1))

#percento spravne zaradenych

percento_spravne_zaradenych[1]<-vrat_pocet_spravne_zaradenych(betaHAT_L)/n*100

for (p in 1:hranica)

{

#metoda, ktora na oznacenie zvoli lubovolny udaj z U
if (metoda==nahodne)

{

index<-sample (U, 1)

#metoda "Least confidence"

if (metoda=="LC")

{
#pole s hodnotami ucelovej funkcie pre vsetky data z U
hodnoty_ucelovej_funkcie<-c(rep(0,max(U)))
#hladanie najneistejsieho zo vsetkych neoznacenych pre sucasny model

for (i in U)

{
#e~(-beta*x)
e <- exp(-betaHAT_L%x*%c(1,x[i,]))
#pravdepodobnost, ze udaj i patri medzi modre
p2<-1/(1+e)
#pravdepodobnost, ze udaj i patri medzi cervene
pl<-1-p2
#max (pl,p2)=pravdepodobnost pravdepodobnejsej kategorie
hodnoty_ucelovej_funkcie[i] <-max (pl,p2)

}

hodnoty_ucelovej_funkcie<-hodnoty_ucelovej_funkcie[U]
#najdenie minima ucelovej hodnoty

index<-najdi_index_minima(hodnoty_ucelovej_funkcie)

#metoda "Vote entropy"

61




if (metoda==VE)
{
#V_1=pocet hlasov zaradenia do 1. (cervenej) kategorie pre kazdy udaj z U

V_1<-c(rep(0,length(U)))

#vytvorenie K roznych modelov a zratanie hlasov

for (k in 1:K)

{

#nahodny vyber z L na vytvorenie Lk=trenovacia vzorka pre k-ty model

Lk<-NULL

while (length(unique(x[Lk,]) [,1])<pocet_parametrov)

{
na_vyber_cervene<-L[y[L]==1]
na_vyber_modre<-L[y[L]==2]
Lk_cervene<—sample(na_vyber_cervene,length(na_vyber_cervene),replace=TRUE)
Lk_modre<-sample (na_vyber_modre,length(na_vyber_modre) ,replace=TRUE)
Lk<-unique (c(Lk_cervene ,Lk_modre))

}

#natrenovanie modelu na Lk

betaHAT_Lk <- pretrenuj(Lk)

poradie_v_U<-0

#vypocet poctu hlasov 1. kategorie

for (i in U)

{
poradie_v_U<-poradie_v_U+1
#e~ (-beta_Lk*x)
e <- exp(-betaHAT _Lk%*%c(1,x[i,]))
#pl=pravdepodobnost, ze udaj i patri do 1. kategorie podla modelu Lk
pl<-1-1/(1+e)
#ak je pl1>0.5, priratame hlas pre 1. kategorii pre udaj i
if (pl > 0.5) V_1[poradie_v_Ul<-V_1[poradie_v_Ul+1

}

}

#vypocet poctu hlasov 2. kategorie
V_2<-K-V_1

#hodnoty_ucelovej_funkcie=vektor hodnot ucelovej funkcie pre kazdy udaj z U (hladame
min)

hodnoty_ucelovej_funkcie<-V_1/Kxlog(V_1/K)+V_2/K*xlog(V_2/K)

#najdenie minima ucelovej hodnoty

index<-najdi_index_minima(hodnoty_ucelovej_funkcie)

#ak sa modely nelisili v ziadnom udaji

if (is.na(index)) index<-sample(U,1)

#metoda "Expected Gradient Length"
if (metoda==EGL)
{

#pole s hodnotami ucelovej funkcie pre vsetky data z U
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hodnoty_ucelovej_funkcie<-c(rep(0,max(U)))
for (i in U)

{
#e~(-betaxx)
e <- exp(-betaHAT_L%x*%c(1,x[i,]))
#pravdepodobnost zaradenia medzi modre
p2<-1/(1+e)
#pravdepodobnost zaradenia medzi cervene
pl<-1-p2
#hladame maximalne pl*p2*norma(x) (minimalne -pl*p2*norma(x))
hodnoty_ucelovej_funkcie[i]<-(-pl*p2*sqrt (1+sum(x[i,]1"2)))
}

hodnoty_ucelovej_funkcie<-hodnoty_ucelovej_funkcie[U]
#najdenie minima ucelovej hodnoty

index<-najdi_index_minima (hodnoty_ucelovej_funkcie)

#metoda A-optimalita
if (metoda==A_optimalita)
{
#pole s hodnotami ucelovej funkcie pre vsetky data z U
hodnoty_ucelovej_funkcie<-c(rep(0,max(U)))
#matica X pre vsetky data z L
X_L<-cbind(rep(1,length(L)),x[L,])
#vektor e~ (-beta*X_L"T)
e_L<-exp(-betaHAT _L%*%t(X_L))
#vektor pravdepodobnosti zaradenia dat L medzi modre
p2_L<-1/(1+e_L)
#vektor pravdepodobnosti zaradenia dat L medzi cervene
pl_L<-1-p2_L
for (i in U)
{
#k X_L sa prida dato i - vytvoria maticu X
X<-rbind (X_L,c(1,x[i,]1))
#e~(-betaxx)
e <- exp(-betaHAT_L%x*%c(1,x[i,]))
#pravdepodobnost, ze udaj i patri do 2.kategorie podla modelu MODEL_L
p2<-1/(1+e)
#pravdepodobnost, ze udaj i patri do 1.kategorie podla modelu MODEL_L
pl<-1-p2
#vytvorenie diagonalnej matice W s prvkami pl*p2 na diagonale
W<-diag(c(as.vector (pl_L*p2_L) ,pl*p2))
#I=Fisherova informacna matica
I<-t (X)) %*%Wh*%X
#I°(-1)
otestuj<-try(solve(I),TRUE)
if (isTRUE(all.equal(class(otestuj),"try-error")))
hodnoty_ucelovej_funkcie[i] <-NaN
else
{

inverzna_I<-solve (I)
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#hodnota ucelovej funkcie = stopa (I"(-1))

hodnoty_ucelovej_funkcie[i]<-stopa<-sum(diag(inverzna_I))

}
hodnoty_ucelovej_funkcie<—h0dnoty_ucelovej_funkcie[U]
#najdenie minima ucelovej hodnoty

index<-najdi_index_minima (hodnoty_ucelovej_funkcie)

#metoda ECE=Expected Classification Entropy
if (metoda==ECE)
{
#pole s hodnotami ucelovej funkcie pre vsetky data z U
hodnoty_ucelovej_funkcie<-c(rep(0,max(U)))
#povodna kategoria novovygenerovanych dat (potrebna len k metode ECE)
povodna_kategoria_nove<-c(rep(0,N))
#matica novovygenerovanych dat
x_nove<-matrix (0,N,length(x[1,]))
#vytvorime N novych nahodnych dat
for(k in 1:N)
{
#nahodne_vybrate=udaj, okolo ktoreho sa vytvori novy udaj
nahodne_vybrate<-sample(n,1)
#prva suradnica noveho udaja
for (index_suradnice in 1:length(x[1,]))
{
x_nove [k, index_suradnice]<-rnorm(1,mean=x[nahodne_vybrate,index_suradnice],sd=

stand_dev)

}
for (i in U)
{
#e"(-beta*x)
e <- exp(-betaHAT_L%x*%c(1,x[i,]))
#pravdepodobnost, ze udaj i patri do 2.kategorie podla modelu MODEL_L
p2<-1/(1+e)
#pravdepodobnost, ze udaj i patri do 1l.kategorie podla modelu MODEL_L
pl<-1-p2
#pretrenujeme model, ak by i patrilo do cervenej
MODEL _L_ak_cervena <- glm(c(y[L]1-1,0) 1+x[c(L,i),], family=binomial (link="logit"))
betaHAT _L_ak_cervena <- MODEL_L_ak_cervena$coef
#pretrenujeme model, ak by i patrilo do modrej
MODEL _L_ak_modra <- glm(c(y[L]-1,1) 1+x[c(L,i),], family=binomial (link="logit"))
betaHAT _L_ak_modra <- MODEL_L_ak_modra$coef
for (k in 1:N)
{
e_nove_ak_i_cervene <- exp(-betaHAT_L_ak_cervena%*%c(1l,x_novelk,]))
#pravdepodobnost, ze udaj k patri medzi modre, ak by i bolo cervene
p2_nove_ak_i_cervene<—1/(1+e_nove_ak_i_cervene)

#pravdepodobnost, ze udaj k patri medzi cervene, ak by i bolo cervene
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pl_nove_ak_i_cervene<-1-p2_nove_ak_i_cervene
#zistime kategoriu udaju k, ak by i bolo cervene
if (p2_nove_ak_i_cervene>0.5) kategoria_nove_ak_i_cervene<-"modra"

else kategoria_nove_ak_i_cervene<-"cervena"

e_nove_ak_i_modre <- exp(-betaHAT_L_ak_modra¥*%c(1l,x_novelk,]))
#pravdepodobnost, ze udaj k patri medzi modre, ak by i bolo modre
p2_nove_ak_i_modre<-1/(1+e_nove_ak_i_modre)

#pravdepodobnost , ze udaj k patri medzi cervene, ak by i bolo modre
pl_nove_ak_i_modre<-1-p2_nove_ak_i_modre

#zistime kategoriu udaja k, ak by i bolo modre

if (p2_nove_ak_i_modre>0.5) kategoria_nove_ak_i_modre<-"modra"

else kategoria_nove_ak_i_modre<-"cervena"

#hodnoty ucelovej funkcie zvysujeme len ak su rozdielne kategorie pre k v
zavislosti

#o0od toho, ci je i modre alebo cervene

if (kategoria_nove_ak_i_cervene != kategoria_nove_ak_i_modre)

hodnoty_ucelovej_funkcie[i]<-hodnoty_ucelovej_funkcie[i]l+pl*log(pl)+p2*xlog(p2)

hodnoty_ucelovej_funkcie<-hodnoty_ucelovej_funkcie[U]
#najdenie minima ucelovej hodnoty

index<-najdi_index_minima (hodnoty_ucelovej_funkcie)

#pridanie udaja index do L

L<-c(L,index)

#odobratie udaja index z U

if ('is.null(index)) U<-setdiff (U, index)

#pretrenovanie modelu na novom L

betaHAT_L <- pretrenuj (L)
#percento spravne zaradenych
percento_spravne_zaradenych[p+1] <-vrat_pocet_spravne_zaradenych(betaHAT_L)/n*x100

}

return(percento_spravne_zaradenych)
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