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Abstrakt

Kleinová, Veronika: Sekvenčné metódy konštrukcie rozhodovacieho pravidla

[Diplomová práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky,

fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a štatistiky; školitel’:

doc. Mgr. Radoslav Harman, PhD.

Hlavnou úlohou sekvenčných metód konštrukcie rozhodovacieho pravidla je

dosiahnut’ vyššiu presnost’ klasifikačného pravidla s použit́ım menšieho počtu

dát. Je to možné dosiahnut’ vtedy, ked’ klasifikačnému modelu povoĺıme vy-

berat’ si dáta, ktorých kategóriu urč́ıme a na základe ktorých je potom kla-

sifikačné pravidlo vytvárané. Použitie sekvenčných metód klasifikácie dát je

výhodné najmä v situáciách, ked’ źıskanie neoznačených (neklasifikovaných)

dát je vel’mi jednoduché, avšak zistenie ich skutočnej kategórie je náročné (fi-

nančne, časovo, atd’.).

Kl’́učové slová: logistická regresia, klasifikačné pravidlo, stratégie a scenáre

výberu dát, informat́ıvnost’ dát.



Abstract

Kleinová, Veronika: Active learning [Diploma thesis], Comenius University

Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics, and Informatics, Department of

Applied Mathematics and Statistics; Thesis Consultant: doc. Mgr. Radoslav

Harman, PhD.

The key idea behind the active learning is to gain higher accuracy of a clas-

sification rule with fewer input data. It can be achieved by allowing the classi-

fication model to choose data that will be labeled. The classification model is

then trained on these labeled instances. The use of active learning is especially

beneficial in situations where unlabeled data are readily available but labels

are difficult to obtain (i.e. expensive, time-consuming).

Key words: logistic regression, classification rule, query strategies and que-

ry scenarios, informativeness of data.
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2.2.7 Porovnanie stratégíı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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Úvod

Dôležitou súčast’ou moderných metód mnohorozmernej štatistiky a strojového

učenia sú metódy automatickej klasifikácie dát do dvoch alebo viacerých skuṕın

(kategóríı). Kategóriou môže byt’ napŕıklad konkrétna diagnóza pacienta alebo

zaradenie e-mailu medzi ”spam”. Klasifikátorom sa nazýva algoritmus, ktorým

implementujeme klasifikáciu. Niekedy však klasifikátor môže znamenat’ aj ma-

tematickú funkciu źıskanú klasifikačným algoritmom, na základe ktorej je vy-

tvorené klasifikačné pravidlo triedenia dát do kategóríı. Na vytvorenie klasi-

fikačného pravidla slúži ”tréningová vzorka”, čo je súbor dát, ktorý pre každý

objekt obsahuje vektor vysvetl’ujúcich premenných a jeho známu, správnu kla-

sifikáciu. Najčasteǰsie použ́ıvanými metódami na vytvorenie klasifikačného pra-

vidla sú lineárna diskriminačná analýza, metódy oporného bodu, neurónové

siete, klasifikačné stromy a logistická regresia.

Je zrejmé, že č́ım máme k dispoźıcii väčš́ı počet dát, tým presneǰsie klasi-

fikačné pravidlo môžeme vytvorit’. Dáta môžu byt’ śıce l’ahko źıskatel’né, avšak

na vytvorenie pravidla potrebujeme poznat’ aj ich kategórie, ktorých źıskanie je

niekedy vel’mi náročné. Vtedy sa snaž́ıme označit’ čo najmenej dát a na druhej

strane, źıskat’ čo najlepšie klasifikačné pravidlo. Riešeńım v takýchto situáciách

sú práve sekvenčné metódy klasifikácie dát, ktorým sa venujeme v tejto diplo-

movej práci.

Práca je rozdelená do dvoch hlavných kapitol. Prvá kapitola je zameraná

na logistickú regresiu, konkrétne binárnu logistickú regresiu a na jej použitie

v diskriminačnej analýze, ktorú aplikujeme na demonštrovanie a porovna-

nie sekvenčných metód konštrukcie rozhodovacieho pravidla na konkrétnych

dátach. Okrem toho sa v prvej kapitole zameriavame aj na Fisherovu in-

formačnú maticu, ktorá je okrem sekvenčných metód klasifikácie dát vo vel’kej

miere použ́ıvaná aj v úzko prepojenej oblasti štatistiky, v optimálnom na-

vrhovańı experimentov. Ako súviśı Fisherova informačná matica s optimálnym

navrhovańım experimentov je oṕısané v pŕılohe 1.
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V druhej kapitole sa nachádza úvod k sekvenčným metódam klasifikácie dát

a motivácia ich použitia. Uvádzame niekol’ko reálnych pŕıkladov, kedy použitie

sekvenčných metód je naozaj opodstatnené.

Menšia čast’ tejto kapitoly je venovaná scenárom výberu dát, ktoré sú po-

tom použité na vytvorenie klasifikačného pravidla a v nosnej časti sme sa za-

merali na stratégie výberu dát, ktoré určujú mieru informat́ıvnosti dát. Každú

stratégiu uvádzame všeobecne a aj pre binárnu logistickú regresiu. Porovnanie

jednotlivých stratégíı realizujeme na dvoch súboroch dát, kde okrem doteraz

použ́ıvaných stratégíı porovnávame aj novú, nami navrhnutú stratégiu. Všetky

výpočty boli realizované v programovacom jazyku ”R” a uvedené sú v pŕılohe 2.
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1 Logistická regresia

Regresné modely sa použ́ıvajú na vyjadrenie vzt’ahu medzi závislou (vysvetl’o-

vanou) premennou Y a jednou alebo viacerými nezávislými (vysvetl’ujúcimi)

premennými x. V pŕıpade diskrétnej vysvetl’ovanej premennej, čiže premen-

nej nadobúdajúcej konečný počet hodnôt, sa najčasteǰsie použ́ıva model logis-

tickej regresie. Pri opise logistickej regresie budeme vychádzat’ z [8]. Ciel’om

logistickej regresie, ako aj iných modelovaćıch štatistických techńık, je identifi-

kovat’ premenné, ktoré výrazne ovplyvňujú hodnotu vysvetl’ovanej premennej

a na základe hodnôt týchto premenných predikovat’ hodnotu Y novozvoleného

objektu.

Napŕıklad, ak chceme zistit’, či u pacienta možno očakávat’ pooperačné kom-

plikácie (Y = 1) alebo nie (Y = 0), ak máme k dispoźıcii databázu tes-

tov a operačných výsledkov predchádzajúcich pacientov, môžeme použit’ lo-

gistickú regresiu. Pomocou logistickej regresie a databázy zist́ıme, ktoré me-

dićınske testy zo všetkých možných testov ovplyvňujú to, či nastali pooperačné

komplikácie (identifikácia premenných x) a takisto budeme vediet’ predikovat’

pooperačné komplikácie (predikcia hodnoty Y ) pre nového pacienta, ktorého

výsledky týchto testov budeme poznat’.

Hlavným dôvodom toho, že v pŕıpade diskrétnej premennej Y nemôže byt’

použitá lineárna regresia je, že podmienená stredná hodnota E(Y |x) v ta-

komto pŕıpade predstavuje pravdepodobnost’, čiže hodnotu z intervalu ⟨0, 1⟩.

Toto kritérium sṕlňa napŕıklad logistická funkcia. Sú dva hlavné dôvody výberu

práve tejto funkcie. Z matematického hl’adiska je to výborne flexibilná a l’ahko

použitel’ná funkcia a druhým dôvodom je dobrá interpretovatel’nost’ takto zvo-

leného modelu, resp. jeho parametrov.

1.1 Binárna logistická regresia

V pŕıpade binárnej logistickej regresie Y nadobúda dve možné hodnoty. Naj-

časteǰsie Y = 1 znamená nastatie javu a Y = 0 nenastatie javu. Pretože
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E(Y |x) v modeli logistickej regresie predstavuje pravdepodobnost’ nastatia

javu, budeme použ́ıvat’ označenie E(Y |x) = π(x,β). Model logistickej regresie

potom vyzerá nasledovne:

π(x,β) =
1

1 + e−βTx
, (1)

kde x =
(
1, x1, x2, · · · , xr

)T
je vektor vysvetl’ujúcich premenných a β =(

β0, β1, · · · , βr

)T
je vektor parametrov modelu. V pŕıpade jednej vys-

vetl’ujúcej premennej vid́ıme graf logistickej funkcie na obr. 1.

−10 −5 0 5 10

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

x

E
(Y

|x
)

Obr. 1: Logistická funkcia s parametrom β = (1, 1)T

Ked’že π(x,β) je stredná hodnota binárnej náhodnej premennej Y |x, tak

π(x,β) tiež predstavuje pravdepodobnost’ nastatia javu, ktorý modeluje ná-

hodná premenná Y pri hodnotách nezávislých premenných určených vektorom

x. Pravdepodobnost’, že jav nenastane je rovná 1− π(x,β).

Elementárnymi úpravami prevedieme logistický model na tvar

ln
π(x,β)

1− π(x,β)
= βTx.

Výraz π(x,β)
1−π(x,β)

sa nazýva šanca (angl. odds). Ak by napŕıklad výhra v lotérii

predstavovala nastatie javu a jej pravdepodobnost’ by bola 10%, tak šanca
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na výhru je 1/9. Logaritmus šance sa nazýva logit. Význam tejto transformácie

je, že logit má tvar lineárneho regresného modelu (lineárnost’ v x, nadobúda

hodnoty z intervalu (−∞,∞)).

Ďaľśım podstatným rozdielom medzi lineárnou a logistickou regresiou je, že

pri lineárnej regresii môžeme realizáciu Y zaṕısat’ nasledovne: Y = E(Y |x)+ε,

pričom ε obvykle pochádza z N(0, σ2), pŕıpadne z iného spojitého rozdele-

nia nezávislého na x. To však nie je pŕıpad diskrétnej premennej Y . V ta-

kejto situácii śıce realizáciu Y vyjadŕıme takisto ako Y = E(Y |x) + ε, ale

ε môže nadobudnút’ len dve hodnoty. Y = 1 s pravdepodobnost’ou π(x,β),

teda ε = 1− π(x,β) s pravdepodobnost’ou π(x,β) a analogicky ε = −π(x,β)

s pravdepodobnost’ou 1− π(x,β). Čiže ϵ má rozdelenie so strednou hodnotou

0 a disperziou π(x,β)(1− π(x,β)).

1.2 Odhad parametrov

Pri teórii odhadu parametrov vychádzame z [10]. Predpokladajme, že máme

k dispoźıcii n nezávislých pozorovańı {xi, yi}, i = 1, . . . , n. Na odhad paramet-

rov β logistickej regresie sa použ́ıva metóda maximálnej vierohodnosti. Na ap-

likovanie tejto metódy potrebujeme najskôr zostrojit’ vierohodnostnú funkciu,

ktorá vyjadruje pravdepodobnost’ nadobudnutia práve týchto n pozorovańı yi

pri daných hodnotách xi ako funkciu β. Pravdepodobnost’, že objekt, ktorého

charakterizuje vektor premenných xi, nadobudne hodnotu yi ∈ {0, 1}, sa rovná

p(yi|xi,β) = π(xi,β)
yi(1− π(xi,β))

1−yi .

Ked’že jednotlivé pozorovania sú nezávislé, vierohodnostná funkcia vyzerá na-

sledovne

L(β) =
n∏

i=1

p(yi|xi,β)

=
n∏

i=1

π(xi,β)
yi(1− π(xi,β))

1−yi .

Prinćıp metódy maximálnej vierohodnosti spoč́ıva v nájdeńı takého parametra

β, ktorý maximalizuje hodnotu vierohodnostnej funkcie, čo je ekvivalentné
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nájdeniu parametra maximalizujúceho logaritmus tejto funkcie, s ktorou sa

z matematického hl’adiska l’ahšie pracuje:

ℓ(β) = ln(L(β)) =
n∑

i=1

{yi ln π(xi,β) + (1− yi) ln(1− π(xi,β))}

=
n∑

i=1

{
yi ln

eβ
Txi

1 + eβ
Txi

+ (1− yi) ln
1

1 + eβ
Txi

}

=
n∑

i=1

{
yi(β

Txi − ln(1 + eβ
Txi)) + (1− yi)(− ln(1 + eβ

Txi))
}

=
n∑

i=1

{
yiβ

Txi − ln(1 + eβ
Txi)

}
.

Parameter β, ktorý maximalizuje ℓ(β) označ́ıme β̂. Tento parameter β̂ potom

muśı sṕlňat’

ℓ̇(β̂) =
∂ℓ(β)

∂β

∣∣∣∣
β̂

=
n∑

i=1

{
yixi −

eβ̂
T
xi

1 + eβ̂
T
xi

xi

}

=
n∑

i=1

{yi − π(xi, β̂)}xi = 0,

čo vedie k vyriešeniu r+1 nelineárnych rovńıc v r+1 logistických parametroch

β. Na vyriešenie sa dá použit’ iterat́ıvna verzia váženej metódy najmenš́ıch

štvorcov (angl. iteratively reweighted least-squares (IRLS)), kde (k + 1) -vý

krok algoritmu vyzerá nasledovne:

β̃
(k+1)

= β̃
(k) −

(
ℓ̈
(
β̃

(k)
))−1

ℓ̇
(
β̃

(k)
)
,

pričom ako štartovaciu hodnotu sa odporúča zvolit’ (podl’a [10]) β̃
(0)

= 0

a druhú deriváciu logaritmu vierohodnostnej funkcie vypoč́ıtame nasledovne:
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ℓ̈(β) =
∂2ℓ(β)

∂β∂βT
= −

n∑
i=1

xi
eβ

TxixT
i (1 + eβ

Txi)− eβ
Txieβ

TxixT
i

(1 + eβ
Txi)2

= −
n∑

i=1

eβ
Txi

1 + eβ
Txi

(
1− eβ

Txi

1 + eβ
TxT

i xi

)
xix

T
i

= −
n∑

i=1

π(xi,β)(1− π(xi,β))xix
T
i

= −XTWX, (2)

kde

X =
(
x1, x2, . . . , xn

)T
,

W =


π(x1,β)(1− π(x1,β)) 0 · · · 0

0 π(x2,β)(1− π(x2,β))
...

...
. . . 0

0 · · · 0 π(xn,β)(1− π(xn,β))

 .

Maticu −ℓ̈(β) označme I(β). Táto matica sa nazýva Fisherova informačná

matica a je jej venovaná nasledujúca podkapitola.

1.3 Fisherova miera informácie

Pri odvodeńı Fisherovej informačnej matice a Cramérovej-Raovej nerovnosti

sme vychádzali z [14]. Fisherova miera informácie je definovaná ako varian-

cia skóre, ktoré sa vypoč́ıta ako derivácia logaritmu vierohodnostnej funkcie

ℓ(X,Y |β), kde Y je vektor pŕıslušných kategóríı dát s vektormi ”čŕt” X.

Môžeme ju chápat’ ako množstvo obsiahnutej informácie, ktoré nesie náhodná

premenná Y |X o neznámom parametri β, od ktorého záviśı pravdepodobnost’

tejto náhodnej premennej. Dá sa ukázat’, že stredná hodnota skóre je rovná 0.

Preto Fisherovu mieru informácie môžeme vyjadrit’ takto:

(I(β))ij = E

[
∂ℓ(X,Y ,β)

∂βi

∂ℓ(X,Y ,β)

∂βj

∣∣∣∣β] .
9



Ak je logaritmus vierohodnostnej funkcie dvakrát diferencovatel’ný podl’a β,

čo v pŕıpade logistickej regresie je, Fisherova informácia môže byt’ vyjadrená

ako záporne vzatá stredná hodnota druhej derivácie logaritmu vierohodnostnej

funkcie vzhl’adom na parameter β :

(I(β))ij = −E
[
∂2ℓ(X,Y ,β)

∂βi∂βj

∣∣∣∣β] .
Využijúc vzt’ah (2), dostávame

(I(β))ij = −E
[
−(XTWX)ij

]
= (XTWX)ij.

1.3.1 Cramérova-Raova nerovnost’

Cramérova-Raova hranica nám udáva hranicu toho, kol’ko informácie je ob-

siahnutej v dátach o neznámom parametri β. Konkrétne, Cramérova-Raova

nerovnost’ určuje minimálnu varianciu nevychýleného odhadu neznámeho pa-

rametra β.

V jednorozmernom pŕıpade (jeden parameter β) využit́ım Cramérovej-Raovej

nerovnosti, podl’a ktorej pre l’ubovol’ný nevychýlený odhad plat́ı, že jeho va-

riancia je väčšia alebo rovná ako inverzia Fisherovej informačnej matice, do-

staneme:

V ar(β̂) ≥ 1

I(β)
.

Ak variancia nejakého nevychýleného odhadu dosahuje túto dolnú hranicu,

tento odhad sa nazýva efekt́ıvny. Podl’a [7] je odhad metódou maximálnej vie-

rohodnosti asymptoticky efekt́ıvny, čiže V ar(β̂)
.
= 1

I(β)
.

Vo viacrozmernom pŕıpade nemožno použit’ predchádzajúce vzt’ahy, pretože

Fisherova informačná matica v tamto pŕıpade nie je skalárom, ale štvorcovou

maticou rozmeru, ktorý záviśı od počtu neznámych parametrov. V našom

pŕıpade (r + 1) × (r + 1). Nech Y je vektor pŕıslušných kategóríı dát s vek-

tormi ”čŕt” X a nech T (X) = (T1(X), T2(X), . . . , TN(X)), kde X = X(X,Y )
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je odhad l’ubovol’ného vektora funkcíı parametrov. Očakávanú hodnotu tohto

vektora E(T (X)) označme ψ(β). Po splneńı podmienok regularity (pozri [14])

Cramérova-Raova nerovnost’ udáva ohraničenie pre kovariančnú maticu

cov(T (X)):

cov(T (X)) ≽ ∂ψ(β)

∂β
I−1(β)

(
∂ψ(β)

∂β

)T

,

kde maticové porovnanie A ≽ B znamená, že A−B je pozit́ıvne semidefinitná

matica. Všimnime si, že ak T (X) je nevychýlený odhad vektora parametrov

β (čiže E(T (X)) = ψ(β) = β), tak Cramérova-Raova nerovnost’ sa redukuje

na tvar

cov(T (X)) ≽ I−1(β).

Ked’že odhad metódou maximálnej vierohodnosti je asymptoticky nevychýlený,

dá sa očakávat’ približná platnost’ tvrdenia

cov(β̂) ≽ I−1(β) = (XTWX)−1.

Využijúc asymptotickú efekt́ıvnost’ odhadu metódou maximálnej vierohodnosti

cov(β̂)
.
= (XTWX)−1.

Presneǰsia analýza vzt’ahu kovariančnej matice odhadu metódou maximálnej

vierohodnosti a informačnej matice presahuje rámec tejto práce.

1.4 Logistická diskriminačná analýza

Logistickú regresiu je možné použit’ aj ako metódu diskriminačnej analýzy.

Vychádzajúc z [10] si ukážeme spôsob jej aplikovania v binárnom pŕıpade, čiže

v pŕıpade dvoch kategóríı. Pomocou premennej Y je identifikovaná kategória

(Π1, resp. Π2), do ktorej je zaradený údaj s vektorom ”čŕt” x nasledovne:

Y =

0 ak x ∈ Π1

1 ak x ∈ Π2.
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Budeme pož́ıvat’ nasledujúce značenie: pi(x,β) - pravdepodobnost’, že údaj

s vektorom ”čŕt” x patŕı do kategórie Πi na základe modelu s parametrom

β. 1

Pomocou parametra β̂ źıskaného metódou maximálnej vierohodnosti (pozri

kapitolu 1.2) je vytvorená lineárna diskriminačná funkcia

L̂(x) = β̂
T
x.

Klasifikačné pravidlo logistickej diskriminačnej analýzy definujeme nasledovne:

ak L̂(x) > 0,x je zaradené do kategórie Π2,

inak je zaradené do kategórie Π1.

Ekvivalentnou klasifikačnou procedúrou je použitie funkcie L̂(x) na odhad

pravdepodobnosti p2(x,β) vo vzt’ahu (1):

p̂2(x, β̂) =
1

1 + e−L̂(x)
.

Potom, ak

p̂2(x, β̂) > stanovená hranica,x je zaradené do kategórie Π2,

inak je zaradené do kategórie Π1. Väčšinou je hranicou zvolená hodnota 0.5,

ktorú budeme použ́ıvat’ aj my.

Ešte pred samotnou aplikáciou sekvenčných metód klasifikácie dát pomo-

cou logistickej diskriminačnej analýzy vysvetĺıme niektoré v tomto texte často

použ́ıvané pojmy:

• trénovanie modelu - pod pojmom trénovanie modelu chápeme źıskanie

odhadu parametrov β̂ na základe trénovacej vzorky,

• trénovacia vzorka - súbor dát, pre ktoré poznáme ich skutočnú kategóriu

a sú použité na natrénovanie modelu,

1V pŕıpade binárnej logistickej regresie nastat́ım javu chápeme zaradanie objektu do kategórie Π2, čiže

π(x,β) = p2(x,β).
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• vektor ”čŕt” - vektor vysvetl’ujúcich premenných x pre konkrétny údaj,

• pretrénovanie modelu (angl. retraining) - pod slovenským výrazom pretré-

novanie modelu sa niekedy mysĺı vytvorenie štatistického modelu s vel’kým

počtom parametrov vzhl’adom na počet dát, ktorý namiesto vzt’ahu pre-

menných popisuje náhodnú chybu modelu (angl. overfitting). My však

pod pojmom pretrénovanie modelu budeme chápat’ opätovné vytvorenie

modelu (trénovanie modelu) na základe novej trénovacej vzorky.
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2 Sekvenčné metódy konštrukcie rozhodovacieho pra-

vidla

Sekvenčná klasifikácia dát (angl. active learning) je súčast’ou teórie strojového

učenia (angl. machine learning), ktoré je zase súčast’ou vednej discipĺıny umelá

inteligencia. Sekvenčnú klasifikáciu dát je však taktiež možné považovat’ za

súčast’ štatistického navrhovania experimentov. Hlavnou myšlienkou sekvenč-

ných metód klasifikácie dát je povolit’ učiacemu sa algoritmu vyberat’ si dáta,

na ktorých bude model trénovaný s ciel’om dosiahnut’ lepš́ı výsledok s použit́ım

menšieho počtu dát. V [17] sa nachádza všeobecný prehl’ad sekvenčných metód

klasifikácie dát a takisto poskytuje prehl’ad literatúry zaoberajúcej sa touto

problematikou.

V niektorých pŕıpadoch obdržanie dát aj s ich zatriedeńım nie je náročné,

napŕıklad pri vytvárańı klasifikačného algoritmu, pomocou ktorého chceme

dokázat’ roztriedit’ e-mailové správy na ”spam” a ostatné. V tomto pŕıpade

môžeme trénovacie dáta, na základe ktorých budeme vytvárat’ klasifikačné pra-

vidlo, źıskat’ vel’mi jednoducho a to od použ́ıvatel’ov, ktoŕı nechcenú správu jed-

noducho označia ako ”spam”. V spomenutom pŕıpade sú dáta a ich kategórie

l’ahko dostupné. Avšak existuje vel’a úloh, pri ktorých označenie (zatriedenie)

dát je časovo, finančne alebo inak náročné. Práve v takýchto pŕıpadoch, kde ne-

zatriedené dáta sú śıce l’ahko dosiahnutel’né, ale ich označenie do pŕıslušnej ka-

tegórie je nákladné, sa použ́ıvajú sekvenčné metódy klasifikácie dát. Pŕıkladom

použitia sekvenčných metód klasifikácie dát je vytvorenie algoritmu na roz-

poznávanie reči. Źıskanie takejto trénovacej vzorky je extrémne časovo náročné,

aj ked’ samotné nahrávky reči sú väčšinou l’ahko dostupné, ale rozpoznanie

(označenie) toho, čo sa na jednotlivých nahrávkach nachádza (aké slová, resp.

slabiky) si vyžaduje vel’a času a niekedy aj pomoc jazykovedca. Rozpoznávanie

na úrovni slov môže trvat’ aj 10-krát dlhšie ako samotná audio nahrávka [21].

Spomedzi mnoho d’aľśıch môžeme spomenút’ ešte algoritmus na klasifikáciu

dokumentov alebo webových stránok. Nezatriedené dokumenty môžeme źıskat’
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vel’mi jednoducho, ale určenie, či daný dokument (napr. článok) alebo we-

bová stránka patŕı alebo nepatŕı do danej klasifikačnej triedy, si vyžaduje

preštudovanie daného dokumentu, čo môže byt’ vel’mi časovo náročné. S fi-

nančnou náročnost’ou označovania dát sa často môžeme stretnút’ v medićınskej

oblasti. Na určenie kategórie trénovaćıch dát totiž neraz potrebujeme vykonat’

nákladný experiment.

Sekvenčné metódy konštrukcie rozhodovacieho pravidla sa snažia predchá-

dzat’ zbytočnému označovaniu dát, o ktorých sa predpokladá, že nepomôžu

výrazne zlepšit’ klasifikačné pravidlo. Naopak, žiada označenie len tých dát,

ktoré sú pre daný klasifikačný algoritmus kritické. Takýmto spôsobom je do ex-

perimentu zahrnutá len čast’ zo všetkých dostupných dát a pomocou nich je

vytvorené efekt́ıvne klasifikačné pravidlo. Sekvenčné metódy klasifikácie dát

teda znižujú náklady na daný experiment.

Pri výbere najinformat́ıvneǰśıch dát pre doposial’ natrénovaný model rozli-

šujeme viacero scenárov a viacero stratégíı výberu.

2.1 Scenáre výberu dát na zatriedenie

Po každom vytvoreńı modelu je vybratý údaj, ktorý model považuje za naj-

informat́ıvneǰśı. Prvý vytvorený model budeme nazývat’ inicializačný a vytvo-

renie každého d’aľsieho nového modelu zase pretrénovanie modelu. Existuje

viacero spôsobov nazývaných scenáre, ktorými sa daný údaj vyberie. Článok

[17] rozlǐsuje tri základné scenáre

• membership query synthesis,

• stream-based selective sampling,

• pool-based sampling.
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2.1.1 Membership query synthesis

Jedným z prvých scenárov sekvenčných metod, ktorý bol skúmaný, je mem-

bership query synthesis ([2]). Pri tomto druhu scenára model požaduje označenie

údaja, ktorý je modelom nanovo vygenerovaný. V niektorých pŕıpadoch je

takýto scenár vel’mi užitočný, avšak v niektorých je jeho použitie nemožné.

Napŕıklad, ak by sme chceli natrénovat’ model na rozpoznávanie ṕısmen, model

môže požiadat’ o určenie symbolu, ktorý nebude predstavovat’ žiadne ṕısmeno

abecedy. Na tento problém upozornili aj autori [11]. Podobný problém nastáva

aj v modeloch rozpoznávania reči.

2.1.2 Stream-based selective sampling

Scenár stream-based selective sampling bol uvedený v [4]. Hlavným predpo-

kladom použitia tohto scenára je, že źıskanie neoznačeného údaja nestoj́ı nič,

resp. je vel’mi lacné. Po pretrénovańı modelu sa náhodne vyberie údaj, ktorý

doposial’ nie je označený a model rozhodne, či vyžiada jeho označenie alebo nie.

Toto rozhodnutie môže byt’ vykonané na základe rôznych kritéríı. Napŕıklad,

ak ku každému údaju je určená jeho informat́ıvnost’ pomocou funkcie infor-

mat́ıvnosti, ktorá predstavuje akúsi mieru zauj́ımavosti poznania kategórie

daného údaja pre doteraǰśı model, tak sa urč́ı minimálna hranica hodnoty tejto

funkcie, ktorá bude kritériom rozhodnutia vyžiadania si označenia. Ak hodnota

funkcie informat́ıvnosti bude nad touto hranicou, bude vyžiadané určenie ka-

tegórie takéhoto údaja a naopak, ak bude pod hranicou, neurč́ı sa zatriedenie

údaja, pretože pre súčasný model nie je až také podstatné poznat’ toto za-

triedenie a náhodne sa vyberie iný údaj. Ďaľsou možnost’ou rozhodnutia pre

zatriedenie alebo nezatriedenie vybratého údaja je určenie oblasti, ktorá je

stále nejednoznačná z hl’adiska zatriedenia pre doteraǰśı model. Ak náhodne

vybratý údaj bude pochádzat’ z tejto oblasti nejednoznačnosti, vyžiada sa jeho

označenie, v opačnom pŕıpade sa vyberie nový údaj.
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2.1.3 Pool-based sampling

Pre vel’a klasifikačných problémov môžeme źıskat’ neoznačené dáta naraz, čiže

neźıskavame ich postupne s časovým odstupom. V takom pŕıpade spôsobom,

ktorým vyberieme údaj na označenie, môže byt’ scenár pool-based sampling,

ktorým sa ako prv́ı zaoberali autori v [12]. Pri tomto scenári sa na určenie

kategórie vyberá vždy údaj, ktorý je pre súčasný model najinformat́ıvneǰśı.

Čiže pre všetky dáta z doteraz nezatriedených dát U , sa urč́ı ich informat́ıvnost’

a vyberie sa ten, ktorého hodnota informat́ıvnosti je najvyššia. Po pretrénovańı

modelu muśı byt’ opät’ určená informat́ıvnost’ pre každý údaj z U .

Obr. 2: Cyklus scenára pool based sampling. Obrázok pochádza z článku [17].

Na nasledujúcej schéme (obr. 2) vid́ıme všeobecný priebeh trénovania kla-

sifikačného algoritmu s použit́ım sekvenčných metód a scenára pool-based sam-

pling. Na začiatku máme k dispoźıcii súbor neoznačených dát U (angl. unla-

beled pool). V prvom kroku náhodne vyberieme niekol’ko z nich na vytvorenie

inicializačného modelu. Podl’a stavu tohto modelu sa vyberie na označenie

ten údaj (alebo viacero dát), ktorý bude model požadovat’, pretože ho bude

považovat’ za najinformat́ıvneǰśı. Tento údaj sa zarad́ı medzi označené dáta L

(angl. labeled pool). Následne je model pretrénovaný a celý proces od vybratia

údaja požadovaného modelom sa opakuje, až kým nedosiahneme maximálny

počet dát, ktoré môžu byt’ označené, cenové ohraničenie experimentu alebo iné
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kritérium ukončenia experimentu.

Hlavný rozdiel scenárov stream-based sampling a pool-based sampling je, že

pri stream-based sampling sa určuje informat́ıvnost’ individuálne, zatial’ čo pri

pool-based sampling sa vždy vyhodnot́ı informat́ıvnost’ všetkých neoznačených

dát pred tým, ako sa urč́ı požiadavka na zatriedenie. Je zrejmé, že pool-based

sampling vyberá vždy údaj, ktorý je informat́ıvneǰśı ako stream-based sampling

(alebo rovnako informat́ıvny), avšak v niektorých pŕıpadoch je výhodneǰsie

použit’ práve stream-based sampling. Konkrétne, ak napŕıklad je obmedzená

pamät’ alebo výpočtový výkon, napŕıklad pri mobilných telefónoch.

Prinćıp všetkých troch scenárov vid́ıme zhrnutý na obr. 3.

Obr. 3: Scenáre výberu dát. Obrázok je z článku [17].
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2.2 Stratégie výberu dát

Ako sme už spomenuli, pri trénovańı klasifikačného algoritmu s použit́ım sek-

venčných metód, sa podl’a stavu doteraz vytvoreného modelu vyberie najinfor-

mat́ıvneǰśı údaj, ktorého skutočnú kategóriu následne zist́ıme. Čo však určuje

mieru informácie, ktorú nám poskytne označenie údaja? V tejto kapitole sa

pozrieme na základné stratégie výberu dát, ktoré nám určujú práve spome-

nutú informat́ıvnost’. Budeme použ́ıvat’ nasledovné značenie:

c - počet kategóríı,

U - množina neoznačených dát x,

L - množina označených dát x,

x∗ - najinformat́ıvneǰśı údaj.

Ku každej stratégii uvedieme výpočet vo všeobecnom modeli a zároveň

v modeli binárnej logistickej regresie.

2.2.1 Uncertainty sampling

Asi najjednoduchšou a najpouž́ıvaneǰsou stratégiou je metóda maximálnej

neurčitosti (angl. uncertainty sampling), ktorá bola prvýkrát uvedená v [12].

Podstatou tejto stratégie je vybratie na označenie takého údaja, o ktorého

kategórii si je doposial’ zostavený model najmenej istý. V rámci stratégie un-

certainty sampling uvedieme konkrétne tri metódy a to least confidence,margin

a token entropy, ktoré sú prezentované taktiež v [17].

• Least confidence (LC)

Pri metóde least confidence sa vyžiada označenie toho údaja z doposial’

nezatriedených dát, ktorého pravdepodobnost’ najpravdepodobneǰsej ka-

tegórie je najnižšia. Napŕıklad, ak by sme v modeli mali len dve kategórie

a niektorý z údajov by s pravdepodobnost’ou 50% patril do jednej a teda

aj druhej kategórie, bude vybratý práve tento údaj na zistenie skutočnej
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kategórie. Matematický zápis metódy least confidence vyzerá nasledovne:

x∗
LC = argmin

x∈U
pŷ(x,β),

kde ŷ = argmaxy py(x,β), čiže kategória, do ktorej bude x zaradené

s najväčšou pravdepodobnost’ou v modeli s daným parametrom β.

v pŕıpade binárnej logistickej regresie:

x∗
LC = argmin

x∈U

(
max

{
1

1 + e−βTx
, 1− 1

1 + e−βTx

})
.

• Margin (M)

Ako sme si mohli všimnút’, metóda least confidence berie do úvahy len

jednu (najviac pravdepodobnú) kategóriu a pravdepodobnosti, že údaj

patŕı do iných kategóríı, neberie do úvahy. Práve preto metóda margin je

upraveńım metódy least confidence.Margin vyberie na označenie ten údaj,

ktorého rozdiel pravdepodobnost́ı dvoch najpravdepodobneǰśıch kategóríı

je minimálny.

x∗
M = argmin

x∈U
(pŷ1(x,β)− pŷ2(x,β)),

– ŷ1(x,β) - kategória, do ktorej bude x zaradené s najväčšou pravde-

podobnost’ou v modeli s daným parametrom β,

– ŷ2(x,β) - kategória, do ktorej bude x zaradené s druhou najväčšou

pravdepodobnost’ou v modeli s daným parametrom β.

Rozdielnost’ least confidence a margin si demonštrujeme na jednoduchom

pŕıklade. Predpokladajme, že dáta triedime do troch kategóríı. Ďalej pred-

pokladajme, že vyberáme informat́ıvneǰśı údaj len z dvoch doteraz neza-

triedených údajov. Prvý údaj má na základe doteraz vytvoreného mo-

delu pravdepodobnosti, že bude zaradený do jednotlivých kategóríı na-

sledovné: p1(x, β̂) = 48%, p2(x, β̂) = p3(x, β̂) = 26% a druhý údaj:

p1(x, β̂) = 50%, p2(x, β̂) = 49% a p3(x, β̂) = 1%. Metóda least confi-

dence by vybrala na označenie prvý údaj, avšak jeho kategóriu by sme
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mohli pokladat’ za celkom istú, pretože pravdepodobnost’, že patŕı do prvej

kategórie je relat́ıvne vysoká oproti ostatným dvom pravdepodobnostiam.

Zatial’ čo pri druhom údaji to tvrdit’ nemôžeme, pretože prvá aj druhá ka-

tegória tohto údaja majú porovnatel’né pravdepodobnosti. Metódou mar-

gin by bol vybratý práve tento druhý údaj na určenie jeho skutočnej

kategórie, lebo pri prvom údaji je rozdiel medzi dvomi najpravdepodob-

neǰśımi kategóriami 22% a pri druhom len 1%.

V pŕıpade binárnej (logistickej) regresie sa metóda margin redukuje na

metódu least confidence:

x∗
M = argmin

x∈U
(pŷ1(x,β)− pŷ2(x,β))

= argmin
x∈U

(pŷ1(x,β)− (1− pŷ1(x,β)))

= argmin
x∈U

pŷ1(x,β)

= argmin
x∈U

(
max

{
1

1 + e−βTx
, 1− 1

1 + e−βTx

})
.

• Token entropy (TE)

Metóda token entropy neberie do úvahy iba dve najpravdepodobneǰsie

kategórie ako metóda margin, ale zohl’adňuje pravdepodobnosti všetkých

kategóríı daného údaja pomocou entropie. Za najinformat́ıvneǰśı voĺı údaj,

ktorého entropia (neistota) pŕıslušnosti do kategórie

−
c∑

i=1

pi(x,β) ln pi(x,β),

je najvyššia:

x∗
TE = argmax

x∈U

(
−

c∑
i=1

pi(x,β) ln pi(x,β)

)
.

V pŕıpade binárnej logistickej regresie:

x∗
TE = argmax

x∈U

(
−

2∑
i=1

pi(x,β) ln pi(x,β)

)
.

Takisto ako metóda margin je v pŕıpade dvoch kategóríı podl’a [9] ekvi-

valentná metóde least confidence.
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Výber dát metódou least confidence si ukážeme aj graficky na reálnom

pŕıklade. Dáta (dostupné v [6]), ktoré použijeme, popisujú kvety kosatcov

(angl. Iris), konkrétne ku každému kvetu kosatca je zaznamenaná d́lžka a š́ırka

kalǐsného ĺıstka, d́lžka a š́ırka okvetného ĺıstka (všetko v centimetroch) a za-

radenie daného kvetu do jedného z troch druhov kosatcov - Iris setosa, Iris

virginica, Iris versicolor. Z každého druhu sa v danom súbore dát nachádza 50

kvetov, čiže spolu máme 150 údajov. Pretože budeme použ́ıvat’ binárnu logis-

tickú regresiu, zvoĺıme si len dva druhy kosatcov - Iris setosa a Iris versicolor.

Kvôli grafickej vizualizácii jednotlivých stratégíı budeme tento model binárnej

logistickej regresie zostavovat’ len na základe dvoch premenných a to d́lžky

a š́ırky kalǐsného ĺıstka (angl. sepal). Tieto testovacie dáta sú zobrazené na

obr. 4. Červenou farbou sú zaznačené kvety druhu Iris setosa a modrou farbou

Iris virginica. Na x-vej osi je nanesená d́lžka kalǐsného ĺıstka (SL) a na y-vej

š́ırka kalǐsného ĺıstka (SW).
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Obr. 4: Dáta dvoch druhov kosatcov (Iris setosa červenou, Iris virginica modrou) znázornené

v závislosti od d́lžky (SL) a š́ırky (SW) kalǐsného ĺıstka.
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Z grafu vid́ıme, že na základe hodnôt týchto premenných sú zobrazené dva

druhy kosatcov l’ahko odĺı̌sitel’né. Dáta rozdeĺıme aplikovańım logistickej dis-

kriminačnej analýzy a to tak, že do grafu zobraźıme deliacu priamku, ktorá

predstavuje také kombinácie premenných (SL a SW), že pravdepodobnost’, že

kvet s takýmito hodnotami patŕı do druhu Iris setosa, resp. Iris virginica je

presne 50%. Túto priamku nazveme diskriminačná hranica. Diskriminačná hra-

nica predstavuje vlastne také hodnoty x, pre ktoré je lineárna diskriminačná

funkcia L̂(x) rovná 0 (obr. 5).
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Obr. 5: Rozdelenie druhov Iris setosa a Iris virginica pomocou lineárnej diskriminačnej fun-

kcie modelu, pre ktorý je známa kategória každého z dát.

Aby sme mohli aplikovat’ stratégie výberu dát, budeme predpokladat’, že

na začiatku nepoznáme skutočné kategórie dát. V prvom kroku náhodne vy-

berieme malú čast’ kvetov, ktorých druh zist́ıme a na základe týchto dát vy-

tvoŕıme incializačný model logistickej regresie (obr. 6). Dáta, ktorých skutočné

kategórie poznáme, sú vyznačené farebne (červenou, resp. modrou farbou), os-

tatné sú na grafe znázornené prázdnym krúžkom.
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Obr. 6: Lineárna diskriminačná hranica inicializačného modelu, ktorý vznikol na základe

piatich náhodne vybratých dát, ktoré sú vyznačené farebne. Kategórie ostatných dát repre-

zentovaných prázdnym krúžkom sú pre model neznáme.

Ďaľśım krokom je aplikovanie metódy least confidence, pomocou ktorej zis-

t́ıme, ktorý údaj vyberieme na zistenie jeho druhu, pretože je pre iniciali-

začný model dôležité poznat’ jeho kategóriu. Pri výbere najinformat́ıvneǰsieho

údaja budeme použ́ıvat’ scenár pool-based sampling, čiže zist́ıme informat́ıvnost’

každého z doposial’ neoznačených údajov. Za najinformat́ıvneǰśı zvoĺıme ten,

ktorého hodnota informat́ıvnosti podl’a danej stratégie bude najvyššia. Na

nasledujúcom obrázku (obr. 7) je znázornený práve tento údaj v zelenom

rámčeku. Okrem tohto najinformat́ıvneǰsieho údaja sú v grafe vyznačené všetky

doposial’nezatriedené dáta podl’a hodnoty ich informat́ıvnosti pomocou rôznych

úrovńı sivej. Č́ım je údaj znázornený tmavšou farbou, tým je jeho informat́ıvnost’

pre súčasný model vyššia. Ako môžeme vidiet’, najinformat́ıvneǰśı údaj lež́ı na

deliacej priamke a bol vybratý preto, lebo jeho kategória je najmenej istá,

pretože je približne 50% šanca, že bude zaradený medzi Iris setosa a takisto

50% šanca, že bude patrit’ medzi Iris virginica. Ďalej si môžeme všimnút’,
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že informat́ıvnost’ dát sa so zväčšujúcou vzdialenost’ou od deliacej priamky

zmenšuje.
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Obr. 7: Informat́ıvnost’ dát podl’a stratégie least confidence pre inicializačný model. Miera

informat́ıvnosti jednotlivých údajov je vyjadrená intenzitou farby - č́ım tmavšia farba, tým

väčšia informat́ıvnost’. Najinformat́ıvneǰśı údaj je zobrazený v zelenom rámčeku.

Nasleduje určenie druhu kvetu, ktorý je najinformat́ıvneǰśı a pretrénovanie

celého modelu na dátach, ktoré zahŕňajú doposial’ označené dáta a tento naj-

informat́ıvneǰśı údaj. Bolo zistené, že údaj patŕı v skutočnosti do druhu Iris

setosa (červený). Výsledok pretrénovania modelu môžeme vidiet’ na obr. 8.

Celý proces sa následne opakuje - zist́ı sa informat́ıvnost’ jednotlivých do-

posial’ nezatriedených údajov a urč́ı sa najinformat́ıvneǰśı (obr. 9), pozrieme

sa na jeho skutočnú kategóriu a model pretrénujeme.

Po tom, ako je model 5-krát pretrénovaný (obr. 10) (do trénovacej vzorky je

postupne pridaných 5 d’aľśıch bodov), sa už deliaca priamka prakticky neĺı̌si od

deliacej priamky modelu, ktorý bol natrénovaný na všetkých dátach. Stačilo

teda, aby sme celkovo označili 10 dát (10 % z celkového počtu dát) a źıskali sme

presne také rozdelenie kvetov na jednotlivé druhy, ako by sme źıskali pomocou

modelu natrénovaného na všetkých dátach.
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Obr. 8: Pretrénovanie modelu po zisteńı kategórie najinformat́ıvneǰsieho údaja pre

predchádzajúci (inicializačný) model podl’a stratégie least confidence a jeho zahrnut́ı do

trénovacej vzorky. Zobrazená diskriminačná hranica teda vznikla na základe šiestich dopo-

sial’ označených dát.

2.2.2 Query by Committee

Táto metóda výberu údaja, ktorou sa ako prv́ı zaoberali autori článku [19],

spoč́ıva v tom, že zostav́ıme súbor modelov K = {θ(1), θ(2), . . . , θ(K)} konzis-

tentných so vzorkou doposial’ označených objektov x. Ciel’om tejto metódy je

minimalizovat’ oblast’, ktorá je nejednoznačná vzhl’adom na zaradenie do ka-

tegórie pre daný súbor modelov. Napŕıklad, ak by sa dva modely (rovnakého

typu ĺı̌siace sa len parametrami) zhodovali vo všetkých dátach a iba jeden

údaj by zaradili do rozdielnych kategóríı, tak tento údaj by ležal v oblasti

nejednoznačnosti. Čiže údajom, ktorého označenie budeme požadovat’, bude

práve ten, v ktorého označeńı sa budú modely zo súboru modelov K najviac

nezhodovat’. Na aplikovanie query by committee potrebujeme

1. skonštruovat’ súbor modelov konzistentných s trénovacou vzorkou (s ozna-

čenými objektami)
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Obr. 9: Informat́ıvnost’ všetkých doposial’ neoznačených dát vyjadrená intenzitou farby (č́ım

tmavšia farba, tým väčšia informat́ıvnost’) podl’a least confidence pre súčasný model logis-

tickej regresie reprezentovaný lineárnou diskriminačnou hranicou. Najinformat́ıvneǰśı údaj

je zobrazený v zelenom rámčeku.

2. definovat’ ”mieru nezhôd” v rámci súboru modelov.

Vychádzajúc z [17] súbor modelov možno źıskat’ pomocou metódy query

by bagging alebo query by boosting. Konkrétne pri query by bagging metóde

súbor modelov zostroj́ıme tak, že K -krát zopakujeme náhodný výber s opako-

vańım z L na vytvorenie trénovacej vzorky L(k). Pri metóde query by boosting,

podl’a [1], každý z K náhodných výberov nie je rovnomerný, ale zálež́ı od

predchádzajúceho výberu, konkrétne od odlǐsnosti zatriedenia dát predošlého

modelu zostrojeného na vzorke z predošlého výberu a skutočných kategóríı.

Podrobneǰsie sa metódou query by boosting nebudeme zaoberat’. Každý model

θ(k) ∈ K je potom zostrojený na základe svojej vlastnej trénovacej vzorky L(k).

Na určenie ”miery nezhody” sa pož́ıvajú rôzne metódy, napr.:
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Obr. 10: Diskriminačná hranica źıskaná sekvenčným výberom piatich dát podl’a stratégie

least confidence. Tento model bol teda vytvorený postupným zist’ovańım kategóríı piatich

dát a ich pridańım k prvotným piatim náhodne vybratým dátam. Diskriminačná hranica sa

neĺı̌si od hranice źıskanej natrénovańım modelu, ktorý poznal kategórie všetkých dát.

• vote entropy (VE)

x∗
V E = argmax

x∈U

(
−

c∑
i=1

Vi(x)

K
ln
Vi(x)

K

)
,

kde Vi(x) je počet takých pi(x,β
(k)), k = 1, . . . , K, že

pi(x,β
(k)) = maxj∈1,...,c pj(x,β

(k)). Čiže Vi(x) je počet hlasov, ktoré do-

stane i-ta kategória pre údaj x. Teda, ak by sme zostavovali 10 modelov

(K = 10) na doteraz označených dátach L a 7 z týchto 10 modelov by

údaj, ktorého informat́ıvnost’ skúmame, zaradili do prvej kategórie, dva

modely do druhej kategórie a jeden model do tretej kategórie, tak počty

hlasov by boli takéto: V1(x) = 7, V2(x) = 2 a V3(x) = 1. Stratégiou vote

entropy je teda na označenie vybratý taký údaj, ktorého entropia počtu

hlasov jednotlivých kategóríı (v pomere k celkovému počtu vytvorených

modelov K) je najvyššia. Pri odvádzańı sme vychádzali z [5].
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• average Kullback-Leibler divergence (KL)

Druhým spôsobom určenia ”miery nezhody”, ktorý uvedieme, je average

Kullback-Leibler divergence [13]. Pri tejto stratégii nie sú dôležité len

konečné kategórie (hlasy), do ktorých radia jednotlivé modely sledovaný

údaj, ale aj pravdepodobnosti, že dáta patria do týchto kategóríı:

x∗
KL = argmax

x∈U

1

K

K∑
k=1

D(Pβ(k)∥PK),

kde Kullbackova-Leiblerova divergencia sa vypoč́ıta ako

D(Pβ(k)∥PK) =
c∑

i=1

pi(x,β
(k)) log

pi(x,β
(k))

pi(x, K)
,

kde K predstavuje vytvorený súbor modelov ako celok, preto pi(x, K) =

1
K

∑K
k=1 pi(x,β

(k)). Teda priemerná pravdepodobnost’, že údaj s vektorom

”čŕt” x patŕı do kategórie i. Nazýva sa aj ”konsenzus” pravdepodobnosti,

že i je správnou kategóriou. Kullbackova-Leiblerova divergencia je mie-

rou rozdielu medzi dvoma pravdepodobnostnými rozdeleniami. Čiže za

najinformat́ıvneǰśı je v tomto pŕıpade vybratý údaj, ktorého priemerná

vzdialenost’ medzi rozdeleniami pravdepodobnost́ı kategóríı danými mo-

delmi od ”konsenzu” je najväčšia.

Prinćıp stratégie vote entropy si znázorńıme na jednoduchom pŕıklade dát

kvetov kosatcov, ktoré sme použili aj pri metóde least confidence. Na obr. 11

máme okrem deliacej priamky súčasného modelu logistickej regresie znázornené

d’aľsie štyri deliace priamky (čiarkované, svetlou farbou), ktoré sme vytvorili

natrénovańım modelu na náhodnom výbere z doteraz označených dát. Vid́ıme,

že informat́ıvneǰsie dáta sa nachádzajú v oblasti vymedzenej týmito priam-

kami, pretože práve to je oblast’, v ktorej sú dáta, ktoré nie sú zaradené vždy do

tej istej kategórie na základe štyroch vytvorených modelov. Dáta nachádzajúce

sa mimo tejto oblasti nejednoznačnosti majú pre súčasný model rovnako ńızko

informat́ıvnost’. Za najinformat́ıvneǰśı bol zvolený údaj znázornený v zelenom

rámčeku, pretože ako jediný bol dvoma modelmi zaradený medzi Iris setosa

29



a zvyšnými dvoma medzi Iris virginica. Ostatné dáta v oblasti neurčitosti mali

entropiu kategóríı nižšiu, pretože až troma modelmi boli zaradené do jednej

z kategóríı a iba jedným do opačnej kategórie.
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Obr. 11: Informat́ıvnost’ bodov podl’a vote entropy. Plnou čiarou je znázornená diskriminačná

hranica inicializačného modelu natrénovaného na vzorke ôsmich náhodne vybratých dát.

Kategórie ostatných dát sú neznáme. Č́ım je neznámy údaj znázornený tmavšou farbou, tým

je miera jeho informácie pre inicializačný model vyššia. Svetlými prerušovanými čiarami sú

znázornené diskriminačné hranice modelov zostavených na niektorých zo vzorky doposial’

označených dát. Najinformat́ıvneǰśı údaj je ohraničený zeleným rámčekom.

2.2.3 Expected model change

Ďaľsou zo známych stratégíı výberu dát na označenie ich kategórie je expec-

ted model change, ktorá spoč́ıva vo výbere takého údaja, ktorý by spôsobil

najväčšiu zmenu doteraz vytvoreného modelu, ak by sme poznali jeho ka-

tegóriu. Vychádzajúc z [18] pŕıkladom takejto stratégie je expected gradient

length, ak model, ktorý použ́ıvame, je založený na pravdepodobnosti, čo je

aj v pŕıpade logistickej regresie. Pri odhade parametrov logistickej regresie
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sa využ́ıva vierohodnostná funkcia ℓ, ktorej maximalizáciou źıskame logistické

koeficienty. Č́ım je hodnota vierohodnostnej funkcie vyššia, tým model lepšie

”fituje” podkladové dáta, čo využ́ıva práve stratégia expected gradient length.

Zmena modelu je pri tejto stratégii meraná d́lžkou gradientu logaritmu viero-

hodnostnej funkcie, čiže zlepšeńım ”fitovania” dát. Inými slovami, požadovat’

sa bude označenie takého údaja, ktorý ak označ́ıme a pridáme do trénovacej

vzorky L, spôsob́ı najväčšiu zmenu hodnoty logaritmu vierohodnostnej funkcie.

Označme ∇ℓβ(L) gradient logaritmu vierohodnostnej funkcie ℓ vzhl’adom na

parameter β. ∇ℓβ(L ∪ ⟨x, y⟩) je teda gradient logaritmu vierohodnostnej fun-

kcie, ktorý źıskame pridańım trénovacieho údaja ⟨x, y⟩ do trénovacej vzorky L.

Pretože skutočnú kategóriu y dopredu nepoznáme, poč́ıtame len s očakávanou

hodnotou d́lžky gradientu váženou pravdepodobnost’ami možných kategóríı.

Všeobecne:

x∗
EGL = argmax

x∈U

c∑
i=1

pi(x,β)∥∇ℓβ(L ∪ ⟨x, yi⟩)∥, (3)

kde ∥.∥ je Euklidovská norma.

Pretože ∥∇ℓβ(L)∥ by malo byt’ približne rovné 0 (pretože vektor koeficientov

β sme hl’adali metódou maximálnej vierohodnosti, čiže práve tak, aby sṕlňal

danú podmienku), tak plat́ı ∇ℓβ(L ∪ ⟨x, yi⟩) ≈ ∇ℓβ(⟨x, yi⟩). Čiže vzt’ah (3)

môžeme upravit’ nasledovne:

x∗
EGL ≈ argmax

x∈U

c∑
i=1

pi(x,β)∥∇ℓβ(⟨x, yi⟩)∥.

V pŕıpade binárnej logistickej regresie:
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x∗
EGL = argmax

x∈U

2∑
i=1

pi(x,β)∥∇β{yi ln p1(x,β) + (1− yi) ln(1− p1(x,β))}∥

= argmax
x∈U

2∑
i=1

pi(x,β)∥∇β{yiβTx− ln(1 + eβ
Tx)}∥

= argmax
x∈U

2∑
i=1

pi(x,β)|yi − p1(x,β)|∥x∥

= argmax
x∈U

{p1(x,β)(1− p1(x,β))∥x∥+ p2(x,β)p1(x,β)∥x∥}

= argmax
x∈U

p1(x,β)p2(x,β)∥x∥.

Opät’ si danú stratégiu demonštrujeme na jednoduchom pŕıklade dát kve-

tov Iris. Na obr. 12 vid́ıme prvých pät’ náhodne vybratých dát, na základe

ktorých sme vytvorili inicializačný model, na obrázku reprezentovaný priam-

kou. Všetky ostatné dáta, ktorých kategórie sú zatial’ neznáme, sú znázornené

farbou v závislosti od ich informat́ıvnosti. Údaj, ktorý je najinformat́ıvneǰśı,

sa nachádza v zelenom rámčeku.

2.2.4 Expected error reduction

Pri stratégii expected model change sme sa zameriavali na to, o kol’ko sa zmeńı

model pridańım d’aľsieho objektu do trénovacej vzorky. Teraz však rozho-

dovaćım kritériom bude to, o kol’ko sa zredukuje očakávaná chyba modelu.

Myšlienka tejto metódy uvedenej v [16] spoč́ıva v odhade očakávanej chyby

na neoznačených dátach z množiny U , pričom model je trénovaný na vzorke

L ∪ ⟨x, y⟩. Jednou z možnost́ı je vybrat’ taký objekt x, ktorý bude minima-

lizovat’ očakávanú ”0/1” stratovú funkciu, čiže očakávaný počet nesprávnych

predikcíı:

x∗
0/1 = argmin

x∈U

c∑
i=1

pi(x,β)

(
U∑

u=1

1− pŷ(x
(u),β+⟨x,yi⟩)

)
,

kde x(u), u ∈ {1, . . . ,U} sú postupne vektory ”čŕt” pre všetky neoznačené

dáta a β+⟨x,yi⟩ je vektor koeficientov źıskaný trénovańım modelu na vzorke
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Obr. 12: Informat́ıvnost’ bodov podl’a stratégie expected gradient length. Pomocou trénovacej

vzorky źıskanej označeńım piatich náhodne vybratých dát (farebne) bol vytvorený iniciali-

začný model. Informat́ıvnost’ dát pre tento model sa zvyšuje intenzitou farby a je vyznačený

aj najinformat́ıvneǰśı údaj.

L ∪ ⟨x, yi⟩. Iným pŕıstupom je minimalizovat’ ”log-loss” funkciu:

x∗
log = argmin

x∈U

c∑
i=1

pi(x,β)

(
−

U∑
u=1

c∑
j=1

pj(x
(u),β+⟨x,yi⟩) ln pj(x

(u),β+⟨x,yi⟩)

)
,

ktorá minimalizuje očakávanú entropiu. Nevýhodou metódy expected error re-

duction je, že pre každý objekt z množiny neoznačených objektov a pre každé

z jeho možných označeńı muśı byt’ model pretrénovaný, čo je v niektorých

pŕıpadoch, ako aj v pŕıpade logistickej regresie, výpočtovo náročné.

Stratégiu expected error reduction neuvádzame na pŕıklade ako predošlé

stratégie, pretože po jej aplikácii na dáta Iris sme usúdili, že použitie tejto

stratégie nie je vel’mi vhodné na tento súbor dát.

2.2.5 Variance reduction

Nasledujúce stratégie redukcie variancie sú odvodené zo štatistickej teórie

optimálneho návrhu experimentov. Súvis medzi nimi bližšie uvádzame v pŕılohe.
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Vel’mi podstatná je v tomto pŕıstupe práca s Fisherovou informačnou maticou,

ktorej sme sa už venovali v kapitole 1. Využijúc Cramérovu-Raovu nerovnost’,

inverzia Fisherovej informačnej matice určuje spodnú hranicu variancie odha-

dov parametrov modelu. Teda, ak chceme minimalizovat’ variancie odhadov

parametrov, mali by sme maximalizovat’ Fisherovu informačnú maticu (alebo

minimalizovat’ jej inverziu). Ak by model pozostával len z jedného parametra,

maximalizácia je samozrejmá. Avšak, ak je v modeli viacero parametrov, Fishe-

rova informačná matica je štvorcovou maticou, ktorej rozmer je daný práve

počtom parametrov. Čo v takomto pŕıpade znamená maximalizácia Fishero-

vej informačnej matice? Podl’a [17] existuje viacero pŕıstupov maximalizácie

Fisherovej informačnej matice vo viacrozmernom pŕıpade.

• A-optimalita

A-optimalita minimalizuje stopu inverznej informačnej matice. Takáto

minimalizácia zodpovedá minimalizácii priemernej variancie odhadu pa-

rametrov. A-optimalita je najviac populárnou možnost’ou minimalizácie

inverzie Fisherovej informačnej matice v rámci sekvenčných metód klasi-

fikácie.

• D-optimalita

D-optimalita maximalizuje determinant informačnej matice. Ked’že de-

terminant je mierou objemu, takáto stratégia môže byt’ chápaná ako mi-

nimalizácia oblasti neurčitosti, čiže prinćıp je podobný ako pri stratégii

query by committee.

• E-optimalita

E-optimalita maximalizuje najväčšie vlastné č́ıslo informačnej matice. Nie

je vel’mi často použ́ıvanou stratégiou pri sekvenčných metódach a ani my

sa jej nebudeme hlbšie venovat’.

A-optimalitu sme si zvolili za stratégiu, ktorú porovnáme so všetkými os-

tatnými oṕısanými stratégiami. Matematický zápis výberu najinformat́ıvnej-
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šieho údaja je nasledovný:

x∗
A = argmin

x∈U
tr
[(
I(β)+x

)−1
]
,

kde

tr[.] je stopa matice, čiže súčet diagonálnych prvkov matice,

I(β)+x je Fisherova informačná matica po pridańı údaja x, čiže I(β)+x =

(
x1, . . . , xn, x

)
diag{πx1(1− πx1), . . . , πxn(1− πxn), πx(1− πx)}


x1

...

xn

x

 ,

kde πxi
= π(xi,β).

Najprv si však ukážeme, ako pri predošlých stratégiách, hodnotu infor-

mat́ıvnosti dát na pŕıklade dát Iris.
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Obr. 13: Informat́ıvnost’ údajov pre inicializačný model vypoč́ıtaná pomocou A-optimality je

vyjadrená intenzitou farby. Inicializačný model bol vytvorený na základe náhodných piatich

označených dát. Najinformat́ıvneǰśı údaj sa nachádza v zelenom rámčeku.
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Na obr. 13 vid́ıme inicializačný model vytvorený na piatich dátach, ktorých

skutočnú kategóriu už poznáme. Všimnime si, že informat́ıvneǰsie dáta sú kon-

centrované okolo deliacej priamky, avšak za najinformat́ıvneǰśı údaj nebol zvo-

lený najbližš́ı údaj pri priamke. A-optimalita totiž zohl’adňuje aj to, ako môže

označenie údaja ovplyvnit’ model, resp. jeho diskriminačnú hranicu. Ak by sme

označili údaj, ktorý sa nachádza v strede oblasti určenej dátami, jeho kategória

neovplyvńı model (určujúci deliacu priamku) tak, ako by ho mohla ovplyvnit’

kategória údaja, ktorý sa nachádza na okraji tejto oblasti.

2.2.6 Expected classification entropy

Po naštudovańı predošlých, v praxi už aplikovaných stratégíı výberu dát, sme

po viacerých úvahách dospeli k novej stratégii, ktorú sme nazvali expected

classification entropy. Výber údaja na označenie spoč́ıva v tom, že sa snaž́ıme

vybrat’ taký údaj, ktorého kategória najviac ovplyvńı kategórie ostatných do-

posial’nezaradených dát. Čiže sledujeme, či údaj, ktorého informat́ıvnost’ chceme

vypoč́ıtat’, po postupnom zaradeńı do jednotlivých kategóríı, ovplyvńı kategóriu

danú modelom zvyšných neoznačených dát alebo nie. Vylepšeńım, ktoré sme

pokladali za správneǰsie riešenie je, že nesledujeme zmeny kategóríı dát zo

vzorky, ale dát, ktoré nanovo vygenerujeme z rozdelenia, ktoré sa ”podobá”

na rozdelenie dát v tréningovej vzorke. Po vytvoreńı klasifikačného modelu nás

v praxi zauj́ıma totiž určenie kategórie nejakého nového nadobudnutého údaja.

Konkrétne táto stratégia prebieha tak, že najprv náhodne vygenerujeme N

dát z rozdelenia daného vzorkou. Tieto novovygenerované dáta pochádzajú zo

zmesi normálnych rozdeleńı, pričom strednými hodnotami jednotlivých rozde-

leńı zmesi sú všetky doposial’ označené aj neoznačené dáta. Takisto muśıme

zvolit’ aj disperzie rozdeleńı, ktoré č́ım zvoĺıme väčšie, tým sa bude zmes rozde-

leńı viac podobat’ na rovnomerné rozdelenie. Nasledujúcim krokom je, že údaj,

ktorého informat́ıvnost’ chceme vypoč́ıtat’, postupne zarad́ıme do všetkých ka-

tegóríı a pre každú kategóriu model pretrénujeme. Pozrieme sa na tie novovy-

generované dáta, ktoré menia svoju kategóriu v závislosti od kategórie sledo-

36



vaného údaja. Nemôžeme len jednoducho zrátat’ počet takýchto novovygene-

rovaných dát, pretože kategórie, ktoré ovplyvnia kategórie zvyšných dát, môžu

mat’ len vel’mi ńızku pravdepodobnost’. Preto sme sa rozhodli vynásobit’ počet

takýchto novovygenerovaných dát entropiou kategóríı sledovaného údaja, č́ım

pred́ıdeme spomenutej situácii.

V binárnom pŕıpade teda pre konkrétny sledovaný údaj sč́ıtame počet takých

novovygenerovaných dát, ktoré by v pŕıpade kategórie 1 sledovaného údaja boli

zaradené do jednej kategórie a v pŕıpade kategórie 2 sledovaného údaja by boli

zaradené do druhej, opačnej kategórie. Tento počet vynásob́ıme entropiou 2

pravdepodobnost́ı kategóríı sledovaného údaja. Za najinformat́ıvneǰśı zvoĺıme

údaj, ktorého tento súčin bude maximálny.

Matematickým zápisom vol’by najinformat́ıvneǰsieho údaja (aj v pŕıpade

viacerých kategóríı) je:

x∗
ECE = argmax

x∈U

(
−

N∑
n=1

c∑
i=1

Pi lnPi

)
,

kde Pi =
∑c

j=1 pj(x,β), kde pre j plat́ı:

pi(x
(n),β+⟨x,yj⟩) = max

k
pk(x

(n),β+⟨x,yj⟩).

Vektory x(n), n ∈ {1, . . . , N} sú postupne vektory ”čŕt” pre všetky novovy-

generované dáta. Pi je teda súčet pravdepodobnost́ı tých kategóríı údaja x,

do ktorých ked’ hypoteticky zarad́ıme údaj x a model pretrénujeme, tak na

základe tohto modelu bude novovygenerovaný údaj xn zaradený do kategórie

i.

Ked’že pri hl’adańı najinformat́ıvneǰsieho údaja muśıme pre každý neoznače-

ný údaj a pre každú jeho možnú kategóriu model pretrénovat’, na nájdenie naj-

informat́ıvneǰsieho údaja potrebujeme viac času (kvôli výpočtovej zložitosti)

ako pri niektorých iných stratégiách. Tento čas je ale v porovnańı s náročnost’ou

zistenia skutočnej kategórie dát zanedbatel’ný.

Opät’ danú stratégiu, resp. informat́ıvnost’ dát, ilustrujeme na pŕıklade dát

2Entropia údaja x je rovná −(p1(x,β) ln p1(x,β) + p2(x,β) ln p2(x,β)).
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Obr. 14: Informat́ıvnost’ dát podl’a stratégie expected classification entropy vyjadrená inten-

zitou farby. Najinformat́ıvneǰśı údaj pre inicializačný model je vyznačený zelenou farbou.

Iris. Na obr. 14 vid́ıme inicializačný logistický model reprezentovaný priam-

kou oddel’ujúcou jednotlivé kategórie, ktorý bol vytvorený na základe náhodne

vybratých piatich dát. Kategórie ostatných dát sú zatial’ neznáme. Ich infor-

mat́ıvnost’ je vyjadrená intenzitou sivej farby. Najinformat́ıvneǰśı z nich je v ze-

lenom rámčeku. Zist́ıme kategóriu tohto údaja a bude pridaný do trénovacej

vzorky. Model bude pretrénovaný, opät’ sa urč́ı informat́ıvnost’ jednotlivých ne-

zatriedených dát podl’a stratégie expected classification entropy a celý proces

sa zopakuje.

2.2.7 Porovnanie stratégíı

Porovnanie stratégíı vykonáme na základe percenta správne zatriedených dát.

Po každom pridańı údaja do trénovacej vzorky sa pozrieme na to, kol’ko dát

je na základe dovtedy vytvoreného modelu zaradených do správnej kategórie.

Porovnanie vykonáme pre dva rôzne súbory dát. Jedným z nich bude už spo-

menutý súbor kvetov kosatcov (Iris).
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Iris dáta

Na rozdiel od predchádzajúceho použitia dát Iris, teraz budeme brat’ do úvahy

všetky vysvetl’ujúce premenné, čiže d́lžku a š́ırku kalǐsného ĺıstka a taktiež d́lžku

a š́ırku okvetného ĺıstka (doteraz sme použ́ıvali len dve z nich kvôli grafickej vi-

zualizácii jednotlivých stratégíı). Ked’že použ́ıvame binárnu logistickú regresiu,

vždy môžeme vytvárat’ model len pre dve z troch možných druhov kosatcov.

Postupne vytvoŕıme model pre všetky tri dvojice druhov. Všetky druhy kosat-

cov tvoria iba dva na prvý pohl’ad oddelitel’né zhluky. Jeden z nich tvoŕı druh

Iris setosa a druhý sa skladá zo zvyšných dvoch druhov Iris versicolor a Iris

virginica. Iris versicolor a Iris virginica teda nie sú l’ahko separovatel’né. Najprv

sa pozrieme na porovnanie stratégíı na dátach práve týchto dvoch druhov, Iris

versicolor a Iris virginica.

Experiment budeme vykonávat’ tak, že každú z porovnávaných stratégíı zre-

alizujeme vždy viackrát a výsledné percentá správne zatriedených dát urč́ıme

ako priemery zo všetkých realizácíı. Čiže náhodne zvoĺıme dáta určitého počtu,

na základe ktorých vytvoŕıme inicializačný model a postupne k nim budeme

pridávat’ jednotlivé údaje podl’a danej stratégie. Po pridańı dopredu zvoleného

počtu dát skonč́ıme. Náhodne vyberieme nové dáta a celý postup zopakujeme.

Na obr. 15 vid́ıme porovnanie jednotlivých stratégíı s použit́ım už spome-

nutých dát kvetov kosatcov a konkrétne dvoch druhov Iris versicolor a Iris

virginica.

Na x-vej osi je počet dát trénovacej vzorky, čiže počet dát, ktorých skutočnú

kategóriu sme museli zistit’. Celkový počet dát týchto dvoch druhov kvetov

kosatcov je 100, čiže, ako vid́ıme, na inicializačný model sme vždy vybrali

náhodne 10% zo všetkých dát. Postupne podl’a požiadaviek jednotlivých straté-

gíı sme zist’ovali druh d’aľśıch 20-tich dát, čiže spolu sme použili 30% údajov

na vytvorenie konečného modelu logistickej regresie. Každú zo stratégíı sme

zrealizovali 100-krát a priemer percenta správne zatriedených dát s použit́ım
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Obr. 15: Porovnanie stratégíı (dáta IRIS - kategórie Iris versicolor a Iris virginica) pro-

stredńıctvom závislosti priemerného percenta správne zatriedených dát od počtu označených

dát, ktoré boli sekvenčne pridávané podl’a jednotlivých stratégíı. Priemerné percento je

vypoč́ıtané zo 100 modelov pre každú zo stratégíı. Každý model mal vlastnú náhodne vybratú

vzorku na vytvorenie inicializačného modelu. Prerušovanou vodorovnou čiarou je vyjadrené

percento správne zatriedených dát modelom, ktorý poznal kategórie všetkých dát.

daného počtu označených dát vid́ıme na y-vej osi. Úspešnost’ incializačného

modelu (s použit́ım 10 dát) nezálež́ı na vybranej stratégíı a vid́ıme, že sa

hýbe v rozmedźı 87,5 - 88,5%. Červenou farbou je znázornená stratégia least

confidence (LC), tmavomodrou vote entropy (VE), čiernou expected gradient

length (EGL), svetlomodrou stratégia, ktorá do trénovacej vzorky postupne

pridáva vždy náhodný údaj z doposial’ nezatriedených údajov (nahodne), ze-

lenou expected classification entropy (ECE) a žltou stratégia A-optimalita (A-

optimalita). Čierna čiarkovaná vodorovná čiara predstavuje percento správne

zatriedených dát modelom, ktorý vytvoŕıme použit́ım všetkých 100 trénovaćıch
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dát. Percento správne zaradených údajov modelom s použit́ım všetkých dát

je rovné 98%. Ked’že dáta nie sú separovatel’né lineárnou hranicou, žiaden

lineárny model nemôže dosiahnut’ správne zatriedenie všetkých dát. Pozname-

najme však, že z hl’adiska počtu správne zaradených dát môže existovat’ aj

lepšia lineárna separujúca hranica ako tá źıskaná logistickou regresiou, pretože

ciel’om logistickej regresie nie je minimalizovat’ počet nesprávne zatriedených

dát. V našom konkrétnom pŕıpade dát kvetov Iris versicolor a Iris virginica je

najviac možné 99% správne zatriedenie. Ako môžeme vidiet’, stratégiou expec-

ted classification entropy sme dosiahli hranicu 98% už s použit́ım len 30 dát,

stratégiou vote entropy len s použit́ım 26 dát a pridávańım pár d’aľśıch dát sme

dokonca túto hranicu presiahli. Vid́ıme, že stratégie least confidence, expected

gradient length a expected classification entropy sú z hl’adiska počtu správne

zaradených dát vel’mi podobné. Zo začiatku (s malým počtom trénovaćıch dát)

bol najlepš́ı model vytváraný pomocou stratégie A-optimality. 3 s použit́ım 13

dát bola stratégia A-optimality v priemere až o približne 2% lepšia ako druhá

najlepšia stratégia expected classification entropy (A-optimalita - 92,35%, ECE

- 90,3%). Stratégia vote entropy bola zo začiatku najslabšou zo všetkých os-

tatých stratégíı (náhodný výber dát na označovanie neberieme ako stratégiu).

Po označeńı d’aľśıch 13 dát (dokopy 23 dát) sa vyrovnala ostatným stratégiám

a označovańım d’aľśıch dát bola vždy najúspešneǰsou. Všimnime si d’alej, že

ked’ bolo označených 23 dát, všetky stratégie boli približne rovnako úspešné.

Všetky stratégie (okrem vote entropy) označovańım d’aľśıch dát mali v prie-

mere skoro rovnaké percento správne zatriedených dát. Poznamenajme ešte,

že úspešnost’ stratégíı vote entropy a taktiež expected classification entropy

záviśı od nastavenia parametrov. Pri stratégii vote entropy sa voĺı počet mo-

delov K, ktoré vytvárame pomocou súčasnej trénovacej vzorky. Zvolené bolo

K = 8. Pri metóde expected classification entropy muśıme zvolit’ počet novo-

3Pripomı́name, že kvalitu modelu posudzujeme percentom správne zatriedených dát, avšak mohli by

sme použit’ aj iné miery kvality, napŕıklad vzdialenost’ou separujúcej nadroviny súčasne vytvoreného modelu

od separujúcej nadroviny modelu trénovaného na všetkých dátach. Väčšinou však v praxi je dôležité určenie

výslednej kategórie.
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vygenerovaných dát N , ktorých zmeny kategóríı sledujeme a takisto disperziu

normálnych rozdeleńı, z ktorých zmesi sme generovali nové dáta. Zvolili sme

N = 200 a štandardnú odchýlku 0.2. Ako sme mohli čakat’, najhoršie modely

boli vytvárané v pŕıpade, ked’ sme iba náhodne vyberali dáta, ktoré pridáme

do trénovacej vzorky. Takýmto spôsobom sme zisteńım kategórie dokopy 30-

tich dát dosiahli priemernú úspešnost’ skoro 94%, zatial’ čo stratégiami sme

dosiahli približne 98% úspešnost’.

Porovnanie stratégíı zrealizujeme aj pre druhy Iris setosa a Iris versicolor.

Presne taký istý postup ako pri porovnávańı stratégíı s použit́ım dát druhov

Iris versicolor a Iris virginica sme použili aj na tieto dáta. Výsledok experi-

mentu je na grafe na obr. 16. Ked’že tieto dva druhy sú od seba l’ahko od-

delitel’né, už inicializačný model vytvorený pomocou náhodne vybratých 10-

tich dát má vysokú úspešnost’ určenia správnej kategórie (priemerne približne

99,8%). Ďaľśım následkom l’ahkej separácie je, že po postupnom zisteńı ka-

tegórie už len d’aľśıch 4 dát, väčšina modelov daných stratégíı mala priemernú

úspešnost’ 100% (iba stratégia A-optimality mala priemernú úspešnost’ mo-

delov vytvorených na 14 dátach menšiu a to 99,92%). Náhodným výberom

dát pridávaných do trénovacej vzorky sa ani po zisteńı kategórie 20 dát ne-

dosiahla 100%-ná úspešnost’. Celkovo je náhodný výber viditel’ne najhorš́ım.

Zatial’ čo pri predchádzajúcom porovnańı na druhoch Iris versicolor a Iris virgi-

nica bola zo začiatku A-optimalita najlepšou stratégiou, v tomto pŕıpade bola

trochu horšou v porovnańı s ostatnými stratégiami, ktoré sú v tomto pŕıpade

navzájom podobné z hl’adiska priemerných percent správne zatriedených dát.

Pre úplnost’ uvedieme aj porovnanie stratégíı pomocou dát druhov Iris

setosa a Iris virginica. Tieto dva druhy sú však ešte l’ahšie oddelitel’né ako

predchádzajúce dva druhy. Už pri náhodnom výbere 10-tich dát model väčšinou

dosiahol 100%-nú úspešnost’, preto sme museli začat’ s menš́ım počtom náhodne

vybratých dát na vytváranie inicializačných modelov, konkrétne vyberali sme

vždy 6 dát. Výsledok experimentu sa nachádza na obr. 17. Už s použit́ım

takéhoto malého počtu bola priemerná úspešnost’ inicializačných modelov vel’mi
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Obr. 16: Porovnanie stratégíı (dáta IRIS - kategórie Iris setosa a Iris versicolor).

vysoká (približne 98,5%). Po pridańı d’aľśıch dvoch dát do trénovacej vzorky

bola úspešnost’ skoro všetkých modelov pomocou všetkých stratégíı 100%. Po

zisteńı druhu 8-mich a 9-tich dát je ešte malý rozdiel v použit́ı stratégíı oproti

náhodnému výberu (použit́ım stratégíı sme dosiahli lepšie modely), avšak po

pridańı d’aľsieho, čiže štvrtého dáta majú všetky stratégie 100%-nú úspešnost’

správneho roztriedenia dát a aj náhodným výberom sme źıskali len zaned-

batel’ne nižšiu úspešnost’ (99,98%), čo znamená, že len dva zo 100 modelov

vytvorených takýmto spôsobom nemali 100%-nú úspešnost’, ale len 99 % dát

roztriedili správne. Náhodným pridávańım d’aľśıch dát vždy už len jeden mo-

del zo 100 dosiahol len 99%-nú úspešnost’. Označeńım dokopy 16-tich dát už

všetky modely vytvorené náhodným výberom 100%-ne správne zatriedili dáta.
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Obr. 17: Porovnanie stratégíı (dáta IRIS - kategórie Iris setosa a Iris virginica).

Diagnostika rakoviny prsńıka - dáta

Dáta kvetov kosatcov sme použili na demonštrovanie použitia a úspešnosti

jednotlivých stratégíı sekvenčných metód klasifikácie dát. Tieto dáta nie sú

typickým pŕıkladom použitia sekvenčných metód, pretože spomenuté metódy

je výhodné použit’ v pŕıpadoch, ked’ na určenie kategórie trénovaćıch dát potre-

bujeme vykonat’ nákladný experiment. V pŕıpade kvetov kosatcov je určenie

ich druhu nenáročné. Preto urob́ıme porovnanie stratégíı aj na dátach, kde

je použitie sekvenčných metód opodstatnené. Pŕıkladom takýchto dát sú dáta

diagnostiky rakoviny prsńıka (angl. breast cancer). Tieto dáta boli prvýkrát

použité v článku [20], ktorého autori sú tvorcami spomı́naného súboru dát

a v ktorom sa nachádza aj popis jednotlivých premenných. 4

4Samotné dáta sú dostupné na stránke http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/

Breast+Cancer+Wisconsin+(Diagnostic).
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V nasledujúcom texte sme využili informácie dostupné v [3]. Rakovina

prsńıka postihuje každú dvanástu ženu, jej výskyt stále narastá a je druhou

najčasteǰsou pŕıčinou úmrtia na rakovinu u žien. Pri podozreńı na výskyt rako-

viny prsńıka sa žena najskôr podrob́ı vyšetreniam mamografom, ultrazvukom,

pŕıpadne magnetickou rezonanciou. Na základe výsledkov týchto vyšetreńı sa

dá konštatovat’ len podozrenie na výskyt rakoviny. Na jej definit́ıvne potvr-

denie sa vykonáva biopsia. Pomocou nej dokážu lekári zistit’ druh nádoru,

pŕıpadne štádium rakoviny. Na vykonanie biopsie je potrebné odobrat’ vzorku

podozrivého tkaniva a pomocou mikroskopu vykonat’ histologické vyšetrenie.

Biopsia sa vykonáva ihlou alebo chirurgicky v celkovej alebo lokálnej anestézii.

Výnimkou je tzv. tenkoihlová aspirácia (FNA - fine-needle aspiration), ktorá

trvá len niekol’ko minút a stač́ı ju vykonat’ ambulantne. FNA je najmenej

invaźıvnou bioptickou metódou. Nevýhodou FNA je, že takýmto spôsobom

sa źıska len malá vzorka tkaniva, tkanivo sa môže počas odberu poškodit’

a vyšetrenie je potom zložiteǰsie a diagnóza nepresneǰsia. FNA takto vedie k vy-

sokému percentu ”falošne” negat́ıvných výsledkov a je nutné vykonat’ kontrolné

biopsie. Najdôveryhodneǰsou metódou je chirurgická biopsia, pomocou ktorej

sa dá zistit’ o náleze najviac informácíı. Jej nevýhodou je však, že po takomto

chirurgickom výkone zostáva na prsńıku jazva a môže zmenit’ vzhl’ad prsńıka.

Takisto sú tu riziká spojené s akýmkol’vek iným chirurgickým zákrokom.

Pomocou dostupných dát źıskaných pomocou tenkoihlovej aspirácie sa bu-

deme snažit’ vytvorit’ model, ktorý bude vediet’ čo najpresneǰsie diagnostikovat’,

či ide o maĺıgny (zhubný) alebo beńıgny (nezhubný) nádor. Takýto model je

použ́ıvaný na lepšie predikovanie zhubnosti, resp. nezhubnosti nádoru a žena

pŕıpadne nemuśı byt’ podrobená chirurgickej biopsii. My sa budeme snažit’

postupovat’ tak, ako by mohli postupovat’ vedci na vytvorenie takéhoto mo-

delu, ak by mali dostupné len tieto výsledky pozorovańı a výsledná informácia

o zhubnosti, resp. nezhubnosti by im chýbala. Určite najdôveryhodneǰśı mo-

del by vznikol použit́ım informácie o všetkých dátach, avšak na zistenie ta-

kejto informácie je potrebné vykonat’ chirurgickú biopsiu, ktorej nevýhody sme
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poṕısali. Preto je na vytvorenie takéhoto modelu vhodné použit’ sekvenčné

metódy, ktoré sa aplikujú v situáciách ako je táto, kedy obdržanie nezatrie-

dených dát (pozorovania na bunkách vzorky tkaniva) je l’ahké, ale zistenie ich

druhu (maĺıgny/beńıgny) je náročné (vykonanie chirurgickej biopsie).

V našej databáze sa nachádza 569 údajov výsledkov FNA, z ktorých 212

bolo identifikovaných ako maĺıgne a 357 ako beńıgne potvrdené chirurgickou

biopsiou. Každý údaj predstavuje jednu odobratú vzorku, v ktorej sa nachádza

viacero buniek (približne 10 až 40 buniek). Na týchto bunkách bolo sledovaných

10 velič́ın, ako napŕıklad ich priemer, textúra buniek, ich obvod alebo symet-

ria. Ked’že v každej vzorke sa nachádzalo viacero buniek, ku každej vzorke je

zaznamenaná priemerná hodnota každej z velič́ın v danej vzorke, štandardná

odchýlka a najvyššia hodnota jednotlivých velič́ın (priemer z troch najvyšš́ıch

hodnôt). Takýmto spôsobom máme ku každej vzorke dostupných 30 charak-

terist́ık, ktoré nám budú slúžit’ ako vysvetl’ujúce premenné logistickej regre-

sie. My budeme predpokladat’, že skutočné zatriedenie medzi maĺıgny alebo

beńıgny nádor nepoznáme, ale v danej databáze sa táto informácia nachádza.

Čiže ak bude stratégiami vyžiadané zistenie skutočného zatriedenia, poskyt-

neme túto informáciu z dostupných dát. V praxi by musela byt’ vykonaná

chirurgická biopsia.

Ked’že sa ku každému údaju nachádza 30 charakterist́ık, model logistickej

regresie bude mat’ až 31 parametrov. Preto muśıme inicializačný model vytvorit’

na väčšej vzorke. Zvolili sme 35 náhodných dát, ktorých kategórie sme zistili

a pomocou nich sme model natrénovali. Výsledné porovnanie všetkých stratégíı

sa nachádza na obr. 18.

Porovnanie sme realizovali presne ako pri porovnańı jednotlivých stratégíı

na dátach Iris. Čiže na x-vej osi je počet dát, ktorých kategória je pre model

doposial’ známa a na y-vej sa nachádza priemerné percento správne zatrie-

dených dát 100 modelov vytvorených podl’a danej stratégie. Každý z modelov

mal vlastnú trénovaciu vzorku na vytvorenie inicializačného modelu a sek-

venčne boli k tejto vzorke pridávané dáta podl’a požiadaviek danej stratégie.
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Obr. 18: Porovnanie stratégíı na dátach diagnostiky rakoviny prsńıka popisujúcich vzorku

tkaniva źıskanú tenkoihlovou aspiráciou. Percento správne zaradených dát pre daný počet

označených dát je poč́ıtané ako priemer z percent správne zaradených dát 100 modelov, ktoré

boli vytvorené sekvenčným výberom dát požadovaných na označenie podl’a danej stratégie,

pričom každý z modelov mal vlastnú náhodnú inicializačnú vzorku 35-tich dát. Prerušovaná

vodorovná priamka predstavuje percento správne zatriedených dát modelom, ktorý poznal

správne kategórie všetkých dát.

Farebné rozĺı̌senie a skratky stratégíı sme ponechali tie isté ako pri porovnańı

pomocou dát Iris. Na natrénovanie inicializačného modelu sme náhodne vy-

berali 35 dát, čiže približne 6% z celkového počtu 569. Priemerná úspešnost’

inicializačných modelov sa hýbala v rozpät́ı približne 70 až 72.5%. K iniciali-

začnej vzorke dát bolo postupne pridaných d’aľśıch 65 dát, čiže výsledné mo-

dely boli vytvorené na vzorke približne 17.5% dát. Pomocou tohto relat́ıvne

malého percenta dát sme niektorými stratégiami dosiahli priemerne až 95%-né
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správne zatriedenie všetkých dát, pričom ak model poznal kategóriu všetkých

dát zo vzorky, dosiahol úspešnost’ správneho roztriedenia približne 98%. Z grafu

vid́ıme, že zo začiatku (malý počet označených dát) sa modely źıskané jednot-

livými stratégiami od seba vel’mi neodlǐsovali (z hl’adiska priemerného percenta

správne zatriedených dát), dokonca sa neĺı̌sia ani od modelov vytváraných

náhodným pridávańım dát do trénovacej vzorky. Aj ked’ len malým rozdie-

lom, ale modely vytvárané pomocou stratégie A-optimality majú o čosi vyššie

priemerné percentá správne zatriedených dát. Rozdiel medzi stratégiami je

výrazneǰśı až vo fáze, ked’ je označených spolu 60 dát. Od tohto počtu až po

konečných 100 označených dát sú modely vytvárané náhodným pridávańım

dát do trénovacej vzorky výrazne horšie oproti modelom vytváraným pomo-

cou stratégíı sekvenčných metód klasifikácie dát a zároveň modely vytvárané

pomocou least confidence sú úspešneǰsie v porovnańı s modelmi ostatných

stratégíı. Najväčš́ı rozdiel môžeme pozorovat’ na modeloch trénovaných na 60-

tich až 80-tich dátach, kedy sú modely stratégíı least confidence priemerne

o 2% správne zatriedených dát úspešneǰsie oproti modelom všetkých ostatných

stratégíı, ktoré sú skoro rovnako úspešné. Ďaľsiu výrazneǰsiu zmenu vid́ıme

pri počte 80-tich označených dát, kedy sa rastúci trend krivky A-optimality

aj stratégie least confidence výrazneǰsie spomalil oproti krivkám ostatných

stratégíı, z čoho vyplýva, že s rastúcim počtom označených dát rástol roz-

diel úspešnosti modelov A-optimality od ostatných a zároveň klesal rozdiel

úspešnosti medzi modelmi least confidence a modelmi ostatných stratégíı.

Takýto vývoj pokračoval až do označenia 100 dát, kedy modely všetkých

stratégíı okrem A-optimality dosiahli priemerne 95%-nú úspešnost’ a modely

A-optimality priemerne 93%-nú úspešnost’. Modelmi vytvorenými náhodným

pridávańım dát do trénovacej vzorky bola dosiahnutá priemerne len 91%-ná

úspešnost’.
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Zhrnutie

Pomocou nášho experimentu vykonaného na štyroch rôznych súboroch dát

môžeme povedat’, že vhodnost’ použitia jednotlivých stratégíı zálež́ı od konkrét-

nych dát. Vychádzajúc z porovnania na dátach druhov Iris versicolor a virgi-

nica a na dátach diagnostiky rakoviny prsńıka je zrejmé, že použit́ım l’ubovol’nej

stratégie dosiahneme lepšiu úspešnost’ správneho zatriedenia dát, ako keby sme

model vytvorili len náhodným výberom dát. Taktiež je zauj́ımavé všimnút’ si,

že modely A-optimality mali pri menšom počte označených dát vždy vyššiu

úspešnost’ ako modely ostatných stratégíı a s vyšš́ım počtom označených dát

naopak, nižšiu úspešnost’, takže sa jav́ı ako užitočné použ́ıvat’ metódu A-

optimality pri menšom počte označovaných dát. Modely vote entropy sa na

dátach Iris versicolor a virginica správali presne opačne, zo začiatku s nižšou

úspešnost’ou a pri väčšom počte označených dát s vyššou úspešnost’ou ako

modely iných stratégíı. Na dátach diagnostiky rakoviny prsńıka však takéto

správanie stratégie vote entropy nepozorujeme. Modely stratégíı least confi-

dence, expected gradient length a nami navrhnutá stratégia expected classifica-

tion entropy boli vždy skoro rovnako úspešné, iba na dátach rakoviny prsńıka

bola stratégia least confidence s malým rozdielom lepšia.
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Záver

V tejto diplomovej práci sme sa zaoberali sekvenčnými metódami klasifikácie

dát. Ciel’om bolo porovnat’ rôzne pŕıstupy k sekvenčnej konštrukcii rozhodova-

cieho pravidla pre diskriminačnú analýzu založenú na logistickej regresii.

Najprv sme sa teda zamerali na logistickú regresiu, konkrétne binárnu logis-

tickú regresiu a ako sa binárna logistická regresia dá využit’ na vytvorenie klasi-

fikačného pravidla. V oblasti sekvenčných metód na vytvorenie klasifikačného

pravidla bola pre nás základom publikácia [17], v ktorej sa nachádza popis

najpouž́ıvaneǰśıch scenárov a stratégíı výberu dát sekvenčných metód.

Venovali sme sa popisu troch základných scenárov a to membership query

synthesis, stream-based selective sampling a pool-based sampling. Pri aplikácii

jednotlivých stratégíı na konkrétnych dátach sme použ́ıvali scenár pool-based

sampling, čiže zistili sme informat́ıvnost’ každého z doposial’ neoznačených

údajov a za najinformat́ıvneǰśı sme zvolili ten, ktorý bol vybratý na označenie

podl’a danej stratégie.

Hlavnú čast’ práce tvorili práve stratégie výberu dát, na základe ktorých sa

určuje informat́ıvnost’ údajov pre súčasne vytvorený klasifikátor. Nepracovali

sme len s už známymi stratégiami, ale navrhli sme aj jednu vlastnú stratégiu

s názvom expected classification entropy založenú na prinćıpe odlǐsnom od os-

tatných stratégíı. Na základe porovnania stratégíı, kde sme sledovali správnost’

zatriedenia dát pomocou klasifikačného pravidla vytvoreného porovnávanou

stratégiou, sa expected classification entropy jav́ı ako rozumne navrhnutá straté-

gia. Nie je śıce úspešneǰsou ako všetky ostatné stratégie, ale to sa nedá tvrdit’

o žiadnej inej stratégii, pretože ich vhodnost’ použitia zálež́ı od konkrétnych

dát. Túto prácu by bolo možné rozvinút’ vo viacerých smeroch. Napŕıklad,

okrem A-optimality je možné aplikovat’ aj d’aľsie metódy známe z oblasti

optimálneho navrhovania experimentov a na základe rozsiahleǰsej simulačnej

štúdie identifikovat’ pravidlá pre výber najvhodneǰsej z týchto metód.
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Pŕıloha 1

V nasledujúcom texte sa venujeme optimálnemu navrhovaniu experimentov,

ktoré úzko súviśı so sekvenčnými metódami tvorby klasifikačného pravidla.

Budeme vychádzat’ z [15]. Je zrejmé, že zvýšeńım počtu merańı dosiahneme

zvýšenie presnosti odhadov v experimentoch oṕısaných regresným modelom.

Väčšinou však máme počet merańı ohraničený (resp. máme obmedzené cel-

kové náklady na experiment). Ciel’om optimálneho navrhovania experimentov

je práve navrhnút’, kde tieto pokusy realizovat’. Vznikajú tak dve otázky, čo

považovat’ za mieru presnosti odhadu a ako zabezpečit’, aby bola čo najväčšia.

Pozrieme sa predovšetkým na prvý problém, ktorý vedie k vol’be kritéríı opti-

mality.

Pre každý pokus x ∈ χ, kde χ je množina všetkých možných pokusov,

výsledok pokusu yx źıskame z modelu

yx = fT (x)θ + ϵx,

kde

E(ϵx) = 0, V ar(ϵx) = σ2λ−1(x),

θ ∈ Rm je vektor neznámych parametrov a λ(x) sa nazýva efekt́ıvnost’ pokusu

x, pretože ak je λ(x) vel’ké, meranie je presné a podstatne prispieva k určeniu

odhadov θ. Návrh experimentu o rozsahu N je N -tica bodov (x1, . . . ,xN)

množiny χ. Niektoré z bodov xi sa môžu opakovat’, čiže pokusy v experi-

mente môžeme opakovat’, avšak jednotlivé pokusy sa vykonávajú nezávisle.

Celý experiment môžeme preṕısat’ v maticovom tvare y = Fθ + ϵ, kde

y = (yx1 , . . . , yxN
)T ,

ϵ = (ϵx1 , . . . , ϵxN
)T ,

F =


fT (x1)

...

fT (xN)

 ,
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E(ϵ) = 0,

V ar(ϵ) = σ2W = σ2


λ−1(x1) 0

. . .

0 λ−1(xN)

 .

Ciel’om experimentu je čo najpresneǰsie odhadnút’ parametre θ1, . . . , θm, čiže

tak, aby disperzie odhadov alebo ich lineárnych kombinácíı boli čo najmenšie.

Z Gaussovej-Markovovej vety vyplýva, že najlepš́ım lineárnym nevychýleným

odhadom parametra θ je odhad metódou najmenš́ıch štvorcov (MNŠ)

θ̂ =M−1F T (σ2W )−1y,

kde

M = F T (σ2W )−1F

= σ−2

N∑
i=1

f(xi)f
T (xi)λ(xi)

je informačná matica modelu. Otázkou je, ako zvolit’ x1, . . . ,xN tak, aby bola

variancia tohto odhadu v istom zmysle čo najmenšia. Ked’že V ar(θ̂) = σ2M−1,

tak minimalizovat’ varianciu odhadu znamená maximalizovat’ informačnú ma-

ticu. K maximalizácii informačnej matice sa dá pristupovat’ rôzne. Ak počet

merańı v bode x označ́ıme N(x), potom informačnú maticu môžeme preṕısat’

nasledovne

M = σ−2
∑
x∈χ

N(x)f(x)fT (x)λ(x)

= σ−2N
∑
x∈χ

ξ(x)f(x)fT (x)λ(x),

kde ξ(x) = N(x)/N. Konštanta N pri maximalizácii nezohráva žiadnu rolu,

čiže môžeme ju vynechat’. Ak zavedieme f ∗(x) = λ1/2(x)f(x), tak informačná

matica bude mat’ tvar σ−2
∑

x∈χ f
∗(x)f∗T (x)ξ(x). Uvedomme si, že informačná

matica je jednoznačne definovaná mierou ξ(x). V pŕıpade, ak by sme mali
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ohraničené celkové náklady C na experiment a pre každý pokus x ∈ χ stano-

vené náklady c(x), informačná matica sa dá preṕısat’ do tvaru

M (ξ) = σ−2C
∑
x∈χ

c(x)N(x)

C
f(x)fT (x)

λ(x)

c(x)

= σ−2C
∑
x∈χ

ξ(x)f ∗(x)f∗T (x),

kde ξ(x) = c(x)N(x)
C

sú relat́ıvne náklady pokusu v bode x a f ∗(x) =
(

λ(x)
c(x)

)1/2
f(x).

Defińıcia 2.1. Hovoŕıme, že

1. návrh ξ je rovnomerne nie horš́ı ako návrh η (ξ - η), ak

∀h ∈ Rm V arξ(h
T θ̂) ≤ V arη(h

T θ̂)

2. návrh ξ je ekvivalentný návrhu η (ξ ∼ η), ak

∀h ∈ Rm V arξ(h
T θ̂) = V arη(h

T θ̂)

3. návrh ξ je rovnomerne lepš́ı ako návrh η (ξ ≺ η), ak plat́ı 1. A zároveň

∃h∗ ∈ Rm V arξ(h
∗T θ̂) < V arη(h

∗T θ̂).

Ideálne by bolo nájst’ návrh, ktorý je rovnomerne najlepš́ı, to sa však dá

splnit’ v máloktorej úlohe.

Kritériá optimality

V tejto podkapitole sa pozrieme na tie najbežneǰsie aplikované kritériá opti-

mality. Najskôr však uvedieme defińıciu kritéria optimality.

Defińıcia 2.2. Kritériom optimality sa nazýva funkcia ϕ, pre ktorú plat́ı, že

ak ξ - η, čǐze M(ξ) ≽M (η), tak ϕ(M (ξ)) ≤ ϕ(M (η)).
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Okrem splnenia defińıcie sa vyžaduje aj štatistická interpretácia kritéria.

Defińıcia 2.3. Návrh ξ∗ sa nazýva ϕ optimálny, ak plat́ı

ϕ(M (ξ∗)) = min
ξ
ϕ(M (ξ)).

Medzi najznámeǰsie kritériá optimality patria:

• D-optimalita

ϕ(M ) =

− ln(det(M )), M je regulárna

+∞, inak.

• A-optimalita

ϕ(M ) =

tr(M
−1), M je regulárna

+∞, inak.

• c-optimalita

ϕ(M ) =

h
TM−h, h ∈ S(M)

+∞, inak.

• E-optimalita

ϕ(M) =


1

λmin(M)
= λmax(M

−1), M je regulárna

+∞, inak,

kde λmin(M ) je najmenšie vlastné č́ıslo informačnej maticeM a λmax(M
−1)

je najväčšie vlastné č́ıslo inverzie tejto matice.

• G-optimalita

ϕ(M) =

maxx∈χ f
T (x)M−1f(x), M je regulárna

+∞, inak.
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D-optimalita je najpopulárneǰśım kritériom optimality v optimálnom na-

vrhovańı experimentov. Aplikovańım tohto kritéria minimalizujeme objem elip-

soidu spol’ahlivosti pre neznáme parametre θ. Takýmto spôsobom dochádza k

minimalizácii kovariančnej matice cov(θ̂) a teda k presneǰsiemu odhadu para-

metrov. A-optimalitou zase znižujeme priemernú hodnotu variancíı odhadov

neznámych parametrov.
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Pŕıloha 2

Nasledujúci kód v programovacom jazyku ”R” sme použili pri výpočte percenta

správne zatriedených dát modelom použ́ıvajúcim zvolenú stratégiu. Výstupom

je vektor ”percento spravne zaradenych”, ktorého prvá hodnota predtavuje

percento správne zatriedených dát inicializačným modelom a každá d’aľsia i-ta

hodnota predstavuje percento správne zatriedených dát modelom vytvoreným

na inicializačnej vzorke, ku ktorej bolo pridaných i− 1 hodnôt.

#vstupy:

#metoda = nazov metody: "nahodne", "LC", "VE", "EGL", "A_optimalita" alebo "ECE"

#x = matica , ktora ma v riadkoch vektory "crt"

#y = vektor kategorii (hodnoty 1 alebo 2)

#pocet_oznacenych_na_zaciatku = kolko dat bude nahodne vybratych na vytvorenie

inicializacneho modelu

#hranica = kolko dalsich dat postupne pridame do trenovacej vzorky

#zadavame len v pripade VE:

#K = kolko roznych modelov chceme vytvorit na vzorke doteraz oznacenych dat

#zadavame len v pripade ECE:

#N = pocet novovygenerovanych dat

#stand_dev = standardna odchylka norm. rozdeleni pri vytvarani novych dat

active_learning <-function(metoda , x, y, pocet_oznacenych_na_zaciatku , hranica , K, N,

stand_dev){

nahodne="nahodne"

LC<-"LC"

VE<-"VE"

EGL <-"EGL"

EER <-"EER"

EER_logloss <-"EER_logloss"

A_optimalita <-"A_optimalita"

ECE <-"ECE"

pocet_kategorii <-2

n<-length(x[,1])

#pocet koeficientov beta

pocet_parametrov <<-length(x[1,])+1
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#funkcia na pretrenovanie modelu na doposial oznacenych datach L

#vystupom je betaHAT_L

pretrenuj <-function(L)

{

MODEL_L <- glm((y[L]-1)~1+x[L,], family=binomial(link="logit"))

betaHAT_L <- MODEL_L$coef

return(betaHAT_L)

}

#funkcia na najdenie minima ucelovej hodnoty

najdi_index_minima <-function(hodnoty_ucelovej_funkcie)

{

minimum <-min(hodnoty_ucelovej_funkcie ,na.rm=TRUE)

#najdenie data (jeho poradia v U) s minimalnou hodnotou ucelovej funkcie

najneistejsi <-which(hodnoty_ucelovej_funkcie == minimum)

#najdenie data s minimalnou hodnotou ucelovej funkcie

index <-U[najneistejsi [1]]

return(index)

}

#funkcia na vypocet poctu spravne zaradenych dat na zaklade modelu s parametrom beta

vrat_pocet_spravne_zaradenych <-function(beta)

{

#matica X pre vsetky data

X_vsetky <-cbind(rep(1,n),x)

#vektor e^(-beta*X^T)

e_vsetky <-exp(-beta%*%t(X_vsetky))

#vektor pravdepodobnosti zaradenia dat medzi modre

p2_vsetky <-as.vector (1/(1+e_vsetky))

#vektor s 1 na mieste tych dat , ktore sa podla sucasneho modelu zaraduju medzi modre

vektor_modrych <-(p2_vsetky >0.5)*1

#pocet spravne zaradenych dat

pocet_spravne_zaradenych <-sum(vektor_modrych ==(y-1))

return(pocet_spravne_zaradenych)

}

#spravny model

MODEL <- glm((y-1)~1+x, family=binomial(link="logit"))

betaHAT <- MODEL$coef

#percento spravne zaradenych dat v modeli , kde oznacime vsetky data

percento_spravne_zaradenych_vsetky_data<<-vrat_pocet_spravne_zaradenych(betaHAT)/n*100

#neoznacene data

U<-c(1:n)

#oznacene data (na zaciatku sa nahodne vyberie "pocet_oznacenych_na_zaciatku" dat)

L_cervene <-sample(c(1:n)[y==1], pocet_oznacenych_na_zaciatku/2)
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L_modre <-sample(c(1:n)[y==2], pocet_oznacenych_na_zaciatku/2)

L<-c(L_cervene ,L_modre)

#ktory udaj sa prida do L

index <-NULL

#neoznacene data (uz bez tych 10 nahodne vybratych)

U<-U[-L]

#pretrenovanie a vykreslenie modelu

betaHAT_L <- pretrenuj(L)

percento_spravne_zaradenych <-c(rep(0,hranica +1))

#percento spravne zaradenych

percento_spravne_zaradenych [1] <-vrat_pocet_spravne_zaradenych(betaHAT_L)/n*100

for (p in 1: hranica)

{

#metoda , ktora na oznacenie zvoli lubovolny udaj z U

if(metoda == nahodne)

{

index <-sample(U,1)

}

#metoda "Least confidence"

if(metoda =="LC")

{

#pole s hodnotami ucelovej funkcie pre vsetky data z U

hodnoty_ucelovej_funkcie <-c(rep(0,max(U)))

#hladanie najneistejsieho zo vsetkych neoznacenych pre sucasny model

for (i in U)

{

#e^(-beta*x)

e <- exp(-betaHAT_L%*%c(1,x[i,]))

#pravdepodobnost , ze udaj i patri medzi modre

p2<-1/(1+e)

#pravdepodobnost , ze udaj i patri medzi cervene

p1<-1-p2

#max(p1 ,p2)=pravdepodobnost pravdepodobnejsej kategorie

hodnoty_ucelovej_funkcie[i]<-max(p1,p2)

}

hodnoty_ucelovej_funkcie <-hodnoty_ucelovej_funkcie[U]

#najdenie minima ucelovej hodnoty

index <-najdi_index_minima(hodnoty_ucelovej_funkcie)

}

#metoda "Vote entropy"
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if(metoda ==VE)

{

#V_1= pocet hlasov zaradenia do 1. (cervenej) kategorie pre kazdy udaj z U

V_1<-c(rep(0,length(U)))

#vytvorenie K roznych modelov a zratanie hlasov

for (k in 1:K)

{

#nahodny vyber z L na vytvorenie Lk=trenovacia vzorka pre k-ty model

Lk<-NULL

while (length(unique(x[Lk ,])[,1])<pocet_parametrov)

{

na_vyber_cervene <-L[y[L]==1]

na_vyber_modre <-L[y[L]==2]

Lk_cervene <-sample(na_vyber_cervene ,length(na_vyber_cervene),replace=TRUE)

Lk_modre <-sample(na_vyber_modre ,length(na_vyber_modre),replace=TRUE)

Lk<-unique(c(Lk_cervene ,Lk_modre))

}

#natrenovanie modelu na Lk

betaHAT_Lk <- pretrenuj(Lk)

poradie_v_U<-0

#vypocet poctu hlasov 1. kategorie

for (i in U)

{

poradie_v_U<-poradie_v_U+1

#e^(-beta_Lk*x)

e <- exp(-betaHAT_Lk%*%c(1,x[i,]))

#p1=pravdepodobnost , ze udaj i patri do 1. kategorie podla modelu Lk

p1<-1-1/(1+e)

#ak je p1 >0.5, priratame hlas pre 1. kategorii pre udaj i

if (p1 > 0.5) V_1[ poradie_v_U]<-V_1[ poradie_v_U]+1

}

}

#vypocet poctu hlasov 2. kategorie

V_2<-K-V_1

#hodnoty_ucelovej_funkcie=vektor hodnot ucelovej funkcie pre kazdy udaj z U (hladame

min)

hodnoty_ucelovej_funkcie <-V_1/K*log(V_1/K)+V_2/K*log(V_2/K)

#najdenie minima ucelovej hodnoty

index <-najdi_index_minima(hodnoty_ucelovej_funkcie)

#ak sa modely nelisili v ziadnom udaji

if (is.na(index)) index <-sample(U,1)

}

#metoda "Expected Gradient Length"

if(metoda ==EGL)

{

#pole s hodnotami ucelovej funkcie pre vsetky data z U
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hodnoty_ucelovej_funkcie <-c(rep(0,max(U)))

for (i in U)

{

#e^(-beta*x)

e <- exp(-betaHAT_L%*%c(1,x[i,]))

#pravdepodobnost zaradenia medzi modre

p2<-1/(1+e)

#pravdepodobnost zaradenia medzi cervene

p1<-1-p2

#hladame maximalne p1*p2*norma(x) (minimalne -p1*p2*norma(x))

hodnoty_ucelovej_funkcie[i]<-(-p1*p2*sqrt (1+sum(x[i ,]^2)))

}

hodnoty_ucelovej_funkcie <-hodnoty_ucelovej_funkcie[U]

#najdenie minima ucelovej hodnoty

index <-najdi_index_minima(hodnoty_ucelovej_funkcie)

}

#metoda A-optimalita

if(metoda ==A_optimalita)

{

#pole s hodnotami ucelovej funkcie pre vsetky data z U

hodnoty_ucelovej_funkcie <-c(rep(0,max(U)))

#matica X pre vsetky data z L

X_L<-cbind(rep(1,length(L)),x[L,])

#vektor e^(-beta*X_L^T)

e_L<-exp(-betaHAT_L%*%t(X_L))

#vektor pravdepodobnosti zaradenia dat L medzi modre

p2_L<-1/(1+e_L)

#vektor pravdepodobnosti zaradenia dat L medzi cervene

p1_L<-1-p2_L

for (i in U)

{

#k X_L sa prida dato i - vytvoria maticu X

X<-rbind(X_L,c(1,x[i,]))

#e^(-beta*x)

e <- exp(-betaHAT_L%*%c(1,x[i,]))

#pravdepodobnost , ze udaj i patri do 2. kategorie podla modelu MODEL_L

p2<-1/(1+e)

#pravdepodobnost , ze udaj i patri do 1. kategorie podla modelu MODEL_L

p1<-1-p2

#vytvorenie diagonalnej matice W s prvkami p1*p2 na diagonale

W<-diag(c(as.vector(p1_L*p2_L),p1*p2))

#I=Fisherova informacna matica

I<-t(X)%*%W%*%X

#I^(-1)

otestuj <-try(solve(I),TRUE)

if(isTRUE(all.equal(class(otestuj),"try -error")))

hodnoty_ucelovej_funkcie[i]<-NaN

else

{

inverzna_I<-solve(I)
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#hodnota ucelovej funkcie = stopa (I^(-1))

hodnoty_ucelovej_funkcie[i]<-stopa <-sum(diag(inverzna_I))

}

}

hodnoty_ucelovej_funkcie <-hodnoty_ucelovej_funkcie[U]

#najdenie minima ucelovej hodnoty

index <-najdi_index_minima(hodnoty_ucelovej_funkcie)

}

#metoda ECE=Expected Classification Entropy

if(metoda ==ECE)

{

#pole s hodnotami ucelovej funkcie pre vsetky data z U

hodnoty_ucelovej_funkcie <-c(rep(0,max(U)))

#povodna kategoria novovygenerovanych dat (potrebna len k metode ECE)

povodna_kategoria_nove <-c(rep(0,N))

#matica novovygenerovanych dat

x_nove <-matrix(0,N,length(x[1,]))

#vytvorime N novych nahodnych dat

for(k in 1:N)

{

#nahodne_vybrate=udaj , okolo ktoreho sa vytvori novy udaj

nahodne_vybrate <-sample(n,1)

#prva suradnica noveho udaja

for(index_suradnice in 1: length(x[1,]))

{

x_nove[k,index_suradnice]<-rnorm(1,mean=x[nahodne_vybrate ,index_suradnice],sd=

stand_dev)

}

}

for (i in U)

{

#e^(-beta*x)

e <- exp(-betaHAT_L%*%c(1,x[i,]))

#pravdepodobnost , ze udaj i patri do 2. kategorie podla modelu MODEL_L

p2<-1/(1+e)

#pravdepodobnost , ze udaj i patri do 1. kategorie podla modelu MODEL_L

p1<-1-p2

#pretrenujeme model , ak by i patrilo do cervenej

MODEL_L_ak_cervena <- glm(c(y[L]-1,0)~1+x[c(L,i),], family=binomial(link="logit"))

betaHAT_L_ak_cervena <- MODEL_L_ak_cervena$coef

#pretrenujeme model , ak by i patrilo do modrej

MODEL_L_ak_modra <- glm(c(y[L]-1,1)~1+x[c(L,i),], family=binomial(link="logit"))

betaHAT_L_ak_modra <- MODEL_L_ak_modra$coef

for (k in 1:N)

{

e_nove_ak_i_cervene <- exp(-betaHAT_L_ak_cervena%*%c(1,x_nove[k,]))

#pravdepodobnost , ze udaj k patri medzi modre , ak by i bolo cervene

p2_nove_ak_i_cervene <-1/(1+e_nove_ak_i_cervene)

#pravdepodobnost , ze udaj k patri medzi cervene , ak by i bolo cervene
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p1_nove_ak_i_cervene <-1-p2_nove_ak_i_cervene

#zistime kategoriu udaju k, ak by i bolo cervene

if (p2_nove_ak_i_cervene >0.5) kategoria_nove_ak_i_cervene <-"modra"

else kategoria_nove_ak_i_cervene <-"cervena"

e_nove_ak_i_modre <- exp(-betaHAT_L_ak_modra%*%c(1,x_nove[k,]))

#pravdepodobnost , ze udaj k patri medzi modre , ak by i bolo modre

p2_nove_ak_i_modre <-1/(1+e_nove_ak_i_modre)

#pravdepodobnost , ze udaj k patri medzi cervene , ak by i bolo modre

p1_nove_ak_i_modre <-1-p2_nove_ak_i_modre

#zistime kategoriu udaja k, ak by i bolo modre

if (p2_nove_ak_i_modre >0.5) kategoria_nove_ak_i_modre <-"modra"

else kategoria_nove_ak_i_modre <-"cervena"

#hodnoty ucelovej funkcie zvysujeme len ak su rozdielne kategorie pre k v

zavislosti

#od toho , ci je i modre alebo cervene

if(kategoria_nove_ak_i_cervene != kategoria_nove_ak_i_modre)

hodnoty_ucelovej_funkcie[i]<-hodnoty_ucelovej_funkcie[i]+p1*log(p1)+p2*log(p2)

}

}

hodnoty_ucelovej_funkcie <-hodnoty_ucelovej_funkcie[U]

#najdenie minima ucelovej hodnoty

index <-najdi_index_minima(hodnoty_ucelovej_funkcie)

}

#pridanie udaja index do L

L<-c(L,index)

#odobratie udaja index z U

if (!is.null(index)) U<-setdiff(U,index)

#pretrenovanie modelu na novom L

betaHAT_L <- pretrenuj(L)

#percento spravne zaradenych

percento_spravne_zaradenych[p+1] <-vrat_pocet_spravne_zaradenych(betaHAT_L)/n*100

}

return(percento_spravne_zaradenych)

}

65


