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Abstrakt

Tato diplomova praca sa zaobera faktorovou analyzou, ktord sa pouziva na zjednodu-
Senie Statistickych analyz a troma robustnymi metédami na odhad kovarianc¢nej ma-
tice. Ak je povodny pocet premennych vysoky a existuje medzi nimi linedrna zdvislost,
tak pomocou faktorovej analyzy mozeme ziskat mensi pocet novych nezdvislych pre-
mennych. Avsak ak povodné data obsahuju outlierov alebo nespiﬁajli predpoklady
modelu faktorovej analyzy, tak odhad faktorového modelu nemusi byt spravny. Jeho
najdolezitejsim krokom je odhad kovarianénej matice, preto ju v tejto praci budeme
odhadovat pomocou robustnych metdd a vzniknuté odhady faktorového modelu navza-
jom porovnavat. Nagim cielom je ukdzat, Ze existuji metédy, ktoré si odolné voci

vplyvu outlierov.

Klicové slova: Faktorova analyza, Kovarianénd matica, Robustné metédy



Abstract

This Master s thesis deals with the Factor Analysis, which is useful for simplifi-
cation of statistical analyses and it also deals with three robust methods to estimate
covariance matrices. As long as the original number of variables is high and there is
a linear dependance it is possible to obtain smaller number of new independent va-
riables. However, if the data contain outliers or they do not satisfy the assumptions of
factor model then the estimation of the factor model may not be correct. The most
important step is to estimate the covariance matrix therefore we use robust methods
to do it. Subsequently we compare these robust methods to each other. Our aim is to

point out the existence of methods that can resist the effect of outliers.

Keywords: Factor analysis, Covariance matrix, Robust methods
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Uvod

Faktorova analyza je viacrozmernd metdda, ktorej cielom je aproximovat pozorova-
nia linedrnou kombindciou mensiecho po¢tu nepozorovatelnych premennych. Snazi sa
odhalit skryté vztahy medzi povodnymi premennymi a jej vysledkom by mal byt mensi
pocet nezavislych premennych, ktoré budui zachovdvat podstatni ¢ast informécie. Vys-
ledky faktorového modelu zavisia od kvality odhadu kovariancnej, resp. korela¢nej ma-
tice povodnych premennych. Pritomnost outlierov v ddtach moze lubovolne zmenit
hodnoty odhadov strednej hodnoty a kovariancie, ktoré si potrebné pri mnohych
statistickych analyzach. Odhalenie outlierov vo viacrozmernych datovych siboroch je
povazovany za dolezity a tazky problém v inzinierskych vednych odboroch, ako aj v
ekondémii a financidch. Aj pri ziskani viacnasobnych merani je vzdy mozny vznik zh-
lukov outlierov. Castokrat redlne déta nespiﬁajﬁ ani predpoklady o rozdeleni. Preto
sa budeme v tejto praci snazit najst robustné metédy na odhad kovarianénej matice,
ktoré budu odolné voci outlierom i voéi poruseniu predpokladov.

V prvej kapitole si opiseme faktorovy model, jeho zakladné principy a predpo-
klady. Vysvetlime si kli¢ové pojmy v tejto oblasti §tatistiky, ktoré budeme pouzivat
v celej praci. Samotné vypocty faktorovej analyzy pozostavaju z viacerych krokov. Po
ziskan{ kovarianénej matice nasleduje odhad modelu, ktory mozeme urobit viacerymi
metédami. Nakoniec mozeme este vysledky transformovat rotdciou pre lepsiu interpre-
tovatelnost.

Robustnym odhadom kovarianénej matice sa budeme venovat v druhej kapitole.
Popiseme si tri metody, z ktorych prva je najznamejsia a nebudeme ju ani sami pro-
gramovat. Jej zakladnym principom je vybrat podmnozinu déat, z ktorej sa bude poéitat
odhad. Vysvetlime si jej zékladni myslienku a ideu algoritmu. Dalsie dve metédy a
ich algoritmy si popiSeme detailnejsie pre uicely programovania. Posledné tretia metoda
sa tiez snazf ndjst podmnozinu dat ocisteni od outlierov. Vypoctovo je najzloZitejsia,
preto jej venujeme najviac priestoru.

V tretej kapitole budeme testovat kvalitu odhadu faktorového modelu, ktorého
vychodiskom budu robustné odhady a klasicky odhad kovariancnej matice. Tieto testy

budeme robit na simulovanych datach, v ktorych budeme menit sposob generova-



nia outlierov a poruseni predpokladov faktorového modelu. Vysledkom budu krivky
znézornujice velkost strednej kvadratickej chyby odhadovanych vysledkov v porov-
nani so skutoénymi hodnotami. Faktorovy model budeme navyse pre kazdy odhad
kovarian¢nej matice odhadovat dvoma metédami, z ktorych jedna mé predpoklad nor-
mality dat. Ocakavame, ze odhad rozkladu kovarian¢nej matice pomocou robustnych
metéd sa bude viac priblizovat skutocnosti ako odhad faktorového modelu, ktorého
vychodiskom je klasicky odhad kovarianénej matice. Zaujima nas ale aj ich vzdjomné

porovnanie, ako aj porovnanie metdd odhadu faktoroveého modelu.
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1 Faktorova analyza

V tejto kapitole je spracovand tedria faktorovej analyzy na zéklade knihy [1] v zozname

literatury.

1.1 Zakladna charakteristika

Faktorova analyza patri do skupiny viacrozmernych Statistickych metod. Zacala sa
rozvijat zaciatkom 20. storocia, a to v psycholdgii zasluhou Karla Pearsona, Charlesa
Spearmana a inych. Zakladny vyznam faktorovej analyzy je opisat, ak je to mozné, ko-
variancie medzi premennymi pomocou mensicho poctu nepozorovatelnych ndhodnych
veli¢in, ktoré sa nazyvaju faktory. Predpokladajme teda, Ze premenné mozeme rozdelit
do skupin na zaklade ich korelacii. V ramci kazdej skupiny si premenné medzi sebou
vysoko korelované, ale medzi skupinami si relativne malé korelacie. Kazda skupina po-
tom predstavuje uz spominany faktor. Na urcenie tychto vzdjomnych vztahov je pod-
statnym krokom odhad kovarianc¢nej, resp. korela¢nej matice. Jej prvoradou otazkou je,
¢i su data konzistentné s predpisanou Strukturou. Ak to skimany problém vyzaduje,
nové premenné sa snazime ¢o najlepsie interpretovat. Faktorovéd analyza moze byt

povazovand za rozsirenie analyzy hlavnych komponentov.

1.2 Ortogonalny faktorovy model

Méme dany p-rozmerny ndhodny pozorovatelny vektor X = (X7, Xs, ..., X))’ so stred-
nou hodnotou p = (1, o, .., ftp)" a kovarianénou maticou X. Faktorovy model pred-
poklada, ze premenné vektora X si navzajom linedrne zavislé. Vysledkom faktorovej
analyzy je k nepozorovatelnych mndhodnych premennych, spoloénych faktorov
Fy\, F, ..., Fy, a p dodatoénych zdrojov variancie €1, €s, ..., ,, ktoré nazyvame chyby

alebo specifické faktory. Faktorovy model vyzera takto:

X1 — = Fy+ Lo Fy + o 4 L F 461

X2 — o = lglFl + l22F2 + ...+ leFk + &9
(1.2.1)

Xp — Mp = lplFl -+ lngg + ...+ lkak + Ep
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Mozeme ho zapisat aj v maticovom tvare:
X -—u=LF+e (1.2.2)

Koeficienty [;; si nendhodné a nazyvame ich ndklady i-tej premennej na j-tom fak-
tore. Matica L sa potom nazyva matica faktorovych nakladov. Poznamenajme, ze
-ty Specificky faktor je spojeny len s i-tou premennou. Faktorovy model sa od viac-
rozmerného regresného modelu 1i§i tym, Ze ma p + k nepozorovatelnych ndhodnych
premennych (Fy, Fy, ..., Fy, €1,¢€9,...,&,). Kedze je ich viac ako pozorovatelnych pre-
mennych, musime prijat dodatoéné predpoklady, aby sme mohli preskiimat model.

Predpokladame, ze

Y 0 0 (1.2.3)
Cove) = el —w— | " U Gy
_O 0 ¢p_

Cov(e, F) = E(eF') =0 (p x k) - nekorelovanost F a e

Dolezitym predpokladom je aj linedrny vztah medzi pozorovanymi premennymi a
spoloénymi faktormi, aby bola zarucena formulacia modelu.
Na zdklade faktorového modelu (1.2.2) vieme odvodit vztah pre kovarianénii maticu

pozorovanych premennych (matica X):

(X —p)(X —p)' = (LF +¢)(LF +e)
= (LF +¢)((LF) + € (1.2.4)
= LF(LF) +e(LF) + LFe' + €€’
Takze na zaklade predchddzajiceho a vztahov (1.2.3) plati:
5 = Cou(X) = B(X — p)(X — p)
— LE(FF)L' + E(eF)L' + LE(F¢') + E(e€') (1.2.5)

=LL +%¥
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kde 3 je kovarian¢nd matica premennych X, Xs, ..., X,,.
Podobne si mozeme vyjadrit kovarianciu povodnych premennych a spolo¢nych faktorov
(matice X a F'):

(X —p)F' =(LF +e)F' =LFF' +¢F' (1.2.6)

Potom:

Cov(X,F) = E(X — p)F' = LE(FF') + E(eF') = L (1.2.7)

Vztah (1.2.5) si prepiSeme v podrobnejsej forme a osobitne vyjadrime kovarianciu

kazdych dvoch pozorovanych premennych:
CO’U(XZ-,Xh) = lillhl + - +liklhk i,h = 1,2,...,]) (1.2.8)

a varianciu kazdej pozorovanej premennej:

Var(X;) =12, + - + I +
(1.2.9)
i = h; + i=1,2,...,p
kde Var(X;) = o4, h? =1} + - + % sa nazyvaji komunality a 1; Specifické variancie
alebo unicity. Teda i-ta komunalita predstavuje sumu stvorcov nakladov i-tej premen-
nej na k spolocnych faktoroch. Dolezité je, aby komunality boli vyssie ako Specifické
variancie pre dant premennti. Pretoze nizka komunalita moze znamenat, Ze model fak-
torovej analyzy nie je pre dani premennt spravny.
Vztah (1.2.7) pre kazdi dvojicu pozorovatelnej premennej a spolo¢ného faktora vyzera
takto:
Cou(X;, Fj)=1;; 1=12..p, j=12,.,k (1.2.10)

1.3 Metédy odhadu

Pre kazdd premennu X, Xy, ...X,, je danych n pozorovani. Zakladnou otazkou fak-
torovej analyzy pri danych pozorovaniach je, ¢i faktorovy model s danym malym
poctom spoloénych faktorov reprezentuje data primerane. Zaujima nas, ¢i spolocné fak-
tory zachovavaji informaciu, ktora je obsiahnuta v pozorovanych premennych. Prvym
krokom je odhad kovarian¢nej matice X, ktory budeme oznacovat ako maticu S. Ak

st mimodiagonalne prvky tejto matice malé, tak pozorované premenné nie st pribuzné
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a faktorova analyza by nebola uzitocna. Ak sa ale kovariantna matica signifikantne
15 od diagonélnej matice, mozeme uvazovat o faktorovej analyze. Dalsim krokom je
potom odhad faktorovych nakladov, ¢ize matice L a Specifickych variancii, matice W.
Budeme sa zaoberat viacerymi metédami odhadu, a to metédou hlavnych komponen-

tov, metédou hlavnych faktorov a metédou maximalnej vierohodnosti.

1.3.1 Metoda hlavnych komponentov

Pomocou spektralneho rozkladu si vieme maticu X zapisat v tvare:
3 = A\ere] + Aoegely + -+ - + )xpepe;

_\//\_16,1_

_ [\/)\_161,\/7262,...“/)\—1)64 @eé L (1.3.1)

/e,

kde A; su vlastné cisla kovariancnej matice a e; jej vlastné vektory. Pricom plati, ze

Al > Ay > oo > )\, > 0. Této stanovend struktira faktorovej analyzy ma tolko
spoloénych faktorov ako pozorovanych premennych (k = p) a $pecifické variancie 1o; = 0

pre kazdé i = 1,2, ..., p. Mozeme teda napisat:

X=LL' +0=LL (pxp) (1.3.2)

Tento model faktorovej analyzy je exaktny ale nie je uzitocny, pretoze preferujeme
model s mensim poc¢tom spolo¢nych faktorov. Ak je poslednych p — k vlastnych hodnot
malych, tak mozeme zanedbat prispevok Mg iep 1€} w1t Apepe, k matici Xov

(1.3.1). Tym ziskame aproximéciu:

_\//\_16/1_
= = VeV e [V ke @eé = LL' (px k)(kx p) (1.3.3)
A

Ak do modelu zahrnieme Specifické variancie, tak to budu diagonalne prvky matice

Y—LL', kde LL' je definovand v (1.3.3). Aproximdcia matice ¥ bude mat potom



1 FAKTOROVA ANALYZA 7

tvar:
_\/)\_16/1- -% 0o ... ()-
== [Vielval Vo] [V |0 (134
Ve |00 ey
kde v; = o; — Zle l?j pre i = 1,2,...p. V pripade, ze premenné nie si v rov-

nakych meracich jednotkdch, tak je potrebné udaje standardizovat (od kazdej pre-

mennej odéitame jej stredni hodnotu a vydelime ju prislusnou odchylkou):

Zn=| V2 h=1,2,..n (1.3.5)

(Thp—Tp)
L Spp

V tomto pripade potom namiesto kovarianénej matice vlastne odhadujeme korelacnui
maticu merani 1, o, ..., T,. Standardizdcia premennych ndm umoziuje predist situdcii,
7e by jedna premennd mala prehnane velky vplyv na urcenie faktorovych nakladov.
Riesenie modelu hlavnych faktorov spociva v odhade matice S (kovariancnej matice
premennych) a jej spektralnom rozklade (/)\\Z - vlastné ¢isla a e; - vlastné vektory pre
i=1,2,...,p). Pre odhadnuté vlastné ¢isla plati, ze Xl > /):2 > > Xp. Ak je k pocet

spolo¢nych faktorov, potom odhad matice faktorovych nakladov je dany:
i:[d&@d&@pww&@} (1.3.6)

Specifické variancie si diagondlne prvky matice S —LL"
~ k o~
Vi = Si — Zlfj (1.3.7)
j=1
Potom moézeme odhadnit komunality:

[ R R 4 (1.3.8)

)

Ak je potrebné premenné standardizovat, tak vychiadzame z odhadnutej korelacnej

matice R.
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Pred odhadom faktorovej analyzy musime zadat pocet spolo¢nych faktorov. Avsak
tato metdda neposkytuje kritérium na ich presné urcenie. Niekedy je pocet spolocnych
faktorov urceny dopredu na zdklade tedrie alebo inych vyskumov. Ak tento pocet
nepozname, tak faktorovy model odhadneme viackrat s roznymi poc¢tami a porovname
vysledky, z ktorych sa snazime vybrat ten najvhodnejsi. Uréenie k moze byt zalozené

aj na odhadnutych strednych hodnotach. Uvazujme rezidudlnu maticu:
S—(LL + ) (1.3.9)

Diagonalne prvky tejto matice s nulové a ak ostatné prvky st velmi malé, tak mozeme

povazovat k za spravny pocet spoloénych faktorov. Potom teda plati:

Suma stvorcov prvkov(S — (ii/ + {Ivl)) < X%H NS )\12?

(1.3.10)

Dolezité je, aby spoloéné faktory vysvetlovali ¢o najviac celkového rozptylu. Malo by
to byt 70 — 90%. Zavisi to aj od typu skimanych premennych. Prispevok prvého
spolocného faktora k celkovej variancii s1; + S92 + -+ + 5, = tr(S) vieme vyjadrit

pomocou faktorovych nakladov:
~ —~ / ~ o~ o~ o~
A\ = (\/Ala) (\/Ma) =1+l + 0 (1.3.11)

kde vlastny vektor e; ma jednotkovi dizku. Vo vseobecnosti pre podiel celkovej vari-

ancie vzhladom na j-ty faktor plati:

~

s
n _: n pre faktorovi analyzu matice S
SR T v (1.3.12)
.
-4 pre faktorovi analyzu matice R
p

Dalsim pravidlom pre urcenie poétu spoloénych faktorov méze byt poéet kladnych
vlastnych hodnot v pripade faktorovej analyzy kovarianénej matice S alebo pocet
vlatnych hodnot vécsich ako jedna v pripade faktorovej analyzy korelaénej matice R.

Tieto kritéria ale nemozu byt pouzité bez premyslenia a pochopenia struktiry mo-
delu. Cielom je aproximécia pozorovanych premennych malym poctom spolo¢nych fak-

torov pri co najlepsej moznej interpratacii.
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1.3.2 Metdéda hlavnych faktorov

Tato metoda odhadu je vlastne modifikovanym pristupom metédy hlavnych kompo-
nentov. Odvodime ju z korela¢nej matice, hoci tiito procediru mozeme aplikovat aj na

kovarianénu maticu. Takze odhadujeme faktorovy model:
p=LL +¥ (1.3.13)
Komunality tvoria ¢ast diagondlnych prvkov matice p:
pi =1=hi+; (1.3.14)

Predpokladajme, ze pozname odhad 1} Specifickych variancii. Potom nahradenim dia-

gondlnych prvkov matice R za h}? = 1 — 4} ziskame ”redukovani”korela¢ni maticu:

h>f2 T - T1p
re h32 -1
R.=| "% 7 ” (1.3.15)

Aproximécia tejto redukovanej korelacnej matice je ur¢end cez k spoloénych faktorov:
R,.=LLY (1.3.16)

kde Ly= {l};} si odhadnuté faktorové ndklady.

V tejto metéde hlavnych faktorov musime urobit nasledujice odhady:

L::{\/Amr 3| w]
k (1.3.17)
Yr=1-Y 17  i=12..p

J=1

kde X; su vlastné ¢isla a ’e‘; vlastné vektory matice R,. pre j = 1,2, ..., k. Pricom vlastné
¢isla si usporiadné zostupne, kde X’{ je najviacsia hodnota. Komunality mozeme potom

znovu odhadntt:
k

R2=3"12 i=1,2,..p (1.3.18)

j=1
Riesenie met6dy hlavnych faktorov mozeme ziskat iteracne, kde odhad komunalit

(1.3.18) bude zaciatocnym odhadom v d'alsej iteréacii. Podobne ako v metéde hlavnych
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komponentov mozeme urcit pocet spoloénych faktorov na zéklade odhadnutych vlast-
nych hodnot X{,X;, ...,X;‘,. Druhou moznostou je uréit & rovné hodnosti redukovane;
korelacnej matice. Avsak tato hodnost nemusi byt vidy uréend spravne, preto je nutné
d'alsie zhodnotenie poétu spoloénych faktorov.

Na pociatocny odhad Specifickych variancii existuje viacero moznosti, no najpouziva-
nejsi, ak vychddzame z korelacnej matice, je ¢f = 1/r%, kde r je i-ty diagénalny prvok

matice R™1. Zaciatoénym odhadom komunalit potom bude:

h2=1—-9¢f=1—— (1.3.19)

1

1.3.3 Metdéda maximalnej vierohodnosti

Ak st spolo¢né faktory (matica F') a 8pecifické faktory (matica €) zdruzene normélne
rozdelené, tak mozeme faktorovy model odhadniit metédou maximdlnej vierohodnosti.
Pozorovania X ;—pu=LF ;+¢; si potom normélne rozdelené. Potom maximalizujeme
vierohodnostni funkciu, ktord zdvisi na matici L a ¥ cez znamy vzfah X=LL'+ ¥:

n

L, 2) = 2n) F|n| 3 Q)BT (Ejn @D a3 tn@E-m @—w))]
= (2r)~ Ty e ()[BT (S () )] (1.3.20)
X (271')—%’2|_%6_<%>(§_“)/271(j_“)
Tento model ale este nie je dobre definovany, pretoze existuje viacero moznosti pre

urcenie matice L. Musime definovat dopliiujicu podmienku jednoznaénosti:
L'V 'L=A (1.3.21)

kde A je diagonalna matica.
Ak sd merania x4, 2o, ..., 2, ndhodné premenné z normdalneho rozdelenia N,(p, ),

potom metodou maximélnej vierohodnosti ziskame aj odhad komunalit:

-~

=+ ++1 i=12..p (1.3.22)

Podiel celkovej variancie vysvetleny j-tym faktorom sa potom rovna:

O )

811+522+"'+8pp

(1.3.23)
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Ak st premenné v roznych meracich jednotkéach, tak odhadujeme kovarianéni
maticu p standardizovanych premennych Z = V~—%2(X — ), ¢o je vlastne korelacns,

matica centrovanych premennych:
p=V 2RV 12— (V2L (VPLY + VI2eV 2 (1.3.24)

Téato korela¢na matica ma maticu nakladov Lz=V ~Y2L a maticu $pecifickych fak-
torov W=V ~1/2WV~1/2 Potom z invariantnosti odhadu metédou maximalnej viero-

hodnosti mozeme odvodit odhad matice p:

I e AT T AT el A e
o (1.3.25)
=LzLz; +¥4

kde V=12 a L st odhadmi matice V=12 a Lz metédou maximalnej vierohodnosti.
V tomto pripade faktorovej analyzy korelacnej matice sa podiel celkovej variancie
vzhladom na j-ty faktor rovna:
B+ B+ 41y
p

(1.3.26)

kde lAZQj st prvky matice L Z-
Metoda maximalnej vierohodnosti pontka oproti predchadzajicim metdédam test

adekvatneho poctu spolo¢nych faktorov.

1.4 Rotacia faktorov

Rotécia faktorov je dolezitou vlastnostou faktorovej analyzy z hladiska interpretdcie
faktorov. Aby sme zachovali nekorelovanost spoloénych faktorov, musime vykonat or-
togonalnu transformaciu. Ide o tzv. prerozdelenie faktorovych nakladov, pricom ostatné
parametre modelu zostdvaju rovnaké (komunality, variancie,...).

Ak L je p x k matica odhadnutych faktorovych nakladov, rotaciu faktorov potom

ziskame jej prenasobenim ortogonalnou maticou T' (TT' =T'T = I):
L*=LT (1.4.1)
Odhad kovarianénej matice zostdva nezmeneny:

PE 4§ - ETTE + % - B+ & (1.4.2)
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Ked'7Ze rovnaké zostavaji aj komunality a §pecifické variancie, tak z matematického
hladiska je jedno, ¢i odhadujeme L alebo L*. Rotdciou sa menia faktorové naklady a
nasim cielom je ziskat ¢o najviac vysokych a ¢o najviac nizkych hodnét. Chceme,
aby kazda premennd vysoko korelovala s jednym spoloénym faktorom (prislusné fak-
torové néklady st vysoké), pricom s ostatnymi bude stvisief menej. Ak st povodné
premenné linedrne zavislé a chceme, aby vysledkom faktorovej analyzy bol nizky pocet
premennych, tak medzi faktorovymi nakladmi, ktoré prislichaji k prvému spoloénému
faktoru, by malo byt viac vysokych hodnot. Plati to pre vsetkych k spoloénych fak-
torov. Idedlne je, ak kazdy spolo¢ny faktor vyznamne vplyva na iné premenné. Moze sa
stat, Ze nejakd premennd vysoko nekoreluje so Ziadnym spoloénym faktorom. V takom
pripade tato premenna mozno nie je spravne zahrnuta do modelu. Existuje viacero
moznosti ortogonalnej transformacie, ale v tejto praci sa rotéacii faktorov nebudeme

)
venovat.
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2 Robustné odhady kovarianénej matice

Cielom tejto diplomovej prace je ziskat robustné odhady vo faktorovej analyze. Jej
vychodiskom je odhad kovarian¢nej matice, preto je vhodné, aby bol ¢o najlepsi. V
datach sa ¢asto vyskytuji chyby a niektoré merania je lepsie vylicit. V tejto kapitole
si predstavime metédy odhadu kovariancénej matice, ktoré budi odolné voci efektu out-
lierov. Vysledky faktorovej analyzy (matica faktorovych ndkladov a matica specifickych
variancii) ziskané z jednotlivych robustnych odhadov kovarian¢énej matice budeme po-
tom porovnavat navzajom a s vysledkami ziskanymi z klasického odhadu kovarianénej

matice.

2.1 Odhad MCD

Prv4 metdda, ktorou sa budeme zaoberat, poskytuje vysoko odolny odhad rozptylove;
matice. Principom tejto metddy ja minimalny determinant kovarianénej matice a tento
odhad nazveme MCD (z angl. Minimum Covariance Determinant). Snazime sa néjst
nejakd podmnozinu merani velkosti /i, ked bude determinant kovarianénej matice naj-
mensi. Zvycajne sa h = 3n/4, kde n je pocet vietkych merani na zaciatku. Vo faktorove;
analyze potom vychddzame z mensieho poctu merani (h), ktoré by uz mali byt ocistené
od outlierov. Takyto odhad kovariancnej matice je vysoko robustny a moze byt velmi
rychlo vypocitany pomocou algoritmu z ¢lanku [3], ktorého autorom je Rousseeuw a

Van Driessen.

2.1.1 Idea algoritmu

KItiéovym krokom tohto algoritmu je fakt, Ze startovanim z akejkolvek kovarianénej
matice k odhadu MCD, je moZné vypocitat ini kovarianéni maticu s nizsim de-
terminantom. Méame mnozinu p-rozmernych dat X,= {z1,xs,...x,}. Polozme H; C
{1,...,n}, kde |Hy| = hamy= (1/h) ey, i, S1= (1/R) D e, (w6 — ma) (2 — ma)”.
Ak det(S7) # 0, definujeme Mahalanobisove vzdialenosti:

di(i) = /(e = ma Sy M —ma) pre i=1,..n (2.1.1)
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Teraz vezmeme H, taku, ze {di(i);i € Hs} = {(d1)1n,-, (d1)nn}, kde (di)1, <
(d1)an < -+ < (dy)n:p st usporiadané vzdialenosti di(1), ..., d;(n) a vypocitame mgq a

S» na zdklade mnoziny H,. Potom bolo v élanku [3] dokdzané, ze

s rovnostou vtedy a len vtedy, ak me = mq a Sy = S;.

Predchadzajici vypocet nazveme C-krok, ktorého opakovanie vedie k iteracnému
procesu. Ak det(S2) = 0 alebo det(S3) = det(Sy), zastavime. Inak pocitame dalsi
C-krok, ¢o vedie k det(S3). Potom postupnost det(Sy) > det(Ss) > det(S3) > ... je
nezédporna a musi konvergovat. KedZe po¢et podmnozin velkosti h je koneény, musi
existovat index ¢, kedy det(S,) = 0 alebo det(S,) = det(S,—1), ¢o zabezpectuje kon-
vergenciu. Zakladnou ideou algoritmu je vziat vela pociatoénych mnozin H; a apliko-
Vznika tu ale niekolko délezZitych otdzok: Ako budeme generovat mnoziny H;, s ktorymi
budeme zacinat? Kolko tychto mnozin H; potrebujeme? Ako sa vyhneme opakovaniu,
pretoze niektoré mnoziny H; mozu viest k rovnakym vysledkom?

Existuji dve moznosti pociatocného odhadu mnoziny Hi:
1. Nahodny vyber podmoziny velkosti h.

2. Nahodny vyber podmnoziny J velkosti (p+ 1) a poc¢itame myg := ave(J)
a Sp := cov(J), kde ave znaci priemer a cov kovarianciu. Ak det(Sp) = 0, potom
roz§irime mnozinu J pridanim d’alsieho ndhodného pozorovania kym  det(Sp) >
0. Potom vypocitame vzdialenosti
d2(i) = (v; — mo)'So ' (z; — my) pre i = 1,...,n. Usporiadame ich do pos-
tupnosti s permutdciou m: do(mw(1)) < --- < dg(mw(n)) a vytvorime mnozinu

Hy :={n(1),...,m(h)}

Moznost 1 je sice jednoduchsia, ale ak pri niektorych datach zacneme zo zlej
mnoziny H,, iterdcie nebudi konvergovat k spravnemu vysledku. Preto autori algo-
ritmu pouzivaji vzdy druhi moznost. Velkost h-podmnoziny si uzivatel moze zvolit,

ale prednastavend je hodnota [(n +p +1)/2].
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Dalsie vypocty algoritmu zavisia od rozmerov pozorovani:

1. Ak h = n, potom odhad MCD priemeru a kovarian¢nej matice je pocitany ako

klasicky odhad zo vSetkych dat.

2. ak p = 1 (jednorozmerné data), tak MCD odhad sa pocita inym algoritmom,
ktorého autormi s Rousseeuw a Leroy (1987) a v tejto préci sa mu nebudeme

venovat.
3. Ak h<n,p>2an <600, potom:

e opakujeme (povedzme) 500-krét:

o vytvorime poc¢iatoéni h-podmnozinu H; pouzitim druhej metédy (zac¢iname
s podmnozinou velkosti (p + 1));

¢ pokracujeme dvoma C-krokmi;

e pre 10 vysledkov z 500 s najnizsim determinantom matice S3 potom pokracujeme
C-krokom kym dosiahneme konvergenciu;

s

4. Ak n > 600, potom:
e vytvorime pét disjunktnych ndhodnych podmnozin velkosti ng,, podla ¢lanku
[3], pricom velkosti tychto podmnozin by mali byt priblizne rovnaké;
e v ramci kazdej podmnoziny opakujeme 100-krat:
o vytvorime pociatoéni podmnozinu Hy velkosti hgup = [nsus(h/n)];
o pokracujeme dvoma C-krokmi s Ny a hgup;

¢ ponechame si 10 najlepsich vysledkov (msupy Ssub);

e vietky podmnoziny spojime do mnoziny velkosti nmerged;

e v spojenej mnozine opakujeme pre kazdé z 50 rieSeni (M syby Ssub):
o pokracujeme dvoma C-krokmi s Tmerged @ Rmerged = [Momerged(R/M)];

o ponechame si 10 najlepsich rieseni (Mmergeds Smerged)
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e v ramci celej mnoziny dat opakujeme pre wy,; najlepsich vysledkov:
o urobime este niekol’ko C-krokov s n a h;

o ponechame si najlepsie vysledné rieSenie (1M fui, Spunr)-

Pocet w¢, a pocet C-krokov na konci zavisi od velkosti mnoziny dat, kde dolezitou
je konvergencia. Tento algoritmus je navyse afinne invariantny. Pocas iteracii moze
nastat pripad, ze det(S) = 0. Tdto moznost je samozrejme v algoritme Rousseeuwa a

Driessena z ¢lanku [3] oSetrend potrebnymi krokmi.

2.2 Priestorovy median

Priestorovy median g je jedna z viacerych moznosti odhadu parametra polohy pre
p-rozmerné data x1, ..., x,. Je povazovany za zovSeobecnenie jednorozmerného medianu.
Na zdklade ¢lanku [4] vieme, Ze priestorovy medidn je jediny, ak je dimenzia dat véicsia
ako jedna. Ale jeho nevyhoda je neekvivariantnost pri afinnej trasformadcii dat.

Odhad kovarianénej matice priestorového medidnu ziskame pomocou aproximacie
rozdelenia & normélnym rozdelenim. Pre tento druhy robustny odhad kovariancie
budeme pouzivat skratku SM (z angl. Spatial Median).

Priestorovy medidn g minimalizuje sumu:

n

S i — il (2:2.1)

i=1
kde | - | je Euklidova norma. Tato minimalizicia je zndma aj ako Fermat- Weberov
problém. Ak g riesi rovnicu Y ;. {U(z; — p)} = 0, kde U(x) = |z| 'z, potom @ je
priestorovy median.

Popisme si forméalnejsie nejaké teoretické aspekty priestorového medianu. Majme
p-rozmerny nahodny vektor X s kumulativnou distribuénou funkciou F a p > 1.

Priestorovy median p funkcie F' minimalizuje ucelovi funkciu:

D(n) = E{|z — p| ||} (2.2.2)

Poznamenajme, ze na zaklade [4] nie si potrebné ziadne momentové predpoklady, ale

pre asymptoticku teériu predpokladame, ze:

(P1) p-rozmerna funkcia hustoty vektora X je spojitd a ohranicena,
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(P2) priestorovy median rozdelenia X sa rovnd nule a je jediny.

Dalej definujme vektorové a maticové hodnotové funkcie:

U@%W%

1 xx'
Az) = o [Ip — W} (2.2.3)
o -2

pre x #0a U(0) =0 a A(0) = B(0) = 0. Taktiez zavedieme znacenie A = E{A(z)} a
B = E{B(z)}. Asymptoticky odhad kovarian¢nej matice sa potom rovnd A"'BA~L.
Predpokladame, ze skutocna hodnota g = 0 a odhadneme A a B:

A= ave{A(z; — i)}

= ave{B(z; — p)}

(2.2.4)

Sy)

kde ave znaci priemer.
Rozdelenie fi sa dd podla [4] aproximovat normalnym rozdelenim N,(u, %E‘lﬁg_l).

Priestorovy median vypocitame itera¢ne v nasledujicich 2 krokoch:
Krok 1: ¢; <2, —p,i=1,....n

Krok 2: p<« p+ (.5 les|™) Y0, Ule)

Ako pociatoény odhad g moézeme urcit priemer. Odhad kovarianénej matice sa potom
rovna %2*1371\*1, ktory vieme na zdklade vztahov (2.2.3) a (2.2.4) lahko dopocitat.

Itera¢ny cyklus ukonéime, ked' sa posledné 2 iterdcie lisia iba o .

2.3 Identifikacia outlierov na zaklade koeficientu Spicatosti

V tejto podkapitole si predstavime d'alsiu alternativnu procediru pre robustny odhad
kovarian¢nej matice, ktory budeme dalej oznacovat skratkou OD. V mnoZine po-
zorovani sa tato metdda snazi odhalif outlierov, ktoré vyluéi a odhad kovarianénej
matice sa potom pocita z ocistenej podmnoziny dat. Je zalozena na analyze pro-
jekcii merani do uré¢itych 2p smerov, kde p je rozmer priestoru merani. Tieto smery
su ziskané maximalizaciou a minimalizaciu koeficientu Spicatosti. Idea pouzitia pro-

jekcif je zdkladom pre niekolko podobnych algoritmov identifikicie outlierov. Tieto
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procediry sa spoliehaji na fakt, ze vo viacrozmernych datovych suboroch je kazdy
outlier extrémnym bodom. AvsSak ich nevyhodov je, ze vyzaduju projekciu dat do
ndhodne generovanych smerov, ktorych pocet musi byt vysoky, aby boli tieto metédy
tispesné. My sa budeme snazif vybrat koneény pocet smerov na zéklade hodnoty koe-
ficientu &picatosti pozorovani. Pritomnost outlierov v ddtach moze na zdklade ¢lanku
[5] zvysit, ale aj znizit koeficient $picatosti pozorovanych dat. Preto sa v tejto metdde
budeme snazit identifikovat outlierov projekciou dat do smerov, ktoré maximalizuji
alebo minimalizuji §picatost merani, ¢o by malo byt postacujice. Nizky pocet out-
lierov sposobuje tazké chvosty a zvysuje Spicatost. Ale zvySenie poctu outlierov moze

znizit koeficient §picatosti.

2.3.1 Popis algoritmu

Predpokladame, ze mame dané pozorovania x1, s, ..., £, p-rozmerného nahodného vek-
tora X. Algoritmus je zalozeny na projektovani kazdého pozorovania do 2p smerov
a naslednom analyzovani jednorozmernych projekcii na tieto smery, ktoré su ziskané
ako rieSenie 2p jednoduchych optimaliza¢nych problémov. Postupujeme podla nasle-

dujucich krokov:
1. Origindlne data preskalujeme:
Y = S_I/Z(xi —-T), 1=1,..n
kde T je priemer a S kovarianénd matica povodnych premennych.

2. Vypocitame p ortogonalnych smerov a projekcii, ktoré maximalizuji koeficient

Spicatosti:

(1)

a. Nastavime y,”’ = y; a iteracny index j =1

b. Smer, ktory maximalizuje koeficient Spicatosti je rieSenim problému:

n

1 ,
d; = =S @y
f argmgxn (d'y;”)

i=1

dd=1
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c. Merania projektujeme do menej rozmerného podpriestoru, ortogonalneho na

smer d;. Definujeme:

v
L ak vid; #0

!
Ujdj

Uj:dj—el, QJ:I—

inak Q;=1
kde e; je prvy jednotkovy vektor. Vyslednd matica @); je ortogondlna a
moZzeme vypocitat nové hodnoty:

; z] P

; ‘ =Qjy/, i=1,..,n
J+1
Yi

: .

kde zz(j ) je prvy komponent uz(»j ), ktory spiﬁa zz-(j ) = d;ygj ) (jednorozmerna
()

i -

projekénd hodnota) a yl(j +1) zodpoveda zvysnym (p — j) komponentom u

Nastavime j = j + 1 a ak j < p, vratime sa ku kroku 2b. Inak polozime
Zi(p) _ yi(p)

3. Vypocitame d'alsich p ortogondlnych smerov a projekcif, ktoré minimalizuji koe-

ficient Spicatosti:

a. Nastavime y*™ =y, a j=p+1
b. Opakujeme predchadzajice kroky 2b a 2c, ale riesime minimaliza¢ny problém:
d; = arg min 1 2": (d’y?))‘*
d n ‘=
dd=1
€)

4. Aby sme mohli uréit, ¢ z;”’ je outlierom v niektorom z 2p smerov, vypocitame

jednorozmerni hodnotu pre kazdé meranie:
129 — median(z9))|
r; = max , ,
1<j<2p MAD(z)

kde MAD(29) = median(|z%) — median(z9)))).

5. Tieto hodnoty r; si pouzité na testovanie, ¢i dané meranie moze byt oznacené
ako outlier. Ak je ; > [3,, potom meranie ¢ je povazované za outliera. Hrani¢né
hodnoty ,, ktoré zavisia od rozmeru premennych, si uvedené v tabulke 1.
Boli vypocitané simuldciami v ¢lanku [5] a ich d'alsie hodnoty lahko dopocitame

linedrnou interpolaciou log 3, na logp ako to navrhli v ¢lanku [5].
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6. Ak bola podmienka v kroku 5 splnend pre niektoré i, tak vytvorime novi vzorku
vSetkych pozorovani, pre ktoré plati r; < f3,. Procedtru, teda kroky 1.-5., potom
opakujeme s redukovanou vzorkou pozorovani kym pre ziadne pozorovanie neplati

r; > [3, alebo pocet zostdvajucich pozorovani by bol mensi ako [(n+p+1)/2].

7. Nakoniec vypocitame Mahalanobisovu vzdialenost pre vietky pozorovania oznace-
né ako outlier v predchadzajicich krokoch pouzitim dat (strednd hodnota a kova-

rianénd matica) z mnoziny ostatnych pozorovani, ktori si oznacime U. Pocitame:

v = (z;—m)S Nz —m) VigU

Tie pozorovania, pre ktoré plati, ze i ¢ U a v; < X;O_gg, priddme do mnoziny U.

Rozmer premennych p | 5 10 20
Hrani¢na hodnota 3, |4,1 6,9 108

Tabulka 1: Hraniéné hodnoty jednorozmernych projekcif

2.3.2 Vypocet projekénych smerov

Hlavny vypoctovy problém v aplikacii predchadzajiceho algoritmu je spojeny s urcenim

optimdlneho smeru d;. Tento vypocet mozeme uskutocnit dvoma sposobmi:
1. Aplikovanim modifikovanej verzie Newtonovej metody.

2. Ziskanim rieSenia priamo z prvych podmienok optimality, ktoré si rovnaké pre

maximaliza¢ni, aj minimaliza¢ni tlohu:

" NS .
13 (ay?) ) —22d =0
=1

dd=1

(2.3.1)
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Vynasobenim prvej rovnice vektorom d a dosadenim obmedzenia, dostaneme hod-

notu A. Vysledna podmienka potom vyzera takto:

(Z () y”)y@'> a=3 (ay) d (23.2)
i=1 i=1
7 predchadzajicej rovnice potom vyplyva, ze optimélne d bude jednotkovym

vlastnym vektorom matice:
n N2
M(d) =3 (dy?) sy (2.3.3)

Iteracni procediru na vypocet smeru d mozeme zapisat v nasledovnych krokoch:
1. Vyber podiatocného smeru, ktory spliia, ze ||do|| = 1

2. V iterdcii [ + 1 pocitame di,; ako jednotkovy vektor prishichajici k najvicse;

(resp. najmensej) vlastnej hodnote matice M (d;)

3. Iterdcie ukonc¢ime, ak ||di41 — di| < € a nastavime d; = dj44

V druhom kroku poc¢itame vlastny vektor prisluchdjici najvacsej vlastnej hodnote,
ak v algoritme v podkapitole 2.3.1 riesime v kroku 2b maximaliza¢ny problém. Ak
rieSime minimalizacny problém, ¢o zodpoveda kroku 3b, tak smer d pocitame ako
vlastny vektor matice M (d) prislichajici najmensej vlastnej hodnote. Po¢iatoény smer
ur¢ime na zdklade ¢lanku [5] ako hlavny komponent rozkladu kovarian¢énej matice nor-
malizovanych merani yfj ) / ||yz(])|| V pripade maximalizacie to bude najvacsi hlavny
komponent a v pripade minimalizécie najmensi. Ked Ze pozorovania st standardizované,
tak tieto smery su afinne invariantné.

Pri programovani algoritmu sme zistili, Ze optimalizacia v kroku 3b nekonverguje

pouzitim tejto druhej moznosti ziskania optimalneho smeru d;. Preto pri minimalizacii

pouzijeme Newtonovu metddu:
dis1 = dy — [Hf(d)]'V f(dy), (2.3.4)

kde H f(d;) je Hesidn a V f(d;) gradient tcelovej funkcie f(d) = 13" | (d'y;)*. Kedze

optimalizacné loha mé& ohranic¢enie d'd = 1, pouzijeme penaltovi funkciu na zdklade

knihy [6] a budeme minimalizovat fukciu:

F(d,r) = f(d) +r(d'd—1)* (2.3.5)
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Pridanie penaltovej funkcie ndm zabezpeéi, Ze dostaneme rieSenie, ktoré bude spliat
ohranicenie, ¢ize bude lezat na jednotkovej kruznici. Penaltovd funkcia mé potom na
kruznici nulovid hodnotu a mimo nej rychlo rastie. Optimalne rieSenie minimaliza¢ného

problému v kroku 3b ziskame itera¢nym procesom:
1. Vstup: dy, 9, k = 0, tolerancia €

2. Opakujeme nasledujice vypoéty kym (d'd — 1) > —e:
E=k+1
rr, = 10 % r,_q
Néjdeme optimélne dj Newtonovou metodou:
F(d,r) = 3 300, (d'ya)* + r(d'd — 1)%,
kde dy = dj_;

3. Vystup d; = di

Vystup d; predchadzajiceho iteracného algoritmu je optimalnym rieSenim mini-

maliza¢ného problému algoritmu v podkapitole 2.3.1 v kroku 3b.

Rozmer premennych p | 5 10 20
Hrani¢na hodnota k; | 0,98 0,95 0,92

Tabulka 2: Hrani¢né hodnoty jednorozmernych projekcii

2.3.3 Robustny odhad kovarianénej matice

Po aplikovani predchadzajiceho algoritmu v podkapitole 2.3.1 ziskame vzorku po-
zorovani o¢istenych od outlierov (mnozina U), z ktorej modzeme vypocitat robustny

odhad strednej hodnoty a kovariancénej matice:

1
= > (2.3.6)

S=—— Z (z; — m)(z; —m)’ (2.3.7)
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kde U je mnozina vsetkych pozorovani, ktoré nie si povazované za outlierov. |U| znaci
pocet pozorovani v tejto mnozine a k; je konstanta, ktord mé zabezpecit, Ze stopa
odhadnutej matice bude nevychylend. Hodnoty k4, ktoré st uvedené v tabulke 2 z4visia
od rozmeru premennych a boli vypocéitané simuliciami autormi élanku [5]. Dalsie hod-

noty vieme dopocitat linedrnou interpoléciou log k, na log p.
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3 Simulacie Monte Carlo

V tejto kapitole budeme skiimat vplyv outlierov na odhady ¢lenov rozkladu (1.2.2)
pomocou simuldcii, ktorych scendr pochddza z ¢lanku [2]. Najprv si vygenerujeme
skutoéni p x k maticu faktorovych nakladov L ~ N(0, %) a p X p diagonalnu maticu
Specifickych variancii W, ktorej prvky su z rovnomerného rozdelenia na intervale [0, 1].
Potom budeme simulovat mnozinu dat X ), kde s oznacuje simulované déta, podla
faktorového modelu, ku ktorému este pridame maticu Out, ktora vytvori z niektorych

merani outlierov:

X® = LF® 4@ 4 Out® (3.0.8)

Pre kazdé s generujeme k x n maticu faktorovych skére F(*) z N(0,1) a p x n maticu
Specifickych faktorov, ktorej prvky 52(-;) pochadzaji z N(0,;). Prvky matice Out st
vécsinou nulové az na n,,; hodnot. V kazdej simuldcii nahodne vyberieme n,,; merani
a pre kazdé toto meranie nahodne vyberieme jeden prvok, pre ktory vygenerujeme hod-
notu z normdlneho rozdelenia N(10, (0,05)?). Nésledne odhadneme faktorovy model,
ktorého vstupom bude kovarianénd matica simulovaného vektora pozorovani X ) pre
s =1,...,m. Pocet spolo¢nych faktorov k£ povazujeme pri odhadovani za zndme. Vystu-
pom odhadu bude matica faktorovych nakladov L) amatica specifickych variancif P®)
pre m = 1000 simuldcii. Tieto vysledky budeme porovndvat so skutoénymi ddtami.
Ked'Ze matica faktorovych nakladov nie je vzhladom na ortogonalne transformécie
urcend jednoznacne, tak namiesto nej vezmeme px p maticu A=) (i(s))’ a porovna-

me ju so skutoénou A=LL'. Pre tento tcel si vypoc¢itame strednu kvadraticki chybu:

MSE(a;j) —%§< a”)

kde agj) st prvky matice A®) a a;; prvky matice A pre i, j = 1, ..., p. Potom definujeme
priemer strednej kvadratickej chyby ako MSE(A) = # Doy 2y MSE(aij).
Podobne porovname druht odmocninu $pecifickych variancii z odhadu simulovanych

déat so skutocnymi hodnotami. Takze pocitame:

MSE(P; (\/PT \/w_J)

pre j = 1,...,p a definujeme priemer MSE ako MSE(P) = 1—1) ?:1 MSE(P;).
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Vysledkom simulécii budu krivky znézornujice priemernt stredni kvadraticki chybu
v zévislosti od podielu outlierov. Faktorovy model budeme odhadovat metédou maximadlne;j
vierohodnosti (MLE) a metédou hlavnych faktorov (PFA) na zdklade podkapitoly 1.3.2,
ktorého vychodiskom bude klasicky odhad kovarianénej matice a tri robustné odhady
(MCD, SM, OD) popisané v predchddzajicej kapitole.

Na vypocty sme pouzili Statisticky program R, ktory ponika mnozstvo napro-
gramovanych metéd. My sme vyuzili funkciu na odhad faktorovej analyzy metodou
maximalnej vierohodnosti (factanal(...)) a funkciu na MCD-odhad kovarianénej
matice (CovMcd(...)) z balika rrcov. Vstupom pre funkciu factanal je odhad ko-
varian¢nej matice, ale naprogramované je to tak, ze vysledkom je rozklad korelacnej

matice. KedZe nase skutoéné matice A a W st rozkladom kovarianénej matice, musime

(s)
()

si vysledky zo simuldcif transformovat. Kazdy prvok a,;’ matice A®) musime prendsobit
vyberovymi smerodajnymi odchylkami z dét S;S; a kazdy prvok P\*) vektora specifickych
varianci{ musime prendsobit druhou mocninou vyberovych smerodajnych odchylok z
dat 5]2 pre i,5 = 1,2,...,p. Metédu hlavnych faktorov sme si museli naprogramovat
a podla tedrie sme odhad robili tiez z korelacnej matice. To znamend, Zze klasicky
aj vSetky robustné odhady rozkladu kovarianc¢nej matice sme previedli na korelaé¢ni
maticu, odhadli sme faktorovy model a vyslednti maticu A®) a vektor $pecifickych
variancii P®) sme transformovali rovnako ako pri metéde maximélnej vierohodnosti,
aby sa rozklad rovnal rozkladu kovarianénej matici. Je to dolezité pre vzadjomné porov-
nanie so skutoénym rozkladom. Pri odhade faktorového modelu moze nastat, ze vietky
Specifické variancie v;, j = 1, ..., p nebudd kladné. Nazyva sa to Heywoodov pripad a
rieSenim je nahradenie zapornych hodnot nulou. Jednym z krokov metédy hlavnych fak-
torov je odhad vlastnych hodnot kovariancénej matice a nasledne vypocet ich prvych k
(pocet spoloénych faktorov) odmocnin pre odhad matice faktorovych ndkladov. Avsak
pocas nasich vypoctov nastal pripad, ked tychto k—1 vlastnych hodnot bolo zdpornych.
Prva vlastna hodnota je vzdy kladna, pretoze kovarianéna matica je kladne semidefinit-
na. V kazdej sade 1000 simuldcii ich ale nebolo viac ako 10 a tieto pripady sme z
vypoctov vyluéili, aby bol pocet spoloc¢nych faktorov vzdy rovnaky. Funkcie na vypocet
OD a SM-odhadu kovariancnej matice sme si taktiez naprogramovali podla teérie

predchadzajicej kapitoly. Dolezitym krokom algoritmu na OD-odhad kovariancne;j
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matice je urcenie optimélneho projekéného smeru, ktory je opisany v podkapitole 2.3.2.
V iteraciach s maximalizaciou sme optimalny smer vypocitali druhym sposobom ako
najvicsi vlastny vektor matice M(d), ktord je definovand vztahom (2.3.3). Pri mini-
malizécii sme pre zabezpecenie konvergencie pouzili Newtonovu metédu s penaltovou

funkciou.

3.1 Vysledky

V simuldcidch budeme generovat maticu X s rozmermi p = 5 a n = 100 a pocet
spolo¢nych faktorov & = 2. Robustnost odhadov rozkladu kovarianénej matice budeme
testovat na viacerych spdsoboch generovania outlierov. Na zdklade ¢ldnku [2] sme
simulovali data a odhadovali faktorovy model (3.0.8). Pre kazdé percento outlierov
s diferenciou 2% od 0% po 20% sa pocita m = 1000 simulécii a vysledkom je priemernd
hodnota strednej kvadratickej chyby. Vo funkcii na vypocet MCD-odhadu musime
zadat velkost podmnoziny, z ktorej sa bude pocitat odhad kovarianénej matice. Pri
maximalnom podiele 20% outlierov sme tito velkost na zdklade ¢ldnku [2] urcili na
3/4, aby sme mali zarucené, ze déta budd dostatocne ocistené od vsetkych chyb. R-ko
poskytuje viacero uvodnych nastaveni generatora nahodnych c¢isel. Pri dostatoénom
pocte simuldcii by ale vysledky pri roznych nastaveniach generatora mali byt skoro
rovnaké. Ked sa nase prvé vysledky radovo nepodobali s vysledkami z ¢lanku [2], zis-
tili sme, ze 1000 simulacii nie je dostatoény pocet na to, aby sa vysledky pri réznych
typoch generovania nahodnych ¢isel nelisili. Avsak vypocet celého programu je ¢asovo
narocny, preto sme sa rozhodli, Ze pocet simuldcii nebudeme zvySovat. Dolezité bude
porovnavat vzajomny vyvoj a trend kriviek strednej kvadratickej chyby pre jednotlivé
odhady kovarian¢énej matice. Pre ilustrdciu sme faktorovy model (3.0.8) odhadli pre
dva typy generovania ndhodnych ¢isel s 1000 simuléciami pre kazdé percento outlierov

a raz s 2000 simuldciami.

3.1.1 Vysledky 1

Na obrazku 1 a v tabulke 3 moZeme vidiet prvé ziskané vysledky pre 1000 simuldcii.

Struktira d'alsich obrazkov a tabuliek bude rovnaké, preto si teraz na zaciatku vysvetli-
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me, ¢o znazoriiuju. Na kazdom obrizku st dva grafy, pricom graf nalavo zndzoriuje
priemerné stredné kvadratické chyby (MSE.A) v zavislosti od percenta outlierov pre
maticu A = LL', kde L je matica faktorovych nékladov a napravo pre Specifické
variancie (MSE.P). Vypocet tychto strednych kvadratickych chyb sme si vysvetlili
na zaciatku tejto kapitoly. V oboch grafoch si krivky pre odhad faktorového modelu
metdédou maximélnej vierohodnosti (A.cl, A.med, A.sm, A.od a P.cl, P.med, P.sm,
P.od) a metédou hlavnych faktorov (A.clP, A.mcdP, A.smP, A.odP a P.clP, P.mcdP,
P.smP, P.odP) pre styri rozne odhady kovarianénej matice. V ich ndzvoch st uz
spomenuté skratky odhadov, pricom pre klasicky odhad kovarianénej matice sme si
zvolili skratku cl. V hornej ¢asti tabulky si konkrétne hodnoty pre faktorové néklady
a v spodnej casti pre Specifické variancie.

Vrafme sa teraz k prvym vysledkom. Vidime, Ze velkost M SE pre specifické varian-
cie je rddovo vyssia oproti M SFE pre faktorové néklady. Vysledky pre metédu hlavnych
faktorov su pre vsetky odhady kovarianénej matice lepsie, iba pre odhad pomocou
priestorového medianu (SM) st pre faktorové néklady rovnaké. MCD-odhad kova-
rianc¢nej matice je zndmy a je povazovany za velmi dobry robustny odhad, ale v grafe
pre faktorové naklady vidime, ze modra krivka, ktora predstavuje metédu hlavnych
faktorov z klasického odhadu kovarianénej matice, je pod ¢ervenou krivkou, ktora
zodpovedd metdde maximalnej vierohodnosti z MCD-odhadu kovariancnej matice.
Dovodom bude zrejme zadand velkost podmnoziny, z ktorej sa mé pocitat MCD-odhad.
Stanovili sme ho pevne pre vsetky generované percenta outlierov na 3/4. Pozitivnym
vysledkom je, ze nami programované funkcie na vypocet SM a OD-odhadu kova-
rian¢nej matice davaju pre faktorové nédklady v tomto prvom pripade generovania
outlierov lepsie vysledky. Avsak pre Specifické variancie je vyska strednej kvadraticke;j

chyby odhadu kovarianénej matice priestorového medidnu (SM) dost vysoka.

3.1.2 Vysledky 2

Obrazok 2 a tabulka 4 zodpovedaji rovnakym vypoctom ale s inym ivodnym nas-
tavenim generatora nahodnych ¢isel. KedZe rozsah osi je vidy pre jednotlivé grafy
rovnaky, hned vidime, Ze v tomto druhom pripade s kvadratické chyby niZsie. AZ na

jednu zmenu sa zachoval trend jednotlivych kriviek. V predchéadzajicom obrazku bola
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cervena krivka pre faktorové nédklady nad modrou, ale v tomto pripade sa priblizne
v strede pretinaju a cervend sa dostava pod modru. Znamena to, ze ak je v datach
viac ako 10% outlierov, tak odhad faktorového modelu metédou maximalnej viero-
hodnosti z MCD-odhadu kovarian¢nej matice je lepsi ako odhad metédou hlavnych
faktorov z klasického odhadu kovarianc¢nej matice. Tento vysledok viac podporuje
predpoklad, ze faktorové analyza vychadzajica z MCD-odhadu je vzdy lepsia ako
faktorova analyza vychadzajica z klasického odhadu kovarianénej matice. Dolezité je
spravne urcit percento outlierov v ddtach a ¢m viac sa priblizime ku skuto¢nosti, tak
vysledky by mali byt robustnejsie. Na obrazku 3 a v tabulke 5 st vysledky pre 2000
simulacii pre kazdé percento outlierov a skor sa podobaji nasim druhym vysledkom,
preto v d'alsich vypocétoch s inym vytvdranim outlierov budeme pouzivat rovnaky typ

generatora nahodnych ¢éisel.

3.1.3 Vysledky 3

Pri dalsom testovan{ sme sa rozhodli simulovat ddta podla rovnakého modelu (3.0.8),
ale zmenime maticu Out. Znova v kazdej simulacii ndhodne vyberieme n,,; merani, ale
pre kazdé meranie vygenerujeme namiesto jedného prvku vsetkych p prvkov z rozdele-
nia N(10, (0,05)?). Vysledky vypoctov si na obrazku 4 a v tabulke 6. Pri porovnani s
druhymi vysledkami z obrazku 2 vidime, Zze krivky pre robustné odhady kovarianc¢nej
matice sa v podstate nezmenili. Trochu sa iba zhorsili hodnoty MSE faktorovych
ndkladov OD-odhadu pri 20% outlierov. Tento druhy sposob generovania outlierov
negativnejsie ovplyvnil vysledky oboch metéd odhadu vychadzajucich z klasického
odhadu kovarian¢nej matice. Hoci je modra a cierna krivka pre sSpecifické variancie
dost nizko, pre faktorové ndklady stipaji ich hodnoty velmi vysoko. MoZzeme povedat,

ze aj v tomto pripade su pouzité robustné odhady kovarianc¢nej matice naozaj lepsie.

3.1.4 Vysledky 4

Dolezitym predpokladom faktorovej analyzy je normalita spolo¢nych faktorov a Specific-
kych faktorov, preto v nasledujucich troch vypoctoch tento predpoklad porusime. Déata
budeme generovat zo Studentovho rozdelenia, pretoze mé tazsie chvosty ako normélne

rozdelenie a tym je systematicky dany vznik outlierov. Cim je vyssf pocet stupiiov
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volnosti Studentovho rozdelenia, tym viac sa podobd normalnemu rozdeleniu. Podla
predpokladov ale zachovame vysku strednej hodnoty a disperzie. Matica Out uz nebude
vstupovat do modelu, ktory bude pri dalsich troch pripadoch generovania pozorovani
vyzerat takto:

X = LF® (3.1.1)

Maticu F®) a () budeme postupne vytvérat pre 33 az 3 stupne volnosti s diferenciou
3 a pre vSetky stupne volnosti po¢itame 1000 simuldcii. Data uzZ ale nebudeme gen-
erovat zo Studentovho rozdelenia s po¢tom stupiiov volnosti 1 a 2, pretoZe pre dané
parametre nie je definovand variancia rozdelenia. V prvom pripade budeme v kazdej
simuldcii generovat iba maticu ) zo Studentovho rozdelenia so strednou hodnotou
0 a rozptylom 9;, 7 = 1,2,...,p. Pre kazdé meranie generujeme p-rozmerny vektor zo

Studentovho rozdelenia podla definicie:

N((07 CU 70),7 Ip)
Q )
V df

kde df oznacuje pocet stupniov volnosti a I, p-rozmerni jednotkovi maticu. Takéto

Studenty ~

ddta maju potom varianciu rovnu df /(df — 2). Aby sme dosiahli, ze $pecifické faktory
budd mat disperziu ¢; pre j = 1,2, ..., p, musime ich predelit df/(df — 2) a vyndsobit
druhou odmocninou 9, pre j = 1,2, ...,p. Matica F®) bude z normalneho rozdelenia
podla predpokladov modelu. Tieto vysledky si na obrazku 5 a v tabulke 7. Na prvy
pohlad vidime, 7e krivky pre klasicky odhad kovarianénej matice nestipaju tak, ako v
predchadzajicich grafoch. Hodnoty strednej kvadratickej chyby pre metédu hlavnych
faktorov si opét nizsie ako pre metédu maximdlnej vierohodnosti. Pri nizkom pocte
stuptiov volnosti uz krivky pre §pecifické variancie zacinaji stiipat, ako aj modra a
¢ierna krivka pre faktorové ndklady. Takto vytvarané pozorovania teda pri nizkom
pocte stupiiov volnosti negativne ovplyvnili vetky odhady faktorového modelu. Ale
pozitivny vysledok vidime v tom, ze hodnoty strednej kvadratickej chyby pre faktorové
naklady stupaju iba pri klasickom odhade kovarian¢nej matice. V porovnani s grafmi
na obrazku 2 vidime, ze porusenie predpokladu normality Specifickych faktorov nema

taky vyznamny vplyv na kvalitu odhadu ako pri generovani dat podla modelu (3.0.8).
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3.1.5 Vysledky 5

Na obrézku 6 a v tabulke 8 st vysledky pre dita podla modelu (3.1.1), kde matica (%)
je v kazdej simulacii generovand z normalneho rozdelenia s rovnakymi parametrami ako
doteraz a matica F'® je zo Studentovho rozdelenia so strednou hodnotou 0 a disperziou
1. Takéto porusenie predpokladu faktorového modelu vyrazne neovplyvni jeho odhad.
Vsetky krivky su skoro vodorovne. Dokonca najnizsie chyby mé metéda hlavnych fak-
torov z klasického odhadu kovariancnej matice. Z predchadzajicich dvoch vysledkov
by sme mohli povedat, Ze volba odhadu kovarianénej matice nemé zdsadny vplyv na
faktorovii analyzu, ked st spoloéné faktory alebo Specifické faktory zo Studentovho

rozdelenia.

3.1.6 Vysledky 6

Nakoniec budeme generovat zo Studentovho rozdelenia maticu F) aj maticu e®.
Parametre rozdelenia zostdvaju rovnaké. Hodnoty MSE pre tieto pozorovania su na
obrazku 7 a v tabulke 9. Vidime tu podobnost s grafmi na obrazku 5, ktory prislicha
dédtam simulovanym podla modelu 3.1.1, kde $pecifické faktory si zo Studentovho
rozdelenia. Pri nizkom pocte stupniov volnosti sa znova zhorsuje odhad Specifickych

variancii pre vSetky odhady kovariancnej matice.

3.1.7 Vysledky 7

V predposlednom pripade budeme simulovat déta opét podla modelu (3.1.1), ale zame-
riame sa na maticu L a vypoé¢itame si este novii maticu L=L+0, 5. Niekolko ndhodnych
merani matice X bude potom generovanych pomocou tejto novej matice L. Predpok-
laddame, ze tymto sposobom vytvorime v datach outlierov. Pocet simulacii zostava
rovnaky, kde ndhodne vybranych odlisne poc¢itanych stipcov matice X bude od 0 po
20 s diferenciou 2. Tieto vysledky mozeme vidiet na obrdzku 8 a v tabulke 10. Odhady
vSetkych robustnych metod nevykazuju vysoké chyby ako v ostatnych testoch. Kla-
sicky odhad kovariancnej matice sice nedopadol az tak zle, ako v druhych vysledkoch,
ale prislusné krivky rastu rychlejsie ako ostatné. Plati to ale iba pre stredné kvadra-

tické chyby faktorovych nékladov. Zaujimave je, ze takéto generovanie chyb v datach
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neovplyvnilo vyrazne odhad specifickych variancii ani pre klasicky odhad kovariané¢ne;j

matice v porovanani s ostatnymi pripadmi.

3.1.8 Vysledky 8

Vratme sa k modelu (3.0.8) s maticou Out, kde jeden ndhodne vybrany prvok pre
kazdé 7 n,,; nadhodne zvolenych merani bude z rozdelenia N(10, (0,05)?). Pre MCD-
odhad kovariancénej matice je dolezité spravne urcit velkost podmnoziny dat, ktord
by uz nemala mat outlierov. Doteraz sme odhadovali s hodnotou 3/4 a v simuldciach
sme mali maximélne 20% outlierov. Grafy na obrazku 9, ku ktorym prislicha tabulka
11, zobrazuju krivky pre data az s 30% outlierov, pricom parametre pre vypocet
MCD-odhadu zostali nezmenené, teda uvazujeme, ze v datach je najviac 25% zlych
pozorovani. Vsetky krivky okrem ¢ervenej a zelenej v oboch grafoch v porovnani s
obrazkom 4 zostali priblizne rovnaké. Po prekroceni hranice 25% sa vysledky fak-
torového modelu z MCD-odhadu kovariancnej matice vyznamne zhorsili, ale na zvysné
dva robustné odhady to nemalo negativny vplyv. Takze ak nepozname hornt hranicu
podielu outlierov v détach a odhadneme ho na menej ako je skutoénost, tak vysledky

st ovela horsie ako pri OD a SM-odhade.
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Obr. 1: Graf pre vysledky z podkapitoly 3.1.1 na strane 26
% outlierov A.cl AclP | Amcd | AmedP | Assm | AssmP | A.od | A.odP
0% 0,019 | 0,005 | 0,025 0,007 | 0,017 | 0,017 | 0,020 | 0,009
2% 0,053 | 0,009 0,025 0,007 0,017 0,017 0,020 | 0,009
4% 0,100 | 0,013 0,026 0,007 0,017 0,017 0,020 | 0,009
6% 0,161 | 0,016 0,029 0,008 0,017 0,017 0,020 | 0,009
8% 0,231 | 0,019 0,030 0,008 0,017 0,017 0,021 0,009
10% 0,316 | 0,022 0,032 0,009 0,017 0,017 0,021 0,009
12% 0,438 | 0,025 0,035 0,009 0,017 0,017 0,021 0,009
14% 0,587 | 0,029 | 0,036 0,010 | 0,017 | 0,017 | 0,021 | 0,009
16% 0,672 | 0,033 0,039 0,010 0,017 0,017 0,022 | 0,009
18% 0,966 | 0,038 0,041 0,010 0,017 0,017 0,022 | 0,009
20% 1,215 | 0,044 0,043 0,011 0,017 0,017 0,023 | 0,009
% outlierov P.cl P.clP | Pmcd | PmcdP | Psm | PsmP | P.od | P.odP
0% 0,077 | 0,008 0,087 0,010 0,480 0,462 0,116 | 0,025
2% 0,180 | 0,125 0,084 0,010 0,479 0,460 0,114 | 0,023
4% 0,308 | 0,274 0,081 0,011 0,477 0,458 0,114 | 0,023
6% 0,453 | 0,446 0,087 0,012 0,476 0,456 0,113 | 0,022
8% 0,592 | 0,627 | 0,085 0,013 | 0,473 | 0,454 | 0,109 | 0,021
10% 0,749 | 0,824 0,086 0,015 0,472 0,452 0,110 | 0,020
12% 0,908 | 1,039 0,090 0,017 0,470 0,449 0,106 | 0,019
14% 1,056 | 1,249 0,087 0,019 0,469 0,447 0,107 | 0,019
16% 1,249 | 1,470 0,091 0,021 0,466 0,444 0,106 | 0,018
18% 1,393 | 1,699 0,091 0,024 0,463 0,441 0,103 | 0,017
20% 1,528 | 1,917 | 0,090 0,027 | 0,460 | 0,438 | 0,102 | 0,016

Tabulka 3: Vysledky pre priemer MSE z podkapitoly 3.1.1
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Obr. 2: Graf pre vysledky z podkapitoly 3.1.2 na strane 27 pre 1000 simulacii

% outlierov | A.cl | AcclP | Amed | AmedP | Assm | AsmP | Aod | A.odP
0% 0,007 | 0,001 0,009 0,002 0,002 0,002 0,007 | 0,002
2% 0,037 | 0,004 0,010 0,002 0,002 0,002 0,008 | 0,002
4% 0,075 | 0,006 0,010 0,002 0,002 0,002 0,008 | 0,003
6% 0,125 | 0,008 0,011 0,002 0,002 0,002 0,008 | 0,002
8% 0,187 | 0,01 0,011 0,002 0,002 0,002 0,008 | 0,003
10% 0,291 | 0,011 0,012 0,002 0,002 0,002 0,008 | 0,002
12% 0,410 | 0,014 0,012 0,003 0,002 0,002 0,008 | 0,002
14% 0,574 | 0,016 0,013 0,003 0,002 0,002 0,008 | 0,003
16% 0,762 | 0,020 0,015 0,003 0,002 0,002 0,009 | 0,003
18% 1,017 | 0,024 0,015 0,003 0,002 0,002 0,009 | 0,003
20% 1,412 | 0,028 0,016 0,003 0,002 0,002 0,009 | 0,003

% outlierov P.cl P.clP | Pmecd | PmcdP | Psm | P.smP P.od P.odP
0% 0,045 | 0,004 0,052 0,005 0,289 0,278 0,077 | 0,015
2% 0,173 | 0,147 0,055 0,005 0,289 0,277 | 0,076 | 0,014
4% 0,331 | 0,326 0,052 0,005 0,288 0,276 0,077 | 0,015
6% 0,490 | 0,526 0,051 0,006 0,287 | 0,274 0,072 | 0,013
8% 0,658 | 0,741 0,051 0,006 0,287 | 0,273 0,075 | 0,013
10% 0,812 | 0,965 0,052 0,007 0,285 0,272 0,073 | 0,012
12% 0,987 | 1,205 0,049 0,008 0,283 0,270 0,072 | 0,012
14% 1,141 | 1,449 0,052 0,009 0,283 0,269 0,073 | 0,012
16% 1,294 | 1,690 0,056 0,011 0,282 0,267 | 0,071 | 0,011
18% 1,442 | 1,942 0,055 0,012 0,28 0,266 0,07 0,010
20% 1,531 | 2,193 0,057 0,014 0,279 0,264 0,071 | 0,010

Tabulka 4: Vysledky pre priemer MSE z podkapitoly 3.1.2 pre 1000 simuldcii
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Obr. 3: Graf pre vysledky z podkapitoly 3.1.2 na strane 27 pre 2000 simulécii

% outlierov | A.cl | AclP | Amed | AmedP | Asm | AsmP | Aod | A.odP
0% 0,007 | 0,001 0,009 0,002 0,002 0,002 0,007 0,002
2% 0,036 | 0,004 | 0,010 0,002 0,002 | 0,002 | 0,007 | 0,002
4% 0,077 | 0,006 | 0,010 0,002 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,003
6% 0,126 | 0,008 | 0,011 0,002 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,003
8% 0,202 | 0,010 | 0,012 0,002 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,003
10% 0,282 | 0,012 | 0,012 0,002 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,003
12% 0,416 | 0,014 | 0,013 0,003 | 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,003
14% 0,579 | 0,017 | 0,013 0,003 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,003
16% 0,768 | 0,020 | 0,015 0,003 0,002 | 0,002 | 0,009 | 0,003
18% 1,006 | 0,023 | 0,015 0,003 0,002 | 0,002 | 0,009 | 0,003
20% 1,411 | 0,029 | 0,016 0,003 0,002 | 0,002 | 0,009 | 0,003

% outlierov | P.cl P.clP | Pmcd | PmedP | Psm | PsmP | Pod | P.odP
0% 0,044 | 0,004 | 0,053 0,005 0,29 0,278 | 0,077 | 0,015
2% 0,177 | 0,147 | 0,053 0,005 0,289 | 0,277 | 0,074 | 0,015
4% 0,325 | 0,327 | 0,052 0,005 0,288 | 0,276 | 0,075 | 0,014
6% 0,487 | 0,524 | 0,054 0,006 | 0,287 | 0,274 | 0,074 | 0,014
8% 0,647 | 0,741 0,054 0,007 0,286 | 0,273 | 0,074 | 0,013
10% 0,82 | 0,968 | 0,053 0,007 0,285 | 0,272 | 0,073 | 0,012
12% 0,982 | 1,207 | 0,053 0,008 0,284 | 0,270 | 0,072 | 0,012
14% 1,134 | 1,443 | 0,052 0,009 0,283 | 0,269 | 0,070 | 0,012
16% 1,293 | 1,695 | 0,055 0,01 0,282 | 0,267 | 0,072 | 0,011
18% 1,435 | 1,938 | 0,054 0,012 0,281 | 0,266 | 0,069 | 0,010
20% 1,528 | 2,187 | 0,055 0,013 | 0,279 | 0,264 | 0,068 | 0,010

Tabulka 5: Vysledky pre priemer MSE z podkapitoly 3.1.2 pre 2000 simulécii
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Obr. 4: Graf pre vysledky z podkapitoly 3.1.3 na strane 28
% outlierov A.cl A.clP Amcd | AmcdP | Assm | AsmP | A.od | A.odP
0% 0,007 0,001 | 0,009 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,007 | 0,002
2% 3,954 3,849 0,01 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003
4% 15,088 14,877 0,01 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003
6% 32,559 32,267 0,011 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003
8% 55454 | 55,062 | 0,012 | 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,003
10% 82,768 | 82,313 | 0,012 | 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,003
12% 113,868 | 113,316 | 0,012 | 0,003 | 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,003
14% 148,074 | 147,46 | 0,013 0,003 | 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,002
16% 184,326 | 183,663 0,015 0,003 0,002 0,002 0,009 0,003
18% 222,154 | 221,401 0,015 0,003 0,002 0,002 0,009 0,003
20% 261,402 | 260,627 0,017 0,003 0,002 0,002 0,029 0,022
% outlierov P.cl P.clP Pmcd | PmcdP | Psm | PsmP | Pod | P.odP
0% 0,045 0,004 0,052 0,005 0,289 0,278 0,077 0,015
2% 0,030 0,011 0,051 0,005 0,29 0,277 0,077 0,015
4% 0,025 0,011 | 0,051 0,005 | 029 | 0275 | 0,075 | 0,014
6% 0,024 0,011 | 0,052 | 0006 | 028 | 0274 | 0,075 | 0,014
8% 0,023 0,011 | 0,055 0,006 | 0,288 | 0,273 | 0,072 | 0,013
10% 0,021 0,011 0,054 0,007 0,286 0,272 0,075 0,013
12% 0,020 0,011 0,052 0,008 0,285 0,271 0,073 0,012
14% 0,019 0,011 0,054 0,009 0,283 0,27 0,068 0,011
16% 0,018 0,011 0,055 0,010 0,282 0,269 0,073 0,011
18% 0,018 0,011 | 0,055 | 0012 | 0281 | 0,268 | 0,071 | 0,011
20% 0,017 0,011 | 0,059 0,013 | 0,280 | 0,267 | 0,069 | 0,010

Tabulka 6: Vysledky pre priemer MSE z podkapitoly 3.1.3
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Obr. 5: Graf pre vysledky z podkapitoly 3.1.4 na strane 28
Stupne volnosti | A.cl | A.clP | Amed | AmedP | Assm | AsmP | A.od | A.odP
33 0,006 | 0,001 0,007 0,002 0,002 0,002 | 0,006 | 0,002
30 0,006 | 0,001 0,008 0,002 0,002 0,002 | 0,006 | 0,002
27 0,006 | 0,001 0,007 0,002 0,002 0,002 | 0,005 | 0,002
24 0,005 | 0,001 0,007 0,002 0,002 0,002 | 0,005 | 0,002
21 0,005 | 0,001 0,007 0,002 0,002 0,002 | 0,005 | 0,002
18 0,005 | 0,001 0,007 0,002 0,002 0,002 | 0,005 | 0,002
15 0,005 | 0,001 0,006 0,002 0,002 0,002 | 0,004 | 0,002
12 0,005 | 0,001 0,006 0,002 0,002 0,002 | 0,004 | 0,002
9 0,004 | 0,001 0,004 0,001 0,002 0,002 | 0,003 | 0,001
6 0,004 | 0,001 0,003 0,001 0,002 0,002 | 0,002 | 0,001
3 0,010 | 0,009 0,001 0,000 0,002 0,002 | 0,000 | 0,000
Stupne volnosti P.cl P.clP | Pmcd | P.mcdP P.sm | P.smP P.od P.odP
33 0,044 | 0,004 0,050 0,005 0,292 0,281 0,077 | 0,021
30 0,047 | 0,005 0,053 0,006 0,292 0,282 0,08 0,022
27 0,045 | 0,004 0,049 0,006 0,292 0,282 | 0,078 | 0,022
24 0,042 | 0,005 0,047 0,006 0,292 0,282 | 0,079 | 0,023
21 0,043 | 0,005 0,052 0,006 0,293 0,283 | 0,084 | 0,025
18 0,044 | 0,005 0,055 0,007 0,294 | 0,284 | 0,085 | 0,027
15 0,046 | 0,006 0,052 0,008 0,295 0,285 | 0,084 | 0,030
12 0,044 | 0,007 0,053 0,010 0,296 0,287 | 0,086 | 0,034
9 0,050 | 0,010 0,053 0,014 0,298 0,29 0,091 | 0,043
6 0,055 | 0,018 0,061 0,028 0,303 0,296 | 0,104 | 0,064
3 0,108 | 0,079 0,137 0,121 0,319 0,317 | 0,180 | 0,165

Tabulka 7: Vysledky pre priemer MSE z podkapitoly 3.1.4
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.1.5 na strane 30

Stupne volnosti A.cl AclP | Amcd | AmcdP | Assm | A.smP | A.od | A.odP
33 0,007 | 0,001 0,010 0,002 0,002 0,002 | 0,007 | 0,002
30 0,007 | 0,001 0,010 0,002 0,002 0,002 | 0,007 | 0,003
27 0,007 | 0,001 | 0,010 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,007 | 0,002
24 0,007 | 0,001 0,009 0,002 0,002 0,002 | 0,008 | 0,002
21 0,007 | 0,001 0,009 0,002 0,002 0,002 | 0,008 | 0,002
18 0,008 | 0,001 0,009 0,002 0,002 0,002 | 0,008 | 0,003
15 0,007 | 0,001 0,009 0,002 0,002 0,002 | 0,007 | 0,003
12 0,007 | 0,001 0,010 0,002 0,002 0,002 | 0,008 | 0,003
9 0,007 | 0,001 0,010 0,002 0,002 0,002 | 0,007 | 0,002
6 0,008 | 0,002 | 0,01 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,003
3 0,009 | 0,002 0,011 0,003 0,002 0,002 | 0,008 | 0,003

Stupne volnosti P.cl P.clP | Pmecd | PmcdP | Psm | P.smP P.od | P.odP
33 0,047 | 0,004 0,056 0,005 0,290 | 0,278 | 0,077 | 0,015
30 0,048 | 0,004 0,056 0,004 0,290 | 0,278 | 0,077 | 0,015
27 0,046 | 0,004 0,056 0,004 0,290 | 0,278 | 0,074 | 0,014
24 0,045 | 0,004 0,054 0,004 0,290 | 0,278 | 0,078 | 0,015
21 0,046 | 0,004 0,053 0,004 0,291 0,278 | 0,078 | 0,015
18 0,049 | 0,004 0,055 0,004 0,291 0,278 | 0,079 | 0,015
15 0,046 | 0,003 | 0,052 0,004 | 0,290 | 0278 | 0,077 | 0,015
12 0,047 | 0,003 0,059 0,004 0,290 | 0,278 | 0,083 | 0,015
9 0,050 | 0,003 0,059 0,004 0,291 0,279 0,08 0,016
6 0,054 | 0,003 0,058 0,004 0,292 0,279 | 0,085 | 0,016
3 0,060 | 0,003 0,069 0,003 0,293 0,280 | 0,089 | 0,017

Tabulka 8: Vysledky pre priemer MSE z podkapitoly 3.1.5
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Obr. 7: Graf pre vysledky z podkapitoly 3.1.6 na strane 30

Stupne volnosti | A.cl | A.clP | Amed | AmedP | Assm | AsmP | A.od | A.odP

33 0,006 | 0,001 | 0,008 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,006 | 0,002
30 0,006 | 0,001 | 0,008 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,006 | 0,002
27 0,006 | 0,001 | 0,007 | 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,006 | 0,002
24 0,006 | 0,001 | 0,007 | 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,006 | 0,002
21 0,006 | 0,001 | 0,007 | 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,005 | 0,002
18 0,006 | 0,001 | 0,007 | 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,005 | 0,002
15 0,006 | 0,001 | 0,006 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,005 | 0,002
12 0,005 | 0,001 | 0,006 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,004 | 0,002
9 0,004 | 0,001 | 0,005 0,001 | 0,002 | 0,002 | 0,003 | 0,002
6 0,004 | 0,001 | 0,003 0,001 | 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,001
3 0,004 | 0,003 | 0,002 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,002

Stupne volnosti P.cl P.clP | Pmcd | P.mcdP P.sm | P.smP P.od P.odP

33 0,046 | 0,004 | 0,053 0,005 | 0,292 | 0,281 | 0,081 | 0,021
30 0,048 | 0,004 | 0,053 0,005 | 0,293 | 0,282 | 0,08 | 0,022
27 0,047 | 0,004 | 0,053 0,005 | 0,293 | 0,282 | 0,079 | 0,022
24 0,049 | 0,004 | 0,054 | 0,006 | 0293 | 0,283 | 0,084 | 0,024
21 0,047 | 0,005 | 0,056 0,006 | 0,294 | 0,283 | 0,085 | 0,025
18 0,049 | 0,005 | 0,056 0,007 | 0,295 | 0,284 | 0,087 | 0,027
15 0,051 | 0,006 | 0,055 0,007 | 0,296 | 0,285 | 0,087 | 0,029
12 0,052 | 0,007 | 0,059 0,009 | 0,297 | 0,287 | 0,092 | 0,034
9 0,055 | 0,010 | 0,062 0,014 | 0,300 | 0,290 | 0,096 | 0,043
6 0,067 | 0,018 | 0,076 0,027 | 0,305 | 0,297 | 0,115 | 0,065
3 0,131 | 0,086 | 0,160 0,125 | 0,324 | 0,320 | 0,201 | 0,170

Tabulka 9: Vysledky pre priemer MSE z podkapitoly 3.1.6
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Obr. 8: Graf pre vysledky z podkapitoly 3.1.7 na strane 30

% outlierov A.cl AclP | Amcd | AmedP | Assm | AssmP | A.od | A.odP

0 0,007 | 0,001 | 0,009 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,007 | 0,002

2 0,009 | 0,002 | 0,010 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,007 | 0,003
4 0,01 | 0,002 | 0,010 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,003
6 0,012 | 0,003 | 0,011 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,003
8 0,013 | 0,004 | 0,011 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,003
10 0,014 | 0,005 | 0,012 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,003
12 0,015 | 0,006 | 0,013 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,003
14 0,017 | 0,007 | 0,013 0,003 | 0,002 | 0,002 | 0,009 | 0,003
16 0,018 | 0,009 | 0,014 | 0,003 | 0,002 | 0,002 | 0,009 | 0,003
18 0,020 | 0,010 | 0,015 0,003 | 0,002 | 0,002 | 0,009 | 0,003
20 0,023 | 0,012 | 0,015 0,003 | 0,002 | 0,002 | 0,009 | 0,003

% outlierov P.cl P.clP P.mcd P.mcdP P.sm P.smP P.od P.odP

0 0,045 | 0,004 0,052 0,005 0,289 0,278 0,077 | 0,015

2 0,054 | 0,004 | 0,053 0,005 | 029 | 0,278 | 0,075 | 0,015
4 0,057 | 0,005 | 0,053 0,005 | 029 | 0,277 | 0,078 | 0,015
6 0,06 | 0,006 | 0,058 0,005 | 029 | 0,277 | 0,074 | 0,014
8 0,058 | 0,006 | 0,055 0,006 | 0,291 | 0,277 | 0,076 | 0,014
10 0,056 | 0,006 | 0,059 0,006 | 029 | 0276 | 0,074 | 0,014
12 0,052 | 0,007 | 0,062 0,006 | 0,291 | 0,276 | 0,077 | 0,014
14 0,051 | 0,007 | 0,061 0,006 | 0,291 | 0,276 | 0,078 | 0,013
16 0,048 | 0,007 | 0,062 0,007 | 029 | 0,276 | 0,08 | 0,013
18 0,049 | 0,007 | 0,066 0,007 | 029 | 0,275 | 0,078 | 0,013
20 0,045 | 0,007 | 0,064 | 0,008 | 0291 | 0,275 | 0,078 | 0,012

Tabulka 10: Vysledky pre priemer MSE z podkapitoly 3.1.7
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Obr. 9: Graf pre vysledky z podkapitoly 3.1.8 na strane 31

% outlierov A.cl A.clP | Amcd | AmcdP | Asm | AsmP | A.od | A.odP

0 0,007 | 0,001 | 0,009 | 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,007 | 0,002
3 0,053 | 0,005 | 0,01 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,002
6 0,126 | 0,008 | 0,01 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,003
9 0,252 | 0,011 | 0,011 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,003
12 0,411 | 0,014 | 0,013 | 0,003 | 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,003
15 0,645 | 0,018 | 0,014 | 0,003 | 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,002
18 1,024 | 0,023 | 0,016 | 0,003 | 0,002 | 0,002 | 0,008 | 0,003
21 1,548 | 0,032 | 0,017 | 0,003 | 0,002 | 0,002 | 0,009 | 0,003
24 2,153 | 0,042 | 0,018 | 0,004 | 0,002 | 0,002 | 0,009 | 0,003
27 2,991 | 0,056 | 0,04 0,006 | 0,002 | 0,002 | 0,009 | 0,003
30 3,811 | 0,077 | 1,105 | 0,123 | 0,002 | 0,002 | 0,01 | 0,003

% outlierov P.cl P.clP P.mcd P.mcdP P.sm P.smP P.od P.odP

0 0,045 | 0,004 | 0,052 0,005 | 0,289 | 0,278 | 0,077 | 0,015
3 0,254 | 0,233 | 0,05 0,005 | 0,288 | 0,276 | 0,075 | 0,015
6 0,486 | 0,525 | 0,05 0,006 | 0,287 | 0,275 | 0,075 | 0,014
9 0,734 | 0,855 | 0,051 0,007 | 0,286 | 0,273 | 0,074 | 0,013
12 0,985 | 1,204 | 0,054 0,008 | 0,284 | 027 | 0,071 | 0,012
15 1,229 | 1,573 | 0,056 0,01 0,282 | 0,268 | 0,068 | 0,011
18 1,425 | 1,941 | 0,057 0,012 | 0,281 | 0,266 | 0,068 | 0,011
21 1,605 | 2,317 | 0,057 0,014 | 0,279 | 0,263 | 0,068 | 0,01
24 1,754 | 2,684 | 0,059 0,018 | 0,276 | 0,261 | 0,066 | 0,009
27 1,892 | 3,053 | 0,099 0,063 | 0,274 | 0,257 | 0,063 | 0,008
30 2,051 | 3,415 | 1,109 1,256 | 0,272 | 0,254 | 0,067 | 0,008

Tabulka 11: Vysledky pre priemer MSE z podkapitoly 3.1.8
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Zaver

Pri vytvarani a odhadovani roznych matematickych modelov alebo pri testovani hy-
potéz v Statistike je dolezité, aby data, s ktorymi pracujeme spfﬁali predpoklady a
neobsahovali outlierov. Ak to tak nie je, mali by sme pouzivat také metddy, ktoré
dokdzu minimalizovat vplyv outlierov na vysledky. Kedze je vo faktorovej analyze
velmi dolezity odhad kovarianénej matice, zamerali sme sa na robustné met6dy, pomo-
cou ktorych ziskame kvalitny odhad rozkladu kovariancnej matice aj z dat, ktoré ob-
sahuju outlierov. Prva najzndmejsia metéda (MCD), ktora je zalozend na minimalnom
determinante kovarianénej matice, potrebuje ako vstup velkost podmnoziny, z ktorej sa
bude poéitat odhad. Metéda vyuzivajica normalne rozdelenie priestorového medidnu sa
iteracne snazi ziskat ¢o najlepsi odhad z celej mnoziny dat. Poslednd metéda odhadu
(OD) sa takisto snaz{ ndjst podmnozinu dat, ktoré budi ocistené od outlierov. Od
MCD-odhadu sa lisi tym, ze vstupom pre tito metédu je iba mnozina povodnych dat.
Pocet outlierov si iteracne tento algoritmus uréi sam a nésledne vytvori podmnozinu
dat, z ktorej pocitame odhad kovarian¢nej matice.

Vysledky testovania metdd uvadzame v tretej kapitole. Zvolili sme si viacero sposo-
bov generovania outlierov, ako aj porusenie predpokladu normality. Druhé a stvrté
vysledky (grafy na obrazku 2 a 4) zndzornuju podobny typ vytvérania outlierov.
Najlepsie, ¢ize najnizsie hodnoty strednych kvadratickych chyb (MSE), ktoré krivky
znazornuju, su pre metodu hlavnych faktorov z MCD a OD-odhadu kovariancnej ma-
tice. Ked sme spolocné a $pecifické faktory simulovali zo studentovho rozdelenia, ktoré
mé tazké chvosty, vSetky sposoby odhadu faktorového modelu dédvali priblizne rov-
naké vysledky. Pre jednotlivé odhady kovariancnej matice je vzdy lepsi odhad metodou
hlavnych faktorov, ¢o sme aj ocakdvali, ked Ze predpokladom metédy maximalnej viero-
hodnosti je normalita dat. V jednom pripade sme pre niektoré pozorovania posunuli
maticu faktorovych ndkladov o 0,5, ¢fm sme sa inym sposobom snazili vytvorit out-
lierov. Tieto vysledky ukazuju, ze na odhad Specifickych variancii to nemalo vyrazny
vplyv. Odhad faktorovych ndkladov je najmenej presny pre klasicky odhad kovar-
iancnej matice. V poslednych vysledkoch (obrédzok 9) sme testovali aky vplyv mé

spravne zadanie velkosti h-podmnoziny, ktord by uz nemala obsahovat outlierov. V
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predchédzajicich vypoctoch sa velkost tejto podmnoziny rovna 3/4 a v datach bolo
20% outlierov, ale v tomto pripade generujeme az 30% outlierov. Z vysledkov vidime,
ze hodnoty MSE pre MCD-odhad kovarian¢nej matice po prekroceni 25% outlierov
prudko stipaju, pricom ostatné krivky zachovavaju svoj trend.

Cielom préace bolo pouzit nové postupy a zlepsit odhad faktorovej analyzy. Ukézali
sme, ze nami pouzité robustné metédy na odhad faktorovej analyzy davaji v niektorych
pripadoch ovela lepsie vysledky. DoleZité je, aby sme poznali ddta, s ktorymi pracujeme

a vedeli spravne urcit, aké metédy je najlepsie pouzit.
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