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BRATISLAVA 2013



23426112

Univerzita Komenského v Bratislave
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

ZADANIE ZÁVEREČNEJ PRÁCE 

Meno a priezvisko študenta: Bc. Zuzana Kuižová
Študijný program: ekonomická a finančná matematika (Jednoodborové

štúdium, magisterský II. st., denná forma)
Študijný odbor: 9.1.9. aplikovaná matematika
Typ záverečnej práce: diplomová
Jazyk záverečnej práce: slovenský

Názov: Robustné metódy vo faktorovej analýze.

Cieľ: Faktorová analýza patrí k pokročilejším oblastiam štatistiky. Úlohou študenta
bude zoznámiť sa s menej tradičnými postupmi, ktoré sa tam v poslednej dobe
používajú, a porovnať ich správanie (najmä pomocou simuláci).

Vedúci: Mgr. Ján Somorčík, PhD.
Katedra: FMFI.KAMŠ - Katedra aplikovanej matematiky a štatistiky

Dátum zadania: 25.01.2012

Dátum schválenia: 26.01.2012 prof. RNDr. Daniel Ševčovič, CSc.
garant študijného programu

študent vedúci práce
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Abstrakt

Táto diplomová práca sa zaoberá faktorovou analýzou, ktorá sa použ́ıva na zjednodu-

šenie štatistických analýz a troma robustnými metódami na odhad kovariančnej ma-

tice. Ak je pôvodný počet premenných vysoký a existuje medzi nimi lineárna závislost’,

tak pomocou faktorovej analýzy môžeme źıskat’ menš́ı počet nových nezávislých pre-

menných. Avšak ak pôvodné dáta obsahujú outlierov alebo nesṕlňajú predpoklady

modelu faktorovej analýzy, tak odhad faktorového modelu nemuśı byt’ správny. Jeho

najdôležiteǰśım krokom je odhad kovariančnej matice, preto ju v tejto práci budeme

odhadovat’ pomocou robustných metód a vzniknuté odhady faktorového modelu navzá-

jom porovnávat’. Našim ciel’om je ukázat’, že existujú metódy, ktoré sú odolné voči

vplyvu outlierov.

Kl’́učové slová: Faktorová analýza, Kovariančná matica, Robustné metódy



Abstract

This Master´s thesis deals with the Factor Analysis, which is useful for simplifi-

cation of statistical analyses and it also deals with three robust methods to estimate

covariance matrices. As long as the original number of variables is high and there is

a linear dependance it is possible to obtain smaller number of new independent va-

riables. However, if the data contain outliers or they do not satisfy the assumptions of

factor model then the estimation of the factor model may not be correct. The most

important step is to estimate the covariance matrix therefore we use robust methods

to do it. Subsequently we compare these robust methods to each other. Our aim is to

point out the existence of methods that can resist the effect of outliers.

Keywords: Factor analysis, Covariance matrix, Robust methods
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Úvod

Faktorová analýza je viacrozmerná metóda, ktorej ciel’om je aproximovat’ pozorova-

nia lineárnou kombináciou menšieho počtu nepozorovatel’ných premenných. Snaž́ı sa

odhalit’ skryté vzt’ahy medzi pôvodnými premennými a jej výsledkom by mal byt’ menš́ı

počet nezávislých premenných, ktoré budú zachovávat’ podstatnú čast’ informácie. Výs-

ledky faktorového modelu závisia od kvality odhadu kovariančnej, resp. korelačnej ma-

tice pôvodných premenných. Pŕıtomnost’ outlierov v dátach môže l’ubovol’ne zmenit’

hodnoty odhadov strednej hodnoty a kovariancie, ktoré sú potrebné pri mnohých

štatistických analýzach. Odhalenie outlierov vo viacrozmerných dátových súboroch je

považovaný za dôležitý a t’ažký problém v inžinierskych vedných odboroch, ako aj v

ekonómii a financiách. Aj pri źıskańı viacnásobných merańı je vždy možný vznik zh-

lukov outlierov. Častokrát reálne dáta nesṕlňajú ani predpoklady o rozdeleńı. Preto

sa budeme v tejto práci snažit’ nájst’ robustné metódy na odhad kovariančnej matice,

ktoré budú odolné voči outlierom i voči porušeniu predpokladov.

V prvej kapitole si oṕı̌seme faktorový model, jeho základné prinćıpy a predpo-

klady. Vysvetĺıme si kl’́učové pojmy v tejto oblasti štatistiky, ktoré budeme použ́ıvat’

v celej práci. Samotné výpočty faktorovej analýzy pozostávajú z viacerých krokov. Po

źıskańı kovariančnej matice nasleduje odhad modelu, ktorý môžeme urobit’ viacerými

metódami. Nakoniec môžeme ešte výsledky transformovat’ rotáciou pre lepšiu interpre-

tovatel’nost’.

Robustným odhadom kovariančnej matice sa budeme venovat’ v druhej kapitole.

Poṕı̌seme si tri metódy, z ktorých prvá je najznámeǰsia a nebudeme ju ani sami pro-

gramovat’. Jej základným prinćıpom je vybrat’ podmnožinu dát, z ktorej sa bude poč́ıtat’

odhad. Vysvetĺıme si jej základnú myšlienku a ideu algoritmu. Ďaľsie dve metódy a

ich algoritmy si poṕı̌seme detailneǰsie pre účely programovania. Posledná tretia metóda

sa tiež snaž́ı nájst’ podmnožinu dát očistenú od outlierov. Výpočtovo je najzložiteǰsia,

preto jej venujeme najviac priestoru.

V tretej kapitole budeme testovat’ kvalitu odhadu faktorového modelu, ktorého

východiskom budú robustné odhady a klasický odhad kovariančnej matice. Tieto testy

budeme robit’ na simulovaných dátach, v ktorých budeme menit’ spôsob generova-
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nia outlierov a porušeńı predpokladov faktorového modelu. Výsledkom budú krivky

znázorňujúce vel’kost’ strednej kvadratickej chyby odhadovaných výsledkov v porov-

nańı so skutočnými hodnotami. Faktorový model budeme navyše pre každý odhad

kovariančnej matice odhadovat’ dvoma metódami, z ktorých jedna má predpoklad nor-

mality dát. Očakávame, že odhad rozkladu kovariančnej matice pomocou robustných

metód sa bude viac približovat’ skutočnosti ako odhad faktorového modelu, ktorého

vychodiskom je klasický odhad kovariančnej matice. Zauj́ıma nás ale aj ich vzájomné

porovnanie, ako aj porovnanie metód odhadu faktoroveého modelu.
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1 Faktorová analýza

V tejto kapitole je spracovaná teória faktorovej analýzy na základe knihy [1] v zozname

literatúry.

1.1 Základná charakteristika

Faktorová analýza patŕı do skupiny viacrozmerných štatistických metód. Začala sa

rozv́ıjat’ začiatkom 20. storočia, a to v psychológii zásluhou Karla Pearsona, Charlesa

Spearmana a iných. Základný význam faktorovej analýzy je oṕısat’, ak je to možné, ko-

variancie medzi premennými pomocou menšieho počtu nepozorovatel’ných náhodných

velič́ın, ktoré sa nazývajú faktory. Predpokladajme teda, že premenné môžeme rozdelit’

do skuṕın na základe ich korelácii. V rámci každej skupiny sú premenné medzi sebou

vysoko korelované, ale medzi skupinami sú relat́ıvne malé korelácie. Každá skupina po-

tom predstavuje už spomı́naný faktor. Na určenie týchto vzájomných vzt’ahov je pod-

statným krokom odhad kovariančnej, resp. korelačnej matice. Jej prvoradou otázkou je,

či sú dáta konzistentné s predṕısanou štruktúrou. Ak to skúmaný problém vyžaduje,

nové premenné sa snaž́ıme čo najlepšie interpretovat’. Faktorová analýza môže byt’

považovaná za rozš́ırenie analýzy hlavných komponentov.

1.2 Ortogonálny faktorový model

Máme daný p-rozmerný náhodný pozorovatel’ný vektor X= (X1, X2, ..., Xp)
′ so stred-

nou hodnotou µ = (µ1, µ2, ..., µp)
′ a kovariančnou maticou Σ. Faktorový model pred-

pokladá, že premenné vektora X sú navzájom lineárne závislé. Výsledkom faktorovej

analýzy je k nepozorovatel’ných náhodných premenných, spoločných faktorov

F1, F2, ..., Fk, a p dodatočných zdrojov variancie ε1, ε2, ..., εp, ktoré nazývame chyby

alebo špecifické faktory. Faktorový model vyzerá takto:

X1 − µ1 = l11F1 + l12F2 + ...+ l1kFk + ε1

X2 − µ2 = l21F1 + l22F2 + ...+ l2kFk + ε2

...

Xp − µp = lp1F1 + lp2F2 + ...+ lpkFk + εp

(1.2.1)
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Môžeme ho zaṕısat’ aj v maticovom tvare:

X − µ = LF + ε (1.2.2)

Koeficienty lij sú nenáhodné a nazývame ich náklady i-tej premennej na j-tom fak-

tore. Matica L sa potom nazýva matica faktorových nákladov. Poznamenajme, že

i-ty špecifický faktor je spojený len s i-tou premennou. Faktorový model sa od viac-

rozmerného regresného modelu ĺı̌si tým, že má p + k nepozorovatel’ných náhodných

premenných (F1, F2, ..., Fk, ε1, ε2, ..., εp). Ked’že je ich viac ako pozorovatel’ných pre-

menných, muśıme prijat’ dodatočné predpoklady, aby sme mohli preskúmat’ model.

Predpokladáme, že

E(F ) = 0 (k × 1)

Cov(F ) = E[FF ′] = I (k × k)

E(ε) = 0 (p× 1)

Cov(ε) = E[εε′] = Ψ =


ψ1 0 · · · 0

0 ψ2 · · · 0
...

... . . .
...

0 0 · · · ψp

 (p× p)

Cov(ε, F ) = E(εF ′) = 0 (p× k) - nekorelovanost’ F a ε

(1.2.3)

Dôležitým predpokladom je aj lineárny vzt’ah medzi pozorovanými premennými a

spoločnými faktormi, aby bola zaručená formulácia modelu.

Na základe faktorového modelu (1.2.2) vieme odvodit’ vzt’ah pre kovariančnú maticu

pozorovaných premenných (matica X):

(X − µ)(X − µ)′ = (LF + ε)(LF + ε)′

= (LF + ε)((LF )′ + ε′)

= LF (LF )′ + ε(LF )′ +LFε′ + εε′

(1.2.4)

Takže na základe predchádzajúceho a vzt’ahov (1.2.3) plat́ı:

Σ = Cov(X) = E(X − µ)(X − µ)′

= LE(FF ′)L′ + E(εF ′)L′ +LE(Fε′) + E(εε′)

= LL′ + Ψ

(1.2.5)
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kde Σ je kovariančná matica premenných X1, X2, ..., Xp.

Podobne si môžeme vyjadrit’ kovarianciu pôvodných premenných a spoločných faktorov

(matice X a F ):

(X − µ)F ′ = (LF + ε)F ′ = LFF ′ + εF ′ (1.2.6)

Potom:

Cov(X,F ) = E(X − µ)F ′ = LE(FF ′) + E(εF ′) = L (1.2.7)

Vzt’ah (1.2.5) si preṕı̌seme v podrobneǰsej forme a osobitne vyjadŕıme kovarianciu

každých dvoch pozorovaných premenných:

Cov(Xi, Xh) = li1lh1 + · · ·+ liklhk i, h = 1, 2, ..., p (1.2.8)

a varianciu každej pozorovanej premennej:

Var(Xi) = l2i1 + · · ·+ l2ik + ψi

σii = h2
i + ψi i = 1, 2, ..., p

(1.2.9)

kde Var(Xi) = σii, h
2
i = l2i1 + · · ·+ l2ik sa nazývajú komunality a ψi špecifické variancie

alebo unicity. Teda i-ta komunalita predstavuje sumu štvorcov nákladov i-tej premen-

nej na k spoločných faktoroch. Dôležité je, aby komunality boli vyššie ako špecifické

variancie pre danú premennú. Pretože ńızka komunalita môže znamenat’, že model fak-

torovej analýzy nie je pre danú premennú správny.

Vzt’ah (1.2.7) pre každú dvojicu pozorovatel’nej premennej a spoločného faktora vyzerá

takto:

Cov(Xi, Fj) = lij i = 1, 2, ..., p, j = 1, 2, ..., k (1.2.10)

1.3 Metódy odhadu

Pre každú premennú X1, X2, ...Xp je daných n pozorovańı. Základnou otázkou fak-

torovej analýzy pri daných pozorovaniach je, či faktorový model s daným malým

počtom spoločných faktorov reprezentuje dáta primerane. Zauj́ıma nás, či spoločné fak-

tory zachovávajú informáciu, ktorá je obsiahnutá v pozorovaných premenných. Prvým

krokom je odhad kovariančnej matice Σ, ktorý budeme označovat’ ako maticu S. Ak

sú mimodiagonálne prvky tejto matice malé, tak pozorované premenné nie sú pŕıbuzné



1 FAKTOROVÁ ANALÝZA 6

a faktorová analýza by nebola užitočná. Ak sa ale kovariančná matica signifikantne

ĺı̌si od diagonálnej matice, môžeme uvažovat’ o faktorovej analýze. Ďaľśım krokom je

potom odhad faktorových nákladov, čiže matice L a špecifických variancíı, matice Ψ.

Budeme sa zaoberat’ viacerými metódami odhadu, a to metódou hlavných komponen-

tov, metódou hlavných faktorov a metódou maximálnej vierohodnosti.

1.3.1 Metóda hlavných komponentov

Pomocou spektrálneho rozkladu si vieme maticu Σ zaṕısat’ v tvare:

Σ = λ1e1e
′
1 + λ2e2e

′
2 + · · ·+ λpepe

′
p

=
[√

λ1e1|
√
λ2e2| · · · |

√
λpep

]


√
λ1e

′
1

√
λ2e

′
2

...√
λpe

′
p

 = LL′
(1.3.1)

kde λi sú vlastné č́ısla kovariančnej matice a ei jej vlastné vektory. Pričom plat́ı, že

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λp ≥ 0. Táto stanovená štruktúra faktorovej analýzy má tol’ko

spoločných faktorov ako pozorovaných premenných (k = p) a špecifické variancie ψi = 0

pre každé i = 1, 2, ..., p. Môžeme teda naṕısat’:

Σ = LL′ + 0 = LL′ (p× p) (1.3.2)

Tento model faktorovej analýzy je exaktný ale nie je užitočný, pretože preferujeme

model s menš́ım počtom spoločných faktorov. Ak je posledných p−k vlastných hodnôt

malých, tak môžeme zanedbat’ pŕıspevok λk+1ek+1e
′
k+1 + · · · + λpepe

′
p k matici Σ v

(1.3.1). Tým źıskame aproximáciu:

Σ
.
=
[√

λ1e1|
√
λ2e2| · · · |

√
λkek

]


√
λ1e

′
1

√
λ2e

′
2

...
√
λke

′
k

 = LL′ (p× k)(k × p) (1.3.3)

Ak do modelu zahrnieme špecifické variancie, tak to budú diagonálne prvky matice

Σ−LL′, kde LL′ je definovaná v (1.3.3). Aproximácia matice Σ bude mat’ potom
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tvar:

Σ
.
=
[√

λ1e1|
√
λ2e2| · · · |

√
λkek

]


√
λ1e

′
1

√
λ2e

′
2

...
√
λke

′
k

+


ψ1 0 · · · 0

0 ψ2 · · · 0
...

... . . .
...

0 0 · · · ψp

 (1.3.4)

kde ψi = σii −
∑k

j=1 l
2
ij pre i = 1, 2, ...p. V pŕıpade, že premenné nie sú v rov-

nakých meraćıch jednotkách, tak je potrebné údaje štandardizovat’ (od každej pre-

mennej odč́ıtame jej strednú hodnotu a vydeĺıme ju pŕıslušnou odchýlkou):

zh =



(xh1−x1)√
s11

(xh2−x2)√
s22
...

(xhp−xp)
√
spp

 h = 1, 2, ...n (1.3.5)

V tomto pŕıpade potom namiesto kovariančnej matice vlastne odhadujeme korelačnú

maticu merańı x1, x2, ..., xn. Štandardizácia premenných nám umožňuje pred́ıst’ situácii,

že by jedna premenná mala prehnane vel’ký vplyv na určenie faktorových nákladov.

Riešenie modelu hlavných faktorov spoč́ıva v odhade matice S (kovariančnej matice

premenných) a jej spektrálnom rozklade (λ̂i - vlastné č́ısla a êi - vlastné vektory pre

i = 1, 2, ..., p). Pre odhadnuté vlastné č́ısla plat́ı, že λ̂1 ≥ λ̂2 ≥ · · · ≥ λ̂p. Ak je k počet

spoločných faktorov, potom odhad matice faktorových nákladov je daný:

L̃ =

[√
λ̂1ê1|

√
λ̂2ê2| · · · |

√
λ̂kêk

]
(1.3.6)

Špecifické variancie sú diagonálne prvky matice S−L̃L̃′:

ψ̃i = sii −
k∑
j=1

l̃2ij (1.3.7)

Potom môžeme odhadnút’ komunality:

h̃2
i = l̃2i1 + l̃2i2 + · · ·+ l̃2ik (1.3.8)

Ak je potrebné premenné štandardizovat’, tak vychádzame z odhadnutej korelačnej

matice R.
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Pred odhadom faktorovej analýzy muśıme zadat’ počet spoločných faktorov. Avšak

táto metóda neposkytuje kritérium na ich presné určenie. Niekedy je počet spoločných

faktorov určený dopredu na základe teórie alebo iných výskumov. Ak tento počet

nepoznáme, tak faktorový model odhadneme viackrát s rôznymi počtami a porovnáme

výsledky, z ktorých sa snaž́ıme vybrat’ ten najvhodneǰśı. Určenie k môže byt’ založené

aj na odhadnutých stredných hodnotách. Uvažujme reziduálnu maticu:

S − (L̃L̃
′
+ Ψ̃) (1.3.9)

Diagonálne prvky tejto matice sú nulové a ak ostatné prvky sú vel’mi malé, tak môžeme

považovat’ k za správny počet spoločných faktorov. Potom teda plat́ı:

Suma štvorcov prvkov(S − (L̃L̃
′
+ Ψ̃)) ≤ λ̂2

k+1 + · · ·+ λ̂2
p (1.3.10)

Dôležité je, aby spoločné faktory vysvetl’ovali čo najviac celkového rozptylu. Malo by

to byt’ 70 − 90%. Záviśı to aj od typu skúmaných premenných. Pŕıspevok prvého

spoločného faktora k celkovej variancii s11 + s22 + · · · + spp = tr(S) vieme vyjadrit’

pomocou faktorových nákladov:

λ̂1 =

(√
λ̂1ê1

)′(√
λ̂1ê1

)
= l̃211 + l̃221 + · · ·+ l̃2p1 (1.3.11)

kde vlastný vektor ê1 má jednotkovú d́lžku. Vo všeobecnosti pre podiel celkovej vari-

ancie vzhl’adom na j-ty faktor plat́ı:

λ̂j
s11 + s22 + · · ·+ spp

pre faktorovú analýzu matice S

λ̂j
p

pre faktorovú analýzu matice R

(1.3.12)

Ďaľśım pravidlom pre určenie počtu spoločných faktorov môže byt’ počet kladných

vlastných hodnôt v pŕıpade faktorovej analýzy kovariančnej matice S alebo počet

vlatných hodnôt väčš́ıch ako jedna v pŕıpade faktorovej analýzy korelačnej matice R.

Tieto kritéria ale nemôžu byt’ použité bez premyslenia a pochopenia štruktúry mo-

delu. Ciel’om je aproximácia pozorovaných premenných malým počtom spoločných fak-

torov pri čo najlepšej možnej interpratácii.
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1.3.2 Metóda hlavných faktorov

Táto metóda odhadu je vlastne modifikovaným pŕıstupom metódy hlavných kompo-

nentov. Odvod́ıme ju z korelačnej matice, hoci túto procedúru môžeme aplikovat’ aj na

kovariančnú maticu. Takže odhadujeme faktorový model:

ρ = LL′ + Ψ (1.3.13)

Komunality tvoria čast’ diagonálnych prvkov matice ρ:

ρii = 1 = h2
i + ψi (1.3.14)

Predpokladajme, že poznáme odhad ψ∗i špecifických variancíı. Potom nahradeńım dia-

gonálnych prvkov matice R za h∗2i = 1− ψ∗i źıskame ”redukovanú”korelačnú maticu:

Rr =


h∗21 r12 · · · r1p

r12 h∗22 · · · r2p

...
...

. . .
...

r1p r2p · · · h∗2p

 (1.3.15)

Aproximácia tejto redukovanej korelačnej matice je určená cez k spoločných faktorov:

Rr = L∗rL
∗′
r (1.3.16)

kde L∗r= {l∗ij} sú odhadnuté faktorové náklady.

V tejto metóde hlavných faktorov muśıme urobit’ nasledujúce odhady:

L∗r =

[√
λ̂∗1ê

∗
1|
√
λ̂∗2ê

∗
2| · · · |

√
λ̂∗kê

∗
k

]
ψ∗i = 1−

k∑
j=1

l∗2ij i = 1, 2, ..., p

(1.3.17)

kde λ̂∗j sú vlastné č́ısla a ê∗j vlastné vektory matice Rr pre j = 1, 2, ..., k. Pričom vlastné

č́ısla sú usporiadné zostupne, kde λ̂∗1 je najväčšia hodnota. Komunality môžeme potom

znovu odhadnút’:

h̃∗2i =
k∑
j=1

l∗2ij i = 1, 2, ..., p (1.3.18)

Riešenie metódy hlavných faktorov môžeme źıskat’ iteračne, kde odhad komunaĺıt

(1.3.18) bude začiatočným odhadom v d’aľsej iterácii. Podobne ako v metóde hlavných
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komponentov môžeme určit’ počet spoločných faktorov na základe odhadnutých vlast-

ných hodnôt λ̂∗1, λ̂
∗
2, ..., λ̂

∗
p. Druhou možnost’ou je určit’ k rovné hodnosti redukovanej

korelačnej matice. Avšak táto hodnost’ nemuśı byt’ vždy určená správne, preto je nutné

d’aľsie zhodnotenie počtu spoločných faktorov.

Na počiatočný odhad špecifických variancíı existuje viacero možnost́ı, no najpouž́ıva-

neǰśı, ak vychádzame z korelačnej matice, je ψ∗i = 1/rii, kde rii je i-ty diagónalny prvok

matice R−1. Začiatočným odhadom komunaĺıt potom bude:

h∗2i = 1− ψ∗i = 1− 1

rii
(1.3.19)

1.3.3 Metóda maximálnej vierohodnosti

Ak sú spoločné faktory (matica F ) a špecifické faktory (matica ε) združene normálne

rozdelené, tak môžeme faktorový model odhadnút’ metódou maximálnej vierohodnosti.

Pozorovania Xj−µ=LF j+εj sú potom normálne rozdelené. Potom maximalizujeme

vierohodnostnú funkciu, ktorá záviśı na matici L a Ψ cez známy vzt’ah Σ=LL′+ Ψ:

L(µ,Σ) = (2π)−
np
2 |Σ|−

n
2 e−( 1

2)tr[Σ−1(
∑n

j=1 (xj−x)(xj−x)′+n(x−µ)(x−µ)′)]

= (2π)−
(n−1)p

2 |Σ|−
(n−1)

2 e−( 1
2)tr[Σ−1(

∑n
j=1 (xj−x)(xj−x)′)]

× (2π)−
p
2 |Σ|−

1
2 e−(n

2 )(x−µ)′Σ−1(x−µ)

(1.3.20)

Tento model ale ešte nie je dobre definovaný, pretože existuje viacero možnost́ı pre

určenie matice L. Muśıme definovat’ doplňujúcu podmienku jednoznačnosti:

L′Ψ−1L = ∆ (1.3.21)

kde ∆ je diagonálna matica.

Ak sú merania x1, x2, ..., xn náhodné premenné z normálneho rozdelenia Np(µ,Σ),

potom metódou maximálnej vierohodnosti źıskame aj odhad komunaĺıt:

ĥ2
i = l̂2i1 + l̂2i2 + · · ·+ l̂2ik i = 1, 2, ..., p (1.3.22)

Podiel celkovej variancie vysvetlený j-tym faktorom sa potom rovná:

l̂21j + l̂22j + · · ·+ l̂2pj
s11 + s22 + · · ·+ spp

(1.3.23)
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Ak sú premenné v rôznych meraćıch jednotkách, tak odhadujeme kovariančnú

maticu ρ štandardizovaných premenných Z = V −1/2(X−µ), čo je vlastne korelačná

matica centrovaných premenných:

ρ = V −1/2ΣV −1/2 = (V −1/2L)(V −1/2L)′ + V −1/2ΨV −1/2 (1.3.24)

Táto korelačná matica má maticu nákladov LZ=V −1/2L a maticu špecifických fak-

torov ΨZ=V −1/2ΨV −1/2. Potom z invariantnosti odhadu metódou maximálnej viero-

hodnosti môžeme odvodit’ odhad matice ρ:

ρ̂ = (V̂
−1/2

L̂)(V̂
−1/2

L̂)′ + V̂
−1/2

Ψ̂V̂
−1/2

= L̂ZL̂Z
′
+ Ψ̂Z

(1.3.25)

kde V̂ −1/2 a L̂Z sú odhadmi matice V −1/2 a LZ metódou maximálnej vierohodnosti.

V tomto pŕıpade faktorovej analýzy korelačnej matice sa podiel celkovej variancie

vzhl’adom na j-ty faktor rovná:

l̂21j + l̂22j + · · ·+ l̂2pj
p

(1.3.26)

kde l̂2ij sú prvky matice L̂Z .

Metóda maximálnej vierohodnosti ponúka oproti predchádzajúcim metódam test

adekvátneho počtu spoločných faktorov.

1.4 Rotácia faktorov

Rotácia faktorov je dôležitou vlastnost’ou faktorovej analýzy z hl’adiska interpretácie

faktorov. Aby sme zachovali nekorelovanost’ spoločných faktorov, muśıme vykonat’ or-

togonálnu transformáciu. Ide o tzv. prerozdelenie faktorových nákladov, pričom ostatné

parametre modelu zostávajú rovnaké (komunality, variancie,...).

Ak L̂ je p × k matica odhadnutých faktorových nákladov, rotáciu faktorov potom

źıskame jej prenásobeńım ortogonálnou maticou T (TT ′ =T ′T = I):

L̂∗ = L̂T (1.4.1)

Odhad kovariančnej matice zostáva nezmenený:

L̂L̂
′
+ Ψ̂ = L̂TT

′
L̂
′
+ Ψ̂ = L̂∗L̂∗′ + Ψ̂ (1.4.2)
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Ked’že rovnaké zostávajú aj komunality a špecifické variancie, tak z matematického

hl’adiska je jedno, či odhadujeme L̂ alebo L̂∗. Rotáciou sa menia faktorové náklady a

našim ciel’om je źıskat’ čo najviac vysokých a čo najviac ńızkych hodnôt. Chceme,

aby každá premenná vysoko korelovala s jedným spoločným faktorom (pŕıslušné fak-

torové náklady sú vysoké), pričom s ostatnými bude súvisiet’ menej. Ak sú pôvodné

premenné lineárne závislé a chceme, aby výsledkom faktorovej analýzy bol ńızky počet

premenných, tak medzi faktorovými nákladmi, ktoré prislúchajú k prvému spoločnému

faktoru, by malo byt’ viac vysokých hodnôt. Plat́ı to pre všetkých k spoločných fak-

torov. Ideálne je, ak každý spoločný faktor významne vplýva na iné premenné. Môže sa

stat’, že nejaká premenná vysoko nekoreluje so žiadnym spoločným faktorom. V takom

pŕıpade táto premenná možno nie je správne zahrnutá do modelu. Existuje viacero

možnost́ı ortogonálnej transformácie, ale v tejto práci sa rotácii faktorov nebudeme

venovat’.
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2 Robustné odhady kovariančnej matice

Ciel’om tejto diplomovej práce je źıskat’ robustné odhady vo faktorovej analýze. Jej

východiskom je odhad kovariančnej matice, preto je vhodné, aby bol čo najlepš́ı. V

dátach sa často vyskytujú chyby a niektoré merania je lepšie vylúčit’. V tejto kapitole

si predstav́ıme metódy odhadu kovariančnej matice, ktoré budú odolné voči efektu out-

lierov. Výsledky faktorovej analýzy (matica faktorových nákladov a matica špecifických

variancíı) źıskané z jednotlivých robustných odhadov kovariančnej matice budeme po-

tom porovnávat’ navzájom a s výsledkami źıskanými z klasického odhadu kovariančnej

matice.

2.1 Odhad MCD

Prvá metóda, ktorou sa budeme zaoberat’, poskytuje vysoko odolný odhad rozptylovej

matice. Prinćıpom tejto metódy ja minimálny determinant kovariančnej matice a tento

odhad nazveme MCD (z angl. Minimum Covariance Determinant). Snaž́ıme sa nájst’

nejakú podmnožinu merańı vel’kosti h, ked’ bude determinant kovariančnej matice naj-

menš́ı. Zvyčajne sa h = 3n/4, kde n je počet všetkých merańı na začiatku. Vo faktorovej

analýze potom vychádzame z menšieho počtu merańı (h), ktoré by už mali byt’ očistené

od outlierov. Takýto odhad kovariančnej matice je vysoko robustný a môže byt’ vel’mi

rýchlo vypoč́ıtaný pomocou algoritmu z článku [3], ktorého autorom je Rousseeuw a

Van Driessen.

2.1.1 Idea algoritmu

Kl’́učovým krokom tohto algoritmu je fakt, že štartovańım z akejkol’vek kovariančnej

matice k odhadu MCD, je možné vypoč́ıtat’ inú kovariančnú maticu s nižš́ım de-

terminantom. Máme množinu p-rozmerných dát Xn= {x1, x2, ...xn}. Položme H1 ⊂

{1, ..., n}, kde |H1| = h am1= (1/h)
∑

i∈H1
xi, S1= (1/h)

∑
i∈H1

(xi −m1)(xi −m1)′.

Ak det(S1) 6= 0, definujeme Mahalanobisove vzdialenosti:

d1(i) =

√
(xi −m1)′S1

−1(xi −m1) pre i = 1, ..., n (2.1.1)
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Teraz vezmeme H2 takú, že {d1(i); i ∈ H2} := {(d1)1:n, ..., (d1)h:n}, kde (d1)1:n ≤

(d1)2:n ≤ · · · ≤ (d1)n:n sú usporiadané vzdialenosti d1(1), ..., d1(n) a vypoč́ıtame m2 a

S2 na základe množiny H2. Potom bolo v článku [3] dokázané, že

det(S2) ≤ det(S1) (2.1.2)

s rovnost’ou vtedy a len vtedy, ak m2 = m1 a S2 = S1.

Predchádzajúci výpočet nazveme C-krok, ktorého opakovanie vedie k iteračnému

procesu. Ak det(S2) = 0 alebo det(S2) = det(S1), zastav́ıme. Inak poč́ıtame d’aľśı

C-krok, čo vedie k det(S3). Potom postupnost’ det(S1) ≥ det(S2) ≥ det(S3) ≥ ... je

nezáporná a muśı konvergovat’. Ked’že počet podmnož́ın vel’kosti h je konečný, muśı

existovat’ index q, kedy det(Sq) = 0 alebo det(Sq) = det(Sq−1), čo zabezpečuje kon-

vergenciu. Základnou ideou algoritmu je vziat’ vel’a počiatočných množ́ın H1 a apliko-

vat’ C-krok kým dosiahneme konvergenciu a uložit’ riešenie s najnižš́ım determinantom.

Vzniká tu ale niekol’ko dôležitých otázok: Ako budeme generovat’ množiny H1, s ktorými

budeme zač́ınat’? Kol’ko týchto množ́ın H1 potrebujeme? Ako sa vyhneme opakovaniu,

pretože niektoré množiny H1 môžu viest’ k rovnakým výsledkom?

Existujú dve možnosti počiatočného odhadu množiny H1:

1. Náhodný výber podmožiny vel’kosti h.

2. Náhodný výber podmnožiny J vel’kosti (p+ 1) a poč́ıtame m0 := ave(J)

a S0 := cov(J), kde ave znač́ı priemer a cov kovarianciu. Ak det(S0) = 0, potom

rozš́ırime množinu J pridańım d’aľsieho náhodného pozorovania kým det(S0) >

0. Potom vypoč́ıtame vzdialenosti

d2
0(i) := (xi − m0)′S0

−1(xi − m0) pre i = 1, ..., n. Usporiadame ich do pos-

tupnosti s permutáciou π: d0(π(1)) ≤ · · · ≤ d0(π(n)) a vytvoŕıme množinu

H1 := {π(1), ..., π(h)}

Možnost’ 1 je śıce jednoduchšia, ale ak pri niektorých dátach začneme zo zlej

množiny H1, iterácie nebudú konvergovat’ k správnemu výsledku. Preto autori algo-

ritmu použ́ıvajú vždy druhú možnost’. Vel’kost’ h-podmnožiny si už́ıvatel’ môže zvolit’,

ale prednastavená je hodnota [(n+ p+ 1)/2].
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Ďaľsie výpočty algoritmu závisia od rozmerov pozorovańı:

1. Ak h = n, potom odhad MCD priemeru a kovariančnej matice je poč́ıtaný ako

klasický odhad zo všetkých dát.

2. ak p = 1 (jednorozmerné dáta), tak MCD odhad sa poč́ıta iným algoritmom,

ktorého autormi sú Rousseeuw a Leroy (1987) a v tejto práci sa mu nebudeme

venovat’.

3. Ak h < n, p ≥ 2 a n ≤ 600, potom:

• opakujeme (povedzme) 500-krát:

� vytvoŕıme počiatočnú h-podmnožinuH1 použit́ım druhej metódy (zač́ıname

s podmnožinou vel’kosti (p+ 1));

� pokračujeme dvoma C-krokmi;

• pre 10 výsledkov z 500 s najnižš́ım determinantom matice S3 potom pokračujeme

C-krokom kým dosiahneme konvergenciu;

• výstupom je riešenie (m,S) s najnižš́ım det(S).

4. Ak n > 600, potom:

• vytvoŕıme pät’ disjunktných náhodných podmnož́ın vel’kosti nsub podl’a článku

[3], pričom vel’kosti týchto podmnož́ın by mali byt’ približne rovnaké;

• v rámci každej podmnožiny opakujeme 100-krát:

� vytvoŕıme počiatočnú podmnožinu H1 vel’kosti hsub = [nsub(h/n)];

� pokračujeme dvoma C-krokmi s nsub a hsub;

� ponecháme si 10 najlepš́ıch výsledkov (msub, Ssub);

• všetky podmnožiny spoj́ıme do množiny vel’kosti nmerged;

• v spojenej množine opakujeme pre každé z 50 riešeńı (msub, Ssub):

� pokračujeme dvoma C-krokmi s nmerged a hmerged = [nmerged(h/n)];

� ponecháme si 10 najlepš́ıch riešeńı (mmerged, Smerged)
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• v rámci celej množiny dát opakujeme pre wfull najlepš́ıch výsledkov:

� urob́ıme ešte niekol’ko C-krokov s n a h;

� ponecháme si najlepšie výsledné riešenie (mfull, Sfull).

Počet wfull a počet C-krokov na konci záviśı od vel’kosti množiny dát, kde dôležitou

je konvergencia. Tento algoritmus je navyše afinne invariantný. Počas iterácii môže

nastat’ pŕıpad, že det(S) = 0. Táto možnost’ je samozrejme v algoritme Rousseeuwa a

Driessena z článku [3] ošetrená potrebnými krokmi.

2.2 Priestorový medián

Priestorový medián µ̂ je jedna z viacerých možnost́ı odhadu parametra polohy pre

p-rozmerné dáta x1, ..., xn. Je považovaný za zovšeobecnenie jednorozmerného mediánu.

Na základe článku [4] vieme, že priestorový medián je jediný, ak je dimenzia dát väčšia

ako jedna. Ale jeho nevýhoda je neekvivariantnost’ pri afinnej trasformácii dát.

Odhad kovariančnej matice priestorového mediánu źıskame pomocou aproximácie

rozdelenia µ̂ normálnym rozdeleńım. Pre tento druhý robustný odhad kovariancie

budeme použ́ıvat’ skratku SM (z angl. Spatial Median).

Priestorový medián µ̂ minimalizuje sumu:

n∑
i=1

|xi − µ| (2.2.1)

kde | · | je Euklidova norma. Táto minimalizácia je známa aj ako Fermat-Weberov

problém. Ak µ̂ rieši rovnicu
∑n

i=1 {U(xi − µ̂)} = 0, kde U(x) = |x|−1x, potom µ̂ je

priestorový medián.

Poṕı̌sme si formálneǰsie nejaké teoretické aspekty priestorového mediánu. Majme

p-rozmerný náhodný vektor X s kumulat́ıvnou distribučnou funkciou F a p > 1.

Priestorový medián µ funkcie F minimalizuje účelovú funkciu:

D(µ) = E{|x− µ| − |x|} (2.2.2)

Poznamenajme, že na základe [4] nie sú potrebné žiadne momentové predpoklady, ale

pre asymptotickú teóriu predpokladáme, že:

(P1) p-rozmerná funkcia hustoty vektora X je spojitá a ohraničená,
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(P2) priestorový medián rozdelenia X sa rovná nule a je jediný.

Ďalej definujme vektorové a maticové hodnotové funkcie:

U(x) =
x

|x|

A(x) =
1

|x|

[
Ip −

xx′

|x|2

]
B(x) =

xx′

|x|2

(2.2.3)

pre x 6= 0 a U(0) = 0 a A(0) = B(0) = 0. Taktiež zavedieme značenie A = E{A(x)} a

B = E{B(x)}. Asymptotický odhad kovariančnej matice sa potom rovná A−1BA−1.

Predpokladáme, že skutočná hodnota µ = 0 a odhadneme A a B:

Â = ave{A(xi − µ̂)}

B̂ = ave{B(xi − µ̂)}
(2.2.4)

kde ave znač́ı priemer.

Rozdelenie µ̂ sa dá podl’a [4] aproximovat’ normálnym rozdeleńım Np(µ,
1
n
Â−1B̂Â−1).

Priestorový medián vypoč́ıtame iteračne v nasledujúcich 2 krokoch:

Krok 1: ei ← xi − µ, i = 1, ..., n

Krok 2: µ← µ+ (
∑n

i=1 |ei|−1)−1
∑n

i=1 U(ei)

Ako počiatočný odhad µ̂ môžeme určit’ priemer. Odhad kovariančnej matice sa potom

rovná 1
n
Â−1B̂Â−1, ktorý vieme na základe vzt’ahov (2.2.3) a (2.2.4) l’ahko dopoč́ıtat’.

Iteračný cyklus ukonč́ıme, ked’ sa posledné 2 iterácie ĺı̌sia iba o ε.

2.3 Identifikácia outlierov na základe koeficientu špicatosti

V tejto podkapitole si predstav́ıme d’aľsiu alternat́ıvnu procedúru pre robustný odhad

kovariančnej matice, ktorý budeme d’alej označovat’ skratkou OD. V množine po-

zorovańı sa táto metóda snaž́ı odhalit’ outlierov, ktoré vylúči a odhad kovariančnej

matice sa potom poč́ıta z očistenej podmnožiny dát. Je založená na analýze pro-

jekcíı merańı do určitých 2p smerov, kde p je rozmer priestoru merańı. Tieto smery

sú źıskané maximalizáciou a minimaĺızáciu koeficientu špicatosti. Idea použitia pro-

jekcíı je základom pre niekol’ko podobných algoritmov identifikácie outlierov. Tieto
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procedúry sa spoliehajú na fakt, že vo viacrozmerných dátových súboroch je každý

outlier extrémnym bodom. Avšak ich nevýhodov je, že vyžadujú projekciu dát do

náhodne generovaných smerov, ktorých počet muśı byt’ vysoký, aby boli tieto metódy

úspešné. My sa budeme snažit’ vybrat’ konečný počet smerov na základe hodnoty koe-

ficientu špicatosti pozorovańı. Pŕıtomnost’ outlierov v dátach môže na základe článku

[5] zvýšit’, ale aj zńıžit’ koeficient špicatosti pozorovaných dát. Preto sa v tejto metóde

budeme snažit’ identifikovat’ outlierov projekciou dát do smerov, ktoré maximalizujú

alebo minimalizujú špicatost’ merańı, čo by malo byt’ postačujúce. Nı́zky počet out-

lierov spôsobuje t’ažké chvosty a zvyšuje špicatost’. Ale zvýšenie počtu outlierov môže

zńıžit’ koeficient špicatosti.

2.3.1 Popis algoritmu

Predpokladáme, že máme dané pozorovania x1, x2, ..., xn p-rozmerného náhodného vek-

tora X. Algoritmus je založený na projektovańı každého pozorovania do 2p smerov

a následnom analyzovańı jednorozmerných projekcíı na tieto smery, ktoré sú źıskané

ako riešenie 2p jednoduchých optimalizačných problémov. Postupujeme podl’a nasle-

dujúcich krokov:

1. Originálne dáta preškálujeme:

yi = S−1/2(xi − x), i = 1, ...n

kde x je priemer a S kovariančná matica pôvodných premenných.

2. Vypoč́ıtame p ortogonálnych smerov a projekcíı, ktoré maximalizujú koeficient

špicatosti:

a. Nastav́ıme y
(1)
i = yi a iteračný index j = 1

b. Smer, ktorý maximalizuje koeficient špicatosti je riešeńım problému:

dj = arg max
d

1

n

n∑
i=1

(d′y
(j)
i )4

d′d = 1
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c. Merania projektujeme do menej rozmerného podpriestoru, ortogonálneho na

smer dj. Definujeme:

vj = dj − e1, Qj = I −
vjv
′
j

v′jdj
ak v′jdj 6= 0

inak Qj = I

kde e1 je prvý jednotkový vektor. Výsledná matica Qj je ortogonálna a

môžeme vypoč́ıtat’ nové hodnoty:

uji ≡

 zji

yj+1
i

 = Qjy
j
i , i = 1, ..., n

kde z
(j)
i je prvý komponent u

(j)
i , ktorý sṕlňa z

(j)
i = d′jy

(j)
i (jednorozmerná

projekčná hodnota) a y
(j+1)
i zodpovedá zvyšným (p− j) komponentom u

(j)
i .

Nastav́ıme j = j + 1 a ak j < p, vrátime sa ku kroku 2b. Inak polož́ıme

z
(p)
i = y

(p)
i

3. Vypoč́ıtame d’aľśıch p ortogonálnych smerov a projekcíı, ktoré minimalizujú koe-

ficient špicatosti:

a. Nastav́ıme y
(p+1)
i = yi a j = p+ 1

b. Opakujeme predchádzajúce kroky 2b a 2c, ale riešime minimalizačný problém:

dj = arg min
d

1

n

n∑
i=1

(d′y
(j)
i )4

d′d = 1

4. Aby sme mohli určit’, či z
(j)
i je outlierom v niektorom z 2p smerov, vypoč́ıtame

jednorozmernú hodnotu pre každé meranie:

ri = max
1≤j≤2p

|z(j)
i −median(z(j))|
MAD(z(j))

,

kde MAD(z(j)) = median(|z(j) −median(z(j))|).

5. Tieto hodnoty ri sú použité na testovanie, či dané meranie môže byt’ označené

ako outlier. Ak je ri > βp, potom meranie i je považované za outliera. Hraničné

hodnoty βp, ktoré závisia od rozmeru premenných, sú uvedené v tabul’ke 1.

Boli vypoč́ıtané simuláciami v článku [5] a ich d’aľsie hodnoty l’ahko dopoč́ıtame

lineárnou interpoláciou log βp na log p ako to navrhli v článku [5].
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6. Ak bola podmienka v kroku 5 splnená pre niektoré i, tak vytvoŕıme novú vzorku

všetkých pozorovańı, pre ktoré plat́ı ri ≤ βp. Procedúru, teda kroky 1.-5., potom

opakujeme s redukovanou vzorkou pozorovańı kým pre žiadne pozorovanie neplat́ı

ri > βp alebo počet zostávajúcich pozorovańı by bol menš́ı ako b(n+ p+ 1)/2c.

7. Nakoniec vypoč́ıtame Mahalanobisovu vzdialenost’ pre všetky pozorovania označe-

né ako outlier v predchádzajúcich krokoch použit́ım dát (stredná hodnota a kova-

riančná matica) z množiny ostatných pozorovańı, ktorú si označ́ıme U . Poč́ıtame:

m̃ =
1

|U |
∑
i∈U

xi

S̃ =
1

|U | − 1

∑
i∈U

(xi − m̃)(xi − m̃)′

vi = (xi − m̃)′S̃−1(xi − m̃) ∀i /∈ U

Tie pozorovania, pre ktoré plat́ı, že i /∈ U a vi < χ2
p,0.99, pridáme do množiny U .

Rozmer premenných p 5 10 20

Hraničná hodnota βp 4,1 6,9 10,8

Tabul’ka 1: Hraničné hodnoty jednorozmerných projekcíı

2.3.2 Výpočet projekčných smerov

Hlavný výpočtový problém v aplikácii predchádzajúceho algoritmu je spojený s určeńım

optimálneho smeru dj. Tento výpočet môžeme uskutočnit’ dvoma spôsobmi:

1. Aplikovańım modifikovanej verzie Newtonovej metódy.

2. Źıskańım riešenia priamo z prvých podmienok optimality, ktoré sú rovnaké pre

maximalizačnú, aj minimalizačnú úlohu:

4
n∑
i=1

(
d′y

(j)
i

)3

y
(j)
i − 2λd = 0

d′d = 1

(2.3.1)
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Vynásobeńım prvej rovnice vektorom d a dosadeńım obmedzenia, dostaneme hod-

notu λ. Výsledná podmienka potom vyzerá takto:(
n∑
i=1

(
d′y

(j)
i

)2

y
(j)
i y

(j)′
i

)
d =

n∑
i=1

(
d′y

(j)
i

)4

d (2.3.2)

Z predchádzajúcej rovnice potom vyplýva, že optimálne d bude jednotkovým

vlastným vektorom matice:

M(d) =
n∑
i=1

(
d′y

(j)
i

)2

y
(j)
i y

(j)′
i (2.3.3)

Iteračnú procedúru na výpočet smeru d môžeme zaṕısat’ v nasledovných krokoch:

1. Výber počiatočného smeru, ktorý sṕlňa, že ‖d̄0‖ = 1

2. V iterácii l + 1 poč́ıtame d̄l+1 ako jednotkový vektor prislúchajúci k najväčšej

(resp. najmenšej) vlastnej hodnote matice M(d̄l)

3. Iterácie ukonč́ıme, ak ‖d̄l+1 − d̄l‖ < ε a nastav́ıme dj = d̄l+1

V druhom kroku poč́ıtame vlastný vektor prisluchájúci najväčšej vlastnej hodnote,

ak v algoritme v podkapitole 2.3.1 riešime v kroku 2b maximalizačný problém. Ak

riešime minimalizačný problém, čo zodpovedá kroku 3b, tak smer d poč́ıtame ako

vlastný vektor matice M(d) prislúchajúci najmenšej vlastnej hodnote. Počiatočný smer

urč́ıme na základe článku [5] ako hlavný komponent rozkladu kovariančnej matice nor-

malizovaných merańı y
(j)
i /‖y(j)

i ‖. V pŕıpade maximalizácie to bude najväčš́ı hlavný

komponent a v pŕıpade minimalizácie najmenš́ı. Ked’že pozorovania sú štandardizované,

tak tieto smery sú afinne invariantné.

Pri programovańı algoritmu sme zistili, že optimalizácia v kroku 3b nekonverguje

použit́ım tejto druhej možnosti źıskania optimálneho smeru dj. Preto pri minimalizácii

použijeme Newtonovu metódu:

d̄l+1 = d̄l − [Hf(d̄l)]
−1∇f(d̄l), (2.3.4)

kde Hf(d̄l) je Hesián a ∇f(d̄l) gradient účelovej funkcie f(d) = 1
n

∑n
i=1 (d′yi)

4. Ked’že

optimalizačná úloha má ohraničenie d′d = 1, použijeme penaltovú funkciu na základe

knihy [6] a budeme minimalizovat’ fukciu:

F (d, r) = f(d) + r(d′d− 1)2 (2.3.5)
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Pridanie penaltovej funkcie nám zabezpeč́ı, že dostaneme riešenie, ktoré bude sṕlňat’

ohraničenie, čiže bude ležat’ na jednotkovej kružnici. Penaltová funkcia má potom na

kružnici nulovú hodnotu a mimo nej rýchlo rastie. Optimálne riešenie minimalizačného

problému v kroku 3b źıskame iteračným procesom:

1. Vstup: d0, r0, k = 0, tolerancia ε

2. Opakujeme nasledujúce výpočty kým (d′d− 1) > −ε:

k = k + 1

rk = 10 ∗ rk−1

Nájdeme optimálne dk Newtonovou metódou:

F (d, rk) = 1
n

∑n
i=1 (d′yi)

4 + rk(d
′d− 1)2,

kde d̄0 = dk−1

3. Výstup dj = dk

Výstup dj predchádzajúceho iteračného algoritmu je optimálnym riešeńım mini-

malizačného problému algoritmu v podkapitole 2.3.1 v kroku 3b.

Rozmer premenných p 5 10 20

Hraničná hodnota kd 0,98 0,95 0,92

Tabul’ka 2: Hraničné hodnoty jednorozmerných projekcíı

2.3.3 Robustný odhad kovariančnej matice

Po aplikovańı predchádzajúceho algoritmu v podkapitole 2.3.1 źıskame vzorku po-

zorovańı očistených od outlierov (množina U), z ktorej môžeme vypoč́ıtat’ robustný

odhad strednej hodnoty a kovariančnej matice:

m̃ =
1

|U |
∑
i∈U

xi (2.3.6)

S̃ =
1

(|U | − 1)kd

∑
i∈U

(xi −m)(xi −m)′ (2.3.7)
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kde U je množina všetkých pozorovańı, ktoré nie sú považované za outlierov. |U | znač́ı

počet pozorovańı v tejto množine a kd je konštanta, ktorá má zabezpečit’, že stopa

odhadnutej matice bude nevychýlená. Hodnoty kd, ktoré sú uvedené v tabul’ke 2 závisia

od rozmeru premenných a boli vypoč́ıtané simuláciami autormi článku [5]. Ďaľsie hod-

noty vieme dopoč́ıtat’ lineárnou interpoláciou log kp na log p.
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3 Simulácie Monte Carlo

V tejto kapitole budeme skúmat’ vplyv outlierov na odhady členov rozkladu (1.2.2)

pomocou simulácíı, ktorých scenár pochádza z článku [2]. Najprv si vygenerujeme

skutočnú p × k maticu faktorových nákladov L ∼ N(0, 1
9
) a p × p diagonálnu maticu

špecifických variancíı Ψ, ktorej prvky sú z rovnomerného rozdelenia na intervale [0, 1].

Potom budeme simulovat’ množinu dát X(s), kde s označuje simulované dáta, podl’a

faktorového modelu, ku ktorému ešte pridáme maticu Out, ktorá vytvoŕı z niektorých

merańı outlierov:

X(s) = LF (s) + ε(s) +Out(s). (3.0.8)

Pre každé s generujeme k × n maticu faktorových skóre F (s) z N(0, 1) a p× n maticu

špecifických faktorov, ktorej prvky ε
(s)
ij pochádzajú z N(0, ψj). Prvky matice Out sú

väčšinou nulové až na nout hodnôt. V každej simulácii náhodne vyberieme nout merańı

a pre každé toto meranie náhodne vyberieme jeden prvok, pre ktorý vygenerujeme hod-

notu z normálneho rozdelenia N(10, (0, 05)2). Následne odhadneme faktorový model,

ktorého vstupom bude kovariančná matica simulovaného vektora pozorovańı X(s) pre

s = 1, ...,m. Počet spoločných faktorov k považujeme pri odhadovańı za známe. Výstu-

pom odhadu bude matica faktorových nákladov L̂(s) a matica špecifických variancíı P (s)

pre m = 1000 simulácíı. Tieto výsledky budeme porovnávat’ so skutočnými dátami.

Ked’že matica faktorových nákladov nie je vzhl’adom na ortogonálne transformácie

určená jednoznačne, tak namiesto nej vezmeme p×pmaticuA(s)=L̂(s)(L̂(s))′ a porovná-

me ju so skutočnou A=LL′. Pre tento účel si vypoč́ıtame strednú kvadratickú chybu:

MSE(aij) =
1

m

m∑
s=1

(
a

(s)
ij − aij

)2

kde a
(s)
ij sú prvky matice A(s) a aij prvky matice A pre i, j = 1, ..., p. Potom definujeme

priemer strednej kvadratickej chyby ako MSE(A) = 1
p2

∑p
i=1

∑p
j=1MSE(aij).

Podobne porovnáme druhú odmocninu špecifických variancíı z odhadu simulovaných

dát so skutočnými hodnotami. Takže poč́ıtame:

MSE(Pj) =
1

m

m∑
s=1

(√
P

(s)
j −

√
ψj

)2

pre j = 1, ..., p a definujeme priemer MSE ako MSE(P ) = 1
p

∑p
j=1MSE(Pj).
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Výsledkom simulácíı budú krivky znázorňujúce priemernú strednú kvadratickú chybu

v závislosti od podielu outlierov. Faktorový model budeme odhadovat’ metódou maximálnej

vierohodnosti (MLE) a metódou hlavných faktorov (PFA) na základe podkapitoly 1.3.2,

ktorého východiskom bude klasický odhad kovariančnej matice a tri robustné odhady

(MCD, SM, OD) poṕısané v predchádzajúcej kapitole.

Na výpočty sme použili štatistický program R, ktorý ponúka množstvo napro-

gramovaných metód. My sme využili funkciu na odhad faktorovej analýzy metódou

maximálnej vierohodnosti (factanal(...)) a funkciu na MCD-odhad kovariančnej

matice (CovMcd(...)) z baĺıka rrcov. Vstupom pre funkciu factanal je odhad ko-

variančnej matice, ale naprogramované je to tak, že výsledkom je rozklad korelačnej

matice. Ked’že naše skutočné matice A a Ψ sú rozkladom kovariančnej matice, muśıme

si výsledky zo simulácíı transformovat’. Každý prvok a
(s)
ij maticeA(s) muśıme prenásobit’

výberovými smerodajnými odchýlkami z dát SiSj a každý prvok P
(s)
j vektora špecifických

variancíı muśıme prenásobit’ druhou mocninou výberových smerodajných odchýlok z

dát S2
j pre i, j = 1, 2, ..., p. Metódu hlavných faktorov sme si museli naprogramovat’

a podl’a teórie sme odhad robili tiež z korelačnej matice. To znamená, že klasický

aj všetky robustné odhady rozkladu kovariančnej matice sme previedli na korelačnú

maticu, odhadli sme faktorový model a výslednú maticu A(s) a vektor špecifických

variancíı P (s) sme transformovali rovnako ako pri metóde maximálnej vierohodnosti,

aby sa rozklad rovnal rozkladu kovariančnej matici. Je to dôležité pre vzájomné porov-

nanie so skutočným rozkladom. Pri odhade faktorového modelu môže nastat’, že všetky

špecifické variancie ψj, j = 1, ..., p nebudú kladné. Nazýva sa to Heywoodov pŕıpad a

riešeńım je nahradenie záporných hodnôt nulou. Jedným z krokov metódy hlavných fak-

torov je odhad vlastných hodnôt kovariančnej matice a následne výpočet ich prvých k

(počet spoločných faktorov) odmocńın pre odhad matice faktorových nákladov. Avšak

počas našich výpočtov nastal pŕıpad, ked’ týchto k−1 vlastných hodnôt bolo záporných.

Prvá vlastná hodnota je vždy kladná, pretože kovariančná matica je kladne semidefinit-

ná. V každej sade 1000 simulácíı ich ale nebolo viac ako 10 a tieto pŕıpady sme z

výpočtov vylúčili, aby bol počet spoločných faktorov vždy rovnaký. Funkcie na výpočet

OD a SM -odhadu kovariančnej matice sme si taktiež naprogramovali podl’a teórie

predchádzajúcej kapitoly. Dôležitým krokom algoritmu na OD-odhad kovariančnej
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matice je určenie optimálneho projekčného smeru, ktorý je oṕısaný v podkapitole 2.3.2.

V iteráciách s maximalizáciou sme optimálny smer vypoč́ıtali druhým spôsobom ako

najväčš́ı vlastný vektor matice M(d), ktorá je definovaná vzt’ahom (2.3.3). Pri mini-

malizácíı sme pre zabezpečenie konvergencie použili Newtonovu metódu s penaltovou

funkciou.

3.1 Výsledky

V simuláciách budeme generovat’ maticu X(s) s rozmermi p = 5 a n = 100 a počet

spoločných faktorov k = 2. Robustnost’ odhadov rozkladu kovariančnej matice budeme

testovat’ na viacerých spôsoboch generovania outlierov. Na základe článku [2] sme

simulovali dáta a odhadovali faktorový model (3.0.8). Pre každé percento outlierov

s diferenciou 2% od 0% po 20% sa poč́ıta m = 1000 simulácíı a výsledkom je priemerná

hodnota strednej kvadratickej chyby. Vo funkcii na výpočet MCD-odhadu muśıme

zadat’ vel’kost’ podmnožiny, z ktorej sa bude poč́ıtat’ odhad kovariančnej matice. Pri

maximálnom podiele 20% outlierov sme túto vel’kost’ na základe článku [2] určili na

3/4, aby sme mali zaručené, že dáta budú dostatočne očistené od všetkých chýb. R-ko

poskytuje viacero úvodných nastaveńı generátora náhodných č́ısel. Pri dostatočnom

počte simulácíı by ale výsledky pri rôznych nastaveniach generátora mali byt’ skoro

rovnaké. Ked’ sa naše prvé výsledky rádovo nepodobali s výsledkami z článku [2], zis-

tili sme, že 1000 simulácíı nie je dostatočný počet na to, aby sa výsledky pri rôznych

typoch generovania náhodných č́ısel neĺı̌sili. Avšak výpočet celého programu je časovo

náročný, preto sme sa rozhodli, že počet simulácíı nebudeme zvyšovat’. Dôležité bude

porovnávat’ vzájomný vývoj a trend kriviek strednej kvadratickej chyby pre jednotlivé

odhady kovariančnej matice. Pre ilustráciu sme faktorový model (3.0.8) odhadli pre

dva typy generovania náhodných č́ısel s 1000 simuláciami pre každé percento outlierov

a raz s 2000 simuláciami.

3.1.1 Výsledky 1

Na obrázku 1 a v tabul’ke 3 môžeme vidiet’ prvé źıskané výsledky pre 1000 simulácíı.

Štruktúra d’aľśıch obrázkov a tabuliek bude rovnaká, preto si teraz na začiatku vysvetĺı-
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me, čo znázorňujú. Na každom obrázku sú dva grafy, pričom graf nal’avo znázorňuje

priemerné stredné kvadratické chyby (MSE.A) v závislosti od percenta outlierov pre

maticu A = LL′, kde L je matica faktorových nákladov a napravo pre špecifické

variancie (MSE.P). Výpočet týchto stredných kvadratických chýb sme si vysvetlili

na začiatku tejto kapitoly. V oboch grafoch sú krivky pre odhad faktorového modelu

metódou maximálnej vierohodnosti (A.cl, A.mcd, A.sm, A.od a P.cl, P.mcd, P.sm,

P.od) a metódou hlavných faktorov (A.clP, A.mcdP, A.smP, A.odP a P.clP, P.mcdP,

P.smP, P.odP) pre štyri rôzne odhady kovariančnej matice. V ich názvoch sú už

spomenuté skratky odhadov, pričom pre klasický odhad kovariančnej matice sme si

zvolili skratku cl. V hornej časti tabul’ky sú konkrétne hodnoty pre faktorové náklady

a v spodnej časti pre špecifické variancie.

Vrát’me sa teraz k prvým výsledkom. Vid́ıme, že vel’kost’ MSE pre špecifické varian-

cie je rádovo vyššia oproti MSE pre faktorové náklady. Výsledky pre metódu hlavných

faktorov sú pre všetky odhady kovariančnej matice lepšie, iba pre odhad pomocou

priestorového mediánu (SM ) sú pre faktorové náklady rovnaké. MCD-odhad kova-

riančnej matice je známy a je považovaný za vel’mi dobrý robustný odhad, ale v grafe

pre faktorové náklady vid́ıme, že modrá krivka, ktorá predstavuje metódu hlavných

faktorov z klasického odhadu kovariančnej matice, je pod červenou krivkou, ktorá

zodpovedá metóde maximálnej vierohodnosti z MCD-odhadu kovariančnej matice.

Dôvodom bude zrejme zadaná vel’kost’ podmnožiny, z ktorej sa má poč́ıtat’ MCD-odhad.

Stanovili sme ho pevne pre všetky generované percentá outlierov na 3/4. Pozit́ıvnym

výsledkom je, že nami programované funkcie na výpočet SM a OD-odhadu kova-

riančnej matice dávajú pre faktorové náklady v tomto prvom pŕıpade generovania

outlierov lepšie výsledky. Avšak pre špecifické variancie je výška strednej kvadratickej

chyby odhadu kovariančnej matice priestorového mediánu (SM ) dost’ vysoká.

3.1.2 Výsledky 2

Obrázok 2 a tabul’ka 4 zodpovedajú rovnakým výpočtom ale s iným úvodným nas-

taveńım generátora náhodných č́ısel. Ked’že rozsah ośı je vždy pre jednotlivé grafy

rovnaký, hned’ vid́ıme, že v tomto druhom pŕıpade sú kvadratické chyby nižšie. Až na

jednu zmenu sa zachoval trend jednotlivých kriviek. V predchádzajúcom obrázku bola
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červená krivka pre faktorové náklady nad modrou, ale v tomto pŕıpade sa približne

v strede pret́ınajú a červená sa dostáva pod modrú. Znamená to, že ak je v dátach

viac ako 10% outlierov, tak odhad faktorového modelu metódou maximálnej viero-

hodnosti z MCD-odhadu kovariančnej matice je lepš́ı ako odhad metódou hlavných

faktorov z klasického odhadu kovariančnej matice. Tento výsledok viac podporuje

predpoklad, že faktorová analýza vychádzajúca z MCD-odhadu je vždy lepšia ako

faktorová analýza vychádzajúca z klasického odhadu kovariančnej matice. Dôležité je

správne určit’ percento outlierov v dátach a č́ım viac sa pribĺıžime ku skutočnosti, tak

výsledky by mali byt’ robustneǰsie. Na obrázku 3 a v tabul’ke 5 sú výsledky pre 2000

simulácíı pre každé percento outlierov a skôr sa podobajú našim druhým výsledkom,

preto v d’aľśıch výpočtoch s iným vytvárańım outlierov budeme použ́ıvat’ rovnaký typ

generátora náhodných č́ısel.

3.1.3 Výsledky 3

Pri d’aľsom testovańı sme sa rozhodli simulovat’ dáta podl’a rovnakého modelu (3.0.8),

ale zmeńıme maticu Out. Znova v každej simulácii náhodne vyberieme nout merańı, ale

pre každé meranie vygenerujeme namiesto jedného prvku všetkých p prvkov z rozdele-

nia N(10, (0, 05)2). Výsledky výpočtov sú na obrázku 4 a v tabul’ke 6. Pri porovnańı s

druhými výsledkami z obrázku 2 vid́ıme, že krivky pre robustné odhady kovariančnej

matice sa v podstate nezmenili. Trochu sa iba zhoršili hodnoty MSE faktorových

nákladov OD-odhadu pri 20% outlierov. Tento druhý spôsob generovania outlierov

negat́ıvneǰsie ovplyvnil výsledky oboch metód odhadu vychádzajúcich z klasického

odhadu kovariančnej matice. Hoci je modrá a čierna krivka pre špecifické variancie

dost’ ńızko, pre faktorové náklady stúpajú ich hodnoty vel’mi vysoko. Môžeme povedat’,

že aj v tomto pŕıpade sú použité robustné odhady kovariančnej matice naozaj lepšie.

3.1.4 Výsledky 4

Dôležitým predpokladom faktorovej analýzy je normalita spoločných faktorov a špecific-

kých faktorov, preto v nasledujúcich troch výpočtoch tento predpoklad poruš́ıme. Dáta

budeme generovat’ zo Studentovho rozdelenia, pretože má t’ažšie chvosty ako normálne

rozdelenie a tým je systematicky daný vznik outlierov. Č́ım je vyšš́ı počet stupňov
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vol’nosti Studentovho rozdelenia, tým viac sa podobá normálnemu rozdeleniu. Podl’a

predpokladov ale zachováme výšku strednej hodnoty a disperzie. Matica Out už nebude

vstupovat’ do modelu, ktorý bude pri d’aľśıch troch pŕıpadoch generovania pozorovańı

vyzerat’ takto:

X(s) = LF (s) + ε(s). (3.1.1)

Maticu F (s) a ε(s) budeme postupne vytvárat’ pre 33 až 3 stupne vol’nosti s diferenciou

3 a pre všetky stupne vol’nosti poč́ıtame 1000 simulácíı. Dáta už ale nebudeme gen-

erovat’ zo Studentovho rozdelenia s počtom stupňov vol’nosti 1 a 2, pretože pre dané

parametre nie je definovaná variancia rozdelenia. V prvom pŕıpade budeme v každej

simulácii generovat’ iba maticu ε(s) zo Studentovho rozdelenia so strednou hodnotou

0 a rozptylom ψj, j = 1, 2, ..., p. Pre každé meranie generujeme p-rozmerný vektor zo

Studentovho rozdelenia podl’a defińıcie:

Studentdf ∼
N ((0, · · · , 0)′, Ip)√

χ2
df

df

,

kde df označuje počet stupňov vol’nosti a Ip p-rozmernú jednotkovú maticu. Takéto

dáta majú potom varianciu rovnú df/(df − 2). Aby sme dosiahli, že špecifické faktory

budú mat’ disperziu ψj pre j = 1, 2, ..., p, muśıme ich predelit’ df/(df − 2) a vynásobit’

druhou odmocninou ψj pre j = 1, 2, ..., p. Matica F (s) bude z normálneho rozdelenia

podl’a predpokladov modelu. Tieto výsledky sú na obrázku 5 a v tabul’ke 7. Na prvý

pohl’ad vid́ıme, že krivky pre klasický odhad kovariančnej matice nestúpajú tak, ako v

predchádzajúcich grafoch. Hodnoty strednej kvadratickej chyby pre metódu hlavných

faktorov sú opät’ nižšie ako pre metódu maximálnej vierohodnosti. Pri ńızkom počte

stupňov vol’nosti už krivky pre špecifické variancie zač́ınajú stúpat’, ako aj modrá a

čierna krivka pre faktorové náklady. Takto vytvárané pozorovania teda pri ńızkom

počte stupňov vol’nosti negat́ıvne ovplyvnili všetky odhady faktorového modelu. Ale

pozit́ıvny výsledok vid́ıme v tom, že hodnoty strednej kvadratickej chyby pre faktorové

náklady stúpajú iba pri klasickom odhade kovariančnej matice. V porovnańı s grafmi

na obrázku 2 vid́ıme, že porušenie predpokladu normality špecifických faktorov nemá

taký významný vplyv na kvalitu odhadu ako pri generovańı dát podl’a modelu (3.0.8).
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3.1.5 Výsledky 5

Na obrázku 6 a v tabul’ke 8 sú výsledky pre dáta podl’a modelu (3.1.1), kde matica ε(s)

je v každej simulácii generovaná z normálneho rozdelenia s rovnakými parametrami ako

doteraz a matica F (s) je zo Studentovho rozdelenia so strednou hodnotou 0 a disperziou

1. Takéto porušenie predpokladu faktorového modelu výrazne neovplyvńı jeho odhad.

Všetky krivky sú skoro vodorovne. Dokonca najnižsie chyby má metóda hlavných fak-

torov z klasického odhadu kovariančnej matice. Z predchádzajúcich dvoch výsledkov

by sme mohli povedat’, že vol’ba odhadu kovariančnej matice nemá zásadný vplyv na

faktorovú analýzu, ked’ sú spoločné faktory alebo špecifické faktory zo Studentovho

rozdelenia.

3.1.6 Výsledky 6

Nakoniec budeme generovat’ zo Studentovho rozdelenia maticu F (s) aj maticu ε(s).

Parametre rozdelenia zostávajú rovnaké. Hodnoty MSE pre tieto pozorovania sú na

obrázku 7 a v tabul’ke 9. Vid́ıme tu podobnost’ s grafmi na obrázku 5, ktorý prislúcha

dátam simulovaným podl’a modelu 3.1.1, kde špecifické faktory sú zo Studentovho

rozdelenia. Pri ńızkom počte stupňov vol’nosti sa znova zhoršuje odhad špecifických

variancíı pre všetky odhady kovariančnej matice.

3.1.7 Výsledky 7

V predposlednom pŕıpade budeme simulovat’ dáta opät’ podl’a modelu (3.1.1), ale zame-

riame sa na maticu L a vypoč́ıtame si ešte novú maticu L̄=L+0, 5. Niekol’ko náhodných

merańı matice X bude potom generovaných pomocou tejto novej matice L̄. Predpok-

ladáme, že týmto spôsobom vytvoŕıme v dátach outlierov. Počet simulácíı zostáva

rovnaký, kde náhodne vybraných odlǐsne poč́ıtaných st́lpcov matice X bude od 0 po

20 s diferenciou 2. Tieto výsledky môžeme vidiet’ na obrázku 8 a v tabul’ke 10. Odhady

všetkých robustných metód nevykazujú vysoké chyby ako v ostatných testoch. Kla-

sický odhad kovariančnej matice śıce nedopadol až tak zle, ako v druhých výsledkoch,

ale pŕıslušné krivky rastú rýchleǰsie ako ostatné. Plat́ı to ale iba pre stredné kvadra-

tické chyby faktorových nákladov. Zauj́ımave je, že takéto generovanie chýb v dátach
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neovplyvnilo výrazne odhad špecifických variancíı ani pre klasický odhad kovariančnej

matice v porovanańı s ostatnými pŕıpadmi.

3.1.8 Výsledky 8

Vrát’me sa k modelu (3.0.8) s maticou Out, kde jeden náhodne vybraný prvok pre

každé z nout náhodne zvolených merańı bude z rozdelenia N(10, (0, 05)2). Pre MCD-

odhad kovariančnej matice je dôležité správne určit’ vel’kost’ podmnožiny dát, ktorá

by už nemala mat’ outlierov. Doteraz sme odhadovali s hodnotou 3/4 a v simuláciach

sme mali maximálne 20% outlierov. Grafy na obrázku 9, ku ktorým prislúcha tabul’ka

11, zobrazujú krivky pre dáta až s 30% outlierov, pričom parametre pre výpočet

MCD-odhadu zostali nezmenené, teda uvažujeme, že v dátach je najviac 25% zlých

pozorovańı. Všetky krivky okrem červenej a zelenej v oboch grafoch v porovnańı s

obrázkom 4 zostali približne rovnaké. Po prekročeńı hranice 25% sa výsledky fak-

torového modelu z MCD-odhadu kovariančnej matice významne zhoršili, ale na zvyšné

dva robustné odhady to nemalo negat́ıvny vplyv. Takže ak nepoznáme hornú hranicu

podielu outlierov v dátach a odhadneme ho na menej ako je skutočnost’, tak výsledky

sú ovel’a horšie ako pri OD a SM -odhade.
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Obr. 1: Graf pre výsledky z podkapitoly 3.1.1 na strane 26

% outlierov A.cl A.clP A.mcd A.mcdP A.sm A.smP A.od A.odP

0% 0,019 0,005 0,025 0,007 0,017 0,017 0,020 0,009

2% 0,053 0,009 0,025 0,007 0,017 0,017 0,020 0,009

4% 0,100 0,013 0,026 0,007 0,017 0,017 0,020 0,009

6% 0,161 0,016 0,029 0,008 0,017 0,017 0,020 0,009

8% 0,231 0,019 0,030 0,008 0,017 0,017 0,021 0,009

10% 0,316 0,022 0,032 0,009 0,017 0,017 0,021 0,009

12% 0,438 0,025 0,035 0,009 0,017 0,017 0,021 0,009

14% 0,587 0,029 0,036 0,010 0,017 0,017 0,021 0,009

16% 0,672 0,033 0,039 0,010 0,017 0,017 0,022 0,009

18% 0,966 0,038 0,041 0,010 0,017 0,017 0,022 0,009

20% 1,215 0,044 0,043 0,011 0,017 0,017 0,023 0,009

% outlierov P.cl P.clP P.mcd P.mcdP P.sm P.smP P.od P.odP

0% 0,077 0,008 0,087 0,010 0,480 0,462 0,116 0,025

2% 0,180 0,125 0,084 0,010 0,479 0,460 0,114 0,023

4% 0,308 0,274 0,081 0,011 0,477 0,458 0,114 0,023

6% 0,453 0,446 0,087 0,012 0,476 0,456 0,113 0,022

8% 0,592 0,627 0,085 0,013 0,473 0,454 0,109 0,021

10% 0,749 0,824 0,086 0,015 0,472 0,452 0,110 0,020

12% 0,908 1,039 0,090 0,017 0,470 0,449 0,106 0,019

14% 1,056 1,249 0,087 0,019 0,469 0,447 0,107 0,019

16% 1,249 1,470 0,091 0,021 0,466 0,444 0,106 0,018

18% 1,393 1,699 0,091 0,024 0,463 0,441 0,103 0,017

20% 1,528 1,917 0,090 0,027 0,460 0,438 0,102 0,016

Tabul’ka 3: Výsledky pre priemer MSE z podkapitoly 3.1.1
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Obr. 2: Graf pre výsledky z podkapitoly 3.1.2 na strane 27 pre 1000 simulácíı

% outlierov A.cl A.clP A.mcd A.mcdP A.sm A.smP A.od A.odP

0% 0,007 0,001 0,009 0,002 0,002 0,002 0,007 0,002

2% 0,037 0,004 0,010 0,002 0,002 0,002 0,008 0,002

4% 0,075 0,006 0,010 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003

6% 0,125 0,008 0,011 0,002 0,002 0,002 0,008 0,002

8% 0,187 0,01 0,011 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003

10% 0,291 0,011 0,012 0,002 0,002 0,002 0,008 0,002

12% 0,410 0,014 0,012 0,003 0,002 0,002 0,008 0,002

14% 0,574 0,016 0,013 0,003 0,002 0,002 0,008 0,003

16% 0,762 0,020 0,015 0,003 0,002 0,002 0,009 0,003

18% 1,017 0,024 0,015 0,003 0,002 0,002 0,009 0,003

20% 1,412 0,028 0,016 0,003 0,002 0,002 0,009 0,003

% outlierov P.cl P.clP P.mcd P.mcdP P.sm P.smP P.od P.odP

0% 0,045 0,004 0,052 0,005 0,289 0,278 0,077 0,015

2% 0,173 0,147 0,055 0,005 0,289 0,277 0,076 0,014

4% 0,331 0,326 0,052 0,005 0,288 0,276 0,077 0,015

6% 0,490 0,526 0,051 0,006 0,287 0,274 0,072 0,013

8% 0,658 0,741 0,051 0,006 0,287 0,273 0,075 0,013

10% 0,812 0,965 0,052 0,007 0,285 0,272 0,073 0,012

12% 0,987 1,205 0,049 0,008 0,283 0,270 0,072 0,012

14% 1,141 1,449 0,052 0,009 0,283 0,269 0,073 0,012

16% 1,294 1,690 0,056 0,011 0,282 0,267 0,071 0,011

18% 1,442 1,942 0,055 0,012 0,28 0,266 0,07 0,010

20% 1,531 2,193 0,057 0,014 0,279 0,264 0,071 0,010

Tabul’ka 4: Výsledky pre priemer MSE z podkapitoly 3.1.2 pre 1000 simulácíı
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Obr. 3: Graf pre výsledky z podkapitoly 3.1.2 na strane 27 pre 2000 simulácíı

% outlierov A.cl A.clP A.mcd A.mcdP A.sm A.smP A.od A.odP

0% 0,007 0,001 0,009 0,002 0,002 0,002 0,007 0,002

2% 0,036 0,004 0,010 0,002 0,002 0,002 0,007 0,002

4% 0,077 0,006 0,010 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003

6% 0,126 0,008 0,011 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003

8% 0,202 0,010 0,012 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003

10% 0,282 0,012 0,012 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003

12% 0,416 0,014 0,013 0,003 0,002 0,002 0,008 0,003

14% 0,579 0,017 0,013 0,003 0,002 0,002 0,008 0,003

16% 0,768 0,020 0,015 0,003 0,002 0,002 0,009 0,003

18% 1,006 0,023 0,015 0,003 0,002 0,002 0,009 0,003

20% 1,411 0,029 0,016 0,003 0,002 0,002 0,009 0,003

% outlierov P.cl P.clP P.mcd P.mcdP P.sm P.smP P.od P.odP

0% 0,044 0,004 0,053 0,005 0,29 0,278 0,077 0,015

2% 0,177 0,147 0,053 0,005 0,289 0,277 0,074 0,015

4% 0,325 0,327 0,052 0,005 0,288 0,276 0,075 0,014

6% 0,487 0,524 0,054 0,006 0,287 0,274 0,074 0,014

8% 0,647 0,741 0,054 0,007 0,286 0,273 0,074 0,013

10% 0,82 0,968 0,053 0,007 0,285 0,272 0,073 0,012

12% 0,982 1,207 0,053 0,008 0,284 0,270 0,072 0,012

14% 1,134 1,443 0,052 0,009 0,283 0,269 0,070 0,012

16% 1,293 1,695 0,055 0,01 0,282 0,267 0,072 0,011

18% 1,435 1,938 0,054 0,012 0,281 0,266 0,069 0,010

20% 1,528 2,187 0,055 0,013 0,279 0,264 0,068 0,010

Tabul’ka 5: Výsledky pre priemer MSE z podkapitoly 3.1.2 pre 2000 simulácíı
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Obr. 4: Graf pre výsledky z podkapitoly 3.1.3 na strane 28

% outlierov A.cl A.clP A.mcd A.mcdP A.sm A.smP A.od A.odP

0% 0,007 0,001 0,009 0,002 0,002 0,002 0,007 0,002

2% 3,954 3,849 0,01 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003

4% 15,088 14,877 0,01 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003

6% 32,559 32,267 0,011 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003

8% 55,454 55,062 0,012 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003

10% 82,768 82,313 0,012 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003

12% 113,868 113,316 0,012 0,003 0,002 0,002 0,008 0,003

14% 148,074 147,46 0,013 0,003 0,002 0,002 0,008 0,002

16% 184,326 183,663 0,015 0,003 0,002 0,002 0,009 0,003

18% 222,154 221,401 0,015 0,003 0,002 0,002 0,009 0,003

20% 261,402 260,627 0,017 0,003 0,002 0,002 0,029 0,022

% outlierov P.cl P.clP P.mcd P.mcdP P.sm P.smP P.od P.odP

0% 0,045 0,004 0,052 0,005 0,289 0,278 0,077 0,015

2% 0,030 0,011 0,051 0,005 0,29 0,277 0,077 0,015

4% 0,025 0,011 0,051 0,005 0,29 0,275 0,075 0,014

6% 0,024 0,011 0,052 0,006 0,289 0,274 0,075 0,014

8% 0,023 0,011 0,055 0,006 0,288 0,273 0,072 0,013

10% 0,021 0,011 0,054 0,007 0,286 0,272 0,075 0,013

12% 0,020 0,011 0,052 0,008 0,285 0,271 0,073 0,012

14% 0,019 0,011 0,054 0,009 0,283 0,27 0,068 0,011

16% 0,018 0,011 0,055 0,010 0,282 0,269 0,073 0,011

18% 0,018 0,011 0,055 0,012 0,281 0,268 0,071 0,011

20% 0,017 0,011 0,059 0,013 0,280 0,267 0,069 0,010

Tabul’ka 6: Výsledky pre priemer MSE z podkapitoly 3.1.3
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Obr. 5: Graf pre výsledky z podkapitoly 3.1.4 na strane 28

Stupne vol’nosti A.cl A.clP A.mcd A.mcdP A.sm A.smP A.od A.odP

33 0,006 0,001 0,007 0,002 0,002 0,002 0,006 0,002

30 0,006 0,001 0,008 0,002 0,002 0,002 0,006 0,002

27 0,006 0,001 0,007 0,002 0,002 0,002 0,005 0,002

24 0,005 0,001 0,007 0,002 0,002 0,002 0,005 0,002

21 0,005 0,001 0,007 0,002 0,002 0,002 0,005 0,002

18 0,005 0,001 0,007 0,002 0,002 0,002 0,005 0,002

15 0,005 0,001 0,006 0,002 0,002 0,002 0,004 0,002

12 0,005 0,001 0,006 0,002 0,002 0,002 0,004 0,002

9 0,004 0,001 0,004 0,001 0,002 0,002 0,003 0,001

6 0,004 0,001 0,003 0,001 0,002 0,002 0,002 0,001

3 0,010 0,009 0,001 0,000 0,002 0,002 0,000 0,000

Stupne vol’nosti P.cl P.clP P.mcd P.mcdP P.sm P.smP P.od P.odP

33 0,044 0,004 0,050 0,005 0,292 0,281 0,077 0,021

30 0,047 0,005 0,053 0,006 0,292 0,282 0,08 0,022

27 0,045 0,004 0,049 0,006 0,292 0,282 0,078 0,022

24 0,042 0,005 0,047 0,006 0,292 0,282 0,079 0,023

21 0,043 0,005 0,052 0,006 0,293 0,283 0,084 0,025

18 0,044 0,005 0,055 0,007 0,294 0,284 0,085 0,027

15 0,046 0,006 0,052 0,008 0,295 0,285 0,084 0,030

12 0,044 0,007 0,053 0,010 0,296 0,287 0,086 0,034

9 0,050 0,010 0,053 0,014 0,298 0,29 0,091 0,043

6 0,055 0,018 0,061 0,028 0,303 0,296 0,104 0,064

3 0,108 0,079 0,137 0,121 0,319 0,317 0,180 0,165

Tabul’ka 7: Výsledky pre priemer MSE z podkapitoly 3.1.4
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Obr. 6: Graf pre výsledky z podkapitoly 3.1.5 na strane 30

Stupne vol’nosti A.cl A.clP A.mcd A.mcdP A.sm A.smP A.od A.odP

33 0,007 0,001 0,010 0,002 0,002 0,002 0,007 0,002

30 0,007 0,001 0,010 0,002 0,002 0,002 0,007 0,003

27 0,007 0,001 0,010 0,002 0,002 0,002 0,007 0,002

24 0,007 0,001 0,009 0,002 0,002 0,002 0,008 0,002

21 0,007 0,001 0,009 0,002 0,002 0,002 0,008 0,002

18 0,008 0,001 0,009 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003

15 0,007 0,001 0,009 0,002 0,002 0,002 0,007 0,003

12 0,007 0,001 0,010 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003

9 0,007 0,001 0,010 0,002 0,002 0,002 0,007 0,002

6 0,008 0,002 0,01 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003

3 0,009 0,002 0,011 0,003 0,002 0,002 0,008 0,003

Stupne vol’nosti P.cl P.clP P.mcd P.mcdP P.sm P.smP P.od P.odP

33 0,047 0,004 0,056 0,005 0,290 0,278 0,077 0,015

30 0,048 0,004 0,056 0,004 0,290 0,278 0,077 0,015

27 0,046 0,004 0,056 0,004 0,290 0,278 0,074 0,014

24 0,045 0,004 0,054 0,004 0,290 0,278 0,078 0,015

21 0,046 0,004 0,053 0,004 0,291 0,278 0,078 0,015

18 0,049 0,004 0,055 0,004 0,291 0,278 0,079 0,015

15 0,046 0,003 0,052 0,004 0,290 0,278 0,077 0,015

12 0,047 0,003 0,059 0,004 0,290 0,278 0,083 0,015

9 0,050 0,003 0,059 0,004 0,291 0,279 0,08 0,016

6 0,054 0,003 0,058 0,004 0,292 0,279 0,085 0,016

3 0,060 0,003 0,069 0,003 0,293 0,280 0,089 0,017

Tabul’ka 8: Výsledky pre priemer MSE z podkapitoly 3.1.5
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Obr. 7: Graf pre výsledky z podkapitoly 3.1.6 na strane 30

Stupne vol’nosti A.cl A.clP A.mcd A.mcdP A.sm A.smP A.od A.odP

33 0,006 0,001 0,008 0,002 0,002 0,002 0,006 0,002

30 0,006 0,001 0,008 0,002 0,002 0,002 0,006 0,002

27 0,006 0,001 0,007 0,002 0,002 0,002 0,006 0,002

24 0,006 0,001 0,007 0,002 0,002 0,002 0,006 0,002

21 0,006 0,001 0,007 0,002 0,002 0,002 0,005 0,002

18 0,006 0,001 0,007 0,002 0,002 0,002 0,005 0,002

15 0,006 0,001 0,006 0,002 0,002 0,002 0,005 0,002

12 0,005 0,001 0,006 0,002 0,002 0,002 0,004 0,002

9 0,004 0,001 0,005 0,001 0,002 0,002 0,003 0,002

6 0,004 0,001 0,003 0,001 0,002 0,002 0,002 0,001

3 0,004 0,003 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002

Stupne vol’nosti P.cl P.clP P.mcd P.mcdP P.sm P.smP P.od P.odP

33 0,046 0,004 0,053 0,005 0,292 0,281 0,081 0,021

30 0,048 0,004 0,053 0,005 0,293 0,282 0,08 0,022

27 0,047 0,004 0,053 0,005 0,293 0,282 0,079 0,022

24 0,049 0,004 0,054 0,006 0,293 0,283 0,084 0,024

21 0,047 0,005 0,056 0,006 0,294 0,283 0,085 0,025

18 0,049 0,005 0,056 0,007 0,295 0,284 0,087 0,027

15 0,051 0,006 0,055 0,007 0,296 0,285 0,087 0,029

12 0,052 0,007 0,059 0,009 0,297 0,287 0,092 0,034

9 0,055 0,010 0,062 0,014 0,300 0,290 0,096 0,043

6 0,067 0,018 0,076 0,027 0,305 0,297 0,115 0,065

3 0,131 0,086 0,160 0,125 0,324 0,320 0,201 0,170

Tabul’ka 9: Výsledky pre priemer MSE z podkapitoly 3.1.6
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Obr. 8: Graf pre výsledky z podkapitoly 3.1.7 na strane 30

% outlierov A.cl A.clP A.mcd A.mcdP A.sm A.smP A.od A.odP

0 0,007 0,001 0,009 0,002 0,002 0,002 0,007 0,002

2 0,009 0,002 0,010 0,002 0,002 0,002 0,007 0,003

4 0,01 0,002 0,010 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003

6 0,012 0,003 0,011 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003

8 0,013 0,004 0,011 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003

10 0,014 0,005 0,012 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003

12 0,015 0,006 0,013 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003

14 0,017 0,007 0,013 0,003 0,002 0,002 0,009 0,003

16 0,018 0,009 0,014 0,003 0,002 0,002 0,009 0,003

18 0,020 0,010 0,015 0,003 0,002 0,002 0,009 0,003

20 0,023 0,012 0,015 0,003 0,002 0,002 0,009 0,003

% outlierov P.cl P.clP P.mcd P.mcdP P.sm P.smP P.od P.odP

0 0,045 0,004 0,052 0,005 0,289 0,278 0,077 0,015

2 0,054 0,004 0,053 0,005 0,29 0,278 0,075 0,015

4 0,057 0,005 0,053 0,005 0,29 0,277 0,078 0,015

6 0,06 0,006 0,058 0,005 0,29 0,277 0,074 0,014

8 0,058 0,006 0,055 0,006 0,291 0,277 0,076 0,014

10 0,056 0,006 0,059 0,006 0,29 0,276 0,074 0,014

12 0,052 0,007 0,062 0,006 0,291 0,276 0,077 0,014

14 0,051 0,007 0,061 0,006 0,291 0,276 0,078 0,013

16 0,048 0,007 0,062 0,007 0,29 0,276 0,08 0,013

18 0,049 0,007 0,066 0,007 0,29 0,275 0,078 0,013

20 0,045 0,007 0,064 0,008 0,291 0,275 0,078 0,012

Tabul’ka 10: Výsledky pre priemer MSE z podkapitoly 3.1.7
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Obr. 9: Graf pre výsledky z podkapitoly 3.1.8 na strane 31

% outlierov A.cl A.clP A.mcd A.mcdP A.sm A.smP A.od A.odP

0 0,007 0,001 0,009 0,002 0,002 0,002 0,007 0,002

3 0,053 0,005 0,01 0,002 0,002 0,002 0,008 0,002

6 0,126 0,008 0,01 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003

9 0,252 0,011 0,011 0,002 0,002 0,002 0,008 0,003

12 0,411 0,014 0,013 0,003 0,002 0,002 0,008 0,003

15 0,645 0,018 0,014 0,003 0,002 0,002 0,008 0,002

18 1,024 0,023 0,016 0,003 0,002 0,002 0,008 0,003

21 1,548 0,032 0,017 0,003 0,002 0,002 0,009 0,003

24 2,153 0,042 0,018 0,004 0,002 0,002 0,009 0,003

27 2,991 0,056 0,04 0,006 0,002 0,002 0,009 0,003

30 3,811 0,077 1,105 0,123 0,002 0,002 0,01 0,003

% outlierov P.cl P.clP P.mcd P.mcdP P.sm P.smP P.od P.odP

0 0,045 0,004 0,052 0,005 0,289 0,278 0,077 0,015

3 0,254 0,233 0,05 0,005 0,288 0,276 0,075 0,015

6 0,486 0,525 0,05 0,006 0,287 0,275 0,075 0,014

9 0,734 0,855 0,051 0,007 0,286 0,273 0,074 0,013

12 0,985 1,204 0,054 0,008 0,284 0,27 0,071 0,012

15 1,229 1,573 0,056 0,01 0,282 0,268 0,068 0,011

18 1,425 1,941 0,057 0,012 0,281 0,266 0,068 0,011

21 1,605 2,317 0,057 0,014 0,279 0,263 0,068 0,01

24 1,754 2,684 0,059 0,018 0,276 0,261 0,066 0,009

27 1,892 3,053 0,099 0,063 0,274 0,257 0,063 0,008

30 2,051 3,415 1,109 1,256 0,272 0,254 0,067 0,008

Tabul’ka 11: Výsledky pre priemer MSE z podkapitoly 3.1.8
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Záver

Pri vytvárańı a odhadovańı rôznych matematických modelov alebo pri testovańı hy-

potéz v štatistike je dôležité, aby dáta, s ktorými pracujeme sṕlňali predpoklady a

neobsahovali outlierov. Ak to tak nie je, mali by sme použ́ıvat’ také metódy, ktoré

dokážu minimalizovat’ vplyv outlierov na výsledky. Ked’že je vo faktorovej analýze

vel’mi dôležitý odhad kovariančnej matice, zamerali sme sa na robustné metódy, pomo-

cou ktorých źıskame kvalitný odhad rozkladu kovariančnej matice aj z dát, ktoré ob-

sahujú outlierov. Prvá najznámeǰsia metóda (MCD), ktorá je založená na minimálnom

determinante kovariančnej matice, potrebuje ako vstup vel’kost’ podmnožiny, z ktorej sa

bude poč́ıtat’ odhad. Metóda využ́ıvajúca normálne rozdelenie priestorového mediánu sa

iteračne snaž́ı źıskat’ čo najlepš́ı odhad z celej množiny dát. Posledná metóda odhadu

(OD) sa takisto snaž́ı nájst’ podmnožinu dát, ktoré budú očistené od outlierov. Od

MCD-odhadu sa ĺı̌si tým, že vstupom pre túto metódu je iba množina pôvodných dát.

Počet outlierov si iteračne tento algoritmus urč́ı sám a následne vytvoŕı podmnožinu

dát, z ktorej poč́ıtame odhad kovariančnej matice.

Výsledky testovania metód uvádzame v tretej kapitole. Zvolili sme si viacero spôso-

bov generovania outlierov, ako aj porušenie predpokladu normality. Druhé a štvrté

výsledky (grafy na obrázku 2 a 4) znázorňujú podobný typ vytvárania outlierov.

Najlepšie, čiže najnižšie hodnoty stredných kvadratických chýb (MSE ), ktoré krivky

znázorňujú, sú pre metódu hlavných faktorov z MCD a OD-odhadu kovariančnej ma-

tice. Ked’ sme spoločné a špecifické faktory simulovali zo studentovho rozdelenia, ktoré

má t’ažké chvosty, všetky spôsoby odhadu faktorového modelu dávali približne rov-

naké výsledky. Pre jednotlivé odhady kovariančnej matice je vždy lepš́ı odhad metódou

hlavných faktorov, čo sme aj očakávali, ked’že predpokladom metódy maximálnej viero-

hodnosti je normalita dát. V jednom pŕıpade sme pre niektoré pozorovania posunuli

maticu faktorových nákladov o 0, 5, č́ım sme sa iným spôsobom snažili vytvorit’ out-

lierov. Tieto výsledky ukazujú, že na odhad špecifických variancíı to nemalo výrazný

vplyv. Odhad faktorových nákladov je najmenej presný pre klasický odhad kovar-

iančnej matice. V posledných výsledkoch (obrázok 9) sme testovali aký vplyv má

správne zadanie vel’kosti h-podmnožiny, ktorá by už nemala obsahovat’ outlierov. V
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predchádzajúcich výpočtoch sa vel’kost’ tejto podmnožiny rovná 3/4 a v dátach bolo

20% outlierov, ale v tomto pŕıpade generujeme až 30% outlierov. Z výsledkov vid́ıme,

že hodnoty MSE pre MCD-odhad kovariančnej matice po prekročeńı 25% outlierov

prudko stúpajú, pričom ostatné krivky zachovávajú svoj trend.

Ciel’om práce bolo použit’ nové postupy a zlepšit’ odhad faktorovej analýzy. Ukázali

sme, že nami použité robustné metódy na odhad faktorovej analýzy dávajú v niektorých

pŕıpadoch ovel’a lepšie výsledky. Dôležité je, aby sme poznali dáta, s ktorými pracujeme

a vedeli správne určit’, aké metódy je najlepšie použit’.
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