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Abstrakt

KUKUMBERG, Roman: Najmensie Stvorce regulované [y normou - metédy a ap-
likécie [Diplomova pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matem-
atiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky;

veduci prace: RNDr. Méaria Trnovsk4, PhD., Bratislava, 2013

Diplomovéa praca sa zaobera tzv. ilohou najmensich Stvorcov regulovanych [y nor-
mou, ktord mé vyuzitie v mnohych problémoch v praxi. Napriklad sa vyuziva pri
rekonstrukcii signélu a zaostrovani obrazkov. Zaoberame sa dvoma konkurenc¢ny-
mi metédami konvexnej optimalizacie na rieSenie danej Glohy, ktorymi st proxi-
mal gradient metdéda a met6dy vnutorného bodu. Proximal gradient metédu ap-
likujeme na neohranic¢eny minimaliza¢ny problém a metédu vnutorného bodu na
formuléciu problému v tvare tlohy kvadratického programovania. Metédy pouzi-
jeme na numerické rieSenie dvoch konkrétnych aplikicii dlohy I; regulovanych

najmensich §tvorcov, spomenieme ich vyhody/ nevyhody.

Kradové slova: najmensie stvorce, I; regulacia, [1 regulované najmengie §tvorce
? ? ?
proximal gradient met6da, proximal operdtor, primarno dudlna metoéda vnu-

torného bodu, I; filtrovanie, Truss topology design



Abstrakt

KUKUMBERG, Roman: [; regularized least squares - methods and applications
[Diploma thesis], COMENIUS UNIVERSITY; Faculty of Mathematics, Physics
and Informatics; Department of Applied Mathematics and Statistics ;

thesis supervisor: RNDr. Maria Trnovska, PhD.; Bratislava, 2013

Diploma thesis deals with the so-called [;-regularized least squares, which is used
in many problems in praxis. For example it is used in signal recovery and image
denoising. We deal with two competing methods of convex optimization for solv-
ing this problem, which are proximal gradient method and interior-point method.
Proximal gradient method is applied to solve unconstrained minimization prob-
lem and interior-point method is applied to solve quadratic program formulation
of the problem. We use methods to find numerical solution of two concrete ap-
plications of [1-regularized least squares, we mention their advantages and disad-

vantages.

Key words: least squares, [; regularization, [j-regularized least squares, prox-
imal gradient method, proximal operator, primal-dual interior-point method, [y

filtering, Truss topology design
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1 Uvod

V praci nesticej nazov Najmensie Stvorce regulované ly normou sa budeme snazit o
analyzu a porovnanie roznych pristupov na rieSenie tilohy najmensich stvorcov regulo-
vanych [; normou, a taktiez uvedieme roézne mozné praktické aplikacie danej dlohy.
Na dvoch vybranych aplikaciach otestujeme nami naprogramované metody, pripadne
vykonadme iny numericky experiment.

V optimalizacii existuje mnoho problémov, ktoré vyuzivajua l; regulariziciu, ¢i uz pria-
mo alebo nepriamo. Mnohé z nich sa daja naformulovat v tvare tlohy [, regulovanych
najmensich $tvorcov. Jednou z prvych oblasti, kde sa zacala skimat a vyuzivat tato
formulacia a regularizacia pomocou l; normy bola Statistika (regresia). V roku 1996
R. Tibshirani predstavil v [8] tzv. LASSO (Least Absolute Selection And Shrink-
age Operator), ktory je presne v tvare optimalizatnej tlohy, ktorej sa venujeme v
praci. [; regulované najmensie $tvorce, s ich schopnostou odhalit riedke reprezentacie
st znacne rozsirené napriklad v oblasti Machine Learning [29][37], v geofyzike [22],[23]
a v problematike spracovania signalu [27],|24]. [; regularizacia sa stala popularnou v
klasifika¢nych metédach ako Support Vector Machines a Logistické regresia.

Praca pozostava z troch hlavnych casti. V prvej casti prace sa oboznadmime s prob-
lematikou [; regulovanych najmensich stvrocov, uvedieme jej niektoré vlastnosti, odvo-
dime podmienky optimality a Lagrangeovu dualnu dlohu k tlohe vo vSeobecnejSom
tvare. Taktiez si ako motivaciu spomenieme mnohé uplatnenia najmensich Stvorcov
regulovanych [; normou v praxi. V druhej ¢asti si predstavime dve konkurenc¢né metody
konvexnej optimalizacie, ktoré sa daji na numerické riesenie danych tloh pouzit.
Konkrétne sa jedna o Proximal gradient met6édu a Metédu vnatorného bodu. V neskor-
Sej Casti prace sa budeme venovat aplikidciam ako navrhovanie mechanickych konstrukeii
(Truss Topology Design) a [y filtrovanie podkladového trendu. Uvedieme si o nich niek-
toré poznatky a vlastnosti. Na tieto problémy sa budeme snazit ¢o najlepsie aplikovat
uz spominané metddy konvexnej optimalizacie. Metdédu proximal gradient aplikujeme
na povodny neohraniceny problém, zatial ¢o metdédu vnutorného bodu budeme ap-
likovat na ekvivalentni formulaciu (alebo duéalnu ulohu) dlohy v tvare kvadratického
programovania. U¢innost metéd v praxi otestujeme v numerickych experimentoch, kde

sa pokusime objasnit, preco v danom pripade funguje jedna metoda lepsie ako druha.



2 Uloha [, regulovanych najmensich §tvorcov

Mnoho problémov, s ktorymi sa stretavame v optimalizacii sa da naformulovat v tvare
ulohy [; regulovanych najmensich $tvorcov. V tejto kapitole si uvedieme niektoré poz-
natky o tejto formulécii a aj jej mnohé aplikacie. Kapitola bola spracovana na zéklade
informacii z [1], [2], [3], [8] a [14]. Jednou z prvych oblasti, kde sa zacala skiimat a
vyuzivat tato formulacia a regularizacia pomocou [; normy bola Statistika (regresia).
V roku 1996 R. Tibshirani predstavil v [8] tzv. LASSO (Least Absolute Selection And
Shrinkage Operator).

Uvazujme linearny model nasledujiceho tvaru
y=Axr+e

kde z € R" je hladany vektor neznamych, y € R™ je vektor pozorovani, e € R™ je Sum
v pozorovaniach a A € R™*" je takzvana datova matica. V pripade klasickej datovej
matice s rozmermi m > n a linearne nezavislymi stlpcami, mozeme riesenie  T'ahko

urcit rieSenim problému najmensich Stvorcov, minimalizovanim $tvorcov rezidui

Min || Az — y]3

Av8ak, ak pocet pozorovani m nie je dost velky v porovnani s poCtom premennych
n, jednoduché regresia vedie k tzv. over-fittingu a Statisticky model popisuje nahodnu
chybu (Sum) namiesto skimaného podkladového vztahu. Takyto model nasledne posky-
tuje zl¢é predikcie. Standardna technika na zabranenie over-fittingu je tzv. Tichonovova

regularizacia, ¢o predstavuje regularizaciu pomocou [, normy. Uloha mé tvar
Min ||Az — y|5 + M|z[|3
Yll2 2

kde A > 0 je regularizac¢ny parameter. Vysledna regresia sa taktiez nazyva hrebenova
regresia (ridge regression). Problém [y regularizovanych najmensich §tvorcov ma ana-
lytické rieSenie, ktoré je linedrnou funkciou vektora pozorovani y. AvSak hrebenova
regresia ma nevyhodu, ze v pripade n >> m produkuje hodnoty koeficientov pre
vSetkych n premennych. Aj tato nevyhoda viedla k vyuzivaniu regularizacie tulohy
pomocou [y normy, z ¢oho vzniké 1loha [, regulovanych najmensich stvorcov, ktorej sa

budeme v praci venovat.



V tlohe [; regulovanych najmensich Stvorcov zamenime sumu Stvorocov pouzivana v

Tichonovovej regularizacii za stcet absolitnych hodnot, ¢ize I; normu. Uloha m4 tvar
Min || Az — y||3 + M|z (1)

kde A > 0 je regulariza¢ny parameter. Tato tiloha m4 vzdy rieSenie, ktoré nemusi byt
nutne jedine¢né. Vysledné tloha sa v Satistike nazyva LASSO regresia alebo LASSO
regularizacia. Rozsiahly vyskum ukazal, Ze regresia regularizovand [; normou je omnoho
lepSia ako hrebenova regresia, hlavne vtedy, ak je pocet pozorovani mensi ako pocet

parametrov.

2.1 Vlastnosti tlohy [; regulovanych najmensich Stvorcov

Uvedieme si niektoré zakladné vlastnosti [; regulovanych najmensich Stvorcov a uve-

dieme taktiez niektoré odlisnosti od tlohy regulovanej I normou.

1. Zaujimavou vlastnostou tlohy [; regulovanych najmensich Stvorcov je limitné
spravanie pre regularizaény parameter A — 0. Limitné rieSenie tlohy je ten
bod, ktory ma spomedzi vSetkych riefeni spliiajicich A”(Ax —y) = 0 najmensiu

velkost v zmysle [; normy.

2. Tak ako v pripade Tichonovovej regularizicie, optiméalne rieSenie [, regulovanych
najmengich $tvorcov sa blizi k nulovému vektoru, ked regularizaény parameter
A — 00. Avsak narozdiel od Tichonovovej regularizicie tato konvergencia nastava
pre koneénii hodnotu regularizatného parametra A\ynoe = [|[2A7y]|. Pre vietky
hodnoty A > A, je optiméalne rieSenie tlohy rovné 0. Hodnota \,,,, pochadza

z podmienok optimality tlohy.

3. Regulariza¢na cesta tulohy [; regulovanych najmesich Stvorcov, teda trieda rieseni
tlohy ako sa parameter A\ meni na (0, 00), ma po Castiach linearnu vlastnost:
Existuja hodnoty 0 = A\ < ... < Ay = A\qe také, Ze regularizacna cesta je po

Castiach linedrnou funkciou v R"
A ey AT A g
Ai — Niv1 Ai — Aig1

Nt SA< N, i=1,.,k—1

*

Tr =

pricom 2 riesi tlohu [; regulovanych najmengich §tvorcov s hodnotou regula-

riza¢ného parametra A = \;.



4. Jednou z najdolezitejsich vlastnosti tlohy [; regulovanych najmensich Stvorcov
je, ze uloha typicky podava riedky vektor riesenia z, ¢ize vektor x méa pomerne
méalo nenulovych zloziek (¢astokrat iba m, ak m < n). Tato vlastnost je spo-
sobené prave pritomnostou jednotkovej normy v ucelovej funkcii. V beznych pri-
padoch plati, ze pri zvacSovani regularizacného parametra A pribadaji nulové
zlozky rieSenia, rieSenie sa stidva redSie. Penalta v tvare [; normy priklada re-
lativne velka vahu na najmensie zlozky vektora a mengSie vahy va¢sim zlozkam.
Riedke riesenia maju c¢astokrat dobru interpretaciu a Setria pamaét.

Uvedomme si, ¢o nam tato vlastnost sposobi v pripade LASSO regresie - vac¢sina
parametrov (premennych) je poloZena nulovej hodnote. Tento jav je mozné chéa-
pat tak, ze LASSO sa postard o vyber vhodného modelu za nas, nenulové (sig-
nifikantné) budd parametre prislichajice k dolezitym premennym. Tiez mozno
pozorovat, za akych hodnot A premenné vstupuji do modelu. Z uvedeného dévodu
st regulariza¢né metody pouzivané aj na vyber modelu. Naopak v hrebenovej re-

gresii ostavaju vSetky parametre nenulové.

Ulohu /; regulovanych najmensich $tvorcov mozeme interpretovat aj ako problém opti-
mélneho dizajnu, kde n premennych z, ..., z, st dizajnovacie premenné, ktorych hod-
noty chceme urc¢it. Vektor h = Ax dava vektor m vysledkov, o ktorych predpokladame,
7e st linedrnymi funkciami dizajnovych premennych z. Vektor y predstavuje vektor
cielovych alebo pozadovanych vysledkov. Cielom je vybrat vektor dizajnovacich pre-
mennych, ktory splita ¢o najpresnejsie pozadované vysledky Az ~ y, a pritom vektor
chceme ¢o najjednoduchsi v zmysle [; normy (najdeme riedke riesenie). Ked'ze meriame
kvalitu dizajnu normou odchylky medzi dosiahnutymi a cielovymi vysledkami, mozno
ulohu [; regulovanych najmensich Stvorcov oznacit za problém hladania najlepsieho
dizajnu. Napriklad tloha Truss Topology Design sa da zapisat v tvare tlohy [; regulo-
vanych najmensich Stvorcov. Problematika T'TD sa zaobera dizajnovanim optimalnych
konstrukeii. Matica A predstavuje reakciu konstrukcie na pritomnost hran konstrukcie.
Vhodnym rozloZzenim pripustnych hran (dizajnovacie premenné) chceme kompenzo-
vat zataz posobiacu na konstrukciu(y), pricom nemé zmysel dizajnovat konstrukciu
zo vSetkych moznych priecok. Preto chceme, aby ¢o najviac priecok dostalo nulovi
vahu. Optimalizacia dlohy [; regulovanych najmensich Stvorcov vyberie vhodné hrany

na postavenie struktury, ktora odola zadanym silam.



Nelinearita

Zatial, ¢o tloha regularizovana l; normou ma explicitné rieSenie (I, regresia nepridava
na zlozitosti problému), ktoré je linearnou funkciou vektora pozorovani y a je pomerne
Tahko spocitatelné, uloha [; regulovanych najmensich $tvrocov ma rieSenie, ktoré nie
je linedrne v y. Taktiez neexistuje analytickd formula pre optimélne rieSenie tlohy.
Riesenie tlohy [; regulovanych najmensich $tvorcov musi byt preto pocitané nume-
ricky. Ué¢elova funkcia tlohy I, regulovanych najmensich §tvorcov je konvexna (suma
konvexnych funkcii-noriem), ale nie je diferencovatelna ako v pripade Tichonovovskej
regularizacie, ¢o je dosledkom vymeny sumy Stvorcov za [; normu (suma absolitnych
hodnét). Z dévodu nediferencovatelnosti tcelovej funkcie je rieSenie ulohy naro¢nej-
Sie ako rieSenie ulohy regulovanej I normou. Na optimalizaciu nediferencovatelnych
konvexnych funkcii existuju metddy ako napriklad subgradientné metody ¢i proximal
gradient metéda. K optimalizicii daného problému sa vsak da pristipit aj inym spo-
sobom. Nediferencovatelnosti uc¢elovej funkcie sa da vyhnut vhodnou transforméciou
na konvexny kvadraticky problém s linedrnymi ohrani¢eniami, kde uz je ticelova funkcia

diferencovatelna. Takato formulacia sa da riesit napriklad metédami vnatorného bodu.

2.2 Bi-kriteridlna formulacia a trade-off krivka

Uloha [; regulovanych najmensich Stvorcov sa da vnimat taktiez ako tiloha bi-kriterialne;j
optimalizacie, kde méme dve konvexné ucelové funkcie, ktoré chceme minimalizovat.
Mame maticu A € R™*" a vektor y € R™, chceme vybrat rieSenie x € R"™, pri¢om

berieme do tvahy dva ciele (ucelové funkcie):

o [(x) = ||Az — |3 - miera blizkosti y k Az v zmysle I, normy (velkost reziduf)
o Fy(x) = ||z||; - miera velkosti rieSenia x v zmysle l; normy (~ riedkost riesenia)

Nagim cielom je najst vektor x, ktory robi rezidua malé a nie je prili§ velky.

Ucelov funkciu tlohy I; regulovanych najmengich $tvorcov mozno teda vnimat ako
vazenti sumu dvoch naSich cielov, pri¢om regularizacny parameter \ predstavuje re-
lativnu vahu funkcie ||z||; vzhladom k funkcii ||Az — y||3. Vaha vyjadruje nage prefe-
rencie - berieme velké A, ak chceme funkciu ||z[[; mala a opacne.

Prirodzene nas moze napadnut otazka, aka je dobra hodnota regulariza¢ného paramet-
ra A. Odpoved na danu otazku nam da tzv. trade off analyza. Trade off analyza

Studuje, o kol'ko hor$ie si musime viest v jednom cieli na to, aby sme si poc¢inali lep§ie



v druhom. Najdeme tzv. trade off krivku medzi dvoma cielmi, ktora ukazuje, kolko
musime "zaplatit"v hodnote jednej ic¢elovej funkcie, aby sme dosiahli zlepSenie v hod-
note druhej tcelovej funkcie. Taktiez ukazuje, akd mnozina hodnét tucelovej funkcie je
dosiahnutelna. Ako sa hodnota parametra A meni od 0 do oo rieSenia tlohy [; regulo-
vanych najmensich Stvorcov vykresluju optimalnu trade off krivku (krivka je parametri-
zovana parametrom A). Ak uvazujeme trade off krivku medzi Fi(z) a Fy(z), X-sova os
predstavuje optiméalne hodnoty funkcie Fy(z) a os Y predstavuje optiméalne hodnoty
Fi(x). Tzv. koleno (knee) trade off krivky reprezentuje v mnohych aplikiciach dobré
kompromisné rieSenie. Trade off krivku si ukdZzeme v nasledujiacom priklade pre tlohu
Truss Topology Design, ktorej formulécia je v tvare tlohy [; regulovanych najmensich
Stvorcov. Krivku sme vykreslili pre 100 roznych hodnot parametra A\. Poznamenajme,

7e sa jednda o dlohu malych rozmerov, pretoze vycislovanie krivky je naro¢né.

llxhatll, ve. llA=chat-2

Obr. 1: Trade off krivka medzi || Az — f||3 a ||z||; pre tlohu TTD o rozmeroch 56x265.
Xsova os predstavuje optimélne hodnoty funkcie ||z||; a os Y predstavuje optimélne
hodnoty ||Az— f||3. Na obrazku taktiez vidiet, aki mnozina hodnot ucelovych funkeif je
dosiahnutelna. Tzv. koleno (knee) trade off krivky reprezentuje v mnohych aplikaciach
dobré kompromisné riesenie. AvSak v pripade problému TTD je dolezitejSie, aby dana
konstrukcia ustéla danu zataz f, a preto parameter A volime v neskorsej kapitole 0.0001,

ktoré na tomto obrazku dava bod (4.66,0).

2.3 ZovSeobecnenie ulohy

V nasledujiicej kapitole si ukdZzeme podmienky optimality k tulohe [; regulovanych na-

jmensich Stvorcov. VzhIadom na neskorsie rieSenie podobnych formulacii si vsak pod-



mienky optimality odvodime pre tilohu vo v§eobecnejSom tvare, pod ktory budt neskor
spadat aj nami rieSené tlohy. Budeme sa venovat tloham [ -filtering a truss topology

design, ktorych formulacie vyzeraju nasledovne:
Min Jlly — 2l + M| Dz, (L)
kde D € R(™=2*" jo matica diferencie druhého radu a A > 0 je kladny parameter.
Min || Az — f]3 + M|, (TTD)

kde A\ > 0 je parameter, matica A € R™*" a vektor f € R™ st vstupné data.
Riegené tlohy (L1) a (TTD) maju zretelné spoloéné érty. Uloha (TTD) je presne v
tvare tlohy [y regulovanych najmensich Stvorcov. V oboch pripadoch sa jedna o op-
timalizaciu na celom priestore (volna optimalizacia). Minimalizujeme u¢elovi funkciu
skladajucu sa z diferencovatelnej a nediferencovatelnej ¢asti. Diferencovatelnu ¢ast
predstavuje kvadraticka funkcia, nediferencovatelna tvori /; norma (sucet absolatnych
hodnot zloziek vektora) prenasobend kladnym parametrom A. VSeobecn4 tloha daného

typu moze vyzerat nasledico:
1
Min §\|Ax—b\|§+a\|WxH1, (VSU)

kde o > 0 je kladny parameter, A € R™*" b€ R™ a W € R™*". Pre budiice potreby
zavedieme eSte jeden technicky predpoklad - budeme pozadovat, aby hodnost matice
Wixn, I < n bola rovna mensSiemu rozmeru [. Désledkom tohto predpokladu je, ze
symetrickd matica WW7 € R m4 plnt hodnost h(WWT) = I. Matica WW7 je
preto regularna a existuje k nej inverzna matica.

Ak by sme chceeli ziskat ekvivalentnua tlohu s (I.1), sta¢i za matice a parametre polozit
A= Iy b=y, a=XaW = Dgy_sx,, podobne vieme poloZzenim A = A, xp,
b= fux1, « = 2 a W = I,,, dostaf tlohu ekvivalentni k (TTD), resp. k tlohe I,

2
regulovanych najmensich Stvorcov.

2.4 Podmienky optimality

Ucelova funkcia problému (VSU) je konvexnd, pretoZe je suc¢tom konvexnych funkeii,
avSak nie je diferencovatelna kvoli pritomnosti jednotkovej normy. Z toho dovodu
pouzijeme podmienky optimality prvého radu definované pomocou subgradientov (analo-
gia pre gradient). Viac informéacii o subgradientoch a dokazy nasledujtcich viet je mozné

najst v [14] a [21].



Definicia 2.1. Nech je f(z) : R* — R konvexna funkcia. Vektor g € R™ nazyvame
subgradient funkcie f v bode x € D(f) ak plati:

f(z) = f(z) +¢" (2 —x), Vz€D(f)

Pozndmka 2.1. Pre konvexnu diferencovatelnt funkciu f je subgradient rovny gradientu
funkcie pre kazdé x. Subgradient vSak existuje aj v bodoch x, v ktorych funkcia nie
je diferencovatelna. V tychto bodoch nemusi byt subgradient jednozna¢ne definovany,
t.j. existuje mnozina vektorov, ktoré si subgradientami danej funkcie v bode x. Této

konvexna mnozina sa nazyva subdiferencial v bode z a znaci sa df(x).

Veta 2.1. (Minimum nediferencovatelnej funkcie) Nech funkcia f(x) je konvernd a
subdiferencovatelnd v bode . Funkcia nadobida v bode & minimum prdve vtedy, ked

mnozina subdiferencidlu funkcie f v bode & obsahuje nulovi hodnotu, t.j. 0 € Of(z).
Veta 2.2. (Retazové pravidlo) Nech funkcia f(x) je konvernd. Potom pre funkciu defi-
novand h(z) = f(Az +b) je subdiferencidl dang vztahom Oh(z) = ATOf(Az + ).

Pouzitim oboch predoslych viet nadjdeme podmienky optimality pre tlohu (VSU). Z
Vety 2.1. vieme, Ze funkcia nadobtida minimum, ked nulovy vektor patri do subdifer-

encialu funkcie f(z)

ag(x) =ATAr —b)+aW'u 20, weR
x

V dalgich krokoch vyuzijeme elementarne operacie a dosledok dodatocného predpok-

ladu tlohy (VSU) - existenciu inverznej matice (WW7T)~1,
—AT(Ax —b) € aW'u
WAT(b— Az) € aWW Ty
(WWhHWAT (b — Az) € au
Dostéavame nutné a postac¢ujice podmienky pre minimum tucelovej funkcie (VSU):
o (Wz); >0
(WWHTWAT (b — Ax)); € { —a (Wz); <0, i=1,..1



Pre tlohu [;-filtering (L1) st podmienky nasledovné:

A (Dx); >0
(DDT)™'D(y — x))i € § —x (Dx); <0, i=1,..,n—2
=AM (D) =0

Poznamenajme, ze z podmienok optimality pre tlohu (L1) vyplyvaji/sa daju dokazat
niektoré spominané vlastnosti [; filtrovania ako tzv. maximum fitting error bound
(horné ohranicenie chyby), vlastnost linearnej rozsiritelnosti a taktiez sa pomocou nich
dé néjst Az, pri ktorom je rieSenie tlohy (I.1) uz najlepsim afinnym riesenim.

Podobne dostaneme podmienky optimality pre alohu (TTD), resp. pre tlohu /; regulo-

vanych najmensich $tvorcov, z ktorych sa takisto da ur¢it hodnota A,,4.:

N[>

(AT(b— Ax)); € { 2 2, <0, i=1,..n

2.5 Dudilna uloha

V nasledujicej ¢asti odvodime Lagrangeovu dualnu tlohu k vSeobecnej tilohe (VSU).
Za tcelom odvodenia dualnej tlohy vykondme jeden umely krok - zavedieme novi pre-
menni z € R™ a dodame nové ohranicenie z = Az — y. Danou substiticiou dostaneme

ekvivalentni formulaciu tlohy v tvare minimaliza¢nej tilohy s ohrani¢enim:
I S
Min |2I + Wl

z=Axr—y
Pre dand formulaciu vieme jednoducho zostrojit Lagrangeovu funkciu, kde v € R™ je
duélna premennd prislichajica k ohrani¢eniu z = Az — y v tvare rovnosti.
1
L(w,2,0) = 51123 + allWal + 07 (Az -y - 2)
Lagrangeovu dualnu funkciu ziskame ako G(v) = infL(z, z,v). Lagrangeova funkcia je

T,z

zrejme konvexna funkcia v premennych z, z a teda podla Vety 2.1. funkcia nadobida

minimum, ak 0 € 0L(x).

oL T T
—=aW u+Av>0, Uy = § —1 (W$)<<O
ox '



L
a—:Z—U:O

0z
Vyuzitim predpokladu tlohy (VSU) sa prvy uvedeny vzfah da po nasobeni maticou
(WWT)=1W upravit na tvar

((WWT>_1WATU)i SEoY (W.CC)I <0, L= 17 7l

[—a,a] (Wx);=0

Vimnime si, Ze v optime je stucet ¢lenov(v Lagrangeovej funkcii) o||[Wz||; a v* Az vidy
rovny nulovej hodnote, o ¢om nam hovori prvy vztah. Po pouziti oboch podmienok

optimality dostavame

Ty —oTy (WWD)TW ATY); € [~a, a

1
: v
infL(z,z,v) =

T,z

—00 inak
Lagrangeova dudlna tloha ma potom tvar

1
Maz — =vTv —yto
(2)
—al < (WWH WAy < o,
¢o je tloha konvexného kvadratického programovania s kvadratickou ucelovou funkciou
a linearnymi ohrani¢eniami. Hovorime, 7e premennd v € R™ je dualne pripustna, ak
spliia ohrani¢enia dualnej tlohy —al < (WWT)"'W ATy < al. Lubovolny dualne

pripustny bod v nam dava dolné ohranic¢enie pre optimalnu hodnotu p* primarneho

problému, cize —%UT?} — vy < p*. Navyse, optiméalne hodnoty primarnej a dualnej
tlohy sa rovnaji, pretoze priméarny problém splha Slaterovu podmienku (regularita).
Slaterova podmienka je v tomto pripade len pripustnost a ta je trividlne splnena. Plati

teda aj p* = d*.

2.6 Aplikacie [; regulacie a tlohy [; regulovanych najmensich
Stvorcov

V optimalizacii existuje mnoho problémov, ktoré vyuzivaja [; regularizaciu, ¢i uz pri-
amo alebo nepriamo. Mnohé z nich sa daji naformulovat v tvare tlohy [; regulovanych

najmengich Stvorcov. Ako motivaciu, a taktiez ako demonstraciu vyhod /; normy vodi
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lo norme si v tejto podkapitole stru¢nejsie uvedieme dve aplikacie [; regularizacie. Obe
z nich sa daju napisat vo forme tlohy [ regulovanych najmensich stvorcov - konkrétne
sa jedna o rekonstrukciu signalu a rekonstrukciu/zaostrovanie/odSumovanie obrazkov.
V neskorsej ¢asti prace sa budeme podrobnejsie sttredit na aplikacie [;-filtering (I; fil-
trovanie) a Truss Topology Design (TTD, dizajn mechanickych konstrukcii). [; filtering
je metéda na odhadnutie podkladového trendu v ¢asovych radoch a TTD sa zaobera

optimélnym dizajnom mechanickych konstrukeii.

l; regulované najmensie Stvorce, s ich schopnostou odhalit riedke reprezentacie su
znadne rozgirené v oblasti Machine Learning [29][37], v Statistike [8], v geofyzike [22],[23]
a v problematike spracovania signalu [27],[24]. Medzi aplikacie [; regulovanych naj-
mensich Stvorcov patri napriklad LASSO regresia [8] (ktora predstavuje konkurenciu
klasickej Tichonovovej regularizécii, taktiez sa vyuziva na vyber modelu), spracovanie
prirodzeného jazyka (Natural Language Processing) [36], rekonstrukcia signalu [27], [28]
, zobrazovanie magnetickej rezonancie [3|, komprimované snimanie (Compressed sens-
ing) [27] a vinkova transformécia (Wavelet tresholding/transform) [30]. Uloha nachidza
aplikiaciu taktisto pri detekeii prichddzajacich radarovych signatir [35], pri epidemio-
logickych stididch, na analyzu genetickych dat, na kompresiu dat a taktiez na deko-
dovanie linearnych kodov [34].

[, regulariziacia sa stala popularnou v klasifika¢nych metodach ako Support Vector
Machines, Boosting a Logistickd regresia, [; penalty st vyuzivané taktiez v Multi-layer
Perceptions (neurénové siete u¢ené backpropagaciou), v zovseobecnenych aditivnych
moodeloch (Generalized Additive Models), Probit regresii. Myslienka [; regularizacie
bola vyuzita aj v optimalizacii portfolia [31], riadiacom dizajne |32| a pri vybere grafic-

kych modelov [33].

Rekonstrukcia signalu - [; vs [, norma

V problematike rekonstrukcie signadlu mame dany signél reprezentovany vektorom x €
R", pricom jeho zlozky predstavuju namerané hodnoty signdlu v pravidelnych ¢asovych
intervaloch, t.j. x; = f(t;). Zvycajne sa predpoklada, ze sa signal v ¢ase prili§ nemeni
x; = x;11. Mozu vsak nastavat skoky v signéle, v izolovanych bodoch nemusi byt tato

podmienka nutne splnena. Predpokladajme vSak, Ze prijaty signél xg,,, je znecisteny
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neznadmym Sumom v, ktory sa v Case dost meni.
Tsum = T+ U

Cielom je zrekon$truovat/odsumit prijaty signl, resp. odhadnit péovodny nezaSumeny

signal. Formulacia takéhoto problému vyzerd nasledujico
Min ||z — zsym||2 + 7P(z), >0

kde ®(x) je nejaka regulariza¢na funkcia, ktora meria nedostatok hladkosti odhadovaného
signalu, resp. predstavuje mieru blizkosti x; &~ x; 1. Porovname 2 typy regulariza¢nych
funkcii za i¢elom porovnania spréavania a vlastnosti /; normy a [, normy. Ak je pévodny

signal hladky, je vhodné vyuzit kvadratické vyhladenie, kde

n—1

Oy(2) = | Dall3 = ) (i1 —a7)°

=1

Ak sa hodnoty signalu mozu menit skokovito, je vhodné pouzit totalnu variaciu

n—1
Duu(0) = [Dali = 3 [einr —
i=1

D = c R(n—l)xn

Najvacsia vyhoda [; normy voci [, norme spociva v tom, ze [; norma priklada relativne
velkt vahu na najmensie zlozky vektora a mensie vahy va¢sim zlozkam (outlierom). Z
toho dovodu je velmi robustna voci outlierom a vyuziva sa napriklad aj v tzv. robustne;j

regresii.

Zaostrovanie obrazkov

Uloha rekonstrukcie obrazkov sa da formulovat ako minimliza¢na tloha
1
Min §||AJ: — b3+ A[Wzx|;, A>0

kde matica A je linedrna transformdcia reprezentujica rozostrenie, b € R™ je roz-
mazany obrazok vo velkosti m xn pixelov a ortogonalna matica W reprezentuje vinkovi

transformaciu (wavelet).
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prijaty zasumeny signal

na data pre rozne volby parametra \.

13

_2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

] 200 400 GO0 8OO 1000 1200 1400 1500 1800 2000

kvadraticke vyhladenie pre mensie lambda

2 T T T T T T T T T
0oF .
_2 1 1 1 1 1 1 1 1 1

] 200 400 BOO0  BOO 1000 1200 1400 1600 1800 2000

kvadraticke wyhladenie pre vacsie lambda

2 T T T T T T T T T
0oF .
_2 1 1 1 1 1 1 1 1 1

] 200 400 BO0  BOO 1000 1200 1400 1600 1800 2000

tatalna variacia pre mensie lambda

2 T T T T T T T T T
D - -
_2 1 1 1 1 1 1 1 1 1

] 200 400 BOO  BOO 1000 1200 1400 1600 1800 2000

totalna variacia pre vacsie lambda

2 T T T T T T T T T
D -J—|x 7
_2 1 1 1 1 1 1 1 1 1

] 200 400 8OO0 BOO 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Obr. 2: Rekonstrukcia signélu: Na obrazku mozno pozorovat rieSenie tilohy pre ro6zne
A pre kvadratické vyhladenie ako aj totalnu varidciu. Obrazok pre malé lambda v pri-
pade kvadratického vyhladenia je stale pomerne vela zaSumeny a uZ v tomto Stadiu
mozno pozorovat mierne zahladenie vyraznych zmien. Pre vac§ie lambda je rekonstruo-
vany signal nepouzitelny nereprezentuje dobre pévodny nezaSumeny signdl, zhladenie
je prilis vel'ké. V pripade totalnej variacie obrazky dopadli lepsie - pre obe vol'by lambda
st vyrazné zmeny povodného signalu dobre znazornené. Najlepsi rekonstruovany signal
sme dosiahli pomocou totéalnej variacie pre malé lambda. Dany obrazok sme sami zho-

tovili v programe cvx, kde sme kvadratické vyhladenie ako aj totalnu variaciu pouzili



An Example (Image of Io, a Moon of Saturn)

Exact Blurred

A too small

=

Obr. 3: Rekonstrukcia obrazkov: Na obrdzku mozno pozorovat rieSenie tilohy pre rézne

A. Vidime, Ze volba regulariza¢ného parametra je pri od§umovani dolezita.
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3 Metody rieSenia

Pre optimalne riesenie tilohy [; regulovanych najmensich Stvorcov neexistuje analyticka
formula, preto musi byt poc¢itané numericky. Ucelova funkcia tlohy I, regulovanych na-
jmensich Stvorcov je konvexna (stucet konvexnych funkcii), ale nie je diferencovatelna.
V zasade existuju dva hlavné pristupy na ziskanie rieSenia danej tlohy. Tieto pris-
tupy sa liSia prave v tom, ako sa vysporiadavame s nediferencovatelnostou ucelovej
funkcie. Prva moznost je priama, optimalizujeme povodnu nediferencovatelna ucelovi
funkciu bez ohranic¢eni. Na optimalizéciu funkcii rozloziteInych na diferencovatelni a
nediferencovatelnu ¢ast je obvzlast vhodné proximal gradient metoda. Druh& moznost
ako sa vysporiadat s nediferencovatelnostou ucelovej funkcie je vhodna transformé-
cia ulohy. Nediferencovatelnosti u¢elovej funkcie sa da vyhnit transforméciou na kon-
vexny kvadraticky problém s linedrnymi ohrani¢eniami, kde uz je tucelova funkcia difer-
encovatelna. Takato formulicia sa dé riesit napriklad metodami vnutorného bodu.
7 uvedenych dovodov si v nasledujtcej kapitole predstavime tieto dve konkurencné
metddy konvexného programovania. V dalSej Casti prace sa pokisime tieto metody
naprogramovat a priamo aplikovat na nami riesené tlohy. Nasledujuca podkapitola
bola spracovana na zaklade [11], [15] a [21]. Uvadzame v nej len dolezité vlastnosti
proximal gradient metody. Dokazy uvedenych tvrdeni a viet, analyza konvergencie a
dal8ie informécie o proximal gradient metode st podrobne spracované v mnou napisane;

bakalarskej praci [21].

3.1 Proximal-gradient metéda

V optimalizacii sa ¢asto stretavame s potrebou riesit tlohy s nediferencovatel nymi
konvexnymi funkciami. Bezny postup, ktorym sa dajia ulohy takéhoto typu riesit, je
pouzitie subgradientych metod konvexného programovania, ktoré ako optimalizacny
smer vyuZzivaju subgradienty. Subgradientné metody maju vSak niekolko nevyhod -
s pomalé a taktiez nemaji dobré ukoncovacie kritéria. Subgradientné metody nie st
spadovymi metodami, nerasticost uc¢elovej funkcie pocas optimalizicie nie je zarucené.
Vidsina sposobov volby dlzky kroku takisto nezaruc¢uje konvergenciu subgradientnych
metdd. Vzhladom na uvedené nevyhody subgradientnych metdd boli vytvorené efek-
tivnejsie metddy na rieSenie tloh s nediferencovatel nymi konvexnymi funkciami réznej

Struktury. Neohranic¢ené ulohy s ucelovou funkciou rozloZiteInou na konvexnu diferenco-
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vatelni a konvexni nediferencovatelna cast, vedia k zavedeniu tzv. proximal operéatora
a metody proximal gradient. Tejto metode konvexného programovania a jej réznym
modifikdcidm sa budeme venovat v nasledujtcej kapitole. VSetky verzie proximal gra-
dient metdédy konverguju rychlejsie ako klasické subgradientné metody, tri z verzii si

spadové metody, hodnota ucelovej funkcie po kazdom kroku klesé alebo ostava rovnaka.

Predpoklady
Proximal gradient metéda sa vyuziva na optimalizaciu neohrani¢eného problému, pricom

ucelova funkcia f(x) sa da rozlozit na stucet dvoch funkeii.
Min  f(x) = g(x) + h(z) (3)
kde:
e Funkcia g(z) : R" — R je diferencovatelna, konvexna.

e Funkcia h(z) je uzavreta ! konvexnd. Moze byt nediferencovatelna, najlepsie taka,

pri ktorej je proximal operator nenaroc¢ny, jednoduchy.

3.1.1 Proximal operator

Zakladnym prvkom algoritmu proximal gradient metody je tzv. proximal operdtor.

Uvedieme si jeho dve ekvivalentné definicie, spomenieme niektoré vlastnosti.

Definicia 3.1. Nech funkcia h je konvexna. Potom proximal operator funkcie h je

definovany ako:
1
proxy(x) = argmin (h(u) + §Hu = xH%) (4)

u

Veta 3.1. (Definicia pomocou subgradientu): Proximal operdtor 4 = proxp(x) kon-

vexnej funkcie h v bode x moZno ekvivalentne definovat ako:
x — U € Oh(1) (5)
kde Oh(u) je subdiferencidl funkcie h v bode .

Pre tplnost uvedieme niektoré vlastnosti proximal operatora, mnohé napoméahaja pri

odvodeni proximal operatorov pre rozne funkcie.

!Konvexna funkcia sa nazjva uzavreta, ak ma uzavrety konvexny epigraf.
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Tvrdenie 3.1. Proximal operdtor prox,(x) pre konvexd funkciu h existuje a je jednoz-

nacne urceny pre kazdé x.

Tvrdenie 3.2. Ak je h : R™ x R"™ — R separovatelnd funkcia h(uy,us) = hy(uy) +

ha(uz), potom plati proxy(x1,x2) = (proxp, (x1), prozy, (r2)).

Poznamenajme, 7e predos§lé tvrdenie je velmi uZito¢né, namiesto hlTadania celého
vektora nam v pripade separovatelnych funkcii sta¢i hladat jednotlivé zlozky proximal

operatora.

Tvrdenie 3.3. (Skdlovanie a posivanie argumentu): Ak je funkcia h(u) = f(tu + a),
t # 0 ziskand skdlovanim a posivanim argumentu funkcie f, potom sa proximal operdtor

funkcie h dd zapisat ako:
1
proxy(z) = i [proxqs(te + a) — al

Tvrdenie 3.4. (Nerozpinavost): Prozimal operdtor je Lipschitzovsky spojitd funkcia s
Lipschitzovskou konstantou L = 1. Ak oznacime u = proxy(z) a 4 = prox,(z) potom

plati vztah ||u — ally < ||z — 2|2

Priklady proximal operatora

V nasledujticich prikladoch si ukdzeme explicitné vyjadrenia proximélneho operéatora
pre rozne tvary funkcii h(u). Casto budeme zobrazovat proximal operator proxy,(z)
funkcie th(u) z dovodu Struktiry algoritmu proximal gradient met6dy, kde premenné

t predstavuje dizku kroku.

Poznamenajme, Ze pre niektoré funkcie je proximal operator tazko explicitne vyjadritelny,

¢o znemoznuje nasledné efektivne vyuzitie proximal gradient metody.
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Funkcia h(u):

Proximal operator:

h(u) =0

proz,(x) =

Kvadraticka funkcia: %uTAu +bvTu+c

prozy, () = (tA+ 1)~ (x — tb)

Logaritmicka bariéra: — >  logu;

o x¢+\/x?+4t .

proxy,(r); = —5—,i=1,...,n.

Jednotkova norma: ||ull; = > 0 |u] proxg () = o+t x; < —t
_ o(1— o) ol > ¢
Euklidovska norma: ||ul|s proxy,(x) =
0 inak

Indikatorova funkcia: Io(u) =

oo tnak

prozy(z) = argmin||u — z||3 = Po(x)
uelC

prox,, ();

Obr. 4: Proximalny operator jednotkovej normy
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3.1.2 Algoritmus proximal-gradient metody

Algoritmus zakladne]j proximal-gradient metody na rieenie tlohy Min g(x)+h(x) po-
zostava z opakovania hlavnej iteracie az po dosiahnutie pozadovanej presnosti. Proximal-

gradient iterdcia vyzera nasledovne:
%) = proxy, ,(xFD — £, Vg(zF7D))
Premenna t;, > 0 je dlzka kroku, ktort volime bud kongtantni alebo ju budeme urcovat
v kazdej iterécii.
Pozndmka 3.1. Ak za nediferencovatelni ¢ast zvolime h(u) = 0, dostaneme klasicki

gradientni met6du. Minimalizaéné tloha sa zjednodusi na tvar Min g(z) a iteracia je

nasledovného tvaru:

Pozndmka 3.2. Ak za funkciu zvolime h(u) = Io(u). Minimaliza¢na aloha sa da cha-
pat ako M zcn g(x). Iterdcia sa zmeni na tvar gradientnej projekénej metody, proximal
BAS

operator sa sprava ako projekcia.

2™ = Po (z%) — 4, Vg(z*1))

Zéapis hlavnej iteracie proximal gradient metody sa dé& prepisat taktiez ako
2F) — p=1) _ thtk@(kfl))’

pricom Gy(z) = 1(x — prozy,(z — tVg(x))) je smer, ktory mozeme chapat ako subgra-

dient funkcie f, o ¢om hovori aj nasledujtca veta.
Veta 3.2. : Pre smer Gy(x) definovany ako Gy(x) = 1(x — proxy,(x — tVg(x))) plati:
Gi(x) € Vg(z) 4+ Oh(z — tGy(x)). (6)

Pozndmka 3.3. Veta nam vlastne hovori o tom, ze smer Gy(x) patri do subdifer-
encialu funkcie h v bode x* novej iterdcie posunutom o gradient funkcie g v bode
predchadzajiicej iteracie z*~!. TaktieZ je vidno fakt, Ze bod z je minimom funkcie
f(z) = g(x) + h(x) prave vtedy, ked Gi(z) = 0. Tato skuto¢nost vyplyva priamo z

podmienok optimality diferencovatelnych a nediferencovatelnych funkeii.
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Vol'ba pribliZzne optimalneho kroku
Cielom algoritmu je ur¢it optimalnu dizku kroku ¢; (line search) v hlavnej iteracii

proximal gradient metody:
™ = prowyy, (2% — £, Vg(z* 1)) = 2% — 4,Gy, (27

Algoritmus:
Zaciname s krokom ¢t = £ > 0 a opakujeme t = 8t (0 < 3 < 1) az pokym nas krok splni

nerovnost:
_ _ _ _ _ t _
o) = o) 1G5 ) < g2 ) (VgD G ) + S Gula D)

Ako pociatocny krok tg volime I'ubovolnt kladni hodnotu. Algoritmus vyZaduje vypocet
jedného proximal operatora za iteraciu. Line search nerovnost je inSpirovana analyzou

konvergencie.

Konvergencia proximal-gradient metédy

Proximal gradient metdéda konverguje rychlejsie ako klasické subgradientné metody,
ktoré maju zlozitost iba O(1/€?). Konvergencia metody je garantovand pre volbu kons-
tantného kroku ¢t = 1/L tak ako aj pre volbu kroku t; urc¢ovaného v kazdej iteracii.

Aby vsak metoda konvergovala potrebujeme splnit nasledujice predpoklady.

Predpoklady:

e Optiméalna funkéna hodnota f je kone¢nd a funkcia ju nadobtuda v bode z, ktory

nemusi byt jednoznacny.
e Gradient funkcie Vg je Lipschitzovsky spojita funkcia s konstantou L > 0

IVg(x) = Vg2 < Lllz = yll2, Yo,y € R".

Veta 3.3. Prorimal gradient je spadovd metdda, pre hodnotu icelovej funkcie v nasle-
dujicom bode plati f(x") < f(x)—L||Gi(2)|3. Navy3e, vzdialenost priebezného riesenia

od optimdlneho sa kaZdou iterdciou zmensuge, pretoZe plati vztah ||+ — 2|3 < ||z —2|3.

Pozndmka 3.4. Veta nam hovori o tom, Ze pri kazdej novej iteracii sa funkéna hodnota
ucelovej funkcie zmensi alebo ostane rovnaka (ak sme v optime). Funkéna hodnota sa
za kazdu iteraciu zlepSuje prinajmensom o hodnotu £||G.(2)]3, tento jav je dostatocny

na to, aby garantoval konvergenciu metody.
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Veta 3.4. (Konvergencia prozimal gradient metddy) Nech si splnené predpoklady kon-
vergencie. Prozimal gradient metdda dosahugje € presné riesenie po O(1/¢€) krokoch. Pri

volbe konstantného kroku t = 1/L plati vztah

A 1 R
fa®) = f < o)l — a3

a pri uréovani kroku v kaZdej iterdcii t = t; > ty, (line search) plati

1
2ktmm

|2 — 23

fa®)—f <

Pri oboch spoésoboch volby kroku sa teda rozdiel priebeznej funk¢énej hodnoty od op-
timalnej znizuje najmenej rychlostou 1/k. Na nijdenie e-suboptimalneho bodu spliia-
juceho f(:v(k))—f < e pomocou klasickej proximal gradient metody potrebujeme O(1/e)

iteracii.

3.1.3 Zrychlena proximal gradient metéda

Zlozitost zakladnej proximal gradient metddy sa da vhodnou upravou vylepsit na hod-
notu O(1/4/€). Upraveny algoritmus s lepSou zloZitostou sa nazyva zrychlena proximal
gradient metoda. Od klasického algoritmu sa 1i§i v tom, 7e do proximélneho operatora
v kazdej iteracii vstupuji namiesto hodnot 2~ hodnoty y*~b, ktoré si ziskané ex-
trapolaciou z predoslych hodnot z#~Y a z*¥), Preto je zrychlena metoda nazyvana tiez
ako proximal gradient metéda s extrapoliciou. Zrychlena metdda dosahuje priblizne

rovnaki ¢asovii naroc¢nost za iteraciu ako zakladna proximal gradient metoda.

Algoritmus zrychlenej PGM:

Zvolime startovaci bod z(® € D(h) a polozime y© = z(®) potom pre k > 1:

" = prozy, (Y — 6, Vg(y*))

E—1
(k) — k) 4 2 (k) _ p(k=1)
T+ A 2(x T )

2
Y

Tak ako v pripade klasickej metédy krok ¢, byva konstanty alebo urcovany v kazdej
iteracii.
V&imnime si, ze prva iteracia (k=1) zrychlenej metody je zhodna s prvou iteraciou

povodnej metody.
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Volba priblizne optimalneho kroku

Cielom je ur¢it optiméalnu dlzku kroku ¢, (line search) v ¢asti metody:
# ™ = prowy, (y* 7V — 4 Vg(y"* V) = "V — 4G (v )

Algoritmus:
Zac¢iname s krokom ¢t = t;_; z predoglej iteracie a opakujeme t = 5t (0 < 5 < 1) aZ

pokym nas krok splni nerovnost:

Ako pociatocny krok ¢, volime Tubovolnu kladni hodnotu. Poznamenajme, Ze takto
definovany algoritmus volby dlzky kroku implikuje nerasticost kroku t; < t,_;. Jed-
inym rozdielom oproti zakladnej metéde je to, Ze v nerovnosti pouzivame namiesto

povodnych hodnét z extrapolované hodnoty y.

Konvergencia zrychlenej proximal gradient metédy
Rovnako ako v pripade zdkladnej metody musia byt pre konvergenciu metody pri volbe

Tubovolného korku (fixny /line search) splnené predpoklady:

e Optimélna funkéné hodnota fje kone¢n4 a funkcia ju nadobtuda v bode z, ktory

nemusi byt jednoznacny.
e Gradient funkcie Vg je Lipschitzovsky spojita funkcia s konstantou L > 0

IVg(x) =Vgy)lla < Lllz = yll2s Va,y.

Veta 3.5. (Konvergencia zrijchlenej prozimal gradient metody) Nech si splnené pred-
poklady konvergencie. Zrijchlend prozimal gradient metdda potrebuje O(1/+/(€)) iterdeii
na ndjdenie e-presného riesenia spliiajiceho f(x(k)) — f < €. Pri volbe konstantného

kroku t; =t = 1/L plati
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Uviedli sme si, 7e rozdiel f(z*))— f sa znizuje prinajmengom rychlostou 1/k2. Pri oboch
sposoboch volby kroku dosahuje algoritmus proximal gradient metédy s extrapolé-
ciou zlozitost O(1/+/€). Zrychlena metoda vsak nezarucuje nerasticost ucelovej funkcie
f(z®) < f(z*V) tak ako povodna verzia. Tato vlastnost vieobecne nie je platna,
metoda sa dostava k optiméalnej hodnote ¢asto pomocou "skokov". Z uvedeného dévodu
existuje d'algia modifikicia proximal gradient metody, ktora vlastnost spadovosti splia.

Nazyva sa spadova(descent) verzia zrychlenej proximal gradient metody.

3.1.4 Spadova verzia zrychlenej proximal gradient met6dy

Nasledujtca modifikacia algoritmu zarucuje nerasticost tcelovej funkcie.

Z(k) — proxtkh (y(k_l) _ thg(y(k_l)))

W (W) < fatD)
20 _
z*-1) inak
o) — 1) 9i<z<k> _ gl
k

y(k) = (1 — 6k+1)$(k) + 9k+1v(k)

kde premenna 6 je definovana ako 6, = k%l V&imnime si, Ze ak nie je splena pod-
mienka f(z®) < f(z®*~Y), premennd z;, ostidva konitantna, az pokym sa nenajde
lepsie suboptimalne rieSenie. Ak je podmienka splnend, tak iteracia je ekvivalentné s

iteraciou zrychlenej metody.

3.1.5 Nova modifikacia proximal gradient met6dy

Nasledujticu upravu sme vytvorili na zdklade poznatkov o klasickej a zrychlenej prox-
imal gradient metdde, vyuzili sme predovSetkym fakt, ze klasickd proximal gradient
metoda je spadova a plati v jej pripade vztah |27 — 2]|2 < ||z — Z|3. Modifikdcia
je svojou stavbou podobné descent verzii, taktiez ma vlastnost nerasticosti ucelovej
funkcie, ktora zrychlenej proximal gradient metode chyba. Najvacsi rozdiel oproti spa-

dovej verzii je ten, ze premenné x neostava za neplatnosti podmienky konstantnou, ale
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v kazdej iteracii sa meni, priblizuje sa optimalnemu rieSeniu.

Z(k) = Proxyp (y(k_l) — thg(y(k_l)))

prozy,, (2% — 4, Vg(z*-1)) inak
y® = 20 L L ow ey

k42
Pokial je podmienka nerastucosti splnené, pouziva sa klasicka zrychlena metoda, kvoli
jej vysokej rychlosti konvergencie. Ak dand podmienka neplati, vyuzivame pdvodnu
proximal gradient metédu na predchadzajice z*~Y, ktora je vidy spadova. Této
uprava je zalozené na tom, ze v klasickom proximal gradient algoritme je ucelova funk-
cia nerastica a vzdialenost priebezného od optimélneho rieSenia sa zmensuje kazdou
iteraciou. Vdaka tomu priebezné riegenie 2(*) nebude nikdy stagnovat, od ¢oho ocaka-

vame rychlejsie dosiahnutie suboptimalneho rieSenia.
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3.2 Metdéda vniatorného bodu

V tejto kapitole sa budeme venovat metdédam vnitorného bodu pre rieSenie vSeobec-
nych tloh konvexnej optimalizacie. PresnejSie sa budeme venovat zakladnej primérno-
dualnej metéde vniutorného bodu. Kapitola bola spracovana na zaklade poznatkov z
[14], [16] a [18].

Metody vnitorného bodu sii zalozené na rieSeni postupnosti parametrizovanych tloh na
volny extrém, resp. tloh s ohrani¢eniami typu lineadrnych rovnosti pomocou Newtonovej
metddy, pricom optimdlne rieSenie kazdej parametrizovanej tlohy slizi ako Startovaci
bod pre dalsiu tlohu. Postupnost tychto minim (ktoré spolu tvoria tzv. centralnu tra-
jektoriu) konverguje k optimalemu rieSeniu povodnej tlohy.

Tuto metodu v 60. tych rokoch rozpracovali Fiacco a McCormick (Nonlinear Program-
ming, [38]) a nazvali ju SUMT (Sequential Unconstrained Minimization Technique,
resp. metoda postupného rieSenia tloh na volny extrém). Bola v8ak dokdzana kon-
vergencia iba presnych rieSeni parametrizovanych tloh a navyse sa metody aplikovali
na zlozité tlohy, ktoré bolo zlozité analyzovat. Az v roku 1984 N. Karmarkar navrhol
tzv. projektivny algoritmus na rieSenie loh linedrneho programovania, ktory bol poly-
nomidlny. Ukazalo sa, ze Karmarkarov algoritmus tizko stvisi so spominanou metdédou
SUMT. Nasledne sa metddy zacali skimat na jednoduchych tdlohach konvexného pro-
gramovania a boli dokdzané mnohé doélezité vlastnosti (konvergencia v okoli centralne;j
trajektorie, polynomialnost algoritmov,..)

Hlavnou myslienkou bariérovych metéd vniatorného bodu je, Ze poévodnéa tuloha je
rieSena aplikovanim Newtonovej metody (alebo inej metody volnej optimalizécie) na
postupnost parametrizovanych tloh. Primarno-duélne metody vnitorného bodu vsak,
narozdiel od bariérovych metéd, riesia podmienky optimality povodnej tillohy pomocou
Newtonovej metody (alebo inej metody volnej optimalizacie) aplikovanej na postup-
nost perturbovanych podmienok optimality.

Uvedena idea met6d vnutorného bodu je zakladom algoritmov, ktoré sa riadia podla

nasledovnej schémy:

1. pre dani hodnotu parametra ¢ najst priblizné rieSenie parametrizovanej tlohy
(podmienok optimality) pomocou nejakej metody volnej optimalizécie zo zada-

ného Startovacieho bodu.

2. zvac8it hodnotu parametra ¢ a postup opakovat, pricom Startovacim bodom pre
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tato minimalizaciu je vypocitané priblizné rieSenie predchadzajicej tlohy.

Primarno-dualne metody vntatorného bodu st ¢astokrat acinnejsie ako bariérové metody,
hlavne v pripadoch, ked je vyzadovana velkd presnost, pretoZze st schopné dosiahnut
lepsiu ako linedrnu konvergenciu. Pre tlohy linearneho, kvadratického, geometrického
a semidefinitného programovania Specializované primarno duélne metédy vnatorného
bodu prekonavaji bariérovi metdédu. Jednou z vyhod primérno-dualnych algoritmov je
fakt, ze dokazu pracovat aj vtedy, ked je problém pripustny, ale nie striktne pripustny.
Pre vseobecnti konvexni optimalizaciu si primarno-dualne metody témou aktivneho
vyskumu.

Napriek niektorym rozdielom st priméarno-duélne met6dy vnitorného bodu vel'mi podob-
né bariérovej metode. V primarno-dualnej metode je iba jeden cyklus (iteracia), nie je
tu pritomné rozliSovanie vnitornych a vonkajSich iteracii ako v bariérovej metode.
V kazdej iteracii primarno-dualnej metody st aktualizované primarne aj dualne pre-
menné. Hladacie smery (search directions) v primarno-dualnej metode su ziskané z
Newtonovej metody aplikovanej na modifikované Karush-Kuhn-Tuckerove (KKT) pod-
mienky, hTadacie smery st pribuzné hladacim smerom v bariérovej metode. V primarno-
duélnej metodde nie st primarne a dudlne premenné pocas iteracii nevyhnutne pri-

pustné.

3.2.1 VsSeobecna formulacia tlohy

Uvazujme nasledovni tlohu konvexného programovania

Min  fo(z)

kde fo,..., fm : R™ — R su konvexné, dvakrat spojito diferencovatelné funkcie, a A €
RP*™ je matica s hodnostou h(A) = p < n. Ulohou je teda najst minimum konvexnej

ucelovej funkcie fo(z) na konvexnej mnozine pripustnych rieSeni
P={zx:Ax =0, fi(z) <0 i=1,...m}

Poznamenajme, ze pod dany tvar tlohy spadaji mnohé tilohy - napriklad ilohy linedrneho

a kvadratického programovania.
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Predpokladame, Ze tloha je rieSiteIna, optimalne rieSenie x* existuje, pri¢om optimalna
hodnota tcelovej funkcie je p* = fo(z*). Taktiez predpokladame, 7e existuje z € P taky,
ktory splia Az = b a f;(z) <0 i = 1,...m (z je vnitorny bod mnoziny). Vnitro
mnoziny pripustnych rieSeni P je neprazdne, ¢o znamena, Ze je splnené Slaterova pod-
mienka. Preto existuji dualne optimalne A\* € R™, v* € RP, ktoré spolu s optimalnym
riegenim z* spliiaji Karush-Kuhn-Tuckerove podmienky, ktoré st nutnymi aj postacu-

jucimi podmienkami optimality
Vfolx*) + Df(z*) '\ + ATv* =0

diag(\*) f(z*) =0 (8)
Az* =0b, f(z*) <0, X" >0,

kde f: R" — R™ st ohranicenia a D f(z) je Jakobidn

fi(z) Vfi(z)"
fm(@) V fm(z)t

Metody vnitorného bodu riesia povodni konvexnia alohu (alebo jej KKT podmienky)
aplikovanim Newtonovej metdédy na postupnost tiloh s ohrani¢eniami v tvare rovnosti

(alebo na postupnost modifikovanych KKT podmienok).

3.2.2 Primarno-dualny hl'adaci smer

Zékladnym prvkom priméarno-dualnej metédy vnatorného bodu je tzv. hladaci smer
(search direction), ktory je smerom optimalizacie/postvania primarnych a dualnych
premennych. Hladacie smery v primarno-duilnej metode su ziskané z Newtonovej
metody aplikovanej na systém nelinedrnych rovnic r(z, A,v) = 0, ktorym st modi-

fikované Karush-Kuhn-Tuckerove (KKT) podmienky

T dual Vfolx)+ Df(x)TX+ ATw
T2, N 0) = | Toent | = —diag(\) f(z) — 11 : (9)
Tpri Ax —b

kde podmienka komplementarity je upravena o ¢len %1, pricom ¢t > 0 je kladny parame-
ter. Ak premenné x, \, v splhajt r(z, \,v) = 0 a f(x) <0, potom x = *(t), A = \*(¢)

a v = v*(t) si body centralnej trajektorie. Presnejsie, x je primérne pripustné a A,
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v su dudlne pripustné s dudlnou mezderou m/t. Prva ¢ast ry, rguq, sa nazyva dualne
reziduum, prostredné cCast r..,; sa nazyva centrilne reziduum a posledné cast r,,; sa
nazyva primarne reziduum.

Vsimnime si, ak parameter ¢ — 0o, systém rovnic 7(z, A, v) = 0 sa zredukuje na KKT
podmienky pre nasu pdévodnid tlohu. Zakladnou myslienkou je pouzivat Newtonove
kroky riesenia systému r,(z,A,v) = 0 pre rastiucu postupnost parametra t. Preto sa
teraz sustredime na Newtonov krok pre rieSenie nelinedrneho systému rovnic ry(x, A, v) =
0 pre fixni hodnotu parametra ¢, v bode (x, \,v), ktory splia f(z) < 0, A > 0. Oz-
nacime stcasny bod y = (z, A\, v) a Newtonov krok ako Ay = (Axz, AX, Av). Newtonov

krok je potom urceny linedrnymi rovnicami
r(y + Ay) = ri(y) + Dri(y) Ay = 0,

kde Dry(y) predstavuje Jakobian. Je teda potrebné riesit systém linedrnych rovnic

Dri(y)Ay = —r(y), ¢o v povodnom znaleni predstavuje systém

V2folx) + Y0 NV23fi(e)  Df(x)t AT | —=Vfo(x) — Df(z)"A— ATv
—diag(A\) D f(x) —diag(f(z)) 0 | diag(N) f(z) + 1

A 0 0 | —Ax +b
(PD)

Definicia 3.2. Primarno-dualny hladaci smer Ay,q = (Azpq, ANpa, Avyg) tlohy (7) je

definovany ako rieSenie systému linearnych rovnic (PD).

Pozndmka 3.5. Ak vektor x spliia Az = b (primarne reziduum je nulové), potom plati
AAz,; = 0 a vektor Az, definuje pripustny smer - pre ubovolné s je splneny systém
A(x + sAxyy) = .

Pozndmka 3.6. Systém linearnych rovnic (PD) je moZné riegif elimindciou a da sa
vyuzit struktira tlohy - ako riedkost alebo diagonalita. Newtonov krok je v takychto
pripadoch mozné dostat efektivnejsie. Ked je povodny problém riedky, ¢o znamené, Ze
ucelova funkcia a kazdé ohranic¢enie zavisi iba na malom pocte premennych, potom si
aj vSetky gradienty a Hessove matice riedke. Z toho dovodu je aj systém (PD) riedky
(ma vela nulovych zloziek) a d4 sa rychlejsie vyrie$it metédami uréenymi pre pracu s
riedkymi maticami. Podobne sa systém zjednodu$i v pripade separovatelnej tucelovej
funkcie a linedrnych ohraniceniach. V tomto pripade je matica V2fy(z) diagonélna a

vyrazy V2 fi(z) zanikaji.
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Nahrada duilnej medzery

V primarno-dualnej metéde vntatorného bodu nie st k-te hodnoty primarnych a duéal-
nych premennych (x® \*) ¢®)) nevyhnutne pripustné. To samozrejme neplati pre
ich limitné hodnoty, ked algoritmus skonverguje. Kvoli tomuto poznatku vSak nastava
problém, Ze nemozeme lahko vyhodnotif dualnu medzeru n®), prislichajicu ku k-temu

kroku algoritmu, ako je to zauzivané pri bariérovej metdde.

Definicia 3.3. (surrogate duality gap): Pre kazdé x, ktoré splia f(z) <0a A >0, je

ndhradni duilna medzera rovné

i, \) = —f ()"

Néhradna medzera bude duilnou medzerou, ak st premenné x a A, v primarne, resp.
dudlne pripustné (rp; = 0, 7gua = 0). Hodnota parametra t, ktora prislicha ndhradnej

dualnej medzere je m/7.

Uréenie dizky kroku
Volba dizky kroku v priméarno-duéalnej metéde vnitorného bodu je zaloZena na norme
rezidui a je modifikovana, aby zabezpedila nerovnosti A > 0 a f(z) < 0. Oznacme

sucasny bod ako y a bod nasledujucej iteracie ako y*, potom
y' =y + sAYp
Ako prvé vypoéitame maximalnu kladna dizku kroku, ktora spliha AT >0

s = sup{s € [0, 1|\ + sAX > 0} = min{1, min{—\;/AN|AN; < 0}}

max

Nasledne polozime s = 0.99s™%, a nasobime dizku kroku s parametrom 3 € (0, 1), a7

pokym splnime podmienky
f@™) <0, lre(2™ AT, 07|l < (1= as)|re(z, A, v)]l2-
Parameter « sa zvycajne voli od 0.01 do 0.1, parameter (5 je typicky z rozpitia od 0.3
do 0.8.
3.2.3 Algoritmus primarno-dualnej meté6dy vniatorného bodu

Algoritmus primarno-dualnej metody vnatorného bodu sa zastavi, ked su vSetky pre-

menné pripustné (primarne aj dudlne s toleranciou €ye,s) a zaroveir hodnota ndhradnej
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dualnej medzery je menS$ia ako tolerancia e. KedZe méa primarno-duilna metoda cas-

tokrat lepsiu ako linearnu konvergenciu, je bezné polozit tolerancie malé.

Vstup: vektor z, ktory splia f(z) < 0; vektor A > 0; skalar p > 1; pozadované
miery presnosti € > 0, €feqs > 0
Opakuj kroky 1., 2., 3., 4., az pokym ||7prill2 < €feass |Tduatllz < €feas @ 11 < €

1. Urcenie t. Nastavenie t = pum/1.

2. Vypocet primarno-duédlneho hladacieho kroku Ay,; = (Azpq, AXpa, Avyg).

3. Uréenie dizky kroku s > 0.

4. Aktualizdcia premennych y = y + sAy,4.
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4 Aplikacie

V prvej kapitole sme spomenuli, Ze existuje mnoho tloh vyuzivajicich regulaciu po-
mocou [; normy, pripadne sa daju naformulovat na tvar tloh najmens$ich Stvorcov
regulovanych [; normou. Vyberieme dve aplikicie, ktoré nas doviedli k potrebe riesit
tlohu v tvare najmensich stvorocov regulovanych /; normou. Konkrétne sa jedna o tzv.
[y Trend Filtering a Truss Topology Design. [, filtrovanie je metéda na odhadnutie
podkladového trendu v ¢asovych radoch a T'TD sa zaober& optimalnym dizajnom me-
chanickych konstrukcii. Spomenieme si o nich niektoré poznatky a na zaver podkapitol

otestujeme nami naprogramované metody z predoslej kapitoly na danych tlohéch.

4.1 [; Trend Filtering

Jendou z moznych aplikécii [; regulacie, ktoré sme objavili, je metoéda nestca nazov [y
Trend Filtering. Jedna sa o metodu pre modelovanie podkladového trendu v datach (v
¢asovych radoch), ktora je varidciou Hodrick-Prescottovho filtra. [; Trend filter vznikol
zmenou Ucelovej funkcie HP filtra, kde sa zmeni jej druhy penaliza¢ny ¢len - suma
Stvorcov druhych diferencii ¢asového radu sa zameni za sumu ich absulutnych hodnét
(I; norma). Vdaka tejto modifikacii je uz ucelova funkcia zlozené z diferencovatelnej a
nediferencovatelnej ¢asti, dostavame na prvy pohlad typicka stavbu ulohy riegitelnej
pomocou proximal gradient metody.

V nasledujucich sekciach si nac¢rtneme myslienku problému Trend filtering, oboznamime
sa s HP filtrom a jeho niektorymi vlastnostami. PredovSetkym si predstavime problém
[y trend filtering, jeho vlastnosti, iné formulacie a dva spdsoby jeho rieSenia. Kapitola

je napisana na zaklade zdrojov [4], [5] a [20].

4.1.1 Trend filtering

Dany je casovy rad vy, t = 1,...,n . Predpokladame, Ze sa skladd z malo meniaceho
trendového komponentu x; a viac meniaceho ndhodného komponentu z;, niekedy nazy-

vaného aj ako cyklicky komponent alebo rezidua.
yt:xt—l—zt t:1,...,n

Cielom tlohy trend filtering je odhadnut podkladovy trend alebo odhadntt ndhodny

komponent, ¢o je ekvivalentn& tloha. Od odhadnutého trendu pozadujeme, aby bol

31



hladky (mélo meniaci sa) a odhadnuty nahodny komponent (rezidua) chceme ¢o naj-
mensi. Trend filtering teda méZzeme povazovat za optimaliza¢nt tlohu s dvomi proti-
chodnymi cielmi, ktoré buda neskor vazené parametrom A. Trend filtering nachadza up-
latnenie napriklad v makroekonémii, v geofyzike a v analyze finan¢énych ¢asovych radov.
Existuje viacero metod na odhadovanie podkladového trendu, avsak my sa budeme ven-
ovat [; trend filtering, ktory je modifikdciou znameho Hodrick-Prescottovho filtra. HP

filter si objasnime v nasledujicej casti.

4.1.2 Hodrick-Prescott filtering

HP filter sa vyuziva na ziskanie zhladenej krivky (trendovy komponent) x; dobre
reprezentujicej dany casovy rad ;. V pripade Hodrick-Prescottovho filtra sa odhado-
vany podkladovy trend voli tak, aby minimalizoval tc¢elovi funkciu, ktora je vazenou
sumou dvoch dobre interpretovatelnych komponentov. Prvy komponent predstavuje

velkost rezidui a druhy, penaliza¢ny komponent predstavuje hladkost odhadovaného

trendu. X
1 n n—
3 Z(yt — )+ A Z(xt,l — 22 + Ty 1)
=1 =2

Regulariza¢ny parameter A > 0 sa pouZiva na riadenie kompromisu medzi velkostou
reziduf a hladkostou riesenia. Casto je oznacovany aj ako zhladzovaci parameter, kedze
kontroluje hladkost odhadovaného trendu. Argumentom druhého komponentu je druhé
diferencia ¢asového radu v ¢ase ¢ + 1, je nulova prave vtedy, ked lezia tri body x;_1, x;
a T4 na priamke. Preto druha cast ucelovej funkcie moze byt nulova len vtedy, ked je

z, afinne, teda je tvaru =, = a+ Bt. Utelovi funkciu moézeme zapisat taktiez maticovo:
1
Min Sy — |3 + | Dzl3, A >0 (P)

kde 2,y € R a D € R 2*" je matica diferencie druhého radu...

Riesenie problému HP filtering mozno vyjadrit explicitne ako
" = (I + 22D D)™y
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Z uvedeného vztahu vidime, ze odhadnuty trend pomocou HP filtra je linearnou funkciou
¢asového radu (dat) y. VSimnime si taktiez vlastnost konvergencie odhadu k original-
nym datam, ked A — 0. Pre A\ — oo konverguje odhad trendu k najlep$iemu afinnemu
rieSeniu fitujicemu data, druha cast ucelovej funkcie musi byt nulova, pretoze sa jej

priklada velka vaha.

4.1.3 [y trend filtering

V pripade [; filtra sa odhadovany podkladovy trend z; voli tak, aby minimalizoval
ucelova funkciu skladajucu sa z vazenej sumy dvoch ¢asti. Prva ¢ast predstavuje velkost
rezidui a druhé predstavuje hladkost odhadovaného trendu. /; trend filter vznikol modi-
fikaciou ucelovej funkcie HP filtra, kde sa suma Stvorcov druhych diferencii ¢asového
radu zamenf za sumu ich absultitnych hodnét (/; norma). Minimalizovana ucelova funk-

cia preto vyzera nasledovne:

n n—1

1

5 E (yr — )% + A E |Ti—1 — 224 + 2444
=1 t—2

Tak ako v pripade HP filtra sa regulariza¢ny parameter A > 0 pouziva na korigovanie

velkosti rezidui verzus hladkosti rieSenia. Taktiez sa da ucelova funkcia zapisat maticovo
1 2
Min 5lly = zllz + M| Dall, A >0 (L1)

kde 2,y € R a D € R™"2*" je matica diferencie druhého radu.

Vlastnosti

Rovnako ako v pripade HP filtrovania je uc¢elové funkcia [; filtrovania striktne konvexna,
existuje jednoznacéné riesenie daného problému. Ucelova funkcia viak stratila vlast-
nost diferencovatelnosti kvoli pritomnosti jednotkovej normy. RieSenie (L1) problému
nevieme vyjadrit analytickou formulou tak ako v pripade HP filtrovania, odhadovany
trend uz nie je lineadrnou funkciou originalnych dat. Pre regulariza¢ny parameter A — 0
konverguje rieSenie k origindlnym datam a pre A — oo konverguje odhad trendu k na-
jlepsiemu afinnemu rie$eniu fitujicemu data, kde druhéa cast ucelovej funkcie je nulova,
pretoze sa jej priklada vel'ka vaha. Narozdiel od problému HP filtering k tomuto javu
dochadza skor, konvergencia k najlepSiemu afinnemu rieSeniu nastava uz pre konecni

hodnotu parametra A,

)\max = H(DDT)_IDyHOO
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Pre A > A\ sa uz hfadané rieSenie nemeni, ostava najlep$im afinnym.

Linearnost po ¢astiach

Najvacsi rozdiel oproti HP filtrovaniu je, Ze [; filter produkuje odhady podkladového
trendu, ktoré st hladké v tom zmysle, Ze st po ¢astiach linedrnou funkciou v case
t (meni sa pocet spajacich bodov, linearnych ¢asti). Z tohto dovodu je [; filtrovanie
vhodné na analyzu c¢asovych radov s podkladovym po ¢astiach linedrnym trendom.
Vzniknuté uzly (spajacie body), zmeny sklonu odhadnutého trendu je mo7zné interpre-
tovat ako nahle zmeny, udalosti v podkladovej dynamike ¢asového radu. Preto je mozné
[, filtrovanie povazovat za detekciu alebo odhadovanie zmien v podkladovom linedrnom
trende ¢asového radu. Ciastkova linearita odhadnutého trendu je sposobené prave pri-
danim jednotkovej normy do minimalizovanej uc¢elovej funkcie. RieSenie takéhoto prob-
léemu méa zvycajne argument v l; norme riedky (/5 norma ma sklony tahat argument
k nulovej hodnote). V nasom pripade to sposobuje, ze argument Dz, ¢ize diferencia
druhého radu odhadnutého trendu, ma mnoho nulovych ¢lenov, ¢o znamena, ze odhad-
nuty trend musi byt po Castiach linearny.

Pri linearnosti rieSenia po Castiach existuji celociselné casy

1=t <ty <..<tp1 <t,=mn, pre ktoré plati

ot =g+ Brt, o <t<tp, k=1,..,p—1

I afinnou funkciou ¢asu t. Parametre

Inymi slovami, v kazdom intervale [t;, ;1] je '
g, B urcujice afinnu funkciu na kazdom intervale nie si nezavislé, musia podéavat
zhodné hodnoty funkcie v spajacich bodoch to,...,t,_1 (vysledny trend bude spojita
funkcia).

o + Brtk+1 = app1 + Brtater, k=1,..,p—1

Ak p = 2, tak nemame ziadne spijacie body. V tomto pripade si Casy t; = 1,to = n
a rieSenie je afinne. V pripade opa¢ného extrému, ked mame spajaci bod v kazdom
¢asovom bode, su ¢asy t; =4, ¢ = 1,...,n a rieSenie zodpoveda pévodnému ¢asovému
radu (pripad A = 0). Pocet spajacich bodov zvy¢ajne s rastiicim regulariza¢nym
parametrom A klesa.

Na [ filtrovanie sa mozno pozerat tak, ze produkuje segmentovii linedrnu regresiu
s afinnym fitom na kazdom segmente s rovnakymi hodnotami v uzloch. [; filtrovanie

najde segmentaciu aj afinny fit na kazdom segmente rieSenim jediného optimaliza¢ného
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problému.

Vyhody [, filtra oproti HP

Zékladny dovod, preco preferovat odhad trendu pomocou [ filtering voci trendu ziska-
nému HP filtrom, mo6ze byt prave vlastnost [y filtra produkovat rieSenia, ktoré st po
Castiach linearne. Dalsi velmi dobry dovod je to, ze Strukturdlne zlomy a outliery v
datach neskresluju vysledky [; filtra tak ako v pripade HP filtra. Pri pouziti HP filtra
na data, ktoré obsahuju Strukturalny zlom, déjde k 'zhladeniu’/zmierneniu zlomu a k
rozsireniu jeho efektu dopredu aj dozadu v ¢ase. Z toho déovodu odhadovany trend po-
mocou HP filtra uz nemusi v oblasti Struktutalneho zlomu dobre reprezentovat pévodné
data (bude vychyleny), ¢o ukazuje aj Obr.5. Naviac [; filter nevyzaduje Ziadnu znalost

o pocte a lokaciach strukturalnych zlomov v pévodnom c¢asovom rade.

Podmienky optimality

Ucelova funkcia problému (L1) je konvexna (stcet kvadratickej funkcie a normy), avsak
nie je diferencovatelna kvoli pritomnosti jednotkovej normy. Z uvedeného dévodu pouzi-
jeme podmienky optimality prvého radu definované pomocou subgradientov. VyuZzijeme
vysledok z kapitoly 2.2, kde sme odvodili nutné a postacujice podmienky optimality

pre tcelovi funkciu tlohy [; filtering. Podmienky vyzeraji nasledovne

(DDT)'D(y—a))i€{ —N  (Dx); <0, i=1..,n—2
[=A A (Dx)i =0

Ak definujeme zlozky vektora u € R"~? ako

U =4 —1 (IDZL')Z <0
-1,1] (Dz); =0

mozno predoslé podmienky prepisat ekvivalentne ako
y —x € AD .

7 danych podmienok optimality sa daji odvodit niektoré zaujimavé vlastnosti [; fil-

trovania, niektoré z nich sme uz spomenuli.
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Obr. 5: Vyhoda [; vs. HP: Produkéné medzera Japonska 1980-2010. Produkéné medzera
je poc¢itana ako percentualna odchylka aktuélnej produkcie od potencialnej produkcie.
Potencialna produkcia nie je priamo pozorovatelnéd, musi sa odhadovat. Na obrazku
je vykresleny logaritmus HDP Japonska ocisteny od sezénnosti. Vidime, ze Japonska
ckonomika zazila Strukturdlne zmeny (bod A). Parameter A [; filtrovania bol zvoleny
tak, aby Stvorce rezidui boli rovnaké ako v pripade HP filtra pri volbe A = 1600, ¢o
je bezne pouzivana hodnota pre stvrtrocné data. [ filter zachytil $trukturdlnu zmenu
v ekonomike Japonska ovela lepsie ako HP filter, ktory dant zmenu zahladil (odhad
je vychyleny). Logaritmus HDP Japonska je vhodné modelovat po ¢astiach linearnym

trendom. Obrazky pochédzaju zo zdroja [5].

Horné ohranicenie chyby

Pre kazdy vektor u € R"2, ktorého zlozky pochadzajt z intervalu u; € [—1,1] urcite
plati nerovnost —4\ < A(DTu); < M. KedZe podla podmienky optimality vektor y —x
patri do mnoziny AD”u, tak aj jeho kazda zlozka musi splitat predosli nerovnost, z ¢oho

nésledne vyplyva vztah horného ohranicenia chyby (maximum fitting error bound)
[y — @l[oo < 4A (10)

Vztah (10) implikuje konvergenciu odhadnutého trendu k originalnym datam, ked reg-

ulariza¢ny parameter A — 0.

Z podmienok optimality sa da taktiez odvodit hodnota regularizaéného parametra
Amaz, Pri ktorej je nami odhadnuty trend uz najlepsim afinnym rieSenim reprezen-

tujicim poévodné data. Pre rieSenie, ktoré je afinne, urcite plati Dz® = 0. Preto sa
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podmienka optimality pre rieSenie x* zredukuje na tvar
(DD"Y™'Dy); € [\, i=1,...,n—2

Z ¢oho priamo vyplyva vztah |[[(DDT)™' Dyl < A, a preto za hodnotu ez, pri ktorej

je uz riesenie afinne, mozno poloZit \ye: = ||(DDT) ™' Dyl -

Mohlo by nés taktiez zaujimat, za akych podmienok mozno odhadnuty trend pri ne-
mennom A iba extrapolovat (rozsirit), ak nam do originalneho ¢asového radu pribudne
nové pozorovanie. Aj tito otézku je mozné zodpovedat pomocou odvodenych pod-
mienok optimality pre tlohu [y filtering. Staci iba overit, ¢ odhadnuty trend spolu s

extrapolovanou hodnotou spliia podmienku

J’}”
oo™y o[ V) - Moo <A
1 1
Ynt1 an Ty

Z predoslej nerovnice je mozné odvodit dolnt aj hornt hranicu pre nové pozorovanie

Yni1, aby stacilo pouzit pri rieSeni extrapolaciu.

4.1.4 Duéalna tloha

V tejto casti odvodime Lagrangeovu dualnu tlohu k tlohe [; filtering, ktord bude
neskor kIi¢ova pre rieSenie daného problému pomocou metody vniatorného bodu. Na
to, aby sme odvodili dualnu tlohu potrebujeme najprv vykonat jeden umely krok -
zavedieme novi premennt z € R" 2 a pridame nové ohranicenie v tvare rovnosti
z = Dx. Danou substiticiou dostaneme ekvivalentni formulaciu [, filtering problému

v tvare minimalizacne] tlohy s ohrani¢enim:
1 2
Min olly = xllz + Alllh
z= Dz

Pre ekvivalentna formulaciu vieme zostrojit Lagrangeovu funkciu, kde v € R"7? je

duélna premennd prislichajica k ohranic¢eniu v tvare rovnosti z = Dux.
1 2 T
L(w,2,0) = 5lly = 2l + Nzlly + 7 (Dz — 2)

Lagrangeovu duélnu funkciu ziskame ako G(v) = infL(z, z,v). Lagrangeova funkcia je

z,2

konvexnd v premennych z,z a teda podla Vety 2.1. funkcia nadobtida minimum, ak
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do subdiferencialu funkcie patri nulovy vektor

oL
—=2—-y+D'v=0 = x=y- D
ox
1 zi >0 A zi >0
oL
=—v;+Aq -1 <020 = v, €S -\ z; <0
8ZZ'

Prvy vzfah nam hovori ako dostat z rieSenia v'! duélnej tilohy riesenie z!' primérne;
tlohy, ktori chceme riesit. VSimnime si taktiez, 7ze v optime je sucet ¢lenov (v La-
grangeove] funkcii) A||z||; a —v”2 vzdy rovny nulovej hodnote, ¢o je vidiet z druhého
vztahu. Po pouziti oboch podmienok dostavame

. —sv'DDTw + 0" Dy v € [-A, N

infL(x,z,v) =

T,z

—00 inak
Lagrangeova dudlna tloha méa potom tvar

1
Min =vT'DDTv —yT D™
2 (DL1)
Al <ov <Al
Vysledny dualny problém (DL1) je tlohou konvexného kvadratického programovania s

kvadratickou ucelovou funkciou a linedrnymi ohrani¢eniami.

V nasledujicom texte najprv predstavime obvykly sposob rieSenia tlohy [; trend fil-
tering, v ktorom sa vyuziva metéda vniatorného bodu pouzitad na dudlnu dlohu (DL1).
Néplhou druhej ¢asti je pokus o aplikovanie proximal gradient metody na primarnu

tilohu (L1). Tieto dva rozne pristupy porovname, spomenieme ich vyhody /nevyhody.

4.1.5 RieSenie pomocou primarno-duilnej metédy vniatorného bodu

Na rieSenie duélnej ulohy (DL1) konvexného (kvadratického) programovania existuje
mnoho metod. V nasom pripade dosiahneme rieSenie tilohy pomocou primarno-duélnej
metody vnttorného bodu, z ktorého jednoduchou transforméciou z!! = y — DToM
ziskame hladané rieSenie tlohy [; filtering. V nasledujicom texte budeme povazovat za
primarnu tlohu (DL1) s primarnou premennou v(aj ked st duélne k tlohe (L1)).

Vdaka pouzitiu priméarno-dualnej metédy vnitorneho bodu budu priméarne aj dualne
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premenné aktualizované v kazdej iteracii.

Primarno-dualny hl'adaci smer

Zakladom primarno-duédlnej metoédy vnitorného bodu je tzv. hladaci smer. Hladaci
smer je ur¢eny Newtonovym krokom pre systém nelinearnych rovnic ry(v, py, pio) = 0,
ktorym st vlastne modifikované Karush-Kuhn-Tuckerové(KKT) podmienky. Preto ako
prvy krok odvodime KKT podmienky pre ulohu (DL1), ktoré nasledne modifikujeme
na pozadovany tvar.

Lagrangeova funkcia pre alohu (DL1) je dana ako

1
L(v, 1, p2) = §UTDDT7) —y"' DT+ pd (v — A1) + pd (—v — A1)

kde g1, 1o > 0,,_2 st dudlne premenné prislichajice k ohraniceniam v < A1 a —v < A1

tilohy (DL1). KKT podmienky budu vyzerat

v H1 H2
p1; >0 fo; >0

oL oL OL .

o =0 gami=0 gop=0 i=1..,n-2
oL < oL <
8[111', — 6.“21‘, - 0

ul >0, pe >0, v—XAX1<0, —v—2A1<0
DD™ — Dy +pi1 — pig = 0
Lo (KKT)
diag(p1)(v — A1) =0
diag(pz)(—v — A1) =0
Pridanim parametra t > 0 do podmienok komplementarity (posledné dve rovnice KKT

podmienok) ziskame modifikovany systém rovnic (mKKT).

DD" — Dy + py — po
re(v, gy p2) = | —diag(pn)(v — A1) — 11 (mKKT)
—diag(pz)(—v — A1) — {1

Nech je premennd v je primarne pripustni a premenné pq,ps st dualne pripustné.
Ak premenné v, fi1, fto spliaji systém rovnic r,(v, p1, o) = 0, potom v = v*(t), p1 =

pi(t) a pe = pi(t). Ak t — oo, tak sa systém rovnic r(v, 1, pa) = 0 redukuje na
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povodné KKT podmienky. Hlavnou myslienkou primarno-dualnej metédy je pouzit
Newtonovské kroky na vyrieSenie série nelinearnych rovnic (v, u1, p2) = 0 pre rastiicu
postupnost hodnot parametra ¢.

Teraz uvazujme Newtonovsky krok pre rieSenie nelinedrnych rovnic ry(v, py, ) = 0
pre fixnii hodnotu parametra ¢ v bode (v, ju1, 12), ktory splha pul > 0, py > 0, v —
Al < 0, —v— A1l < 0. Ozna¢me sacasny bod w = (v, 1, pe) a Newtonovsky krok

Aw = (Av, Apg, Aps). Potom je Newtonovsky krok urceny linedrnymi rovnicami
ri(w 4+ Aw) = r(w) + Dry(w)Aw =0

teda je potrebné riesit ststavu linearnych rovnic Dry(w)Aw = —ry(w), kde Dry pred-

stavuje Jakobian r;. V premennych v, uq, 1o potom dostavame rovnice

DDT I -1 | —DDTv+ Dy — p1 + po
—diag(py) —diag(v — A1) 0 | diag(p)(v — A1) + 11
diag(pz) 0 diag(v+ A1) | diag(ps)(—v — A1) + 11

KedZe by na ziskanie kroku bolo neefektivne riesit dany systém rovnic, chceme eli-
minovanim premennych Ay, Aps z prvej rovnice dostat redukovany systém trojuhol-
nikového tvaru. Prendsobenim druhej rovnice inverznou maticou diag(u;)™", tretej
rovnice maticou diag(pz)~! a substitaciou J; = diag(u,) *diag(v — A1),

Jo = diag(p2) *diag(—v — A1) ziskame

DDT I —I | —DDTw+ Dy— s+ po
—I —=Ji 0 | (v—=2A1)+ 1diag(p)™'1
I 0 —Jo | (—v—2A1)+ diag(ps)~'1

Druht(tretiu) rovnicu prendsobime inverznou maticou J; ' (—J; '), tieto inverzie st

Tahko spocitatelné, pretoze sa jedna o diagonalne matice.
DDT I -1 | —DDTv 4 Dy — piq + po
—Jit =1 0 | J'(v—=2A1)+ tdiag(v — A1)7'1
—J5t 0 I | JyNv+ A1) = Ydiag(—v — A1)7'1
Vyuzijeme fakt, 7e J; (v — A1) = diag(v — A1) diag(p,)(v — A1) = p; (podobne pre

p2). Nasledne pripoc¢itame druhi aj tretiu rovnicu k prvej. Tym dostaneme systém

DDT — gt —J;t 0 0 | —DDTv+ Dy + tdiag(v — A1)7'1 — 3diag(—v — A1)7'1
—Jt -1 0 | p1 + tdiag(v — A1)~'1
—Jyt 0 I | —p2 — diag(—v — A1)~'1
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Na najdenie Newtonovského kroku nam staci vyriesit redukovany systém (11), ktorého

rieSenie Av vyuZzijeme na dopocitanie dalsich dvoch zloziek Newtonovho kroku.
1 1
(DDT — J7'—J; Y Av = —DD v+ Dy + ;diag(v — A1)t - ;diag(—v — A1) (11)

Systém linearnych rovnic (11) ma aj ti vyhodu, ze matica (DDT — J; ' — J; ) je riedka
(presnejsie 5-diagonalna). Z toho dovodu je lacno riesitelny. Dalsie dva komponenty
kroku Apy, Aps ziskame zo vztahov
L -1 -1
Apy = —pg — ;dzag(v — A1) 1—-J; Av

1 (12
Apg = —piz — ;diag(—v — A1)+ I A

kde J; a Jo su diagonalne. Primarno-dualny smer Aw = (Av, Apy, Aps) je teda defi-
novny ako rieSenie (11) a (12). VSimnime si, ze v8etky pouzivané matice st riedke, ¢o

vyznamne urychluje vypocet sytému pri implenentacii metody.

4.1.6 RieSenie pomocou Proximal gradient metédy

V predoslej ¢asti sme riesili ilohu (1) pomocou metody vniitorného bodu aplikovanej
na jej dualnu tlohu (DL1), ktora je tilohou konvexného programovania. V tejto Casti
budeme tlohu riesit aplikovanim proximal gradient metédy priamo na primarnu tilohu
(L1). Ked7e sa v pripade tlohy (L.1) jedna o neohraniceny problém, kde minimalizu-
jeme ucelovu funkciu rozlozitelna na diferencovatelnu konvexnu a nediferencovatelni,
uzavretu konvexu ¢ast, moézeme na jej optimalizaciu pouzit Proximal gradient metodu.
Za tymto tcelom sa pokisime odvodit zakladny prvok metody - proximalny operator
pre nediferencovatelnt cast h(u) = A||Dull;. Ako prvé si treba uvedomit, ze funkcia
h(u) nie je separovatelna, a preto nemoézeme pouzit vlastnost proximalneho operatora,
ktort sme pouzili pri odvodeni proximélneho operatora klasickej jednotkovej normy. Na
vypocet proximalneho operatora vyuzijeme definiciu proximalneho operatora pomocou

subgradientu (Veta 3.1.).
u = proxy(x) < x—u € toh(u)

xr —u € tA||Dul|;

Upravami dostavame vztah

x—uet\D"w
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kde vektor v € R"~2 m4 zlozky

vy = —1 (DU)Z <0
[—1,1] (Du); =0

Problémom je vSak to, Ze proximalny operator u je z uvedeného vztahu tazko vy-
jadritelny. Ak chceme pouzit na rieSenie ulohy (L1) proximal gradient metodu, je
potrebné riesit ekvivalentnu formulaciu daného problému. Ekvivalentna formulacia [,

trend filtering problému vyzera nasledovne:

1 ) -
Min §HA9—yHQ+AZ\@| (eL1)

1=3

kde 6 € R" je premenna a matica A € R"*" je dolna trojuholnikova matica tvaru

1
1 1
1 2 1
A=
1 3 2
1
1 n—-1 n-2 ... 2 1

Riegenie povodného problému (L1) 2!l ziskame zo vztahu z!' = A, Poznamenajme,
ze ekvivalentna formulacia sa da taktieZ riesit primarno-dualnou metdédou vnatorného
bodu ako v pripade povodnej tlohy. Probléem (eL1) je v8ak uZ riesitelny aj pomocou
proximal gradient metody. Zial formulacia (eL.1) m& pomerne neprijemni nevyhodu
oproti klasickej formulécii. Povodna tloha mala jednoduchy zapis, pracovala s riedkymi
maticami I, D(¢o vyznamne urychluje nésledny vypocet rieSenia pri velkych rozme-
roch). Vo formulacii (eL1) sa v8ak nachddza matica A, ktora je dolné trojuholnikova,

¢ize jej prvky s ovela hustejSie zaplnené.

Ekvivalencia tloh (L1) a (eL1)
Ako prvé si ukazeme, Ze tilohy (L1) a (eL.1) st naozaj ekvivalentné. Ulohu (eL.1) mozno
zapisat aj maticovo

1
Min 5|\Ae—y|\“§’+A|yF6>||1 (eL1v2)
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kde matica
001

00 1

0 0 1

Prvé komponenty oboch formulacii (L1) a (eLl) sa o¢ividne rovnaju vdaka vztahu
x = A6, kde matica A mé plni hodnost, je regularna.

Pre druhé(penaliza¢né) komponenty ucéelovych funkeii plati:
(L1) = (eL1): Dx = DA6 = F0

(L1) <= (eLl) : FO=FA 'z =Dx

Teda uvedené vztahy (L1) a (eL1) st naozaj ekvivalentné. Interpretacia koeficientov
0; je taka, ze prva zlozka (i=1) je rovna prvej zlozke ¢asového radu z, druhé zlozka je
diferencia prvého radu 6, = x5 — x1 a ostatné zlozky vektora 6 su diferenciami druhého

radu c¢asového radu z.

Pri odvodeni proximélneho operatora pre nediferencovatelni ¢ast ucelovej funkcie (el.1)
h(u) = X>"" 4 |u;| si treba uvedomif separovatelnost danej funkcie. Vdaka tejto vlast-
nosti nam staci vyjadrit proximalny operator pre jednotlivé zlozky. Staci si vSimnat,
ze funkcia h dava pre prvé dve zlozky vektora u nulovit hodnotu, preto pre ¢ = 1,2
plati 4; = x;. Pre « > 3 je postup odvodenia proximéilneho operatora analogicky pos-
tupu pre proximalny operator jednotkovej normy. Podrobnejsie odvodenie proximal
operatora pre [; normu sa nachadza v kapitole 4.2.3. Vysledny proximalny operator

pre nediferencovatelnu ¢ast (el.1) je

i=1,2:  proxy(x); = x;
1= 37 P2 pTO%h(m)i =N+ tA z; < —tA
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4.1.7 Experiment - porovnanie metéd/pristupov rieSenia

V tejto podkapitole otestujeme nami spominané pristupy rieSenia tulohy [y filtrova-
nia. V pripade proximal gradient met6dy vyuzijeme zrychlentt metodu, ktora nésledne
porovname s primarno-dualnou metdédou vnitorného bodu. Experiment je uskutoc-
neny v prostredi Matlab, niektoré zdrojové kédy sa nachadzaja v poslednej Casti prace.
VSetky vypocty st vykonané na PC zostave so Stvorjadrovym procesorom Intel Core-i7
2,66GHz s opera¢nou paméitou 6GB RAM.

V experimente pouzivame nami generované umelé data. Data st vytvorené tak, aby
mali po castiach linearny podkladovy trend, ku ktorému je néasledne pridany Sum z
N(0,0?), ktory predstavuje nahodny (cyklicky) komponent. Vygenerované data pouZité
v experimente je mozné vidiet na Obr.6.. Za hodnotu A\ pouzijeme 10000.

Odhad podkladového trendu pomocou [; filtrovania hfaddme nami naprogramovanymi
metdédami - zrychlend proximal gradient metoda (APGM) a primarno-dualna metoda
vnttorného bodu (PDMVB). Metody aplikujeme spésobom, ktory je uvedeny v kapi-
tolach 4.1.5 a 4.1.6. Primarno-duilnu metédu vnitorného bodu teda aplikujeme na
dualnu ulohu (DL1) (dloha kvadratického programovania) k tlohe [y filtrovania (L1).
Nésledne z rieSenia duélnej tlohy v dopocitame rieSenie primanej tlohy pomocou
vztahu * = y — DTv. Proximal gradient metéodu pouZijeme na rieSenie ekvivalent-
nej ulohy (eL1), pricom rieSenie pévodnej tulohy x, ktoré nas zaujima, dostaneme zo

vztahu r = A6, kde matica A vyzera naslednovne

1
1 1
1 2 1
A —
1 3 2
1
1 n—-1 n-2 ... 2 1

Z Tabulky 1 moéZeme pozorovat, Ze rieSenie ziskané metdodou vnutorného bodu skon-
vergovalo rychlo, bolo dosiahnuté za 84 iteracii a ¢as pod jednu sekundu. NavySe, toto
rieSenie uz mozeme povazovat za optiméalne, pretoze hodnota dudlnej medzery je na
trovni 2.85E-05. Tento po ¢astiach linearny trend je znézorneny na Obr. 6 (Gierna
farba). Z Tabulky 1 taktiez vidiet, Ze Proximal gradient metdda nefunguje rovnako

dobre, nedosiahne rovnako dobré riesenie ani po 500s. RieSenie pomocou PG sa sice
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Metoda PDMVB | APGM | APGM | APGM
Cas v sec 0.08 5 50 500
Pocet it. 84 13410 | 135897 | 1343466
Suboptimalita | 2.85B-05 | 4.52E-+04 | 2.06E-+04 | 9.07E+00

Tabulka 1: Porovnanie metdd - primarno-duilna metoda vnitorného bodu (PDMVB),
zrychlend proximal gradient metoda (APGM). Riadok suboptimalita predstavuje
duélnu medzeru medzi hodnotami primarnej a fixne zvolenej dualnej ucelovej funkcie.
Za hodnotu dudlnej ucelovej funkcie bola zobrana hodnota z MVB = 64114.08 (ktora

je takmer optimélna).

blizi k spravnej optimalnej hodnote, ale na to, aby sme dosiahli dobré suboptimalne
rieSenie je potrebné vela ¢asu v zrovnani s metdédou vnutorného bodu. RieSenie pomo-
cou PG dosiahnuté za 500s v8ak uz pomerne dobre reprezentuje podkladovy pocastiach
lineadrny trend, ¢o mozno pozorovat aj na Obr. 7. Z daného obrazka je vidiet aj to, ako
sa rieSenia s narastajicim ¢asom priblizuju k rieSeniu pomocou MVB.

7 vyssie uvedenych faktov mozno skonStatovat, Ze pri rieSeni [, filtrovania primarno-
duélna metéda vnitorného bodu vysoko prekonava zrychlenti proximal gradient metédu.
Pri¢ina tohto javu je nasledujtca: Zatial, ¢o sa v algoritme priméarno-duéalnej metody
vnttorného bodu (pri hladani Newtonovho kroku) pracuje iba s riedkymi maticami,
proximal gradient metdda musi pracovat s dolnou trojuholnikovou maticou A, resp.
s maticou ATA (pri vypocte gradientu), ktorej prvky st nenulové - najmensi prvok
AT A je 1 a maximalny je 332833500 (¢t = 1000). Téato matica mé taktieZ obrovské
najvicsie vlastné ¢islo ame. (AT A) = 8.1e + 010. ZI4 vlastnost matice A je aj ta, Ze je

zle podmienena. Cislo podmienenosti matice je rovné
C(A) = [|[A[|A7Y| = 1.14E + 06

a v pripade matice ATA je C(AT A) = 8.1e + 010. Maticu A vyuZivame pri dopo&itani
hladaného rieSenia x = Af a v algoritme proximal gradient metody pri pocitani gradi-
entu g = ATAx 0 — ATy.

Z Vety 3.5. vieme, 7Ze zrychlend proximal gradient metdéda konverguje, ak je zvoleny

konstantny krok ¢ = 1/qne. (AT A) = 1.2e —011. Z tejto vety takisto vidime, Ze ma pre
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Obr. 6: éasovy rad s podkladovym po ¢astiach linearnym trendom. Odhadnuty trend

na obréazku je ziskany pomocou primarno-duédlnej metédy vnatorného bodu.

nase rieSenie platit nasledovné nerovnost

2

b _ f e 2 120 _ 22
F@®) — < e - 2
z ¢oho po dosadeni dostavame
2
9.07 < * 9.2689¢ 4 005 = 8.3081e + 004.

T 1343467 % 1.2e — 011

Pre garantovanie lepsej suboptimalnosti nasho rieSenia by sme potrebovali omnoho viac

iteracii. Formuléacia (el.1) nie je prospesna pri rieSeni alohy [; filtrovania.
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Obr. 7: Konvergencia Proximal gradient metody. Odhadovany trend (rieSenie) ziskany
pomocou proximal gradient konverguje k optimalnemu rieSeniu dosiahnutym pomo-
cou PDMVB. Odhadnuty trend pomocou APGM za 500s uz pomerne dobre vystihuje

skutocny trend.
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4.2 'Truss topology design

Jednou z tloh, ktoré sa daji naformulovat ako tloha najmensich $tvorocov regulo-
vanych /1 normou (1), je aj uloha zvana Truss Topology Design (TTD). Jej nazov by
sa dal voIne prelozit ako "dizajn rozloZenia konstrukcie". V procese navrhovania me-
chanickych truktir ako Zelezni¢né mosty, stlpy elektrického vedenia, Eiffelova veza,
ale aj lietadla a budovy je potrebné nadizajnovat systém pospéjanych priecok - Truss,
ktory je schopny optimalnym spoésobom odolat silam, ktoré nan posobia. Pri pisani
kapitoly sme pouzili zdroje [7], |9], [6] a [10].

Truss je mechanicki konstrukcia zlozené z elastickych priec¢ok réznych objemov pospé-
janych medzi sebou v tzv. uzloch, ktoré mozu byt fixné alebo volné. Fixné uzly sa
nemdzu pohybovat, si pevne ukotvené, mozeme si pod nimi predstavit zaklady budovy
alebo piliere mostu. Konstrukcia moze byt vystavena externému zatazeniu, simultanne
posobiacim silam, ktoré posobia na uzly. Pod zatazenim sa konstrukcia mierne defor-
muje, priecky sa natahuji/napinaju a volné uzly menia svoju polohu, az pokym budi
externé sily kompenzované pnutim konstrukcie a systém bude v ekvilibriu. V ekvilibriu
deformovana konstrukcia uskladfiuje potencidlnu energiu, tito energia je taktiez nazy-
vana poddajnost (angl. compliance) konstrukcie. Cim mensia je poddajnost kongtruk-
cie, tym je pevnejsia. Cielom Truss topology design je zostrojit podperni konstrukciu
(danej celkovej vahy), ktord je schopnéa najlepsie ustat zataz v takom zmysle, ze jej
poddajnost vzhladom na dand zataZz bude ¢o najmensia.

V najjednoduchsom probléme TTD mame danu:

e mriezku uzlov, ktorou je kone¢na mnozina bodov v rovine alebo v priestore podla
toho, ¢i chceme zostrojit konstrukciu v 2D alebo 3D. V tychto bodoch je prieckam

konstrukcie povolené spajat sa,

e mnozinu fixnych uzlov, je to podmnozina mriezky uzlov, v ktorej sa nachadzaju

iba ukotvené /nehybné body, napriklad umiestnené na zemi,
e zataz, ktora je kolekciou externych sil (vektorov), ktoré posobia na uzly.

Cielom je pre dant mriezku uzlov a pre sily, ktoré na uzly posobia, zostrojit pod-
perni konstrukciu (danej celkovej vahy) s miniméalnou poddajnostou a maximélnou
pevnostou. Checeme, aby konstrukcia odolavala silam optimalne.

Atraktivna vlastnost dlohy TTD je, Ze najde optimélny geometricky tvar (rozloze-
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nie priecok) konstrukcie, aj ked navonok pracuje len s vahami prie¢ok konstrukcie.
Optimaliza¢ny problém rozhodne, ktoré uzly pouzit, ako ich pospajat a najde aj op-
timalne vahy priecok. Aj ked za¢neme optimaliziciu problému so vSetkymi uzlami
pospajanymi prieckami, optimaliza¢ny proces najde optimalnu konstrukciu, v ktorej je

vacsina priecok s nulovymi vahami.

4.2.1 Odvodenie modelu

Uloha TTD méa mnoho formulécii, ktoré si riesitelné réznymi metédami matematic-
kého programovania. Problém TTD je mozné zapisat napriklad vo forme tlohy linearneho,
kvadratického ¢i semidefinitného programovania. Formulacia T'TD ako tlohy najmensich
Stvorocov regulovanych /; normou je vhodné na aplikaciu siradnicovo spadovych metod
(Coordinate Descent Methods), ¢o presvedéivo demonstruje ¢lanok P. Richtarika a M.
Takaca [9]. Tato formulacia je takisto vhodné na aplikdciu Proximal gradient metody.
V kapitole si ukdzeme niektoré z moznych formulacii TTD problému, za¢neme odvo-
denim modelu.

Aby sme mohli TTD problém zapisat ako optimaliza¢ni tlohu, je potrebné sa blizsie
pozriet na to, ¢o sa stane s konstrukciou pri aplikovani zataze. Uvazujme jednu priecku
AB nezatazenej konstrukcie. Pod zatazou sa uzly A a B mierne vychylia o vektor dA
resp. dB, prietka AB sa natiahne. Zanedbanim ¢lenov druhého radu mozme prediZenie

dl priecky AB vyjadrit ako projekciu vektora dB-dA na smer poévodnej priecky:
dl = (dB —dA)"(B — A)/||B — A||

Velkost reakénej sily (napnutost angl. tension) sposobenej tymto predizenim je podla

Hookovho zdkona rovna

Exdl xSag  FE xdl Xty T _3
T= = = Etap(dB —dA)" (B — A)||B — A
1B — A 1B — Al]?

kde E je modul pruznosti v fahu (Youngov modul), Sup je prierez priecky AB, tap je
objem priecky.
Reakénd sila v bode B prislichajica k napnutiu je vektor
—7(B = A)||B— A" = Etap[(dB — dA)" (B — A)|(B — A)||B - A
= —tap(dB — dA)" Bap)Bas (13)
Bap = VE(B—A)|B—A|?
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Vsimnime si, ze vektor S5 nezavisi od zataze ani od predizenia, zavisi len od pozici
spojenych uzlov.

Dalsie, o néas bude zaujimat za tucfelom odvodenia modelu, je potencidlna energia
ulozena prieckou ako dosledok predizenia. Z mechaniky vieme, Ze potencialna energia

je rovna
napnutost x predlzenie
2 9

teda

7dl _ Btap|(dB —dA)"(B— A)P||B — A|™* _ tap[(dB — dA)" Bap]? (14)
2 2 2

Na zaklade predoslych poznatkov z fyziky zostavime prvy model. Uvazujme rxc mriezku
uzlov, z nich M je volnych (fixnych je rxc-M). Definujeme m-rozmerny priestor po-
sunuti konstrukcie, kde m = 2M (resp. m = 3M ak 3D). Vektor v € R™ reprezentuje
posunutie mriezky uzlov, k volnému uzlu v prislicha jeden par indexov vektora v, sub-
vektor v[v] predstavuje 2-rozmerné posunutie. Kolekcia externych 2D sil (zataZenie)
posobiaca na volné uzly je reprezentovana vektorom f € R™, subvektor f[v] je sila
posobiaca na uzol v. Poznamenajme, ze nema zmysel hovorit o posobeni externych sil
na fixny uzol. Povolime, aby kazdy par uzlov (kde je aspon jeden uzol volny) mohol
byt prepojeny prieckou. Nech n oznacuje pocet takychto potencialnych priecok a i-ta
priecka spaja dva uzly v4(i), v2(7). Definujeme vektor a; € R™ prislichajici k i-tej

hrane nasledujticim sposobom

B (i) (i) v =1y(i) a v je volny
ai[v] = =Buipm v =1,(i) a v je volny (15)
0 mak

Vsimnime si, ze vektory a; su velmi riedke, kazdy obsahuje najviac 4 nenulové zlozky.
Majme nejaké usporiadanie pripustnych priecok. Potom jednotlivé mechanické konstruk-
cie moézeme identifikovat pomocou nezaporného vektora objemov (resp. vah) hran
t € R", kde i-ta zlozka vektora predstavuje objem i-tej pripustnej hrany konstruk-
cie. Uvazujme konstrukciu ¢ a pozrime sa na reakéné sily spésobené posunutim uzlov
kontrukcie v. Zo vztahu pre reakéni silu v jednom bode (13) dostaneme, Ze kompo-
nent reakcnej sily sposobenej i-tou prietkou vo vrchole v je —t;(alv)a;[v]. Nésledne

celkova reakcna sila v uzle v je sumou reak¢énych sil vo vrchole v spésobenych vSetkymi

50



n prieckami. Kolekcia reak¢énych sil na uzly sposobena posunutim v je reprezentovana

m-rozmernym vektorom f,., ktory zévisi od v linearne

1=1 i=1 (16)

i=1
kde K(t) je m x m symetrickd matica zapisana ako vazeny sucet matic s hodnostou
1 a nazyva sa matica tuhosti priecok konstrukcie. Matica zavisi linearne od objemov
priecok t;.

Pri zataZzeni sa konStrukcia mierne deformuje, volné uzly menia svoju polohu, az pokym
budu externé sily kompenzované reakénymi silami(f = — f.) - systém bude v ekvilibriu.
Tento poznatok nam dé systém linearnych rovnic urc¢ujicich posunutie konstrukcie pod
externou zatazou

Kitv=f (17)

Ak tento systém nema4 rieSenie, znamend to, ze konstrukcia ¢ nedokaze uniest zataz f
a zZnici sa.

Na dokoncenie modelu potrebujeme eSte odvodit vztah pre potencialnu energiu ulozenu
konstrukciou v ekvilibriu (poddajnost angl. compliance). Vyuzijeme vztah pre poten-
cidlnu energiu ulozent jednou prieckou (14) a zosumujeme energie uloZené prieckami,
aby sme dostali potencidlnu energiu pre celd konstrukciu. Z toho dévodu je poddanjnost
konstrukcie t pod zatazou f rovné

n

1 1 1
Compls(t) = 5 Zti(vTai)Q = QUTK(t)v = §va (18)
i=1

kde v je prislachajice posunutie, ktoré je rieSenim K (t)v = f. Vyraz pre poddajnost
je mozné interpretovat: Poddajnost je polovica mechanickej prace vykonanej externou
zataZou na posunutie konstrukcie aZ do ekvilibria. Poznamenajme fakt, ze ak je systém
K(t)v = f riesiteIny, tak hodnota poddajnosti konstrukcie nezavisi od jednotlivého

vyberu rieSenia systému.

4.2.2 Najjednoduchsi TTD problém

Teraz naformulujeme problém navrhovania najtuhsej konstrukcie vopred zadanej vahy.

Je dané mriezka uzlov [m, n, {a; € R™}?_,|, posobiaca externa sila f a celkovy objem
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priecok w > 0. Treba najst konstrukciu ¢ > 0,, s minimalnou moznou poddajnostou

Compy(t) , ktora splita obmedzenie zdrojov

i=1

Taktiez je rozumné zaviest predpoklad:
Vektory {a; € R™}?_, generuji cely priestor R™.
Tento predpoklad hovori o tom, 7Ze neexistuje nenulové posunutie v kolmé na vsetky

T

vektory a;, t.j. neexistuje v # 0 také, ze v'a; = 0 Vi. Inymi slovami, predpoklad

zakazuje postuvanie celych konstrukeii.

Vysledny zapis problému TTD vyzera nasledovne:

Min 1/2 ffo
Ztiaia;frv =f
=1

i=1

t>0

(20)

Na prvy pohlad vyzera tento problém TTD ako uloha nelinedrneho programovania,
prekvapujico sa vSak da prepisat na formu tlohy linedrneho programovania. Transfor-
mécia sa uskuto¢ni pomocou novej premennej s;, ktora predstavuje stres(angl. stress).
Pre zatazenu konstrukciu je stres priecky rovny absolutnej hodnote napnutia(tension)
delenej prierezom priecky. Cim vécsia je hodnota stresu v priecke, tym v horsich pod-
mienkach material priecky pracuje. Z Hookovho zakona dostaneme vztah pre stres v

i-tej priecke ako funkciu posunutia v
si = VE|alv| (21)

Je dana mriezka uzlov [m, n, {a; € R™} ;| a na uzly posobiaca externa sila f. Ulohou
je najst posunutie v, ktoré maximalizuje pracu f7v zafaZe za platnosti ohrani¢enia, Ze
vSetky stresy priecok si mensie ako 1.

Maz fTv

(22)
lafv| <1 i=1,..,n
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Dudlny problém k tejto tlohe je ekvivalentny tlohe lineArneho programovania

n
T105Tm
=1

. (23)
Z T;a; = f
i=1
alebo ekvivalentne maticovo
Min ||z
(24)
Ar = f,

kde A = [ay, ..., a,]. Poznamenajme, Ze obe tlohy LP (primarna aj dudlna) si pripustné.
Pripustnost dualnej tlohy pochadza priamo z predpokladu, ze vektory {a; € R™},
generujt cely priestor R™. Stlpce matice A mozno chapat ako vychylenie uzlov pris-
lachajuce i-tej priecke (reakcia konstrukcie na pritomnost hrany). Absolatna hodnota

premennej x; dudlnej ulohy predstavuje vidhu danej priecky.

Namiesto riesenia dualnej tilohy linearneho programovania, mézeme penalizovat tcelovi
funkciu penalizatnym ¢lenom p(z) = §||Az — f||3, 3 > 0 prisluchajicim ohranic¢eniu

duéalnej tulohy a nasledne riesit nasledujicu neohrani¢end tlohu:
Min ||Az — fI3 + M| (25)

V8imnime si, Zze dana tloha je v tvare tlohy najmensich Stvorocov regulovanych [y
normou. Matica A predstavuje reakciu konstrukcie na pritomnost hran. Vhodnym ro-
zlozenim pripustnych hran (dizajnovacie premenné x) chceme kompenzovat zataz po-
sobiacu na konstrukciu(f), pricom nemé zmysel dizajnovat konstrukciu zo vsetkych
moznych priecok. Preto chceme, aby ¢o najviac priecok dostalo nulova vahu. Formulé-
cia TTD problému ako tlohy najmensich stvorocov regulovanych /; normou je vhodné
predovsetkym na aplikiciu siradnicovo spadovych metod [9] a takisto je vhodné na ap-
likdciu Proximal gradient metody. Ulohu sa pokiusime riesit taktiez primarno-dualnou

metodou vnitorného bodu.

V nasledujtcich podkapitolach si predstavime rozne pristupy k rieSeniu dlohy TTD.
Na formulaciu TTD problému v tvare tlohy najmensich Stvorocov regulovanych [
normou aplikujeme Proximal gradient metodu. Taktiez sa pre ekvivalentna tlohu k

tejto formulécii pokisime odvodit priméarno dualnu metodu vnidtorného bodu. Nakoniec
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spomenieme, ako je mozné tlohu formulovani v tvare linedrneho programovania pouzit
na vypocet v prostredi Matlab. Rozne pristupy porovname, spomenieme ich vyhody aj

nevyhody.

4.2.3 RieSenie pomocou Proximal gradient metody

Kedze sa v pripade tulohy (25)(tiloha najmensich $tvorocov regulovanych I3 normou)
jednd o neohranic¢eny problém, kde minimalizujeme tcelova funkciu rozloziteInd na
diferencovatelni konvexnt (||Ax— f||3) a nediferencovatelni, uzavrett konvext (\||z];)
¢ast, mozeme na jej optimalizaciu pouzif Proximal gradient metédu. Za tymto ucelom
sa odvodime zékladny prvok metody - proximal operator pre nediferencovatelna ¢ast
h(u) = M||ul|;. Proximal operator sme definovali v kapitole 3.1.1, uviedli sme jeho
dolezité vlastnosti. Ako prvé si treba uvedomit, ze funkcia h(u) je separovatelna, vdaka
tejto vlastnosti staci vyjadrit proximal operator pre jednu zlozku. Na vypocet prox-
imalneho operatora vyuzijeme definiciu proximalneho operatora pomocou subgradientu
(Veta 3.1.).

U; = pTOxthi(xi) = X, —U; € t@h,(uz)

1 u; >0
Ti—u; €A —1 u; < 0

V pripade ak u; > 0 Tahko dostaneme vztah pre proximalny operator u; = x; — t\, aby
platila podmienka musi z; spliiat vztah x; > t\. Analogicky sa proximalny operator
odvodi pre dalsie dva pripady. Spojenim pripadov ziskame proximalny operator funkcie

th(u) = tA||u||1, ktory je tvaru

provm()i = 2 +tA  x; < —tA
Dalsia vec, ktord nas moze pri aplikacii proximal gradient metody na tlohu zaujimat

je volba kroku t¢. Z tebrie vieme, Ze konvergencia metody je zarucend u konStantného

kroku ¢t = % (Veta 3.4.,3.5.), kde L je Lipschitzovskda konstanta gradientu funkcie
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g(z) = ||Az — f]|3. Preto najdeme konstantu L z Lipschitzovske]j vlastnosti gradientu
V().
IVg(x) = Vg2 < Lllx = yll2, Va,y € R

Po dosadeni

12ATA(z — )2 < 200maa(AT A) Iz — yll2,

kde ayua.(ATA) predstavuje najviicsie vlastné &islo matice AT A. Hladan4 Lipschit-

zovska konstanta L sa rovna dvojndsobku ne.(ATA). Z toho dovodu v algoritmoch

1

metoddy pouzijeme fixny krok ¢ = Tamn (ATA

4.2.4 RieSenie pomocou primarno-dualnej met6dy vnitorného bodu

Na riesenie tlohy [ filtering v predchadzajicej kapitole bola pouzita primarno-dualna
metoda vnitorného bodu aplikovana na formuléciu danej dlohy v tvare kvadratického
programovania (na duélnu tlohu). Presnejsie sa jednalo o tlohu s kvadratickou u¢elovou
funkciou a s linedrnymi ohrani¢eniami. Aj v pripade TTD problému sa pokisime for-
mulaciu v tvare tilohy najmensich Stvorocov regulovanych [; normou previest na takyto
typ tlohy kvadratického programovania a nasledne budeme novi tlohu riesit primérno-
dualnou metéodou vnitorného bodu. Vdaka pouzitiu primérno-dualnej metody vnti-

torneho bodu budi priméarne aj dudlne premenné aktualizované v kazdej iteracii.

Uprava tlohy
Nagim cielom je tlohu transformovat tak, aby sme sa zbavili nediferencovatelnej ¢asti
ucelovej funkcie, ktort predstavuje [; norma. Zavedenim novej premennej u a novych
ohraniceni —u; < x; < u; ¢ = 1,...,n ziskame ocividne ekvivalentnt tulohu s tlohou
najmensich Stvorocov regulovanych 11 normou, navyse uz ma pozadovanu diferencov-
atelnu dcelova funkciu

n
Min ||Azx — f|3 + )\Zui

i=1

T,u

(26)

—u <z, <u t=1,...,n
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Ziskana tloha mé kvadraticki acelova funkciu a linedrne ohranicenia. Maticovo vyzera
zapis nasledovne
]\é[ﬁn Az — f|I3 + 217w

r—u<0 (QP)

—rx—u<0
Ekvivalentnu formulacia TTD problému (QP) budeme riesit primérno-dualnou meto-
dou vnitorného bodu. Poznamenajme vsak, ze predoslou tipravou tlohy narastol pocet
premennych na dvojnasobok povodnej hodnoty, ¢o nemusi byt prospesné pre chod al-
goritmu.
Primarno-dualny hl'adaci smer
Zakladnym prvkom primarno-dualnej metédy vniatorného bodu je tzv. hladaci smer,
ktory je uré¢ovany Newtonovym krokom pre systém nelinearnych rovnic ry(x, u, piq, p12) =
0. Tento systém predstavuji modifikované Karush-Kuhn-Tuckerové(KKT) podmienky.
Preto ako prvé odvodime KKT podmienky pre tlohu (QP), ktoré nasledne modifiku-
jeme na pozadovany tvar.

Lagrangeova funkcia pre alohu (QP) je dana ako
L(x7u7 M1, /'LQ) = HAl’ - ng + )‘lTu + ,u{(l' B U) + :u’g<_l. o U)

kde p1, p2 > 0, st dudlne premenné prisltichajice k ohraniceniam r < v a —u < x

tlohy (QP). KKT podmienky pre tlohu (QP) budua v tvare

T () 251 M2
>0 pe >0

oL oL oL oL :

%:0 %:O %/,Lh:() %ILLQZ:O Z:]_,,TL—2
oL oL
Op <0 2 <0

pl >0, po >0, z—u<0, —x—u<0
2AT(Ax = f) + 1 — p2 = 0
AN — g — e =0 (KKT)
diag(pn)(r —u) =0
diag(p2)(—x —u) =0
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Pridanim parametra t > 0 do podmienok komplementarity (posledné dve rovnice KKT

podmienok) ziskame modifikovany systém rovnic (mKKT).

2AT (Ax — f) + pn — p2
AL — g —p
r(@,u, iy, fiz) = | L (mKKT)
—diag()(x — u) — 11

—diag(pz)(—2 —u) — 11

Nech st premenné z,u primarne pripustné a premenné pq, o si dudlne pripustné.
Ak premenné x,u, jiq, fio spfﬁajﬁ systém rovnic ry(x,u, py, o) = 0, potom polozime
r = z*(t), u = u*(t), ;. = pi(t) a po = ph(t). Ak t — oo, tak sa systém rovnic
ri(z, u, py, pe) = 0 redukuje na povodné KKT podmienky. Hlavnou myslienkou metody
je pouzit Newtonovské kroky na vyriesenie série nelinearnych rovnic r(z, u, p1, po) = 0
pre rasticu postupnost hodnot parametra t.

Teraz sa blizsie pozrieme na Newtonovsky krok pre rieSenie nelinearnych rovnic
(2, u, jt1, p12) = 0 pre fixni hodnotu parametra t v bode (z,u, jt1, p12), ktory splia
pl >0, pg >0, 2 —u <0, —x—u < 0. Ozna¢me sucasny bod w = (x,u, yy, o)
a Newtonovsky krok Aw = (Ax, Au, Apq, Apg). Potom je Newtonovsky krok urceny

linedrnymi rovnicami
ri(w + Aw) =~ r(w) + Dry(w)Aw =0

teda je potrebné riesit sustavu linearnych rovnic Dry(w)Aw = —ry(w), kde Dr; pred-

stavuje Jakobidn r;. V premennych z,u, py, o potom dostdvame systém lineadrnych

rovnic
2AT A 0 I —I | —2AT(Az — f) — pu + po
0 0 ", I | AL+ g+ o
—diag(p1) diag(py) —diag(z — u) 0 | diag(p)(z —u) + $1
diag(pe)  diag(uso) 0 —diag(—x —u) | diag(pu2)(—z —u) + %1

Dostali sme teda systém, ktory urc¢uje primérno-duélny smer. KedZe by bolo neefek-
tivne riesit dany systém rovnic, poktsime sa ho zjednodusit tak, aby sa ¢o najviac
pracovalo s jednoduchymi maticami - najlepSie diagonalnymi, s ktorymi sa systém
bude riesit s mensou naro¢nostou. Elementarnymi operaciami zredukujeme systém na
trojuholnikovy tvar. Pre zjednodugenie oznatme p = 2AT(Az — f). Prenasobenim

tretej rovnice inverznou maticou —diag(u;)™!, $tvrtej rovnice maticou —diag(us)™" a
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substittciou J; = diag(p1) tdiag(x — u), Jo = diag(ps) ‘diag(—x — u) ziskame

2A7A 0 I I | —p — 1+ pio
0 0 —1I —I | — AL+ g+ po
I =1 Ji 0 | —(z—wu)— tdiag(p)~'1
—I -1 0 Jy | x+u—tdiag(ps)~'1

Tretiu(3tvrtid) rovnicu prenasobime inverznou maticou J;' (J; '), tieto inverzie st
nenarocné, pretoze sa jednd o diagonalne matice. Taktiez ozna¢me pre zjednoduSenie

s = ydiag(z —u)™'1 a sy = tdiag(—x —u)~'1

2ATA 0 T —I |  —p—m+p
0 0 -1 -1 ’ —AL + pq + po
A | —J Nz —u) - s

|

0
S A S —Jy =z —u) — s9

V daliom kroku vyuzijeme fakt, ze J;'(z — u) = diag(z — u)*diag(u)(z — u) =
p1(podobne pre py). Nasledne pripo¢itame tretiu aj $tvrta rovnicu k druhej a podobne
k prvej rovnici pripo¢itame Stvrti a odpocitame tretiu. Oznac¢me taktiez vzniknuté

matice J, = J; '+ Jy 't a J, = J; 1 — Jy 't Tym dostaneme systém

2ATA—J, Jn 0 0 | —p+s—so

I —J, 0 0 | —Al—s51—59
J! A —l1 — $1
~JLh = Jyh 0 T —pe— sy

Pripo¢itanim J, J, ! nasobku druhej rovnice k prvej a nasledne prenasobenim druhe;

rovnice maticou —.J,- 1 dostaneme vysledny systém v trojuholnikovom tvare.

QATA = Jy+ Jud 7 0 0 0 | —pts1— 89— I (AL + 51+ 55)
—Jp’lJm I 0 0 | szl()\1+sl+52)
J —J7b 10 | —ly — 51
—Jy ! ~Jh 0 1| —tg — So

Na néjdenie Newtonovského kroku nam staci vyriesit prva rovnicu redukovaného sys-
tému (27), ktorého riesenie Az vyuzijeme na dopocitanie dalsich troch zloziek Newto-

novho kroku.
ATA = Jy+ I, ) A = —p+ 51— 52— ) T (AL+ 51+ 52)  (27)
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Ostatné rovnice uz pracuji len s diagonalnymi maticami, ich inverzie si jednoducho
spocitatelné, ¢o je vyhodou tohto postupu. Dalgie tri komponenty kroku Awu, Apq, Apo

ziskame zo vztahov
Au = Jp_l()\l + 51+ S92 + JAx)

Apy = —py — 51+ J; H(—Az 4 Au) (28)
Apty = —fig — 8o+ Jy (Az + Au)
kde Ji, Js, J, a J,, su diagondlne.
Primal-dual search direction Aw = (Az, Au, Apy, Aps) je teda definovny ako riesenie
(27) a (28).
Vsimnime si, Ze cely systém pracuje s riedkymi maticami, ¢o urychluje vypocet daného
systému. Najnaro¢nejsiu ¢ast rieSenia predstavuje vypocet prvej zlozky (27) Newtonov-
ského kroku. V poslednej ¢asti prace sa nachddza nami naprogramovany funkény pro-
gram primarno-dualnej metdédy vnutorného bodu, ktory vyuziva vyssie uvedeny systém

na ziskanie priméarno-duélneho hladacieho kroku.

4.2.5 Experimenty a porovnania metéd/pristupov

V tejto podkapitole otestujeme nami spominané metody /postupy riesenia TTD tlohy.
V pripade proximal gradient met6dy porovname 4 rézne verzie: zdkladni verziu, zrych-
lent verziu, spaddovii verziu a nova verziu proximal gradient metody. Experimenty st
uskutocnené v prostredi Matlab, niektoré zdrojové kody sa nachadzaji v poslednej
Casti prace. VSetky pokusy st vykonané na PC zostave so Stvorjadrovym procesorom

Intel Core-i7 2,66GHz s opera¢nou paméitou 6GB RAM.

Za ucelom zmengenia rozmerov tlohy budeme uvazovat len také potencialne priecky, ze
ziadne dve z nich sa navzidjom nepretinaji viac ako v jednom bode. Tento dodatoc¢ny
predpoklad nie je vobec obmedzujici, pretoze ak sa dve priecky pretinaju viac ako v
jednom bode, musia sa pretinat prave v nejakych uzloch, a preto je mozné vicsiu z
priec¢ok zlozit z mensich pospajanym casti. Pripustné priecky tohto typu nam vytvara
nami naprogramovany generator mriezky.

Napriek predoglému zjednodugeniu v8ak rozmernost alohy(A,, ) s rastiucimi rozmermi
mriezky uzlov prudko rastie, kvoli pribidajicemu poc¢tu pripustnych hran. Rozmery
rieSenych tloh st ¢astokrat tak velké, Ze metody zlyhévaju kvoli nedostatku pamaéti aj

vypocet gradientu je mnohokrat ¢asovo naro¢ny. Pre lep§ie fungovanie vSetkych met6d
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mriezka rec | m n % mnenulovych zloziek
oxH 50 196 7.26
20x20 800 48934 0.5
25x25 1250 119016 0.3
30x30 1800 246690 0.2
50x50 5000 | 1901930 0.08
100x100 20000 | 30398894 0.002

Tabulka 2: Zavislost rozmerov tlohy a po¢tu nenulovych prvkov matice A od rozmeru

mriezky uzlov

je vhodné vyuzit vrodenu vlastnost matice A - jej obrovski riedkost. Stlpce a; matice
A st velmi riedke, kazdy obsahuje najviac 4 nenulové zlozky. V prostedi Matlab je
preto vhodné vyuzit funkciu sparse. V nasom pripade nam tato funkcia umoznila riesit
vysoko-rozmerné tlohy, ktoré pred jej pouzitim nebolo mozné riesit kvoli nedostatku
operafnej pamiti pocitaca(6GB!) a taktiez tato funkcia urychlila samotny vypocet
iloh. V pripade pouzitia Proximal gradient met6dy bolo pomocou funkcie sparse dosi-

ahnuté az Stvornasobné zrychlenie.

Atraktivnou vlastnostou ulohy Truss topology design je, Ze najde optimalny geomet-
ricky tvar (rozlozenie) konstrukcie, aj ked navonok pracuje len s vahami prie¢ok kongtruk-
cie. Optimalizacny problém rozhodne, ktoré uzly pouzit, ako ich pospajat a najde aj
optimalne vahy priec¢ok. Aj ked za¢neme optimalizéciu problému so vSetkymi uzlami
pospajanymi prieckami, optimaliza¢ny proces najde optimalnu konstrukciu, v ktorej je
vic8ina prie¢ok s nulovymi vahami. Tento jav budeme pozorovat aj na nasledujicom
experimente, ktory porovnava vSetky nami naprogramované metody. Metody boli na

tulohu TTD aplikované v silade s vysledkami z kapitol 4.2.3 resp 4.2.4.
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Experiment ¢.1 - Porovnanie metod

Budeme porovnavat primarno-dalnu metodu vnidtorného bodu a 4 verzie Proximal
gradient metody (zékladni verziu, zrychlena verziu, spadovi verziu a nova verziu).
Modifikacie proximal gradient metody v8ak maju roznu naro¢nost za jednu iteraciu a
taktiez nemaja rovnaku rychlost konvergencie. Napriklad zdkladnd proximal gradient
metdéda ma najmenej ¢asovo naro¢nu iteraciu, avSsak mé najmeng$iu rychlost konver-
gencie z uvedenych metdéd. Aby bolo porovnanie tychto odlisnych metod spravodlivé,
kazdej z nich pontikneme na vyrieSenie tilohy rovnaky ¢as (60s, 180s, 1500s). Takisto
budeme pozorovat postupné nachadzanie rieSenia v Case.

Metody porovname na nami vygenerovanej tilohe TTD o velkosti mriezky 6x40. Uloha
je mostového typu s viac ako 16500 pripustnymi prieckami a obsahuje 4 fixné body
na spodu, ktoré reprezentuji pevné piliere mostovej konstrukcie. Na uzly vo vyske 1
je aplikované jednotkova sila smerujtica kolmo na podlozku. Pociato¢né rieSenie sme
polozili nulovému vektoru a modul pruznosti v tahu (Youngov modul) sme zvolili rovny
hodnote 200, ¢o zodpoveda ocelovej priecke. Vdaka tomu, Ze mame usporiadanie pri-
pustnych priecok, vieme vykrelovat aj geometricky tvar konstrukcie. Optimaliza¢ny
proces najde optimalnu konstrukciu, v ktorej je vacSina priecok s nulovymi vahami,

preto st posledné obrazky na Obr. 8 riedke, je vidiet zretelnd mostova konStrukeiu.

Na obrazku porovnania metod je mozné pozorovat viacero faktov. Vysledny obrazok
(25min) zakladnej verzie proximal gradient metody (1. riadok) ani zd'aleka nepripomina
mostovi konstrukciu aj napriek tomu, ze jeho tucelova funkcia bola mald s dualnou
medzerou 8.42E-04. Rychlost iteracie zékladnej metody teda nebola o tolko viicsia,
aby prebila lepsiu konvergenciu ostatnych metéd. Mostovi Struktiiru nepripominaji
ani suboptimalne riesenia vSetkych ostatnych metéd pri ¢ase 60s. Dokonca metéda vnu-
torného bodu, nemé Ziadnu vyraznu Struktiru ani po 180s, pretoze stihla len 8 iteracii.
7 2. stlpca je pozorovatelné, ze zo zaciatku si viedli lepsie proximal gradient metody
(a7 na zakladnt), najlepsie posobi 4 metéda, no duélna medzera toto pozorovanie
nepotvrdila. Podl'a dualnej medzery najlepsie obstéala zrychlena PG metoda. Z obrazka
4. metoédy po 15008 mozno vidiet, Ze sa so svojim rieSenim nedostala tak blizko k opti-
malnemu ako 2.,3. a 5. metdda, obrazok v porovnani s nimi obsahuje viac nenulovych
prie¢ok. Zo zvy$nych 3 metod (2,3,5) je tazké urcit vifaza - vSetky findlne obrazky

vyzeraji podobne, obrazky vyrazne pripominaju mostovi konstrukciu - asi najlepsie
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obstidla metéda vnatorného bodu a zrychlend proximal gradient metéda. Hodnoty
ucelovych funkcii tychto metdéd st takmer identické, najlepSie skoncila metdda vnu-
toného bodu. Metody Startovali z nulového vektora, pri ktorom bola hodnota tucelovej
funkcie f(z0) = 38. Poznamenajme, Ze hodnota ucelovej funkcie klesla v priebehu
experimentu v pripade proximal gradient metod velmi rychlo na mala hodnotu (po
Imin - zakladnd PG - 4.49E-03, ostané PG - 2.82E-03), ale prisluchajice obrazky
eSte nepripominaji mostovi Struktaru. Findlne obrazky maji mostova struktiru, je
zretelné, Ze vicSine pripustnych priec¢ok bola priradena nulova vaha, taktiez je mozné

pozorovat polohu pilierov mosta - vychadzaja z nich priecky s najvac¢simi vahami.

Caslit. 60s 180s 1500s
PGM 6908 | 1.85E-03 | 20704 | 1.64E-03 | 172173 | 8.42E-04
APGM | 6829 | 1.75E-04 | 20521 | 3.98E-05 | 171198 | 2.01E-06
DPGM | 6415 | 1.89E-04 | 19332 | 4.42E-05 | 161602 | 1.99E-06
NPGM | 6484 | 1.87E-04 | 19484 | 5.91E-05 | 162581 | 4.49E-06
PDMVB 4 | 5.66E-+00 8 | 4.08E-02 52 | 1.97E-06

Tabulka 3: Porovnanie metod - zakladna verzia PG (PGM), zrychlena PG (APGM),
spadova PG (DPGM), nova PG (NPGM) a primarno-duédlna MVB (PDMVB). Na
obrazku je mozné pozorovat dosiahnuty pocet iteracii metdd ako aj dosiahnuta subop-
timalitu rieSeni v zavisloti od ¢asu. Suboptimalita predstavuje dualnu medzeru medzi
hodnotou primarnej uc¢elovej funkcie a hodnotou fixne zvolenej duélnej acelovej funkcie.
Za hodnotu dudlnej ucelovej funkcie bola zobrana hodnota z MVB (ktora je takmer
optimélna). Proximal gradient met6dy maji mensiu ¢asovii naro¢nost na 1 iteraciu,
najviac iterdcii stihla najjednoduchsia zakladnd PG, ale rozdiely v pripade PG metod
nie st velké. V pripade MVB st iteracie ¢asovo naro¢né za 25min stihla metoda iba 52
iteracii. TaktieZ mozno pozorovat vicsiu rychlost PG metod do ¢asu 180s, priebezne
najlep§iu hodnotu dosahuje APGM. Finalnu hodnotu ucelovej funkcie ma najlepsiu
PDMVB, aj ked vysledky st tesné (APGM, DPGM). Preto je mozné, ze sme metode
vnutorného bodu pomohli va¢§im ¢asom rieSenia, pretoze do ¢asu 180s PG metddy silne
zdolavaju MVB. Je mozné, Ze z dévodu ich algoritmu nevedeli lepsie "dotlacit"rieSenie
ako MVB. Ako celkového vitaza pozorovania by preto sme mohli oznacit zrychlenu

proximal gradient metddu.
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Obr. 8: Porovnanie metod: Riadky predstavuji rozne verzie metod - zakladnd, zrych-
lena, spadova a nova Proximal gradient metdda, posledny riadok predstavuje primarno-
dualna metoda vntatorného bodu. Stipce st zoradené podla ¢asu vypodtu rieSenia (60s,

180s, 1500s).
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Experiment ¢.2 - Zmena poctu fixnych uzlov

V dalsom experimente sa pozrieme na vplyv poctu fixnych uzlov (pilierov) na ge-
ometricky tvar/rozloZenie nosnej konstrukcie. Podobne ako v predoslom experimente
pouzijeme velkost mriezky 6x40. Uloha je mostového typu s viac ako 16500 pripustnymi
prieckami. Na uzly vo vyske 1 je aplikovana jednotkova sila smerujica kolmo na pod-
lozku. Pociato¢né rieSenie sme polozili nulovému vektoru (f(x0)=38) a modul pruznosti

v tahu (Youngov modul) sme zvolili rovny hodnote 200, ¢o zodpoveda ocelovej priecke.

Vysledné obrazky maju zretelnd mostova Strukttru, va¢sine pripustnych priec¢ok bola
v optime priradena nulova vaha. Taktisto je mozné pozorovat polohu pilierov mosta
- vychadzaju z nich priecky s najva¢simi vahami. VS8imnime si, Ze na obrazku s 3
piliermi je viac priec¢ok ako na dalSich dvoch, taktiez obsahuje priecky s vacsou vahou
v pomere k ostatnym prieckam. Na udrzanie rovnakej zataze potrebuje silné nosné
priecky. Z obrazkov je mozné tiez pozorovat jav, ze s pribudajucim poctom pilierov
sa vyS8ka mostovych §truktir znizuje. V pripade 6 pilierov siaha mostova konstrukcia
len do vysky 4, naopak v pripade len 3 pilierov je konstrukcia vo vyske 5. RieSenia su
ziskané primarno-duilnou metédou vnutorného bodu, hodnoty duédlnej medzery st v

poradi obrazkov nasledujice: 1.13E-05, 1.97E-06, 1.07E-07.
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Obr. 9: Vplyv poctu pilierov na tvar mostovej konstrukcie
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Experiment ¢.3 - Velkorozmerna tiloha

V nasledujicom experimente sa jedné o tlohu velkych rozmerov - mriezka ma rozmery
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Obr. 10: Riesenie velkorozmernej tilohy pomocou zrychlenej proximal gradient metody
(APGM).

16x50, matica A ma rozmery 1600x186116, ¢ize tloha obsahuje 186116 pripustnych
priecok. Zataz posobi na uzly vo vySke 1. Ako pociatoCny bod rieSenia sme zvolili
nulovy vektor, f(z0) = 48. Vysledny obrazok ziskany zrychlenou proximal gradient
metodou ma mostova Struktaru, prislicha ucelovej funkcii o hodnote 4.22E-03. Tak-
isto mozno zretelne pozorovat piliere mostu. Samotny experiment v Matlabe trval 4
hodiny. Metoda dosiahla viac ako 35000 iteracii a ponikla nam najlepSie dosiahnuté
rieSenie. Na tento isty problém sme sa pokisili aplikovat aj primarno-duélnu metodu
vnutorného bodu, no ta nedokazala z dévodu zaplnenia operac¢nej paméite pocitaca vy-
pocitat ani prvia iteraciu. Systém pri pocitani Newtonovho kroku (27) je pri takychto
rozmeroch (186tis) ¢asovo naro¢né riesit aj napriek vrodenej riedkosti celého systému.
Bezkonkurenénym vitazom pri vysokych rozmeroch je teda zrychlend proximal gradi-
ent metoda.

Poznamenajme, ze ak by sme znizili vysku mriezky na 9x50 boli by sme pravdepodobne
schopni vypocitat presnejsie rieSenie daného problému, pripadne by sme dosiahli riese-

nie za krat3f ¢as
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5 Zaver

V diplomovej praci sme sa venovali ilohe s ndvom Najmensie stvorce regulované ly
normou. Urobili sme analyzu a porovnanie roznych pristupov, ktoré mozno pouzit na
rieSenie danej tlohy, a taktiez sme uviedli rozne mozné praktické aplikacie danej tlohy.
Na dvoch vybranych aplikidciach sme otestovali nami naprogramované metody.

V jednotlivych ¢astiach sme sa oboznamili s roznymi poznatkami a vlastnostami tlohy
1 regulovanych najmensSich Stvorcov. Taktiez sme uviedli mnohé aplikdcie daného
optimaliza¢ného problému, z ktorych sme sa blizsie venovali [; filtrovaniu a prob-
lematike Truss Topology Design. V druhej ¢asti prace sme si vSeobecne predstavili
dve konkurenc¢né metédy konvexnej optimalizacie, ktoré sa daji na numerické rieSe-
nie danych tloh pouzit. Konkrétne sa jednd o Proximal gradient metéodu a Metodu
vnatorného bodu. Metédy sme sa neskor snazili ¢o najlepSie prispdsobit na rieSenie
nasich tdloh. V pripade [; filtrovania sme primérno-dualnu metédu vniatorného bodu
pouzili na rieSenie dualnej tlohy daného problému, ktord bola v tvare kvadratického
programovania. Proximal gradient metéda bola pouzitd na rieSenie ekvivalentnej for-
mulacie [; filtra. Numerické experimenty jasne ukazali, Ze na rieSenie [; filtrovania je
vhodnejsia metoéda vniitorného bodu, ktord narozdiel od proximal gradient metody v
tomto pripade pracuje s riedkymi maticami. Na rieSenie Truss topology design problému
sme proximal gradient met6du pouzili na pévodnid neohrani¢enti formuléaciu problému,
zatial ¢o metodu vnitorného bodu sme aplikovali na ekvivalentna formuléaciu v tvare
kvadratického programovania. Uz pri rozmeroch tlohy 480x16502 bolo mozné pozorovat
vyhodu proximal gradient metoédy voc¢i metéde vndatorného bodu. Proximal gradient
metddy mali ovela menej ¢asovo naro¢ni iteraciu a konvergovali k optimalnemu rieSe-
niu rychlejsie ako metdéda vnitorného bodu. Nizku hodnotu ucelovej funkcie dosiahli
za pomerne maly ¢as. Pri aplikovani metod na vysokorozmerni ilohu s 186000 pripust-
nymi prieCkami sme zistili, Ze hladanie Newtonovho kroku v metode vnatorného bodu
je tak naro¢né, ze algoritmus nedokazal vypocitat ani prva iterdciu. Proximal gradient
metoda si vSak viedla pomerne dobre, za 4 hodiny zvladla 35000 iteracii a ponukla
suboptiméalne rieSenie, ktoré malo po vykresleni riedku, mostovii Struktiru. Slabina
metody vnutorného bodu by sa mohla odstranit, tym Ze by sme hladali len aprox-
imacie Newtonovho kroku pomocou tzv. Truncated Newton metody ako sa uvadza v

¢lanku [3)].
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6 Priloha - zdrojové kédy programov

#Proximal operator 11 filter
function [x]=proxl11(x,t)
m=size(x);
x(3:m)=sign(x(3:m)) .*max(0,abs(x(3:m))-t);
YANNY)

%#PDMVB 11 filter

function [xi]=11ipm(y,lambda)
Jparametre

e=1e-9;

ef=1e-9;

alfa=0.01;

beta=0.5;

mu=2;

maxls=30;

n=size(y,1);

D=gallery(’tridiag’,ones(n-1,1),-2%ones(n,1),ones(n-1,1));
D([1,n],:)=[];

DDT=D#D’ ;

Dy=D*y;

j=ones(n-2,1);
v=zeros(n-2,1);
ul=j;

u2=j;

t=1e-10;

fl=v-lambdax*j;

f2=-v-lambdax*j;

gap=Inf;

mmax=1000;

for i=1:mmax
t=max (t,2*n*mu/gap) ;
iJ1=sparse(1l:(n-2),1:(n-2),ul./f1);
iJ2=gparse(l:(n-2),1:(n-2),u2./£2);
si=1/t*(1./f1);
s2=1/t*(1./£2);

dv=(DDT-1J1-iJ2)\ (-DDT*v+Dy+s1-82); %newton
dul=-ul-si1-iJix*dv;
du2=-u2-s2+iJ2*dv;

rd=DDT*v-Dy+ul-u2;
rc=[-ul.*xf1-1/t; -u2.*f2-1/t];
res=[rd;rc];

#LINE SEARCH

negl = (dul < 0);
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neg2 = (du2 < 0);
s =1;
if (any(negl))
s = min( s, min(-ul(negl)./dul(negl)) );
end
if (any(neg2))
s = min( s, min(-u2(neg2)./du2(neg2)) );

end
s=0.99%sg;
for 1i = 1:maxls

nv = v + s*dv;
nul = ul + s*xdul;
nu2 = u2 + s*du2;
nfl = nv-lambdaxj;
nf2 =-nv-lambdaxj;

%nove rezidua
nrd=DDT*nv-Dy+nul-nu2;
nrc=[-nul.*nfl1-1/t; -nu2.*nf2-1/t];
nres=[nrd;nrc];
if ( max(max(nfl),max(nf2)) < 0 && ...
norm(nres) <= (l-alfa*s)*norm(res) )
break;
end
s = betaxs;
end
% aktualizacia
v =nv; ul = nul; u2 = nu2; f1 = nfl; £2 = nf2;
gap=-f1’*ul-£2’*u2;
% stop
if ((gap <= e)&&(norm(rd)<=ef))
status = ’vyriesene’;
disp(status);
xi=y-D7*v;
1/2*norm(xi-y)~2+lambda*sum(abs (D*xi))
i
return;
end;
end
xi=y-D’*v;
1/2*norm(xi-y) ~2+lambda*sum(abs (D*xi))
if (i >= mmax)
status = ’dosiahnuty maxit’;
disp(status);
return;
end
hohototohoth
%APGM 11 filter
function [x,k]=accwh(b,lambda,cas)
n=size(b,1);
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4tvorba matice A
Al=zeros(n-1);
for i=1:n-1
Al(i:n-1,i)=1:n-1i;
end
A=zeros(n);
A(:,1)=ones(n,1);
A(2:n,2:n)=A1;
t=1/max(svd(A))"2;
G=A%A;
h=A’*b;
x0=zeros(n,1);
%cas=30;
x=x0;
y=x0;
k=0;
tl = tic;
while (toc(t1)<cas)
k=k+1;
XS=X;
gg=G*y-h;
[x]=proxl11(y-t*gg,t*lambda) ;
y=x+((k-1)/(k+2) ) *(x-x8) ;
end
X=A*x;
YANAANA
#Proximal operator 11 norma
function [x]=proxnormil(x,t)
x=sign(x).*max(0,abs(x)-t);
YANAANA
%Generator mriezky
function [H,S,1] = gen(r,c)
%vrcholy a ich suradnice
p=0;
S=zeros(r*c,2);
for i=1:r
for j=1:c
p=p+1;
S(p,:)=[j-1,i-1]1;
end
end %S(1,:) ...prvy vrchol atd
D=zeros(r*c);
for i=1l:r*c
for j=1l:r*c
D(i,j)=norm(S(i,:)-S(j,:))
end
end
m=D(1,r*c);
vzd=unique (D(D<(m/2+1)& D~=0));

2
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mm=size(vzd,1);

index=0;
for i=1:mm
w=0;
while (w+2)*vzd(i)<=m
w=w+1;
index=index+1;
nv(index)=vzd(i)*(w+l);
end
end
nv=unique(nv) ;
mm=size(nv,2);
1=0;
for i=l:r*c
for j=i+l:r*c
pp=0;
for k=1:mm
if (D(i,j) =nv(k))
PP=pp+1;
end
end
if (pp==mm)
1=1+1;
H(1,:)=[1i,j];
end
end
end
end
YANYNA
%#Uloha
[H,5,1]1=gen(6,39);

kappa=200;
lambda=0.0001;
htvorba matice A
A=zeros(6x39%2,1);
for i=1:1
a=H(i,1);
b=H(1,2);
beta=sqrt (kappa) *(S(b, :)-S(a, :))*((norm(S(b,:)-S(a,:)))~(-2));
A([2%a-1,2%a] ,i)=-beta;
A([2%b-1,2%b] ,i)=beta;
end
A([1,2],:)=zeros(2,1);
A([14%2-1,28], :)=zeros(2,1);
A([26%2-1,52],:)=zeros(2,1);
A([39%2-1,78], :)=zeros(2,1);
b=zeros(6x39%2,1);
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b(82:2:154,1)=1;
x0=zeros(1,1);

t=1/max(svd(4))"2;

A=sparse(4);
b=sparse(b);

G=A’*A;

h=A’%b;

hohototh o

%Vykreslovanie

function [J=kresli(x4,H,S)

plot(S(:,1),8(:,2),’ro0?)

axis([-1,39,-0.2,5.2])

l=size(H,1);

hold on

for i=1:1

if abs(x4(i))>0.00001
hrubka=abs (x4 (1i))*9;
a=H(i,1);
b=H(1,2);
sa=S(a,:);
sb=S(b,:);
xx=[sa(1),sb(1)];
yy=[sa(2),sb(2)];
plot(xx,yy,’b’,’LineWidth’ ,hrubka)
end

end

plot([1,37],[1,1],°g’,’LineWidth’,5)

hold off

VAN

%PDMVB TTD

function [x,ul=pd(A,b,lambda)

hparametre

e=le-13;

ef=1e-13;

alfa=0.01;

beta=0.5;

mu=5;

maxit=500;

maxls=20;

G=A’*A;
h=A’*b;

[T,n]=size(A);

j=ones(n,1);
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Jpremenne
x=zeros(n,1);
u=0.2%j;
ul=j;

u2=2%j;
lj=lambdaxj;

t=1e-5;
fl=x-u;
f2=-x-u;
gap=Inf;

for i=1:maxit
t=max (t,2*n*mu/gap) ;
iJl=sparse(l:n,1l:n,ul./f1);
iJ2=gparse(l:n,1:n,u2./£2);
Jm=1J1-1J2;
Jp=iJ1+iJ2;
iiJ=sparse(l:n,1:n,1./diag(Jp));
s1=1/t*(1./f1);
s2=1/t*(1./£2);
w=2% (G*x-h) ;

hvypocitanie smeru

dx=(2*%G-Jp+Jm*iiJ*Jm)\ (-w+sl-s2-Jm*xiiJ* (1j+s1+s2)); ¥%newton
du=iiJ*(1j+s1+s2+Im*dx) ;

dul=-ul-si1+iJ1*(-dx+du);

du2=-u2-82+iJ2*(dx+du) ;

rd=[w+ul-u2;1j-ul-u2];
rc=[-ul.*xf1-1/t; -u2.*f2-1/t];
res=[rd;rc];

%LINE SEARCH

negl = (dul < 0);
neg2 = (du2 < 0);
s = 1;

if (any(negl))

s = min( s, min(-ul(negl)./dul(negl)) );
end
if (any(neg2))

s = min( s, min(-u2(neg2)./du2(neg2)) );

end

s=0.99%s;

for 1i = 1:maxls
nx = x + s¥dx;
nu = u+ts*du;
nul = ul + sx*xdul;
nu2 = u2 + s*du?2;
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nfl
nf2
%nove rezidua

nx-nu;

-nx-nu;

nrd = [2#(G*nx-h) + nul - nu2;lj-nul-nu2];
nrc = [-nul.*nfl-1/t; -nu2.*nf2-1/t];
nres = [nrd; nrcl;

if ( max(max(nf1l),max(nf2)) < 0 && ...
norm(nres) <= (1-alfaxs)*norm(res) )
break;
end
s = betaxs;
end
% aktualizacia
X = nx; u=nu; ul = nul; u2 = nu2; f1 = nfl; f2 = nf2;

gap=-f1’*ul-£2’*u2;
% stop
if ((gap <= e)&&(norm(rd)<=ef))
status = ’vyriesene’;
disp(status);
return;
end;
end
if (1 >= maxit)
status = ’dosiahnuty maxit’;
disp(status);
return;
end
hhhhths
#Proximal grad. pre TTD
function [x1,x2,x3,x4]1=PG(G,h,A,b,x0,lambda,t)
¢=6000;
cas=c/4;
lambda=lambda/2; %ostatne je prel/2*norm
%#Proximal Gradient
x=x0;
k=0;
tl = tic;
while (toc(tl)<cas)
k=k+1;
gg=G*x-h;
[x]=proxnormll (x-t*gg,t*lambda) ;
end
x1=x;
fl=norm(A*x-b) ~2+2*xlambda*sum(abs(x));
hZrychleny PG
x=x0;
y=x0;
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k=0;
tl = tic;
while (toc(tl)<cas)
k=k+1;
XS=X;
gg=G*y-h;
[x]=proxnormll (y-t*gg,t*lambda) ;
y=x+((k-1)/(k+2) ) *(x-x8) ;
end
xX2=%;
%DESCENT PG
x=x0;
y=x0;
k=0;
tl = tic;
while (toc(t1)<cas)
k=k+1;
XS=X;
gg=G*y-h;
[z]=proxnormll (y-t*gg,t*lambda) ;
fs=norm(A*xs-b) ~2+2*xlambda*sum(abs(xs)) ;
fn=norm(A*xz-b) ~2+2*x1lambda*sum(abs(z));
if (fn<=£s)
X=Z;
end
v=xs+((k+1)/2)*(z-x8);
y=(k/ (k+2) ) *x+(2/(k+2) ) *v;
end
x3=x;
%NAS PG
x=x0;
y=x0;
k=0;
t1l = tic;
while (toc(tl)<cas)
k=k+1;
XS=X;
gg=G*y-h;
[z]=proxnormll (y-t*gg,t*lambda) ;
fs=norm(A*xs-b) ~2+2xlambda*sum(abs(xs));
fn=norm(A*z-b) ~2+2*x1lambda*sum(abs(z));

if (fn<=£fs)
X=Z;
else
gg=G*xs-h;
x=proxnormll (xs-t*gg,t*lambda) ;
end
y=x+((k-1)/(k+2) ) *(x-x8) ;
end
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