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Abstrakt

KUKUMBERG, Roman: Najmen²ie ²tvorce regulované l1 normou - metódy a ap-

likácie [Diplomová práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matem-

atiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky;

vedúci práce: RNDr. Mária Trnovská, PhD., Bratislava, 2013

Diplomová práca sa zaoberá tzv. úlohou najmen²ích ²tvorcov regulovaných l1 nor-

mou, ktorá má vyuºitie v mnohých problémoch v praxi. Napríklad sa vyuºíva pri

rekon²trukcii signálu a zaostrovaní obrázkov. Zaoberáme sa dvoma konkuren£ný-

mi metódami konvexnej optimalizácie na rie²enie danej úlohy, ktorými sú proxi-

mal gradient metóda a metódy vnútorného bodu. Proximal gradient metódu ap-

likujeme na neohrani£ený minimaliza£ný problém a metódu vnútorného bodu na

formuláciu problému v tvare úlohy kvadratického programovania. Metódy pouºi-

jeme na numerické rie²enie dvoch konkrétnych aplikácií úlohy l1 regulovaných

najmen²ích ²tvorcov, spomenieme ich výhody/ nevýhody.

K©ú£ové slová: najmen²ie ²tvorce, l1 regulácia, l1 regulované najmen²ie ²tvorce,

proximal gradient metóda, proximal operátor, primárno duálna metóda vnú-

torného bodu, l1 �ltrovanie, Truss topology design



Abstrakt

KUKUMBERG, Roman: l1 regularized least squares - methods and applications

[Diploma thesis], COMENIUS UNIVERSITY; Faculty of Mathematics, Physics

and Informatics; Department of Applied Mathematics and Statistics ;

thesis supervisor: RNDr. Mária Trnovská, PhD., Bratislava, 2013

Diploma thesis deals with the so-called l1-regularized least squares, which is used

in many problems in praxis. For example it is used in signal recovery and image

denoising. We deal with two competing methods of convex optimization for solv-

ing this problem, which are proximal gradient method and interior-point method.

Proximal gradient method is applied to solve unconstrained minimization prob-

lem and interior-point method is applied to solve quadratic program formulation

of the problem. We use methods to �nd numerical solution of two concrete ap-

plications of l1-regularized least squares, we mention their advantages and disad-

vantages.

Key words: least squares, l1 regularization, l1-regularized least squares, prox-

imal gradient method, proximal operator, primal-dual interior-point method, l1

�ltering, Truss topology design
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1 Úvod

V práci nesúcej názov Najmen²ie ²tvorce regulované l1 normou sa budeme snaºi´ o

analýzu a porovnanie rôznych prístupov na rie²enie úlohy najmen²ích ²tvorcov regulo-

vaných l1 normou, a taktieº uvedieme rôzne moºné praktické aplikácie danej úlohy.

Na dvoch vybraných aplikáciach otestujeme nami naprogramované metódy, prípadne

vykonáme iný numerický experiment.

V optimalizácii existuje mnoho problémov, ktoré vyuºívajú l1 regularizáciu, £i uº pria-

mo alebo nepriamo. Mnohé z nich sa dajú naformulova´ v tvare úlohy l1 regulovaných

najmen²ích ²tvorcov. Jednou z prvých oblastí, kde sa za£ala skúma´ a vyuºíva´ táto

formulácia a regularizácia pomocou l1 normy bola ²tatistika (regresia). V roku 1996

R. Tibshirani predstavil v [8] tzv. LASSO (Least Absolute Selection And Shrink-

age Operator), ktorý je presne v tvare optimaliza£nej úlohy, ktorej sa venujeme v

práci. l1 regulované najmen²ie ²tvorce, s ich schopnos´ou odhali´ riedke reprezentácie

sú zna£ne roz²írené napríklad v oblasti Machine Learning [29][37], v geofyzike [22],[23]

a v problematike spracovania signálu [27],[24]. l1 regularizácia sa stala populárnou v

klasi�ka£ných metódach ako Support Vector Machines a Logistická regresia.

Práca pozostáva z troch hlavných £astí. V prvej £asti práce sa oboznámime s prob-

lematikou l1 regulovaných najmen²ích ²tvrocov, uvedieme jej niektoré vlastnosti, odvo-

díme podmienky optimality a Lagrangeovu duálnu úlohu k úlohe vo v²eobecnej²om

tvare. Taktieº si ako motiváciu spomenieme mnohé uplatnenia najmen²ích ²tvorcov

regulovaných l1 normou v praxi. V druhej £asti si predstavíme dve konkuren£né metódy

konvexnej optimalizácie, ktoré sa dajú na numerické rie²enie daných úloh pouºi´.

Konkrétne sa jedná o Proximal gradient metódu a Metódu vnútorného bodu. V neskor-

²ej £asti práce sa budeme venova´ aplikáciam ako navrhovanie mechanických kon²trukcií

(Truss Topology Design) a l1 �ltrovanie podkladového trendu. Uvedieme si o nich niek-

toré poznatky a vlastnosti. Na tieto problémy sa budeme snaºi´ £o najlep²ie aplikova´

uº spomínané metódy konvexnej optimalizácie. Metódu proximal gradient aplikujeme

na pôvodný neohrani£ený problém, zatia© £o metódu vnútorného bodu budeme ap-

likova´ na ekvivalentnú formuláciu (alebo duálnu úlohu) úlohy v tvare kvadratického

programovania. Ú£innos´ metód v praxi otestujeme v numerických experimentoch, kde

sa pokúsime objasni´, pre£o v danom prípade funguje jedna metóda lep²ie ako druhá.
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2 Úloha l1 regulovaných najmen²ích ²tvorcov

Mnoho problémov, s ktorými sa stretávame v optimalizácii sa dá naformulova´ v tvare

úlohy l1 regulovaných najmen²ích ²tvorcov. V tejto kapitole si uvedieme niektoré poz-

natky o tejto formulácii a aj jej mnohé aplikácie. Kapitola bola spracovaná na základe

informácii z [1], [2], [3], [8] a [14]. Jednou z prvých oblastí, kde sa za£ala skúma´ a

vyuºíva´ táto formulácia a regularizácia pomocou l1 normy bola ²tatistika (regresia).

V roku 1996 R. Tibshirani predstavil v [8] tzv. LASSO (Least Absolute Selection And

Shrinkage Operator).

Uvaºujme lineárny model nasledujúceho tvaru

y = Ax+ e

kde x ∈ Rn je h©adaný vektor neznámych, y ∈ Rm je vektor pozorovaní, e ∈ Rm je ²um

v pozorovaniach a A ∈ Rm×n je takzvaná dátová matica. V prípade klasickej dátovej

matice s rozmermi m ≥ n a lineárne nezávislými st¨pcami, môºeme rie²enie x ©ahko

ur£i´ rie²ením problému najmen²ích ²tvorcov, minimalizovaním ²tvorcov reziduí

Min ‖Ax− y‖22.

Av²ak, ak po£et pozorovaní m nie je dos´ ve©ký v porovnaní s po£tom premenných

n, jednoduchá regresia vedie k tzv. over-�ttingu a ²tatistický model popisuje náhodnú

chybu (²um) namiesto skúmaného podkladového vz´ahu. Takýto model následne posky-

tuje zlé predikcie. �tandardná technika na zabránenie over-�ttingu je tzv. Tichonovova

regularizácia, £o predstavuje regularizáciu pomocou l2 normy. Úloha má tvar

Min ‖Ax− y‖22 + λ‖x‖22

kde λ > 0 je regulariza£ný parameter. Výsledná regresia sa taktieº nazýva hrebe¬ová

regresia (ridge regression). Problém l2 regularizovaných najmen²ích ²tvorcov má ana-

lytické rie²enie, ktoré je lineárnou funkciou vektora pozorovaní y. Av²ak hrebe¬ová

regresia má nevýhodu, ºe v prípade n >> m produkuje hodnoty koe�cientov pre

v²etkých n premenných. Aj táto nevýhoda viedla k vyuºívaniu regularizácie úlohy

pomocou l1 normy, z £oho vzniká úloha l1 regulovaných najmen²ích ²tvorcov, ktorej sa

budeme v práci venova´.

2



V úlohe l1 regulovaných najmen²ích ²tvorcov zameníme sumu ²tvorocov pouºívanú v

Tichonovovej regularizácii za sú£et absolútnych hodnôt, £iºe l1 normu. Úloha má tvar

Min ‖Ax− y‖22 + λ‖x‖1 (1)

kde λ > 0 je regulariza£ný parameter. Táto úloha má vºdy rie²enie, ktoré nemusí by´

nutne jedine£né. Výsledná úloha sa v ²atistike nazýva LASSO regresia alebo LASSO

regularizácia. Rozsiahly výskum ukázal, ºe regresia regularizovaná l1 normou je omnoho

lep²ia ako hrebe¬ová regresia, hlavne vtedy, ak je po£et pozorovaní men²í ako po£et

parametrov.

2.1 Vlastnosti úlohy l1 regulovaných najmen²ích ²tvorcov

Uvedieme si niektoré základné vlastnosti l1 regulovaných najmen²ích ²tvorcov a uve-

dieme taktieº niektoré odli²nosti od úlohy regulovanej l2 normou.

1. Zaujímavou vlastnos´ou úlohy l1 regulovaných najmen²ích ²tvorcov je limitné

správanie pre regulariza£ný parameter λ → 0. Limitné rie²enie úlohy je ten

bod, ktorý má spomedzi v²etkých rie²ení sp¨¬ajúcich AT (Ax− y) = 0 najmen²iu

ve©kos´ v zmysle l1 normy.

2. Tak ako v prípade Tichonovovej regularizácie, optimálne rie²enie l1 regulovaných

najmen²ích ²tvorcov sa blíºi k nulovému vektoru, ke¤ regulariza£ný parameter

λ→∞. Av²ak narozdiel od Tichonovovej regularizácie táto konvergencia nastáva

pre kone£nú hodnotu regulariza£ného parametra λmax = ‖2ATy‖∞. Pre v²etky

hodnoty λ ≥ λmax je optimálne rie²enie úlohy rovné 0. Hodnota λmax pochádza

z podmienok optimality úlohy.

3. Regulariza£ná cesta úlohy l1 regulovaných najme²ích ²tvorcov, teda trieda rie²ení

úlohy ako sa parameter λ mení na (0,∞), má po £astiach lineárnu vlastnos´:

Existujú hodnoty 0 = λk < ... < λ1 = λmax také, ºe regulariza£ná cesta je po

£astiach lineárnou funkciou v Rn

x∗ =
λi − λ
λi − λi+1

x(i+1) +
λ− λi+1

λi − λi+1

x(i)

λi+1 ≤ λ ≤ λi, i = 1, ..., k − 1

pri£om x(i) rie²i úlohu l1 regulovaných najmen²ích ²tvorcov s hodnotou regula-

riza£ného parametra λ = λi.
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4. Jednou z najdôleºitej²ích vlastností úlohy l1 regulovaných najmen²ích ²tvorcov

je, ºe úloha typicky podáva riedky vektor rie²enia x, £iºe vektor x má pomerne

málo nenulových zloºiek (£astokrát iba m, ak m ≤ n). Táto vlastnos´ je spô-

sobená práve prítomnos´ou jednotkovej normy v ú£elovej funkcii. V beºných prí-

padoch platí, ºe pri zvä£²ovaní regulariza£ného parametra λ pribúdajú nulové

zloºky rie²enia, rie²enie sa stáva red²ie. Penalta v tvare l1 normy prikladá re-

latívne ve©kú váhu na najmen²ie zloºky vektora a men²ie váhy vä£²ím zloºkám.

Riedke rie²enia majú £astokrát dobrú interpretáciu a ²etria pamä´.

Uvedomme si, £o nám táto vlastnos´ spôsobí v prípade LASSO regresie - vä£²ina

parametrov (premenných) je poloºená nulovej hodnote. Tento jav je moºné chá-

pa´ tak, ºe LASSO sa postará o výber vhodného modelu za nás, nenulové (sig-

ni�kantné) budú parametre prislúchajúce k dôleºitým premenným. Tieº moºno

pozorova´, za akých hodnôt λ premenné vstupujú do modelu. Z uvedeného dôvodu

sú regulariza£né metódy pouºívané aj na výber modelu. Naopak v hrebe¬ovej re-

gresii ostávajú v²etky parametre nenulové.

Úlohu l1 regulovaných najmen²ích ²tvorcov môºeme interpretova´ aj ako problém opti-

málneho dizajnu, kde n premenných x1, ..., xn sú dizajnovacie premenné, ktorých hod-

noty chceme ur£i´. Vektor h = Ax dáva vektor m výsledkov, o ktorých predpokladáme,

ºe sú lineárnymi funkciami dizajnových premenných x. Vektor y predstavuje vektor

cie©ových alebo poºadovaných výsledkov. Cie©om je vybra´ vektor dizajnovacích pre-

menných, ktorý sp¨¬a £o najpresnej²ie poºadované výsledky Ax ≈ y, a pritom vektor

chceme £o najjednoduch²í v zmysle l1 normy (nájdeme riedke rie²enie). Ke¤ºe meriame

kvalitu dizajnu normou odchýlky medzi dosiahnutými a cie©ovými výsledkami, moºno

úlohu l1 regulovaných najmen²ích ²tvorcov ozna£i´ za problém h©adania najlep²ieho

dizajnu. Napríklad úloha Truss Topology Design sa dá zapísa´ v tvare úlohy l1 regulo-

vaných najmen²ích ²tvorcov. Problematika TTD sa zaoberá dizajnovaním optimálnych

kon²trukcií. Matica A predstavuje reakciu kon²trukcie na prítomnos´ hrán kon²trukcie.

Vhodným rozloºením prípustných hrán (dizajnovacie premenné) chceme kompenzo-

va´ zá´aº pôsobiacu na kon²trukciu(y), pri£om nemá zmysel dizajnova´ kon²trukciu

zo v²etkých moºných prie£ok. Preto chceme, aby £o najviac prie£ok dostalo nulovú

váhu. Optimalizácia úlohy l1 regulovaných najmen²ích ²tvorcov vyberie vhodné hrany

na postavenie ²truktúry, ktorá odolá zadaným silám.
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Nelinearita

Zatia©, £o úloha regularizovaná l2 normou má explicitné rie²enie (l2 regresia nepridáva

na zloºitosti problému), ktoré je lineárnou funkciou vektora pozorovaní y a je pomerne

©ahko spo£ítate©né, úloha l1 regulovaných najmen²ích ²tvrocov má rie²enie, ktoré nie

je lineárne v y. Taktieº neexistuje analytická formula pre optimálne rie²enie úlohy.

Rie²enie úlohy l1 regulovaných najmen²ích ²tvorcov musí by´ preto po£ítané nume-

ricky. Ú£elová funkcia úlohy l1 regulovaných najmen²ích ²tvorcov je konvexná (suma

konvexných funkcií-noriem), ale nie je diferencovate©ná ako v prípade Tichonovovskej

regularizácie, £o je dôsledkom výmeny sumy ²tvorcov za l1 normu (suma absolútnych

hodnôt). Z dôvodu nediferencovate©nosti ú£elovej funkcie je rie²enie úlohy náro£nej-

²ie ako rie²enie úlohy regulovanej l2 normou. Na optimalizáciu nediferencovate©ných

konvexných funkcií existujú metódy ako napríklad subgradientné metódy £i proximal

gradient metóda. K optimalizácii daného problému sa v²ak dá pristúpi´ aj iným spô-

sobom. Nediferencovate©nosti ú£elovej funkcie sa dá vyhnú´ vhodnou transformáciou

na konvexný kvadratický problém s lineárnymi ohrani£eniami, kde uº je ú£elová funkcia

diferencovate©ná. Takáto formulácia sa dá rie²i´ napríklad metódami vnútorného bodu.

2.2 Bi-kriteriálna formulácia a trade-o� krivka

Úloha l1 regulovaných najmen²ích ²tvorcov sa dá vníma´ taktieº ako úloha bi-kriteriálnej

optimalizácie, kde máme dve konvexné ú£elové funkcie, ktoré chceme minimalizova´.

Máme maticu A ∈ Rm×n a vektor y ∈ Rm, chceme vybra´ rie²enie x ∈ Rn, pri£om

berieme do úvahy dva ciele (ú£elové funkcie):

• F1(x) = ‖Ax− y‖22 - miera blízkosti y k Ax v zmysle l2 normy (ve©kos´ reziduí)

• F2(x) = ‖x‖1 - miera ve©kosti rie²enia x v zmysle l1 normy (∼ riedkos´ rie²enia)

Na²im cie©om je nájs´ vektor x, ktorý robí reziduá malé a nie je príli² ve©ký.

Ú£elovú funkciu úlohy l1 regulovaných najmen²ích ²tvorcov moºno teda vníma´ ako

váºenú sumu dvoch na²ich cie©ov, pri£om regulariza£ný parameter λ predstavuje re-

latívnu váhu funkcie ‖x‖1 vzh©adom k funkcii ‖Ax − y‖22. Váha vyjadruje na²e prefe-

rencie - berieme ve©ké λ, ak chceme funkciu ‖x‖1 malú a opa£ne.

Prirodzene nás môºe napadnú´ otázka, aká je dobrá hodnota regulariza£ného paramet-

ra λ. Odpove¤ na danú otázku nám dá tzv. trade o� analýza. Trade o� analýza

²tuduje, o ko©ko hor²ie si musíme vies´ v jednom cieli na to, aby sme si po£ínali lep²ie
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v druhom. Nájdeme tzv. trade o� krivku medzi dvoma cie©mi, ktorá ukazuje, ko©ko

musíme "zaplati´"v hodnote jednej ú£elovej funkcie, aby sme dosiahli zlep²enie v hod-

note druhej ú£elovej funkcie. Taktieº ukazuje, aká mnoºina hodnôt ú£elovej funkcie je

dosiahnute©ná. Ako sa hodnota parametra λ mení od 0 do ∞ rie²enia úlohy l1 regulo-

vaných najmen²ích ²tvorcov vykreslujú optimálnu trade o� krivku (krivka je parametri-

zovaná parametrom λ). Ak uvaºujeme trade o� krivku medzi F1(x) a F2(x), X-sová os

predstavuje optimálne hodnoty funkcie F2(x) a os Y predstavuje optimálne hodnoty

F1(x). Tzv. koleno (knee) trade o� krivky reprezentuje v mnohých aplikáciach dobré

kompromisné rie²enie. Trade o� krivku si ukáºeme v nasledujúcom príklade pre úlohu

Truss Topology Design, ktorej formulácia je v tvare úlohy l1 regulovaných najmen²ích

²tvorcov. Krivku sme vykreslili pre 100 rôznych hodnôt parametra λ. Poznamenajme,

ºe sa jedná o úlohu malých rozmerov, pretoºe vy£íslovanie krivky je náro£né.

Obr. 1: Trade o� krivka medzi ‖Ax− f‖22 a ‖x‖1 pre úlohu TTD o rozmeroch 56x265.

Xsová os predstavuje optimálne hodnoty funkcie ‖x‖1 a os Y predstavuje optimálne

hodnoty ‖Ax−f‖22. Na obrázku taktieº vidie´, aká mnoºina hodnôt ú£elových funkcií je

dosiahnute©ná. Tzv. koleno (knee) trade o� krivky reprezentuje v mnohých aplikáciach

dobré kompromisné rie²enie. Av²ak v prípade problému TTD je dôleºitej²ie, aby daná

kon²trukcia ustála danú zá´aº f , a preto parameter λ volíme v neskor²ej kapitole 0.0001,

ktoré na tomto obrázku dáva bod (4.66,0).

2.3 Zov²eobecnenie úlohy

V nasledujúcej kapitole si ukáºeme podmienky optimality k úlohe l1 regulovaných na-

jmen²ích ²tvorcov. Vzh©adom na neskor²ie rie²enie podobných formulácii si v²ak pod-
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mienky optimality odvodíme pre úlohu vo v²eobecnej²om tvare, pod ktorý budú neskôr

spada´ aj nami rie²ené úlohy. Budeme sa venova´ úlohám l1-�ltering a truss topology

design, ktorých formulácie vyzerajú nasledovne:

Min
1

2
‖y − x‖22 + λ‖Dx‖1, (L1)

kde D ∈ R(n−2)×n je matica diferencie druhého rádu a λ > 0 je kladný parameter.

Min ‖Ax− f‖22 + λ‖x‖1, (TTD)

kde λ > 0 je parameter, matica A ∈ Rm×n a vektor f ∈ Rm sú vstupné dáta.

Rie²ené úlohy (L1) a (TTD) majú zrete©né spolo£né £rty. Úloha (TTD) je presne v

tvare úlohy l1 regulovaných najmen²ích ²tvorcov. V oboch prípadoch sa jedná o op-

timalizáciu na celom priestore (vo©ná optimalizácia). Minimalizujeme ú£elovú funkciu

skladajúcu sa z diferencovate©nej a nediferencovate©nej £asti. Diferencovate©nú £as´

predstavuje kvadratická funkcia, nediferencovate©nú tvorí l1 norma (sú£et absolútnych

hodnôt zloºiek vektora) prenásobená kladným parametrom λ. V²eobecná úloha daného

typu môºe vyzera´ nasledúco:

Min
1

2
‖Ax− b‖22 + α‖Wx‖1, (VSU)

kde α > 0 je kladný parameter, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm a W ∈ Rl×n. Pre budúce potreby

zavedieme e²te jeden technický predpoklad - budeme poºadova´, aby hodnos´ matice

Wl×n, l ≤ n bola rovná men²iemu rozmeru l. Dôsledkom tohto predpokladu je, ºe

symetrická matica WW T ∈ Rl×l má plnú hodnos´ h(WW T ) = l. Matica WW T je

preto regulárna a existuje k nej inverzná matica.

Ak by sme chceli získa´ ekvivalentnú úlohu s (L1), sta£í za matice a parametre poloºi´

A = In×n, b = y, α = λ a W = D(n−2)×n, podobne vieme poloºením A = Am×n,

b = fm×1, α = λ
2
a W = In×n dosta´ úlohu ekvivalentnú k (TTD), resp. k úlohe l1

regulovaných najmen²ích ²tvorcov.

2.4 Podmienky optimality

Ú£elová funkcia problému (VSU) je konvexná, pretoºe je sú£tom konvexných funkcií,

av²ak nie je diferencovate©ná kvôli prítomnosti jednotkovej normy. Z toho dôvodu

pouºijeme podmienky optimality prvého rádu de�nované pomocou subgradientov (analó-

gia pre gradient). Viac informácii o subgradientoch a dôkazy nasledujúcich viet je moºné

nájs´ v [14] a [21].
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De�nícia 2.1. Nech je f(x) : Rn → R konvexná funkcia. Vektor g ∈ Rn nazývame

subgradient funkcie f v bode x ∈ D(f) ak platí:

f(z) ≥ f(x) + gT (z − x), ∀z ∈ D(f)

Poznámka 2.1. Pre konvexnú diferencovate©nú funkciu f je subgradient rovný gradientu

funkcie pre kaºdé x. Subgradient v²ak existuje aj v bodoch x, v ktorých funkcia nie

je diferencovate©ná. V týchto bodoch nemusí by´ subgradient jednozna£ne de�novaný,

t.j. existuje mnoºina vektorov, ktoré sú subgradientami danej funkcie v bode x. Táto

konvexná mnoºina sa nazýva subdiferenciál v bode x a zna£í sa ∂f(x).

Veta 2.1. (Minimum nediferencovate©nej funkcie) Nech funkcia f(x) je konvexná a

subdiferencovate©ná v bode x̂. Funkcia nadobúda v bode x̂ minimum práve vtedy, ke¤

mnoºina subdiferenciálu funkcie f v bode x̂ obsahuje nulovú hodnotu, t.j. 0 ∈ ∂f(x̂).

Veta 2.2. (Re´azové pravidlo) Nech funkcia f(x) je konvexná. Potom pre funkciu de�-

novanú h(x) = f(Ax+ b) je subdiferenciál daný vz´ahom ∂h(x) = AT∂f(Ax+ b).

Pouºitím oboch predo²lých viet nájdeme podmienky optimality pre úlohu (VSU). Z

Vety 2.1. vieme, ºe funkcia nadobúda minimum, ke¤ nulový vektor patrí do subdifer-

enciálu funkcie f(x)

∂f(x)

∂x
= AT (Ax− b) + αW Tu 3 0, u ∈ Rl

ui =


1 (Wx)i > 0

−1 (Wx)i < 0

[−1, 1] (Wx)i = 0

V ¤al²ích krokoch vyuºijeme elementárne operácie a dôsledok dodato£ného predpok-

ladu úlohy (VSU) - existenciu inverznej matice (WW T )−1.

−AT (Ax− b) ∈ αW Tu

WAT (b− Ax) ∈ αWW Tu

(WW T )−1WAT (b− Ax) ∈ αu

Dostávame nutné a posta£ujúce podmienky pre minimum ú£elovej funkcie (VSU):

((WW T )−1WAT (b− Ax))i ∈


α (Wx)i > 0

−α (Wx)i < 0

[−α, α] (Wx)i = 0

, i = 1, ..., l
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Pre úlohu l1-�ltering (L1) sú podmienky nasledovné:

((DDT )−1D(y − x))i ∈


λ (Dx)i > 0

−λ (Dx)i < 0

[−λ, λ] (Dx)i = 0

, i = 1, ..., n− 2

Poznamenajme, ºe z podmienok optimality pre úlohu (L1) vyplývajú/sa dajú dokáza´

niektoré spomínané vlastnosti l1 �ltrovania ako tzv. maximum �tting error bound

(horné ohrani£enie chyby), vlastnos´ lineárnej roz²írite©nosti a taktieº sa pomocou nich

dá nájs´ λmax, pri ktorom je rie²enie úlohy (L1) uº najlep²ím afínnym rie²ením.

Podobne dostaneme podmienky optimality pre úlohu (TTD), resp. pre úlohu l1 regulo-

vaných najmen²ích ²tvorcov, z ktorých sa takisto dá ur£i´ hodnota λmax:

(AT (b− Ax))i ∈


λ
2

xi > 0

−λ
2

xi < 0

[−λ
2
, λ
2
] xi = 0

, i = 1, ..., n

2.5 Duálna úloha

V nasledujúcej £asti odvodíme Lagrangeovu duálnu úlohu k v²eobecnej úlohe (VSU).

Za ú£elom odvodenia duálnej úlohy vykonáme jeden umelý krok - zavedieme novú pre-

mennú z ∈ Rm a dodáme nové ohrani£enie z = Ax− y. Danou substitúciou dostaneme

ekvivalentnú formuláciu úlohy v tvare minimaliza£nej úlohy s ohrani£ením:

Min
1

2
‖z‖22 + α‖Wx‖1

z = Ax− y

Pre danú formuláciu vieme jednoducho zostroji´ Lagrangeovu funkciu, kde v ∈ Rm je

duálna premenná prislúchajúca k ohrani£eniu z = Ax− y v tvare rovnosti.

L(x, z, v) =
1

2
‖z‖22 + α‖Wx‖1 + vT (Ax− y − z)

Lagrangeovu duálnu funkciu získame ako G(v) = inf
x,z
L(x, z, v). Lagrangeova funkcia je

zrejme konvexná funkcia v premenných x, z a teda pod©a Vety 2.1. funkcia nadobúda

minimum, ak 0 ∈ ∂L(x).

∂L

∂x
= αW Tu+ ATv 3 0, ui =


1 (Wx)i > 0

−1 (Wx)i < 0

[−1, 1] (Wx)i = 0

9



∂L

∂z
= z − v = 0

Vyuºitím predpokladu úlohy (VSU) sa prvý uvedený vz´ah dá po násobení maticou

(WW T )−1W upravi´ na tvar

((WW T )−1WATv)i ∈


−α (Wx)i > 0

α (Wx)i < 0

[−α, α] (Wx)i = 0

, i = 1, ..., l

V²imnime si, ºe v optime je sú£et £lenov(v Lagrangeovej funkcii) α‖Wx‖1 a vTAx vºdy
rovný nulovej hodnote, o £om nám hovorí prvý vz´ah. Po pouºití oboch podmienok

optimality dostávame

inf
x,z
L(x, z, v) =

−
1
2
vTv − vTy ((WW T )−1WATv)i ∈ [−α, α]

−∞ inak

Lagrangeova duálna úloha má potom tvar

Max − 1

2
vTv − yTv

− α1 ≤ (WW T )−1WATv ≤ α1,
(2)

£o je úloha konvexného kvadratického programovania s kvadratickou ú£elovou funkciou

a lineárnymi ohrani£eniami. Hovoríme, ºe premenná v ∈ Rm je duálne prípustná, ak

sp¨¬a ohrani£enia duálnej úlohy −α1 ≤ (WW T )−1WATv ≤ α1. �ubovo©ný duálne

prípustný bod v nám dáva dolné ohrani£enie pre optimálnu hodnotu p∗ primárneho

problému, £iºe −1
2
vTv − vTy ≤ p∗. Navy²e, optimálne hodnoty primárnej a duálnej

úlohy sa rovnajú, pretoºe primárny problém sp¨¬a Slaterovu podmienku (regularita).

Slaterova podmienka je v tomto prípade len prípustnos´ a tá je triviálne splnená. Platí

teda aj p∗ = d∗.

2.6 Aplikácie l1 regulácie a úlohy l1 regulovaných najmen²ích

²tvorcov

V optimalizácii existuje mnoho problémov, ktoré vyuºívajú l1 regularizáciu, £i uº pri-

amo alebo nepriamo. Mnohé z nich sa dajú naformulova´ v tvare úlohy l1 regulovaných

najmen²ích ²tvorcov. Ako motiváciu, a taktieº ako demon²tráciu výhod l1 normy vo£i
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l2 norme si v tejto podkapitole stru£nej²ie uvedieme dve aplikácie l1 regularizácie. Obe

z nich sa dajú napísa´ vo forme úlohy l1 regulovaných najmen²ích ²tvorcov - konkrétne

sa jedná o rekon²trukciu signálu a rekon²trukciu/zaostrovanie/od²umovanie obrázkov.

V neskor²ej £asti práce sa budeme podrobnej²ie sútredi´ na aplikácie l1-�ltering (l1 �l-

trovanie) a Truss Topology Design (TTD, dizajn mechanických kon²trukcií). l1 �ltering

je metóda na odhadnutie podkladového trendu v £asových radoch a TTD sa zaoberá

optimálnym dizajnom mechanických kon²trukcií.

l1 regulované najmen²ie ²tvorce, s ich schopnos´ou odhali´ riedke reprezentácie sú

zna£ne roz²írené v oblasti Machine Learning [29][37], v ²tatistike [8], v geofyzike [22],[23]

a v problematike spracovania signálu [27],[24]. Medzi aplikácie l1 regulovaných naj-

men²ích ²tvorcov patrí napríklad LASSO regresia [8] (ktorá predstavuje konkurenciu

klasickej Tichonovovej regularizácii, taktieº sa vyuºíva na výber modelu), spracovanie

prirodzeného jazyka (Natural Language Processing) [36], rekon²trukcia signálu [27], [28]

, zobrazovanie magnetickej rezonancie [3], komprimované snímanie (Compressed sens-

ing) [27] a vlnková transformácia (Wavelet tresholding/transform) [30]. Úloha nachádza

aplikáciu taktisto pri detekcii prichádzajúcich radarových signatúr [35], pri epidemio-

logických ²túdiách, na analýzu genetických dát, na kompresiu dát a taktieº na dekó-

dovanie lineárnych kódov [34].

l1 regularizácia sa stala populárnou v klasi�ka£ných metódach ako Support Vector

Machines, Boosting a Logistická regresia, l1 penalty sú vyuºívané taktieº v Multi-layer

Perceptions (neurónové siete u£ené backpropagáciou), v zov²eobecnených aditívnych

moodeloch (Generalized Additive Models), Probit regresii. My²lienka l1 regularizácie

bola vyuºitá aj v optimalizácii portfólia [31], riadiacom dizajne [32] a pri výbere gra�c-

kých modelov [33].

Rekon²trukcia signálu - l1 vs l2 norma

V problematike rekon²trukcie signálu máme daný signál reprezentovaný vektorom x ∈
Rn, pri£om jeho zloºky predstavujú namerané hodnoty signálu v pravidelných £asových

intervaloch, t.j. xi = f(ti). Zvy£ajne sa predpokladá, ºe sa signál v £ase príli² nemení

xi ≈ xi+1. Môºu v²ak nastáva´ skoky v signále, v izolovaných bodoch nemusí by´ táto

podmienka nutne splnená. Predpokladajme v²ak, ºe prijatý signál xsum je zne£istený
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neznámym ²umom v, ktorý sa v £ase dos´ mení.

xsum = x+ v

Cie©om je zrekon²truova´/od²umi´ prijatý signál, resp. odhadnú´ pôvodný neza²umený

signál. Formulácia takéhoto problému vyzerá nasledujúco

Min ‖x− xsum‖2 + γΦ(x), γ > 0

kde Φ(x) je nejaká regulariza£ná funkcia, ktorá meria nedostatok hladkosti odhadovaného

signálu, resp. predstavuje mieru blízkosti xi ≈ xi+1. Porovnáme 2 typy regulariza£ných

funkcií za ú£elom porovnania správania a vlastností l1 normy a l2 normy. Ak je pôvodný

signál hladký, je vhodné vyuºi´ kvadratické vyhladenie, kde

Φq(x) = ‖Dx‖22 =
n−1∑
i=1

(xi+1 − xi)2

Ak sa hodnoty signálu môºu meni´ skokovito, je vhodné pouºi´ totálnu variáciu

Φtv(x) = ‖Dx‖1 =
n−1∑
i=1

|xi+1 − xi|

D =


−1 1

−1 1
. . . . . .

−1 1

 ∈ R(n−1)×n

Najvä£²ia výhoda l1 normy vo£i l2 norme spo£íva v tom, ºe l1 norma prikladá relatívne

ve©kú váhu na najmen²ie zloºky vektora a men²ie váhy vä£²ím zloºkám (outlierom). Z

toho dôvodu je ve©mi robustná vo£i outlierom a vyuºíva sa napríklad aj v tzv. robustnej

regresii.

Zaostrovanie obrázkov

Úloha rekon²trukcie obrázkov sa dá formulova´ ako minimliza£ná úloha

Min
1

2
‖Ax− b‖22 + λ‖Wx‖1, λ > 0

kde matica A je lineárna transformácia reprezentujúca rozostrenie, b ∈ Rmn je roz-

mazaný obrázok vo ve©kostim×n pixelov a ortogonálna maticaW reprezentuje vlnkovú

transformáciu (wavelet).
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Obr. 2: Rekon²trukcia signálu: Na obrázku moºno pozorova´ rie²enie úlohy pre rôzne

λ pre kvadratické vyhladenie ako aj totálnu variáciu. Obrázok pre malé lambda v prí-

pade kvadratického vyhladenia je stále pomerne ve©a za²umený a uº v tomto ²tádiu

moºno pozorova´ mierne zahladenie výrazných zmien. Pre va£²ie lambda je rekon²truo-

vaný signál nepouºite©ný nereprezentuje dobre pôvodný neza²umený signál, zhladenie

je príli² ve©ké. V prípade totálnej variácie obrázky dopadli lep²ie - pre obe vo©by lambda

sú výrazné zmeny pôvodného signálu dobre znázornené. Najlep²í rekon²truovaný signál

sme dosiahli pomocou totálnej variácie pre malé lambda. Daný obrázok sme sami zho-

tovili v programe cvx, kde sme kvadratické vyhladenie ako aj totálnu variáciu pouºili

na dáta pre rôzne vo©by parametra λ.
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Obr. 3: Rekon²trukcia obrázkov: Na obrázku moºno pozorova´ rie²enie úlohy pre rôzne

λ. Vidíme, ºe vo©ba regulariza£ného parametra je pri od²umovaní dôleºitá.
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3 Metódy rie²enia

Pre optimálne rie²enie úlohy l1 regulovaných najmen²ích ²tvorcov neexistuje analytická

formula, preto musí by´ po£ítané numericky. Ú£elová funkcia úlohy l1 regulovaných na-

jmen²ích ²tvorcov je konvexná (sú£et konvexných funkcií), ale nie je diferencovate©ná.

V zásade existujú dva hlavné prístupy na získanie rie²enia danej úlohy. Tieto prís-

tupy sa lí²ia práve v tom, ako sa vysporiadavame s nediferencovate©nos´ou ú£elovej

funkcie. Prvá moºnos´ je priama, optimalizujeme pôvodnú nediferencovate©nú ú£elovú

funkciu bez ohrani£ení. Na optimalizáciu funkcií rozloºite©ných na diferencovate©nú a

nediferencovate©nú £as´ je obvzlá²´ vhodná proximal gradient metóda. Druhá moºnos´

ako sa vysporiada´ s nediferencovate©nos´ou ú£elovej funkcie je vhodná transformá-

cia úlohy. Nediferencovate©nosti ú£elovej funkcie sa dá vyhnú´ transformáciou na kon-

vexný kvadratický problém s lineárnymi ohrani£eniami, kde uº je ú£elová funkcia difer-

encovate©ná. Takáto formulácia sa dá rie²i´ napríklad metódami vnútorného bodu.

Z uvedených dôvodov si v nasledujúcej kapitole predstavíme tieto dve konkuren£né

metódy konvexného programovania. V ¤al²ej £asti práce sa pokúsime tieto metódy

naprogramova´ a priamo aplikova´ na nami rie²ené úlohy. Nasledujúca podkapitola

bola spracovaná na základe [11], [15] a [21]. Uvádzame v nej len dôleºité vlastnosti

proximal gradient metódy. Dôkazy uvedených tvrdení a viet, analýza konvergencie a

¤al²ie informácie o proximal gradient metóde sú podrobne spracované v mnou napísanej

bakalárskej práci [21].

3.1 Proximal-gradient metóda

V optimalizácii sa £asto stretávame s potrebou rie²i´ úlohy s nediferencovate©nými

konvexnými funkciami. Beºný postup, ktorým sa dajú úlohy takéhoto typu rie²i´, je

pouºitie subgradientých metód konvexného programovania, ktoré ako optimaliza£ný

smer vyuºívajú subgradienty. Subgradientné metódy majú v²ak nieko©ko nevýhod -

sú pomalé a taktieº nemajú dobré ukon£ovacie kritériá. Subgradientné metódy nie sú

spádovými metódami, nerastúcos´ ú£elovej funkcie po£as optimalizácie nie je zaru£ená.

Vä£²ina spôsobov vo©by d¨ºky kroku takisto nezaru£uje konvergenciu subgradientných

metód. Vzh©adom na uvedené nevýhody subgradientných metód boli vytvorené efek-

tívnej²ie metódy na rie²enie úloh s nediferencovate©nými konvexnými funkciami rôznej

²truktúry. Neohrani£ené úlohy s ú£elovou funkciou rozloºite©nou na konvexnú diferenco-
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vate©nú a konvexnú nediferencovate©nú £as´, vedú k zavedeniu tzv. proximal operátora

a metódy proximal gradient. Tejto metóde konvexného programovania a jej rôznym

modi�káciám sa budeme venova´ v nasledujúcej kapitole. V²etky verzie proximal gra-

dient metódy konvergujú rýchlej²ie ako klasické subgradientné metódy, tri z verzií sú

spádové metódy, hodnota ú£elovej funkcie po kaºdom kroku klesá alebo ostáva rovnaká.

Predpoklady

Proximal gradient metóda sa vyuºíva na optimalizáciu neohrani£eného problému, pri£om

ú£elová funkcia f(x) sa dá rozloºi´ na sú£et dvoch funkcií.

Min f(x) = g(x) + h(x) (3)

kde:

• Funkcia g(x) : Rn → R je diferencovate©ná, konvexná.

• Funkcia h(x) je uzavretá 1 konvexná. Môºe by´ nediferencovate©ná, najlep²ie taká,

pri ktorej je proximal operátor nenáro£ný, jednoduchý.

3.1.1 Proximal operátor

Základným prvkom algoritmu proximal gradient metódy je tzv. proximal operátor.

Uvedieme si jeho dve ekvivalentné de�nície, spomenieme niektoré vlastnosti.

De�nícia 3.1. Nech funkcia h je konvexná. Potom proximal operátor funkcie h je

de�novaný ako:

proxh(x) = argmin
u

(
h(u) +

1

2
‖u− x‖22

)
(4)

Veta 3.1. (De�nícia pomocou subgradientu): Proximal operátor û = proxh(x) kon-

vexnej funkcie h v bode x moºno ekvivalentne de�nova´ ako:

x− û ∈ ∂h(û) (5)

kde ∂h(û) je subdiferenciál funkcie h v bode û.

Pre úplnos´ uvedieme niektoré vlastnosti proximal operátora, mnohé napomáhajú pri

odvodení proximal operátorov pre rôzne funkcie.
1Konvexná funkcia sa nazýva uzavretá, ak má uzavretý konvexný epigraf.
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Tvrdenie 3.1. Proximal operátor proxh(x) pre konvexú funkciu h existuje a je jednoz-

na£ne ur£ený pre kaºdé x.

Tvrdenie 3.2. Ak je h : Rn1 × Rn2 → R separovate©ná funkcia h(u1, u2) = h1(u1) +

h2(u2), potom platí proxh(x1, x2) = (proxh1(x1), proxh2(x2)).

Poznamenajme, ºe predo²lé tvrdenie je ve©mi uºito£né, namiesto h©adania celého

vektora nám v prípade separovate©ných funkcií sta£í h©ada´ jednotlivé zloºky proximal

operátora.

Tvrdenie 3.3. (�kálovanie a posúvanie argumentu): Ak je funkcia h(u) = f(tu + a),

t 6= 0 získaná ²kálovaním a posúvaním argumentu funkcie f , potom sa proximal operátor

funkcie h dá zapísa´ ako:

proxh(x) =
1

t
[proxt2f (tx+ a)− a]

Tvrdenie 3.4. (Nerozpínavos´): Proximal operátor je Lipschitzovsky spojitá funkcia s

Lipschitzovskou kon²tantou L = 1. Ak ozna£íme u = proxh(x) a û = proxh(x̂) potom

platí vz´ah ‖u− û‖2 ≤ ‖x− x̂‖2

Príklady proximal operátora

V nasledujúcich príkladoch si ukáºeme explicitné vyjadrenia proximálneho operátora

pre rôzne tvary funkcií h(u). �asto budeme zobrazova´ proximal operátor proxth(x)

funkcie th(u) z dôvodu ²truktúry algoritmu proximal gradient metódy, kde premenná

t predstavuje d¨ºku kroku.

Poznamenajme, ºe pre niektoré funkcie je proximal operátor ´aºko explicitne vyjadrite©ný,

£o znemoºnuje následné efektívne vyuºitie proximal gradient metódy.
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Funkcia h(u): Proximal operátor:

h(u) = 0 proxh(x) = x

Kvadratická funkcia: 1
2
uTAu+ bTu+ c proxth(x) = (tA+ I)−1(x− tb)

Logaritmická bariéra: −
∑n

i=1 log ui proxth(x)i =
xi+
√
x2i+4t

2
, i = 1, ..., n.

Jednotková norma: ‖u‖1 =
∑n

i=1 |ui| proxth(x)i =


xi − t xi ≥ t

xi + t xi ≤ −t

0 |xi| ≤ t

Euklidovská norma: ‖u‖2 proxth(x) =

x(1− t
‖x‖2 ) ‖x‖2 ≥ t

0 inak

Indikátorová funkcia: IC(u) =

0 u ∈ C

∞ inak
proxh(x) = argmin

u∈C
‖u− x‖22 = PC(x)

Obr. 4: Proximálny operátor jednotkovej normy
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3.1.2 Algoritmus proximal-gradient metódy

Algoritmus základnej proximal-gradient metódy na rie²enie úlohyMin g(x)+h(x) po-

zostáva z opakovania hlavnej iterácie aº po dosiahnutie poºadovanej presnosti. Proximal-

gradient iterácia vyzerá nasledovne:

x(k) = proxtkh(x
(k−1) − tk∇g(x(k−1)))

Premenná tk > 0 je d¨ºka kroku, ktorú volíme bu¤ kon²tantnú alebo ju budeme ur£ova´

v kaºdej iterácii.

Poznámka 3.1. Ak za nediferencovate©nú £as´ zvolíme h(u) = 0, dostaneme klasickú

gradientnú metódu. Minimaliza£ná úloha sa zjednodu²í na tvar Min g(x) a iterácia je

nasledovného tvaru:

x(k) = x(k−1) − tk∇g(x(k−1))

Poznámka 3.2. Ak za funkciu zvolíme h(u) = IC(u). Minimaliza£ná úloha sa dá chá-

pa´ ako Min
x∈C

g(x). Iterácia sa zmení na tvar gradientnej projek£nej metódy, proximal

operátor sa správa ako projekcia.

x(k) = PC
(
x(k−1) − tk∇g(x(k−1))

)

Zápis hlavnej iterácie proximal gradient metódy sa dá prepísa´ taktieº ako

x(k) = x(k−1) − tkGtk(x(k−1)),

pri£om Gt(x) = 1
t
(x− proxth(x− t∇g(x))) je smer, ktorý môºeme chápa´ ako subgra-

dient funkcie f , o £om hovorí aj nasledujúca veta.

Veta 3.2. : Pre smer Gt(x) de�novaný ako Gt(x) = 1
t
(x− proxth(x− t∇g(x))) platí:

Gt(x) ∈ ∇g(x) + ∂h(x− tGt(x)). (6)

Poznámka 3.3. Veta nám vlastne hovorí o tom, ºe smer Gt(x) patrí do subdifer-

enciálu funkcie h v bode xk novej iterácie posunutom o gradient funkcie g v bode

predchádzajúcej iterácie xk−1. Taktieº je vidno fakt, ºe bod x je minimom funkcie

f(x) = g(x) + h(x) práve vtedy, ke¤ Gt(x) = 0. Táto skuto£nos´ vyplýva priamo z

podmienok optimality diferencovate©ných a nediferencovate©ných funkcií.
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Vo©ba pribliºne optimálneho kroku

Cie©om algoritmu je ur£i´ optimálnu d¨ºku kroku tk (line search) v hlavnej iterácii

proximal gradient metódy:

x(k) = proxtkh
(
x(k−1) − tk∇g(x(k−1))

)
= x(k−1) − tkGtk(x(k−1))

Algoritmus:

Za£íname s krokom t = t̂ > 0 a opakujeme t = βt (0 < β < 1) aº pokým ná² krok splní

nerovnos´:

g(x(k)) = g(x(k−1)− tGt(x
(k−1))) ≤ g(x(k−1))− t∇g(x(k−1))TGt(x

(k−1)) +
t

2
‖Gt(x

(k−1))‖22

Ako po£iato£ný krok t0 volíme ©ubovo©nú kladnú hodnotu. Algoritmus vyºaduje výpo£et

jedného proximal operátora za iteráciu. Line search nerovnos´ je in²pirovaná analýzou

konvergencie.

Konvergencia proximal-gradient metódy

Proximal gradient metóda konverguje rýchlej²ie ako klasické subgradientné metódy,

ktoré majú zloºitos´ iba O(1/ε2). Konvergencia metódy je garantovaná pre vo©bu kon²-

tantného kroku t = 1/L tak ako aj pre vo©bu kroku tk ur£ovaného v kaºdej iterácii.

Aby v²ak metóda konvergovala potrebujeme splni´ nasledujúce predpoklady.

Predpoklady:

• Optimálna funk£ná hodnota f̂ je kone£ná a funkcia ju nadobúda v bode x̂, ktorý

nemusí by´ jednozna£ný.

• Gradient funkcie ∇g je Lipschitzovsky spojitá funkcia s kon²tantou L > 0

‖∇g(x)−∇g(y)‖2 ≤ L‖x− y‖2, ∀x, y ∈ Rn.

Veta 3.3. Proximal gradient je spádová metóda, pre hodnotu ú£elovej funkcie v nasle-

dujúcom bode platí f(x+) ≤ f(x)− t
2
‖Gt(x)‖22. Navy²e, vzdialenos´ priebeºného rie²enia

od optimálneho sa kaºdou iteráciou zmen²uje, pretoºe platí vz´ah ‖x+− x̂‖22 ≤ ‖x− x̂‖22.

Poznámka 3.4. Veta nám hovorí o tom, ºe pri kaºdej novej iterácii sa funk£ná hodnota

ú£elovej funkcie zmen²í alebo ostane rovnaká (ak sme v optime). Funk£ná hodnota sa

za kaºdú iteráciu zlep²uje prinajmen²om o hodnotu t
2
‖Gt(x)‖22, tento jav je dostato£ný

na to, aby garantoval konvergenciu metódy.
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Veta 3.4. (Konvergencia proximal gradient metódy) Nech sú splnené predpoklady kon-

vergencie. Proximal gradient metóda dosahuje ε presné rie²enie po O(1/ε) krokoch. Pri

vo©be kon²tantného kroku t = 1/L platí vz´ah

f(x(k))− f̂ ≤ 1

2kt
‖x(0) − x̂‖22

a pri ur£ovaní kroku v kaºdej iterácii t = ti ≥ tmin (line search) platí

f(x(k))− f̂ ≤ 1

2ktmin
‖x(0) − x̂‖22

.

Pri oboch spôsoboch vo©by kroku sa teda rozdiel priebeºnej funk£nej hodnoty od op-

timálnej zniºuje najmenej rýchlos´ou 1/k. Na nájdenie ε-suboptimálneho bodu sp¨¬a-

júceho f(x(k))−f̂ ≤ ε pomocou klasickej proximal gradient metódy potrebujeme O(1/ε)

iterácii.

3.1.3 Zrýchlená proximal gradient metóda

Zloºitos´ základnej proximal gradient metódy sa dá vhodnou úpravou vylep²i´ na hod-

notu O(1/
√
ε). Upravený algoritmus s lep²ou zloºitos´ou sa nazýva zrýchlená proximal

gradient metóda. Od klasického algoritmu sa lí²i v tom, ºe do proximálneho operátora

v kaºdej iterácii vstupujú namiesto hodnôt x(k−1) hodnoty y(k−1), ktoré sú získané ex-

trapoláciou z predo²lých hodnôt x(k−1) a x(k). Preto je zrýchlená metóda nazývaná tieº

ako proximal gradient metóda s extrapoláciou. Zrýchlená metóda dosahuje pribliºne

rovnakú £asovú náro£nos´ za iteráciu ako základná proximal gradient metóda.

Algoritmus zrýchlenej PGM:

Zvolíme ²tartovací bod x(0) ∈ D(h) a poloºíme y(0) = x(0), potom pre k ≥ 1:

x(k) = proxtkh
(
y(k−1) − tk∇g(y(k−1))

)
y(k) = x(k) +

k − 1

k + 2
(x(k) − x(k−1))

Tak ako v prípade klasickej metódy krok tk býva kon²tantý alebo ur£ovaný v kaºdej

iterácii.

V²imnime si, ºe prvá iterácia (k=1) zrýchlenej metódy je zhodná s prvou iteráciou

pôvodnej metódy.
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Vo©ba pribliºne optimálneho kroku

Cie©om je ur£i´ optimálnu d¨ºku kroku tk (line search) v £asti metódy:

x(k) = proxtkh
(
y(k−1) − tk∇g(y(k−1))

)
= y(k−1) − tkGtk(y(k−1))

Algoritmus:

Za£íname s krokom t = tk−1 z predo²lej iterácie a opakujeme t = βt (0 < β < 1) aº

pokým ná² krok splní nerovnos´:

g(x(k)) = g(y(k−1)− tGt(y
(k−1))) ≤ g(y(k−1))− t∇g(y(k−1))TGt(y

(k−1)) +
t

2
‖Gt(y

(k−1))‖22

Ako po£iato£ný krok t0 volíme ©ubovo©nú kladnú hodnotu. Poznamenajme, ºe takto

de�novaný algoritmus vo©by d¨ºky kroku implikuje nerastúcos´ kroku tk ≤ tk−1. Jed-

iným rozdielom oproti základnej metóde je to, ºe v nerovnosti pouºívame namiesto

pôvodných hodnôt x extrapolované hodnoty y.

Konvergencia zrýchlenej proximal gradient metódy

Rovnako ako v prípade základnej metódy musia by´ pre konvergenciu metódy pri vo©be

©ubovo©ného korku (�xný/line search) splnené predpoklady:

• Optimálna funk£ná hodnota f̂ je kone£ná a funkcia ju nadobúda v bode x̂, ktorý

nemusí by´ jednozna£ný.

• Gradient funkcie ∇g je Lipschitzovsky spojitá funkcia s kon²tantou L > 0

‖∇g(x)−∇g(y)‖2 ≤ L‖x− y‖2, ∀x, y.

Veta 3.5. (Konvergencia zrýchlenej proximal gradient metódy) Nech sú splnené pred-

poklady konvergencie. Zrýchlená proximal gradient metóda potrebuje O(1/
√

(ε)) iterácií

na nájdenie ε-presného rie²enia sp¨¬ajúceho f(x(k)) − f̂ ≤ ε. Pri vo©be kon²tantného

kroku ti = t = 1/L platí

f(x(k))− f̂ ≤ 2

(k + 1)2t
‖x(0) − x̂‖22

a pri kroku ti−1 ≥ ti ≥ tmin ur£ovanom v kaºdej iterácii (line search) platí

f(x(k))− f̂ ≤ 2

(k + 1)2tmin
‖x(0) − x̂‖22

.
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Uviedli sme si, ºe rozdiel f(x(k))−f̂ sa zniºuje prinajmen²om rýchlos´ou 1/k2. Pri oboch

spôsoboch vo©by kroku dosahuje algoritmus proximal gradient metódy s extrapolá-

ciou zloºitos´ O(1/
√
ε). Zrýchlená metóda v²ak nezaru£uje nerastúcos´ ú£elovej funkcie

f(x(k)) ≤ f(x(k−1)) tak ako pôvodná verzia. Táto vlastnos´ v²eobecne nie je platná,

metóda sa dostáva k optimálnej hodnote £asto pomocou "skokov". Z uvedeného dôvodu

existuje ¤al²ia modi�kácia proximal gradient metódy, ktorá vlastnos´ spádovosti sp¨¬a.

Nazýva sa spádová(descent) verzia zrýchlenej proximal gradient metódy.

3.1.4 Spádová verzia zrýchlenej proximal gradient metódy

Nasledujúca modi�kácia algoritmu zaru£uje nerastúcos´ ú£elovej funkcie.

z(k) = proxtkh
(
y(k−1) − tk∇g(y(k−1))

)
x(k) =

z
(k) f(z(k)) ≤ f(x(k−1))

x(k−1) inak

v(k) = x(k−1) +
1

θk
(z(k) − x(k−1))

y(k) = (1− θk+1)x
(k) + θk+1v

(k)

kde premenná θk je de�novaná ako θk = 2
k+1

. V²imnime si, ºe ak nie je splená pod-

mienka f(z(k)) ≤ f(x(k−1)), premenná xk ostáva kon²tantná, aº pokým sa nenájde

lep²ie suboptimálne rie²enie. Ak je podmienka splnená, tak iterácia je ekvivalentná s

iteráciou zrýchlenej metódy.

3.1.5 Nová modi�kácia proximal gradient metódy

Nasledujúcu úpravu sme vytvorili na základe poznatkov o klasickej a zrýchlenej prox-

imal gradient metóde, vyuºili sme predov²etkým fakt, ºe klasická proximal gradient

metóda je spádová a platí v jej prípade vz´ah ‖x+ − x̂‖22 ≤ ‖x − x̂‖22. Modi�kácia

je svojou stavbou podobná descent verzii, taktieº má vlastnos´ nerastúcosti ú£elovej

funkcie, ktorá zrýchlenej proximal gradient metóde chýba. Najvä£²í rozdiel oproti spá-

dovej verzii je ten, ºe premenná x neostáva za neplatnosti podmienky kon²tantnou, ale
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v kaºdej iterácii sa mení, pribliºuje sa optimálnemu rie²eniu.

z(k) = proxtkh
(
y(k−1) − tk∇g(y(k−1))

)
x(k) =

z
(k) f(z(k)) ≤ f(x(k−1))

proxtkh
(
x(k−1) − tk∇g(x(k−1))

)
inak

y(k) = x(k) +
k − 1

k + 2
(x(k) − x(k−1))

Pokia© je podmienka nerastúcosti splnená, pouºíva sa klasická zrýchlená metóda, kvôli

jej vysokej rýchlosti konvergencie. Ak daná podmienka neplatí, vyuºívame pôvodnú

proximal gradient metódu na predchádzajúce x(k−1), ktorá je vºdy spádová. Táto

úprava je zaloºená na tom, ºe v klasickom proximal gradient algoritme je ú£elová funk-

cia nerastúca a vzdialenos´ priebeºného od optimálneho rie²enia sa zmen²uje kaºdou

iteráciou. V¤aka tomu priebeºné rie²enie x(k) nebude nikdy stagnova´, od £oho o£aká-

vame rýchlej²ie dosiahnutie suboptimálneho rie²enia.
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3.2 Metóda vnútorného bodu

V tejto kapitole sa budeme venova´ metódam vnútorného bodu pre rie²enie v²eobec-

ných úloh konvexnej optimalizácie. Presnej²ie sa budeme venova´ základnej primárno-

duálnej metóde vnútorného bodu. Kapitola bola spracovaná na základe poznatkov z

[14], [16] a [18].

Metódy vnútorného bodu sú zaloºené na rie²ení postupnosti parametrizovaných úloh na

vo©ný extrém, resp. úloh s ohrani£eniami typu lineárnych rovností pomocou Newtonovej

metódy, pri£om optimálne rie²enie kaºdej parametrizovanej úlohy slúºi ako ²tartovací

bod pre ¤al²iu úlohu. Postupnos´ týchto miním (ktoré spolu tvoria tzv. centrálnu tra-

jektóriu) konverguje k optimálemu rie²eniu pôvodnej úlohy.

Túto metódu v 60. tych rokoch rozpracovali Fiacco a McCormick (Nonlinear Program-

ming, [38]) a nazvali ju SUMT (Sequential Unconstrained Minimization Technique,

resp. metóda postupného rie²enia úloh na vo©ný extrém). Bola v²ak dokázaná kon-

vergencia iba presných rie²ení parametrizovaných úloh a navy²e sa metódy aplikovali

na zloºité úlohy, ktoré bolo zloºité analyzova´. Aº v roku 1984 N. Karmarkar navrhol

tzv. projektívny algoritmus na rie²enie úloh lineárneho programovania, ktorý bol poly-

nomiálny. Ukázalo sa, ºe Karmarkarov algoritmus úzko súvisí so spomínanou metódou

SUMT. Následne sa metódy za£ali skúma´ na jednoduchých úlohách konvexného pro-

gramovania a boli dokázané mnohé dôleºité vlastnosti (konvergencia v okolí centrálnej

trajektórie, polynomiálnos´ algoritmov,..)

Hlavnou my²lienkou bariérových metód vnútorného bodu je, ºe pôvodná úloha je

rie²ená aplikovaním Newtonovej metódy (alebo inej metódy vo©nej optimalizácie) na

postupnos´ parametrizovaných úloh. Primárno-duálne metódy vnútorného bodu v²ak,

narozdiel od bariérových metód, rie²ia podmienky optimality pôvodnej úlohy pomocou

Newtonovej metódy (alebo inej metódy vo©nej optimalizácie) aplikovanej na postup-

nos´ perturbovaných podmienok optimality.

Uvedená idea metód vnútorného bodu je základom algoritmov, ktoré sa riadia pod©a

nasledovnej schémy:

1. pre danú hodnotu parametra t nájs´ pribliºné rie²enie parametrizovanej úlohy

(podmienok optimality) pomocou nejakej metódy vo©nej optimalizácie zo zada-

ného ²tartovacieho bodu.

2. zvä£²i´ hodnotu parametra t a postup opakova´, pri£om ²tartovacím bodom pre
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túto minimalizáciu je vypo£ítané pribliºné rie²enie predchádzajúcej úlohy.

Primárno-duálne metódy vnútorného bodu sú £astokrát ú£innej²ie ako bariérové metódy,

hlavne v prípadoch, ke¤ je vyºadovaná ve©ká presnos´, pretoºe sú schopné dosiahnú´

lep²iu ako lineárnu konvergenciu. Pre úlohy lineárneho, kvadratického, geometrického

a semide�nitného programovania ²pecializované primárno duálne metódy vnútorného

bodu prekonávajú bariérovú metódu. Jednou z výhod primárno-duálnych algoritmov je

fakt, ºe dokáºu pracova´ aj vtedy, ke¤ je problém prípustný, ale nie striktne prípustný.

Pre v²eobecnú konvexnú optimalizáciu sú primárno-duálne metódy témou aktívneho

výskumu.

Napriek niektorým rozdielom sú primárno-duálne metódy vnútorného bodu ve©mi podob-

né bariérovej metóde. V primárno-duálnej metóde je iba jeden cyklus (iterácia), nie je

tu prítomné rozli²ovanie vnútorných a vonkaj²ích iterácii ako v bariérovej metóde.

V kaºdej iterácii primárno-duálnej metódy sú aktualizované primárne aj duálne pre-

menné. H©adacie smery (search directions) v primárno-duálnej metóde sú získané z

Newtonovej metódy aplikovanej na modi�kované Karush-Kuhn-Tuckerove (KKT) pod-

mienky, h©adacie smery sú príbuzné h©adacím smerom v bariérovej metóde. V primárno-

duálnej metóde nie sú primárne a duálne premenné po£as iterácií nevyhnutne prí-

pustné.

3.2.1 V²eobecná formulácia úlohy

Uvaºujme nasledovnú úlohu konvexného programovania

Min f0(x)

fi(x) ≤ 0, i = 1, ...,m

Ax = b,

(7)

kde f0, ..., fm : Rn → R sú konvexné, dvakrát spojito diferencovate©né funkcie, a A ∈
Rp×n je matica s hodnos´ou h(A) = p < n. Úlohou je teda nájs´ minimum konvexnej

ú£elovej funkcie f0(x) na konvexnej mnoºine prípustných rie²ení

P = {x : Ax = b, fi(x) ≤ 0 i = 1, ...,m}

Poznamenajme, ºe pod daný tvar úlohy spadajú mnohé úlohy - napríklad úlohy lineárneho

a kvadratického programovania.
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Predpokladáme, ºe úloha je rie²ite©ná, optimálne rie²enie x∗ existuje, pri£om optimálna

hodnota ú£elovej funkcie je p∗ = f0(x
∗). Taktieº predpokladáme, ºe existuje x ∈ P taký,

ktorý sp¨¬a Ax = b a fi(x) < 0 i = 1, ...,m (x je vnútorný bod mnoºiny). Vnútro

mnoºiny prípustných rie²ení P je neprázdne, £o znamená, ºe je splnená Slaterova pod-

mienka. Preto existujú duálne optimálne λ∗ ∈ Rm, v∗ ∈ Rp, ktoré spolu s optimálnym

rie²ením x∗ sp¨¬ajú Karush-Kuhn-Tuckerove podmienky, ktoré sú nutnými aj posta£u-

júcimi podmienkami optimality

∇f0(x∗) +Df(x∗)Tλ∗ + ATv∗ = 0

diag(λ∗)f(x∗) = 0

Ax∗ = b, f(x∗) ≤ 0, λ∗ ≥ 0,

(8)

kde f : Rn → Rm sú ohrani£enia a Df(x) je Jakobián

f(x) =


f1(x)
...

fm(x)

 , Df(x) =


∇f1(x)T

...

∇fm(x)T


Metódy vnútorného bodu rie²ia pôvodnú konvexnú úlohu (alebo jej KKT podmienky)

aplikovaním Newtonovej metódy na postupnos´ úloh s ohrani£eniami v tvare rovnosti

(alebo na postupnos´ modi�kovaných KKT podmienok).

3.2.2 Primárno-duálny h©adací smer

Základným prvkom primárno-duálnej metódy vnútorného bodu je tzv. h©adací smer

(search direction), ktorý je smerom optimalizácie/posúvania primárnych a duálnych

premenných. H©adacie smery v primárno-duálnej metóde sú získané z Newtonovej

metódy aplikovanej na systém nelineárnych rovníc rt(x, λ, v) = 0, ktorým sú modi-

�kované Karush-Kuhn-Tuckerove (KKT) podmienky

rt(x, λ, v) =


rdual

rcent

rpri

 =


∇f0(x) +Df(x)Tλ+ ATv

−diag(λ)f(x)− 1
t
1

Ax− b

 , (9)

kde podmienka komplementarity je upravená o £len 1
t
1, pri£om t > 0 je kladný parame-

ter. Ak premenné x, λ, v sp¨¬ajú rt(x, λ, v) = 0 a f(x) < 0, potom x = x∗(t), λ = λ∗(t)

a v = v∗(t) sú body centrálnej trajektórie. Presnej²ie, x je primárne prípustné a λ,
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v sú duálne prípustné s duálnou mezderou m/t. Prvá £as´ rt, rdual, sa nazýva duálne

rezíduum, prostredná £as´ rcent sa nazýva centrálne rezíduum a posledná £as´ rpri sa

nazýva primárne rezíduum.

V²imnime si, ak parameter t→∞, systém rovníc rt(x, λ, v) = 0 sa zredukuje na KKT

podmienky pre na²u pôvodnú úlohu. Základnou my²lienkou je pouºíva´ Newtonove

kroky rie²enia systému rt(x, λ, v) = 0 pre rastúcu postupnos´ parametra t. Preto sa

teraz sústredíme na Newtonov krok pre rie²enie nelineárneho systému rovníc rt(x, λ, v) =

0 pre �xnú hodnotu parametra t, v bode (x, λ, v), ktorý sp¨¬a f(x) < 0, λ > 0. Oz-

na£íme sú£asný bod y = (x, λ, v) a Newtonov krok ako ∆y = (∆x,∆λ,∆v). Newtonov

krok je potom ur£ený lineárnymi rovnicami

rt(y + ∆y) ≈ rt(y) +Drt(y)∆y = 0,

kde Drt(y) predstavuje Jakobián. Je teda potrebné rie²i´ systém lineárnych rovníc

Drt(y)∆y = −rt(y), £o v pôvodnom zna£ení predstavuje systém
∇2f0(x) +

∑m
i=1 λi∇2fi(x) Df(x)T AT | −∇f0(x)−Df(x)Tλ− ATv

−diag(λ)Df(x) −diag(f(x)) 0 | diag(λ)f(x) + 1
t
1

A 0 0 | −Ax+ b


(PD)

De�nícia 3.2. Primárno-duálny h©adací smer ∆ypd = (∆xpd,∆λpd,∆vpd) úlohy (7) je

de�novaný ako rie²enie systému lineárnych rovníc (PD).

Poznámka 3.5. Ak vektor x sp¨¬a Ax = b (primárne rezíduum je nulové), potom platí

A∆xpd = 0 a vektor ∆xpd de�nuje prípustný smer - pre ©ubovo©né s je splnený systém

A(x+ s∆xpd) = b.

Poznámka 3.6. Systém lineárnych rovníc (PD) je moºné rie²i´ elimináciou a dá sa

vyuºi´ ²truktúra úlohy - ako riedkos´ alebo diagonalita. Newtonov krok je v takýchto

prípadoch moºné dosta´ efektívnej²ie. Ke¤ je pôvodný problém riedky, £o znamená, ºe

ú£elová funkcia a kaºdé ohrani£enie závisí iba na malom po£te premenných, potom sú

aj v²etky gradienty a Hessove matice riedke. Z toho dôvodu je aj systém (PD) riedky

(má ve©a nulových zloºiek) a dá sa rýchlej²ie vyrie²i´ metódami ur£enými pre prácu s

riedkymi maticami. Podobne sa systém zjednodu²í v prípade separovate©nej ú£elovej

funkcie a lineárnych ohrani£eniach. V tomto prípade je matica ∇2f0(x) diagonálna a

výrazy ∇2fi(x) zanikajú.
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Náhrada duálnej medzery

V primárno-duálnej metóde vnútorného bodu nie sú k-te hodnoty primárnych a duál-

nych premenných (x(k), λ(k), v(k)) nevyhnutne prípustné. To samozrejme neplatí pre

ich limitné hodnoty, ke¤ algoritmus skonverguje. Kvôli tomuto poznatku v²ak nastáva

problém, ºe nemôºeme ©ahko vyhodnoti´ duálnu medzeru η(k), prislúchajúcu ku k-temu

kroku algoritmu, ako je to zauºívané pri bariérovej metóde.

De�nícia 3.3. (surrogate duality gap): Pre kaºdé x, ktoré sp¨¬a f(x) < 0 a λ ≥ 0, je

náhradná duálna medzera rovná

η̂(x, λ) = −f(x)Tλ

Náhradná medzera bude duálnou medzerou, ak sú premenné x a λ, v primárne, resp.

duálne prípustné (rpri = 0, rdual = 0). Hodnota parametra t, ktorá prislúcha náhradnej

duálnej medzere je m/η̂.

Ur£enie d¨ºky kroku

Vo©ba d¨ºky kroku v primárno-duálnej metóde vnútorného bodu je zaloºená na norme

rezíduí a je modi�kovaná, aby zabezpe£ila nerovnosti λ > 0 a f(x) < 0. Ozna£me

sú£asný bod ako y a bod nasledujúcej iterácie ako y+, potom

y+ = y + s∆ypd.

Ako prvé vypo£ítame maximálnu kladnú d¨ºku kroku, ktorá sp¨¬a λ+ ≥ 0

smax = sup{s ∈ [0, 1]|λ+ s∆λ ≥ 0} = min{1,min{−λi/∆λi|∆λi < 0}}

Následne poloºíme s = 0.99smax, a násobíme d¨ºku kroku s parametrom β ∈ (0, 1), aº

pokým splníme podmienky

f(x+) < 0, ‖rt(x+, λ+, v+)‖2 ≤ (1− αs)‖rt(x, λ, v)‖2.

Parameter α sa zvy£ajne volí od 0.01 do 0.1, parameter β je typicky z rozpätia od 0.3

do 0.8.

3.2.3 Algoritmus primárno-duálnej metódy vnútorného bodu

Algoritmus primárno-duálnej metódy vnútorného bodu sa zastaví, ke¤ sú v²etky pre-

menné prípustné (primárne aj duálne s toleranciou εfeas) a zárove¬ hodnota náhradnej
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duálnej medzery je men²ia ako tolerancia ε. Ke¤ºe má primárno-duálna metóda £as-

tokrát lep²iu ako lineárnu konvergenciu, je beºné poloºi´ tolerancie malé.

Vstup: vektor x, ktorý sp¨¬a f(x) < 0; vektor λ > 0; skalár µ > 1; poºadované

miery presnosti ε > 0, εfeas > 0

Opakuj kroky 1., 2., 3., 4., aº pokým ‖rpri‖2 ≤ εfeas, ‖rdual‖2 ≤ εfeas a η̂ ≤ ε

1. Ur£enie t. Nastavenie t = µm/η̂.

2. Výpo£et primárno-duálneho h©adacieho kroku ∆ypd = (∆xpd,∆λpd,∆vpd).

3. Ur£enie d¨ºky kroku s > 0.

4. Aktualizácia premenných y = y + s∆ypd.
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4 Aplikácie

V prvej kapitole sme spomenuli, ºe existuje mnoho úloh vyuºívajúcich reguláciu po-

mocou l1 normy, prípadne sa dajú naformulova´ na tvar úloh najmen²ích ²tvorcov

regulovaných l1 normou. Vyberieme dve aplikácie, ktoré nás doviedli k potrebe rie²i´

úlohu v tvare najmen²ích ²tvorocov regulovaných l1 normou. Konkrétne sa jedná o tzv.

l1 Trend Filtering a Truss Topology Design. l1 �ltrovanie je metóda na odhadnutie

podkladového trendu v £asových radoch a TTD sa zaoberá optimálnym dizajnom me-

chanických kon²trukcií. Spomenieme si o nich niektoré poznatky a na záver podkapitol

otestujeme nami naprogramované metódy z predo²lej kapitoly na daných úlohách.

4.1 l1 Trend Filtering

Jendou z moºných aplikácií l1 regulácie, ktoré sme objavili, je metóda nesúca názov l1

Trend Filtering. Jedná sa o metódu pre modelovanie podkladového trendu v dátach (v

£asových radoch), ktorá je variáciou Hodrick-Prescottovho �ltra. l1 Trend �lter vznikol

zmenou ú£elovej funkcie HP �ltra, kde sa zmení jej druhý penaliza£ný £len - suma

²tvorcov druhých diferencií £asového radu sa zamení za sumu ich absulútnych hodnôt

(l1 norma). V¤aka tejto modi�kácii je uº ú£elová funkcia zloºená z diferencovate©nej a

nediferencovate©nej £asti, dostávame na prvý poh©ad typickú stavbu úlohy rie²ite©nej

pomocou proximal gradient metódy.

V nasledujúcich sekciách si na£rtneme my²lienku problému Trend �ltering, oboznámime

sa s HP �ltrom a jeho niektorými vlastnos´ami. Predov²etkým si predstavíme problém

l1 trend �ltering, jeho vlastnosti, iné formulácie a dva spôsoby jeho rie²enia. Kapitola

je napísaná na základe zdrojov [4], [5] a [20].

4.1.1 Trend �ltering

Daný je £asový rad yt, t = 1, ..., n . Predpokladáme, ºe sa skladá z málo meniaceho

trendového komponentu xt a viac meniaceho náhodného komponentu zt, niekedy nazý-

vaného aj ako cyklický komponent alebo rezíduá.

yt = xt + zt t = 1, ..., n

Cie©om úlohy trend �ltering je odhadnú´ podkladový trend alebo odhadnú´ náhodný

komponent, £o je ekvivalentná úloha. Od odhadnutého trendu poºadujeme, aby bol
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hladký (málo meniaci sa) a odhadnutý náhodný komponent (rezíduá) chceme £o naj-

men²í. Trend �ltering teda môºeme povaºova´ za optimaliza£nú úlohu s dvomi proti-

chodnými cie©mi, ktoré budú neskôr váºené parametrom λ. Trend �ltering nachádza up-

latnenie napríklad v makroekonómii, v geofyzike a v analýze �nan£ných £asových radov.

Existuje viacero metód na odhadovanie podkladového trendu, av²ak my sa budeme ven-

ova´ l1 trend �ltering, ktorý je modi�káciou známeho Hodrick-Prescottovho �ltra. HP

�lter si objasníme v nasledujúcej £asti.

4.1.2 Hodrick-Prescott �ltering

HP �lter sa vyuºíva na získanie zhladenej krivky (trendový komponent) xt dobre

reprezentujúcej daný £asový rad yt. V prípade Hodrick-Prescottovho �ltra sa odhado-

vaný podkladový trend volí tak, aby minimalizoval ú£elovú funkciu, ktorá je váºenou

sumou dvoch dobre interpretovate©ných komponentov. Prvý komponent predstavuje

ve©kos´ reziduí a druhý, penaliza£ný komponent predstavuje hladkos´ odhadovaného

trendu.
1

2

n∑
t=1

(yt − xt)2 + λ
n−1∑
t=2

(xt−1 − 2xt + xt+1)
2

Regulariza£ný parameter λ ≥ 0 sa pouºíva na riadenie kompromisu medzi ve©kos´ou

rezíduí a hladkos´ou rie²enia. �asto je ozna£ovaný aj ako zhladzovací parameter, ke¤ºe

kontroluje hladkos´ odhadovaného trendu. Argumentom druhého komponentu je druhá

diferencia £asového radu v £ase t+ 1, je nulová práve vtedy, ke¤ leºia tri body xt−1, xt

a xt+1 na priamke. Preto druhá £as´ ú£elovej funkcie môºe by´ nulová len vtedy, ke¤ je

xt afínne, teda je tvaru xt = α+βt. Ú£elovú funkciu môºeme zapísa´ taktieº maticovo:

Min
1

2
‖y − x‖22 + λ‖Dx‖22, λ ≥ 0 (HP)

kde x, y ∈ Rn a D ∈ R(n−2)×n je matica diferencie druhého rádu...

D =


1 −2 1

1 −2 1
. . . . . . . . .

1 −2 1


Rie²enie problému HP �ltering moºno vyjadri´ explicitne ako

xhp = (I + 2λDTD)−1y
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Z uvedeného vz´ahu vidíme, ºe odhadnutý trend pomocou HP �ltra je lineárnou funkciou

£asového radu (dát) y. V²imnime si taktieº vlastnos´ konvergencie odhadu k originál-

nym dátam, ke¤ λ→ 0. Pre λ→∞ konverguje odhad trendu k najlep²iemu afínnemu

rie²eniu �tujúcemu dáta, druhá £as´ ú£elovej funkcie musí by´ nulová, pretoºe sa jej

prikladá ve©ká váha.

4.1.3 l1 trend �ltering

V prípade l1 �ltra sa odhadovaný podkladový trend xt volí tak, aby minimalizoval

ú£elovú funkciu skladajúcu sa z váºenej sumy dvoch £astí. Prvá £as´ predstavuje ve©kos´

reziduí a druhá predstavuje hladkos´ odhadovaného trendu. l1 trend �lter vznikol modi-

�káciou ú£elovej funkcie HP �ltra, kde sa suma ²tvorcov druhých diferencií £asového

radu zamení za sumu ich absulútnych hodnôt (l1 norma). Minimalizovaná ú£elová funk-

cia preto vyzerá nasledovne:

1

2

n∑
t=1

(yt − xt)2 + λ
n−1∑
t=2

|xt−1 − 2xt + xt+1|

Tak ako v prípade HP �ltra sa regulariza£ný parameter λ ≥ 0 pouºíva na korigovanie

ve©kosti rezíduí verzus hladkosti rie²enia. Taktieº sa dá ú£elová funkcia zapísa´ maticovo

Min
1

2
‖y − x‖22 + λ‖Dx‖1, λ > 0 (L1)

kde x, y ∈ Rn a D ∈ R(n−2)×n je matica diferencie druhého rádu.

Vlastnosti

Rovnako ako v prípade HP �ltrovania je ú£elová funkcia l1 �ltrovania striktne konvexná,

existuje jednozna£né rie²enie daného problému. Ú£elová funkcia v²ak stratila vlast-

nos´ diferencovate©nosti kvôli prítomnosti jednotkovej normy. Rie²enie (L1) problému

nevieme vyjadri´ analytickou formulou tak ako v prípade HP �ltrovania, odhadovaný

trend uº nie je lineárnou funkciou originálnych dát. Pre regulariza£ný parameter λ→ 0

konverguje rie²enie k originálnym dátam a pre λ→∞ konverguje odhad trendu k na-

jlep²iemu afínnemu rie²eniu �tujúcemu dáta, kde druhá £as´ ú£elovej funkcie je nulová,

pretoºe sa jej prikladá ve©ká váha. Narozdiel od problému HP �ltering k tomuto javu

dochádza skôr, konvergencia k najlep²iemu afínnemu rie²eniu nastáva uº pre kone£nú

hodnotu parametra λ,

λmax = ‖(DDT )−1Dy‖∞
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Pre λ ≥ λmax sa uº h©adané rie²enie nemení, ostáva najlep²ím afínnym.

Lineárnos´ po £astiach

Najvä£²í rozdiel oproti HP �ltrovaniu je, ºe l1 �lter produkuje odhady podkladového

trendu, ktoré sú hladké v tom zmysle, ºe sú po £astiach lineárnou funkciou v £ase

t (mení sa po£et spájacích bodov, lineárnych £astí). Z tohto dôvodu je l1 �ltrovanie

vhodné na analýzu £asových radov s podkladovým po £astiach lineárnym trendom.

Vzniknuté uzly (spájacie body), zmeny sklonu odhadnutého trendu je moºné interpre-

tova´ ako náhle zmeny, udalosti v podkladovej dynamike £asového radu. Preto je moºné

l1 �ltrovanie povaºova´ za detekciu alebo odhadovanie zmien v podkladovom lineárnom

trende £asového radu. �iastková linearita odhadnutého trendu je spôsobená práve pri-

daním jednotkovej normy do minimalizovanej ú£elovej funkcie. Rie²enie takéhoto prob-

lému má zvy£ajne argument v l1 norme riedky (l1 norma má sklony ´aha´ argument

k nulovej hodnote). V na²om prípade to spôsobuje, ºe argument Dx, £iºe diferencia

druhého rádu odhadnutého trendu, má mnoho nulových £lenov, £o znamená, ºe odhad-

nutý trend musí by´ po £astiach lineárny.

Pri lineárnosti rie²enia po £astiach existujú celo£íselné £asy

1 = t1 < t2 < ... < tp−1 < tp = n, pre ktoré platí

xl1t = αk + βkt, tk ≤ t ≤ tk+1, k = 1, ..., p− 1

Inými slovami, v kaºdom intervale [ti, ti+1] je xl1 afínnou funkciou £asu t. Parametre

αk, βk ur£ujúce afínnu funkciu na kaºdom intervale nie sú nezávislé, musia podáva´

zhodné hodnoty funkcie v spájacích bodoch t2, ..., tp−1 (výsledný trend bude spojitá

funkcia).

αk + βktk+1 = αk+1 + βk+1tk+1, k = 1, ..., p− 1

Ak p = 2, tak nemáme ºiadne spájacie body. V tomto prípade sú £asy t1 = 1, t2 = n

a rie²enie je afínne. V prípade opa£ného extrému, ke¤ máme spájací bod v kaºdom

£asovom bode, sú £asy ti = i, i = 1, ..., n a rie²enie zodpovedá pôvodnému £asovému

radu (prípad λ = 0). Po£et spájacích bodov zvy£ajne s rastúcim regulariza£ným

parametrom λ klesá.

Na l1 �ltrovanie sa moºno pozera´ tak, ºe produkuje segmentovú lineárnu regresiu

s afínnym �tom na kaºdom segmente s rovnakými hodnotami v uzloch. l1 �ltrovanie

nájde segmentáciu aj afínny �t na kaºdom segmente rie²ením jediného optimaliza£ného
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problému.

Výhody l1 �ltra oproti HP

Základný dôvod, pre£o preferova´ odhad trendu pomocou l1 �ltering vo£i trendu získa-

nému HP �ltrom, môºe by´ práve vlastnos´ l1 �ltra produkova´ rie²enia, ktoré sú po

£astiach lineárne. �al²í ve©mi dobrý dôvod je to, ºe ²trukturálne zlomy a outliery v

dátach neskres©ujú výsledky l1 �ltra tak ako v prípade HP �ltra. Pri pouºití HP �ltra

na dáta, ktoré obsahujú ²trukturálny zlom, dôjde k 'zhladeniu'/zmierneniu zlomu a k

roz²íreniu jeho efektu dopredu aj dozadu v £ase. Z toho dôvodu odhadovaný trend po-

mocou HP �ltra uº nemusí v oblasti ²truktutálneho zlomu dobre reprezentova´ pôvodné

dáta (bude vychýlený), £o ukazuje aj Obr.5. Naviac l1 �lter nevyºaduje ºiadnu znalos´

o po£te a lokáciach ²trukturálnych zlomov v pôvodnom £asovom rade.

Podmienky optimality

Ú£elová funkcia problému (L1) je konvexná (sú£et kvadratickej funkcie a normy), av²ak

nie je diferencovate©ná kvôli prítomnosti jednotkovej normy. Z uvedeného dôvodu pouºi-

jeme podmienky optimality prvého rádu de�nované pomocou subgradientov. Vyuºijeme

výsledok z kapitoly 2.2, kde sme odvodili nutné a posta£ujúce podmienky optimality

pre ú£elovú funkciu úlohy l1 �ltering. Podmienky vyzerajú nasledovne

((DDT )−1D(y − x))i ∈


λ (Dx)i > 0

−λ (Dx)i < 0

[−λ, λ] (Dx)i = 0

, i = 1, ..., n− 2

Ak de�nujeme zloºky vektora u ∈ Rn−2 ako

ui =


1 (Dx)i > 0

−1 (Dx)i < 0

[−1, 1] (Dx)i = 0

môºno predo²lé podmienky prepísa´ ekvivalentne ako

y − x ∈ λDTu.

Z daných podmienok optimality sa dajú odvodi´ niektoré zaujímavé vlastnosti l1 �l-

trovania, niektoré z nich sme uº spomenuli.
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Obr. 5: Výhoda l1 vs. HP: Produk£ná medzera Japonska 1980-2010. Produk£ná medzera

je po£ítaná ako percentuálna odchýlka aktuálnej produkcie od potenciálnej produkcie.

Potenciálna produkcia nie je priamo pozorovate©ná, musí sa odhadova´. Na obrázku

je vykreslený logaritmus HDP Japonska o£istený od sezónnosti. Vidíme, ºe Japonská

ekonomika zaºila ²trukturálne zmeny (bod A). Parameter λ l1 �ltrovania bol zvolený

tak, aby ²tvorce rezíduí boli rovnaké ako v prípade HP �ltra pri vo©be λ = 1600, £o

je beºne pouºívaná hodnota pre ²tvr´ro£né dáta. l1 �lter zachytil ²trukturálnu zmenu

v ekonomike Japonska ove©a lep²ie ako HP �lter, ktorý danú zmenu zahladil (odhad

je vychýlený). Logaritmus HDP Japonska je vhodné modelova´ po £astiach lineárnym

trendom. Obrázky pochádzajú zo zdroja [5].

Horné ohrani£enie chyby

Pre kaºdý vektor u ∈ Rn−2, ktorého zloºky pochádzajú z intervalu ui ∈ [−1, 1] ur£ite

platí nerovnos´ −4λ ≤ λ(DTu)i ≤ λ4. Ke¤ºe pod©a podmienky optimality vektor y−x
patrí do mnoºiny λDTu, tak aj jeho kaºdá zloºka musí sp¨¬a´ predo²lú nerovnos´, z £oho

následne vyplýva vz´ah horného ohrani£enia chyby (maximum �tting error bound)

‖y − x‖∞ ≤ 4λ (10)

Vz´ah (10) implikuje konvergenciu odhadnutého trendu k originálnym dátam, ke¤ reg-

ulariza£ný parameter λ→ 0.

Z podmienok optimality sa dá taktieº odvodi´ hodnota regulariza£ného parametra

λmax, pri ktorej je nami odhadnutý trend uº najlep²ím afínnym rie²ením reprezen-

tujúcim pôvodné dáta. Pre rie²enie, ktoré je afínne, ur£ite platí Dxa = 0. Preto sa

36



podmienka optimality pre rie²enie xa zredukuje na tvar

((DDT )−1Dy)i ∈ [−λ, λ], i = 1, ..., n− 2

Z £oho priamo vyplýva vz´ah ‖(DDT )−1Dy‖∞ ≤ λ, a preto za hodnotu λmax, pri ktorej

je uº rie²enie afínne, moºno poloºi´ λmax = ‖(DDT )−1Dy‖∞.

Mohlo by nás taktieº zaujíma´, za akých podmienok moºno odhadnutý trend pri ne-

mennom λ iba extrapolova´ (roz²íri´), ak nám do originálneho £asového radu pribudne

nové pozorovanie. Aj túto otázku je moºné zodpoveda´ pomocou odvodených pod-

mienok optimality pre úlohu l1 �ltering. Sta£í iba overi´, £i odhadnutý trend spolu s

extrapolovanou hodnotou sp¨¬a podmienku

‖(DDT )−1D(

 y

yn+1

−
 xl1

2xl1n − xl1n−1

)‖∞ ≤ λ

Z predo²lej nerovnice je moºné odvodi´ dolnú aj hornú hranicu pre nové pozorovanie

yn+1, aby sta£ilo pouºi´ pri rie²ení extrapoláciu.

4.1.4 Duálna úloha

V tejto £asti odvodíme Lagrangeovu duálnu úlohu k úlohe l1 �ltering, ktorá bude

neskôr k©ú£ová pre rie²enie daného problému pomocou metódy vnútorného bodu. Na

to, aby sme odvodili duálnu úlohu potrebujeme najprv vykona´ jeden umelý krok -

zavedieme novú premennú z ∈ Rn−2 a pridáme nové ohrani£enie v tvare rovnosti

z = Dx. Danou substitúciou dostaneme ekvivalentnú formuláciu l1 �ltering problému

v tvare minimaliza£nej úlohy s ohrani£ením:

Min
1

2
‖y − x‖22 + λ‖z‖1

z = Dx

Pre ekvivalentnú formuláciu vieme zostroji´ Lagrangeovu funkciu, kde v ∈ Rn−2 je

duálna premenná prislúchajúca k ohrani£eniu v tvare rovnosti z = Dx.

L(x, z, v) =
1

2
‖y − x‖22 + λ‖z‖1 + vT (Dx− z)

Lagrangeovu duálnu funkciu získame ako G(v) = inf
x,z
L(x, z, v). Lagrangeova funkcia je

konvexná v premenných x, z a teda pod©a Vety 2.1. funkcia nadobúda minimum, ak
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do subdiferenciálu funkcie patrí nulový vektor

∂L

∂x
= x− y +DTv = 0 ⇒ x = y −DTv

∂L

∂zi
= −vi + λ


1 zi > 0

−1 zi < 0

[−1, 1] zi = 0

3 0 ⇒ vi ∈


λ zi > 0

−λ zi < 0

[−λ, λ] zi = 0

Prvý vz´ah nám hovorí ako dosta´ z rie²enia vl1 duálnej úlohy rie²enie xl1 primárnej

úlohy, ktorú chceme rie²i´. V²imnime si taktieº, ºe v optime je sú£et £lenov (v La-

grangeovej funkcii) λ‖z‖1 a −vT z vºdy rovný nulovej hodnote, £o je vidie´ z druhého

vz´ahu. Po pouºití oboch podmienok dostávame

inf
x,z
L(x, z, v) =

−
1
2
vTDDTv + vTDy vi ∈ [−λ, λ]

−∞ inak

Lagrangeova duálna úloha má potom tvar

Min
1

2
vTDDTv − yTDTv

− λ1 ≤ v ≤ λ1
(DL1)

Výsledný duálny problém (DL1) je úlohou konvexného kvadratického programovania s

kvadratickou ú£elovou funkciou a lineárnymi ohrani£eniami.

V nasledujúcom texte najprv predstavíme obvyklý spôsob rie²enia úlohy l1 trend �l-

tering, v ktorom sa vyuºíva metóda vnútorného bodu pouºitá na duálnu úlohu (DL1).

Nápl¬ou druhej £asti je pokus o aplikovanie proximal gradient metódy na primárnu

úlohu (L1). Tieto dva rôzne prístupy porovnáme, spomenieme ich výhody/nevýhody.

4.1.5 Rie²enie pomocou primárno-duálnej metódy vnútorného bodu

Na rie²enie duálnej úlohy (DL1) konvexného (kvadratického) programovania existuje

mnoho metód. V na²om prípade dosiahneme rie²enie úlohy pomocou primárno-duálnej

metódy vnútorného bodu, z ktorého jednoduchou transformáciou xl1 = y − DTvl1

získame h©adané rie²enie úlohy l1 �ltering. V nasledujúcom texte budeme povaºova´ za

primárnu úlohu (DL1) s primárnou premennou v(aj ke¤ sú duálne k úlohe (L1)).

V¤aka pouºitiu primárno-duálnej metódy vnútorneho bodu budú primárne aj duálne
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premenné aktualizované v kaºdej iterácii.

Primárno-duálny h©adací smer

Základom primárno-duálnej metódy vnútorného bodu je tzv. hladací smer. Hladací

smer je ur£ený Newtonovým krokom pre systém nelineárnych rovníc rt(v, µ1, µ2) = 0,

ktorým sú vlastne modi�kované Karush-Kuhn-Tuckerové(KKT) podmienky. Preto ako

prvý krok odvodíme KKT podmienky pre úlohu (DL1), ktoré následne modi�kujeme

na poºadovaný tvar.

Lagrangeova funkcia pre úlohu (DL1) je daná ako

L(v, µ1, µ2) =
1

2
vTDDTv − yTDTv + µT1 (v − λ1) + µT2 (−v − λ1)

kde µ1, µ2 ≥ 0n−2 sú duálne premenné prislúchajúce k ohrani£eniam v ≤ λ1 a −v ≤ λ1

úlohy (DL1). KKT podmienky budú vyzera´

v µ1 µ2

µ1i ≥ 0 µ2i ≥ 0

∂L
∂v

= 0 ∂L
∂µ1i

µ1i = 0 ∂L
∂µ2i

µ2i = 0 i = 1, ..., n− 2

∂L
∂µ1i
≤ 0 ∂L

∂µ2i
≤ 0

µ1 ≥ 0, µ2 ≥ 0, v − λ1 ≤ 0, − v − λ1 ≤ 0

DDTv −Dy + µ1 − µ2 = 0

diag(µ1)(v − λ1) = 0

diag(µ2)(−v − λ1) = 0

(KKT)

Pridaním parametra t > 0 do podmienok komplementarity (posledné dve rovnice KKT

podmienok) získame modi�kovaný systém rovníc (mKKT).

rt(v, µ1, µ2) =


DDTv −Dy + µ1 − µ2

−diag(µ1)(v − λ1)− 1
t
1

−diag(µ2)(−v − λ1)− 1
t
1

 (mKKT)

Nech je premenná v je primárne prípustná a premenné µ1, µ2 sú duálne prípustné.

Ak premenné v, µ1, µ2 sp¨¬ajú systém rovníc rt(v, µ1, µ2) = 0, potom v = v∗(t), µ1 =

µ∗1(t) a µ2 = µ∗2(t). Ak t → ∞, tak sa systém rovníc rt(v, µ1, µ2) = 0 redukuje na
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pôvodné KKT podmienky. Hlavnou my²lienkou primárno-duálnej metódy je pouºi´

Newtonovské kroky na vyrie²enie série nelineárnych rovníc rt(v, µ1, µ2) = 0 pre rastúcu

postupnos´ hodnôt parametra t.

Teraz uvaºujme Newtonovský krok pre rie²enie nelineárnych rovníc rt(v, µ1, µ2) = 0

pre �xnú hodnotu parametra t v bode (v, µ1, µ2), ktorý sp¨¬a µ1 > 0, µ2 > 0, v −
λ1 < 0, − v − λ1 < 0. Ozna£me sú£asný bod w = (v, µ1, µ2) a Newtonovský krok

∆w = (∆v,∆µ1,∆µ2). Potom je Newtonovský krok ur£ený lineárnymi rovnicami

rt(w + ∆w) ≈ rt(w) +Drt(w)∆w = 0

teda je potrebné rie²i´ sústavu lineárnych rovníc Drt(w)∆w = −rt(w), kde Drt pred-

stavuje Jakobián rt. V premenných v, µ1, µ2 potom dostávame rovnice
DDT I −I | −DDTv +Dy − µ1 + µ2

−diag(µ1) −diag(v − λ1) 0 | diag(µ1)(v − λ1) + 1
t
1

diag(µ2) 0 diag(v + λ1) | diag(µ2)(−v − λ1) + 1
t
1


Ke¤ºe by na získanie kroku bolo neefektívne rie²i´ daný systém rovníc, chceme eli-

minovaním premenných ∆µ1,∆µ2 z prvej rovnice dosta´ redukovaný systém trojuhol-

níkového tvaru. Prenásobením druhej rovnice inverznou maticou diag(µ1)
−1, tretej

rovnice maticou diag(µ2)
−1 a substitúciou J1 = diag(µ1)

−1diag(v − λ1),

J2 = diag(µ2)
−1diag(−v − λ1) získame

DDT I −I | −DDTv +Dy − µ1 + µ2

−I −J1 0 | (v − λ1) + 1
t
diag(µ1)

−11

I 0 −J2 | (−v − λ1) + 1
t
diag(µ2)

−11


Druhú(tretiu) rovnicu prenásobime inverznou maticou J−11 (−J−12 ), tieto inverzie sú

©ahko spo£ítate©né, pretoºe sa jedná o diagonálne matice.
DDT I −I | −DDTv +Dy − µ1 + µ2

−J−11 −I 0 | J−11 (v − λ1) + 1
t
diag(v − λ1)−11

−J−12 0 I | J−12 (v + λ1)− 1
t
diag(−v − λ1)−11


Vyuºijeme fakt, ºe J−11 (v − λ1) = diag(v − λ1)−1diag(µ1)(v − λ1) = µ1(podobne pre

µ2). Následne pripo£ítame druhú aj tretiu rovnicu k prvej. Tým dostaneme systém
DDT − J−11 − J−12 0 0 | −DDT v +Dy + 1

t diag(v − λ1)
−11− 1

t diag(−v − λ1)
−11

−J−11 −I 0 | µ1 +
1
t diag(v − λ1)

−11

−J−12 0 I | −µ2 − 1
t diag(−v − λ1)

−11


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Na nájdenie Newtonovského kroku nám sta£í vyrie²i´ redukovaný systém (11), ktorého

rie²enie ∆v vyuºijeme na dopo£ítanie ¤al²ích dvoch zloºiek Newtonovho kroku.

(DDT−J−11 −J−12 )∆v = −DDTv+Dy+
1

t
diag(v−λ1)−11− 1

t
diag(−v−λ1)−11 (11)

Systém lineárnych rovníc (11) má aj tú výhodu, ºe matica (DDT −J−11 −J−12 ) je riedka

(presnej²ie 5-diagonálna). Z toho dôvodu je lacno rie²ite©ný. �al²ie dva komponenty

kroku ∆µ1,∆µ2 získame zo vz´ahov

∆µ1 = −µ1 −
1

t
diag(v − λ1)−11− J−11 ∆v

∆µ2 = −µ2 −
1

t
diag(−v − λ1)−11 + J−12 ∆v

(12)

kde J1 a J2 sú diagonálne. Primárno-duálny smer ∆w = (∆v,∆µ1,∆µ2) je teda de�-

novný ako rie²enie (11) a (12). V²imnime si, ºe v²etky pouºívané matice sú riedke, £o

významne urýchluje výpo£et sytému pri implenentácii metódy.

4.1.6 Rie²enie pomocou Proximal gradient metódy

V predo²lej £asti sme rie²ili úlohu (L1) pomocou metódy vnútorného bodu aplikovanej

na jej duálnu úlohu (DL1), ktorá je úlohou konvexného programovania. V tejto £asti

budeme úlohu rie²i´ aplikovaním proximal gradient metódy priamo na primárnu úlohu

(L1). Ke¤ºe sa v prípade úlohy (L1) jedná o neohrani£ený problém, kde minimalizu-

jeme ú£elovú funkciu rozloºite©nú na diferencovate©nú konvexnú a nediferencovate©nú,

uzavretú konvexú £as´, môºeme na jej optimalizáciu pouºi´ Proximal gradient metódu.

Za týmto ú£elom sa pokúsime odvodi´ základný prvok metódy - proximálny operátor

pre nediferencovate©nú £as´ h(u) = λ‖Du‖1. Ako prvé si treba uvedomi´, ºe funkcia

h(u) nie je separovate©ná, a preto nemôºeme pouºi´ vlastnos´ proximálneho operátora,

ktorú sme pouºili pri odvodení proximálneho operátora klasickej jednotkovej normy. Na

výpo£et proximálneho operátora vyuºijeme de�níciu proximálneho operátora pomocou

subgradientu (Veta 3.1.).

u = proxth(x) ⇔ x− u ∈ t∂h(u)

x− u ∈ tλ∂‖Du‖1

Úpravami dostávame vz´ah

x− u ∈ tλDTv
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kde vektor v ∈ Rn−2 má zloºky

vi =


1 (Du)i > 0

−1 (Du)i < 0

[−1, 1] (Du)i = 0

Problémom je v²ak to, ºe proximálny operátor u je z uvedeného vz´ahu ´aºko vy-

jadrite©ný. Ak chceme pouºi´ na rie²enie úlohy (L1) proximal gradient metódu, je

potrebné rie²i´ ekvivalentnú formuláciu daného problému. Ekvivalentná formulácia l1

trend �ltering problému vyzerá nasledovne:

Min
θ

1

2
‖Aθ − y‖22 + λ

n∑
i=3

|θi| (eL1)

kde θ ∈ Rn je premenná a matica A ∈ Rn×n je dolná trojuholníková matica tvaru

A =



1

1 1

1 2 1

1 3 2
. . .

...
...

... . . . 1

1 n− 1 n− 2 . . . 2 1


Rie²enie pôvodného problému (L1) xl1 získame zo vz´ahu xl1 = Aθl1. Poznamenajme,

ºe ekvivalentná formulácia sa dá taktieº rie²i´ primárno-duálnou metódou vnútorného

bodu ako v prípade pôvodnej úlohy. Problém (eL1) je v²ak uº rie²ite©ný aj pomocou

proximal gradient metódy. �ia© formulácia (eL1) má pomerne nepríjemnú nevýhodu

oproti klasickej formulácii. Pôvodná úloha mala jednoduchý zápis, pracovala s riedkymi

maticami I,D(£o významne urýchluje následný výpo£et rie²enia pri ve©kých rozme-

roch). Vo formulácii (eL1) sa v²ak nachádza matica A, ktorá je dolná trojuholníková,

£iºe jej prvky sú ove©a hustej²ie zaplnené.

Ekvivalencia úloh (L1) a (eL1)

Ako prvé si ukáºeme, ºe úlohy (L1) a (eL1) sú naozaj ekvivalentné. Úlohu (eL1) moºno

zapísa´ aj maticovo

Min
1

2
‖Aθ − y‖22 + λ‖Fθ‖1 (eL1v2)
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kde matica

F =


0 0 1

0 0 1
...

... . . .

0 0 1


Prvé komponenty oboch formulácií (L1) a (eL1) sa o£ividne rovnajú v¤aka vz´ahu

x = Aθ, kde matica A má plnú hodnos´, je regulárna.

Pre druhé(penaliza£né) komponenty ú£elových funkcií platí:

(L1)⇒ (eL1) : Dx = DAθ = Fθ

(L1)⇐ (eL1) : Fθ = FA−1x = Dx

Teda uvedené vz´ahy (L1) a (eL1) sú naozaj ekvivalentné. Interpretácia koe�cientov

θi je taká, ºe prvá zloºka (i=1) je rovná prvej zloºke £asového radu x, druhá zloºka je

diferencia prvého rádu θ2 = x2−x1 a ostatné zloºky vektora θ sú diferenciami druhého

rádu £asového radu x.

Pri odvodení proximálneho operátora pre nediferencovate©nú £as´ ú£elovej funkcie (eL1)

h(u) = λ
∑n

i=3 |ui| si treba uvedomi´ separovate©nos´ danej funkcie. V¤aka tejto vlast-

nosti nám sta£í vyjadri´ proximálny operátor pre jednotlivé zloºky. Sta£í si v²imnú´,

ºe funkcia h dáva pre prvé dve zloºky vektora u nulovú hodnotu, preto pre i = 1, 2

platí ûi = xi. Pre i ≥ 3 je postup odvodenia proximálneho operátora analogický pos-

tupu pre proximálny operátor jednotkovej normy. Podrobnej²ie odvodenie proximal

operátora pre l1 normu sa nachádza v kapitole 4.2.3. Výsledný proximálny operátor

pre nediferencovate©nú £as´ (eL1) je

i = 1, 2 : proxth(x)i = xi

i = 3, ..., n : proxth(x)i =


xi − tλ xi ≥ tλ

xi + tλ xi ≤ −tλ

0 |xi| ≤ tλ
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4.1.7 Experiment - porovnanie metód/prístupov rie²enia

V tejto podkapitole otestujeme nami spomínané prístupy rie²enia úlohy l1 �ltrova-

nia. V prípade proximal gradient metódy vyuºijeme zrýchlenú metódu, ktorú následne

porovnáme s primárno-duálnou metódou vnútorného bodu. Experiment je uskuto£-

nený v prostredí Matlab, niektoré zdrojové kódy sa nachádzajú v poslednej £asti práce.

V²etky výpo£ty sú vykonané na PC zostave so ²tvorjadrovým procesorom Intel Core-i7

2,66GHz s opera£nou pamä´ou 6GB RAM.

V experimente pouºívame nami generované umelé dáta. Dáta sú vytvorené tak, aby

mali po £astiach lineárny podkladový trend, ku ktorému je následne pridaný ²um z

N(0, σ2), ktorý predstavuje náhodný (cyklický) komponent. Vygenerované dáta pouºité

v experimente je moºné vidie´ na Obr.6.. Za hodnotu λ pouºijeme 10000.

Odhad podkladového trendu pomocou l1 �ltrovania h©adáme nami naprogramovanými

metódami - zrýchlená proximal gradient metóda (APGM) a primárno-duálna metóda

vnútorného bodu (PDMVB). Metódy aplikujeme spôsobom, ktorý je uvedený v kapi-

tolách 4.1.5 a 4.1.6. Primárno-duálnu metódu vnútorného bodu teda aplikujeme na

duálnu úlohu (DL1) (úloha kvadratického programovania) k úlohe l1 �ltrovania (L1).

Následne z rie²enia duálnej úlohy v dopo£ítame rie²enie primánej úlohy pomocou

vz´ahu x = y − DTv. Proximal gradient metódu pouºijeme na rie²enie ekvivalent-

nej úlohy (eL1), pri£om rie²enie pôvodnej úlohy x, ktoré nás zaujíma, dostaneme zo

vz´ahu x = Aθ, kde matica A vyzerá naslednovne

A =



1

1 1

1 2 1

1 3 2
. . .

...
...

... . . . 1

1 n− 1 n− 2 . . . 2 1


.

Z Tabu©ky 1 môºeme pozorova´, ºe rie²enie získané metódou vnútorného bodu skon-

vergovalo rýchlo, bolo dosiahnuté za 84 iterácii a £as pod jednu sekundu. Navy²e, toto

rie²enie uº môºeme povaºova´ za optimálne, pretoºe hodnota duálnej medzery je na

úrovni 2.85E-05. Tento po £astiach lineárny trend je znázornený na Obr. 6 (£ierna

farba). Z Tabu©ky 1 taktieº vidie´, ºe Proximal gradient metóda nefunguje rovnako

dobre, nedosiahne rovnako dobré rie²enie ani po 500s. Rie²enie pomocou PG sa síce
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Metóda PDMVB APGM APGM APGM

�as v sec 0.08 5 50 500

Po£et it. 84 13410 135897 1343466

Suboptimalita 2.85E-05 4.52E+04 2.06E+04 9.07E+00

Tabu©ka 1: Porovnanie metód - primárno-duálna metóda vnútorného bodu (PDMVB),

zrýchlená proximal gradient metóda (APGM). Riadok suboptimalita predstavuje

duálnu medzeru medzi hodnotami primárnej a �xne zvolenej duálnej ú£elovej funkcie.

Za hodnotu duálnej ú£elovej funkcie bola zobraná hodnota z MVB = 64114.08 (ktorá

je takmer optimálna).

blíºi k správnej optimálnej hodnote, ale na to, aby sme dosiahli dobré suboptimálne

rie²enie je potrebné ve©a £asu v zrovnaní s metódou vnútorného bodu. Rie²enie pomo-

cou PG dosiahnuté za 500s v²ak uº pomerne dobre reprezentuje podkladový po£astiach

lineárny trend, £o moºno pozorova´ aj na Obr. 7. Z daného obrázka je vidie´ aj to, ako

sa rie²enia s narastajúcim £asom pribliºujú k rie²eniu pomocou MVB.

Z vy²²ie uvedených faktov moºno skon²tatova´, ºe pri rie²ení l1 �ltrovania primárno-

duálna metóda vnútorného bodu vysoko prekonáva zrýchlenú proximal gradient metódu.

Prí£ina tohto javu je nasledujúca: Zatia©, £o sa v algoritme primárno-duálnej metódy

vnútorného bodu (pri h©adaní Newtonovho kroku) pracuje iba s riedkymi maticami,

proximal gradient metóda musí pracova´ s dolnou trojuholníkovou maticou A, resp.

s maticou ATA (pri výpo£te gradientu), ktorej prvky sú nenulové - najmen²í prvok

ATA je 1 a maximálny je 332833500 (t = 1000). Táto matica má taktieº obrovské

najvä£²ie vlastné £íslo αmax(ATA) = 8.1e + 010. Zlá vlastnos´ matice A je aj tá, ºe je

zle podmienená. �íslo podmienenosti matice je rovné

C(A) = ‖A‖‖A−1‖ = 1.14E + 06

a v prípade matice ATA je C(ATA) = 8.1e+ 010. Maticu A vyuºívame pri dopo£ítaní

h©adaného rie²enia x = Aθ a v algoritme proximal gradient metódy pri po£ítaní gradi-

entu g = ATA ∗ θ − ATy.

Z Vety 3.5. vieme, ºe zrýchlená proximal gradient metóda konverguje, ak je zvolený

kon²tantný krok t = 1/αmax(A
TA) = 1.2e−011. Z tejto vety takisto vidíme, ºe má pre
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Obr. 6: �asový rad s podkladovým po £astiach lineárnym trendom. Odhadnutý trend

na obrázku je získaný pomocou primárno-duálnej metódy vnútorného bodu.

na²e rie²enie plati´ nasledovná nerovnos´

f(x(k))− f̂ ≤ 2

(k + 1)2t
‖x(0) − x̂‖22

z £oho po dosadení dostávame

9.07 ≤ 2

1343467 ∗ 1.2e− 011
∗ 9.2689e+ 005 = 8.3081e+ 004.

Pre garantovanie lep²ej suboptimálnosti ná²ho rie²enia by sme potrebovali omnoho viac

iterácii. Formulácia (eL1) nie je prospe²ná pri rie²ení úlohy l1 �ltrovania.
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Obr. 7: Konvergencia Proximal gradient metódy. Odhadovaný trend (rie²enie) získaný

pomocou proximal gradient konverguje k optimálnemu rie²eniu dosiahnutým pomo-

cou PDMVB. Odhadnutý trend pomocou APGM za 500s uº pomerne dobre vystihuje

skuto£ný trend.
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4.2 Truss topology design

Jednou z úloh, ktoré sa dajú naformulova´ ako úloha najmen²ích ²tvorocov regulo-

vaných l1 normou (1), je aj úloha zvaná Truss Topology Design (TTD). Jej názov by

sa dal vo©ne preloºi´ ako "dizajn rozloºenia kon²trukcie". V procese navrhovania me-

chanických ²truktúr ako ºelezni£né mosty, st¨py elektrického vedenia, Ei�elova veºa,

ale aj lietadlá a budovy je potrebné nadizajnova´ systém pospájaných prie£ok - Truss,

ktorý je schopný optimálnym spôsobom odola´ silám, ktoré na¬ pôsobia. Pri písaní

kapitoly sme pouºili zdroje [7], [9], [6] a [10].

Truss je mechanická kon²trukcia zloºená z elastických prie£ok rôznych objemov pospá-

janých medzi sebou v tzv. uzloch, ktoré môºu by´ �xné alebo vo©né. Fixné uzly sa

nemôºu pohybova´, sú pevne ukotvené, môºeme si pod nimi predstavi´ základy budovy

alebo piliere mostu. Kon²trukcia môºe by´ vystavená externému za´aºeniu, simultánne

pôsobiacim silám, ktoré pôsobia na uzly. Pod za´aºením sa kon²trukcia mierne defor-

muje, prie£ky sa na´ahujú/napínajú a vo©né uzly menia svoju polohu, aº pokým budú

externé sily kompenzované pnutím kon²trukcie a systém bude v ekvilibriu. V ekvilibriu

deformovaná kon²trukcia usklad¬uje potenciálnu energiu, táto energia je taktieº nazý-

vaná poddajnos´ (angl. compliance) kon²trukcie. �ím men²ia je poddajnos´ kon²truk-

cie, tým je pevnej²ia. Cie©om Truss topology design je zostroji´ podpernú kon²trukciu

(danej celkovej váhy), ktorá je schopná najlep²ie ustá´ zá´aº v takom zmysle, ºe jej

poddajnos´ vzh©adom na danú zá´aº bude £o najmen²ia.

V najjednoduch²om probléme TTD máme danú:

• mrieºku uzlov, ktorou je kone£ná mnoºina bodov v rovine alebo v priestore pod©a

toho, £i chceme zostroji´ kon²trukciu v 2D alebo 3D. V týchto bodoch je prie£kam

kon²trukcie povolené spája´ sa,

• mnoºinu �xných uzlov, je to podmnoºina mrieºky uzlov, v ktorej sa nachádzajú

iba ukotvené/nehybné body, napríklad umiestnené na zemi,

• zá´aº, ktorá je kolekciou externých síl (vektorov), ktoré pôsobia na uzly.

Cie©om je pre danú mrieºku uzlov a pre sily, ktoré na uzly pôsobia, zostroji´ pod-

pernú kon²trukciu (danej celkovej váhy) s minimálnou poddajnos´ou a maximálnou

pevnos´ou. Chceme, aby kon²trukcia odolávala silám optimálne.

Atraktívna vlastnos´ úlohy TTD je, ºe nájde optimálny geometrický tvar (rozloºe-
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nie prie£ok) kon²trukcie, aj ke¤ navonok pracuje len s váhami prie£ok kon²trukcie.

Optimaliza£ný problém rozhodne, ktoré uzly pouºi´, ako ich pospája´ a nájde aj op-

timálne váhy prie£ok. Aj ke¤ za£neme optimalizáciu problému so v²etkými uzlami

pospájanými prie£kami, optimaliza£ný proces nájde optimálnu kon²trukciu, v ktorej je

vä£²ina prie£ok s nulovými váhami.

4.2.1 Odvodenie modelu

Úloha TTD má mnoho formulácii, ktoré sú rie²ite©né rôznymi metódami matematic-

kého programovania. Problém TTD je moºné zapísa´ napríklad vo forme úlohy lineárneho,

kvadratického £i semide�nitného programovania. Formulácia TTD ako úlohy najmen²ích

²tvorocov regulovaných l1 normou je vhodná na aplikáciu súradnicovo spádových metód

(Coordinate Descent Methods), £o presved£ivo demon²truje £lánok P. Richtárika a M.

Taká£a [9]. Táto formulácia je takisto vhodná na aplikáciu Proximal gradient metódy.

V kapitole si ukáºeme niektoré z moºných formulácii TTD problému, za£neme odvo-

dením modelu.

Aby sme mohli TTD problém zapísa´ ako optimaliza£nú úlohu, je potrebné sa bliº²ie

pozrie´ na to, £o sa stane s kon²trukciou pri aplikovaní zá´aºe. Uvaºujme jednu prie£ku

AB neza´aºenej kon²trukcie. Pod zá´aºou sa uzly A a B mierne vychýlia o vektor dA

resp. dB, prie£ka AB sa natiahne. Zanedbaním £lenov druhého rádu môºme pred¨ºenie

dl prie£ky AB vyjadri´ ako projekciu vektora dB-dA na smer pôvodnej prie£ky:

dl = (dB − dA)T (B − A)/‖B − A‖

Ve©kos´ reak£nej sily (napnutos´ angl. tension) spôsobenej týmto pred¨ºením je pod©a

Hookovho zákona rovná

τ =
E × dl × SAB
‖B − A‖

=
E × dl × tAB
‖B − A‖2

= EtAB(dB − dA)T (B − A)‖B − A‖−3

kde E je modul pruºnosti v ´ahu (Youngov modul), SAB je prierez prie£ky AB, tAB je

objem prie£ky.

Reak£ná sila v bode B prislúchajúca k napnutiu je vektor

−τ(B − A)‖B − A‖−1 = EtAB[(dB − dA)T (B − A)](B − A)‖B − A‖−4

= −tAB[(dB − dA)TβAB]βAB

βAB =
√
E(B − A)‖B − A‖−2

(13)
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V²imnime si, ºe vektor βAB nezávisí od zá´aºe ani od pred¨ºenia, závisí len od pozícií

spojených uzlov.

�al²ie, £o nás bude zaujíma´ za ú£elom odvodenia modelu, je potenciálna energia

uloºená prie£kou ako dôsledok pred¨ºenia. Z mechaniky vieme, ºe potenciálna energia

je rovná
napnutos´× pred¨ºenie

2
,

teda

τdl

2
=
EtAB[(dB − dA)T (B − A)]2‖B − A‖−4

2
=
tAB[(dB − dA)TβAB]2

2
(14)

Na základe predo²lých poznatkov z fyziky zostavíme prvý model. Uvaºujme rxc mrieºku

uzlov, z nich M je vo©ných (�xných je rxc-M). De�nujeme m-rozmerný priestor po-

sunutí kon²trukcie, kde m = 2M (resp. m = 3M ak 3D). Vektor v ∈ Rm reprezentuje

posunutie mrieºky uzlov, k vo©nému uzlu ν prislúcha jeden pár indexov vektora v, sub-

vektor v[ν] predstavuje 2-rozmerné posunutie. Kolekcia externých 2D síl (za´aºenie)

pôsobiaca na vo©né uzly je reprezentovaná vektorom f ∈ Rm, subvektor f [ν] je sila

pôsobiaca na uzol ν. Poznamenajme, ºe nemá zmysel hovori´ o pôsobení externých síl

na �xný uzol. Povolíme, aby kaºdý pár uzlov (kde je aspo¬ jeden uzol vo©ný) mohol

by´ prepojený prie£kou. Nech n ozna£uje po£et takýchto potenciálnych prie£ok a i-ta

prie£ka spája dva uzly ν1(i), ν2(i). De�nujeme vektor ai ∈ Rm prislúchajúci k i-tej

hrane nasledujúcim spôsobom

ai[ν] =


βν1(i)ν2(i) ν = ν2(i) a ν je vo©ný

−βν1(i)ν2(i) ν = ν1(i) a ν je vo©ný

0 inak

(15)

V²imnime si, ºe vektory ai sú ve©mi riedke, kaºdý obsahuje najviac 4 nenulové zloºky.

Majme nejaké usporiadanie prípustných prie£ok. Potom jednotlivé mechanické kon²truk-

cie môºeme identi�kova´ pomocou nezáporného vektora objemov (resp. váh) hrán

t ∈ Rn, kde i-ta zloºka vektora predstavuje objem i-tej prípustnej hrany kon²truk-

cie. Uvaºujme kon²trukciu t a pozrime sa na reak£né sily spôsobené posunutím uzlov

kontrukcie v. Zo vz´ahu pre reak£nú silu v jednom bode (13) dostaneme, ºe kompo-

nent reak£nej sily spôsobenej i-tou prie£kou vo vrchole ν je −ti(aTi v)ai[ν]. Následne

celková reak£ná sila v uzle ν je sumou reak£ných síl vo vrchole ν spôsobených v²etkými
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n prie£kami. Kolekcia reak£ných síl na uzly spôsobená posunutím v je reprezentovaná

m-rozmerným vektorom fr, ktorý závisí od v lineárne

fr = −
n∑
i=1

tia
T
i vai = −

n∑
i=1

tiaia
T
i v = −K(t)v

K(t) =
n∑
i=1

tiaia
T
i

(16)

kde K(t) je m × m symetrická matica zapísaná ako váºený sú£et matíc s hodnos´ou

1 a nazýva sa matica tuhosti prie£ok kon²trukcie. Matica závisí lineárne od objemov

prie£ok ti.

Pri za´aºení sa kon²trukcia mierne deformuje, vo©né uzly menia svoju polohu, aº pokým

budú externé sily kompenzované reak£nými silami(f = −fr) - systém bude v ekvilibriu.

Tento poznatok nám dá systém lineárnych rovníc ur£ujúcich posunutie kon²trukcie pod

externou zá´aºou

K(t)v = f (17)

Ak tento systém nemá rie²enie, znamená to, ºe kon²trukcia t nedokáºe unies´ zá´aº f

a zni£í sa.

Na dokon£enie modelu potrebujeme e²te odvodi´ vz´ah pre potenciálnu energiu uloºenú

kon²trukciou v ekvilibriu (poddajnos´ angl. compliance). Vyuºijeme vz´ah pre poten-

ciálnu energiu uloºenú jednou prie£kou (14) a zosumujeme energie uloºené prie£kami,

aby sme dostali potenciálnu energiu pre celú kon²trukciu. Z toho dôvodu je poddanjnos´

kon²trukcie t pod zá´aºou f rovná

Complf (t) =
1

2

n∑
i=1

ti(v
Tai)

2 =
1

2
vTK(t)v =

1

2
vTf (18)

kde v je prislúchajúce posunutie, ktoré je rie²ením K(t)v = f . Výraz pre poddajnos´

je moºné interpretova´: Poddajnos´ je polovica mechanickej práce vykonanej externou

zá´aºou na posunutie kon²trukcie aº do ekvilibria. Poznamenajme fakt, ºe ak je systém

K(t)v = f rie²ite©ný, tak hodnota poddajnosti kon²trukcie nezávisí od jednotlivého

výberu rie²enia systému.

4.2.2 Najjednoduch²í TTD problém

Teraz naformulujeme problém navrhovania najtuh²ej kon²trukcie vopred zadanej váhy.

Je daná mrieºka uzlov [m, n, {ai ∈ Rm}ni=1], pôsobiaca externá sila f a celkový objem
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prie£ok w > 0. Treba nájs´ kon²trukciu t ≥ 0n s minimálnou moºnou poddajnos´ou

Compf (t) , ktorá sp¨¬a obmedzenie zdrojov

n∑
i=1

ti ≤ w (19)

Taktieº je rozumné zavies´ predpoklad:

Vektory {ai ∈ Rm}ni=1 generujú celý priestor Rm.

Tento predpoklad hovorí o tom, ºe neexistuje nenulové posunutie v kolmé na v²etky

vektory ai, t.j. neexistuje v 6= 0 také, ºe vTai = 0 ∀i. Inými slovami, predpoklad

zakazuje posúvanie celých kon²trukcií.

Výsledný zápis problému TTD vyzerá nasledovne:

Min
v,t

1/2fTv

n∑
i=1

tiaia
T
i v = f

n∑
i=1

ti ≤ w

t ≥ 0

(20)

Na prvý poh©ad vyzerá tento problém TTD ako úloha nelineárneho programovania,

prekvapujúco sa v²ak dá prepísa´ na formu úlohy lineárneho programovania. Transfor-

mácia sa uskuto£ní pomocou novej premennej si, ktorá predstavuje stres(angl. stress).

Pre za´aºenú kon²trukciu je stres prie£ky rovný absolútnej hodnote napnutia(tension)

delenej prierezom prie£ky. �ím vä£²ia je hodnota stresu v prie£ke, tým v hor²ích pod-

mienkach materiál prie£ky pracuje. Z Hookovho zákona dostaneme vz´ah pre stres v

i-tej prie£ke ako funkciu posunutia v

si =
√
E|aTi v| (21)

Je daná mrieºka uzlov [m, n, {ai ∈ Rm}ni=1] a na uzly pôsobiaca externá sila f . Úlohou

je nájs´ posunutie v, ktoré maximalizuje prácu fTv zá´aºe za platnosti ohrani£enia, ºe

v²etky stresy prie£ok sú men²ie ako 1.

Max fTv

|aTi v| ≤ 1 i = 1, ..., n
(22)
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Duálny problém k tejto úlohe je ekvivalentný úlohe lineárneho programovania

Min
x1,...,xn

n∑
i=1

|xi|

n∑
i=1

xiai = f

(23)

alebo ekvivalentne maticovo
Min ‖x‖1

Ax = f,
(24)

kde A = [a1, ..., an]. Poznamenajme, ºe obe úlohy LP (primárna aj duálna) sú prípustné.

Prípustnos´ duálnej úlohy pochádza priamo z predpokladu, ºe vektory {ai ∈ Rm}ni=1

generujú celý priestor Rm. St¨pce matice A moºno chápa´ ako vychýlenie uzlov pris-

lúchajúce i-tej prie£ke (reakcia kon²trukcie na prítomnos´ hrany). Absolútna hodnota

premennej xi duálnej úlohy predstavuje váhu danej prie£ky.

Namiesto rie²enia duálnej úlohy lineárneho programovania, môºeme penalizova´ ú£elovú

funkciu penaliza£ným £lenom p(x) = 1
λ
‖Ax− f‖22, 1

λ
> 0 prislúchajúcim ohrani£eniu

duálnej úlohy a následne rie²i´ nasledujúcu neohrani£enú úlohu:

Min ‖Ax− f‖22 + λ‖x‖1 (25)

V²imnime si, ºe daná úloha je v tvare úlohy najmen²ích ²tvorocov regulovaných l1

normou. Matica A predstavuje reakciu kon²trukcie na prítomnos´ hrán. Vhodným ro-

zloºením prípustných hrán (dizajnovacie premenné x) chceme kompenzova´ zá´aº pô-

sobiacu na kon²trukciu(f), pri£om nemá zmysel dizajnova´ kon²trukciu zo v²etkých

moºných prie£ok. Preto chceme, aby £o najviac prie£ok dostalo nulovú váhu. Formulá-

cia TTD problému ako úlohy najmen²ích ²tvorocov regulovaných l1 normou je vhodná

predov²etkým na aplikáciu súradnicovo spádových metód [9] a takisto je vhodná na ap-

likáciu Proximal gradient metódy. Úlohu sa pokúsime rie²i´ taktieº primárno-duálnou

metódou vnútorného bodu.

V nasledujúcich podkapitolách si predstavíme rôzne prístupy k rie²eniu úlohy TTD.

Na formuláciu TTD problému v tvare úlohy najmen²ích ²tvorocov regulovaných l1

normou aplikujeme Proximal gradient metódu. Taktieº sa pre ekvivalentnú úlohu k

tejto formulácii pokúsime odvodi´ primárno duálnu metódu vnútorného bodu. Nakoniec
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spomenieme, ako je moºné úlohu formulovanú v tvare lineárneho programovania pouºi´

na výpo£et v prostredí Matlab. Rôzne prístupy porovnáme, spomenieme ich výhody aj

nevýhody.

4.2.3 Rie²enie pomocou Proximal gradient metódy

Ke¤ºe sa v prípade úlohy (25)(úloha najmen²ích ²tvorocov regulovaných l1 normou)

jedná o neohrani£ený problém, kde minimalizujeme ú£elovú funkciu rozloºite©nú na

diferencovate©nú konvexnú (‖Ax−f‖22) a nediferencovate©nú, uzavretú konvexú (λ‖x‖1)
£as´, môºeme na jej optimalizáciu pouºi´ Proximal gradient metódu. Za týmto ú£elom

sa odvodíme základný prvok metódy - proximal operátor pre nediferencovate©nú £as´

h(u) = λ‖u‖1. Proximal operátor sme de�novali v kapitole 3.1.1, uviedli sme jeho

dôleºité vlastnosti. Ako prvé si treba uvedomi´, ºe funkcia h(u) je separovate©ná, v¤aka

tejto vlastnosti sta£í vyjadri´ proximal operátor pre jednu zloºku. Na výpo£et prox-

imálneho operátora vyuºijeme de�níciu proximálneho operátora pomocou subgradientu

(Veta 3.1.).

ui = proxthi(xi) ⇔ xi − ui ∈ t∂hi(ui)

xi − ui ∈ tλ∂|ui|

xi − ui ∈ tλ


1 ui > 0

−1 ui < 0

[−1, 1] ui = 0

V prípade ak ui > 0 ©ahko dostaneme vz´ah pre proximálny operátor ui = xi− tλ, aby
platila podmienka musí xi sp¨¬a´ vz´ah xi > tλ. Analogicky sa proximálny operátor

odvodí pre ¤al²ie dva prípady. Spojením prípadov získame proximálny operátor funkcie

th(u) = tλ‖u‖1, ktorý je tvaru

proxth(x)i =


xi − tλ xi > tλ

xi + tλ xi < −tλ

0 |xi| ≤ tλ

�al²ia vec, ktorá nás môºe pri aplikácii proximal gradient metódy na úlohu zaujíma´

je vo©ba kroku t. Z teórie vieme, ºe konvergencia metódy je zaru£ená u kon²tantného

kroku t = 1
L

(Veta 3.4.,3.5.), kde L je Lipschitzovská kon²tanta gradientu funkcie
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g(x) = ‖Ax − f‖22. Preto nájdeme kon²tantu L z Lipschitzovskej vlastnosti gradientu

∇g(x).

‖∇g(x)−∇g(y)‖2 ≤ L‖x− y‖2, ∀x, y ∈ Rn

Po dosadení

‖2ATA(x− y)‖2 ≤ 2αmax(A
TA)‖x− y‖2,

kde αmax(ATA) predstavuje najvä£²ie vlastné £íslo matice ATA. H©adaná Lipschit-

zovská kon²tanta L sa rovná dvojnásobku αmax(ATA). Z toho dôvodu v algoritmoch

metódy pouºijeme �xný krok t = 1
2αmax(ATA)

.

4.2.4 Rie²enie pomocou primárno-duálnej metódy vnútorného bodu

Na rie²enie úlohy l1 �ltering v predchádzajúcej kapitole bola pouºitá primárno-duálna

metóda vnútorného bodu aplikovaná na formuláciu danej úlohy v tvare kvadratického

programovania (na duálnu úlohu). Presnej²ie sa jednalo o úlohu s kvadratickou ú£elovou

funkciou a s lineárnymi ohrani£eniami. Aj v prípade TTD problému sa pokúsime for-

muláciu v tvare úlohy najmen²ích ²tvorocov regulovaných l1 normou previes´ na takýto

typ úlohy kvadratického programovania a následne budeme novú úlohu rie²i´ primárno-

duálnou metódou vnútorného bodu. V¤aka pouºitiu primárno-duálnej metódy vnú-

torneho bodu budú primárne aj duálne premenné aktualizované v kaºdej iterácii.

Úprava úlohy

Na²im cie©om je úlohu transformova´ tak, aby sme sa zbavili nediferencovate©nej £asti

ú£elovej funkcie, ktorú predstavuje l1 norma. Zavedením novej premennej u a nových

ohrani£ení −ui ≤ xi ≤ ui i = 1, ..., n získame o£ividne ekvivalentnú úlohu s úlohou

najmen²ích ²tvorocov regulovaných l1 normou, navy²e uº má poºadovanú diferencov-

ate©nú ú£elovú funkciu

Min
x,u

‖Ax− f‖22 + λ

n∑
i=1

ui

− ui ≤ xi ≤ ui i = 1, ..., n

(26)
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Získaná úloha má kvadratickú ú£elovú funkciu a lineárne ohrani£enia. Maticovo vyzerá

zápis nasledovne
Min
x,u

‖Ax− f‖22 + λ1Tu

x− u ≤ 0

− x− u ≤ 0

(QP)

Ekvivalentnú formulácia TTD problému (QP) budeme rie²i´ primárno-duálnou metó-

dou vnútorného bodu. Poznamenajme v²ak, ºe predo²lou úpravou úlohy narástol po£et

premenných na dvojnásobok pôvodnej hodnoty, £o nemusí by´ prospe²né pre chod al-

goritmu.

Primárno-duálny h©adací smer

Základným prvkom primárno-duálnej metódy vnútorného bodu je tzv. hladací smer,

ktorý je ur£ovaný Newtonovým krokom pre systém nelineárnych rovníc rt(x, u, µ1, µ2) =

0. Tento systém predstavujú modi�kované Karush-Kuhn-Tuckerové(KKT) podmienky.

Preto ako prvé odvodíme KKT podmienky pre úlohu (QP), ktoré následne modi�ku-

jeme na poºadovaný tvar.

Lagrangeova funkcia pre úlohu (QP) je daná ako

L(x, u, µ1, µ2) = ‖Ax− f‖22 + λ1Tu+ µT1 (x− u) + µT2 (−x− u)

kde µ1, µ2 ≥ 0n sú duálne premenné prislúchajúce k ohrani£eniam x ≤ u a −u ≤ x

úlohy (QP). KKT podmienky pre úlohu (QP) budú v tvare

x u µ1 µ2

µ1 ≥ 0 µ2 ≥ 0

∂L
∂x

= 0 ∂L
∂u

= 0 ∂L
∂µ1i

µ1i = 0 ∂L
∂µ2i

µ2i = 0 i = 1, ..., n− 2

∂L
∂µ1
≤ 0 ∂L

∂µ2
≤ 0

µ1 ≥ 0, µ2 ≥ 0, x− u ≤ 0, − x− u ≤ 0

2AT (Ax− f) + µ1 − µ2 = 0

λ1− µ1 − µ2 = 0

diag(µ1)(x− u) = 0

diag(µ2)(−x− u) = 0

(KKT)
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Pridaním parametra t > 0 do podmienok komplementarity (posledné dve rovnice KKT

podmienok) získame modi�kovaný systém rovníc (mKKT).

rt(x, u, µ1, µ2) =


2AT (Ax− f) + µ1 − µ2

λ1− µ1 − µ2

−diag(µ1)(x− u)− 1
t
1

−diag(µ2)(−x− u)− 1
t
1

 (mKKT)

Nech sú premenné x, u primárne prípustné a premenné µ1, µ2 sú duálne prípustné.

Ak premenné x, u, µ1, µ2 sp¨¬ajú systém rovníc rt(x, u, µ1, µ2) = 0, potom poloºíme

x = x∗(t), u = u∗(t), µ1 = µ∗1(t) a µ2 = µ∗2(t). Ak t → ∞, tak sa systém rovníc

rt(x, u, µ1, µ2) = 0 redukuje na pôvodné KKT podmienky. Hlavnou my²lienkou metódy

je pouºi´ Newtonovské kroky na vyrie²enie série nelineárnych rovníc rt(x, u, µ1, µ2) = 0

pre rastúcu postupnos´ hodnôt parametra t.

Teraz sa bliº²ie pozrieme na Newtonovský krok pre rie²enie nelineárnych rovníc

rt(x, u, µ1, µ2) = 0 pre �xnú hodnotu parametra t v bode (x, u, µ1, µ2), ktorý sp¨¬a

µ1 > 0, µ2 > 0, x − u < 0, − x − u < 0. Ozna£me sú£asný bod w = (x, u, µ1, µ2)

a Newtonovský krok ∆w = (∆x,∆u,∆µ1,∆µ2). Potom je Newtonovský krok ur£ený

lineárnymi rovnicami

rt(w + ∆w) ≈ rt(w) +Drt(w)∆w = 0

teda je potrebné rie²i´ sústavu lineárnych rovníc Drt(w)∆w = −rt(w), kde Drt pred-

stavuje Jakobián rt. V premenných x, u, µ1, µ2 potom dostávame systém lineárnych

rovníc
2ATA 0 I −I | −2AT (Ax− f)− µ1 + µ2

0 0 −I −I | −λ1+ µ1 + µ2

−diag(µ1) diag(µ1) −diag(x− u) 0 | diag(µ1)(x− u) + 1
t1

diag(µ2) diag(µ2) 0 −diag(−x− u) | diag(µ2)(−x− u) + 1
t1


Dostali sme teda systém, ktorý ur£uje primárno-duálny smer. Ke¤ºe by bolo neefek-

tívne rie²i´ daný systém rovníc, pokúsime sa ho zjednodu²i´ tak, aby sa £o najviac

pracovalo s jednoduchými maticami - najlep²ie diagonálnymi, s ktorými sa systém

bude rie²i´ s men²ou náro£nos´ou. Elementárnymi operáciami zredukujeme systém na

trojuholníkový tvar. Pre zjednodu²enie ozna£me p = 2AT (Ax − f). Prenásobením

tretej rovnice inverznou maticou −diag(µ1)
−1, ²tvrtej rovnice maticou −diag(µ2)

−1 a
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substitúciou J1 = diag(µ1)
−1diag(x− u), J2 = diag(µ2)

−1diag(−x− u) získame
2ATA 0 I −I | −p− µ1 + µ2

0 0 −I −I | −λ1 + µ1 + µ2

I −I J1 0 | −(x− u)− 1
t
diag(µ1)

−11

−I −I 0 J2 | x+ u− 1
t
diag(µ2)

−11


Tretiu(²tvrtú) rovnicu prenásobime inverznou maticou J−11 (J−12 ), tieto inverzie sú

nenáro£né, pretoºe sa jedná o diagonálne matice. Taktieº ozna£me pre zjednodu²enie

s1 = 1
t
diag(x− u)−11 a s2 = 1

t
diag(−x− u)−11

2ATA 0 I −I | −p− µ1 + µ2

0 0 −I −I | −λ1 + µ1 + µ2

J−11 −J−11 I 0 | −J−11 (x− u)− s1
−J−12 −J−12 0 I | −J−12 (−x− u)− s2


V ¤al²om kroku vyuºijeme fakt, ºe J−11 (x − u) = diag(x − u)−1diag(µ1)(x − u) =

µ1(podobne pre µ2). Následne pripo£ítame tretiu aj ²tvrtú rovnicu k druhej a podobne

k prvej rovnici pripo£ítame ²tvrtú a odpo£ítame tretiu. Ozna£me taktieº vzniknuté

matice Jp = J−11 + J−12 a Jm = J−11 − J−12 . Tým dostaneme systém
2ATA− Jp Jm 0 0 | −p+ s1 − s2

Jm −Jp 0 0 | −λ1− s1 − s2
J−11 −J−11 I 0 | −µ1 − s1
−J−12 −J−12 0 I | −µ2 − s2


Pripo£ítaním JmJ

−1
p násobku druhej rovnice k prvej a následne prenásobením druhej

rovnice maticou −J−1p dostaneme výsledný systém v trojuholníkovom tvare.
2ATA− Jp + JmJ

−1
p Jm 0 0 0 | −p+ s1 − s2 − JmJ−1p (λ1 + s1 + s2)

−J−1p Jm I 0 0 | J−1p (λ1 + s1 + s2)

J−11 −J−11 I 0 | −µ1 − s1
−J−12 −J−12 0 I | −µ2 − s2


Na nájdenie Newtonovského kroku nám sta£í vyrie²i´ prvú rovnicu redukovaného sys-

tému (27), ktorého rie²enie ∆x vyuºijeme na dopo£ítanie ¤al²ích troch zloºiek Newto-

novho kroku.

(2ATA− Jp + JmJ
−1
p Jm)∆x = −p+ s1 − s2 − JmJ−1p (λ1 + s1 + s2) (27)
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Ostatné rovnice uº pracujú len s diagonálnymi maticami, ich inverzie sú jednoducho

spo£ítate©né, £o je výhodou tohto postupu. �al²ie tri komponenty kroku ∆u,∆µ1,∆µ2

získame zo vz´ahov
∆u = J−1p (λ1 + s1 + s2 + Jm∆x)

∆µ1 = −µ1 − s1 + J−11 (−∆x+ ∆u)

∆µ2 = −µ2 − s2 + J−12 (∆x+ ∆u)

(28)

kde J1, J2, Jp a Jm sú diagonálne.

Primal-dual search direction ∆w = (∆x,∆u,∆µ1,∆µ2) je teda de�novný ako rie²enie

(27) a (28).

V²imnime si, ºe celý systém pracuje s riedkymi maticami, £o urýchluje výpo£et daného

systému. Najnáro£nej²iu £as´ rie²enia predstavuje výpo£et prvej zloºky (27) Newtonov-

ského kroku. V poslednej £asti práce sa nachádza nami naprogramovaný funk£ný pro-

gram primárno-duálnej metódy vnútorného bodu, ktorý vyuºíva vy²²ie uvedený systém

na získanie primárno-duálneho h©adacieho kroku.

4.2.5 Experimenty a porovnania metód/prístupov

V tejto podkapitole otestujeme nami spomínané metódy/postupy rie²enia TTD úlohy.

V prípade proximal gradient metódy porovnáme 4 rôzne verzie: základnú verziu, zrých-

lenú verziu, spádovú verziu a novú verziu proximal gradient metódy. Experimenty sú

uskuto£nené v prostredí Matlab, niektoré zdrojové kódy sa nachádzajú v poslednej

£asti práce. V²etky pokusy sú vykonané na PC zostave so ²tvorjadrovým procesorom

Intel Core-i7 2,66GHz s opera£nou pamä´ou 6GB RAM.

Za ú£elom zmen²enia rozmerov úlohy budeme uvaºova´ len také potenciálne prie£ky, ºe

ºiadne dve z nich sa navzájom nepretínajú viac ako v jednom bode. Tento dodato£ný

predpoklad nie je vôbec obmedzujúci, pretoºe ak sa dve prie£ky pretínajú viac ako v

jednom bode, musia sa pretína´ práve v nejakých uzloch, a preto je moºné vä£²iu z

prie£ok zloºi´ z men²ích pospájaným £astí. Prípustné prie£ky tohto typu nám vytvára

nami naprogramovaný generátor mrieºky.

Napriek predo²lému zjednodu²eniu v²ak rozmernos´ úlohy(Am×n) s rastúcimi rozmermi

mrieºky uzlov prudko rastie, kvôli pribúdajúcemu po£tu prípustných hrán. Rozmery

rie²ených úloh sú £astokrát tak ve©ké, ºe metódy zlyhávajú kvôli nedostatku pamäti aj

výpo£et gradientu je mnohokrát £asovo náro£ný. Pre lep²ie fungovanie v²etkých metód
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mrieºka rxc m n % nenulových zloºiek

5x5 50 196 7.26

20x20 800 48934 0.5

25x25 1250 119016 0.3

30x30 1800 246690 0.2

50x50 5000 1901930 0.08

100x100 20000 30398894 0.002

Tabu©ka 2: Závislos´ rozmerov úlohy a po£tu nenulových prvkov matice A od rozmeru

mrieºky uzlov

je vhodné vyuºi´ vrodenú vlastnos´ matice A - jej obrovskú riedkos´. St¨pce ai matice

A sú ve©mi riedke, kaºdý obsahuje najviac 4 nenulové zloºky. V prostedí Matlab je

preto vhodné vyuºi´ funkciu sparse. V na²om prípade nám táto funkcia umoºnila rie²i´

vysoko-rozmerné úlohy, ktoré pred jej pouºitím nebolo moºné rie²i´ kvôli nedostatku

opera£nej pamäti po£íta£a(6GB!) a taktieº táto funkcia urýchlila samotný výpo£et

úloh. V prípade pouºitia Proximal gradient metódy bolo pomocou funkcie sparse dosi-

ahnuté aº ²tvornásobné zrýchlenie.

Atraktívnou vlastnos´ou úlohy Truss topology design je, ºe nájde optimálny geomet-

rický tvar (rozloºenie) kon²trukcie, aj ke¤ navonok pracuje len s váhami prie£ok kon²truk-

cie. Optimaliza£ný problém rozhodne, ktoré uzly pouºi´, ako ich pospája´ a nájde aj

optimálne váhy prie£ok. Aj ke¤ za£neme optimalizáciu problému so v²etkými uzlami

pospájanými prie£kami, optimaliza£ný proces nájde optimálnu kon²trukciu, v ktorej je

vä£²ina prie£ok s nulovými váhami. Tento jav budeme pozorova´ aj na nasledujúcom

experimente, ktorý porovnáva v²etky nami naprogramované metódy. Metódy boli na

úlohu TTD aplikované v súlade s výsledkami z kapitol 4.2.3 resp 4.2.4.
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Experiment £.1 - Porovnanie metód

Budeme porovnáva´ primárno-dálnu metódu vnútorného bodu a 4 verzie Proximal

gradient metódy (základnú verziu, zrýchlenú verziu, spádovú verziu a novú verziu).

Modi�kácie proximal gradient metódy v²ak majú rôznu náro£nos´ za jednu iteráciu a

taktieº nemajú rovnakú rýchlos´ konvergencie. Napríklad základná proximal gradient

metóda má najmenej £asovo náro£nú iteráciu, av²ak má najmen²iu rýchlos´ konver-

gencie z uvedených metód. Aby bolo porovnanie týchto odli²ných metód spravodlivé,

kaºdej z nich ponúkneme na vyrie²enie úlohy rovnaký £as (60s, 180s, 1500s). Takisto

budeme pozorova´ postupné nachádzanie rie²enia v £ase.

Metódy porovnáme na nami vygenerovanej úlohe TTD o ve©kosti mrieºky 6x40. Úloha

je mostového typu s viac ako 16500 prípustnými prie£kami a obsahuje 4 �xné body

na spodu, ktoré reprezentujú pevné piliere mostovej kon²trukcie. Na uzly vo vý²ke 1

je aplikovaná jednotková sila smerujúca kolmo na podloºku. Po£iato£né rie²enie sme

poloºili nulovému vektoru a modul pruºnosti v ´ahu (Youngov modul) sme zvolili rovný

hodnote 200, £o zodpovedá oce©ovej prie£ke. V¤aka tomu, ºe máme usporiadanie prí-

pustných prie£ok, vieme vykrelova´ aj geometrický tvar kon²trukcie. Optimaliza£ný

proces nájde optimálnu kon²trukciu, v ktorej je vä£²ina prie£ok s nulovými váhami,

preto sú posledné obrázky na Obr. 8 riedke, je vidie´ zrete©nú mostovú kon²trukciu.

Na obrázku porovnania metód je moºné pozorova´ viacero faktov. Výsledný obrázok

(25min) základnej verzie proximal gradient metódy (1. riadok) ani z¤aleka nepripomína

mostovú kon²trukciu aj napriek tomu, ºe jeho ú£elová funkcia bola malá s duálnou

medzerou 8.42E-04. Rýchlos´ iterácie základnej metódy teda nebola o to©ko vä£²ia,

aby prebila lep²iu konvergenciu ostatných metód. Mostovú ²truktúru nepripomínajú

ani suboptimálne rie²enia v²etkých ostatných metód pri £ase 60s. Dokonca metóda vnú-

torného bodu, nemá ºiadnu výraznú ²truktúru ani po 180s, pretoºe stihla len 8 iterácii.

Z 2. st¨pca je pozorovate©né, ºe zo za£iatku si viedli lep²ie proximal gradient metódy

(aº na základnú), najlep²ie pôsobí 4 metóda, no duálna medzera toto pozorovanie

nepotvrdila. Pod©a duálnej medzery najlep²ie obstála zrýchlena PG metóda. Z obrázka

4. metódy po 1500s moºno vidie´, ºe sa so svojím rie²ením nedostala tak blízko k opti-

málnemu ako 2.,3. a 5. metóda, obrázok v porovnaní s nimi obsahuje viac nenulových

prie£ok. Zo zvy²ných 3 metód (2,3,5) je ´aºké ur£i´ ví´aza - v²etky �nálne obrázky

vyzerajú podobne, obrázky výrazne pripomínajú mostovú kon²trukciu - asi najlep²ie
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obstála metóda vnútorného bodu a zrýchlená proximal gradient metóda. Hodnoty

ú£elových funkcií týchto metód sú takmer identické, najlep²ie skon£ila metóda vnú-

toného bodu. Metódy ²tartovali z nulového vektora, pri ktorom bola hodnota ú£elovej

funkcie f(x0) = 38. Poznamenajme, ºe hodnota ú£elovej funkcie klesla v priebehu

experimentu v prípade proximal gradient metód ve©mi rýchlo na malú hodnotu (po

1min - základná PG - 4.49E-03, ostané PG - 2.82E-03), ale prislúchajúce obrázky

e²te nepripomínajú mostovú ²truktúru. Finálne obrázky majú mostovú ²truktúru, je

zrete©né, ºe vä£²ine prípustných prie£ok bola priradená nulová váha, taktieº je moºné

pozorova´ polohu pilierov mosta - vychádzajú z nich prie£ky s najvä£²ími váhami.

�as|it. 60s 180s 1500s

PGM 6908 1.85E-03 20704 1.64E-03 172173 8.42E-04

APGM 6829 1.75E-04 20521 3.98E-05 171198 2.01E-06

DPGM 6415 1.89E-04 19332 4.42E-05 161602 1.99E-06

NPGM 6484 1.87E-04 19484 5.91E-05 162581 4.49E-06

PDMVB 4 5.66E+00 8 4.08E-02 52 1.97E-06

Tabu©ka 3: Porovnanie metód - základná verzia PG (PGM), zrýchlená PG (APGM),

spádová PG (DPGM), nová PG (NPGM) a primárno-duálna MVB (PDMVB). Na

obrázku je moºné pozorova´ dosiahnutý po£et iterácii metód ako aj dosiahnutú subop-

timalitu rie²ení v závisloti od £asu. Suboptimalita predstavuje duálnu medzeru medzi

hodnotou primárnej ú£elovej funkcie a hodnotou �xne zvolenej duálnej ú£elovej funkcie.

Za hodnotu duálnej ú£elovej funkcie bola zobraná hodnota z MVB (ktorá je takmer

optimálna). Proximal gradient metódy majú men²iu £asovú náro£nos´ na 1 iteráciu,

najviac iterácii stihla najjednoduch²ia základná PG, ale rozdiely v prípade PG metód

nie sú ve©ké. V prípade MVB sú iterácie £asovo náro£né za 25min stihla metóda iba 52

iterácii. Taktieº moºno pozorova´ vä£²iu rýchlos´ PG metód do £asu 180s, priebeºne

najlep²iu hodnotu dosahuje APGM. Finálnu hodnotu ú£elovej funkcie má najlep²iu

PDMVB, aj ke¤ výsledky sú tesné (APGM, DPGM). Preto je moºné, ºe sme metóde

vnútorného bodu pomohli vä£²ím £asom rie²enia, pretoºe do £asu 180s PG metódy silne

zdolávajú MVB. Je moºné, ºe z dôvodu ich algoritmu nevedeli lep²ie "dotla£i´"rie²enie

ako MVB. Ako celkového ví´aza pozorovania by preto sme mohli ozna£i´ zrýchlenú

proximal gradient metódu.

62



Obr. 8: Porovnanie metód: Riadky predstavujú rôzne verzie metód - základná, zrých-

lená, spádová a nová Proximal gradient metóda, posledný riadok predstavuje primárno-

duálna metóda vnútorného bodu. St¨pce sú zoradené pod©a £asu výpo£tu rie²enia (60s,

180s, 1500s).
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Experiment £.2 - Zmena po£tu �xných uzlov

V ¤al²om experimente sa pozrieme na vplyv po£tu �xných uzlov (pilierov) na ge-

ometrický tvar/rozloºenie nosnej kon²trukcie. Podobne ako v predo²lom experimente

pouºijeme ve©kos´ mrieºky 6x40. Úloha je mostového typu s viac ako 16500 prípustnými

prie£kami. Na uzly vo vý²ke 1 je aplikovaná jednotková sila smerujúca kolmo na pod-

loºku. Po£iato£né rie²enie sme poloºili nulovému vektoru (f(x0)=38) a modul pruºnosti

v ´ahu (Youngov modul) sme zvolili rovný hodnote 200, £o zodpovedá oce©ovej prie£ke.

Výsledné obrázky majú zrete©nú mostovú ²truktúru, vä£²ine prípustných prie£ok bola

v optime priradená nulová váha. Taktisto je moºné pozorova´ polohu pilierov mosta

- vychádzajú z nich prie£ky s najvä£²ími váhami. V²imnime si, ºe na obrázku s 3

piliermi je viac prie£ok ako na ¤al²ích dvoch, taktieº obsahuje prie£ky s vä£²ou váhou

v pomere k ostatným prie£kam. Na udrºanie rovnakej zá´aºe potrebuje silné nosné

prie£ky. Z obrázkov je moºné tieº pozorova´ jav, ºe s pribúdajúcim po£tom pilierov

sa vý²ka mostových ²truktúr zniºuje. V prípade 6 pilierov siaha mostová kon²trukcia

len do vý²ky 4, naopak v prípade len 3 pilierov je kon²trukcia vo vý²ke 5. Rie²enia sú

získané primárno-duálnou metódou vnútorného bodu, hodnoty duálnej medzery sú v

poradí obrázkov nasledujúce: 1.13E-05, 1.97E-06, 1.07E-07.

Obr. 9: Vplyv po£tu pilierov na tvar mostovej kon²trukcie

64



Experiment £.3 - Ve©korozmerná úloha

V nasledujúcom experimente sa jedná o úlohu ve©kých rozmerov - mrieºka má rozmery

Obr. 10: Rie²enie ve©korozmernej úlohy pomocou zrýchlenej proximal gradient metódy

(APGM).

16x50, matica A má rozmery 1600x186116, £iºe úloha obsahuje 186116 prípustných

prie£ok. Zá´aº pôsobí na uzly vo vý²ke 1. Ako po£iato£ný bod rie²enia sme zvolili

nulový vektor, f(x0) = 48. Výsledný obrázok získaný zrýchlenou proximal gradient

metódou má mostovú ²truktúru, prislúcha ú£elovej funkcii o hodnote 4.22E-03. Tak-

isto moºno zrete©ne pozorova´ piliere mostu. Samotný experiment v Matlabe trval 4

hodiny. Metóda dosiahla viac ako 35000 iterácii a ponúkla nám najlep²ie dosiahnuté

rie²enie. Na tento istý problém sme sa pokúsili aplikova´ aj primárno-duálnu metódu

vnútorného bodu, no tá nedokázala z dôvodu zaplnenia opera£nej pamäte po£íta£a vy-

po£íta´ ani prvú iteráciu. Systém pri po£ítaní Newtonovho kroku (27) je pri takýchto

rozmeroch (186tis) £asovo náro£né rie²i´ aj napriek vrodenej riedkosti celého systému.

Bezkonkuren£ným ví´azom pri vysokých rozmeroch je teda zrýchlená proximal gradi-

ent metóda.

Poznamenajme, ºe ak by sme zníºili vý²ku mrieºky na 9x50 boli by sme pravdepodobne

schopní vypo£íta´ presnej²ie rie²enie daného problému, prípadne by sme dosiahli rie²e-

nie za krat²í £as.
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5 Záver

V diplomovej práci sme sa venovali úlohe s návom Najmen²ie ²tvorce regulované l1

normou. Urobili sme analýzu a porovnanie rôznych prístupov, ktoré moºno pouºi´ na

rie²enie danej úlohy, a taktieº sme uviedli rôzne moºné praktické aplikácie danej úlohy.

Na dvoch vybraných aplikáciach sme otestovali nami naprogramované metódy.

V jednotlivých £astiach sme sa oboznámili s rôznymi poznatkami a vlastnos´ami úlohy

l1 regulovaných najmen²ích ²tvorcov. Taktieº sme uviedli mnohé aplikácie daného

optimaliza£ného problému, z ktorých sme sa bliº²ie venovali l1 �ltrovaniu a prob-

lematike Truss Topology Design. V druhej £asti práce sme si v²eobecne predstavili

dve konkuren£né metódy konvexnej optimalizácie, ktoré sa dajú na numerické rie²e-

nie daných úloh pouºi´. Konkrétne sa jedná o Proximal gradient metódu a Metódu

vnútorného bodu. Metódy sme sa neskôr snaºili £o najlep²ie prispôsobi´ na rie²enie

na²ich úloh. V prípade l1 �ltrovania sme primárno-duálnu metódu vnútorného bodu

pouºili na rie²enie duálnej úlohy daného problému, ktorá bola v tvare kvadratického

programovania. Proximal gradient metóda bola pouºitá na rie²enie ekvivalentnej for-

mulácie l1 �ltra. Numerické experimenty jasne ukázali, ºe na rie²enie l1 �ltrovania je

vhodnej²ia metóda vnútorného bodu, ktorá narozdiel od proximal gradient metódy v

tomto prípade pracuje s riedkymi maticami. Na rie²enie Truss topology design problému

sme proximal gradient metódu pouºili na pôvodnú neohrani£enú formuláciu problému,

zatia© £o metódu vnútorného bodu sme aplikovali na ekvivalentnú formuláciu v tvare

kvadratického programovania. Uº pri rozmeroch úlohy 480x16502 bolo moºné pozorova´

výhodu proximal gradient metódy vo£i metóde vnútorného bodu. Proximal gradient

metódy mali ove©a menej £asovo náro£nú iteráciu a konvergovali k optimálnemu rie²e-

niu rýchlej²ie ako metóda vnútorného bodu. Nízku hodnotu ú£elovej funkcie dosiahli

za pomerne malý £as. Pri aplikovaní metód na vysokorozmernú úlohu s 186000 prípust-

nými prie£kami sme zistili, ºe h©adanie Newtonovho kroku v metóde vnútorného bodu

je tak náro£né, ºe algoritmus nedokázal vypo£íta´ ani prvú iteráciu. Proximal gradient

metóda si v²ak viedla pomerne dobre, za 4 hodiny zvládla 35000 iterácii a ponúkla

suboptimálne rie²enie, ktoré malo po vykreslení riedku, mostovú ²truktúru. Slabina

metódy vnútorného bodu by sa mohla odstráni´, tým ºe by sme h©adali len aprox-

imácie Newtonovho kroku pomocou tzv. Truncated Newton metódy ako sa uvádza v

£lánku [3].
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6 Príloha - zdrojové kódy programov

%Proximal operator l1 filter

function [x]=proxl11(x,t)

m=size(x);

x(3:m)=sign(x(3:m)).*max(0,abs(x(3:m))-t);

%%%%%

%PDMVB l1 filter

function [xi]=l1ipm(y,lambda)

%parametre

e=1e-9;

ef=1e-9;

alfa=0.01;

beta=0.5;

mu=2;

maxls=30;

n=size(y,1);

D=gallery('tridiag',ones(n-1,1),-2*ones(n,1),ones(n-1,1));

D([1,n],:)=[];

DDT=D*D';

Dy=D*y;

j=ones(n-2,1);

v=zeros(n-2,1);

u1=j;

u2=j;

t=1e-10;

f1=v-lambda*j;

f2=-v-lambda*j;

gap=Inf;

mmax=1000;

for i=1:mmax

t=max(t,2*n*mu/gap);

iJ1=sparse(1:(n-2),1:(n-2),u1./f1);

iJ2=sparse(1:(n-2),1:(n-2),u2./f2);

s1=1/t*(1./f1);

s2=1/t*(1./f2);

dv=(DDT-iJ1-iJ2)\(-DDT*v+Dy+s1-s2); %newton

du1=-u1-s1-iJ1*dv;

du2=-u2-s2+iJ2*dv;

rd=DDT*v-Dy+u1-u2;

rc=[-u1.*f1-1/t; -u2.*f2-1/t];

res=[rd;rc];

%LINE SEARCH

neg1 = (du1 < 0);
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neg2 = (du2 < 0);

s = 1;

if (any(neg1))

s = min( s, min(-u1(neg1)./du1(neg1)) );

end

if (any(neg2))

s = min( s, min(-u2(neg2)./du2(neg2)) );

end

s=0.99*s;

for li = 1:maxls

nv = v + s*dv;

nu1 = u1 + s*du1;

nu2 = u2 + s*du2;

nf1 = nv-lambda*j;

nf2 =-nv-lambda*j;

%nove rezidua

nrd=DDT*nv-Dy+nu1-nu2;

nrc=[-nu1.*nf1-1/t; -nu2.*nf2-1/t];

nres=[nrd;nrc];

if ( max(max(nf1),max(nf2)) < 0 && ...

norm(nres) <= (1-alfa*s)*norm(res) )

break;

end

s = beta*s;

end

% aktualizacia

v = nv; u1 = nu1; u2 = nu2; f1 = nf1; f2 = nf2;

gap=-f1'*u1-f2'*u2;

% stop

if ((gap <= e)&&(norm(rd)<=ef))

status = 'vyriesene';

disp(status);

xi=y-D'*v;

1/2*norm(xi-y)^2+lambda*sum(abs(D*xi))

i

return;

end;

end

xi=y-D'*v;

1/2*norm(xi-y)^2+lambda*sum(abs(D*xi))

if (i >= mmax)

status = 'dosiahnuty maxit';

disp(status);

return;

end

%%%%%%

%APGM l1 filter

function [x,k]=accwh(b,lambda,cas)

n=size(b,1);
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%tvorba matice A

A1=zeros(n-1);

for i=1:n-1

A1(i:n-1,i)=1:n-i;

end

A=zeros(n);

A(:,1)=ones(n,1);

A(2:n,2:n)=A1;

t=1/max(svd(A))^2;

G=A'*A;

h=A'*b;

x0=zeros(n,1);

%cas=30;

x=x0;

y=x0;

k=0;

t1 = tic;

while (toc(t1)<cas)

k=k+1;

xs=x;

gg=G*y-h;

[x]=proxl11(y-t*gg,t*lambda);

y=x+((k-1)/(k+2))*(x-xs);

end

x=A*x;

%%%%%%

%Proximal operator l1 norma

function [x]=proxnorm11(x,t)

x=sign(x).*max(0,abs(x)-t);

%%%%%%

%Generator mriezky

function [H,S,l] = gen(r,c)

%vrcholy a ich suradnice

p=0;

S=zeros(r*c,2);

for i=1:r

for j=1:c

p=p+1;

S(p,:)=[j-1,i-1];

end

end %S(1,:) ...prvy vrchol atd

D=zeros(r*c);

for i=1:r*c

for j=1:r*c

D(i,j)=norm(S(i,:)-S(j,:));

end

end

m=D(1,r*c);

vzd=unique(D(D<(m/2+1)& D~=0));
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mm=size(vzd,1);

index=0;

for i=1:mm

w=0;

while (w+2)*vzd(i)<=m

w=w+1;

index=index+1;

nv(index)=vzd(i)*(w+1);

end

end

nv=unique(nv);

mm=size(nv,2);

l=0;

for i=1:r*c

for j=i+1:r*c

pp=0;

for k=1:mm

if (D(i,j)~=nv(k))

pp=pp+1;

end

end

if(pp==mm)

l=l+1;

H(l,:)=[i,j];

end

end

end

end

%%%%%

%Uloha

[H,S,l]=gen(6,39);

kappa=200;

lambda=0.0001;

%tvorba matice A

A=zeros(6*39*2,l);

for i=1:l

a=H(i,1);

b=H(i,2);

beta=sqrt(kappa)*(S(b,:)-S(a,:))*((norm(S(b,:)-S(a,:)))^(-2));

A([2*a-1,2*a],i)=-beta;

A([2*b-1,2*b],i)=beta;

end

A([1,2],:)=zeros(2,l);

A([14*2-1,28],:)=zeros(2,l);

A([26*2-1,52],:)=zeros(2,l);

A([39*2-1,78],:)=zeros(2,l);

b=zeros(6*39*2,1);
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b(82:2:154,1)=1;

x0=zeros(l,1);

t=1/max(svd(A))^2;

A=sparse(A);

b=sparse(b);

G=A'*A;

h=A'*b;

%%%%%

%Vykreslovanie

function []=kresli(x4,H,S)

plot(S(:,1),S(:,2),'ro')

axis([-1,39,-0.2,5.2])

l=size(H,1);

hold on

for i=1:l

if abs(x4(i))>0.00001

hrubka=abs(x4(i))*9;

a=H(i,1);

b=H(i,2);

sa=S(a,:);

sb=S(b,:);

xx=[sa(1),sb(1)];

yy=[sa(2),sb(2)];

plot(xx,yy,'b','LineWidth',hrubka)

end

end

plot([1,37],[1,1],'g','LineWidth',5)

hold off

%%%%%

%PDMVB TTD

function [x,u]=pd(A,b,lambda)

%parametre

e=1e-13;

ef=1e-13;

alfa=0.01;

beta=0.5;

mu=5;

maxit=500;

maxls=20;

G=A'*A;

h=A'*b;

[~,n]=size(A);

j=ones(n,1);
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%premenne

x=zeros(n,1);

u=0.2*j;

u1=j;

u2=2*j;

lj=lambda*j;

t=1e-5;

f1=x-u;

f2=-x-u;

gap=Inf;

for i=1:maxit

t=max(t,2*n*mu/gap);

iJ1=sparse(1:n,1:n,u1./f1);

iJ2=sparse(1:n,1:n,u2./f2);

Jm=iJ1-iJ2;

Jp=iJ1+iJ2;

iiJ=sparse(1:n,1:n,1./diag(Jp));

s1=1/t*(1./f1);

s2=1/t*(1./f2);

w=2*(G*x-h);

%vypocitanie smeru

dx=(2*G-Jp+Jm*iiJ*Jm)\(-w+s1-s2-Jm*iiJ*(lj+s1+s2)); %newton

du=iiJ*(lj+s1+s2+Jm*dx);

du1=-u1-s1+iJ1*(-dx+du);

du2=-u2-s2+iJ2*(dx+du);

rd=[w+u1-u2;lj-u1-u2];

rc=[-u1.*f1-1/t; -u2.*f2-1/t];

res=[rd;rc];

%LINE SEARCH

neg1 = (du1 < 0);

neg2 = (du2 < 0);

s = 1;

if (any(neg1))

s = min( s, min(-u1(neg1)./du1(neg1)) );

end

if (any(neg2))

s = min( s, min(-u2(neg2)./du2(neg2)) );

end

s=0.99*s;

for li = 1:maxls

nx = x + s*dx;

nu = u+s*du;

nu1 = u1 + s*du1;

nu2 = u2 + s*du2;
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nf1 = nx-nu;

nf2 = -nx-nu;

%nove rezidua

nrd = [2*(G*nx-h) + nu1 - nu2;lj-nu1-nu2];

nrc = [-nu1.*nf1-1/t; -nu2.*nf2-1/t];

nres = [nrd; nrc];

if ( max(max(nf1),max(nf2)) < 0 && ...

norm(nres) <= (1-alfa*s)*norm(res) )

break;

end

s = beta*s;

end

% aktualizacia

x = nx; u=nu; u1 = nu1; u2 = nu2; f1 = nf1; f2 = nf2;

gap=-f1'*u1-f2'*u2;

% stop

if ((gap <= e)&&(norm(rd)<=ef))

status = 'vyriesene';

disp(status);

return;

end;

end

if (i >= maxit)

status = 'dosiahnuty maxit';

disp(status);

return;

end

%%%%%

%Proximal grad. pre TTD

function [x1,x2,x3,x4]=PG(G,h,A,b,x0,lambda,t)

c=6000;

cas=c/4;

lambda=lambda/2; %ostatne je pre1/2*norm

%Proximal Gradient

x=x0;

k=0;

t1 = tic;

while (toc(t1)<cas)

k=k+1;

gg=G*x-h;

[x]=proxnorm11(x-t*gg,t*lambda);

end

x1=x;

f1=norm(A*x-b)^2+2*lambda*sum(abs(x));

%Zrychleny PG

x=x0;

y=x0;
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k=0;

t1 = tic;

while (toc(t1)<cas)

k=k+1;

xs=x;

gg=G*y-h;

[x]=proxnorm11(y-t*gg,t*lambda);

y=x+((k-1)/(k+2))*(x-xs);

end

x2=x;

%DESCENT PG

x=x0;

y=x0;

k=0;

t1 = tic;

while (toc(t1)<cas)

k=k+1;

xs=x;

gg=G*y-h;

[z]=proxnorm11(y-t*gg,t*lambda);

fs=norm(A*xs-b)^2+2*lambda*sum(abs(xs));

fn=norm(A*z-b)^2+2*lambda*sum(abs(z));

if(fn<=fs)

x=z;

end

v=xs+((k+1)/2)*(z-xs);

y=(k/(k+2))*x+(2/(k+2))*v;

end

x3=x;

%NAS PG

x=x0;

y=x0;

k=0;

t1 = tic;

while (toc(t1)<cas)

k=k+1;

xs=x;

gg=G*y-h;

[z]=proxnorm11(y-t*gg,t*lambda);

fs=norm(A*xs-b)^2+2*lambda*sum(abs(xs));

fn=norm(A*z-b)^2+2*lambda*sum(abs(z));

if(fn<=fs)

x=z;

else

gg=G*xs-h;

x=proxnorm11(xs-t*gg,t*lambda);

end

y=x+((k-1)/(k+2))*(x-xs);

end
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