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Abstrakt

LETKO, Boris: Fraktalny Brownov pohyb vo financiach

Diplomova praca - Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fy-

ziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky.

Vedici: Mgr. Sona Kilianova, PhD.

Cielom diplomovej préace je postavit do kontextu na ocenovanie opcii v praxi po-
uzivany Black-Scholesov model s tzv. fraktalnym Black-Scholesovym modelom,
ktorého zaklad tvori fraktalny Brownov pohyb. Na zvladnutie tejto komparacie je
potrebné po teoretickej stranke nastudovat koncept fraktdlneho Brownovho po-
hybu. Na jednej strane potrebujeme definicie a charakteristiky, medzi ktoré patria
napriklad dlhodobé zéavislost, samopodobnost, ¢i klicova vlastnost zapric¢itujica
existenciu arbitraze - pre Hurstov index H # % nie je fraktalny Brownov pohyb
semimartingal. Na druhej strane néas kvoli vzorcom na ocenovanie opcii budu zau-
jimat aj praktické aspekty. Medzi tieto zaradujeme fraktalnu Itovu lemu ako aj
rozne metddy sliziace na odhadovanie Hurstovho indexu z dat. Pomocou spome-
nutych prostriedkov overime, ¢i model ocenovania opcii zalozeny na fraktalnom
Brownovom pohybe dava v praxi kvalitativne lepsie vysledky ako klasicky Black-

Scholesov model.

Kltcéové slova: fraktalny Brownov pohyb, Hurstov index, ocefiovanie opcii



Abstract

LETKO, Boris: Fractional Brownian motion in finance

Diploma thesis - Comenius University Bratislava, Faculty of Mathematics, Phy-
sics, and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics.

Thesis Consultant: Mgr. Sona Kilianova, PhD.

The goal of this thesis is to discuss and compare the Black-Scholes model for
option pricing used in practice with the so-called fractional Black-Scholes mo-
del, based on fractional Brownian motion. For the sake of this comparision, it is
necessary to study the theoretical aspects of the fractional Brownian motion con-
cept. On one hand, we need definition and basic properties, including long-range
dependence, self-similarity or the key feature causing the existence of arbitrage
- the fractional Brownian motion with H # % is not a semimartingale. On the
other hand, we are interested in other aspects as well, due to formulas of option
pricing: here we have in mind the fractional Ito lemma as well as various met-
hods for estimation of the Hurst index. By the mentioned means we verify if the
option pricing model based on fractional Brownian motion leads to qualitatively

or quantitatively better results than the classical Black-Scholes model.

Key words: fractional Brownian motion, Hurst index, option pricing
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Uvod

Fascinujuci svet financii prechadza uz par rokov tvrdou ocistou. Po tom, ako v
mnohych krajinach poc¢as uplynuljch rokov skolaboval takmer cely finanény sek-
tor, si vela Tudi klddlo otédzku, kde sa stala chyba. Odvsadial sa hrnuli spravy,
ze medzi hlavnych vinnikov spdsobujtcich tento kolaps jednoznacne treba zara-
dif financné derivaty a hazardné obchodovanie s nimi. Tym, nakolko bolo toto
tvrdenie pravdivé, sa v nasej praci zaoberaf nebudeme. Vieme len povedat, Ze
u vicSiny zainteresovanych a u vSetkych nezainteresovanych lIudi od prevalenia
krizy slovo derivat nevzbudzuje prilis vabne pocity a zostane celkom iste zviazané
prave so spominanou krizou.

Medzi derivaty sa zaraduju aj opcie, ktorym sa v tomto texte venujeme. Kon-
krétne nas zaujima ich ocetiovanie. KedZe v stcasnosti sa prehodnocuju vsetky
doteraz zazité mechanizmy pri praci s finanénymi nastrojmi, aj my nacrieme do
zatial nie prili§ prebadanej oblasti. Nebude nas zaujimat ocerniovanie tak ako ho
navrhli uz v roku 1973 vo svojom sldvnom c¢lanku The Pricing of Options and
Corporate Liabilities Fisher Black a Myron Scholes, ale ststredime sa na tzv.
fraktalny Brownov pohyb. Tento pojem bol z finanéného hladiska prvykrat ski-
many v praci Fractional Brownian Motion, Fractional Noises and Applications,
ktorého autormi st Benoit Mandelbrot a John van Ness.

Cielom préce je stadium konceptu fraktalneho Brownovho pohybu, ¢i uz po
teoretickej, ale hlavne po praktickej stranke. Po teoretickej stranke sa zameriame
na zakladné vlastnosti fraktalneho Brownovho pohybu. Spojivom medzi teoretic-
kou a praktickou castou bude odhadovanie Hurstovho indexu z dat, ktoré néas
privedie k aplikacii fraktalneho Brownovho pohybu do ocenovania opcii. Posta-
vime do kontrastu na klasickom Brownovom pohybe zalozeny Black-Scholesov
model s fraktalnym Black-Scholesovym modelom s cielom zistit, ¢i novy pristup
v podobe fraktélneho Black-Scholesovho modelu moze v praxi nahradit zauzivany
Black-Scholesov model.

Tato uz podla ndzvu narocne znejicu tému som si vybral kvoli méjmu zadujmu
o finanéni matematiku. Vzbudila vo mne zvedavost pri hladani odpovede na

otazku, Co sa ukryva za predpisanym ucivom o stochastickom kalkule a tedrii



ocenovania.

Struktira prace je rozdelend do troch kapitol s ndzvami - Fraktalny Brownov
pohyb, Sposoby odhadovania Hurstovho indexu a Fraktalny Brownov pohyb v
praxi.

V Gvodnej kapitole tejto prace sa budeme venovat definovaniu a zakladnym
vlastnostiam fraktalneho Brownovho pohybu, ktoré zhrnieme v tvrdeni a nasledne
dokézeme. Kvoli matematickej korektnosti dokdzeme aj samotnu existenciu frak-
talneho Brownovho pohybu, ¢im sa nam otvori priestor k jeho dolezitym charak-
teristikdm. Z charakteristik spomenieme dlhodobt zavislost, fraktalny Gaussov
Sum a samopodobnost. KIuc¢ovi rolu pri budovani stochastického kalkulu pri kla-
sickom Brownovom pohybe tvorila Itova lema. Pre nase potreby v tejto praci
uvedieme jej fraktalnu verziu. Specidlnu ¢ast venujeme prikladom existencie ar-
bitraZe na finan¢nych trhoch, ktord vyplyva z dalsej kltucovej vlastnosti fraktal-
neho Brownovho pohybu, ktorou je fakt, ze fraktalny Brownov pohyb pre Hurstov
index H # % nie je semimartingal. Neopomenieme ani pozadie vzniku samotného
pojmu fraktalny Brownov pohyb.

V druhej kapitole sa budeme venovat metédam sliziacim na odhadovanie
dodlezitého ukazovatela pri fraktdlnom Brownovom pohybe - Hurstovho indexu.
Uvedieme v tomto texte najpouzivanejsiu metédu - R/S analyzu. Tato relativne
jednoduchu statisticki metédu pouzil pri svojich vypoctoch hydrolég Hurst. Pre
porovnanie uvedieme aj iné existujice metédy rovnako sliziace na klasifikovanie
dat pomocou odhadovania Hurstovho indexu. V zavere tejto kapitoly na konkrét-
nych datach odhadneme Hurstov index za rdzne obdobia a porovname vysledky
dosiahnuté vsetkymi spomenutymi metodami.

Zéaverecna kapitola nasej prace bude patrit aplikovatelnosti fraktalneho Bro-
wnovho pohybu do praxe. Pre akcie vybranych spoloc¢nosti budeme postupne
oceniovat call opcie pomocou dvoch pristupov. V prvom, klasickom pristupe, sa
cena akcie vyvija podla obycajného Brownovho pohybu. Naopak, v druhom pri-
stupe ocerniovania budeme vychédzat z vyvoja ceny akcie podla fraktédlneho Bro-
wnovho pohybu. Odvodenie stochastického kalkulu vedtce k ocenovacim vzorcom
pre fraktalny Brownov pohyb mozno néjst v préaci [11]. Oproti tomu v nasej praci

pri fraktalnom Brownovom pohybe vyuzijeme odhady Hurstovho indexu ziskané



roznymi metdédami, ktoré sme zadefinovali a popisovali v druhej kapitole. Pou-
kazeme tiez na realnych datach na rozdiely pri dvoch spomenutych pristupoch a
takisto porovname vysledky ocenovania s trhovymi cenami opcii pre nami zvolené
spoloc¢nosti.

Hlavnym vlastnym prinosom predkladanej prace je porovnanie efektivnosti
Siestich metdd sluziacich na odhad Hurstovho indexu pre ceny akcii vybranych
spoloc¢nosti a porovnanie teoretickych cien call opcii vypocitanych pomocou kla-
sického ako aj fraktalneho Black-Scholesovho modelu. Cielom tohto celého bolo

preskiimat zmysluplnost pouzitia fraktalneho Brownovho pohybu v praxi.



1 Fraktalny Brownov pohyb

Statistici zvyc¢ajne na modelovanie prirodnych tikazov (zrazky, hladiny riek) po-
uzivaju jednoducht ndhodnt prechadzku alebo Brownov pohyb. Ked sa hydroldg
Harold Edwin Hurst pokusal navrhnaf optimélnu priehradu na Nile, modeloval
uroven hladiny riek pomocou Brownovho pohybu. Na svoje prekvapenie zistil, ze
hladina rieky nie je tiplne ndhodna. Namiesto nezévislych prirastkov procesu (ty-
pickych pre Brownov pohyb), pozoroval medzi nimi korelaciu, ktord naznacovala,
ze hladina rieky sa sprava ako vychylena nahodna prechadzka alebo fraktalny
Brownov pohyb [27]. S fraktalnym Brownovym pohybom sa stretneme nielen pri
prirodnych javoch, ale aj pri modelovani logaritmickych vynosov akcie, empirickej
volatility a inych turbulentnych vplyvoch [1].

Z matematického hladiska bol tento pojem zavedeny Kolmogorovom [14] a
Studovany v praci Mandelbrota a Van Nessa [17], kde bola vybudovana stochas-
tickd integralna reprezentacia v zmysle Standardného Brownovho pohybu [21].

Brownov pohyb mozeme chapat ako ndhodni prechadzku, kde kazdy nasle-
dujuci krok je nezavisly od predchadzajiceho. Hovorime o procese s nezavislymi
prirastkami a nulovou pamifou . Fraktalny Brownov pohyb predstavuje zovse-
obecnenie uvedenej myslienky. Predstavif si ho mozno ako vychylenii ndhodnt
prechadzku. V tomto pripade teda uz jednotlivé kroky nie st nezévislé, naopak,
kazdy krok zavisi od vSetkych predchadzajicich [27]. Dostavame sa tak k definicii

kIacového pojmu.

1.1 Definicia a zakladné vlastnosti fraktalneho Brownovho
pohybu

V tejto Casti predstavime najprv vSeobecny Gaussov proces a nasledne uvedieme
definiciu fraktalneho Brownovho pohybu ako $pecidlneho pripadu Gaussovho pro-
cesu. KedzZe tento nie je jediny, uvedieme na ilustraciu aj dalSie priklady, ktoré sa

od fraktalneho Brownovho pohybu lisia inou $pecifikdciou kovarianc¢nej funkcie.

Inulova pamif znamena, Ze v kazdom &asovom okamihu sa rozhodujeme tplne ndhodne, bez

ohladu na to, ako sme sa do daného stavu dostali



Na zaver sformulujeme a dokadZzeme zakladné vlastnosti fraktalneho Brownovho

pohybu.

Definicia 1.1 [16] Gaussov proces {X;er, kde T' je indezovd mnozina, je si-
bor redalnych nahodnych premenngych definovanych na rovnakom pravdepodobnost-
nom priestore takych, Ze pre kaZdi podmnoZinu F C T md ndhodny vektor
Xr = { X }hier Gaussovo (normdlne) rozdelenie. Ekvivalentne, {X,}ier je Gaus-
sov proces, ak kaZdd konecnd linedrna kombindcia Yicrpa; Xy, kde a; € R, je bud

identicky rovnd nule alebo ma Gaussovo rozdelenie na R.

Pri klasickom Gaussovom (normélnom) rozdeleni vieme pomocou vektora stred-
nych hodnot a kovarianénej matice toto rozdelenie plne popisat. Podobne mozeme
uvazovat aj o Gaussovom procese, ktory je plne Specifikovany strednohodnoto-
vou a kovarian¢nou funkciou. Ak predpokladame, ze X (t) je Gaussov proces, tak

strednohodnotovil funkciu mozeme formalne zapisat ako:

a kovarianéni funkciu ako:
R(s,t) = cov{X(s), X ()},

kde 0 < s,t. Ak je strednohodnotova funkcia nulova, hovorime o centrovanom
Gaussovom procese [4], [16].
Ak specifikujeme kovarianéni funkciu, dostavame nasledovné priklady Gaus-

sovych procesov s nulovou strednohodnotovou funkciou [16]:
e Wienerov proces {W,}: R(s,t) = E(W,, W;) = min(s, t);
e Ornstein-Uhlenbeckov proces {Y;}: R(s,t) = E(Y,,Y;) = e~ lt=l;

e fraktalny Brownov pohyb {B/’}:
R(st) = E(BY, B) = J(2H + 52 — |t = sH)
Definicia 1.2 [1] Nech H je konstanta z intervalu (0,1). Fraktdalny Brownov

pohyb BT pre vietky t > 0 s Hurstovym indezom H je spojity a centrovans

Gaussov proces s kovariancnou funkciou v tvare:

1
Ru(ts) = BB/ BJ] = S(*" + 8 — [t — s*"). (1)



Hurstov index v Statistike predstavuje mieru, ktora rozclenuje casové rady do
troch kategérii. Pre H = % ide o ndhodné procesy, ktorych prirastky nie st
korelované. Pre H # % ide takisto o ndhodné procesy, avsak prirastky tychto pro-
cesov uz vykazuju istu koreldciu, podla ktorej rozozndvame dva typy procesov.
Pre H < % ide o antiperzistentné procesy so zaporne korelovanymi prirastkami a

.....

ekonomickych a finan¢nych casovych radov patri do skupiny perzistentnych pro-

cesov, t.j. H > % [23]. Z Definicie 1.2 vyplyvaja dolezité vlastnosti fraktalneho

Brownovho pohybu, uvedené v nasledovnom tvrdeni.

Tvrdenie 1.1 Zakladné vlastnosti fraktalneho Brownovho pohybu [1]
1. B =0 a E[BI] =0 pre vietky t > 0.
2. BE je Gaussov proces a E[(BI)?] =t t > 0 pre vsetky H € (0,1).

8. B md homogénne prirastky, t.j. Bﬁs — B sa sprdva rovnako ako BY pre

s, t > 0.
4. BE md spojité trajektorie.
5. Specidlne pre H = % dostdvame klasicky Brownov pohyb.
Dokaz

1. V tomto bode nejde o dokaz v pravom slova zmysle, kedze uvedené vztahy s
priamo definiciami. Totiz, skuto¢nost, ze BT = 0, je len technicky argument
hovoriaci, ze fraktalny Brownov pohyb vzdy zacina v pociatku stradnico-
vého systému a vzfah E[BF] = 0 pre vSetky ¢t > 0 nehovori ni¢ iné, nez
ze strednohodnotova funkcia fraktalneho Brownovho pohybu je nulova. To
vsak vyplyva priamo z Definicie 1.2 - fraktalny Brownov pohyb je centro-

vany Gaussov proces, ¢o znamenad, ze ma nulovi strednohodnotovi funkciu.

2. Ani v druhom bode Tvrdenia 1.1 niet ¢o dokazovat. Prva cast tvrdenia je
zrejma - z Definicie 1.2 priamo vyplyva, zZe fraktalny Brownov pohyb je
centrovany Gaussov proces, ¢o je Specificka trieda Gaussovskych procesov.

Druha4 cast tvrdenia hovori, Ze variancia fraktalneho Brownovho pohybu je

8



mocninovou funkciou, t.j. plati, ze E[(BH)? = t* ¢ > 0 pre vietky H €
(0,1). Opit len vyuzijeme Definiciu 1.2, konkrétne vy¢islime kovarianént

funkciu (1) v bode t = s:

1
Ru(t,t) = E[B' B = E[(B/')’] = 5 (*" + 2" — |t —¢[*") = £,

. Potrebujeme ukézat, Ze proces ma homogénne prirastky. To znamena, Ze st
rovnako rozdelené ako samotny proces a takisto maji rovnakia strednohod-
notovi a kovarianént funkciu. Vdaka tomu, Ze fraktalny Brownov pohyb
je centrovany Gaussov proces vieme, ze kazda jeho zlozka ma normélne

vytvorime z

s )

rozdelenie. Ked vezmeme dve konkrétne zlozky, B/ a BX
nich dvojrozmerny vektor, o ktorom opéit na zaklade rovnakych tivah mo-
Zeme tvrdit, Ze ma dvojrozmerné normalne rozdelenie. Zavedme nasledovné

oznacenie:

1 B
a= ,B= | """, BE, ~ N(0,(t+)*), B ~ N(0,s*1).
-1 BH
Ak uvazujeme maticu B, ktord mé dvojrozmerné normalne rozdelenie, pri-

¢om stredné hodnota jednotlivych zloZiek je i, resp. us a variancia o7,

resp. 03, tak vieme vypocitat stredntt hodnotu a varianciu stéinu o’ B, o
ktorom vieme, ze ma tiez normalne rozdelenie. Vypocet prevedieme v dvoch

krokoch. V prvom kroku pocitajme stredntt hodnotu stcinu a’ B :
E[GTB] = E[Bis — B,] = E[Byys| — E[Bs] = p1 — plo.
V druhom kroku poéitajme varianciu stc¢inu a’ B :

Varla' B] = Var[Bys — By| = E[(Byys — By)?] — E*[Brys — By =
= B[B},, — 2BBs + B] = E[Byys — BJE[Byy, — B =
= BB, = 2E[By1sBy] + E[BY] — E*[Biys — B] =
= Var[Bis| + E*[Biys) — 2E|Bi1sBs] + Var|[By|+
+ E?[B,] — E?[Byy,] + 2E[B4 ] E[B)] — E*[B,] =
= 0} + 03 + 2(E[Bs| B[By] — E[ByysBy]) =

= 02 + 02 — 2cov(By,s, By).



Uk4zali sme, %e sucin a’ B m4 stredntt hodnotu rovnii ju; — pp a varianciu
rovni 0% + 5 — 2cov(By, s, B) a takisto sme uviedli argumenty vypoveda-
jice o normalite sucinu a’ B. Prave takto zadefinovany sucin predstavuje
prirastky procesu B na intervale [s,t + s]. Teraz nam staci jednoduchym

vypoctom vy¢islit stredni hodnotu a varianciu daného sucinu:

E[aTB]:aTE[B]:<1 _1) i :(1 _1) "1 Zo

f2 0
Var[a"B] = a'Var[Bla
( ot cov(Bf{, BI)\ [ 1
= (1 —1>
COU(BfaBEFs) 0-% -1
_ 2

Y

kde sme vyuzili poznatky z bodu 2, Ze o} = (t + s5)*#, 02 = s*1 a tiez

Definiciu 1.2. Dokézali sme, ze prirastky Bfl, — BY ~ N(0,t*#).

. Na dokaz spojitosti trajektorii fraktalneho Brownovho pohybu potrebujeme

dokézat nasledovnt Lemu 1.1

Lema 1.1 [1] Nech H € (0,1). Pre fraktdlny Brownov pohyb existuje ver-

zia, ktorej trajektorie su takmer isto Holderovsky spojité radu ostro mensieho

ako H.

Pred samotnym ddkazom eSte potrebujeme zadefinovat dva dolezité pojmy:

Kolmogorovo kritérium a Holderovska spojitost.

Definicia 1.3 [1] Proces X = {X;}ier md spojiti modifikaciu ak existuji
konstanty oo < 1, >0 a k > 0 take, Ze:

E[|X(t) — X(s)|*] > k|t — s|'*?

pre vsetky s,t € R.

Definicia 1.4 [1] Funkcia f : R — R sa nazgva Hélderovsky spojitd rddu

a, (0 < a < 1), ak existuje konstanta M > 0 takd, Ze:

|f(t) = f(s)| < Mt — s
pre vSetky s,t € R.
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Ak uvazujeme Tubovolné o > 0, pre fraktalny Brownov pohyb B} dost4-

vame:

E(|Bf — B|*] = E[|By'|"]|t — s[*"".

Podla Definicii 1.3, 1.4 dostavame trajektorie fraktalneho Brownovho po-
hybu, ktoré st takmer vSade Holderovsky spojité radu ostro mensieho ako

H [1]. Dokazali sme Lemu 1.1 a tym aj Stvrty bod Tvrdenia 1.1.

% musime overit, ¢i ide naozaj o klasicky Brownov

5. Pre parameter H =
pohyb. Strednd hodnota procesu sa nijak nezmeni, je nulova. Varianciu
vypocitame z Definicie 1.2. Nech bez Gijmy na vSeobecnosti pre casy t, s

plati, ze t < s. Potom dostavame:

1 1
E[BtHBf]:§(t+s—\t—sy):§(t+s+t—s):t.

1.2 Existencia fraktalneho Brownovho pohybu

V tomto odseku kvoli matematickej korektnosti dokédzeme existenciu fraktalneho
Brownovho pohybu. Vsetky dalsie tivahy tak budu staf na pevnych zakladoch a
budi mat zmysel.

Aby sme dokézali existenciu fraktalneho Brownovho pohybu zadefinovaného
v Definicii 1.2, je nutné overif, ¢ funkcia Rpy(t,s) definovand v (1) je naozaj
kovariancénou funkciou. To znamenad, Ze je nutné overit, ¢i je nezaporne definitna,

£.j.

i i CLi(ljRH(ti, tj) Z 0

i=1 j=1
pre Tubovolni postupnost realnych &isel a;,7 = 1,...,n a pre lubovolnti postup-
nost t; > 0. Nezaporna definitnost vyplyva z integralnej reprezentécie ziskanej
Mandelbrotom a Van Nessom v préaci [17], priCom v naSom texte pracujeme s

mierne modifikovanou verziou, ktortt navrhol Nualart v préaci [21]:

1 -1 -1
i A= (s ) ©)

kde W je klasicky Brownov pohyb a

Bl =

11



Ci(H) = \//OOO[(l +s)H-z — sH2]2ds + %

V nasledujtcej ¢asti sa pokisime vypoctom v dvoch krokoch ukazat existenciu
fraktalneho Brownovho pohybu podla [21]. Este predtym vSak zoberme do tvahy

podintegrélnu funkciu zo vztahu (2), t.j. nech
fuls) = (¢ = )12 = [(=9)""75, sERt>0.

Zaujima nés, ¢i takto definovand funkcia je kvadraticky integrovatelna. S vyuzitim
Pozndmky 1.1 vieme, Ze musime overit, ¢ plati vzfah [, fi(s)?ds < oo.

Pre parameter H = % je situdcia jednoduché. Funkcia f;(s) je pre tento para-
meter nulova, a tak je podmienka kvadratickej integrovatelnosti splnena (pretoze
integral z lubovolnej nulovej funkcie je rovny nule, ktord je vzdy mensia ako
nekonecno).

Pre parameter H # % Nualart vo svojej praci [21] uviedol, Ze spominand fun-
kcia f;(s) mdze byt pre s — oo aproximovand vyrazom (—s)% -3, Jednoduchym
vypoctom sa dé overif, Ze tento vyraz je naozaj kvadraticky integrovatelny pre

H#%:

[spras = i, < oo

Dalej pre ¢ > 0 definujme proces:

X, = / ([t — 91175 — [(—s)*]" -4 }aw,

kde W je klasicky Brownov pohyb zabezpecujici ndhodnost. Pomocou takto

definovaného procesu moézeme vztah (2) prepisat ako:

1
Bl'= ——X,.
G

Potrebujeme ukazat, ze proces definovany vo vztahu (2) je naozaj Gaussov proces

s nulovou strednohodnotovou funkciou, t.j. plati, Ze variancia procesu je:
B((B]")?] ="

a variancia prirastkov procesu je:



Poznamka 1.1 [31] Nech X je ndhodnd premennd. X sa nazyva kvadraticky

integrovatelnd, ak plati, Ze: E[X? < oo (t.j. ak X? je integrovatelnd,).

V samotnom vypocte si kvoli jednoduchosti vystacime s pocitanim variancie

procesu, resp. variancie prirastkov procesu s X;. Pocitajme v prvom kroku:

{/R {[(t — )] - [(—S)WH*%} dWsﬂ = (3)

E[X}|=FE

S
subst.; = u’ =

= [l =) = (a4 - 6

0 2 1
e [ Jamrt - o s [a-wrad = @)
oo 0
=1 0 [(1 )3 — ( )H‘ird - = |subst. — u = s
= N u u ut oo = |subst. —u=s
H Oo H-1 H-1]? 1 2H 2
= 2 ()13 = 58] s+ — b = #ICH(H).
0 2H
KedZe sme vztah (2) upravili na tvar
1
Bl = —_X
t Cl(H) ts
dokézali sme, Ze variancia takto definovaného procesu méa spravny tvar, t.j. plati
1
E[(B)?] = E[(X:)%] = *2.
[(B;)7] AV [(X2)7]

Poznamka 1.2 Pri prechode z kroku (3) do kroku (4) sme vyuZili vztah zndmy
ako Itova izometria, ktory wvadzame vo Vete 1.1. Pri prechode z kroku (5) do

kroku (6) sme vyuzili definicni vlastnost funkcie x™ :

o x ak x > 0,

0 ak x <O0.
Integrované funkcie, resp. jednotlivé scitance sa podla vyssie uvedenej vlastnosti

spravaju nasledovne:

(1 — )t = l—u  akué€ (—o0,1),

0 ak u € [1,00),
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—U ak u € (—o0,0),
(0" = o)
0 ak u € [0, 00).
V Tabulke 1 je suhrn predpisov integrovanych funkcii na jednotlivych intervaloch.
Z toho vidime, Ze vztah (5) vieme upravil na vztah (6). Interval (1,00) nds ne-

zaujima, pretoze tam su obe funkcie nulove. Pre upravu je dolezity uz len interval

[0,1), kde nenulovd je len funkcia (1 —u)*.

(—00,0) | [0,1) | [1,00)
l—wt| 1—-u |[1—-u 0
(—u)* —u 0 0

Tabulka 1: Predpisy funkcii na jednotlivych intervaloch

Za tucelom uvedenia Itovej izometrie vo Vete 1.1, ktort sme vyuzili pri pre-

chode z kroku (3) do kroku (4), je potrebné zadefinovat pojmy z nasledovnej

definicie.

Definicia 1.5 [18] Nech W;(w) je Brownov pohyb na (2, F, P). Symbolom T =
Y(S,T), kde S,T st lubovolné casy, oznacme triedu funkcii f(t,w) : [S,T] x Q —
R, takych, Ze:

o funkcia (t,w) — f(t,w) je B x F—meratelnd, kde B oznacuje borelovské

mnoziny na [0, c0)
e stochasticky proces f(t,w) je F}V —adaptovany
o I [fSTfQ(t,w)dt] < 0.

Veta 1.1 [18] Itova izometria Nech f(t,w) € Y(S,T). Potom plati:

(/STf(t,w)dwt(w))2 =F (/ST fz(t,w)dt) :

V druhom kroku potrebujeme dokazaf, ze plati F[(X; — X,)?] = (t — s)?".

E

Opit kvoli jednoduchosti uvazujeme pritom nasledovné dva procesy:
Y= [ {i- 0t~ (cwnt
R
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resp.
Y= [{is =1t = [ aw

Potom rozdiel

X, - X, = /R [l = w174 (s — )=} aw,

Rovnakym postupom ako v prvom pripade pocitajme:

T
= | [{ie- w0 - - ] -

= [{ie=w1mt == -

E[(Xt - XS)Q] =FK

Opiit rovnakym spdsobom ako predtym upravujeme:

1 1

;=

B _BH_—-___ ¥ X,.
! * Ci(H) C\(H)
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Dokazali sme, ze plati

EI(B! = BIY) = s FIK = X)) = (£ = 9.

Ukazali sme, ze proces uvedeny v Definicii 1.2 je naozaj centrovany Gaus-
sov proces s kovarian¢nou funkciou Ry (t, s). Z uvedenej integrélnej reprezentacie
vyplyvaji podstatné vlastnosti kovarian¢nej funkcie pre samotni existenciu frak-

talneho Brownovho pohybu - je symetrickd a nezaporne definitné [20].

Poznamka 1.3 Aj pri druhom kroku vypoctov, t.j. pri pocitani variancie priras-
tkov procesu, vyuzivame obdobne ako v Pozndmke 1.2 pri upravdch Itovu izomet-

riu a definicni vlastnost funkcie xt.

1.3 Charakteristiky fraktalneho Brownovho pohybu

V tejto kapitole blizsie popiseme zakladné charakteristiky fraktalneho Brownovho
pohybu, medzi ktoré patria dlhodoba zavislost, fraktalny Gaussov Sum a samo-
podobnost. Pre rozne triedy Hurstovho indexu charakterizujeme prislichajtce
typy procesov a jednoduchym vypoctom ukédzeme, ako ich ziskat. Takisto pre
tieto triedy graficky znazornime priebeh prirastkov, ktory sa nazyva fraktalny
Gaussov Sum. Zadefinujeme samopodobnost, ktort pre lep$iu predstavu demo-

nstrujeme na obrazkoch.

1.3.1 Dlhodob4a zavislost

Dlhodobé zavislost ako zédkladné charakteristika fraktalneho Brownovho pohybu
zavisi od prislusnosti k triede Hurstovho indexu. V nasledujuicich riadkoch pred-
stavime rozlicné typy dlhodobej zéavislosti podla vztahu k hodnote Hurstovho
indexu.
Pre parameter H = % mozeme kovarianént funkciu fraktalneho Brownovho
pohybu (1) zapisat ako:
R

1 = min(s, ?).

To znamena, ze sme dostali predpis kovarianc¢nej funkcie obyc¢ajného Brownovho
pohybu a ako sme uviedli vyssie, prirastky tohto procesu st na disjunktnych

intervaloch nezavislé.
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Pre parameter H # % uz vlastnost nezavislosti prirastkov stracame. Naopak,
medzi prirastkami fraktalneho Brownovho pohybu pozorujeme korelaciu. Pozrime
sa preto na koreléciu medzi dvomi prirastkami B/f, — B a B, — B kde s,
t su Casy, pre ktoré plati: s + h < t at — s = nh, pricom n je pocet dielikov o
dlzke h, t.j. uvazujeme navzajom disjunktné podintervaly intervalu [0, T, ktory
je rozdeleny ekvidistantne a T je Tubovolnd hodnota ¢asu. Nasledujicim vypo-
¢tom demonstrujeme spravanie sa prirastkov, ak sa rozdiely medzi dvomi po sebe
idtGcimi prirastkami blizia k nule. Budeme pocitat korelédciu medzi dvomi priras-
tkami, ktord sa vdaka ich nezavislosti redukuje na pocitanie strednej hodnoty.
Nésledne vyuzijeme vztah kovarian¢nej funkcie fraktalneho Brownovho pohybu

definovany v Definicii 1.2 a tiez vztah medzi ¢asmi a delenim intervalu [20].
pu(n) = cov[Byy — By, By — By =
= ¢cov|Biyn, Bsin) — cov[By, Bsyp| — cov[Byip, Bs] + cov[By, Bs]

= 1[(z& + ) 4 (s 4 h)2H — |t — s2] —

2
- %[(s + R 2 — |t — s — B[] -
- %[(t + Rt b s
bl 5] =
_ %[_Qynhy”f + (h(n — 1))*! + (h(n +1))*"] =
_ %h?H[—anH +(n =1+ (n+1)*"] ~

RPHHQH — 1)n*2 -0, n—oo [20].

Q

Z predchadzajucej tivahy vyplyva, ze ak uvazujeme Coraz mensie casové tiseky;,
korelacia medzi dvomi prirastkami ide do nuly. To znamena, ze na dostatoc¢ne
kratkom casovom useku sa prirastky spravaju nekorelovane.

Situaciu pre Hurstov index H = % sme si uz rozobrali. Vieme tiez, ¢o sa
deje pri Hurstovom indexe, ktory je rozny od % Blizsie specifikujeme procesy

prislichajuce k triede Hurstovho indexu H > %, resp. H < %

1. H > 3, pu(n) >0 [20]
Ide o proces s pozitivne korelovanymi prirastkami, ktory pre dany parameter

H nazjyvame perzistentny [27]. Perzistentny proces ma vlastnost udrziavat
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nastipeny vyvoj procesu. To znamena, ze smer vyvoja nasledovnej hodnoty
procesu je s viac¢Sou pravdepodobnostou rovnaky ako pri predoslej hodnote.
Intenzita trendu narasta pre H bliziace sa k 1. Cize ak sme v minulosti
zaznamenali rastici trend, tak aj v budicnosti mozeme ocakéavat rastici
trend [23]. Ukazka perzistentého procesu je znazornena na Obrazku 1, ktory
vznikol pouzitim programu MatLab. Konkrétne sme pouzili v programe za-
budovanu funkciu w fbm, ktora sluzi na generovanie fraktalneho Brownovho

pohybu.

Fraktalny Brownoy pohyb pre H=07
25 T T T T T T T T T

100 200 300 400 500 600 700 00 900 1000
t
Obr. 1: Fraktalny Brownov pohyb s Hurstovym indexom H=0,7. Ide o perzis-

tentny proces, resp. proces s pozitivne korelovanymi prirastkami.

2. H< %,pH(n) < 0 [20]
Ide o proces s negativne korelovanymi prirastkami, ktory pre dany para-
meter H nazyvame antiperzistentny [27]. Antiperzistentné procesy su tzv.
mean-reverting procesy?. Graficky si ttito charakteristiku mozeme predsta-
vit tak, Ze narast hodnoty procesu je s viic¢Sou pravdepodobnostou nasledo-
vany poklesom hodnoty procesu a naopak. Intenzita “pritahovania“ narasté
pre H bliziace sa k nule. Cize ak sme zaznamenali v minulosti klesajtci

trend, v budicnosti mdézeme ocakavat trend rasttci [23]. Ukazka antiper-

Zylastnost mean-reverting predstavuje pritahovanie k dlhodobej, limitnej hodnote [28]
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zistentného procesu je znazornena na Obrazku 2, ktory sme rovnako ako pri

perzistentnom procese ziskali pouzitim funkcie w fbm v programe MatLab.

Fraktalny Brownov pohyb pre H=0,1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
100 200 300 400 500 BOO 700 SO0 900 1000
t

Obr. 2: Fraktalny Brownov pohyb s Hurstovym indexom H=0,1. Ide o antiper-

zistentny proces, resp. proces s negativne korelovanymi prirastkami.

Z predchadzajiceho odvodenia vidime, ze korelacia prirastkov vobec nezavisi
od casu t, ale hlavne od Hurstovho indexu H. Kvoli perzistentnosti a antiper-
zistentnosti, ktoré sihrnne nazyvame dlhodoba zavislost, sa neda fraktalny Bro-
wnov pohyb rozdelif na zlozku obsahujticu periodicky trend a zlozku obsahujicu
normalny ndhodny Sum podobne ako to bolo mozné pri klasickom Brownovom
pohybe. Désledkom toho je, ze fraktalny Brownov pohyb je vypoctovo naroc¢nejsi

pri simulovani [20], [27].

1.3.2 Fraktalny Gaussov Sum

Aj fraktalny Gaussov Sum patri medzi tie zédkladné charakteristiky fraktalneho

Brownovho pohybu, ktoré zavisia od prislusnosti k triede Hurstovho indexu.

Definicia 1.6 [8] Nech Bl je fraktdlny Brownov pohyb. Oznaéme proces priras-
tkov fraktdlneho Brownovho pohybu B ako X = {X; : t = 0,1,...}, pricom

X, = Bﬁl — BE. Takto definovany proces nazjvame fraktdlny Gaussov Sum.
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1 1 1 1 1 1 1 1 1
a 100 200 300 400 500 60O 70O §00 900 1000

Obr. 3: Fraktalny Gaussov Sum pre perzistentny proces s Hurstovym indexom

H=0,7. Pozorovat mozeme periddy, v ktorych proces rastie a v ktorych kles4.

Vyuzijuc spolu s Definiciou 1.6 vlastnosti z Tvrdenia 1.1, mozeme tvrdit,
ze kazdé X; ma normaélne rozdelenie, kedZe je vytvorené ako linedrna kombinacia
fraktalneho Brownovho pohybu, ktory je Gaussovym procesom [8]. Na Obréazkoch
3, 4 vidime priklady fraktalneho Gaussovho Sumu pre rovnaké parametre H ako na
Obrazkoch 1, 2. Na Obrazku 3 st pozorovatelné periddy, v ktorych proces rastie a
v ktorych klesa. Na Obrazku 4 pozorujeme negativnu korelaciu prirastkov, ktora

sposobuje vyssiu variabilitu.

1.3.3 Samopodobnost

Definicia 1.7 [5] Nech T = {t;t > 0}. Proces s redlnymi hodnotami {X;,t € T'}
sa nazyva samopodobny s indexom H > 0, ak pre kazdé a > 0 je konecnorozmerné
rozdelenie procesu {Xu,t € T} identické s konecnorozmerngm rozdelenim pro-
cesu {a Xy, t € T}. To znamend, Ze ak k > 1, t1,....t, € T a lubovolné a > 0,
plati:

(Xatys s Xay) = ("X, ... a" X,). (7)

Poznamka 1.4 [5] Vztah (7) definovany v Definicii 1.7 mozZeme vyjadrit ako:
d ¢ H
{Xat7t€T}:{CL Xt,tET}
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_4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a 100 200 300 400 500 60O 70O §00 900 1000

Obr. 4: Fraktalny Gaussov Sum pre antiperzistentny proces s Hurstovym indexom
H=0,1. Pozorovat mozeme negativnu korelaciu prirastkov spésobujicu vyssiu va-

riabilitu.

. d ;Y . . .
Pre fizné t € T vztah X = o™ X, znamend, Ze ndhodné premenné Xq a a™ X,

maju identicke rozdelenia.

Kvoli lepsej nazornosti sme v zmysle Definicie 1.7 vykonali simulécie frak-
talneho Brownovho pohybu. Podobne ako pri predoslych grafickych ukazkach
(priebeh fraktalneho Brownovho pohybu, fraktédlny Gaussov Sum) sme uvazovali
Hurstov index 0,1 a 0,7. Casovy interval sme zvolili [0,500]. Na Obrazku 5 st
znazornené samopodobné procesy pre Hurstov index H = 0, 1. Modrou farbou je
znazorneny vzdy povodny fraktalny Brownov pohyb a ¢ervenou proces s rovnakou
distribiciou, samopodobny proces. Na Obrazku 6 platia rovnaké pravidla ako pri
predoslom, akurat uvazujeme Hurstov index H = 0, 7.

Na Obrazkoch 5, 6 mozeme pozorovat, Ze priebeh procesov mé podobny cha-
rakter. Dostali sme rovnako sa spravajice procesy, o com vypovedaju aj rovnaké

Statistiky (strednd hodnota a variancia).
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hodnoty FEP

_1|:| 1 1 1 1 | 1 1 | 1
0 a0 100 150 200 250 300 350 400 450 500

hodnoty FEP

1 1 1 | 1 1 | 1
o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
cas

Obr. 5: Simul4cie priebehu procesu B, (hore) a procesu 2007 BZ (dole) pre

H=0,1ate][0,500].

», 1 . . .
1.4 Fraktalny Brownov pohyb pre H # ; nie je semimar-
tingal
V tejto podkapitole sa budeme venovat dolezitej charakteristike fraktédlneho Bro-
wnovho pohybu. Uvedieme definicie potrebné na porozumenie pojmu semimar-

tingal. Tiez spravime numerické vypocty variacie, ktoré potvrdia, ze fraktalny

Brownov pohyb pre H # % nemoze byt semimartingal.

Definicia 1.8 [18] Stochasticky proces {X;}i>0 na pravdepodobnostnom pries-
tore (Q, F,P), kde Q je dana mnoZina, F je o—algebra meratelnych mnoZin na
Q a P je pravdepodobnostnd miera na ), sa nazyva martingal vzhladom k filtrdacii

{M;}i>0 v miere P ak:
1. ndhodnd premennd X; je M;—meratelnd pre Vt > 0,
2. E[|Xi]] <0 VE>0,

3. E[X,|M] =X, Vs>t
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hodnoty FEP
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Obr. 6: Simulacie priebehu procesu B, (hore) a procesu 2007 BZ (dole) pre

H=0,7ate][0,500].

Definicia 1.9 [26] Zobrazenie T : Q — [0,00] sa nazgva {F;}—Markovovsky
cas, ak:

{T <t} :={w:T(w) <t} e {F}

pre kazde t < oo.

Definicia 1.10 [24] Lokdlny martingal vzhladom k filtrdacii { F;} je { Fi}—adaptovany
stochasticky proces Xy, pre ktory existuje rastica postupnost { F; } — Markovouvskych

casov 1; takych, Ze:
1. 1, — oo takmer isto ak k — oo
2. Xinr, je {Fi}—martingal pre vsetky k.

Definicia 1.11 [2] Nech D = D|0, 1] je priestor redlnych funkcii x na [0, 1], ktoré

st sprava spojité a maji limitu zlava. Funkciu nazgyvame cadlag funkcia, ak:
1. pre 0 <t < 1:x(t+) = lim, 4+ 2(s) existuje a x(t+) = x(t)
2. pre 0 <t <1:z(t—)=lim, ;- x(s) existuje.
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Definicia 1.12 [15] Semimartingal vzladom k filtrdcii {F;} je stochasticky pro-

ces X : 2 x [0,00) = R, ktory méze byt rozloZeny na:
Xy = Xo+ M, + A,

kde M je lokdlny martingal a A je cadlag adaptovany proces s ohranicenou va-

ridciou.

Definicia 1.13 [21] Nech X = {X;,t > 0} je stochasticky proces so spojitymi
trajektoriami. Nech p > 0 je pevne danée. Potom p-varidciu procesu X na intervale

[0,T] definujeme ako nasledovni limitu:

n

p
lim E ‘Xﬂ - X(j—l)T .
n—00 < n n

J=1

Poznamka 1.5 [21] Ak p-varidcia existuje a je nenulovd, tak pre lubovolné g > p

je g-varidcia nulovd a pre lubovolné q < p je nekonecnd.

Napriklad kvadratickd variacia (2-variacia) klasického Brownovho pohybu je rovna
dlzke intervalu 7. Rogers vo svojej praci [25] dokézal, Ze fraktalny Brownov pohyb
B{! mé koneénti —variaciu, ktoré sa rovna ¢, T, kde ¢, = E(|B{!|?).

Podla Definicie 1.13 spocitame pre fraktalny Brownov pohyb %—Variéciu pre
rozne volby parametra n bliZziaceho sa k nekonecnu s cielom overit, ¢ je variacia
naozaj koneéna a rovnajica sa ¢, T, kde ¢, = E(|B|P). Zvolme pevny Casovy
interval [0, 100] a postupne Hurstove indexy 0,7,0,2 a 0,5. Vysledky uvadzame
v Tabulkach 2-4 s rovnakou Strukttrou - v prvom stipci je parameter n bliziaci
sa k nekone¢nu, v druhom stipci je %—variécia pre konkrétnu volbu H. Zvys$né
stlpce sliZia na overenie tvrdeni z Poznamky 1.5.

V Tabulke 2 st vysledky pre H = 0, 7. Vidime, ze %—variécia konverguje ku
kone¢nému ¢islu. Skutoénéd hodnota, ktorej by sa mala rovnat je ¢, 7" = 13, 31.
Kvadraticka variacia konverguje k nule, ¢o je pre H > % spravny vysledok vzhla-
dom k Poznamke 1.5. Dalej sme si zvolili postupne ¢ = 0,1 a ¢ = 3. Pre ¢ < %
(stvrty stlpec) dostavame nekoneénti variaciu a pre ¢ > % (piaty stipec) dosté-

vame nulovi variaciu, ¢im sme potvrdili tvrdenia z Poznamky 1.5.

24



n %—Variécia kvadraticka q< % q> %
100 6,17 2,63 77,34 0,69
1000 10,80 2,24 693,92 0,17

10000 12,93 1,14 6001,01 0,02
100000 13,13 0,46 51097,18 | 0,00
1000000 13,20 0,19 435021,62 | 0,00
2000000 13,24 0,14 828972,31 | 0,00

Tabulka 2: Variacie pre H =0, 7.

n %—Variécia kvadraticka | ¢ < % q> %
100 6630,95 176,79 450,78 | 154241,13
1000 507,34 347,33 332,43 1235,45

10000 492,44 1417,95 854,08 432,44
100000 449,87 5471,41 2047,02 146,85
1000000 356,15 19880,02 | 4473,29 42,64
2000000 316,02 28724,41 | 5494,20 27,30

Tabulka 3: Variacie pre H = 0, 2.

V Tabulke 3 st vysledky pre H = 0,2. Opit mdZeme sledovat konvergenciu
%—Variécie ku kone¢nému dislu, ¢,7" = 311, 10. Kedze teraz mame H < %, kvad-
raticka variacia je nekonecna, ako sa uvadza aj v Poznamke 1.5. Preq=3aq¢=7
dostavame kvalitativne rovnaké zavery ako pre parameter H = 0, 7.

V Tabulke 4 sme zaznamenali vysledky pre H = 0,5, teda ide o klasicky
Brownov pohyb. Druhy a treti stipec sa v tomto pripade zhodujt. Kvadraticka
variacia pre Brownov pohyb sa rovna dlzke intervalu, v nagom pripade 100, ¢o je
v stlade s vysledkami v druhom, resp. v trefom stipci. Pre overenie Poznamky

1.5 sme zvolili ¢ = 0,1 a ¢ = 3, pricom sme opit dostali rovnaké zévery ako pre

predoslé pripady.
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n %—Variécia kvadraticka q< % q> %
100 105,55 105,55 89,21 172,32
1000 99,97 99,97 714,37 50,70

10000 97,88 97,88 5669,19 15,39
100000 100,44 100,44 45124,19 | 5,08
1000000 99,94 99,94 358528,78 | 1,59
2000000 99,92 99,92 668956,93 | 1,13

Tabulka 4: Variacie pre H = 0, 5.

Poznamka 1.6 [21], [25] Dasledkom vyssie uvedenych dvah je, Ze fraktdlny Bro-
wnov pohyb s Hurstovym indexom H # % nie je semimartingal, pretoZe ak H < %,

, tak kvadratickd varidcia je

N[ —=

tak kvadratickd varidacia je nekonecnd a ak H >
nulovd a I-varidcia je nekonecnd, takZe uvedeny rozklad z Definicie 1.12 nie je
mozny. KedzZe nie je semimartingal, nemoze existovat ekvivalentnd martingalovd
miera. Vo vseobecnosti to znamend, Ze v takomto pripade musi nastat arbitrdz.

Priklady arbitraZe uwvedieme v Kapitole 1.6.

1.5 Fraktalna Itova lema

V tejto casti uvedieme vztah znamy ako Itova lema pre fraktalny Brownov pohyb
alebo zjednodusene povedané fraktalna Itova lema. Odvodenie je podobné ako
pri klasickej Itovej leme, ktoré mozeme néjst v Melicherc¢ikovej ucebnici [18]. Do
tohto textu samotné odvodenie nezahrnieme, ¢itatel ho vSak moze najst napriklad
v praci Shiryaeva [29).

Pre nés z hladiska vypoc¢tov bude dolezitejsi vysledok - modifikované verzia

znameho vzfahu, ktord plati pre Hurstov index z intervalu (%, 1):
dF(t, B = 0,F(t, B )dt + 0, F(t, B! )dB} (8)

Dalej uvedieme vieobecné znenie fraktalnej Itovej lemy vychadzajice z tzv. Wic-
kovho integralu. Koncept Wickovho integralu svojou naroc¢nostou presahuje ra-

mec tohto textu, preto ¢itatela zaujimajiceho sa o matematické detaily odkézeme
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napriklad na prace [1], [22]. PoukdZeme tieZ na podobnost s klasickou Itovou le-
mou.

Pre dve triedy Hurstovho indexu v nasledujtcich riadkoch uvedieme vseobecné
znenie fraktalnej Itovej lemy. Este pred samotnym vSeobecnym znenim fraktalnej

Itovej lemy pripomenieme [tovu lemu pre klasicky Brownov pohyb.
Lema 1.2 [18] Itova lema. Nech X;(w) je Itov proces
dXi(w) = u(t,w)dt + v(t,w)dW(w).
Nech g(t,x) € C*([0,00] X R). Potom
Yi(w) = g(t, Xi(w))

je tieZ Itov proces a plati:

dg 10%¢g

aty = [at(t X+ 5502

291, X, ] dt + %(t, X,)dX,. (9)

Pokracujic v planovanom, v prvom kroku uvedieme fraktalnu Itovu lemu pre

H > % Majme stochasticky proces X;, ktory mozeme v integralnom tvare rozpisat

¢ ¢
X, =Xo+ / ugds + / deBSH,
0 0

resp. zapisané v diferencialnom tvare:

nasledovne:

dXt = U/tdt ‘I— 'Utng{.
Uvazujme dalej dostato¢ne hladkt funkciu f. Potom plati:

(X)) = f(Xo)+ /f uds+/t[f’(Xs)vs]<>dBf+

H(2H —1) / (X U v, (s — r)QH—er] ds, (10)

kde symbol ¢ predstavuje Wickov stcin [10]. Vztah (10) nazyvame fraktalna Itova
lema pre Hurstov index H > %
Pre konstantna volatilitu, t.j. v(s) = v, mézeme vztah (10) prepisat v dife-

rencidlnom tvare:

f/(Xt)utdt + f/(Xt)'UdBl{—I ‘I—
+OHQH — 1) (X)) / (t — 1)1 ~2dpdt —
0
= [F(Xu + BRI (X)] e+ [ (X dBE. (1)

df (Xy)
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Ak do vztahu (11) dosadime parameter H = 5 Vldlme ze ma podobnu struktiru

ako klasickd Itova lema zadefinované v Leme 1.2:

Fol=

A = [ F(Xue+ 507 (X0 | di -+ [F/(X,)] dBF.

Vidime, Ze ¢leny stojace pri dt vo vztahu (11) pre H = % st totozné s ¢lenmi

stojacimi pri dt v Itovej leme.
V druhom kroku obdobne uvedieme fraktalnu Itovu lemu, tentokrat pre pa-

rameter H < % Majme opét stochasticky proces X;, dany:

t t
X, =X, + / ugds + / v, dBH
0 0

resp. zapisané v diferencidlnom tvare:
dX, = wdt + v, dBF
a dostatoc¢ne hladka funkciu f. Potom plati:
Fx) = 100+ [ Fuds + [kl eant +

+ HU()/ (X ves*H Vs +

+ H/ (X U ;(s—r)ZHldr] ds, (12)

kde symbol ¢ predstavuje Wickov stéin [10]. Vztah (12) nazyvame fraktalna Itova
lema pre Hurstov index H < %

Uvazujme opét kvdli jednoduchosti konstantna volatilitu, t.j. v(s) = v. Pre
tento pripad plati v'(s) = 0. Bertic do ivahy uvedent skutoc¢nost, prepisme vztah

(12) v diferencidlnom tvare:
df (Xe) = [f'(Xe)ue + HO*CT (X)) dt + [f'(X)v] dB).

Vidime, Ze posledny ¢len zo vztahu (12) vdaka nulovej derivécii volatility vypadol

a dostali sme rovnakt formulu ako pre H > %

1.6 Priklady arbitraze

V nasledujicej Casti si na jednoduchom, motiva¢nom priklade objasnime dolezity
finan¢ény pojem arbitraz. Na konkrétnom priklade ukézeme, zZe pri fraktalnom

Brownovom pohybe arbitraz skutocne existuje.
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Avsak, ako sa uvadza v préci [11], arbitrdz pri fraktdlnom Brownovom po-
hybe nemusi vzdy existovaf. Jej pritomnost v modeli je ovplyvnend vyberom
integralu, na ktorom je postaveny stochasticky kalkulus pre fraktalny Brownov
pohyb. Pri volbe tzv. pathwise integralu arbitraz existuje, ako demonstrujeme
na konkrétnom priklade. Ak vSak zvolime tzv. Wickov (Wick-It6-Skorochodov)
integral, arbitraz v modeli pritomné nebude, no straca sa jednoduché ekonomicka

interpretovatelnost [1], [11].

1.6.1 Motivaény priklad

Prvy priklad arbitraze mozeme pokojne nazvat motivaénym. Trochu netradi¢ne
na tomto mieste totiz pod prikladom rozumieme vtip, avsak dobre vystihujuci
samotnu podstatu arbitraze.

Na prechadzke je normalny, obycajny ¢lovek a spolu s nim profesor financii.
Ako tak kracaju, zazrie normélny c¢lovek na zemi lezat 100 eurovi bankovku.
Chystajtc sa ju zodvihnut, zastavi normélneho ¢loveka profesor financii slovami:
”Nerobte to! Je absolutne vylacené, aby 100 eurova bankovka lezala na zemi
len tak bez povsimnutia. Ak by tak naozaj bolo, nasiel by sa niekto, kto by ju
zodvihol.”

7 finan¢ného hladiska to znamend, Ze neexistuje prilezitost, ako z nulového

pociato¢ného vkladu zarobif (ndjst volne leziacu bankovku) [7].

1.6.2 Realny priklad

Druhy priklad uz vychddza z matematického modelovania finanénych trhov [6].
Budeme uvazovat trh pozostavajuci z dvoch aktiv. Prvym bude penazny dlhopis a
druhym akcia nevyplacajica dividendy. Zaujimat nés budd ekonomické aktivity
na ¢asovom intervale [0, 7] pre nejaké T" € (0, 00). Pozi¢iavanie si Tubovolného
mnozstva petiazi ako aj predaj nakratko (short-selling) st povolené. Urokova
miera je rovnakd pri pozi¢iavani aj pri pozic¢iavani si. Akcie mdZeme vlastnit
nielen celé kusy, ale pri obchodovani s nimi (nédkup, predaj) umoziiujeme vlastnit
aj zlomky kusov. Nezahrnieme transakéné néklady a akcie sa buda dat kupovat

a predavat za rovnaka cenu.
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Predpokladajme existenciu dvoch stochastickych procesov na pravdepodob-
nostnom priestore (2, A, P). Prvy, {X;}ic(0,r), reprezentuje pohyb petiazi na pe-
naznom dlhopise. Druhy, {Y;}ic(o,r), predstavuje vyvoj ceny akcie. Fraktalny

Black-Scholesov model méZzeme potom zapisat takto:
Xt = ert7 t e [O,T] (13)

Y, = Yoelte By e 0, T, (14)

kde Yj, o st kladné a r, v redlne konstanty. Vyuzijic modifikovant fraktalnu Itovu

lemu (8), mdézeme vztahy 13 a 14 prepisat [6]:
dX; = re’'dt = rX,dt, (15)
resp.
4y, = (r+ V)Yoe(rJru)tJraB{fdt + UYOe(rJru)tJraB{IdBtH
= Yi((r +v)dt + odB). (16)

Shiryaev vo svojej praci [29] ukazal, ze pre H € (3,1) existuje vo fraktdlnom
Black-Scholesovom modeli arbitraz.

Uvazujme nasledovné portfélio:
VP =9X, +01Y;, te(0,7T) (17)
a pre ¢ > 0 zvolme konkrétne stratégie:
1953 _ cY{)(l _ €2ut+2cTBtH)
Ot = 2¢(e”t BT 7).
Po dosadeni stratégii do vztahu (17) dostavame:

‘/;19 — C}/bert(]_ o eZut—i—QaBtH) +
+ 2C%€(T+V)t+aB{I (eut—i-aBg{ . 1) _

— CY'Oert(eutJrUBtH o 1)2 —

= cYpe" f(B). (18)
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Vyuzijic modifikovani fraktalnu Itovu lemu (8), dostavame:

d‘/;ﬁ _ CYbert[(r + 21/)62ut+2aB{I N 2(’/“ + V)eyt-i-UBtH + T]dt +
+ QO'CYE)B(T—H/)H—UBtH (evt+oBtI{ . 1)dBtH —

= 9dX, + vldY,. (19)

Zo vztahu (19) vyplyva, ze portfdlio zlozené zo stratégii 99,9} je samofinanco-
vatelné (vid Poznamka 1.7). Pri tychto stratégiach plati, Ze v ¢ase t = 0 méame
V¥ = 0 a pre Iubovolny iny ¢as ¢t > 0 plati VY > 0. Z uvedenych skuto¢nosti

vyplyva, ze v nasom modeli existuje arbitraz [6], [29].
Poznamka 1.7 [18] Majme model
Vi = @St + By,

kde V; je lubovolnd F,—meratelnd ndhodnd premennd (napriklad opcia), By je
penazny dlhopis, Sy je stochasticky proces reprezentujici vyvoj ceny akcie, ¢y
pocet akcii a 1); poclet periainich dlhopisov. Pod pojmom samofinancovatelnost
rozumieme vztah

d‘/t = (ptdSt + wtdBt,

ktory hovori o tom, Ze v case t = 0 zacneme s nejakou hodnotou Vo a v da-
ISom priebehu len upravujeme pomer dlhopisov a akcii bez akéhokolvek dalSieho

vkladania, resp. odoberania prostriedkov.
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2 Spobsoby odhadovania Hurstovho indexu

Ako sme uz uviedli v predoslych ¢astiach prace, Hurstov index sltizi mimo iného
na kategorizaciu ¢asovych radov. Vieme, ze nadobuda hodnoty z otvoreného inter-
valu (0, 1), pricom kltcova je najmé hodnota H = % Pri tejto hodnote hovorime

o klasickom Brownovom pohybe. Pre dva vzniknuté podintervaly z defini¢ného

1
2

oboru Hurstovho indexu, (0, 3), resp. (%, 1), dostavame diametralne odlisne sa
spravajuce typy ¢asovych radov, resp. procesov. Vykazuju rozliéné statistické cha-
rakteristiky, ktoré sme popisali v predoslej kapitole.

Samozrejme, hodnota Hurstovho indexu nie je zndma pri prvom pohlade na
Casovy rad. Je preto nutné tento parameter z dat odhadovat. Existuji mnohé
Statistické metddy vyvinuté obzvlast na odhadovanie Hurstovho indexu. V druhe;j
kapitole tejto prace popiseme v praxi najCastejSie pouzivané metédy sliziacie na
odhadovanie Hurstovho indexu. Kvoli relativnej jednoduchosti bude v nasej praci
najviac zastipend tzv. R/S analyza. Ako dovod tohto vyberu moézeme uviest ¢i
uz spominani jednoduchost, ale aj skutoc¢nost, Ze tito metédu pri svojej praci
na Nile pouzil hydrolég Hurst, ktorého meno nesie odhadovany parameter.

Aby vsak nebola preferované len R/S analjza, zaradime aj alternativne me-
tédy sluziace rovnakému ucelu, t.j. odhadovaniu Hurstovho indexu z dat. Na
rozdiel od R/S analyzy pri alternativnych metédach vynechame kompletné od-
vodenie, nakolko nepatri medzi ciele préce.

Zaverecnu ¢ast druhej kapitoly buda tvorit konkrétne numerické odhady Hurs-
tovho indexu pre ceny akcii vybranych spolo¢nosti. Odhady ziskané pomocou
R/S analyzy budi rozdelené podla rokov - za dlhsie ¢asové obdobie (2008-2012)
a za jednotlivé roky (2006-2012). Pre alternativne metédy vynechdme odhady za
jednotlivé roky, venovat sa budeme iba celému ¢asovému obdobiu 2008 az 2012.

Vsetky vysledky odhadovania ziroc¢ime neskor v tretej kapitole pri ocenovani

opcii pomocou fraktalneho Brownovho pohybu.

2.1 R/S analyza na odhad H

Prvou z metdd, ktora priblizime, je tzv. R/S analyza (z anglického vyrazu re-

scaled analysis) [23], [27]. KedZe tato metdda je pomerne jednoduché, uvedieme
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celé jej odvodenie. Toto vychadza len z pocitania zakladnych Statistickych kvantit,
akymi st napriklad priemer, ¢i standardna odchylka.

Pévod vzniku R/S analyzy ako matematickej metédy pocitajucej z dat Sta-
tisticky zaujimavy parameter sa pripisuje hydrolégovi H. E. Hurstovi. Tento Brit
pracoval na africkom kontinente, pri¢om jeho hlavnym cielom bolo navrhnit opti-
malne rozlozenie priehrad na Nile a pomoct tak zefektivnif biedny systém zavla-
zovania ¢i skladovania obrovskych objemov vody. Hurst zozbieral velké mnozstvo
dat, ktoré tvorila troven hladiny rieky Nil. Pocital z nich spomenuté Statistické
kvantity s cielom odhadnit parameter (neskér po fom pomenovany), ktory by
dokézal tieto déata klasifikovat a odligit ich tak od dovtedy uznavanej a ucelenej
predstavy, ze prirastky tirovne hladiny rieky st nezavislé, t.j. spravaju sa ako kla-
sicky Brownov pohyb. K tomuto ¢inu ho nabédala hlavne pozorovana skutoc¢nost,
ktora poukazovala na istt koreldciu medzi prirastkami [27].

Na tomto mieste moZzeme byt svedkami toho, ako lahko sa pri praci s redlnym
cielom (stavba priehrady) da skiznut do objavenia abstraktného matematického
aparatu (R/S analyza).

Na odvodenie R/S analyzy nam sta¢i uvazovat casovy rad X = X, Xo, ..., X,,.
Samotny vypocet preskalovaného rozsahu spociva v nasledovnych jednoduchych

krokoch [23]:
1. vypocitat priemer m = L3 X
2. vypocitat rad Y odisteny od priemeru: Y; = X; —m, t=1,...,n
3. vypocitat rad kumulativnych odchylok Z: Z; = 22:1 Yi,t=1,...,n

4. vypocitat rad R: Ry = max(Zy,...,Z;) —min(Zy,...,Z;), t=1,...,n

5. vypoditat rad Standardnjch odchylok S: S, = \/ IS (X —u), t =

1,...,n, kde u predstavuje strednt hodnotu radu X,..., X;

6. vypocitat rad preskalovanych rozsahov (%)t = g_f’ t=1,...,n.

V skratke nacrtnime vypocet, resp. zopar iteracii pre n = 1024. To znamena,
ze na zaciatku vypoctu mame casovy rad X = Xi,..., Xjg24 reprezentujici za-

tvaracie ceny Iubovolnej akcie. Dlzka zvoleného ¢asového radu zodpovedé zhruba

33



stvorroc¢nej vzorke. Pre tento casovy rad vypocitajme prvy preskalovany rozsah,
ktory ozna¢me RS;. V dalsom kroku rozdelime ¢asovy rad na dva bloky o totoznej
dlzke, t.j. v nasom pripade dostavame dva ¢asové rady o dizke 512. Pre kazdy rad
zvl&st spocitame preskalovany rozsah, pricom vysledny RS, vznikne ako aritme-
ticky priemer dvoch povodne zratanych. Dalsie iterdcie s uz intuitivne zrejmé -
nadalej volime bloky polovi¢nej dlzky z predchadzajticich a pocitame prisltcha-
juce preskalované rozsahy a nésledne ich aritmetické priemery [12].

Strategicky prinos Hursta je, Ze objavil zévislost pre preskalovany rozsah, tzn.

R H
=) =t
(5), -

kde ¢ je vhodnd konsStanta. Z ¢isto matematickych dévodov méZeme tento vztah

ze plati vztah:

zlogaritmovat, t.j. po iprave vyzera nasledovne:

R
log, (5) = Hlog,t + log, c. (20)
t

Ak zvolime logaritmus pri zéklade 2, vidime opodstatnenost volby velkosti ¢a-
sového radu 1024 (=2'") a nasledného delenia na polovice. Dostavame vektor
(10, ...,3), ktory tvori siradnice na x-ovej osi. Vztah (20) vypoveda o zavislosti
medzi ¢asom t a preskdlovanym rozsahom RS, ale v logaritmickej mierke. Ak
tento vztah pomocou regresie zakreslime do grafu, tak sklon vyslednej regresnej
priamky predstavuje hladany odhad Hurstovho indexu H [9], [23].

Ak zvolime za vstupné data denné zatvaracie ceny akcii, rychlo zistime, ze
to nie je vhodny sposob na odhadovanie Hurstovho indexu. Hodnota Hurstovho
indexu totiz vykazuje velmi silny trend, je takmer rovna jednotke. Vysvetlenie
modZzeme hladat pri autokorelacnej funkcii. Tento nedostatok sa d& odstranit po-

uzitim logaritmov dennych vynosov [12].

2.2 Iné metédy odhadovania Hurstovho indexu

Ako sme avizovali v ivode druhej kapitoly, okrem preferovanej R/S analyzy uve-
dieme aj alternativne metédy sltziace na odhadovanie Hurstovho indexu. Vybrali
sme na porovnanie pit metdd, ktorych nazvy aj kvoli lepsej orientécii v literattre

uvadzame v origindlnom zneni. St to metédy - Absolute Value Method (AVM),
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Variance Method (VAR), Variance of Residuals Method (VRM), Periodogram
Method (PER) a Abry-Veitch Method (ABV). V zatvorkach st uvedené skratky
pre jednotlivé metddy. Tieto v dalSom texte vyuzivame napriklad v Tabulke 7, kde
uvadzame vysledky odhadov Hurstovho indexu ziskané prave pouzitim spomenu-
tych metdd. Skratky taktiez uvidime v zdverecnej ¢asti prace, kde buda figurovat
v obrazkoch znazornujucich vysledky z ocenovania opcii s vyuzitim fraktalneho
Brownovho pohybu. Kedze sme si zvolili v tomto texte za hlavnt metédu R/S
analyzu, pre nas alternativne metédy nebudeme celé odvadzat. Poktsime sa len
v skratke vysvetlit ich podstatu.
Majme dany ¢asovy rad X; dlzky N a definujme agregovany rad:

1 km N
X0 (k) == 3 Xik=12... — (21)
i=(k—1)m+1

S vynimkou poslednej metédy buda vSetky ostatné vychadzat ¢i uz z povodného

alebo agregovaného radu definovaného vztahom (21).

2.2.1 Absolute Value Method

Prvou z alternativnych metdd, ktora v tejto ¢asti popiseme, bude Absolute Value
Method [30]. Ako uz z nazvu vyplyva, za zékladnou ideou bude nejakym sposobom
ukryté pocitanie absolutnej hodnoty.

Na zacdiatku uvazujme agregovany rad definovany podla vztahu (21). Ziskali
sme ho rozdelenim poévodného ¢asového radu X; na bloky velkosti m, pricom sme
hodnoty v kazdom bloku spriemerovali. Dalej uvazujme rad prvych absolitnych

momentov takto zadefinovanych radov:

AM™ — |X(m) - X,

1

b
Il

3 2| —
Mswz
|

kde X je priemer celého radu.

Aby sme ziskali odhad hodnoty Hurstovho indexu, do grafu zobrazime loga-
ritmy po sebe idicich hodnét m voci logaritmom absolitnych prvych momentov
agregovaného radu. Sklon vyslednej priamky odhadnuty metédou najmensich st-
vorcov je H — 1 [30]. Z tohto vztahu uz lahko dostaneme hodnotu odhadnutého

Hurstovho indexu.
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2.2.2 Variance Method

Druhou metédou, pri ktorej nacrtneme spdsob odhadovania Hurstovho indexu,
bude Variance Method [13], [30]. Opéf z ndzvu moZeme intuitivne vycitit, o ¢o v
metode pojde.

Do velkej miery je tato metéda podobné metdde Absolute Value Method, preto
rovnako ako pri predoslej metéde uvazujme agregovany rad definovany vztahom
(21). Pocitanie radu prvych absolitnych momentov nahradime v tomto pripade
pocitanim radu, ktory bude pozostéavat z vyberovych variancii definovanych na-

sledovne:

N
— 1 & _
VarX™ = £ (X - X)?,

kde X je priemer celého radu.

Postup pri ziskani odhadu Hurstovho indexu je totozny s predoslou metédou,
t.j. do grafu zobrazime logaritmy po sebe iducich hodn6t m voci logaritmom
vyberovych variancii. Vyuzijic metédu najmensich stvorcov dostaneme odhad

sklonu vyslednej priamky. Tento je rovny 2H — 2.

2.2.3 Variance of Residuals Method

Trefou alternativnou metédou v poradi sliziacou na odhad Hurstovho indexu je
Variance of Residuals Method [30].

Uvod pri vipocte sa nebude ligit od predchadzajtcich popisanjch metéd. Bu-
deme preto uvazovat povodny ¢asovy rad X;, ktory rozdelime do blokov velkosti

m. V ramci kazdého bloku vypocitame rad parcidlnych stim:

Y(t) = ix

Pre vsetky bloky, resp. pre vsetky rady parcidlnych sim odhadneme metédou
najmensich stvorcov priamku v tvare a + bt. Nasledne, ako hovori nazov metddy,

je potrebné vypocitat varianciu rezidui pre kazdy blok:

% SOV () - a— bt

Takymto spdsobom ziskame - odhadov (blokov je prave uvedeny pocet), pre

ktoré v ramci kazdého bloku zratame mediany.
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Pre ziskanie hodnoty Hurstovho indexu potrebujeme este do grafu znéazor-
nif logaritmy medidnov voci logaritmom m. Ako obvykle, markantny bude pre
nas sklon priamky odhadnutej metédou najmensich stvorcov. V pripade pouzitia

Variance of Residuals Method je sklon priamky rovny 2H.

2.2.4 Periodogram Method

Predposledna z metéd, ktoré sme do prace zaradili pod nazvom alternativne,
nesie nazov Periodogram Method [30]. Narozdiel od prvych troch metdd, kde sa
uz z nazvu dalo o metdde nieco dozvediet, pri metéde Periodogram Method uz
tato situacia neplati.

Pod pojmom periodogram si mézeme predstavit proces definovany nasledovne:

kde v je frekvencia, N je dlzka pévodného ¢asového radu X a i je imagindrna
jednotka.

Odhad hodnoty Hurstovho indexu ziskame, ak zobrazime do grafu logaritmy
frekvencii voci logaritmom periodogramu. Sklon odhadnutej priamky je 1 — 2H

[30]. Jednoduchou upravou z tohto vztahu dostaneme Hurstov index H.

2.2.5 Abry-Veitch Method

Zaverec¢nou metddou sliuziacou na odhad Hurstovho indexu, ktorou sa budeme v
praci zaoberaf, nesie nazov po svojich autoroch, Abry-Veitch Method.

Avsak pri tejto metdde vynechame aj akékolvek strucéné vysvetlenie podstaty.
Jej obsahom st totiz tzv. wavelety, ktorych vysvetlenie presahuje ramec tohto
textu. Citatela v pripade zdujmu odkazujeme na pracu [13]. Nebudeme sa tejto
metdde preto venovat a uspokojime sa len s fungujicou metédou, ktorej vystupom

st odhady Hurstovho indexu.

2.3 Odhady Hurstovho indexu pre vybrané akcie

Podkapitolu s nazvom Odhady Hurstovho indexu pre vybrané akcie rozdelime na

dve rovnocenné casti. V prvej z nich uvedieme vysledky z odhadovania Hurstovho
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indexu s vyuzitim RS analyzy. Este pred samotnymi vysledkami vSak popiseme
vyber akcii a sposob, akym sme ich delili do jednotlivych skupin. V druhej ¢asti na
rovnakych datach zopakujeme odhad Hurstovho indexu, avSak pre alternativne

metody popisané v predoslej podkapitole.

2.3.1 Vysledky RS analyzy

Na odhadnutie Hurstovho indexu H pomocou RS analyzy ako aj pomocou al-
ternativnych metéd sme vybrali akcie Sestnastich spoloc¢nosti. Hlavnym zdro-
jom dat sa stala velmi populdrna stranka na ziskanie finanénych informéacii:
www.finance.yahoo.com.

Vyber nebol tplne ndhodny - zaradili sme sem akcie znamych, velkych a sta-
bilngch spolo¢nosti (Google, IBM), ale aj akcie hlavne v Eurépe menej zndmych
spolo¢nosti (Vale, Stratasys). Zaroven sme dbali aj na skutoc¢nost, aby spolo-
¢nosti pochadzali z roznych sfér podnikania. Takto moézeme medzi vybranymi
spolo¢nostami najst zastupcov rdznych odvetvi priemyslu (potravinarsky - Coca
Cola, faziarsky - Vale, Alcoa), I'T biznisu (Microsoft, Apple, Google) ako aj ban-

kového sektoru (AIG, Zions Bancorporation). Pre kazda spolo¢nost sme odhadli

skupina charakteristiky zastupenie
1 E >0,09; Var > 0,3191 TOL, SSYS, ZION, AIG
2 E >0,09; Var < 0,3191 DIS, WMT, AAPL
3 E <0,09; Var > 0,3078 VALE, AMZN, KO, AA
4 E <0,09; Var < 0,3078 | RDSA, IBM, NKE, GOOG, MSFT

Tabulka 5: Rozdelenie spolo¢nosti do skupin podla prislusnosti k priemernému

vynosu a volatilite

osem roznych parametrov H. Prvy odhad H bol zaloZeny na ¢asovom rozmedzi
styroch rokov, konkrétne od roku 2008 do roku 2012. Zvysnych sedem hodnot
predstavovalo odhady H podla jednotlivych rokov po¢nic rokom 2006 a konciac
stcasnostou (2012).

Spolu s odhadnutym H sme pre kazd spolo¢nost spocitali historicki volatilitu
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a prislusny vynos na vzorke dennych zatvaracich cien za posledny rok. Na zaklade
tychto faktorov sme spoloc¢nosti roztriedili do Styroch skupin. Najskor sme spo-
lo¢nosti rozdelili do dvoch podskupin, pri¢om rozdelovacim kritériom bol vztah
k priemernému vynosu, ktory vysiel 0,09. Nasledne sme v kazdej podskupine
spocitali priemernt volatilitu (podskupina s nadpriemernym vynosom: 0,3191 a
podskupina s podpriemernym vynosom: 0,3078) a podla rovnakého kluca ako

v predoslom sme ziskali Styri skupiny. Pre porovnanie odhadov Hurstovho in-

sk. firma H2008—2012 volatilita | vynos 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012
TOL 0,545 0,3734 0,29 0,563 | 0,662 | 0,573 | 0,582 | 0,571 | 0,557 | 0,522

SSYS 0,576 0,5760 0,42 0,644 | 0,520 | 0,584 | 0,627 | 0,542 | 0,647 | 0,632

! ZION 0,591 0,3336 0,13 0,506 | 0,509 | 0,610 | 0,609 | 0,617 | 0,571 | 0,564
AIG 0,602 0,3387 0,19 0,656 | 0,653 | 0,581 | 0,612 | 0,623 | 0,651 | 0,618
AAPL 0,564 0,2665 0,18 0,621 | 0,626 | 0,642 | 0,640 | 0,564 | 0,611 | 0,523

2 WMT 0,564 0,1589 0,11 0,570 | 0,634 | 0,510 | 0,510 | 0,457 | 0,666 | 0,576
DIS 0,572 0,2103 0,17 0,547 | 0,598 | 0,693 | 0,668 | 0,618 | 0,625 | 0,483

VALE 0,506 0,3521 -0,08 | 0,681 | 0,484 | 0,630 | 0,584 | 0,620 | 0,646 | 0,638

KO 0,539 0,7100 -0,15 | 0,587 | 0,663 | 0,663 | 0,645 | 0,522 | 0,640 | 0,632

s AMZN 0,543 0,3349 0,06 0,648 | 0,592 | 0,591 | 0,545 | 0,564 | 0,650 | 0,555
AA 0,573 0,3387 -0,05 | 0,649 | 0,555 | 0,672 | 0,606 | 0,604 | 0,612 | 0,580

IBM 0,516 0,1786 0,04 0,584 | 0,629 | 0,537 | 0,566 | 0,589 | 0,723 | 0,517
RDSA 0,525 0,2011 0,01 0,713 | 0,537 | 0,601 | 0,708 | 0,643 | 0,666 | 0,622

4 NKE 0,529 0,2281 0,02 0,625 | 0,559 | 0,592 | 0,648 | 0,629 | 0,599 | 0,550
MSFT 0,573 0,2089 0,06 0,575 | 0,601 | 0,543 | 0,568 | 0,613 | 0,666 | 0,539
GOOG 0,579 0,2376 0,08 0,656 | 0,637 | 0,568 | 0,629 | 0,620 | 0,676 | 0,592
GSCI 0,556 0,1541 0,05 0,620 | 0,525 | 0,567 | 0,627 | 0,623 | 0,644 | 0,543

> IXIC 0,560 0,1747 0,05 0,604 | 0,517 | 0,599 | 0,616 | 0,631 | 0,645 | 0,572

Tabulka 6: Odhad Hurstovho indexu pomocou RS analyzy pre vybrané spolo-
¢nosti za obdobie 2008-2012 ako aj pre roky 2006 az 2012.

dexu pre zatvaracie ceny akcii vybranych spolo¢nosti uvadzame aj piatu skupinu.
Tato skupina je reprezentovana dvomi akciovymi indexami. Konkrétne sme zvolili
najznamejsie americké akciové indexy - S&P 500 (Standard & Poor’s 500) a NA-
SDAQ (National Association of Securities Dealers Automated Quotations). Tieto
mozeme v dalSom najst aj pod burzovym oznacenim GSCI, resp. IXIC. Pre od-
hady Hurstovho indexu zo zvolenych indexov nebudeme v zaverecnej cCasti prace
pocitat ceny call opcii. Slizia vyslovene len na porovnanie odhadov Hurstovho

indexu s vybranymi spolo¢nostami.
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Obr. 7: Hurstov index odhadnuty pomocou RS analyzy za jednotlivé roky pre
firmy z prvej skupiny.

V Tabulke 5 sme zhrnuli predoslé ivahy o principe delenia spolo¢nosti a vi-
dime, Ze prvi skupinu tvoria spolo¢nosti s nadpriemernym vynosom a volatilitou
- Toll Brothers (TOL), Stratasys (SSYS), Zions Bancorporation (ZION), AIG.
Do druhej skupiny patria spolo¢nosti s nadpriemernym vynosom a podpriemer-
nou volatilitou - Walt Disney (DIS), Walmart (WMT), Apple (AAPL). V tretej
skupine su spolo¢nosti s podpriemernym vynosom a nadpriemernou volatilitou
- Vale, Amazon (AMZN), Coca Cola (KO), Alcoa (AA). Stvrta skupinu tvoria
spolo¢nosti s podpriemernym vynosom i volatilitou - Royal Dutch Shell (RDSA),
IBM, Nike (NKE), Google (GOOG), Microsoft (MSFT). V zatvorkdch sme uviedli
skratky, pod akymi st spolo¢nosti kétované na burze. Akciové indexy tvoriace
piatu skupinu v Tabulke 5 neuvadzame, hoci pre ne sme takisto spocitali his-
torické volatility a prislusné vynosy. Nevstupuju vsak do vypoctov, na zaklade
ktorych sme rozdelovali spolo¢nosti do skupin.

Vysledky dosiahnuté samotnym odhadovanim Hurstovho indexu pomocou RS
analyzy uvadzame v Tabulke 6. Ako mozeme vidiet z Tabulky 6, vSetky H od-
hadnuté za obdobie 2008-2012 (treti stipec) presiahli hodnotu 0, 5, predstavujtcu

klasicky Brownov pohyb. Najblizsie k nej ma spolocnost Vale. V jednom pripade
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(AIG) sa hodnota H vysplhala az nad 0, 6. To znamena, Ze vSetky ceny akcii mo-
zeme povazovat za perzistentné procesy s vlastnostami a charakteristikami, ktoré
sme uviedli v Kapitole 1.3.1. Zaroven su tieto vysledky v stulade s ocakavanim,
ze vacsina ekonomickych a finanénych casovych radov patri medzi perzistentné

procesy [23]. V odhadoch H za jednotlivé roky rovnako pozorujeme, Ze s vynim-
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Obr. 8: Hurstov index odhadnuty pomocou RS analyzy za jednotlivé roky pre
firmy z druhej skupiny.

kou troch pripadov (Vale 2007, Walmart 2010, Walt Disney 2012) vSetky hodnoty
presiahli hranicu 0, 5. V niekolkych pripadoch (IBM 2011, RDSA 2006) mozeme
vidiet aj prekrocenie hodnoty 0, 7. Tieto vysledky st graficky znézornené na Ob-
razkoch 7 - 10. MdZeme na nich pozorovat vyvoj hodnoty Hurstovho indexu v
case za jednotlivé roky pre dané spoloc¢nosti.

Ak by sme hladali medzi odhadmi H za jednotlivé roky maximalne, resp. mi-
nimalne hodnoty, dospeli by sme k pozorovaniu, ze az pri Siestich spolo¢nostiach
vysli najvyssie hodnoty H za rok 2011 a naopak najnizsie hodnoty H vysli rov-
nako pri Siestich spolo¢nostiach za rok 2012. Pri pohlade na Tabulku 6 mozeme
dalej pozorovat, ze pre vSetky skupiny plati, Ze viicSina odhadov parametra H
pre jednotlivé roky je vicsia ako odhad H pre celé obdobie 2008-2012. Najvy-

raznejSie tuto skutoc¢nost pozorujeme v tretej a Stvrtej skupine, t.j. v skupinach
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Obr. 9: Hurstov index odhadnuty pomocou RS analyzy za jednotlivé roky pre
firmy z tretej skupiny.

s podpriemernym vynosom. Naopak, striedavo vécsie a mensie hodnoty odhadov
za jednotlivé roky nez za celé obdobie pozorujeme v prvej skupine, t.j. v skupine
s nadpriemernym vynosom i volatilitou.

Nasim ciefom bolo zistif, ¢i existuje zavislost medzi hodnotami Hurstovho
indexu a parametrami, ktoré sme ziskali z dat - vynos a historicka volatilita. Sa-
vis medzi samotnymi hodnotami H odhadnutymi za jednotlivé roky a vynosom,
pripadne volatilitou, sa nedé pozorovat. Zd4 sa, Ze vynos a volatilita nijako neovp-
lyviiuji odhad hodnoty Hurstovho indexu. Podobne mozeme hovorit aj o vztahu
uvedenych charakteristik s hodnotami H odhadnutymi za obdobie 2008-2012.

Hodnoty Hurstovho indexu pre akciové indexy vyrazne nevybocuju spomedzi

hodnét, ktoré sme dostali pre vybrané spolocnosti.

2.3.2 Vysledky z inych metod

Pri odhadovani Hurstovho indexu pomocou alternativnych metéd sme rovnako
ako pri RS analyze vyuzivali akcie Sestnastich spoloc¢nosti. AvSak vypustili sme
odhady pre jednotlivé roky a venovali sa len odhadovaniu za celé ¢asové obdobie

2008 — 2012, nakolko préave hodnoty ziskané z tohto obdobia hraji podstatni
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Obr. 10: Hurstov index odhadnuty pomocou RS analyzy za jednotlivé roky pre

firmy zo stvrtej skupiny.

ulohu v zaverecnej Casti prace pri ocenovani call opcii s vyuzitim fraktalneho
Brownovho pohybu.

Vysledky odhadovania Hurstovho indexu alternativnymi metédami uvadzame
v Tabulke 7. Kvoli lepSej predstavivosti a jednoduchsej orientacii medzi velkym
mnozstvom cisel, si vysledky z odhadovania alternativnymi metédami uvadzané
nielen v Tabulke 7, ale aj spolo¢ne s odhadmi ziskanymi z RS analyzy za obdobie
2008 — 2012 na Obrazku 11. Pri pohlade na Tabulku 7 ako aj na Obréazok 11
mozeme pozorovat, ze najvyssie hodnoty Hurstovho indexu boli dosiahnuté pri
pouziti metédy Absolute Value Method (konkrétne v 15 zo 16 pripadov). Naopak
najnizsie hodnoty Hurstovho indexu boli dosiahnuté pri pouziti metédy Variance
Method (konkrétne v 13 zo 16 pripadov). Z Obréazku 11 tiez vidime, Ze najkon-
zistentnejsi odhad (v zmysle nizkeho rozptylu naprie¢ spolo¢nostami) sme ziskali
pouzitim RS analyzy. Naopak najvécsie kolisanie pozorujeme pri metéde Absolute

Value Method, resp. Periodogram Method.
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VAR | AVM | VRM | PER | ABV

AAPL || 0,445 | 0,719 | 0,482 | 0,458 | 0,537

KO 0,506 | 0,838 | 0,594 | 0,529 | 0,535

AMZN || 0,443 | 0,713 | 0,510 | 0,426 | 0,524

NKE | 0,310 | 0,601 | 0,460 | 0,350 | 0,447

GOOG || 0,411 | 0,689 | 0,522 | 0,589 | 0,565

AA 0,387 | 0,637 | 0,564 | 0,454 | 0,457

ZION || 0,407 | 0,633 | 0,504 | 0,450 | 0,570

DIS 0,302 | 0,590 | 0,523 | 0,450 | 0,512

WMT || 0,406 | 0,722 | 0,493 | 0,612 | 0,458

TOL || 0,397 | 0,658 | 0,474 | 0,427 | 0,511

SSYS || 0,322 | 0,566 | 0,525 | 0,444 | 0,498

MSFT || 0,306 | 0,594 | 0,509 | 0,467 | 0,494

IBM 0,343 | 0,657 | 0,447 | 0,359 | 0,481

VALE | 0,512 | 0,773 | 0,558 | 0,403 | 0,553

AIG 0,501 | 0,719 | 0,827 | 0,497 | 0,420

RDSA || 0,250 | 0,543 | 0,447 | 0,477 | 0,520

Tabulka 7: Odhad Hurstovho indexu pomocou alternativnych metéd pre vybrané

spoloc¢nosti za obdobie 2008-2012.
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3 Fraktalny Brownov pohyb v praxi

Cielom zavere¢nej kapitoly nasej préce je pretavit nastudovanu tedriu okolo frak-
tdlneho Brownovho pohybu do praxe. To znamené, vyuZzit spolo¢ne s teoretic-
kymi poznatkami nadobudnuté odhady Hurstovho indexu pri oceniovani call opcii.

Postavime do kontrastu dva pristupy ocenovania eurdpskej call opcie. Prvym

WAR

09r RS .
AW
WRM
PER
ABY

0.a

odhad H

nz

firmy

Obr. 11: Hurstov index odhadnuty alternativnymi metédami pre vSetky spolo-

¢nosti

bude tradi¢ny Black-Scholesov model, ktory vychadza z obyc¢ajného Brownovho
pohybu. Druhym a pre nas dolezitejsim a zaujimavejSim bude fraktalny Black-
Scholesov model vychadzajici z nosného pojmu nasej prace, z fraktalneho Bro-
wnovho pohybu.

Najskor uvedieme vzorce pre ocenovanie pre oba spomenuté pristupy, aby sme
v poslednej ¢asti prace na redlnych datach skumali pripadné rozdielnosti. Skiima-
nim rozdielov medzi Black-Scholesom a fraktalnym Black-Scholesom napliiame
ciel prace. Zistujeme nim totiz, ¢i ma zmysel zaviest pomerne zlozity koncept
fraktalneho Brownovho pohybu, alebo si vysta¢ime s doteraz zauzivanym Black-

Scholesovym modelom.
Definicia 3.1 [3] Call opcia je kontrakt, ktory dava jej drzitelovi pravo kiupit ak-
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ciu v uréenom expiracnom case za vopred dohodnuti cenu (strike price). Europska

opcia moZe byt uplatnend len v ¢ase expirdcie.

3.1 Cena call opcie z klasického Black-Scholesovho mo-

delu

V prvej podkapitole tretej Casti sa vratime k prelomovému objavu Blacka a Scho-
lesa. Vynechame vsak vSetky predpoklady a aj samotné odvodenie modelu. Zauji-
mat nas bude predovSetkym ocenovacia formula v pripade, Ze cena podkladového
aktiva (v nasom pripade pojde o akciu) sleduje v ¢ase klasicky geometricky Bro-

wnov pohyb. Uvazujme cenu akcie vyvijajicu sa stochasticky podla nasledovného
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Obr. 12: Ceny opcie na akciu firmy Apple ziskané z fraktalneho Black-Scholesovho

modelu v porovnani s trhovou a Black-Scholesovou cenou

vztahu:

S, = Soe(wf-WWt)7 (22)

kde Sy je cena akcie na zaciatku celého procesu (v ¢ase t = 0), u predstavuje
strednt hodnotu vynosov akcie, o je volatilita a 1, je klasicky Brownov pohyb
(resp. fraktalny Brownov pohyb pre H = %) Vztah (22) zvykne byvat oznacovany

za Black-Scholesov model vyvoja ceny akcie.
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Za odvodenim ceny eurépskej call opcie z Black-Scholesovho modelu sa skryva
naro¢ny matematicky aparat znamy ako stochasticky kalkulus. Pre nas v danom
okamihu nie je odvodenie podstatné, preto prejdeme priamo k vysledkom.

Uvazujme eurépsku call opciu, ktorii chceme ocenit, maturujicu v c¢ase T,
pricom jej expirac¢na cena je K. Z Black-Scholesovho modelu dostavame cenu call
opcie V' rovnu:

Ve = SiN(d) = Ke "IN (dy), (23)
kde
In2t + (T —t) + 16%(T — 1)

dio = 24
12 T (24

a N(.) je kumulativna distribu¢né funkcia standardného normalneho rozdelenia,

r je bezrizikova trokova miera [18].

3.2 Cena call opcie z fraktalneho Black-Scholesovho mo-

delu

Hoci Black-Scholesov model vyvolal v ¢ase svojho vzniku naozaj velky ohlas v ob-
lasti oceriovania finan¢nych néstrojov, vzhladom na zna¢éné mnozstvo v readlnom
svete ¢asto nesplnitelnych predpokladov, zacali sa vymyslat alternativne pristupy
k ocenovaniu. Jednym z nich je model vyuzivajici vyvoj ceny podkladového ak-
tiva (opdf v nasom pripade pojde o akciu) podla fraktéalneho Brownovho pohybu
a prave tymto modelom sa budeme zaoberat. Uvazujme cenu akcie vyvijajicu sa

stochasticky podla nasledovného vztahu:

S, = Spelit+oBl—3or

, (25)

kde B je fraktalny Brownov pohyb s Hurstovym indexom H a zvy$né parametre
maju rovnaki interpretéciu ako v predoslom pripade. Vztah (25) sa zvykne v
literatire oznacovat ako fraktélny Black-Scholesov model [21].

Vztah (22) pre klasicky Black-Scholesov model a vztah (25) pre fraktalny
Black-Scholesov model sa na prvy pohlad velmi neligia. AvSak oproti klasickému
Black-Scholesovmu modelu stoji pri volatilite vo fraktalnom Black-Scholesovom

modeli zovSeobecneny, fraktalny Brownov pohyb a navyse aj Clen zachytavajuci
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Obr. 13: Ceny opcie na akciu firmy Zions Bancorporation ziskané z fraktalneho

Black-Scholesovho modelu v porovnani s trhovou a Black-Scholesovou cenou

prostrednictvom Hurstovho indexu dlhodobt zavislost. Préave tieto ¢leny navySe
davaja kvantitativne iny vysledok pri odvodzovani ocenovacej formuly.

Opiit ako pri predoslom pripade sa nebudeme venovat samotnému odvodeniu
vztahov na ocenovanie call opcie. Uvazujme preto len call opciu s totoznymi
parametrami ako v ¢asti o klasickom Black-Scholesovom modeli. Potom jej cena

V' v Case t sa rovna [21]:
V, = S;N(dy) — Ke " T N(dy), (26)

kde
In2t + (T —t) + Lo2(T?7 — 21)
d1 2 = . (27)
’ oA /T2H _ t2H

Na tomto mieste je nutné dodat, ze vzfah (25), ale najmi vztah (27) plati pre

H € (0,1). Dévod je ten, ze vychadzaju z tzv. Wickovho integralu, ktory vo vSe-
obecnosti plati pre akékolvek H € (0, 1). Blizsie o Wickovom (niekde nazyvanom
aj Wick-It6-Skorohodovom) integrale sa moze ¢itatel dozvediet v pracach [1], [22].
Pouzitie Wickovho integralu odstranuje z takto nastaveného modelu neziaducu
arbitraz. Avsak cenou za bezarbitrazny model je strata ekonomickej interpreto-

vatelnosti [1], [19].
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Obr. 14: Ceny opcie na akciu firmy Amazon ziskané z fraktalneho Black-

Scholesovho modelu v porovnani s trhovou a Black-Scholesovou cenou

Samotna Black-Scholesova formula je v obidvoch pristupoch rovnaka, ako mo-
zeme vidief zo vztahov (23), (26). Rozdiel vSak pozorujeme v argumente kumula-
tivnej distribuénej funkcii Standardného normalneho rozdelenia. Na prvy pohlad
mozeme rozdiel prehliadnut, kedze minimalne vizualne vyzeraju vztahy (24), (27)
velmi podobne. Vo vztahu (27) pre fraktalny Black-Scholesov model opét do hry
vstupuje Hurstov index. Kym vo vztahu (24) mézeme vyraz T — ¢ interpretovat
ako Cas do expiracie, vo vztahu (27) uz kvoli Hurstovmu indexu takito interpre-
taciu pouzif nemozno. Dalej zo vztahov (26), (27) pozorujeme, %e cena eurépskej
call opcie z fraktalneho Black-Scholesovho modelu uz nezavisi len na rozdieli
T — t. Dovodom je, ze fraktalny Brownov pohyb nemé na rozdiel od klasického
Brownovho pohybu nulovii pamit. Cena opcie v ¢ase t € [0, 7] zavisi nielen na
cene akcie Sy, ale tiez na vyvoji ceny tejto akcie na intervale [0,¢]. Vplyv tohto
vyvoja je obsiahnuty v Hurstovom indexe H.

Pre lepSiu nazornost uvazujme nasledovni situdciu: majme usporiadané casy
t1 <ty <t < T adveopcie s rovhakou maturitou v ¢ase T, ale s rozdielnymi ¢asmi
ich vypisania - prva v case t; a druha v case t5. V klasickom Black-Scholesovom

modeli st ceny takto zadefinovanych opcii v ¢ase t totozné. Vo fraktalnom Black-
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Obr. 15: Ceny opcie na akciu firmy IBM ziskané z fraktalneho Black-Scholesovho

modelu v porovnani s trhovou a Black-Scholesovou cenou

Scholesovom modeli sa vSak liSia vdaka dlhodobej zavislosti, kedZe cena prvej

opcie je okrem iného ovplyvnend aj vyvojom ceny akcie na intervale [t1,t5] [19].

3.3 Porovnanie na realnych datach

Poslednt ¢ast préace tematicky rozdelime do troch celkov. V prvom pripome-
nieme spoloc¢nosti, ktoré reprezentuju vstupné data. Tiez Specifikujeme vstupné
parametre do modelu. Druhd ¢ast bude patrit pribliZeniu Strukttary spracovania
vysledkov. V nej popiSeme formu, v akej budeme prezentovat vysledky. Tretiu,
myslienkovo zévereéni ¢ast zasviitime analyze vysledkov ocenovania. Sustredime
sa na porovnanie Black-Scholesovho a fraktalneho Black-Scholesovho modelu ako
aj na rozdiely medzi cenami opcii ziskané pre roznymi spdésobmi odhadnuty Hurs-

tov index.

3.3.1 Vstupné data

Na zaciatku tretej kapitoly sme naznacovali, Zze zaver bude patrit porovnaniu
dvoch pristupov k ocenovaniu call opcii. Popisali sme spdsob, akjym prebehol

vyber spolo¢nosti a tiez na zaklade akych ukazovatelov a kritérii sme ich rozdelili
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1.skupina | parametre | TOL | SSYS | ZION | AIG
S 32,19 | 69,57 | 20,18 | 32,67
vstup
K 28 55 18 28
bid 44 | 143 | 223 | 46
trh ask 4.6 15,3 | 2,29 4,7
priemer 4,5 14,8 2,26 4,65
H=0.1 6,04 | 19,56 | 3,3 6,13
H=0.2 5,39 | 17,68 | 2,92 | 5,57
H=0.3 493 | 16,38 | 2,65 5,2
H=0.4 4,63 | 15,55 | 2,47 | 4,97
H=0.5 444 | 15,09 | 2,35 | 4,85
H=0.6 4,35 | 14,88 | 2,29 4.8
H=0.7 | 432 | 14,81 | 2,26 | 4,79
fbs ceny H=0.8 4,31 | 148 | 2,26 | 4,79
H=0.9 | 431 | 148 | 225 | 4,79
VAR 4,63 | 16,16 | 2,46 | 4,85
RS 4,39 | 14,91 | 2,29 4.8
AVM | 433 | 14,93 | 2,28 | 4,79
VRM 4,48 | 15,02 | 2,31 | 4,79
PER 4,57 | 15,31 24 4,85
ABV 4,43 | 15,09 | 2,3 4,94
BS cena 444 | 15,09 | 2,35 | 4,85

Tabulka 8: Ceny opcii pre spolo¢nosti z prvej skupiny.

o1

do styroch skupin. Na pripomenutie uvadzame abecedny menoslov spolo¢nosti,
ktorych akcie tvoria vstupné data na ocenovanie opcii - AIG, Alcoa, Amazon,
Apple, Coca Cola, Google, IBM, Microsoft, Nike, Royal Dutch Shell, Stratasys,
Toll Brothers, Vale, Walmart, Walt Disney a Zions Bancorporation.

Pre ocenovanie opcii st dolezité charakteristiky ¢i uz samotnej opcie alebo

akcie, na ktor je opcia vypisana. Tieto charakteristiky tvoria vstupné parametre




do modelu. Patria medzi ne:

e cena akcie S,

e expiracna cena K,

bezrizikova trokova miera 7,

¢as do expiracie v rokoch 7,

volatilita o.

Vsetky parametre aZ na volatilitu st bud nami zvolené alebo prevzaté z trhu z uz
spominanej stranky www.finance.yahoo.com. Volatilitu potrebujeme odhadnut.
Na jej odhad sme pouzili zatvaracie ceny vybranych akcii za posledny rok. Volati-
lita odhadnuta takymto spésobom sa nazyva historicka. V tomto texte sa budeme
venovat ocemniovaniu eurdpskych call opcii expirujicich o jeden mesiac. To zna-
mena, ze pri vSetkych vypoctoch bude mat vstupny parameter 7 hodnotu 11—2 Ta-
kisto rovnaky pre vSetky vypocty bude aj parameter r predstavujici bezrizikovi
urokovi mieru. Jeho hodnotu sme nastavili na 0, 05, pricom tato hodnota repre-
zentuje vynos z americkych dlhopisov ziskany zo stranky www.bonds.yahoo.com.

V pripade fraktélneho Black-Scholesovho modelu sme opiit ocetiovali call opcie
expirujuce o jeden mesiac pri bezrizikovej tirokovej miere r = 0,05. K vstupnym
parametrom pribudol este Hurstov index H, ktory sme odhadli z dat studovanymi

metédami, ale aj Tubovolne zvolili v skéle od 0,1 po 0,9 s krokom 0, 1.

3.3.2 Struktara spracovania vysledkov

Vysledky ocenovania eurépskych call opcii expirujicich o jeden mesiac st pre-
hladne spracované v Tabulkach 8 - 11. Poradie tabuliek je definované rozdelenim
spolo¢nosti do skupin podla prislusnosti k priemernému vynosu a k historickej
volatilite, ktoré sme $pecifikovali v Tabulke 5. Struktira tabuliek s vysledkami
ocenovania je pre vSetky styri skupiny rovnaka.

V prvych dvoch riadkoch st obsiahnuté dva vstupné parametre - zatvaracia
cena akcie S a expiracné cena K, pre ktoré st vyéislené vietky experimenty. Dalsie

riadky predstavuju déta ziskané z trhu - postupne sa to bid (cena pri predaji),
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2.skupina | parametre | DIS | WMT | AAPL

S 48,68 | 68,89 | 651,7
vstup
K 45 65 490
bid 3,7 3,95 72,9
trh ask 3,8 4,05 74,6

priemer 3,75 4 73,75

H=0.1 | 5,37 | 5,79 | 89,85
H=02 | 48 | 5,17 | 82,75
H=0.3 | 44 | 4,74 | 78,16
H=04 | 4,14 | 445 | 75,52
H=0.5 | 3,98 | 4,28 | 74,27
H=0.6 | 39 | 42 | 73,83
H=0.7 | 3,87 | 4,17 | 73,75
fbs ceny | H=0.8 | 3,87 | 4,16 | 73,74
H=0.9 | 3,07 | 4,16 | 73,74
VAR 439 | 444 | 74,82

RS 302 | 422 | 73,93
AVM | 3,91 | 4,21 | 73,74
VRM | 3,96 | 4,26 | 74,42
PER 4,05 | 4,36 | 74,66
ABV | 397 | 427 | 74,05

BS cena 3,98 | 4,28 | 74,27

Tabulka 9: Ceny opcii pre spolo¢nosti z druhej skupiny.

ask (cena pri kipe) a priemer (cena ziskana spriemerovanim predoslych dvoch
cien, t.j. bid a ask).

Zvysnu cast Tabuliek 8 - 11 predstavuji samotné vysledky ziskané ocerova-
nim. Posledny riadok je venovany cene, ktort sme dostali pouzitim klasického
Black-Scholesovho modelu. Vsetky predoslé zodpovedaji cendm, ktoré sme do-

stali pouzitim fraktalneho Black-Scholesovho modelu. Aj tieto st pomyselne roz-
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3.skupina | parametre | AA | AMZN | KO | VALE
S 8,27 | 238,03 | 37,39 | 17,24
vstup
K 8 200 30 15
bid 0,38 | 38,55 6,6 2,29
trh ask 0,4 | 39,05 7,5 2,34
priemer | 0,39 | 38,8 7,05 2,32
H=0.1 0,96 | 47,19 | 11,67 | 3,14
H=0.2 0,79 | 43,51 | 10,25 | 2,82
H=0.3 0,66 | 41,13 9,2 2,59
H=04 0,55 | 39,77 | 847 | 2,45
H=0.5 0,47 | 39,13 | 7,99 | 2,36
H=0.6 0,42 | 38,91 | 7,71 2,32
H=0.7 0,37 | 38,87 | 7,57 | 2,31
fbs ceny H=0.8 0,34 | 38,86 | 7,53 2,3
H=0.9 0,32 | 38,86 | 7,52 2,3
VAR 0,57 | 39,42 | 797 | 2,35
RS 0,43 39 7,86 | 2,36
AVM 0,4 | 38,87 | 7,52 2,3
VRM 0,43 | 39,09 | 7,72 | 2,33
PER 0,51 ] 39,63 | 7,89 | 2,44
ABV 0,51 ] 39,06 | 787 | 2,34
BS cena 0,47 | 39,13 | 7,99 | 2,36

Tabulka 10: Ceny opcii pre spolo¢nosti z tretej skupiny.

delené na dve polovice. Prvu ¢ast (9 riadkov vo vSetkych tabulkich) predstavuji
ceny opcii z fraktalneho Black-Scholesovho modelu, pricom sme vyuzili jednodu-
ché nastavenie hodn6t Hurstovho indexu popisané vyssie, t.j. v rozpéti od 0,1 po
0,9. Pre H = 0,5 dostavame rovnakt cenu call opcie ako pri klasickom Black-

Scholesovom modeli. Tato ¢ast méa informativny charakter, kedZe pre vstupné
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data sme vyuzili ndhodnii hodnotu Hurstovho indexu. Relevantnejsiu vypovedna

4.skupina | parametre | IBM | MSFT | NKE | RDSA | GOOG

S 190,29 | 26,95 | 95,6 | 66,19 | 665,87
vstup
K 180 25 90 65 590
bid 10,95 2,06 6,25 1,65 76,2
trh ask 11,15 2,07 6,4 2 78,8

priemer 11,05 2,07 6,33 1,83 77,5

H=0.1 | 16,71 | 2,91 | 9,98 | 4,86 | 9554
H=02 | 14,71 | 2,59 | 6,65 | 3,98 | 87,97
H=0.3 | 13,25 | 2,36 | 7,67 | 3,29 | 83,06
H=04 | 12,26 | 2,21 | 6,97 | 2,76 | 80,24
H=05 | 11,62 | 2,12 | 65 | 236 | 789
H=0.6 | 11,26 | 2,08 | 6,21 | 2,05 | 7843
H=0.7 | 11,10 | 2,06 | 6,06 | 1,83 | 78,33
fbs ceny | H=0.8 | 11,05 | 2,05 | 5,99 | 1,67 | 78,32
H=0.9 | 11,04 | 2,05 | 598 | 1,57 | 78,32
VAR 12,78 | 2,35 | 7,59 | 3,61 | 80,03
RS 11,55 | 2,09 | 6,4 | 227 | 7849
AVM | 11,15 | 2,08 | 621 | 2,22 | 78,34
VRM | 11,92 | 2,12 | 6,67 | 2,56 | 78,74
PER 12,62 | 2,15 | 7,20 | 244 | 78,46
ABV 11,72 | 2,13 | 6,73 | 2,29 | 78,53

BS cena 11,62 | 212 | 65 | 236 | 789

Tabulka 11: Ceny opcii pre spolo¢nosti zo Stvrtej skupiny.

hodnotu mé pre nasu pracu az druhd ¢ast (6 riadkov vo vSetkych tabulkach) cien
opcii ziskanych pouzitim fraktalneho Black-Scholesovho modelu. V nej sme hod-
noty Hurstovho indexu odhadli priamo z konkrétnych dat vyuzijic alternativne
metody popisané v druhej kapitole a na zaklade tychto hodn6t sme vypocitali

ceny opcii. Tuénym pismom s zvyraznené ceny opcii vypocitané pomocou frak-
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talneho Brownovho pohybu pre H odhadnuté alternativnymi metédami, ktoré si
najblizsie k priemernej trhovej cene.

Ceny opcii ziskané oboma spdsobmi kvoli lepsej predstavivosti st pre prvu
skupinu znazornené v Prilohe A na Obrazkoch 16 az 18, pricom priamo v texte
uvadzame ako reprezentativinu vzorku pre tito skupinu na Obréazku 13 spoloc¢nost
Zions Bancorporation. Pre druhti skupinu st ceny opcii znazornené v Prilohe A
na Obrazkoch 19 az 20 a priamo v texte uvadzame ako reprezentativnu vzorku pre
tuto skupinu na Obrazku 12 spolo¢nost Apple. Pre tretiu skupinu st ceny opcii
znazornené v Prilohe A na Obrazkoch 21 az 23 a priamo v texte uvadzame ako
reprezentativnu vzorku na Obrazku 14 spolo¢nost Amazon. Podobne pre $tvrta
skupinu st ceny opcii znazornené v Prilohe A na Obrazkoch 24 az 27 a priamo
v texte uvadzame ako reprezentativnu vzorku pre tato skupinu na Obrazku 15
spoloc¢nost IBM.

Struktira vSetkych obrazkov je opif rovnaka a jednoduché, pri¢om ju popi-
seme v nasledujucich riadkoch. Na vodorovnej osi je znazornena hodnota Hurs-
tovho indexu a na zvislej osi cena opcie. Trhova cena opcie je zastipena Cervenou
priamkou a Black-Scholesovska cena zase priamkou zelenou. Ceny opcii z frak-
talneho Black-Scholesovho modelu pre Hurstov index ziskany naivnou metédou
(lubovolne zvolend hodnota od 0,1 po 0,9) st reprezentované modrymi Stvo-
réekmi. Zvysné ceny z fraktalneho Black-Scholesovho modelu pre Hurstov index
nadobudnuty z alternativnych metdd st na Obrazkoch 13-27 réznymi symbolmi
- od hviezdicky pre H z RS analyzy az po trojuholnik z metédy Abry-Veitch
Method. Vsetky tieto Specifické symboly st obsiahnuté v kazdej legende.

3.3.3 Analyza vysledkov

Jednym z hlavnych cielov prace bolo overit moznost, ¢i fraktalny Brownov pohyb
moze pri oceniovani zmysluplne nahradif v praxi zauzivany Brownov pohyb (resp.
modely zalozené na Brownovom ¢ fraktdlnom Brownovom pohybe). V praxi to
znamend overit, ¢i ceny opcii ziskané z fraktalneho Black-Scholesovho modelu st
k trhovej cene blizsie ako ceny opcii ziskané z Black-Scholesovho modelu.

Dalsi z uhlov pohladu je skimaf v rdmci fraktalneho Black-Scholesovho mo-

delu blizkost cien k trhovym cendm. To znamend, Ze nas zaujima, pre ktortu
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hodnotu Hurstovho indexu je cena opcie ziskana z fraktalneho Black-Scholesovho
modelu k trhovej cene najblizsie. Skiimanim tohto problému dostaneme aj odpo-
ved na otazku, ktord z alternativnych metdd sliziacich na odhadovanie Hurstovho
indexu je najpresnejsia.

V skutocnosti vSak spominané problémy poukazuji na rovnaka otazku, ktora
mozeme sformulovat nasledovne - je fraktédlny Brownov pohyb v praxi kvalitativne
lepsi ako Brownov pohyb?

Na Obrézkoch 13 az 27 si mozeme na prvy pohlad v§imnut, Ze ceny opcii pre

1

H > 5 st k trhovej cene blizsie nez ceny pre H <

1

5. Tento fakt je v stlade s

tedriou, ktora hovori, ze finanéné data maju Hurstov index obvykle vicsi nez %
Ceny akcii teda predstavuju perzistentny proces.

Pre takmer vSetky spolo¢nosti mozeme tvrdit, Ze cena pre H vypocitana po-
mocou RS analyzy je k trhovej cene blizsia ako cena z Black-Scholesovho modelu.
Vynimku tvoria spolo¢nosti Toll Brothers a IBM na Obrazku 13, resp. 23, kde
je cena pre H odhadnuté pomocou RS analyzy vzdialenejsia od trhovej ceny ako
Black-Scholesova cena. Tento vysledok ukazuje, Zze mé zmysel pouzivat fraktalny
Brownov pohyb, kedze dostdvame ceny opcii blizSie k trhovej cene ako pri klasic-
kom Black-Scholesovom modeli.

Daolezité je si uvedomit, Ze ocenovacie vzorce z fraktédlneho Black-Scholesovho
modelu platia pre vSetky H € (0,1). A hoci, ako sme spominali v predchadza-
jacich castiach prace, takto postaveny fraktalny Black-Scholesov model nemé
relevantni ekonomickil interpretaciu, ceny ziskané jeho pouzivanim davaju lepsie
(k trhovej cene blizsie) ceny ako klasicky Black-Scholesov model.

Este lepsou z hladiska blizkosti k trhovej cene sa javi metéda Absolute Value
Method. V drvivej vicsine pripadov (12 zo 16) st ceny opcii vypoéitané pomocou
fraktdlneho Brownovho pohybu s vyuzitim H odhadnutého metédou Absolute

Value Method blizsie k trhu nez zvysné metddy, ako dosved¢éuju Tabulky 8-11.

Poznamka 3.1 Vsetky ceny opcii sme ziskali pre bezrizikovi drokovi mieru
r = 0,05. Volba bezrizikovej drokovej miery je déleZitd z dvoch dovodov. Prvym
je, ze bezrizikova urokovd miera ako vstupny parameter do ocenovacich vzorcov

ovplyvniuje samotni hodnotu ocenovaného aktiva. Druhym je, Ze pri fraktdlnom
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Black-Scholesovom modeli moze ovplyvnit zdvery ohladom tuspesnosti metod sli-
ziacich na odhad Hurstovho indexu. Napriklad ak zvolime r = 0,01, tak metoda
Absolute Value Method sa uZ nebude javit takd dominantnd (¢o sa tyka presnosti
vysledkov ocenovania), ako pri volbe r = 0,05. Avsak pre relevantnost vysledkov je
doleZité pre vipocet pouZivat skutoéni bezrizikovi urokovi mieru, ktord je v tomto

pripade urcend jednomesacnymi americkymi dlhopismi na urovni r = 0, 05.
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Zaver

Cielom naSej préace bolo overif, ¢i pouzitim fraktalneho Brownovho pohybu v
praxi v podobe fraktalneho Black-Scholesovho modelu na ocenovanie opcii mo-
zno nahradif zauzivany Black-Scholesov model vychédzajici z klasického expo-
nencidlneho Brownovho pohybu. Na naplnenie tohto stanoveného ciela sme zvolili
primeranu Struktiru prace.

V prvej kapitole sme sa venovali zakladnym vlastnostiam a charakteristikdm
fraktalneho Brownovho pohybu, ktoré boli potrebné na jeho pochopenie. Na kon-
krétnom priklade sme tiez ukazali existenciu arbitraze.

V druhej kapitole sme po teoretickej stranke priblizili metddy sltiziace na od-
hadovanie Hurstovho indexu z dat, ktory sluzil ako vstupny parameter do frak-
talneho Black-Scholesovho modelu.

V zaverecnej kapitole sme ztrocili nadobudnuté poznatky a ziskané odhady
Hurstovho indexu a na realnych datach sme ocenili opcie s vyuzitim klasického
ako aj fraktalneho Black-Scholesovho modelu.

Pred samotnym ocenovanim opcii sme z dat odhadovali Hurstov index. Pou-
zili sme Sest roznych metdd a zaujimalo nas ¢asové obdobie 2008 — 2012 ako aj
jednotlivé roky poc¢niic rokom 2006 a konciac rokom 2012. Pre tieto hodnoty sme
skiimali stvis s trhovymi ukazovatelmi, akymi st vynos a historickd volatilita.
Nepodarilo sa nam vSak preukizat Ziadnu spojitost medzi uvedenymi charakte-
ristikami.

Najdélezitejsou tlohou bolo skiimat, ktord z cien opcii (Black-Scholesovska
alebo fraktélna Black-Scholesovskd) je blizsia k trhovej cene opcie. Pre prvotné
porovnévanie sme za vstupny parameter do fraktalneho Black-Scholesovho mo-
delu zvolili Hurstov index ziskany pomocou RS analyzy za obdobie 2008 — 2012.
S vynimkou dvoch pripadov (spolo¢nosti IBM a Toll Brothers) sme dostali pres-
nejsie (k trhovej cene blizsie) vysledky pouzitim fraktalneho Brownovho modelu.

Treba zdoraznit, Ze lepsie vysledky sme dostali pouZitim fraktalneho Black-
Scholesovho modelu aj napriek tomu, ze takto koncipovany model je v literatire
kritizovany za absenciu zmysluplnej ekonomickej interpretacie.

Kvalitativne lepsie vysledky sme dosiahli aj pri pouziti Hurstovho indexu zis-
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kaného metédou Absolute Value Method. Az pre 12 spoloc¢nosti z celkového poctu
16 bola cena opcii vypocitana pomocou fraktalneho Black-Scholesovho modelu k
trhovej cene blizsie ako cena ziskana z klasického Black-Scholesovho modelu.

Pri volbe spravnej metédy na odhad Hurstovho indexu musime byt obozretni,
nakolko pre rozne metédy nemusime dostat lepsie vysledky ako pri pouziti kla-
sického Black-Scholesovho modelu.

V kone¢nom désledku davala alternativna metéda Absolute Value Method le-
psie odhady Hurstovho indexu ako nami preferovand RS analyza. Tato skuto¢nost
vSak ni¢ nemeni na fakte, ze vysledky ziskané z fraktalneho Black-Scholesovho mo-
delu boli k trhovej cene blizsie ako vysledky ziskané z klasického Black-Scholesovho
modelu. To znamend, ze pouzivanie fraktalneho Brownovho pohybu v praxi ma
zmysel, kedze svojimi (oproti Brownovmu pohybu) pridanymi vlastnostami lepsie

popisuje realitu na finan¢nych trhoch.
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Obr. 16: Ceny opcie na akciu firmy Toll Brothers ziskané z fraktalneho Black-

Scholesovho modelu v porovnani s trhovou a Black-Scholesovou cenou

2D T T T T T T T T T
O O fbs
bs
191 tth |4
+ g
18k + Muar i
=] Hanm
o
° Hyrn
(=] L -
= 17 Heer
3 = H
O LEY
+
16 B
m}
ey T %0 g g g ]
14 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 04 0B 0.7y ng ns 1

Hurstov index

Obr. 17: Ceny opcie na akciu firmy Stratasys ziskané z fraktalneho Black-

Scholesovho modelu v porovnani s trhovou a Black-Scholesovou cenou
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Obr. 18: Ceny opcie na akciu firmy AIG ziskané z fraktalneho Black-Scholesovho

modelu v porovnani s trhovou a Black-Scholesovou cenou
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Obr. 19: Ceny opcie na akciu firmy Walt Disney ziskané z fraktalneho Black-

Scholesovho modelu v porovnani s trhovou a Black-Scholesovou cenou
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Obr. 20: Ceny opcie na akciu firmy Walmart ziskané z fraktalneho Black-

Scholesovho modelu v porovnani s trhovou a Black-Scholesovou cenou
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Obr. 21: Ceny opcie na akciu firmy Alcoa ziskané z fraktalneho Black-Scholesovho

modelu v porovnani s trhovou a Black-Scholesovou cenou
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Obr. 22: Ceny opcie na akciu firmy Coca Cola ziskané z fraktalneho Black-

Scholesovho modelu v porovnani s trhovou a Black-Scholesovou cenou
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Obr. 23: Ceny opcie na akciu firmy Vale ziskané z fraktalneho Black-Scholesovho

modelu v porovnani s trhovou a Black-Scholesovou cenou
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Obr. 24: Ceny opcie na akciu firmy Microsoft ziskané z fraktalneho Black-

Scholesovho modelu v porovnani s trhovou a Black-Scholesovou cenou
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Obr. 25: Ceny opcie na akciu firmy Nike ziskané z fraktalneho Black-Scholesovho

modelu v porovnani s trhovou a Black-Scholesovou cenou
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Obr. 26: Ceny opcie na akciu firmy Microsoft ziskané z fraktalneho Black-

Scholesovho modelu v porovnani s trhovou a Black-Scholesovou cenou
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Obr. 27: Ceny opcie na akciu firmy Google ziskané z fraktalneho Black-

Scholesovho modelu v porovnani s trhovou a Black-Scholesovou cenou
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