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Abstrakt

LITVAJOVÁ, Barbora : Nové zov²eobecnenie geometric-

kého rozdelenia ako model pre frekvencie grafém [Diplomová

práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta mate-

matiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matema-

tiky a ²tatistiky; ²kolite©: Mgr. Ján Ma£utek, PhD., Brati-

slava, 2013, 48 s.

Cie©om práce je aplikácia nového zov²eobecnenia geometric-

kého rozdelenia v matematickom modelovaní v lingvistike,

konkrétne ide o model frekvencie grafém. Model a jeho mo-

di�káciu aplikujeme na dáta z ru²tiny, sloven£iny, slovin£iny,

ukrajin£iny a tamil£iny. Vhodnos´ modelu testujeme pomo-

cou χ2 testu dobrej zhody.

K©ú£ové slová

teória pravdepodobnosti, geometrické rozdelenie, frekvencie

grafém, odhady parametrov, χ2 test dobrej zhody



Abstract

LITVAJOVÁ, Barbora : A new generalization of the geomet-

ric distribution as a model for grapheme frequencies [Master

thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of mat-

hematics, physics and informatics, Department of applied

mathematics and statistics; thesis supervisor: : Mgr. Ján

Ma£utek, PhD., Bratislava, 2013, 48 p.

The goal of this master thesis is an application of the new

generalized geometric distribution in the mathematical mo-

delling in linguistics, speci�cally it is a model for grapheme

frequencies. Model and its modi�cation is applied on the

data from Russian, Slovak, Slovene, Ukrainian and Tamil

language. The criterion of the good �t is χ2 goodness of �t

test.

Key words

probability theory, geometric distribution, grapheme frequ-

encies, estimation of parameters, χ2 goodness of �t test
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1 Úvod

V diplomovej práci budeme skúma´ zov²eobecnenie geometrického rozdelenia predsta-

vené v £lánku [1] a aplikova´ ho na dáta z oblasti lingvistiky - konkrétne na usporiadané

frekvencie grafém. Graféma je najmen²ia funk£ná jednotka písma. V £lánku [5] bolo

ukázané, ºe geometrické rozdelenie nie je vhodným rozdelením pre tento typ dát. Prog-

ramy budú napísané v programovacom prostredí R. Výstupom na²ich programov budú

jednotlivé odhady parametrov rozdelení a hodnota χ2 ²tatistík pre ²tyri slovanské ja-

zyky - ru²tinu, sloven£inu, slovin£inu a ukrajin£inu.

V druhej kapitole, v ktorej popí²eme teoretický základ diplomovej práce, spome-

nieme základné pojmy, s ktorými neskôr v £lánku budeme pracova´. Kapitola je rozde-

lená na pojmy z oblasti pravdepodobnosti a pojmy z oblasti matematickej ²tatistiky.

Okrem základných pojmov z oblasti pravdepodobnosti sa zameriame najmä na detail-

nej²í popis geometrického rozdelenia. Pri pojmoch z oblasti ²tatistiky sa pozrieme na

v²eobecný postup testovania ²tatistických hypotéz a najmä na to, na akom princípe je

zaloºený χ2 test.

V ¤al²ej kapitole predstavíme zov²eobecnené geometrické rozdelenie. Toto rozdele-

nie je pruºnej²ie, pretoºe namiesto jedného parametra má dva, α > 0 a 0 < θ < 1.

V ¤al²ích podkapitolách tejto kapitoly o novom modeli spomenieme niektoré vlast-

nosti nového rozdelenia, ako sú stredná hodnota, disperzia, unimodálnos´. Potom sa

pozrieme na generovanie náhodných £ísel. Pri zov²eobecnenom geometrickom rozdelení

budeme potrebova´ po£iato£né odhady parametrov kvôli tomu, ºe optimalizujeme cez

dva neznáme parametre itera£nou metódou z oblasti nelineárneho programovania. R

vyºaduje pri optimalizácii cez jeden parameter len jeho ohrani£enie, pri dvoch ohra-

ni£enie nesta£í - potrebujeme aj po£iato£né odhady. Tie odvodíme tieº v teoretickej

£asti.

V ²tvrtej kapitole aplikujeme teoretické poznatky na konkrétne dáta z oblasti frek-

vencie grafém ²tyroch spomínaných slovanských jazykov. Cie©om je porovnanie zhody

dát a modelu pre geometrické rozdelenie a pre jeho zov²eobecnenie. Ke¤ºe skúmané

zov²eobecnenie geometrického rozdelenia má dva parametre (teda o jeden viac ako

geometrické), dá sa predpoklada´, ºe bude lep²ím modelom.

Skúmame aj iný typ jazyka - tamil£inu. Tamil£ina patrí do skupiny jazykov, v

7



ktorých sa jedna graféma vyskytuje výrazne £astej²ie ako ostatné, preto pre ¬u priro-

dzene tento model nevykazuje dobré výsledky. Preto modi�kujeme pravdepodobnos´

najpo£etnej²ej grafémy.

Okrem oblasti frekvencie grafém máme k dispozícii aj dáta reprezentujúce d¨ºku

slov (meranú po£tom slabík) v angli£tine a litov£ine. Znova sú to dáta z kvantitatívnej

lingvistiky, len iného typu. Aj na tento iný typ dát sa pokúsime aplikova´ ná² nový

model a urobi´ obdobné ²tatistiky ako v prechádzajúcich prípadoch.

V závere aplika£nej £asti práce spomenieme aj simulované p-hodnoty pre dáta z li-

tov£iny. P-hodnota je v oblasti ²tatistiky kritériom toho, £i skúmanú hypotézu zamiet-

neme alebo prijmeme. Nebudeme pouºíva´ vstavané funkcie, p-hodnotu vypo£ítame

pomocou generovania náhodných £ísel.

Piata kapitola je záver - teda zhrnutie výsledkov a zhodnotenie toho, £i sa v²etky

na²e hypotézy ukázali ako pravdivé alebo nie.

V prílohe uvádzame zdrojové kódy v²etkých pouºitých programov v programovacom

prostredí R.

8



2 Základné de�nície

2.1 Základné pojmy z teórie pravdepodobnosti

V tejto podkapitole budeme £erpa´ pojmy z kníh [9] a [7].

Mnoºina výsledkov náhodného pokusu sa v teórii pravdepodobnosti nazýva pries-

torom elementárnych udalostí, zvy£ajne sa ozna£uje Ω. Jednotlivé výsledky pokusu sa

ozna£ujú ω. Udalos´ A nastáva, ak výsledkom experimentu je elementárna udalos´ ω

taká, ºe ω ∈ A. Mnoºinu v²etkých reálnych £ísel zna£íme R.

De�nícia 2.1 (σ algebra) Nech Ω 6= ∅. Neprázdny systém S podmnoºín mnoºiny Ω

budeme nazýva´ σ algebrou, ak platí

• Ak A ∈ S, tak AC ∈ S.

• Ak Ai ∈ S; i = 1, 2, ....., tak ∪∞i=1Ai ∈ S.

De�nícia 2.2 (Systém borelovských mnoºín) Najmen²iu σ algebru nad systémom

C = {G ⊂ R;G je otvorená v R}

podmnoºín mnoºiny R budeme nazýva´ systémom borelovských mnoºín v R a zna£i´ β.

De�nícia 2.3 (Axiomatická de�nícia pravdepodobnosti) Pravdepodobnos´ je zo-

brazenie P : S → R de�nované na σ - algebre S podmnoºín Ω, pri£om platí:

1. Ω ∈ S

2. Ak A ∈ S, tak aj AC = Ω− A ∈ S

3. Ak An ∈ S, n=1, 2, ..., tak aj ∪∞i=1An ∈ S

4. P (A) ≥ 0 pre v²etky A ∈ S

5. P(Ω) = 1

6. Ak An ∈ S, n=1, 2, ... a Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j, tak P (∪∞n=1An) =
∑∞

n=1 P (An)

Trojica (Ω, S, P ) sa nazýva pravdepodobnostný priestor.

9



De�nícia 2.4 (Náhodná premenná) Nech je daný pravdepodobnostný priestor

(Ω, S, P ). Zobrazenie X : Ω → R nazývame náhodnou premennou (náhodnou veli£i-

nou), ak pre v²etky x ∈ R platí

{ω;X(ω) < x} ∈ S.

De�nícia 2.5 (Rozdelenie pravdepodobnosti) Nech (Ω, S, P ) je pravdepodob-

nostný priestor, X náhodná premenná a β systém v²etkých borelovských mnoºín. Roz-

delením pravdepodobnosti náhodnej premennej nazývame funkciu PX : M → R de�-

novanú vz´ahom PX(B) = P (X−1(B)), B ∈ β, kde X−1(B) = {ω;X(ω) ∈ B} je vzor

mnoºiny B pri zobrazení X.

De�nícia 2.6 (Diskrétna náhodná premenná) Náhodná premenná X sa nazýva

diskrétna, ak existuje postupnos´ nezáporných reálnych £ísel {xi} a postupnos´ nezá-

porných reálnych £ísel {pi} taká, ºe platí

P (X = xi) = pi a zárove¬
∑
i

P (X = xi) =
∑
i

pi = 1.

Rozdelenie diskrétnej náhodnej premennej je dané mnoºinou dvojíc (xi, pi), i =

1, 2, .. a podmienkou
∑∞

i=1 pi = 1.

De�nícia 2.7 (Stredná hodnota náhodnej premennej) Nech X je diskrétna ná-

hodná premenná, ktorá nadobúda hodnoty xi s pravdepodobnos´ami pi pod©a de�nície

diskrétneho rozdelenia. Potom stredná hodnota náhodnej premennej X je

E(X) =
n∑
i=1

xipi,

ak tento rad konverguje absolútne.

De�nícia 2.8 (Disperzia náhodnej premennej) Disperzia diskrétnej náhodnej pre-

mennej X so strednou hodnotou E(X) je £íslo

D(X) = E[(X − E(X))2],

ak táto stredná hodnota existuje.

Disperziu vieme napísa´ aj ako

D(X) = E(X2)− E2(X), (1)

ak existuje E(X) a E(X2).

10



2.2 Geometrické rozdelenie

Geometrické rozdelenie je diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti. Náhodná premenná

X má geometrické rozdelenie s parametrom p ∈ (0, 1), ak platí

P (X = k) = p(1− p)k k = 0, 1, 2, 3... (2)

Parameter p voláme aj pravdepodobnos´ úspechu. Ako príklad si môºeme pred-

stavi´ hod mincou - tieto hody predstavujú postupnos´ nezávislých pokusov. Máme

dve moºnosti - bu¤ padne hlava alebo znak. Obe tieto udalosti nastávajú s rovnakou

pravdepodobnos´ou - 1
2
. My chceme, aby padla hlava, hádºeme teda mincou, aº kým

nepadne. PremennáX potom predstavuje po£et neúspe²ných hodov. Pre ná² konkrétny

príklad platí P (X = k) = 1
2
(1
2
)k. Ak sme museli mincou hodi´ dvakrát a na tretí raz

padla hlava, potom platí P (X = 2) = 1
2
(1
2
)2 = 1

8
.

2.3 Základné pojmy z oblasti matematickej ²tatistiky

V tejto podkapitole uvedieme základnú terminológiu z oblasti testovania ²tatistických

hypotéz a bliº²ie sa pozrieme na χ2 test dobrej zhody. Znova £erpáme z knihy [9].

De�nícia 2.9 (Hypotéza) Hypotézou v ²tatistike nazývame ur£ité tvrdenie, ktoré sa

týka rozdelenia pravdepodobnosti náhodných premenných alebo hodnôt parametrov týchto

rozdelení.

Overovanie správnosti tvrdenia voláme testovaním ²tatistických hypotéz. Hypotézu,

ktorej platnos´ overujeme, nazývame testovanou alebo nulovou hypotézou a ozna£ujeme

ju symbolom H0. Proti nej kladieme alternatívnu hypotézu H1. Výsledkom testovania

je rozhodnutie, ktorú hypotézu prijmeme a ktorú zamietneme.

2.4 χ2 test dobrej zhody

χ2 test dobrej zhody testuje pre nejaké rozdelenie pravdepodobnosti nasledovnú dvojicu

hypotéz:

H0: po£etnosti v jednotlivých kategóriách sa rovnajú teoretickým po£etnostiam,

vs.

H1: po£etnosti v jednotlivých kategóriách sa nerovnajú teoretickým po£etnostiam.

11



Máme teda nejaké po£etnosti, v na²om prípade usporiadané frekvencie grafém a

na druhej strane sú tu teoretické po£etnosti vyplývajúce z de�nície rozdelenia, kto-

rého vhodnos´ budeme testova´. Ak rozdiel nie je ²tatisticky významný, teda je malý

(v závislosti od rôznych vstupných parametrov), tak nulovú hypotézu nezamietame.

Testovacia ²tatistika má tvar

χ2 =
k∑
i=1

(fi − npi)2

npi
, (3)

kde

• fi sú empirické po£etnosti,

• pi sú teoretické pravdepodobnosti vychádzajúce z teoretického pravdepodobnost-

ného rozdelenia,

• n je ve©kos´ súboru, ktorého prvkov po£etnos´ skúmame ,

• k je po£et kategórii, do ktorých prvky rozde©ujeme - v tomto prípade po£et rôz-

nych druhov grafém.

Potom táto testovacia ²tatistika má pre n→∞ asymptoticky rozdelenie χ2(k− 1),

ak poznáme v²etky parametre hypotetického rozdelenia. Od po£etností ºiadame, aby

platilo npi ≥ 5, i = 1, 2, ..., k. Na tento problém sa môºeme pozrie´ aj trochu inak:

Chceme testova´, £i sú pravdepodobnosti výskytu grafémy v texte p0i , i = 1, 2, ..., N

(získame ich ako fi
N
) rovné teoretickým pravdepodobnostiam daných rozdelením pi, i =

1, 2, ..., k . Na²a hypotéza môºe ma´ aj tvar

H0 : (p1 = p01, p2 = p02, ..., pN = p0k)

Test takejto hypotézy pomocou ²tatistiky (3) sa nazýva test dobrej zhody.

Trochu odli²ný prípad nastáva, ke¤ sú jednotlivé pravdepodobnosti závislé od ne-

známych parametrov, nazvime ich vo v²eobecnosti u1, u2, ..., um. Potom testovacia ²ta-

tistika vyzerá

χ2 =
k∑
i=1

(fi − npi(u))2

npi(u)
(4)

a má rozdelenie χ2 s k −m − 1 stup¬ami vo©nosti, kde m zna£í po£et neznámych

parametrov.
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Najprv budeme musie´ parametre odhadnú´, aby sme získali odhady pre pravde-

podobnosti, ktoré potom dosadíme do vzorca pre testovaciu ²tatistiku (4). Teda platí

pi = pi(u), i = 1, 2, ..., k. Takýto problém budeme rie²i´ aj v tejto diplomovej práci.

Jednou z moºností, ako odhadnú´ neznámy parameter u je, ºe za odhad zoberieme

také u, ktoré minimalizuje premennú χ2. Takýmto odhadom potom hovoríme odhady

získané metódou minimálneho χ2.

Z praktického h©adiska, v tejto práci budeme pracova´ v prostredí R so vstavanými

funkciami optim a optimize za ú£elom nájdenia parametra, ktorý minimalizuje ²tatis-

tiku. Funkciu optimize pouºijeme pri minimalizácii parametra p v geometrickom roz-

delení a funkciu optim pri minimalizácii parametrov α a θ v zov²eobecnenom geomet-

rickom rozdelení.

De�nícia 2.10 (Hladina významnosti) Chyba, ktorá spo£íva v zamietnutí nulovej

hypotézy, hoci je správna, sa nazýva chybou prvého druhu. Pravdepodobnos´ chyby pr-

vého druhu nazývame aj hladinou významnosti, ozna£ujeme ju α. Zvy£ajne volíme

α = 0.01 alebo α = 0.05.

De�nícia 2.11 (P-hodnota) P-hodnota je pravdepodobnos´, ºe testovacia ²tatistika

nadobudne vä£²iu hodnotu ako tá práve pozorovaná, za podmienky, ºe H0 platí.

Nulovú hypotézu neprijímame, ak je p-hodnota men²ia ako poºadovaná hladina

významnosti.
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3 Zov²eobecnené geometrické rozdelenie

3.1 De�nícia a vlastnosti nového rozdelenia

Vychádzajúc z £lánku [1] môºeme zade�nova´ pravdepodobnostnú funkciu zov²eobec-

neného geometrického rozdelenia

P [X = x] =
αθx(1− θ)

[1− (1− α)θx+1][1− (1− α)θx]
, (5)

kde pre jeho parametre platí 0 < θ < 1 a 0 < α. Ak α = 1, dostávame geometrické

rozdelenie.

Základnú charakteristiku modelu tvorí stredná hodnota a disperzia rozdelenia. V

tejto práci ich nebudeme odvádza´, ke¤ºe pre na²u tému nie sú k©ú£ové, ale ukáºeme

ich v²eobecný tvar, vychádzajúc taktieº zo základného £lánku [1].

Stredná hodnota tohto rozdelenia je daná ako

µ(α, θ) = α
d

dα
log0Φ0(;

1

θ
, 1− α)

kde (a; q)∞ je takzvaný q-Pochhammerov symbol (bliº²ie vysvetlený v £lánku [4]),

ktorý je de�novaný ako

(a; q)∞ =
∞∏
k=0

(1− aqk), 0 < q < 1

a AΦB(:, :), je dané ako

AΦB(a1, ...., aA; b1, ....bB; q, z) =
∞∑
j=0

(a1; q)j...(aA; q)jz
j

(b1; q)j...(bB; q)j
.

Pomocou vz´ahu (1) a iných vz´ahov, pod©a postupu uvedenom v £lánku, disperzia

rozdelenia je

D(X) =
∞∑
x=1

(2x− 1)αθx

1− (1− α)θx
− (µ(α, θ))2.

Jednou z vlastností rozdelenia je unimodálnos´. Znamená to, ºe ur£ité rozdelenie

pravdepodobnosti má len jeden modus. Modus je hodnota, v ktorej pravdepodobnostná
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funkcia nadobúda maximum. To, ºe toto rozdelenie je unimodálne je takisto ukázané

v £lánku [1].

Na Obr.1 vidíme pravdepodobnostnú funkciu zov²eobecneného geometrického roz-

delenia pre rôzne parametre. Vo v²etkých prípadoch sa môºeme presved£i´, ºe funkcia

je unimodálna - má práve jedno maximum.

Obr. 1: Pravdepodobnostná funkcia zov²eobecneného geometrického rozdelenia pre

rôzne parametre.

3.2 Minimaliza£ná úloha pre nové rozdelenie a po£iato£né od-

hady jeho parametrov

Pri odhade parametrov zov²eobecneného geometrického rozdelenia, de�novaného vz´a-

hom (5), metódou minimálneho χ2 rie²ime minimaliza£nú úlohu

min
α,θ
{

k∑
i=1

(fi −Npi(α, θ))2

Npi(α, θ)
; 0 < θ < 1, 0 < α} (6)
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Na optimalizáciu pouºijeme kvázinewtonovskú BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-

Shanno) metódu, ktorá sa pouºíva pri nelineárnej optimalizácii. Je to funkcia, ktorú

má prostredie R predprogramovanú a zo v²etkých moºností sme ju vybrali práve preto,

ºe je moºné vybra´ jej modi�káciu L-BFGS-R s ohrani£eniami na parametre.

Ke¤ºe táto metóda je itera£ná, potrebujeme po£iato£né odhady parametrov, od

ktorých sa budú odvíja´ ¤al²ie iterácie. Tie získame z dát tak, ºe si vyjadríme prvé

dva £leny vygenerovaného súboru teoretických pravdepodobností. Ke¤ºe v ideálnom

prípade platí vz´ah pi = fi
N
, tak po£iato£né odhady parametrov môºeme získa´ z nasle-

dujúcich vz´ahov:

p1 :=
f1
N

=
αθ0(1− θ)

[1− (1− α)θ1][1− (1− α)θ0]
=

(1− θ)
[1− (1− α)θ]

p2 :=
f2
N

=
αθ1(1− θ)

[1− (1− α)θ2][1− (1− α)θ1]
=

αθ(1− θ)
[1− (1− α)θ2][1− (1− α)θ]

Dostávame dve rovnice o dvoch neznámych, ktorých výsledkom sú nasledujúce dva

po£iato£né odhady parametrov, ktoré pouºijeme v aplika£nej £asti práce:

θ0 =
(1− p1 − p2)p1

p2

α0 =
(1− θ0)(1− p1)

θ0p1

(7)

3.3 Generovanie náhodných £ísel z nového rozdelenia

V skriptách [8] je uvedená v²eobecná metóda generovania náhodných £ísel z diskrét-

nych rozdelení s kone£nou strednou hodnotou, ktorú vyuºijeme pri programovaní v

prostredí R. Náhodné £ísla z ur£itého rozdelenia sú realizácie náhodnej premennej z

daného rozdelenia. Existujú rôzne generátory náhodných £ísel zaloºené na odli²ných

princípoch. Av²ak, £o majú spolo£né je, ºe najprv generujeme náhodné £ísla z rovno-

merného rozdelenia na intervale (0, 1) a potom tieto náhodné £ísla transformujeme do

poºadovaného rozdelenia. Celá vstupná informácia, ktorú pri tom potrebujeme, je tvar

pravdepodobnostnej funkcie - £o je v prípade geometrického rozdelenia (2) a v prípade

nového rozdelenia (5).
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Ozna£me Y náhodnú premennú, ktorá je výstupom ná²ho generátora náhodných £í-

sel - táto premenná nadobúda hodnoty yk s pravdepodobnos´ami pk, kde k = 0, 1, 2, ....

Ak má premenná X rovnomerné rozdelenie na intervale (0, 1) , potom platí P (a ≤ X <

b) = b− a pre 0 ≤ a < b ≤ 1. Potom analogicky platí

P

(
m−1∑
j=0

pj ≤ X <

m∑
j=0

pj

)
= pm, m = 0, 1, 2, ..

Inými slovami, generujeme náhodné £íslo x ∼ Ro(0, 1) a potrebujeme nájs´ index

m, pri ktorom je splnená nasledujúca nerovnos´ :

m−1∑
j=0

pj ≤ x <
m∑
j=0

pj

Pre zjednodu²enie zavedieme Pm =
∑m

j=0 pj a skúmame, £i x− Pm < 0. Ak je táto

nerovnica splnená, tak sme na²li h©adaný index m. Schéma je zobrazená na Obr.2.

Obr. 2: Schéma generovania náhodných £ísel z diskrétnych rozdelení

Táto schéma je teda v²eobecná a aplikovate©ná na generovanie náhodných £ísel z

akéhoko©vek rozdelenia s kone£nou strednou hodnotou, ak poznáme predpis pravde-

podobnostnej funkcie. V tejto práci sme ju vyuºili dvakrát. V prvom prípade sme ju
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pouºili na testovanie toho, £i je odhad parametrov z dát dobrý (vygenerovali sme ná-

hodné £ísla s vopred známym parametrom a porovnávali s parametrom, ktorý nám

odhadol ná² program). Tento program sme taktieº vyuºili v kapitole o simulovaných

p-hodnotách.

Na ukáºku toho, ako dobre tento program funguje, vygenerujeme N = 1000 ná-

hodných £ísel z nového rozdelenia s parametrami α = 5 a θ = 0.5 a zrátame ich

frekvencie, v tomto prípade frekvencie výskytu vygenerovaných £ísel po£núc od £ísla 0.

To porovnáme s teoretickými frekvenciami s tými istými parametrami. Tieto frekvencie

dostaneme ako fi = Npi. Porovnanie môºeme vidie´ na Obr. 3.

Obr. 3: Porovnanie frekvencií vygenerovaných náhodných £ísel a teoretických frekvencií

pre parametre α = 5 a θ = 0.5.
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4 Aplikácie

4.1 Aplikácia základného modelu na frekvencie grafém

K dispozícii máme dáta z nasledujúcich slovanských jazykov: ruský, slovinský, slovenský

a ukrajinský. Dáta sme prebrali z £lánku [6]. Po£et znakov (písmen) v jednotlivých abe-

cedách, ako aj celkový po£et znakov pozorovaných ²tatistických súborov sa lí²i. Na²im

cie©om je posúdi´, £i nové, zov²eobecnené geometrické rozdelenie s dvomi parametrami

popisuje tento typ dát lep²ie ako geometrické rozdelenie.

V Tabu©kách 2 aº 5 môºeme vidie´ dáta - v prvom st¨pci je poradové £íslo znaku

(prvý v poradí je znak s najvy²²ou frekvenciou), v druhom sa nachádzajú frekvencie

grafém z textov v jednotlivých jazykoch, v tre´om teoretické frekvencie z geometrického

rozdelenia a v ²tvrtom st¨pci sú teoretické frekvencie zo zov²eobecneného geometric-

kého rozdelenia. �al²ie ²tyri st¨pce sú pokra£ovaním. N udáva celkový po£et znakov v

pozorovanom ²tatistickom súbore. Pod tabu©kami môºeme vidie´ výstupy.

Vidíme, ºe v prípade v²etkých pozorovaných jazykov je h©adaná minimálna χ2

²tatistika men²ia pre nové rozdelenie. �tatistika sa námmôºe zda´ pomerne vysoká, £o je

£iasto£ne spôsobené tým, ako sme kon²truovali jednotlivé teoretické pravdepodobnosti

- ke¤ºe dát je kone£ný po£et, teoretické pravdepodobnosti sme museli generova´ v

po£te o jednu menej ako je po£et znakov v pozorovanom súbore a poslednú zloºku sme

ur£ili kumulatívne ako

pk = 1−
k−1∑
i=1

pi.

Tento postup sa pouºíva ve©mi £asto, ke¤ potrebujeme len kone£ný po£et prav-

depodobností, ktorých je prirodzene nekone£ný po£et. Tento postup sa odzrkad©uje v

tabu©kách - frekvencie písmena s najmen²ím výskytom sa ve©mi lí²ia.

V podkapitole 3.2 sme spomínali, ºe pri novom rozdelení potrebujeme po£iato£né

odhady parametrov (7), najprv teda uvádzame tabu©ku týchto po£iato£ných odhadov

pre na²e ²tyri súbory dát - Tabu©ku 1.

V prípade ruského jazyka sa na²e po£iato£né odhady vymykali ohrani£eniam, ktoré

sú dané modelom, 0 < θ < 1 a 0 < α. Pôvodné parametre vy²li ako θ = 0.10280 a

α = −0.2138. V tomto prípade sme nastavili θ0 na najvy²²iu moºnú hodnotu, pre ktorú
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Jazyk θ0 α0

ruský 0.9000 0.8729

slovenský 0.8351 1.8531

slovinský 0.7999 2.2002

ukrajinský 0.9311 0.6938

Tabu©ka 1: Po£iato£né odhady parametrov pre nové rozdelenie.

metóda ziterovala ku kone£nej hodnote χ2 ²tatistiky, teda θ0 = 0.9 a α0 sme dopo£ítali

pod©a pôvodného vzorca, t.j. α0 = 0.8729. Ke¤ tieto odhady, ktoré sú jedným zo

vstupov do programu, máme, môºeme spusti´ itera£ný proces pre nové rozdelenie.

Na Obr. 4, 5, 6 a 7 vidíme príslu²né histogramy k týmto frekven£ným tabu©kám.

V tejto práci porovnávame to, £i je nové rozdelenie vhodnej²ie na popis ná²ho typu

dát ako geometrické. Av²ak to nám nehovorí o tom, £i sú dáta s modelom dostato£ne

zhodné. χ2 ²tatistika rastie spolu s rastúcim N - po£tom dát. Ak máme ma´ univerzálne

kritérium dobrej zhody, musí by´ indiferentné vo£i menlivému po£tu dát. Preto sa £asto

pouºíva tzv. koe�cient diskrepancie (nesúladu) C, ktorý vyrátame ako

C =
χ2

N
. (8)

Dobrú zhodu dát s modelom dosiahneme, ak je tento koe�cient C < 0.02. Táto

hranica sa zaviedla v £lánku [3]. Vo výstupoch preto okrem celkového po£tu dát, jed-

notlivých χ2 ²tatistík a odhadov parametrov uvádzame aj tento koe�cient.
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RUSKÝ JAZYK

i f(i) Np(i)-geom. Np(i)-zov². i f(i) Np(i)-geom. Np(i)-zov².

1 982048 918392.47 806191.19 17 181684 154022.84 164556.59

2 763584 821415.92 756080.02 18 163449 137758.98 145485.01

3 701891 734679.49 704374.31 19 156929 123212.49 128458.50

4 593949 657101.89 652142.62 20 151944 110202.00 113295.95

5 563591 587716.00 600322.17 21 146832 98565.36 99823.11

6 52783 525656.84 549701.37 22 138459 88157.47 87874.84

7 456610 470150.70 500914.17 23 101994 78848.59 77296.66

8 423657 420505.73 454443.99 24 93156 70522.67 67945.41

9 403285 376102.93 410634.73 25 77999 63075.91 59689.60

10 353818 336388.80 369706.30 26 69870 56415.49 52409.26

11 295548 300868.22 331772.61 27 54464 50458.36 45995.59

12 272216 269098.41 296860.18 28 30584 45130.79 35385.42

13 262459 240683.28 264926.14 29 24421 40364.79 35385.42

14 248196 215268.62 235874.74 30 22314 36102.52 31021.66

15 222221 192537.59 209571.96 31 9578 32290.32 27188.59

16 195629 172206.81 185857.81 32 2257 273507.18 191258.11

N=8697409

p=0.1056 χ2
geom=444772.2 Cgeom=0.0511

α =1.4016 θ=0.8747 χ2
zovs=372540.3 Czovs=0.0428

Tabu©ka 2: Frekvencie pre dáta z ruského jazyka.
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SLOVENSKÝ JAZYK

i f(i) Np(i)-geom. Np(i)-zov². i f(i) Np(i)-geom. Np(i)-zov².

1 14194 14117.36 13052.78 24 1611 1393.31 1404.30

2 13772 12765.18 12107.57 25 1593 1259.85 1259.65

3 12701 11542.52 11193.61 26 1465 11.1839 1129.51

4 9285 10436.97 10316.95 27 1422 1030.07 1012.51

5 8323 9437.30 9482.09 28 1395 931.41 907.37

6 7099 8533.39 8692.1720 29 1294 842.20 812.95

7 6562 7716.05 7949.0942 30 1073 761.53 728.19

8 6534 6977.00 7253.72 31 947 688.59 652.14

9 6164 6308.74 6606.02 32 719 622.64 583.92

10 6091 5704.48 6005.26 33 402 563.00 522.76

11 5731 5158.10 5450.16 34 346 509.08 467.94

12 5659 4664.05 4938.98 35 297 460.32 418.81

13 5103 4217.32 4469.68 36 270 416.23 374.80

14 4121 3813.38 4040.03 37 253 376.36 335.37

15 3845 3448.13 3647.62 38 172 340.31 300.07

16 3135 3117.87 3290.04 39 131 307.72 268.46

17 2676 2819.24 2964.84 40 124 278.24 240.16

18 2660 2549.21 2669.60 41 47 251.59 214.84

19 2408 2305.04 2402.01 42 27 227.50 192.17

20 2262 2084.26 2159.82 43 10 205.71 171.88

21 1954 1884.63 1940.89 44 3 186.00 153.73

22 1825 1704.12 1743.23 45 2 168.19 137.49

23 1685 1540.90 1564.95 46 0 1587.77 1161.88

N=147392

p=0.0958 χ2
geom=5571.448 Cgeom=0.0378

α =1.2198 θ=0.8940 χ2
zovs=5140.743 Czovs=0.0349

Tabu©ka 3: Frekvencie pre dáta zo slovenského jazyka.
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SLOVINSKÝ JAZYK

i f(i) Np(i)-geom. Np(i)-zov². i f(i) Np(i)-geom. Np(i)-zov².

1 32036 37409.82 29980.71 13 10514 8152.21 9396.18

2 31891 32949.07 28923.9 14 10216 7180.14 8123.07

3 31122 29020.22 27520.72 15 9568 6323.98 6995.07

4 27150 25559.84 25842.79 16 7446 5569.91 6003.46

5 22905 22512.08 23968.60 17 6413 4905.75 5137.56

6 16088 19827.73 21976.45 18 5361 4320.79 4385.69

7 16084 17463.47 19938.67 19 5055 3805.58 3735.95

8 15221 15381.12 17917.65 20 4608 3351.80 3176.76

9 14668 13547.08 15963.62 21 2606 2952.13 2697.13

10 14043 11931.72 14114.09 22 2554 2600.12 2286.95

11 13034 10508.98 12394.53 23 2463 2290.08 1937.01

12 10517 9255.89 10819.82 24 1675 2017.01 1639.08

25 497 14898.50 8859.51

N=313745

p=0.1192 χ2
geom=23016.67 Cgeom=0.0734

α =1.7770 θ=0.8419 χ2
zovs=15586.23 Czovs=0.0497

Tabu©ka 4: Frekvencie pre dáta zo slovinského jazyka.
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UKRAJINSKÝ JAZYK

i f(i) Np(i)-geom. Np(i)-zov². i f(i) Np(i)-geom. Np(i)-zov².

1 37267 36185.86 29797.47 17 8944 7510.78 8453.21

2 32774 32798.99 28719.55 18 8877 6807.80 7571.38

3 25080 29729.13 27480.18 19 7487 6170.61 6768.52

4 24639 26946.59 26112.05 20 6888 5593.07 6040.42

5 21053 24424.48 24648.56 21 6406 5069.57 5382.38

6 20941 22138.44 23122.35 22 5850 4595.08 4789.48

7 20075 20066.36 21564.00 23 5074 4165.00 4256.71

8 19171 18188.22 20001.13 24 4625 3775.17 3779.12

9 16296 16485.87 18457.78 25 3876 3421.83 3351.90

10 16240 14942.85 16954.03 26 3843 3101.56 2970.45

11 13936 13544.26 15506.02 27 3565 2811.26 2630.42

12 13697 12276.56 14126.06 28 2857 2548.14 2327.76

13 12959 11127.52 12822.90 29 2790 2309.64 2058.71

14 12949 10086.03 11602.17 30 2484 2093.47 1819.80

15 12398 9142.01 10466.81 31 2407 1897.53 1607.87

16 10584 8286.35 9417.53 32 506 1719.93 1420.05

33 78 16656.05 10589.24

N=386616

p=0.0936 χ2
geom=25453.14 Cgeom=0.0658

α =1.6225 θ=0.8805 χ2
zovs=18655.71 Czovs=0.0483

Tabu©ka 5: Frekvencie pre dáta z ukrajinského jazyka.
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Obr. 4: Porovnanie empirických a teoretických frekvencií (pre zov²eobecnené geomet-

rické rozdelenie) pre dáta z ru²tiny.

Obr. 5: Porovnanie empirických a teoretických frekvencií (pre zov²eobecnené geomet-

rické rozdelenie) pre dáta zo sloven£iny.

Vidíme, ºe vo v²etkých ²tyroch prípadoch predstavuje nové rozdelenie zlep²enie

oproti geometrickému. �al²ou moºnos´ou je pouºi´ vpravo useknutú verziu zov²eobec-

neného geometrického rozdelenia - pouºijeme len to©ko pravdepodobností, ko©ko je

tried v na²om ²tatistickom súbore. Potom kaºdú pravdepodobnos´ vydelíme ich sú£-
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Obr. 6: Porovnanie empirických a teoretických frekvencií (pre zov²eobecnené geomet-

rické rozdelenie) pre dáta zo slovin£iny.

Obr. 7: Porovnanie empirických a teoretických frekvencií (pre zov²eobecnené geomet-

rické rozdelenie) pre dáta z ukrajin£iny.

tom - normalizujeme ju. Nové pravdepodobnosti majú tvar

p′i =
pi∑k
i=1 pi

, i = 1, 2, ...., k.
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RUSKÝ JAZYK

i f(i) Np(i)-geom. Np(i)-zov². i f(i) Np(i)-geom. Np(i)-zov².

1 982048 880763.51 866241.77 17 181684 170728.11 171575.62

2 763584 794922.28 787023.50 18 163449 154088.55 154511.12

3 701891 717447.34 714296.10 19 156929 139070.73 139114.99

4 593949 647523.28 647669.09 20 151944 125516.58 125229.64

5 563581 584414.17 586747.33 21 146832 113283.45 112711.29

6 532783 527455.83 531138.25 22 138459 102242.58 101428.98

7 456610 476048.78 480457.41 23 101994 92277.79 91263.62

8 423657 429651.97 434332.74 24 93156 83284.18 82107.00

9 403285 387777.11 392407.61 25 77999 75167.11 73860.94

10 353818 349983.46 354343.00 26 69870 67841.15 66436.47

11 295548 315873.27 319818.83 27 54464 61229.20 59752.98

12 272216 285087.54 288534.69 28 30584 55261.66 53737.54

13 262459 257302.26 260210.06 29 24421 49875.73 48324.20

14 248196 232224.99 234584.14 30 22314 45014.73 43453.37

15 222221 209591.81 211415.41 31 9578 40627.49 39071.22

16 195629 189164.51 190480.95 32 2257 36667.84 35129.15

N=8697409

p=0.0975 χ2
geom=150543.9 Cgeom=0.0173

α =1.0598 θ=0.8987 χ2
zovs=149458.4 Czovs= 0.0172

Tabu©ka 6: Frekvencie pre dáta z ruského jazyka s pouºitím sprava useknutých prav-

depodobností.

Takýmto spôsobom zostáva zaru£ené, ºe
∑k

i=1 p
′
i = 1. Vpravo useknuté zov²eobec-

nené geometrické rozdelenie opä´ aplikujeme na dáta z Tabuliek 2 aº 5. Uvidíme, ºe

táto zmena predstavuje zlep²enie výsledkov, t.j. zníºenie χ2 ²tatistiky. Výsledky vidíme

v Tabu©kách 6 aº 9.
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SLOVENSKÝ JAZYK

i f(i) Np(i)-geom. Np(i)-zov². i f(i) Np(i)-geom. Np(i)-zov².

1 14194 13873.98 13433.74 24 1611 1466.59 1462.94

2 13772 12582.62 12318.01 25 1593 1330.09 1321.54

3 12701 11411.45 11277.89 26 1465 1206.28 1193.60

4 9285 10349.30 10311.32 27 1422 1094.01 1077.90

5 8323 9386.01 9415.67 28 1395 992.18 973.28

6 7099 8512.38 8587.88 29 1294 899.83 878.71

7 6562 7720.06 7824.62 30 1073 816.07 793.24

8 6534 7001.49 7122.35 31 947 740.12 716.02

9 6164 6349.81 6477.45 32 719 671.23 646.26

10 6091 5758.78 5886.26 33 402 608.75 583.24

11 5731 5222.77 5345.16 34 346 552.09 526.34

12 5659 4736.64 4850.62 35 297 500.70 474.95

13 5103 4295.76 4399.22 36 270 454.10 428.56

14 4121 3895.92 3987.67 37 253 411.83 386.65

15 3845 3533.30 3612.85 38 172 373.50 348.88

16 3135 3204.43 3271.81 39 131 338.73 314.75

17 2676 2906.17 2961.78 40 124 307.21 283.96

18 2660 2635.67 2680.14 41 47 278.61 256.17

19 2408 2390.34 2424.49 42 27 252.68 231.09

20 2262 2167.85 2192.58 43 10 229.16 208.46

21 1954 1966.07 1982.31 44 3 207.83 188.04

22 1825 1783.08 1791.77 45 2 188.49 169.62

23 1685 1617.11 1619.19 46 0 170.94 153.00

N=1473929

p=0.0931 χ2
geom=3979.568 Cgeom=0.0270

α =1.0968 θ=0.9018 χ2
zovs=3910.018 Czovs=0.0265

Tabu©ka 7: Frekvencie pre dáta zo slovenského jazyka s pouºitím sprava useknutých

pravdepodobností.
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SLOVINSKÝ JAZYK

i f(i) Np(i)-geom. Np(i)-zov². i f(i) Np(i)-geom. Np(i)-zov².

1 32036 35136.44 32768.00 13 10514 9281.95 9588.12

2 31891 31447.14 30281.28 14 10216 8307.36 8495.51

3 31122 28145.22 27825.40 15 9568 7435.09 7515.39

4 27150 25190.00 25436.08 15 7446 6654.41 6639.00

5 22905 22545.07 23141.63 17 6413 5955.71 5857.52

6 16088 20177.86 20963.25 618 5361 5330.36 5162.36

7 16084 18059.20 18915.63 19 5055 4770.68 4545.31

8 15221 16163.00 17007.73 20 4608 4269.76 3998.61

9 14668 14465.90 15243.69 21 2606 3821.44 3515.03

10 14043 12947.00 13623.70 22 2554 3420.19 3087.89

11 13034 11587.57 12144.88 23 2463 3061.08 2711.10

12 10517 10370.89 10801.99 24 1675 2739.67 2379.07

25 497 2452.00 2086.78

N=313745

p=0.1050 χ2
geom=6213.464 Cgeom=0.0198

α =1.2962 θ=0.8744 χ2
zovs=5539.527 Czovs= 0.0177

Tabu©ka 8: Frekvencie pre dáta zo slovinského jazyka s pouºitím sprava useknutých

pravdepodobností.
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UKRAJINSKÝ JAZYK

i f(i) Np(i)-geom. Np(i)-zov². i f(i) Np(i)-geom. Np(i)-zov².

1 37267 34124.51 32528.45 17 8944 8493.04 8670.33

2 32774 31283.56 30327.51 18 8877 7785.97 7908.96

3 25080 28679.13 28209.99 19 7487 7137.77 7210.08

4 24639 26291.52 26183.76 20 6888 6543.53 6569.33

5 21053 24102.69 24254.45 21 6406 5998.77 5982.51

6 20941 22096.09 22425.64 22 5850 5499.36 5445.62

7 20075 20256.53 20699.19 23 5074 5041.52 4954.84

8 19171 18570.13 19075.42 24 4625 4621.80 4506.59

9 16296 17024.12 17553.39 25 3876 4237.03 4097.47

10 16240 15606.82 16131.13 26 3843 3884.28 3724.33

11 13936 14307.52 14805.81 27 3565 3560.91 3384.20

12 13697 13116.38 13574.00 28 2857 3264.45 3074.34

13 12959 12024.41 12431.75 29 2790 2992.68 2792.19

14 12949 11023.35 11374.79 30 2484 2743.53 2535.39

15 12398 10105.63 10398.64 31 2407 2515.13 2301.77

16 10584 9264.31 9498.70 32 506 2305.74 2089.30

33 78 2113.79 1896.14

N=386616

p=0.0833 χ2
geom=6345.157 Cgeom=0.0164

α =1.1863 θ=0.9061 χ2
zovs=5966.918 Czovs=0.0154

Tabu©ka 9: Frekvencie pre dáta z ukrajinského jazyka s pouºitím sprava useknutých

pravdepodobností.
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Obr. 8: Porovnanie empirických a teoretických frekvencií (pre zov²eobecnené geomet-

rické rozdelenie) pre dáta z ru²tiny s pouºitím sprava useknutých pravdepodobností.

Obr. 9: Porovnanie empirických a teoretických frekvencií (pre zov²eobecnené geomet-

rické rozdelenie) pre dáta zo sloven£iny s pouºitím sprava useknutých pravdepodob-

ností.

Vidíme, ºe pre v²etky skúmané jazyky okrem sloven£iny platí, ºe C < 0.02, teda

model popisuje dáta dostato£ne dobre.
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Obr. 10: Porovnanie empirických a teoretických frekvencií (pre zov²eobecnené geomet-

rické rozdelenie) pre dáta zo slovin£iny s pouºitím sprava useknutých pravdepodobností.

Obr. 11: Porovnanie empirických a teoretických frekvencií (pre zov²eobecnené geomet-

rické rozdelenie) pre dáta z ukrajin£iny s pouºitím sprava useknutých pravdepodob-

ností.
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4.2 Modi�kácia

Sú jazyky, v ktorých sa ur£ité písmeno (graféma) vyskytuje omnoho £astej²ie ako

zvy²né. Takýmto jazykom je napríklad tamil£ina, dáta sú uvedené v Tabu©ke 10. Ta-

mil£ina je jazyk, ktorým sa rozpráva na juhu Indie a na severo-východe Srí Lanky. Má

12 samohlások a 18 spoluhlások. Pochopite©ne, potom ná² model v jeho pôvodnej forme

nemôºeme na dáta v tomto jazyku aplikova´, musíme vykona´ ur£itú zmenu. Musíme

modi�kova´, pod©a £lánku [11], jednotlivé pravdepodobnosti výskytu jednotlivých pís-

men v texte. Modi�kácií sa v £lánku uvádza nieko©ko druhov, napr. modi�kácia prvej

triedy, ktorú pouºijeme aj my, sa vykonáva vtedy, ak má výrazne vy²²iu frekvenciu len

jedno písmeno. Pravdepodobnosti teda zmeníme nasledovným spôsobom:

π1 = 1− γ(1− P1)

πi = γPi; i = 2, 3, ...k
(9)

kde Pi; i = 1, ..., k sú jednotlivé teoretické pravdepodobnosti výskytu písmen v

texte, ktoré vstupujú do modelu a parameter γ ∈ (0, [1− P1]
−1). Platí, ºe pre

γ = 1 dostávame pôvodné pravdepodobnosti. Parameter γ je neznámy a potrebujeme

ho odhadnú´. πi je znova rozdelenie pravdepodobnosti.

Dáta z tamil£iny sme prevzali z £lánku [6]. Ak sa pokúsime na dáta v tamil£ine

aplikova´ ná² program v prostredí R, ktorý v slovanských jazykoch dosahoval relatívne

uspokojivé výsledky, dostaneme C = 0.0354 > 0.02. V tejto modi�kovanej forme ná²ho

problému rie²ime nasledujúcu minimaliza£nú úlohu:

min
α,θ,γ
{

k∑
i=1

(fi −Nπi(α, θ, γ))2

Nπi(α, θ, γ)
; 0 < θ < 1, 0 < α, γ ∈ (0, [1− P1]

−1)} (10)

Po£iato£né odhady parametrov α a θ sme nechali rovnaké, ako v pôvodnom prog-

rame, av²ak výstupy nevy²li kone£né, preto sme vstupné parametre museli ru£ne upra-

vova´, aby proces dokonvergoval ku kone£ným výsledkom. Pre tieto dáta z tamil£iny

máme po úprave po£iato£né parametre θ = 0.90 a α = 0.75. Po£iato£ný odhad para-

metra γ sme pre jednoduchos´ nastavili na γ0 = 1.

Samotný program, ktorý vykonal minimalizáciu, môºeme nájs´ v prílohe práce.
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TAMILSKÝ JAZYK

1 11462 11399.42 16 2019 1829.35

2 6050 5805.73 17 1763 1643.84

3 5844 5514.09 18 1669 1474.42

4 5423 5204.95 19 1510 1320.29

5 5083 4884.67 20 1329 1180.52

6 4157 4559.16 21 1087 1054.16

7 3729 4233.73 22 970 940.21

8 3526 3912.97 23 899 837.70

9 3331 3600.74 24 755 745.66

10 3119 3300.11 25 674 663.19

11 2902 3013.45 26 623 589.39

12 2807 2742.43 27 420 523.47

13 2599 2488.14 28 382 464.64

14 2440 2251.16 29 201 412.21

15 2214 2031.63 30 0 365.53

N=78987 γ = 0.9349 α =1.5270

θ=0.8836 χ2=871.876 C = 0.0110

Tabu©ka 10: Frekvencie pre dáta z tamil£iny.
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Výsledok na²ej modi�kácie modelu je pre tento ²tatistický súbor uspokojivý - koe�-

cient C < 0.02, teda pozmenený model dobre vystihuje na²e dáta. Na Obr. 12 môºeme

vidie´ dva histogramy. V©avo je porovnanie dát s teoretickými frekvenciami pred mo-

di�káciou a vpravo porovnanie dát s teoretickými frekvenciami po modi�kácii.

Obr. 12: Porovnanie frekvencií pred a po modi�kácii pre tamil£inu.

4.3 Modelovanie d¨ºky slov

�aºiskom tejto diplomovej práce je modelova´ frekvencie grafém, ale môºeme tieº skú-

ma´, £i zov²eobecnené geometrické rozdelenie nemodeluje dobre aj ²tatistické súbory

iného typu. Vybrali sme d¨ºku slov meranú po£tom slabík, dáta sme prevzali z £lánku

[2], dáta sú tentokrát z anglického a litovského jazyka. Opä´ porovnávame mieru zhody

dát s geometrickým a zov²eobecneným geometrickým rozdelením. Budeme pracova´ len

s useknutými verziami týchto rozdelení.

V Tabu©kách 11 a 12 uvidíme znova dáta a následne aj výstupy usporiadané tak,

ako doteraz.

Koe�cient diskrepancie C nazna£uje v oboch prípadoch akceptovate©nú mieru zhody

medzi modelom a dátami.
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ANGLICKÝ JAZYK

po£et slabík f(i) Np(i)-geom. Np(i)-zov²

1 3987 3845.66 3970.54

2 831 1022.69 857.98

3 281 271.97 269.08

4 121 72.33 93.51

5 15 19.23 33.64

6 2 5.12 12.248

N=5237

p=0.7341 χ2
geom=77.0111 Cgeom=0.0147

α =0.5539 θ=0.3667 χ2
zovs=28.4268 Czovs=0.0054

Tabu©ka 11: Frekvencie pre dáta z angli£tiny.

LITOVSKÝ JAZYK

po£et slabík f(i) Np(i)-geom. Np(i)-zov²

1 525 514.12 521.49

2 116 136.52 125.00

3 48 36.25 37.56

4 9 9.63 12.02

5 2 3.48 3.92

N=700

p=0.7345 χ2
geom=7.7923 Cgeom=0.0111

α =0.7043 θ=0.3294 χ2
zovs=5.2714 Czovs=0.0075

Tabu©ka 12: Frekvencie pre dáta z litov£iny.
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4.4 Simulované p-hodnoty

Pod©a £lánku [10], ak je súbor dát príli² ve©ký (£o je £asto v lingvistike pravdou), nulovú

hypotézu, uvedenú v podkapitole 2.4, test zamieta. Preto sa v lingvistike pouºíva práve

koe�cient diskrepancie C, nie p - hodnota. Z tohto dôvodu sa budeme simulovanou p-

hodnotou zaobera´ len pre dáta z litov£iny, kde N = 700.

V tejto podkapitole budeme p-hodnotu simulova´, pri£om budeme vychádza´ z jej

de�nície uvedenej v podkapitole 2.4. Pre pripomenutie, p-hodnota je pravdepodobnos´

toho, ºe testovacia ²tatistika nadobudne vä£²iu hodnotu ako je tá práve pozorovaná.

Postup je nasledovný:

1. Nájdeme parametre, ktoré minimalizujú χ2 ²tatistiku. Tieto parametre pre obe

rozdelenia môºeme vidie´ v Tabu©ke 12.

2. Vygenerujeme N náhodných £ísel z príslu²ného rozdelenia. V tomto prípade je

N = 700.

3. Tento postup zopakujeme dostato£ne ve©a ráz - v na²om programe to je 2000.

4. Zrátame, ko©kokrát boli χ2 ²tatistiky vä£²ie ako ²tatistika z Tabu©ky 12. Simu-

lovaná p-hodnota je potom pomer po£tu týchto ²tatistík, ktoré boli vä£²ie ako

²tatistika z Tabu©ky 12 k £íslu 2000, £o je po£et v²etkých vygenerovaných ²tatis-

tík.

Ke¤ program spustíme, pri geometrickom rozdelení vyjde p-hodnota okolo 0.2605

(ak spú²´ame program opakovane, £ísla sa stále pohybujú okolo tejto hodnoty) a pri

zov²eobecnenom 0.3775. Zvy£ajne sa ako kritická hodnota berie 0.05, £iºe v oboch

prípadoch nezamietame nulovú hypotézu, ºe dáta pochádzajú z daného rozdelenia,

resp. ºe sa frekvencie grafém rovnajú teoretickým frekvenciám.
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5 Záver

V tejto práci sme prebrali vzorec pre pravdepodobnostnú funkciu zov²eobecneného

geometrického rozdelenia. Na²ím cie©om bolo porovna´ mieru zhody dát s geometric-

kým a zov²eobecneným geometrickým rozdelením. Dáta boli z oblasti kvantitatívnej

lingvistiky - frekvencie grafém z ruského, slovenského, slovinského a ukrajinského ja-

zyka. Ako kritérium zhody nám poslúºil χ2 test dobrej zhody, kde výstupmi boli opti-

málne odhady parametrov rozdelení, samotné hodnoty testovacích ²tatistík a koe�cient

diskrepancie C. Tento koe�cient sme pouºili ako kone£né kritérium toho, £i je model

prijate©ný alebo nie. Model je prijate©ný, ak jeho koe�cient diskrepancie C < 0.02. �ím

niº²í je tento koe�cient, tým je zhoda dát s modelom lep²ia.

Na²ím primárnym cie©om bolo porovna´ dve spomenuté rozdelenia a overi´, ºe zo-

v²eobecnené geometrické rozdelenie popisuje tento typ dát lep²ie ako geometrické, £o sa

nám aj podarilo. Nezávisle od výberu rôznych dát v tejto práci sa vºdy nové rozdelenie

ukázalo ako vhodnej²ie, £o £itate© môºe vidie´ v jednotlivých tabu©kách porovnáva-

júcich dané frekvencie grafém a teoretické frekvencie z oboch rozdelení. Sekundárnym

cie©om bolo zhodnoti´ v kaºdom súbore dát, £i sú jednotlivé rozdelenia vhodné na popis

dát (to, ºe je nejaké rozdelenie lep²ie ako iné e²te neznamená, ºe je vhodné), na £o nám

poslúºil koe�cient diskrepancie. Uplatnili sme dve metódy generovania pravdepodob-

ností. V Tabu©ke 13 uvádzame koe�cienty diskrepancie pre ²tyri slovanské jazyky a pre

dve metódy generovania pravdepodobností kvôli preh©adu. Druhá metóda generovania

pravdepodobností, tzv. sprava useknutých, sa ukazuje by´ lep²ia ako prvá metóda, kde

posledný £len radu pravdepodobností ur£ujeme kumulatívne ako pk = 1 −
∑k−1

i=1 pi.

GR v Tabu©ke 13 znamená geometrické rozdelenie a ZGR zov²eobecnené geometrické

rozdelenie.

Z Tabu©ky 13 sa dá vy£íta´ záver, ktorý bol v práci nieko©kokrát spomenutý - ZGR

vºdy dosahuje lep²ie výsledky ako GR.

Najlep²ie výsledky dosahujeme pri kombinácii druhej metódy generovania pravde-

podobností a pouºitia ZGR. Vtedy je koe�cient diskrepancie pre ru²tinu, slovin£inu a

ukrajin£inu vºdy men²í ako 0.02.

Okrem ²tyroch slovanských jazykov sme skúmali aj tamil£inu ²peci�ckú tým, ºe

jedna graféma sa vyskytovala ove©a £astej²ie ako ostatné. Z tohto dôvodu sme prog-

ram museli upravi´, £o sa nám aj úspe²ne podarilo. Po upravení bol opä´ koe�cient

diskrepancie C < 0.02.
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1.metóda - GR 1.metóda ZGR 2.metóda - GR 2.metóda ZGR

ru²tina 0.0511 0.0428 0.0173 0.0172

sloven£ina 0.0378 0.0349 0.0270 0.0265

slovin£ina 0.0734 0.0497 0.0198 0.0177

ukrajin£ina 0.0658 0.0483 0.0164 0.0154

Tabu©ka 13: Porovnanie modelov.

Posledné dva súbory dát, ktoré sme skúmali, boli dáta trochu iného typu - boli to

merania po£tu slabík slov v textoch z angli£tiny a litov£iny. Opä´ sme pri²li k rovna-

kému výsledku - ZGR vykazovalo lep²ie výsledky ako GR. K litov£ine sme vygenerovali

aj simulované p-hodnoty.

Výsledkom tejto práce je potvrdenie, ºe pre na²e dáta z oblasti kvantitatívnej lin-

gvistiky je naozaj zov²eobecnené geometrické rozdelenie vhodnej²ím rozdelením ako

pôvodné, geometrické.
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Prílohy

Zdrojové kódy programov v R.

Generovanie náhodných £ísel z nového rozdelenia pre vopred ur-
£ené parametre

#generujeme pravdepodobnosti pre zovseobecnene geometricke

N<-1000

alpha<-5

alpha2<-(1-alpha)

lambda<-0.59

#theta<-exp(-lambda)

theta<-0.5

Pr<-rep(0,times=N)

for (i in 0:(N-2))

Pr[i+1]<-(alpha*theta^i*(1-theta))/((1-alpha2*theta^(i+1))*(1-alpha2*theta^i))

Pr[N]<-1-sum(Pr)

#V Pr su pravdepodobnosti pre ZGR

#teraz generujeme u~Ro(0,1)

u <- runif(N)

Y <- rep(0,times=length(u))

M<-0

for (i in 1:length(u)) {

xx <- u[i]

for (m in 0:99){

Pm <- sum(Pr[1:(m+1)])

M <- xx - Pm

if (M < 0){

Y[i] <- m

break

}

}

}

max<-0

for (i in 1:N)

if (Y[i]>max) max<-Y[i]

frek<-rep(0,times=max+1)
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for (i in 1: (N+1))

frek[Y[i]+1] <- (frek[Y[i]+1]+1)

χ2 test pre geometrické rozdelenie

frek1 <- read.table("cesta ku súboru")

attach(frek1)

frek<-t(frek1)

N<-sum(frek)

length(frek)

#mame na£ítané dáta

TeorPrav<-function(p) {

teor<-rep(0,times=length(frek))

sucet<-0

for (k in 0:(length(frek)-2)) {

teor[k+1] <- (1-p)^k*p

sucet<-sucet+teor[k+1]

}

teor[length(frek)]<- 1-sucet

vysledne<-teor*N

for (i in 1:(length(vysledne)))

if(vysledne[i]==0) vysledne[i]<-0.00000001

Statistika <- sum( (frek-vysledne)^2 / vysledne )

return(Statistika)

}

optimize(TeorPrav,c(0,1))

χ2 test pre zov²eobecnené geometrické rozdelenie

frek1 <- read.table("cesta ku súboru")

attach(frek1)

frek<-t(frek1)

N<-sum(frek)

length(frek)

P1<-frek[1]/N

P2<-frek[2]/N

pocThe<-((1-P1-P2)*P1)/P2

if (pocThe>1) pocThe<-0.9

if (pocThe<0) pocThe<-0.1

pocAlp<-((1-pocThe)*(1-P1))/(pocThe*P1)

if (pocAlp<0) pocAlp<-0.1

#alpha=x[1], theta=x[2]

TeorPrav<-function(x) {

teor<-rep(0,times=length(frek))
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sucet<-0

for (k in 0:(length(frek)-2)) {

teor[k+1] <- (x[1]*x[2]^k*(1-x[2]))/((1-(1-x[1])*x[2]^(k+1))*

(1-(1-x[1])*x[2]^k))

sucet<-sucet+teor[k+1]

}

teor[length(frek)]<- 1-sucet

vysledne<-teor*N

Statistika <- sum( (frek-vysledne)^2 / vysledne )

return(Statistika)

}

optim(par=c(pocAlp,pocThe),fn=TeorPrav,method="L-BFGS-B",

lower=c(0.00001,0.00001),upper=c(99.9999,0.999999),

control=list(maxit=2000))

χ2 test pre geometrické rozdelenie, pouºitie sprava useknutých
pravdepodobností

frek1 <- read.table("cesta ku súboru")

attach(frek1)

frek<-t(frek1)

N<-sum(frek)

length(frek)

TeorPrav<-function(p) {

teoret<-rep(0,times=length(frek))

teor<-rep(0,times=length(frek))

sucet<-0

for (k in 0:(length(frek)-1)) {

teoret[k+1] <- (1-p)^k*p

sucet<-sucet+teoret[k+1]

}

teor<-teoret/sucet

vysledne<-teor*N

for (i in 1:(length(vysledne)))

if(vysledne[i]==0) vysledne[i]<-0.00000001

Statistika <- sum( (frek-vysledne)^2 / vysledne )

return(Statistika)

}

optimize(TeorPrav,c(0,1))

χ2 test pre zov²eobecnené geometrické rozdelenie, pouºitie sprava
useknutých pravdepodobností

frek1 <- read.table("cesta ku súboru")

attach(frek1)
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frek<-t(frek1)

N<-sum(frek)

length(frek)

P1<-frek[1]/N

P2<-frek[2]/N

pocThe<-((1-P1-P2)*P1)/P2

if (pocThe>1) pocThe<-0.9

if (pocThe<0) pocThe<-0.1

pocAlp<-((1-pocThe)*(1-P1))/(pocThe*P1)

if (pocAlp<0) pocAlp<-0.1

#alpha=x[1], theta=x[2]

TeorPrav<-function(x) {

teoret<-rep(0,times=length(frek))

teor<-rep(0,times=length(frek))

sucet<-0

for (k in 0:(length(frek)-1)) {

teoret[k+1] <- (x[1]*x[2]^k*(1-x[2]))/((1-(1-x[1])*x[2]^(k+1))*

(1-(1-x[1])*x[2]^k))

sucet<-sucet+teoret[k+1]

}

teor<-teoret/sucet

vysledne<-teor*N

Statistika <- sum( (frek-vysledne)^2 / vysledne )

return(Statistika)

}

optim(par=c(pocAlp,pocThe),fn=TeorPrav,method="L-BFGS-B",

lower=c(0.00001,0.00001),upper=c(99.9999,0.999999),

control=list(maxit=2000))

Modi�kácia prvého stup¬a

frek1 <- read.table("cesta ku súboru")

attach(frek1)

frek<-t(frek1)

N<-sum(frek)

length(frek)

P1<-frek[1]/N

P2<-frek[2]/N

pocThe<-((1-P1-P2)*P1)/P2

pocAlp<-((1-pocThe)*(1-P1))/(pocThe*P1)

if (pocThe>1) pocThe<-0.9

if (pocThe<0) pocThe<-0.1
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#pocAlp<-((1-pocThe)*(1-P1))/(pocThe*P1)

pocAlp<-0.75

pocGama<-1

#alpha=x[1], theta=x[2], gama=x[3]

TeorPrav<-function(x) {

teoret<-rep(0,times=length(frek))

teor<-rep(0,times=length(frek))

new<-rep(0,times=length(frek))

sucet<-0

for (k in 0:(length(frek)-1)) {

teoret[k+1] <- (x[1]*x[2]^k*(1-x[2]))/((1-(1-x[1])*x[2]^(k+1))*

(1-(1-x[1])*x[2]^k))

if (k==0) new[k+1]<-(1-x[3]*(1-teoret[k+1]))

else new[k+1]<-x[3]*teoret[k+1]

sucet<-sucet+new[k+1]

}

teor<-new/sucet

vysledne<-teor*N

Statistika <- sum( (frek-vysledne)^2 / vysledne )

return(Statistika)

}

optim(par=c(pocAlp,pocThe,pocGama),fn=TeorPrav,method="L-BFGS-B",

lower=c(0.00001,0.00001,0.00001),upper=c(99.9999,0.999999,4.9999),

control=list(maxit=2000))

Simulované p-hodnoty pre geometrické rozdelenie

count<-0

for (h in 1:2000) {

dlzka<-100

N<-700

u <- runif(N)

prav<-rep(0,times=dlzka)

pravdep<-rep(0,times=dlzka)

p<-0.7345

#generujeme pravdepodobnosti p pre geometricke rozdelenie

sucet<-0

for (k in 0:(dlzka-1)) {
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prav[k+1] <- (1-p)^k*p

sucet<-sucet+prav[k+1]

}

pravdep<-prav/sucet

Y <- rep(0,times=length(u))

M<-0

for (i in 1:length(u)) {

xx <- u[i]

for (m in 0:(dlzka-1)){

Pm <- sum(pravdep[1:(m+1)])

M <- xx - Pm

if (M < 0){

Y[i] <- m

break

}

}

}

max<-0

for (i in 1:N)

if (Y[i]>max) max<-Y[i]

frek<-rep(0,times=max+1)

for (i in 1: (N+1))

frek[Y[i]+1] <- (frek[Y[i]+1]+1)

teor<-rep(0,times=max+1)

teoret<-rep(0,times=max+1)

sucet<-0

for (k in 0:(max)) {

teor[k+1] <- (1-p)^k*p

sucet<-sucet+teor[k+1]

}

teoret<-teor/sucet

vysledne<-teoret*N

Statistika[h] <- sum( (frek-vysledne)^2 / vysledne )

if (Statistika[h] > 7.7923) count<-count+1
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}

p.value<-count/2000

Simulované p-hodnoty pre nové rozdelenie

count<-0

for (h in 1:2000) {

dlzka<-100

N<-700

u <- runif(N)

prav<-rep(0,times=dlzka)

pravdep<-rep(0,times=dlzka)

x[1]<-0.7043

x[2]<-0.3294

teoret<-rep(0,times=length(frek))

pravdep<-rep(0,times=length(frek))

sucet<-0

for (k in 0:(length(frek)-1)) {

teoret[k+1] <- (x[1]*x[2]^k*(1-x[2]))/((1-(1-x[1])*x[2]^(k+1))*(1-(1-x[1])*x[2]^k))

sucet<-sucet+teoret[k+1]

}

pravdep<-teoret/sucet

Y <- rep(0,times=length(u))

M<-0

for (i in 1:length(u)) {

xx <- u[i]

for (m in 0:(dlzka-1)){

Pm <- sum(pravdep[1:(m+1)])

M <- xx - Pm

if (M < 0){

Y[i] <- m

break

}

}

}

max<-0

for (i in 1:N)
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if (Y[i]>max) max<-Y[i]

frek<-rep(0,times=max+1)

for (i in 1: (N+1))

frek[Y[i]+1] <- (frek[Y[i]+1]+1)

teor<-rep(0,times=max+1)

teoret<-rep(0,times=max+1)

sucet<-0

for (k in 0:(max)) {

teor[k+1] <- (1-p)^k*p

sucet<-sucet+teor[k+1]

}

teoret<-teor/sucet

vysledne<-teoret*N

Statistika[h] <- sum( (frek-vysledne)^2 / vysledne )

if (Statistika[h] > 5.2714) count<-count+1

}

p.value<-count/2000
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