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Abstrakt

LITVAJOVA, Barbora : Nové zovieobecnenie geometric-
kého rozdelenia ako model pre frekvencie grafém [Diplomova
préaca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta mate-
matiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matema-
tiky a Statistiky; gkolitel: Mgr. Jan Macutek, PhD., Brati-
slava, 2013, 48 s.

Cielom prace je aplikacia nového zovSeobecnenia geometric-
kého rozdelenia v matematickom modelovani v lingvistike,
konkrétne ide o model frekvencie grafém. Model a jeho mo-
difikaciu aplikujeme na data z rustiny, slovené¢iny, slovinciny,
ukrajin¢iny a tamil¢iny. Vhodnost modelu testujeme pomo-

cou 2 testu dobrej zhody.

KIacové slova

teoria pravdepodobnosti, geometrické rozdelenie, frekvencie

grafém, odhady parametrov, x? test dobrej zhody



Abstract

LITVAJOVA, Barbora : A new generalization of the geomet-
ric distribution as a model for grapheme frequencies [Master
thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of mat-
hematics, physics and informatics, Department of applied

mathematics and statistics; thesis supervisor: : Mgr. Jan
Macutek, PhD., Bratislava, 2013, 48 p.

The goal of this master thesis is an application of the new
generalized geometric distribution in the mathematical mo-
delling in linguistics, specifically it is a model for grapheme
frequencies. Model and its modification is applied on the
data from Russian, Slovak, Slovene, Ukrainian and Tamil
language. The criterion of the good fit is x? goodness of fit
test.

Key words

probability theory, geometric distribution, grapheme frequ-

encies, estimation of parameters, y? goodness of fit test



Obsah

Zoznam obrazkov
Zoznam tabuliek
1 Uvod

2 Zakladné definicie
2.1 Zakladné pojmy z tedrie pravdepodobnosti . . . . . . ... ... ...
2.2 Geometrické rozdelenie . . . . . ... Lo
2.3 Zakladné pojmy z oblasti matematickej Statistiky . . . ... . ... ..
2.4 x?test dobrej zhody . . . . . ... ...

3 ZovSeobecnené geometrické rozdelenie
3.1 Definicia a vlastnosti nového rozdelenia . . . . . .. . ... ... ....
3.2 Minimaliza¢na tloha pre nové rozdelenie a pociato¢né odhady jeho pa-
rametrov . . ... Lo L e e e e e e

3.3 Generovanie ndhodnych ¢isel z nového rozdelenia . . . . . .. ... ..

4 Aplikacie
4.1 Aplikicia zékladného modelu na frekvencie grafém . . . . . . . . .. ..
4.2 Modifikdcia . . . ...
4.3 Modelovanie dlzky slov . . . . . . .. ...
4.4 Simulované p-hodnoty . . . .. .. ... oo

5 Zaver
Literatiara

Prilohy

14
14

15
16

19
19
33
35
37

38

40

41



Zoznam obrazkov

10

11

12

Pravdepodobnostné funkcia zovseobecneného geometrického rozdelenia
pre rOzne parametre. . . . . . . . . L ...
Schéma generovania ndhodnych ¢isel z diskrétnych rozdeleni . . . . . .
Porovnanie frekvencii vygenerovanych nihodnych ¢&isel a teoretickych
frekvencii pre parametre a =5a 60 =05. . ... ... ... ... ...
Porovnanie empirickych a teoretickych frekvencii (pre zovseobecnené
geometrické rozdelenie) pre data z rustiny. . . . .. ... L. L.
Porovnanie empirickych a teoretickych frekvencii (pre zovSeobecnené
geometrické rozdelenie) pre data zo slovenéiny. . . . . . . ... ... ..
Porovnanie empirickych a teoretickych frekvencii (pre zovseobecnené
geometrické rozdelenie) pre data zo slovinéiny. . . . . . .. ... ...
Porovnanie empirickych a teoretickych frekvencii (pre zovSeobecnené
geometrické rozdelenie) pre data z ukrajinéiny. . . . . . ... ... L.
Porovnanie empirickych a teoretickych frekvencii (pre zovseobecnené
geometrické rozdelenie) pre data z ruStiny s pouzitim sprava useknu-
tych pravdepodobnosti. . . . . . . . ... oL oo
Porovnanie empirickych a teoretickych frekvencii (pre zovseobecnené
geometrické rozdelenie) pre déata zo slovendiny s pouZitim sprava usek-
nutych pravdepodobnosti. . . . . . .. .. ...
Porovnanie empirickych a teoretickych frekvencii (pre zovSeobecnené
geometrické rozdelenie) pre data zo slovinéiny s pouzitim sprava usek-
nutych pravdepodobnosti. . . . . . ... ... L oL
Porovnanie empirickych a teoretickych frekvencii (pre zovseobecnené
geometrické rozdelenie) pre data z ukrajin¢iny s pouzitim sprava usek-
nutych pravdepodobnosti. . . . . . ... ... o oL

Porovnanie frekvencii pred a po modifikacii pre tamil¢inu. . . . . . . . .

26



Zoznam tabuliek

S Ot s W N =

10
11
12
13

Podiato¢né odhady parametrov pre nové rozdelenie. . . . . . . . .. ..
Frekvencie pre data z ruského jazyka. . . . . .. .. ... ... ... ..
Frekvencie pre data zo slovenského jazyka. . . . .. ... ... ... ..
Frekvencie pre data zo slovinského jazyka. . . . .. ... ... ... ..
Frekvencie pre data z ukrajinského jazyka. . . . . . ... ... ... ..
Frekvencie pre data z ruského jazyka s pouzitim sprava useknutych prav-
depodobnosti. . . . . . ..o
Frekvencie pre data zo slovenského jazyka s pouzitim sprava useknutych
pravdepodobnosti. . . . . .. ...
Frekvencie pre data zo slovinského jazyka s pouzitim sprava useknutych
pravdepodobnosti. . . . . ... L.
Frekvencie pre data z ukrajinského jazyka s pouzitim sprava useknutych
pravdepodobnosti. . . . . .. ...
Frekvencie pre data z tamiléiny. . . . . . .. .. .. ... ... ... ..
Frekvencie pre data z anglictiny. . . . . . . . .. .. ...
Frekvencie pre data z litovéiny. . . . . . . . .. .. . oL

Porovnanie modelov. . . . . . . ..

20

27

34



1 Uvod

V diplomovej praci budeme skimat zovSeobecnenie geometrického rozdelenia predsta-
vené v &lanku [1] a aplikovat ho na data z oblasti lingvistiky - konkrétne na usporiadané
frekvencie grafém. Graféma je najmensia funkéna jednotka pisma. V ¢lanku [5] bolo
ukizané, ze geometrické rozdelenie nie je vhodnym rozdelenim pre tento typ dat. Prog-
ramy budi napisané v programovacom prostredi R. Vystupom nasich programov budu
jednotlivé odhady parametrov rozdeleni a hodnota x? $tatistik pre $tyri slovanské ja-

zyky - rustinu, slovencinu, slovin¢inu a ukrajinc¢inu.

V druhej kapitole, v ktorej popiSeme teoreticky zaklad diplomovej prace, spome-
nieme zakladné pojmy, s ktorymi neskor v ¢lanku budeme pracovat. Kapitola je rozde-
lend na pojmy z oblasti pravdepodobnosti a pojmy z oblasti matematickej Statistiky.
Okrem zakladnych pojmov z oblasti pravdepodobnosti sa zameriame najmé na detail-
nejsi popis geometrického rozdelenia. Pri pojmoch z oblasti Statistiky sa pozrieme na
vSeobecny postup testovania Statistickych hypotéz a najmé na to, na akom principe je

zaloZeny 2 test.

V dalsej kapitole predstavime zovSeobecnené geometrické rozdelenie. Toto rozdele-
nie je pruznejSie, pretoze namiesto jedného parametra ma dva, > 0a 0 < 6 < 1.
V dalgich podkapitolach tejto kapitoly o novom modeli spomenieme niektoré vlast-
nosti nového rozdelenia, ako st strednd hodnota, disperzia, unimodalnost. Potom sa
pozrieme na generovanie nadhodnych ¢isel. Pri zovSeobecnenom geometrickom rozdeleni
budeme potrebovat pociatoéné odhady parametrov kvoli tomu, Ze optimalizujeme cez
dva nezndme parametre itera¢nou metédou z oblasti nelinedrneho programovania. R
vyzaduje pri optimalizacii cez jeden parameter len jeho ohranicenie, pri dvoch ohra-
nicenie nestac¢i - potrebujeme aj pociato¢né odhady. Tie odvodime tiez v teoreticke]

casti.

V stvrtej kapitole aplikujeme teoretické poznatky na konkrétne data z oblasti frek-
vencie grafém Styroch spominanych slovanskych jazykov. Cielom je porovnanie zhody
dat a modelu pre geometrické rozdelenie a pre jeho zovSeobecnenie. Ked7e skiimané
zovieobecnenie geometrického rozdelenia méa dva parametre (teda o jeden viac ako

geometrické), da sa predpokladaft, ze bude lep§im modelom.

Skiimame aj iny typ jazyka - tamil¢inu. Tamil¢ina patri do skupiny jazykov, v



ktorych sa jedna graféma vyskytuje vyrazne Castejsie ako ostatné, preto pre hu priro-
dzene tento model nevykazuje dobré vysledky. Preto modifikujeme pravdepodobnost

najpocetnejsej grafémy.

Okrem oblasti frekvencie grafém méame k dispozicii aj data reprezentujice dlzku
slov (merant poc¢tom slabik) v angli¢tine a litovéine. Znova su to data z kvantitativne;j
lingvistiky, len iného typu. Aj na tento iny typ dat sa pokisime aplikovat na§ novy

model a urobit obdobné $tatistiky ako v prechadzajuicich pripadoch.

V zavere aplikacnej Casti prace spomenieme aj simulované p-hodnoty pre data z li-
tovéiny. P-hodnota je v oblasti Statistiky kritériom toho, ¢i skimant hypotézu zamiet-
neme alebo prijmeme. Nebudeme pouzivat vstavané funkcie, p-hodnotu vypocitame

pomocou generovania nahodnych ¢isel.

Piata kapitola je zaver - teda zhrnutie vysledkov a zhodnotenie toho, ¢i sa vSetky

nase hypotézy ukazali ako pravdivé alebo nie.

V prilohe uvadzame zdrojové kody vSetkych pouzitych programov v programovacom

prostredi R.



2 Zakladné definicie

2.1 Zakladné pojmy z tedérie pravdepodobnosti
V tejto podkapitole budeme ¢erpat pojmy z knih [9] a [7].

Mnozina vysledkov ndhodného pokusu sa v teorii pravdepodobnosti nazyva pries-
torom elementarnych udalosti, zvy¢ajne sa oznacuje €2. Jednotlivé vysledky pokusu sa
ozna¢uji w. Udalost A nastava, ak vysledkom experimentu je elementérna udalost w

taka, ze w € A. Mnozinu vSetkych realnych ¢isel zna¢ime R.

Definicia 2.1 (o algebra) Nech Q # (). Neprdzdny systém S podmnoZin mnoZiny Q

budeme nazyvat o algebrou, ak plat?
o Ak Ac S, tak A° € 8S.
o Ak A e S;i=1,2 ..., tak U2, A €8.
Definicia 2.2 (Systém borelovskych mnozin) Najmensiu o algebru nad systémom
C ={G C R;G je otvorend v R}
podmnozin mnoZiny R budeme nazyvat systémom borelovskijch mnozin v R a znacit [3.

Definicia 2.3 (Axiomaticka definicia pravdepodobnosti) Pravdepodobnost je zo-

brazenie P : S — R definované na o - algebre S podmnoZzin ), pricom plati:

1. Qe S

NS

ARk AES, tak aj A°=Q—-AcS

)

Ak A, e S, n=1, 2, ..., lak ag U A, €5

4. P(A) >0 pre vSetky A€ S

&

. PQ) =1
6. Ak A, €S, n=1,2 ... a AiNA; =0,i#j, tak P(U;2, A,) =5 > P(A,)

Trojica (€, S, P) sa nazyva pravdepodobnostny priestor.



Definicia 2.4 (Nahodna premennd) Nech je dany pravdepodobnostny priestor
(Q,S,P). Zobrazenie X : Q — R nazgvame ndhodnou premennou (nahodnou velici-

nou), ak pre vSetky x € R plati
{w; X(w) <z} € 8.

Definicia 2.5 (Rozdelenie pravdepodobnosti) Nech (2,5, P) je pravdepodob-
nostny priestor, X ndhodnd premennd a [ systém vsetkyjch borelovskyjch mnozin. Roz-

delenim pravdepodobnosti ndhodnej premennej nazgjvame funkciuv Px : M — R defi-
novanit vztahom Px(B) = P(XY(B)),B € B, kde X !(B) = {w; X(w) € B} je vzor

mnoziny B pri zobrazeni X.

Definicia 2.6 (Diskrétna ndhodna premenna) Ndhodnd premennd X sa nazijva
diskrétna, ak existuje postupnost nezdporngch redlnych cisel {x;} a postupnost nezd-

porngch redlnych cisel {p;} takd, Ze plati
P(X = x;) = p; a zdrover ZP(X =u1;) = Zpi =1.

Rozdelenie diskrétnej ndhodnej premennej je dané mnozinou dvojic (z;,p;),i =

1,2,.. a podmienkou » .° p; = L.

Definicia 2.7 (Stredni hodnota nidhodnej premennej) Nech X je diskrétna nd-
hodnd premennd, ktord nadobida hodnoty x; s pravdepodobnostami p; podla definicie

diskrétneho rozdelenia. Potom strednd hodnota ndhodnej premennej X je
E(X) =) zip;,
i=1
ak tento rad konverguje absolitne.

Definicia 2.8 (Disperzia nadhodnej premennej) Disperzia diskrétnej nahodnej pre-

mennej X so strednou hodnotou E(X) je cislo
D(X) = E[(X — E(X))*,
ak tdto strednd hodnota existuje.

Disperziu vieme napisat aj ako

ak existuje E(X) a E(X?).

10



2.2 Geometrické rozdelenie

Geometrické rozdelenie je diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti. NAhodna premenné

X ma geometrické rozdelenie s parametrom p € (0,1), ak plati

P(X=k)=p(1-p)* k=0,1,2,3.. (2)

Parameter p volame aj pravdepodobnost tspechu. Ako priklad si mézeme pred-
stavit hod mincou - tieto hody predstavuji postupnost nezavislych pokusov. Mame
dve moZnosti - bud padne hlava alebo znak. Obe tieto udalosti nastavaju s rovnakou
pravdepodobnostou - % My chceme, aby padla hlava, hadzeme teda mincou, az kym
nepadne. Premennd X potom predstavuje pocet netspesnych hodov. Pre nas konkrétny
priklad plati P(X = k) = $(3)*. Ak sme museli mincou hodit dvakrit a na treti raz

padla hlava, potom plati P(X = 2) = 1(5)? = 3.

2.3 Zakladné pojmy z oblasti matematickej Statistiky

V tejto podkapitole uvedieme zakladnii terminologiu z oblasti testovania Statistickych

hypotéz a bliz§ie sa pozrieme na x? test dobrej zhody. Znova &erpame z knihy [9].

Definicia 2.9 (Hypotéza) Hypotézou v Statistike nazijvame urcité turdenie, ktoré sa
tyka rozdelenia pravdepodobnosti nahodnijch premenngjch alebo hodndét parametrov tijchto

rozdelent.

Overovanie spravnosti tvrdenia volame testovanim Statistickych hypotéz. Hypotézu,
ktorej platnost overujeme, nazyvame testovanou alebo nulovou hypotézou a oznacujeme
ju symbolom Hj. Proti nej kladieme alternativnu hypotézu H;. Vysledkom testovania

je rozhodnutie, ktora hypotézu prijmeme a ktora zamietneme.

2.4 2 test dobrej zhody

x? test dobrej zhody testuje pre nejaké rozdelenie pravdepodobnosti nasledovnii dvojicu

hypotéz:
Hy: pocetnosti v jednotlivych kategoridch sa rovnaji teoretickym pocetnostiam,
Vs.

H;: pocetnosti v jednotlivych kategoriach sa nerovnaja teoretickym pocetnostiam.

11



Mame teda nejaké pocetnosti, v nasom pripade usporiadané frekvencie grafém a
na druhej strane st tu teoretické pocetnosti vyplyvajice z definicie rozdelenia, kto-
rého vhodnost budeme testovat. Ak rozdiel nie je Statisticky vyznamny, teda je maly
(v zavislosti od roznych vstupnych parametrov), tak nulovi hypotézu nezamietame.

Testovacia Statistika méa tvar

Vi) 3)

Mw

i=1

kde

fi st empirické pocetnosti,

p; st teoretické pravdepodobnosti vychadzajice z teoretického pravdepodobnost-

ného rozdelenia,

n je velkost stiboru, ktorého prvkov pocetnost skimame ,

k je pocet kategorii, do ktorych prvky rozdelujeme - v tomto pripade pocet roz-

nych druhov grafém.

Potom tato testovacia Statistika ma pre n — oo asymptoticky rozdelenie x?(k — 1),
ak pozname vSetky parametre hypotetického rozdelenia. Od pocetnosti ziadame, aby
platilo np; > 5,7 = 1,2,...,k. Na tento problém sa mozeme pozriet aj trochu inak:
Chceme testovat, ¢ st pravdepodobnosti vyskytu grafémy v texte p{, i = 1,2,..., N
(ziskame ich ako fﬁ) rovné teoretickym pravdepodobnostiam danych rozdelenim p;, 7 =

1,2, ...,k . Nasa hypotéza moze mat aj tvar

Ho : (p1 = pY,p2 = P3, -s PN = DY)
Test takejto hypotézy pomocou Statistiky (3) sa nazyva test dobrej zhody.
Trochu odlisny pripad nastéva, ked st jednotlivé pravdepodobnosti zavislé od ne-

znamych parametrov, nazvime ich vo v§eobecnosti uy, us, ..., u,,. Potom testovacia sta-

tistika vyzera

-y Y n”pl (4)

=1 pl
a ma rozdelenie y? s kK —m — 1 stuphiami volnosti, kde m znad pocet neznamych

parametrov.

12



Najprv budeme musiet parametre odhadnit, aby sme ziskali odhady pre pravde-
podobnosti, ktoré potom dosadime do vzorca pre testovaciu Statistiku (4). Teda plati

pi = pi(u),i =1,2, ..., k. Takyto problém budeme riesit aj v tejto diplomovej praci.

Jednou z moznosti, ako odhadntat neznamy parameter u je, ze za odhad zoberieme
také u, ktoré minimalizuje premenni x?. Takymto odhadom potom hovorime odhady

ziskané metodou minimalneho x2.

7 praktického hladiska, v tejto praci budeme pracovat v prostredi R so vstavanymi
funkciami optim a optimize za icelom najdenia parametra, ktory minimalizuje Statis-
tiku. Funkciu optimize pouzijeme pri minimalizacii parametra p v geometrickom roz-
deleni a funkciu optim pri minimalizacii parametrov a a 6 v zovSeobecnenom geomet-

rickom rozdeleni.

Definicia 2.10 (Hladina vyznamnosti) Chyba, ktord spociva v zamietnuti nulovej
hypotézy, hoct je sprdavna, sa nazyva chybou prvého druhu. Pravdepodobnost chyby pr-
vého druhu nazgvame aj hladinou vijznamnosti, oznacujeme ju «. Zvycajne wvolime
a = 0.01 alebo a = 0.05.

Definicia 2.11 (P-hodnota) P-hodnota je pravdepodobnost, Ze testovacia Statistika

nadobudne vicsiu hodnotu ako td prdve pozorovand, za podmienky, Ze Hy plati.

Nulovi hypotézu neprijimame, ak je p-hodnota mensSia ako pozadovana hladina

vyznamnosti.

13



3 ZovSeobecnené geometrické rozdelenie

3.1 Definicia a vlastnosti nového rozdelenia

Vychadzajic z ¢lanku [1] moézeme zadefinovat pravdepodobnostni funkciu zovseobec-

neného geometrického rozdelenia

af*(1 —0)
11—l (1—a)f] (5)

PX =z] =

kde pre jeho parametre plati 0 < # <1 a 0 < a. Ak a = 1, dostavame geometrické

rozdelenie.

Zakladna charakteristiku modelu tvori stredna hodnota a disperzia rozdelenia. V
tejto praci ich nebudeme odvadzat, kedZe pre nasu tému nie st kI'icové, ale ukdzeme

ich vSeobecny tvar, vychadzajtc taktiez zo zakladného ¢lanku [1].
Stredna hodnota tohto rozdelenia je dana ako

d 1
(e, ) = a—logoo(; 5

kde (a;q)oo je takzvany g-Pochhammerov symbol (blizgie vysvetleny v ¢lanku [4]),

1 —a)

ktory je definovany ako

(a:q) = [ (1 —ag"), 0<qg<1
k=0
a aPp(:,:), je dané ako
— (a15q aA,q) 2
APp(a,....;aq;b1,...05;q, 2) Z :

bl: bB7 )

Jj=

Pomocou vztahu (1) a inych vztahov, podla postupu uvedenom v ¢lanku, disperzia

rozdelenia je

Jednou z vlastnosti rozdelenia je unimodalnost. Znamen4 to, ze urcité rozdelenie

pravdepodobnosti mé len jeden modus. Modus je hodnota, v ktorej pravdepodobnostna

14



funkcia nadobtida maximum. To, Ze toto rozdelenie je unimodélne je takisto ukazané

v ¢lanku [1].

Na Obr.1 vidime pravdepodobnostni funkciu zovseobecneného geometrického roz-
delenia pre rozne parametre. Vo vSetkych pripadoch sa mozeme presvedcit, ze funkcia

je unimodélna - ma prave jedno maximum.

alfa =1 alfa =30
theta = 0,3 theta = 0,3

00 01 02 03 04 05 06 07

000 0.05 010 015 020 025 030
|

alfa =5 alfa = 50
theta=0,7 theta= 0,7

000 002 004 006 0.08 010

0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60

Obr. 1. Pravdepodobnostna funkcia zovsSeobecneného geometrického rozdelenia pre

rozne parametre.

3.2 Minimaliza¢na tloha pre nové rozdelenie a pociato¢né od-

hady jeho parametrov

Pri odhade parametrov zovseobecneného geometrického rozdelenia, definovaného vzta-

hom (5), metédou miniméalneho x? riesime minimaliza¢ni @lohu

mm{z (f N]]:[p;z O(;)Q)) 0<0<1,0<a} (6)
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Na optimalizaciu pouzijeme kvazinewtonovski BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno) metodu, ktord sa pouziva pri nelinearnej optimalizacii. Je to funkcia, ktora
mé prostredie R predprogramovani a zo vSetkych moznosti sme ju vybrali prave preto,

ze je mozné vybrat jej modifikiciu L-BFGS-R s ohrani¢eniami na parametre.

Kedze tato metoda je itera¢nd, potrebujeme pociatoéné odhady parametrov, od
ktorych sa budu odvijat dalsie iteracie. Tie ziskame z dat tak, Ze si vyjadrime prvé

dva ¢leny vygenerovaného stiboru teoretickych pravdepodobnosti. Kedze v ideadlnom

pripade plati vztah p; = %, tak poc¢iato¢né odhady parametrov mozeme ziskat z nasle-

dujicich vztahov:

f af(1 — 6) (-0

Pri= T I-—(1-a)dl—(1—a)f] [1-(1-a)

_fo_ af'(1-9) B af(1 — 6)
PN Tl —(1-a)f] [I-(1-a)fl—(1—a)f

Dostavame dve rovnice o dvoch neznamych, ktorych vysledkom si nasledujice dva

pociato¢né odhady parametrov, ktoré pouzijeme v aplika¢nej Casti prace:

0, — (1 — D1 —pz)p1
) =
P2
7
(-8 —m) ")
Qg =
top1

3.3 Generovanie ndhodnych ¢isel z nového rozdelenia

V skriptach [8] je uvedena veobecnd metoda generovania nahodnych ¢isel z diskrét-
nych rozdeleni s konec¢nou strednou hodnotou, ktort vyuZijeme pri programovani v
prostredi R. Nahodné ¢isla z urcitého rozdelenia s realizacie ndhodnej premennej z
daného rozdelenia. Existuji rozne generatory nahodnych ¢isel zalozené na odlisnych
principoch. Avsak, ¢o maju spolo¢né je, ze najprv generujeme nahodné ¢isla z rovno-
merného rozdelenia na intervale (0,1) a potom tieto ndhodné ¢isla transformujeme do
pozadovaného rozdelenia. Cel& vstupna informécia, ktorta pri tom potrebujeme, je tvar
pravdepodobnostnej funkcie - ¢o je v pripade geometrického rozdelenia (2) a v pripade

nového rozdelenia (5).
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Oznacme Y ndhodni premennt, ktoré je vystupom nasho generatora nahodnych ¢i-
sel - tato premenné nadobtida hodnoty y s pravdepodobnostami py, kde £ =0,1,2, ....
Ak ma premenna X rovnomerné rozdelenie na intervale (0, 1) , potom plati P(a < X <

b) =b—a pre 0 <a < b < 1. Potom analogicky plati

m—1 m
P <ij §X<ij> =Pm, m=0,1,2,..
j=0 3=0

Inymi slovami, generujeme nahodné &islo x ~ Ro(0,1) a potrebujeme najst index

m, pri ktorom je splnené nasledujica nerovnost :

m—1 m
ij <z < ij
7=0 7=0

Pre zjednoduSenie zavedieme P, = 2;-”:0 p; a skimame, ¢i x — P, < 0. Ak je tato

nerovnica splnené, tak sme nasli hladany index m. Schéma je zobrazena na Obr.2.

generujeme X z Ro(0,1)

m=m+1

Obr. 2: Schéma generovania ndhodnych ¢isel z diskrétnych rozdeleni

Tato schéma je teda vSeobecna a aplikovatelna na generovanie ndhodnych ¢isel z
akéhokol'vek rozdelenia s konecnou strednou hodnotou, ak pozname predpis pravde-

podobnostnej funkcie. V tejto praci sme ju vyuzili dvakrat. V prvom pripade sme ju
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pouzili na testovanie toho, ¢i je odhad parametrov z dat dobry (vygenerovali sme néa-
hodné ¢isla s vopred znamym parametrom a porovnavali s parametrom, ktory nam
odhadol nas program). Tento program sme taktiez vyuzili v kapitole o simulovanych

p-hodnotéach.

Na ukazku toho, ako dobre tento program funguje, vygenerujeme N = 1000 n&-
hodnych ¢isel z nového rozdelenia s parametrami @ = 5 a § = 0.5 a zratame ich
frekvencie, v tomto pripade frekvencie vyskytu vygenerovanych ¢isel poc¢nic od ¢isla 0.
To porovname s teoretickymi frekvenciami s tymi istymi parametrami. Tieto frekvencie

dostaneme ako f; = Np;. Porovnanie mozeme vidiet na Obr. 3.

250

200

150

M generovang

100 - W teoretické

ﬂ‘ 1T 1T 17T 1
1 2 3 4 5 68 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Obr. 3: Porovnanie frekvencii vygenerovanych ndhodnych ¢isel a teoretickych frekvencii

pre parametre a =5 a 6§ = 0.5.
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4 Aplikacie

4.1 Aplikacia zakladného modelu na frekvencie grafém

K dispozicii mame data z nasledujicich slovanskych jazykov: rusky, slovinsky, slovensky
a ukrajinsky. Data sme prebrali z ¢lanku [6]. Pocet znakov (pismen) v jednotlivych abe-
cedach, ako aj celkovy pocet znakov pozorovanych Statistickych suborov sa lisi. Nasim
cielom je posudit, ¢i nové, zovSeobecnené geometrické rozdelenie s dvomi parametrami

popisuje tento typ dat lepSie ako geometrické rozdelenie.

V Tabulkach 2 az 5 mézeme vidiet data - v prvom stlpci je poradové &islo znaku
(prvy v poradi je znak s najvysSou frekvenciou), v druhom sa nachadzaju frekvencie
grafém z textov v jednotlivych jazykoch, v trefom teoretické frekvencie z geometrického
rozdelenia a v §tvrtom stipci st teoretické frekvencie zo zovseobecneného geometric-
kého rozdelenia. Dalie styri stlpce st pokracovanim. N udéva celkovy pocet znakov v

pozorovanom Statistickom sibore. Pod tabulkami mozeme vidiet vystupy.

Vidime, Ze v pripade vietkych pozorovanych jazykov je hladand minimalna x?
Statistika mensia pre nové rozdelenie. Statistika sa nam moze zdaf pomerne vysoka, ¢o je
¢iastoc¢ne sposobené tym, ako sme konstruovali jednotlivé teoretické pravdepodobnosti
- kedZe dat je konefny pocet, teoretické pravdepodobnosti sme museli generovat v
pocte o jednu menej ako je pocet znakov v pozorovanom stubore a posledntu zlozku sme

ur¢ili kumulativne ako

k—1
p=1- Zpi-
i=1

Tento postup sa pouziva velmi ¢asto, ked potrebujeme len koneény pocet prav-
depodobnosti, ktorych je prirodzene nekone¢ny pocet. Tento postup sa odzrkadluje v

tabulkach - frekvencie pismena s najmensim vyskytom sa velmi liSia.

V podkapitole 3.2 sme spominali, Ze pri novom rozdeleni potrebujeme pociato¢né
odhady parametrov (7), najprv teda uvadzame tabulku tychto pociato¢nych odhadov

pre naSe Styri stubory dat - Tabulku 1.

V pripade ruského jazyka sa nase pociatocné odhady vymykali ohrani¢eniam, ktoré
st dané modelom, 0 < § < 1 a 0 < a. Povodné parametre vysli ako § = 0.10280 a

a = —0.2138. V tomto pripade sme nastavili fy na najvyssiu moznta hodnotu, pre ktori
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Jazyk 0o Qo
rusky 0.9000 | 0.8729
slovensky | 0.8351 | 1.8531
slovinsky | 0.7999 | 2.2002
ukrajinsky | 0.9311 | 0.6938

Tabulka 1: Pociato¢né odhady parametrov pre nové rozdelenie.

metoda ziterovala ku kone¢nej hodnote x? gtatistiky, teda 6y = 0.9 a ag sme dopocitali
podla poévodného vzorca, t.j. ag = 0.8729. Ked tieto odhady, ktoré st jednym zo

vstupov do programu, mame, mozeme spustit itera¢ny proces pre nové rozdelenie.
Na Obr. 4, 5, 6 a 7 vidime prislu$né histogramy k tymto frekvenénym tabulkam.

V tejto praci porovnavame to, ¢i je nové rozdelenie vhodnejsie na popis nasho typu
dat ako geometrické. AvSak to ndm nehovori o tom, ¢i s data s modelom dostatoc¢ne
zhodné. y? statistika rastie spolu s rastticim N - po¢tom dat. Ak mame mat univerzalne
kritérium dobrej zhody, musi byt indiferentné vo¢i menlivému poctu dat. Preto sa casto

pouziva tzv. koeficient diskrepancie (nesuladu) C, ktory vyratame ako

c=X (8)

Dobri zhodu dat s modelom dosiahneme, ak je tento koeficient C' < 0.02. Této
hranica sa zaviedla v ¢lanku [3]. Vo vystupoch preto okrem celkového poctu dat, jed-

notlivych x? $tatistik a odhadov parametrov uvadzame aj tento koeficient.
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RUSKY JAZYK

i f(i) | Np(i)-geom. | Np(i)-zov8. || i f(i) | Np(i)-geom. | Np(i)-zovs.
1 | 982048 | 918392.47 | 806191.19 | 17 | 181684 | 154022.84 | 164556.59
2 | 763584 | 821415.92 | 756080.02 | 18 | 163449 | 137758.98 | 145485.01
3 | 701891 | 734679.49 | 704374.31 | 19 | 156929 | 123212.49 | 128458.50
4 | 593949 | 657101.89 | 652142.62 || 20 | 151944 | 110202.00 | 113295.95
5 | 563591 | 587716.00 | 600322.17 | 21 | 146832 | 98565.36 | 99823.11
6 | 52783 | 525656.84 | 549701.37 || 22 | 138459 | 88157.47 | 87874.84
7 | 456610 | 470150.70 | 500914.17 | 23 | 101994 | 78848.59 | 77296.66
8 | 423657 | 420505.73 | 454443.99 | 24 | 93156 | 70522.67 | 67945.41
9 | 403285 | 376102.93 | 410634.73 | 25| 77999 | 63075.91 | 59689.60
10 | 353818 | 336388.80 | 369706.30 | 26 | 69870 | 56415.49 | 52409.26
11 | 295548 | 300868.22 | 331772.61 | 27 | 54464 | 50458.36 | 45995.59
12 | 272216 | 269098.41 | 296860.18 | 28 | 30584 | 45130.79 | 35385.42
13 | 262459 | 240683.28 | 264926.14 | 29 | 24421 | 40364.79 | 35385.42
14 | 248196 | 215268.62 | 235874.74 | 30 | 22314 | 36102.52 | 31021.66
15 | 222221 | 192537.59 | 209571.96 | 31 | 9578 | 32290.32 | 27188.59
16 | 195629 | 172206.81 | 185857.81 | 32 | 2257 | 273507.18 | 191258.11
N=8697409
p=0.1056 Xoom=444772.2 Clpeom—0.0511
a =1.4016 0=0.8747 X200s=372540.3 Cloops—0.0428

Tabulka 2: Frekvencie pre data z ruského jazyka.
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SLOVENSKY JAZYK

i | f(i) | Np(i)-geom. | Np(i)-zovs. | 1 | f(i) | Np(i)-geom. | Np(i)-zovs.
1 | 14194 14117.36 13052.78 || 24 | 1611 1393.31 1404.30
2 13772 | 12765.18 12107.57 || 25 | 1593 1259.85 1259.65
3 | 12701 11542.52 11193.61 26 | 1465 11.1839 1129.51
4 | 9285 10436.97 10316.95 | 27 | 1422 1030.07 1012.51
5 | 8323 9437.30 9482.09 28 | 1395 931.41 907.37
6 | 7099 8533.39 8692.1720 || 29 | 1294 842.20 812.95
7 | 6562 7716.05 7949.0942 | 30 | 1073 761.53 728.19
8 | 6534 6977.00 7253.72 31 | 947 688.59 652.14
9 | 6164 6308.74 6606.02 32| 719 622.64 583.92
10 | 6091 2704.48 6005.26 33 | 402 963.00 022.76
11 | 5731 5158.10 9450.16 34 | 346 509.08 467.94
12 | 5659 4664.05 4938.98 35 | 297 460.32 418.81
13 | 5103 4217.32 4469.68 36 | 270 416.23 374.80
14 | 4121 3813.38 4040.03 37| 253 376.36 335.37
15| 3845 3448.13 3647.62 38 | 172 340.31 300.07
16 | 3135 3117.87 3290.04 39 | 131 307.72 268.46
17| 2676 2819.24 2964.84 40 | 124 278.24 240.16
18 | 2660 2549.21 2669.60 41 | 47 251.99 214.84
19| 2408 2305.04 2402.01 42 | 27 227.50 192.17
20 | 2262 2084.26 2159.82 43| 10 205.71 171.88
21 | 1954 1884.63 1940.89 41 3 186.00 153.73
22 | 1825 1704.12 1743.23 45 2 168.19 137.49
23 | 1685 1540.90 1564.95 46| 0 1587.77 1161.88
N—=147392
p—0.0958 oom=55TLA48  Clyoom—0.0378

a =1.2198 6—0.8940 X2, =5140.743  (CL,s=0.0349

Tabulka 3: Frekvencie pre data zo slovenského jazyka.
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SLOVINSKY JAZYK

i | f(i) | Np(i)-geom. | Np(i)-zovs. || i | f(i) | Np(i)-geom. | Np(i)-zovs.
1 | 32036 37409.82 29980.71 13 | 10514 8152.21 9396.18
2 | 31891 32949.07 28923.9 14 | 10216 7180.14 8123.07
3 | 31122 29020.22 27520.72 15 | 9568 6323.98 6995.07
4 | 27150 25559.84 25842.79 16 | 7446 5569.91 6003.46
5 | 22905 22512.08 23968.60 17 | 6413 4905.75 0137.56
6 | 16088 19827.73 21976.45 18 | 5361 4320.79 4385.69
7 | 16084 17463.47 19938.67 | 19 | 5055 3805.58 3735.95
8 | 15221 15381.12 17917.65 | 20 | 4608 3351.80 3176.76
9 | 14668 13547.08 15963.62 | 21 | 2606 2952.13 2697.13
10 | 14043 11931.72 14114.09 22 | 2554 2600.12 2286.95
11 | 13034 10508.98 12394.53 || 23 | 2463 2290.08 1937.01
12 | 10517 9255.89 10819.82 | 24 | 1675 2017.01 1639.08
25| 497 14898.50 8859.51
N=313745
p=0.1192 oom=23016.67  Cloom—0.0734
a =1.7770 0=0.8419 X2 =15586.23  (lops—0.0497

Tabulka 4: Frekvencie pre déta zo slovinského jazyka.
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UKRAJINSKY JAZYK

i | f(i) | Np(i)-geom. | Np(i)-zovs. | 1 | f(i) | Np(i)-geom. | Np(i)-zovs.
1 37267 | 36185.86 2979747 || 17 | 8944 7510.78 8453.21
2 | 32774 | 32798.99 28719.55 || 18 | 8877 6807.80 7571.38
3 125080 | 29729.13 27480.18 || 19 | 7487 6170.61 6768.52
4 | 24639 | 26946.59 26112.05 || 20 | 6888 5593.07 6040.42
5 | 21053 | 24424.48 24648.56 || 21 | 6406 5069.57 5382.38
6 | 20941 22138.44 23122.35 || 22 | 5830 4595.08 4789.48
7 120075 |  20066.36 21564.00 || 23 | 5074 4165.00 4256.71
8 | 19171 18188.22 20001.13 || 24 | 4625 3775.17 3779.12
9 | 16296 | 16485.87 18457.78 || 25 | 3876 3421.83 3351.90
10 | 16240 | 14942.85 16954.03 || 26 | 3843 3101.56 2970.45
11 [ 13936 | 13544.26 15506.02 || 27 | 3565 2811.26 2630.42
12 | 13697 12276.56 14126.06 || 28 | 2857 2548.14 2327.76
13 | 12959 11127.52 12822.90 || 29 | 2790 2309.64 2058.71
14 |1 12949 | 10086.03 11602.17 || 30 | 2484 2093.47 1819.80
15 | 12398 9142.01 10466.81 || 31 | 2407 1897.53 1607.87
16 | 10584 8286.35 9417.53 32 | 506 1719.93 1420.05
33| 78 16656.05 10589.24
N=386616
p=0.0936 oom=2545314  Cloom—0.0658
a =1.6225 0—0.8805 X2 1865571 (Clope—0.0483

Tabulka 5: Frekvencie pre déta z ukrajinského jazyka.
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Obr. 4: Porovnanie empirickych a teoretickych frekvencii (pre zovSeobecnené geomet-

rické rozdelenie) pre data z rustiny.
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Obr. 5: Porovnanie empirickych a teoretickych frekvencii (pre zovSeobecnené geomet-

rické rozdelenie) pre data zo slovenciny.

Vidime, zZe vo vSetkych Styroch pripadoch predstavuje nové rozdelenie zlepSenie
oproti geometrickému. Dalgou moznostou je pouzit vpravo useknutiu verziu zovSeobec-
neného geometrického rozdelenia - pouzijeme len tolko pravdepodobnosti, kolko je

tried v naSom Statistickom stubore. Potom kazdu pravdepodobnost vydelime ich sudé-
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Obr. 6: Porovnanie empirickych a teoretickych frekvencii (pre zov8eobecnené geomet-

rické rozdelenie) pre data zo slovin¢iny.
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Obr. 7: Porovnanie empirickych a teoretickych frekvencii (pre zov8eobecnené geomet-

rické rozdelenie) pre data z ukrajinciny.

tom - normalizujeme ju. Nové pravdepodobnosti maja tvar
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RUSKY JAZYK
i f(i) | Np(i)-geom. | Np(i)-zov8. || i f(i) | Np(i)-geom. | Np(i)-zovs.
1 | 982048 | 880763.51 | 866241.77 | 17 | 181684 | 170728.11 | 171575.62
2 | 763584 | 794922.28 | 787023.50 | 18 | 163449 | 154088.55 | 154511.12
3 | 701891 | 717447.34 | 714296.10 | 19 | 156929 | 139070.73 | 139114.99
4 | 593949 | 647523.28 | 647669.09 | 20 | 151944 | 125516.58 | 125229.64
5 | 563581 | 584414.17 | 586747.33 | 21 | 146832 | 113283.45 | 112711.29
6 | 532783 | 527455.83 | 531138.25 | 22 | 138459 | 102242.58 | 101428.98
7 | 456610 | 476048.78 | 480457.41 | 23| 101994 | 92277.79 | 91263.62
8 | 423657 | 429651.97 | 434332.74 | 24 | 93156 | 83284.18 | 82107.00
9 | 403285 | 387777.11 | 392407.61 || 25 | 77999 | 75167.11 | 73860.94
10 | 353818 | 349983.46 | 354343.00 | 26 | 69870 | 67841.15 | 66436.47
11 | 295548 | 315873.27 | 319818.83 | 27 | 54464 | 61229.20 | 59752.98
12 | 272216 | 285087.54 | 288534.69 | 28 | 30584 | 55261.66 | 53737.54
13 | 262459 | 257302.26 | 260210.06 | 29 | 24421 | 49875.73 | 48324.20
14 | 248196 | 232224.99 | 234584.14 | 30 | 22314 | 45014.73 | 43453.37
15 | 222221 | 209591.81 | 21141541 | 31| 9578 | 40627.49 | 39071.22
16 | 195629 | 189164.51 | 190480.95 | 32 | 2257 | 36667.84 | 35129.15
N=8697409
p=0.0975 XZeom=150543.9 Clyeom=0.0173
o =1.0598 0=0.8987 X200s=149458.4 Clgps— 0.0172

Tabulka 6: Frekvencie pre data z ruského jazyka s pouZitim sprava useknutych prav-

depodobnosti.

. A . . k . .
Takymto spésobom zostava zarucené, ze > ., pi = 1. Vpravo useknuté zovseobec-
nené geometrické rozdelenie opit aplikujeme na data z Tabuliek 2 az 5. Uvidime, 7e

tato zmena predstavuje zlepsenie vysledkov, t.j. zniZenie x? Statistiky. Vysledky vidime

v Tabulkach 6 az 9.

27




SLOVENSKY JAZYK
i | f(i) | Np(i)-geom. | Np(i)-zovs. | 1 | f(i) | Np(i)-geom. | Np(i)-zovs.
1 | 14194 13873.98 13433.74 || 24 | 1611 1466.59 1462.94
2 | 13772 12582.62 12318.01 25 | 1593 1330.09 1321.54
3 | 12701 11411.45 11277.89 || 26 | 1465 1206.28 1193.60
4 | 9285 10349.30 10311.32 || 27 | 1422 1094.01 1077.90
5 | 8323 9386.01 9415.67 28 | 1395 992.18 973.28
6 | 7099 8512.38 8587.88 29 | 1294 899.83 878.71
7 | 6562 7720.06 7824.62 30 | 1073 816.07 793.24
8 | 6534 7001.49 7122.35 31| 947 740.12 716.02
9 | 6164 6349.81 6477.45 32| 719 671.23 646.26
10 | 6091 2758.78 2886.26 33 | 402 608.75 083.24
11 | 5731 9222.77 9345.16 34 | 346 952.09 926.34
12 | 5659 4736.64 4850.62 35 | 297 500.70 474.95
13 | 5103 4295.76 4399.22 36 | 270 454.10 428.56
14 | 4121 3895.92 3987.67 37 253 411.83 386.65
15| 3845 3533.30 3612.85 38 | 172 373.50 348.88
16 | 3135 3204.43 3271.81 39 | 131 338.73 314.75
17| 2676 2906.17 2961.78 40 | 124 307.21 283.96
18 | 2660 2635.67 2680.14 41 | 47 278.61 256.17
19 | 2408 2390.34 2424.49 42 | 27 252.68 231.09
20 | 2262 2167.85 2192.58 43 | 10 229.16 208.46
21 | 1954 1966.07 1982.31 41 3 207.83 188.04
22 | 1825 1783.08 1791.77 45 2 188.49 169.62
23 | 1685 1617.11 1619.19 46| 0 170.94 153.00
N=1473929
p—0.0931 oom—3979.568  Clepm—0.0270
a =1.0968 6—0.9018 X2 =3910.018  Clops—0.0265

Tabulka 7: Frekvencie pre data zo slovenského jazyka s pouzitim sprava useknutych

pravdepodobnosti.
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SLOVINSKY JAZYK
i | f(i) | Np(i)-geom. | Np(i)-zovs. || i f(i) | Np(i)-geom. | Np(i)-zovs.
1 | 32036 35136.44 32768.00 13 | 10514 9281.95 9588.12
2 | 31891 31447.14 30281.28 14 | 10216 8307.36 8495.51
3 | 31122 28145.22 27825.40 15 | 9568 7435.09 7515.39
4 | 27150 25190.00 25436.08 15 | 7446 6654.41 6639.00
5 | 22905 22545.07 23141.63 17 | 6413 0955.71 0857.52
6 | 16088 20177.86 20963.25 | 618 | 5361 5330.36 0162.36
7 | 16084 18059.20 18915.63 19 | 5055 4770.68 4545.31
8 | 15221 16163.00 17007.73 20 | 4608 4269.76 3998.61
9 | 14668 14465.90 15243.69 21 | 2606 3821.44 3515.03
10 | 14043 12947.00 13623.70 22 | 2554 3420.19 3087.89
11 | 13034 11587.57 12144.88 23 | 2463 3061.08 2711.10
12 | 10517 10370.89 10801.99 24 | 1675 2739.67 2379.07
25 497 2452.00 2086.78
N=313745
p=0.1050 oom—6213.464 Cyeom=0.0108
a =1.2062 0=0.8744 X2 =5530.527  Clhops= 0.0177

Tabulka 8: Frekvencie pre data zo slovinského jazyka s pouzitim sprava useknutych

pravdepodobnosti.
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UKRAJINSKY JAZYK

i | f(i) | Np(i)-geom. | Np(i)-zovs. || i | f(i) | Np(i)-geom. | Np(i)-zovs.
1 | 37267 | 34124.51 32528.45 | 17 | 8944 | 8493.04 8670.33
2 | 32774 | 31283.56 30327.51 | 18 | 8877 | 7785.97 7908.96
3 125080 | 28679.13 28209.99 | 19 | 7487 | 7137.77 7210.08
4 | 24639 | 26291.52 26183.76 | 20 | 6888 | 6543.53 6569.33
5 | 21053 | 24102.69 24254.45 | 21 | 6406 |  5998.77 5982.51
6 | 20941 | 22096.09 22425.64 | 22 | 5850 | 5499.36 5445.62
7 20075 | 20256.53 20699.19 | 23 | 5074 |  5041.52 4954.84
8 | 19171 | 18570.13 19075.42 || 24 | 4625 |  4621.80 4506.59
9 | 16296 | 17024.12 17553.39 || 25 | 3876 |  4237.03 4097.47
10 | 16240 | 15606.82 16131.13 || 26 | 3843 | 3884.28 3724.33
11| 13936 | 14307.52 14805.81 || 27 | 3565 |  3560.91 3384.20
12| 13697 | 13116.38 13574.00 || 28 | 2857 |  3264.45 3074.34
13| 12959 | 12024.41 12431.75 || 29 | 2790 |  2992.68 2792.19
14 | 12949 | 11023.35 11374.79 || 30 | 2484 |  2743.53 2535.39
15| 12398 | 10105.63 10398.64 || 31 | 2407 | 2515.13 2301.77
16 | 10584 |  9264.31 9498.70 || 32 | 506 2305.74 2089.30

33| 78 2113.79 1896.14

N-—386616
p=0.0833 X2eom=6345.157 Cyeom=0.0164
o =1.1863 6—0.9061 X2pps—5966.918 Clops—0.0154

Tabulka 9: Frekvencie pre data z ukrajinského jazyka s pouzitim sprava useknutych

pravdepodobnosti.
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Obr. 8: Porovnanie empirickych a teoretickych frekvencii (pre zov§eobecnené geomet-

rické rozdelenie) pre data z rustiny s pouzitim sprava useknutych pravdepodobnosti.
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Obr. 9: Porovnanie empirickych a teoretickych frekvencii (pre zovSeobecnené geomet-
rické rozdelenie) pre data zo slovenciny s pouzitim sprava useknutych pravdepodob-

nosti.

Vidime, Ze pre vSetky skiimané jazyky okrem sloven¢iny plati, ze C' < 0.02, teda

model popisuje data dostatocne dobre.
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Obr. 10: Porovnanie empirickych a teoretickych frekvencii (pre zovseobecnené geomet-

rické rozdelenie) pre déata zo slovin¢iny s pouzitim sprava useknutych pravdepodobnosti.
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Obr. 11: Porovnanie empirickych a teoretickych frekvencii (pre zovSeobecnené geomet-
rické rozdelenie) pre data z ukrajinciny s pouzitim sprava useknutych pravdepodob-

nosti.
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4.2 Modifikacia

Su jazyky, v ktorych sa uréité pismeno (graféma) vyskytuje omnoho ¢astejsie ako
zvySné. Takymto jazykom je napriklad tamil¢ina, data si uvedené v Tabulke 10. Ta-
mil¢ina je jazyk, ktorym sa rozprava na juhu Indie a na severo-vychode Sri Lanky. Ma
12 samohléasok a 18 spoluhlasok. Pochopitelne, potom nas model v jeho povodnej forme
nemdzeme na data v tomto jazyku aplikovat, musime vykonat ur¢itd zmenu. Musime
modifikovat, podla ¢lanku [11], jednotlivé pravdepodobnosti vyskytu jednotlivych pis-
men v texte. Modifikacii sa v ¢lanku uvadza niekolko druhov, napr. modifikacia prvej
triedy, ktorii pouzijeme aj my, sa vykonéava vtedy, ak ma vyrazne vyssiu frekvenciu len

jedno pismeno. Pravdepodobnosti teda zmenime nasledovnym sposobom:

m=1—~1-1)
m = vF;; 1=2,3,..k

(9)

kde P;;i = 1,...,k st jednotlivé teoretické pravdepodobnosti vyskytu pismen v
texte, ktoré vstupuji do modelu a parameter v € (0,[1 — P;]7!). Plati, Ze pre
v = 1 dostavame povodné pravdepodobnosti. Parameter v je neznamy a potrebujeme

ho odhadnut. 7; je znova rozdelenie pravdepodobnosti.

Data z tamiléiny sme prevzali z ¢lanku [6]. Ak sa pokusime na data v tamiléine
aplikovat nas program v prostredi R, ktory v slovanskych jazykoch dosahoval relativne
uspokojivé vysledky, dostaneme C' = 0.0354 > 0.02. V tejto modifikovanej forme nasho

problému rieSime nasledujicu minimaliza¢nd tlohu:

mm{ : (fz - Nﬂ-i(avev’y))z

0<0<1,0< € (0,[1— Pt 10
af 4 Nmi(a,0,7) 0<a,ye(0,1-P])} (10)
=1

Pociato¢né odhady parametrov « a 6 sme nechali rovnaké, ako v povodnom prog-
rame, avSak vystupy nevysli kone¢né, preto sme vstupné parametre museli ru¢ne upra-
vovat, aby proces dokonvergoval ku koneénym vysledkom. Pre tieto data z tamil¢iny
méame po Uprave pociatocné parametre § = 0.90 a o = 0.75. Pociato¢ny odhad para-

metra vy sme pre jednoduchost nastavili na v, = 1.

Samotny program, ktory vykonal minimalizéciu, moézeme néajst v prilohe prace.
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TAMILSKY JAZYK

1 | 11462 | 11399.42 | 16 | 2019 1829.35
2 | 6050 | 5805.73 | 17 | 1763 1643.84
3 | 5844 | 5514.09 || 18 | 1669 1474.42
4 | 5423 | 5204.95 || 19 | 1510 1320.29
5 | 5083 | 4884.67 | 20 | 1329 1180.52
6 | 4157 | 4559.16 | 21 | 1087 1054.16
7| 3729 | 4233.73 | 22| 970 940.21
8 | 3526 | 3912.97 || 23 | 899 837.70
9 | 3331 | 3600.74 || 24 | 755 745.66
10 | 3119 | 3300.11 || 25 | 674 663.19
11 | 2902 | 3013.45 || 26 | 623 589.39
12 | 2807 | 2742.43 || 27 | 420 523.47
13 | 2599 | 2488.14 || 28 | 382 464.64
14 | 2440 | 2251.16 || 29 | 201 412.21
15| 2214 | 2031.63 |30 | O 365.53
N=78987 v = 0.9349 a =1.5270
0—=0.8836 x*=871.876 C =0.0110

Tabulka 10: Frekvencie pre data z tamil¢iny.
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Vysledok nasej modifikacie modelu je pre tento Statisticky stibor uspokojivy - koefi-
cient C' < 0.02, teda pozmeneny model dobre vystihuje nase data. Na Obr. 12 mozeme
vidiet dva histogramy. VIavo je porovnanie dat s teoretickymi frekvenciami pred mo-

difikdciou a vpravo porovnanie dat s teoretickymi frekvenciami po modifikécii.
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Obr. 12: Porovnanie frekvencii pred a po modifikicii pre tamil¢inu.

4.3 Modelovanie dizky slov

Taziskom tejto diplomovej prace je modelovat frekvencie grafém, ale mozeme tiez sku-
mat, ¢ zovSeobecnené geometrické rozdelenie nemodeluje dobre aj Statistické subory
iného typu. Vybrali sme dizku slov merant po¢tom slabik, data sme prevzali z ¢lanku
[2], data st tentokrat z anglického a litovského jazyka. Opét porovnavame mieru zhody
dat s geometrickym a zovSeobecnenym geometrickym rozdelenim. Budeme pracovat len

s useknutymi verziami tychto rozdeleni.

V Tabulkach 11 a 12 uvidime znova data a nasledne aj vystupy usporiadané tak,
ako doteraz.
Koeficient diskrepancie C naznacuje v oboch pripadoch akceptovatelntt mieru zhody

medzi modelom a datami.
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ANGLICKY JAZYK

pocet slabik | f(i) | Np(i)-geom. Np(i)-zov§

1 3987 | 3845.66 3970.54

2 831 | 1022.69 857.98

3 281 271.97 269.08

4 121 72.33 93.51

5 15 19.23 33.64

6 2 5.12 12.248

N=5237

p—0.7341 Xeom=TT.0111  Cye0n=0.0147
a=0.5539  0=0.3667  x?,,,—28.4268  C.0s—0.0054

Tabulka 11: Frekvencie pre data z angli¢tiny.

LITOVSKY JAZYK

pocet slabik | f(i) | Np(i)-geom. Np(i)-zovs

1 925 514.12 521.49

2 116 136.52 125.00

3 48 36.25 37.56

4 9 9.63 12.02

5 2 3.48 3.92

N=700

p=0.7345 oom=T.7923  Cyepm—0.0111
a=0.7043  6=0.3204 %, =5.2714  (.0ps=0.0075

Tabulka 12: Frekvencie pre data z litov¢iny.
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4.4 Simulované p-hodnoty

Podla ¢lanku [10], ak je subor dat prilis velky (¢o je ¢asto v lingvistike pravdou), nulova
hypotézu, uvedeni v podkapitole 2.4, test zamieta. Preto sa v lingvistike pouziva prave
koeficient diskrepancie (', nie p - hodnota. Z tohto dévodu sa budeme simulovanou p-
hodnotou zaoberat len pre data z litovéiny, kde N = 700.

V tejto podkapitole budeme p-hodnotu simulovat, pricom budeme vychadzat z jej
definicie uvedenej v podkapitole 2.4. Pre pripomenutie, p-hodnota je pravdepodobnost

toho, Ze testovacia Statistika nadobudne vi¢siu hodnotu ako je ta prave pozorovana.

Postup je nasledovny:

1. Najdeme parametre, ktoré minimalizuji y? $tatistiku. Tieto parametre pre obe

rozdelenia moZeme vidiet v Tabulke 12.

2. Vygenerujeme N ndhodnych ¢isel z prislusného rozdelenia. V tomto pripade je
N = 700.

3. Tento postup zopakujeme dostato¢ne vela raz - v naSom programe to je 2000.

4. Zratame, kolkokrat boli y? Statistiky vicsie ako $tatistika z Tabulky 12. Simu-
lovand p-hodnota je potom pomer poc¢tu tychto Statistik, ktoré boli vicsie ako
Statistika z Tabulky 12 k ¢islu 2000, ¢o je pocet vSetkych vygenerovanych Statis-
tik.

Ked program spustime, pri geometrickom rozdeleni vyjde p-hodnota okolo 0.2605
(ak spustame program opakovane, ¢isla sa stale pohybuju okolo tejto hodnoty) a pri
zovseobecnenom 0.3775. Zvycajne sa ako kritickd hodnota berie 0.05, ¢ize v oboch
pripadoch nezamietame nulovi hypotézu, 7e data pochadzaju z daného rozdelenia,

resp. ze sa frekvencie grafém rovnaju teoretickym frekvenciam.
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5 Zaver

V tejto praci sme prebrali vzorec pre pravdepodobnostni funkciu zovSeobecneného
geometrického rozdelenia. Nasim cielom bolo porovnat mieru zhody dat s geometric-
kym a zovseobecnenym geometrickym rozdelenim. Data boli z oblasti kvantitativne]
lingvistiky - frekvencie grafém z ruského, slovenského, slovinského a ukrajinského ja-
zyka. Ako kritérium zhody nam poslazil x? test dobrej zhody, kde vystupmi boli opti-
mélne odhady parametrov rozdeleni, samotné hodnoty testovacich statistik a koeficient
diskrepancie C'. Tento koeficient sme pouzili ako kone¢né kritérium toho, ¢i je model

prijatelny alebo nie. Model je prijatelny, ak jeho koeficient diskrepancie C' < 0.02. Cim

Cvv

Nagim primarnym cielom bolo porovnat dve spomenuté rozdelenia a overit, Ze zo-
vSeobecnené geometrické rozdelenie popisuje tento typ dat lepsie ako geometrické, ¢o sa
nam aj podarilo. Nezavisle od vyberu réznych dat v tejto praci sa vzdy nové rozdelenie
ukéazalo ako vhodnejsie, ¢o ¢itatel moze vidiet v jednotlivych tabulkiach porovnava-
jucich dané frekvencie grafém a teoretické frekvencie z oboch rozdeleni. Sekundarnym
cielom bolo zhodnotit v kazdom stubore dat, ¢i st jednotlivé rozdelenia vhodné na popis
dat (to, Ze je nejaké rozdelenie lepsie ako iné eSte neznamené, Ze je vhodné), na ¢o nam
posluzil koeficient diskrepancie. Uplatnili sme dve metdédy generovania pravdepodob-
nosti. V Tabulke 13 uvadzame koeficienty diskrepancie pre $tyri slovanské jazyky a pre
dve metody generovania pravdepodobnosti kvoli prehladu. Druh& metoda generovania
pravdepodobnosti, tzv. sprava useknutych, sa ukazuje byt lepsia ako prva metdda, kde
posledny clen radu pravdepodobnosti urc¢ujeme kumulativne ako p, = 1 — Zf;ll Di.
GR v Tabulke 13 znamena geometrické rozdelenie a ZGR zovSeobecnené geometrické

rozdelenie.

7 Tabulky 13 sa da vy¢itat zaver, ktory bol v praci niekolkokrat spomenuty - ZGR
vzdy dosahuje lepsie vysledky ako GR.

Najlepsie vysledky dosahujeme pri kombinacii druhej metédy generovania pravde-
podobnosti a pouzitia ZGR. Vtedy je koeficient diskrepancie pre rustinu, slovin¢inu a

ukrajin¢inu vzdy mensi ako 0.02.

Okrem Styroch slovanskych jazykov sme skdmali aj tamil¢inu Specifickd tym, ze
jedna graféma sa vyskytovala ovela CastejSie ako ostatné. Z tohto doévodu sme prog-
ram museli upravit, ¢o sa nam aj tspeSne podarilo. Po upraveni bol opéat koeficient

diskrepancie C' < 0.02.
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l.metoda - GR | 1.metoéda ZGR | 2.metéda - GR | 2.metoda ZGR
rustina 0.0511 0.0428 0.0173 0.0172
slovencina 0.0378 0.0349 0.0270 0.0265
slovin¢ina 0.0734 0.0497 0.0198 0.0177
ukrajin¢ina 0.0658 0.0483 0.0164 0.0154

Posledné dva stbory dét, ktoré sme skumali, boli data trochu iného typu - boli to
merania poc¢tu slabik slov v textoch z angli¢tiny a litovéiny. Opét sme prisli k rovna-

kému vysledku - ZGR vykazovalo lepSie vysledky ako GR. K litov¢ine sme vygenerovali

Tabulka 13: Porovnanie modelov.

aj simulované p-hodnoty.

Vysledkom tejto préace je potvrdenie, Ze pre naSe data z oblasti kvantitativnej lin-

gvistiky je naozaj zovSeobecnené geometrické rozdelenie vhodnej$im rozdelenim ako

povodné, geometrické.
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Prilohy

Zdrojové kody programov v R.

Generovanie ndhodnych ¢isel z nového rozdelenia pre vopred ur-
¢ené parametre

#generujeme pravdepodobnosti pre zovseobecnene geometricke
N<-1000

alpha<-b5

alpha2<-(1-alpha)

lambda<-0.59

#theta<-exp(-lambda)

theta<-0.5

Pr<-rep(0,times=N)

for (i in 0:(N-2))
Pr[i+1]<-(alpha*theta~i*(1-theta))/((1-alpha2+theta~(i+1))*(1-alpha2*theta~i))
Pr[N]<-1-sum(Pr)

#V Pr su pravdepodobnosti pre ZGR
#teraz generujeme u~“Ro(0,1)

u <- runif(N)
Y <- rep(0,times=length(u))
M<-0

for (i in 1:length(u)) {
xx <- uli]
for (m in 0:99){
Pm <- sum(Pr[1:(m+1)])
M <- xx - Pm

if (M < 0){
Y[i] <- m
break

}

}
}
max<-0

for (i in 1:N)
if (Y[il>max) max<-Y[i]

frek<-rep(0,times=max+1)
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for (1 in 1: (N+1))
frek[Y[1]1+1] <- (frek[Y[i]l+11+1)

x? test pre geometrické rozdelenie

frekl <- read.table("cesta ku siboru")
attach(frek1)

frek<-t(frekl)

N<-sum(frek)

length(frek)

#mame nacitané data
TeorPrav<-function(p) {
teor<-rep(0,times=length(frek))

sucet<-0

for (k in 0:(length(frek)-2)) {
teor[k+1] <- (1-p)~k*p

sucet<-sucet+teor[k+1]

}
teor[length(frek)]<- 1-sucet
vysledne<-teorxN

for (i in 1:(length(vysledne)))

if (vysledne[i]==0) vysledne[i]<-0.00000001

Statistika <- sum( (frek-vysledne)~2 / vysledne )
return(Statistika)

+

optimize(TeorPrav,c(0,1))

\? test pre zovieobecnené geometrické rozdelenie

frekl <- read.table("cesta ku sidboru")
attach(frek1)

frek<-t(frek1)

N<-sum(frek)

length(frek)

Pi1<-frek[1]/N

P2<-frek[2]/N
pocThe<-((1-P1-P2)*P1) /P2

if (pocThe>1) pocThe<-0.9

if (pocThe<0) pocThe<-0.1
pocAlp<-((1-pocThe)*(1-P1))/(pocThe*P1)
if (pocAlp<0) pocAlp<-0.1

#alpha=x[1], theta=x[2]
TeorPrav<-function(x) {
teor<-rep(0,times=length(frek))
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sucet<-0

for (k in 0:(length(frek)-2)) {

teor [k+1] <- (x[1]*x[2] k*(1-x[2]1))/((1-(1-x[1])*x[2]~(k+1))*
(1-(1-x[1]D)*x[2]"k))

sucet<-sucet+teor[k+1]

}

teor[length(frek)]<- 1-sucet

vysledne<-teor*N

Statistika <- sum( (frek-vysledne)~2 / vysledne )
return(Statistika)

3

optim(par=c(pocAlp,pocThe) ,fn=TeorPrav,method="L-BFGS-B",
lower=c(0.00001,0.00001) ,upper=c(99.9999,0.999999),
control=1list (maxit=2000))

x? test pre geometrické rozdelenie, pouZitie sprava useknutych
pravdepodobnosti

frekl <- read.table("cesta ku siboru")
attach(frekl)
frek<-t(frekl)
N<-sum(frek)
length(frek)
TeorPrav<-function(p) {
teoret<-rep(0,times=length(frek))
teor<-rep(0,times=length(frek))
sucet<-0
for (k in 0:(length(frek)-1)) {
teoret [k+1] <- (1-p) k*p
sucet<-sucet+teoret[k+1]
}
teor<-teoret/sucet
vysledne<-teorxN
for (i in 1:(length(vysledne)))

if (vysledne[i]==0) vysledne[i]<-0.00000001
Statistika <- sum( (frek-vysledne)~2 / vysledne )
return(Statistika)
}

optimize(TeorPrav,c(0,1))

\? test pre zovieobecnené geometrické rozdelenie, pouZitie sprava
useknutych pravdepodobnosti

frekl <- read.table("cesta ku stboru")
attach(frekl)
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frek<-t(frekl)

N<-sum(frek)

length(frek)

Pi1<-frek[1]/N

P2<-frek[2]/N
pocThe<-((1-P1-P2)*P1) /P2

if (pocThe>1) pocThe<-0.9

if (pocThe<0) pocThe<-0.1
pocAlp<-((1-pocThe)*(1-P1))/(pocThe*P1)
if (pocAlp<0) pocAlp<-0.1

#alpha=x[1], theta=x[2]
TeorPrav<-function(x) {
teoret<-rep(0,times=length(frek))
teor<-rep(0,times=length(frek))
sucet<-0

for (k in 0:(length(frek)-1)) {

teoret [k+1] <- (x[11*x[2]~k*(1-x[2]1))/((1-(1-x[1]1)*x[2]~(k+1))*
(1-(1-x[1D)*x[2]"k))
sucet<-sucet+teoret [k+1]

}

teor<-teoret/sucet

vysledne<-teor*N

Statistika <- sum( (frek-vysledne)~2 / vysledne )
return(Statistika)

+

optim(par=c(pocAlp,pocThe) ,fn=TeorPrav,method="L-BFGS-B",
lower=c(0.00001,0.00001) ,upper=c(99.9999,0.999999),
control=list(maxit=2000))

Modifikacia prvého stupna

frekl <- read.table("cesta ku suboru")
attach(frekl)

frek<-t (frekl)

N<-sum(frek)

length(frek)

Pi<-frek[1]/N
P2<-frek[2]/N

pocThe<-((1-P1-P2)*P1) /P2
pocAlp<-((1-pocThe)*(1-P1))/(pocThe*P1)

if (pocThe>1) pocThe<-0.9
if (pocThe<0) pocThe<-0.1
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#pocAlp<-((1l-pocThe)*(1-P1))/(pocThex*P1)
pocAlp<-0.75
pocGama<-1

#alpha=x[1], theta=x[2], gama=x[3]

TeorPrav<-function(x) {
teoret<-rep(0,times=length(frek))
teor<-rep(0,times=length(frek))
new<-rep(0,times=length(frek))

sucet<-0

for (k in 0:(length(frek)-1)) {

teoret [k+1] <- (x[1]*x[2] k*(1-x[2]))/((1-(1-x[1])*x[2]~ (k+1))*
(1-(1-x[1])*x[2]"k))

if (k==0) newl[k+1]1<-(1-x[3]*(1-teoret[k+11))
else newl[k+1]1<-x[3] *teoret [k+1]

sucet<-sucet+new[k+1]

}

teor<-new/sucet

vysledne<-teor*N

Statistika <- sum( (frek-vysledne)~2 / vysledne )

return(Statistika)

}

optim(par=c(pocAlp,pocThe,pocGama) ,fn=TeorPrav,method="L-BFGS-B",

lower=c(0.00001,0.00001,0.00001) ,upper=c(99.9999,0.999999,4.9999),
control=1list (maxit=2000))

Simulované p-hodnoty pre geometrické rozdelenie

count<-0

for (h in 1:2000) A
dlzka<-100

N<-700

u <- runif(N)
prav<-rep(0,times=dlzka)
pravdep<-rep(0,times=dlzka)
p<-0.7345

#generujeme pravdepodobnosti p pre geometricke rozdelenie

sucet<-0
for (k in 0:(dlzka-1)) {
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prav[k+1] <- (1-p)~k*p
sucet<-sucet+prav[k+1]

}

pravdep<-prav/sucet

Y <- rep(0,times=length(u))
M<-0

for (i in 1:length(u)) {
xx <- uli]
for (m in 0:(dlzka-1)){
Pm <- sum(pravdep[1:(m+1)])
M <- xx - Pm

if (M < 0){
Y[i] <- m
break

}

}
}
max<-0

for (i in 1:N)
if (Y[il>max) max<-Y[i]

frek<-rep(0,times=max+1)

for (i in 1: (N+1))
frek[Y[i]+1] <- (frek[Y[i]+1]+1)

teor<-rep(0,times=max+1)
teoret<-rep(0,times=max+1)

sucet<-0

for (k in 0:(max)) {
teor[k+1] <- (1-p)~k*p
sucet<-sucet+teor[k+1]

b

teoret<-teor/sucet
vysledne<-teoret*N

Statistikal[h] <- sum( (frek-vysledne)~2 / vysledne )
if (Statistikal[h] > 7.7923) count<-count+1
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}

p.value<-count/2000

Simulované p-hodnoty pre nové rozdelenie

count<-0

for (h in 1:2000) {
dlzka<-100

N<-700

u <- runif(N)
prav<-rep(0,times=dlzka)
pravdep<-rep(0,times=dlzka)
x[1]<-0.7043

x[2]<-0.3294

teoret<-rep(0,times=length(frek))
pravdep<-rep(0,times=length(frek))

sucet<-0

for (k in 0:(length(frek)-1)) {

teoret [k+1] <- (x[1]*x[2]"k*(1-x[2]1))/((1-(1-x[1])*x[2]"~(k+1))*(1-(1-x[1])*x[2] "k
sucet<-sucet+teoret [k+1]

+

pravdep<-teoret/sucet

Y <- rep(0,times=length(u))
M<-0

for (i in 1:length(u)) {
xx <- ul[i]
for (m in 0:(dlzka-1)){
Pm <- sum(pravdep[l:(m+1)])
M <- xx - Pm

if (M < 0){
Y[i] <- m
break

}

}
}
max<-0

for (i in 1:N)
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if (Y[il>max) max<-Y[i]
frek<-rep(0,times=max+1)

for (i in 1: (N+1))
frek[Y[1]+1] <- (frek[Y[i]+1]1+1)

teor<-rep(0,times=max+1)
teoret<-rep(0,times=max+1)

sucet<-0

for (k in 0:(max)) {
teor[k+1] <- (1-p)~k*p
sucet<-sucet+teor[k+1]

+

teoret<-teor/sucet
vysledne<-teoret*N

Statistikal[h] <- sum( (frek-vysledne)~2 / vysledne )
if (Statistikal[h] > 5.2714) count<-count+1

}

p.value<-count/2000
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