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Abstrakt

MIKLOSSYOVA, Hana: Stochastické modelovanie génovej expresie [Diplomové pracal,
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Ka-
tedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Veduci diplomovej prace: Mgr. Pavol Bokes,
PhD., Bratislava, 2013.

Praca sa zaobera stochastickym modelovanim génovej expresie, ktora je viac-
stupnovym procesom prebiehajicim na molekulovej irovni. Oboznamime sa s teériou
stochastickych Markovovskych procesov a zdkladnym modelom génovej expresie, ktory
popisuje aktivitu génu a pocet bielkovin. Opierajic sa o vysledky experimentalnych
Studii sa pokisime obohatit model o prvok oneskorenia s cielom ovplyvnif vysledné
stacionarne pravdepodobnostné rozdelenie. Analyzou kvantitativnych a kvalitativnych
vlastnosti modelov bez oneskorenia a s oneskorenim rozoberieme vsetky mozné pripady,
ktoré mozu nastat. Zvlastnu pozornost venujeme prezentovaniu vysledkov modelu pre

hodnoty parametrov, ktoré boli ziskané z publikovanych experimentalnych studii.

KIicové slova: génova expresia, stochasticky model, Markovov proces, model s

oneskorenim, model so spojitym casom, stacionarne pravdepodobnostné rozdelenie



Abstract

MIKLOSSYOVA, Hana: Stochastic modeling gene expression - [Master Thesis|, Co-
menius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Pavol Bokes,
PhD., Bratislava, 2013.

The thesis deals with stochastic modeling of gene expression, which is a multistage
process at the molecular level. We review the fundamentals of the stochastic theory of
Markov processes and introduce a basic gene expression model, which describes the
temporal dynamics of the activity of a gene and the level of its protein product. Based
on the results of experimental studies, we integrate the mechanism of transcriptional
delay into the model, aiming to characterize its impact on the resulting stationary
probability distribution. With the help of quantitative and qualitative model analy-
sis, we discuss all possible cases that may arise. Specifically, we focus on the behavior
of the model in the parameter regimes which are consistent with the results of expe-

rimental studies.

Key words: gene expression, stochastic model, Markov process, delayed model ,

continuous-time model, stationary probability distribution
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Uvod

S pokrokom technolégii sme schopni hlbsie prenikntit do chdpania okolitého sveta
a zuzitkovat novonadobudnuté znalosti. Okrem toho, Ze ndm progres umoznil najst
odpoved na doposial nezodopovedané otdzky, otvara ndm aj dvere do doteraz ne-
preskiimanych oblasti.

Génova expresia je v bioldgii relativne nové a nie tiplne preskiimand oblast. Jedn4
sa o viacstupnovy proces syntetizacie bielkovin na molekulovej irovni. Je zaujimavé, ze
susedné bunky toho istého organizmu preukazuji medzi sebou velké rozdiely v poétoch
bielkovin. Pokial sa ndm podari blizsie pochopit tento proces a jeho spravanie, moézeme
dospiet k zaujimavym prelomovym vysledkom. Zavedenie novych experimentdlnych
postupov umoznilo presnejsie preskimat proces génovej expresie a prinieslo prekva-
pivé vysledky, ktoré nds mitia prehodnotit doposial vyvinuté modely. V nasej prici si
jeden takyto model predstavime a budeme sa snazit vylepsit jeho vlastnosti zavedenim
prvku oneskorenia tak, aby sa modelované vysledky priblizili k realnym datam.

Na zaciatku tejto prace sa bliz§ie oboznamime so samotnym procesom génovej
expresie. PopiSeme si jednotlivé stupne a zameriame sa na biologické javy, ktoré mozu
sposobit oneskorenie medzi za¢atim procesu tvorby bielkovin a dokonéenim hotového
produktu. Predstavime si neddvne vysledky experimentalnach studii, ktoré budu pre
nas relevantné pri budovani modelu.

Po predstaveni biologickej stranky potrebnej pri polozeni zakladov modelu sa za-
meriame na samotni matematicki tedriu. Zakladné procesy génovej expresie bu-
deme modelovat s vyuzitim stochastickej tedrie Markovovych procesov so spojitym
¢asom. Pozrieme sa na elementarne Markovove procesy, ako je proces vzniku a zaniku
alebo Poissonov proces. V nasledujicich vypoctoch pravdepodobnostného rozdelenia
sa stretneme s potrebou aplikovania vlastnosti niektorych konkrétnych funkcii, ktoré
si tiez uvedieme v tejto casti.

Dostdvame sa k zdkladnému Markovovskému modelu. Bude nds zaujimat vplyv
dynamiky génovej expresie na stacionarne pravdepodobnostné rozdelenie bielkovin.
Pocet bielkovin bude zdvisly od aktivity génu. Pokial je gén aktivny, tak dochddza
k syntetizacii bielkovin. V pripade neaktivneho stavu nedochadza k ziadnej tvorbe
bielkovin a pocet bielkovin len degraduje. Po dopocitani stacionarneho pravdepo-
dobnostného rozdelenia prechddzame na model obohateny o oneskorenie. Biologicku
stranku oneskorenia sme uZ nacrtli v prvej kapitole, d'alej sa zameriame na dopad
zavedenia takejto zmeny na celkové vlastnosti. Pri vypoctoch pravdepodobnostného
rozdelenia modelu s onekorenim vyuzijeme metédu neurcitych koeficientov a Kolmo-

gorovove rovnice.



Predtym, ako zacneme volit jednotlivé parametre modelu, zvolime si ¢asovii skédlu,
ktord nam najlepsie vystihuje model a pomoéZe interpretovat vysledky. Nakolko sta-
cionarne pravdepodobnostné rozlozenie je také, ktoré je nezévisle od casu, zameriame
sa na analyzu vztahov jednotlivych konstantnych mier modelu Nakoniec si pred-
stavime aj jednu simulaciu vytvoreni z dostupnych dat. Tato kapitola nam poskytne
odpoved na otézku, ¢ sa ndm podarilo zavedenim oneskorenia vylepsit vlastnosti

modelu a priblizit sa k redlnym pozorovaniam.



1 Génova expresia

Génova expresia je viacstupniovy proces prebiehajici na molekulovej drovni. V
tomto procese dochadza k prepisu informéacie zo samotného génu do mediatorovej
RNA(mRNA), vdaka ktorému dochddza k tvorbe génovych produktov. Tymito pro-
duktami si najcastejsie bielkoviny. V tomto procese dochadza aj k tvorbe RNA.

Proces génovej expresie prebieha vo vSetkych organizmoch od eukaryotov cez pro-
karyoty. Do ur¢itej miery je tento proces pozorovatelny aj vo virusoch. Zakladné
stupne, do ktorych moézeme génovii expresiu rozdelit, st prepis (transkripcia), po-
sttranskripéné modifikdcia, preklad (transldcia) a posttranslaénd modifikdcia. Proces
génovej expresie je zlozity a musi byt regulovany na vsetkych trovniach. V gene-
tike je génova expresia fundamentalnym kamenom genotypu, ktory je deterministicky
pre vietky pozorovatelné vlastnosti a znaky organizmu (fenotyp). Najvicsiu tlohu v

ovplyvneni fenotypu majui bielkoviny a ich syntetizacia.

1.1 Transkripcia

V procese transkripcie dochddza k tvorbe jednovlaknovej molekuly mRNA, ktord
je komplementarna k prepisovanému DNA. K prepisu dochadza postupne, komple-
mentéarne sa kopiruje vizba kodénu a antikodénu a vlakno mRNA sa postupne predlzuje.
Tento proces sa nazyva elongdcia transkripcie. V prokaryotickych organizmoch dochadza
k transkripcii v cytoplazme. V eukaryotickych organizmoch je proces o nieco zlozitejsi.
K samotnému prepisu informéacie dochddza v jadre bunky, ale predtym ako sa zrelé
mRNA dostane do cytoplazmy za tcelom translacie, musi primarny transkript absol-
vovat posttranskripéné dipravy. Typickou posttranskripénou modifikdciou pre euka-
ryoty je zostrih, pocas ktorého dochadza k odstraneniu intrénov. Zostrihdvanie je

jednym z hlavnych regulatorov eukaryotyckych buniek.

1.2 Translacia

Translécia je proces, v ktorom zrelé vlakno molekuly mRNA je pouzité ako sabléna
pri tvorbe bielkovin. Podobne ako v transkripcii dochadza k tomuto procesu postupne
na zaklade komplementarity v procese elongacie. V pripade eukaryotov obsahuje
mRNA sekvenciu potrebni pre tvorbu jednej molekuly bielkoviny, zatial ¢o v pripade
prokaryotov obsahuje viacero bielkovinovych sekvencii. Pocas a po syntéze bielkoviny
dochadza k zmene struktiry samotnej molekuly bielkoviny. Molekula prechadza od
svojho primarneho stavu k sekundarnemu a nakoniec k svojmu terciarnemu stavu,

kde dochadza k zmene struktiury na trojdimezionalnu. Vo svojej terciarnej strukture



st bielkoviny schopné plnit rozne funkcie od molekuldrnych identifikdtorov az po ka-

talyzatory.

1.3 Vysledky experimentalnych studii
1.3.1 Aktivita génu

Nedéavne experimentalne studie ukazali, ze identické populacie baktérii a kvasiniek
mozu vykazovat velkid varidciu medzi susednymi bunkami v poéte proteinov, ktoré
st produkované génmi. Tieto rozdiely sposobuji zvySenu fenotypicki rozmanitost.
Faktory, ktoré sposobuju tieto varidcie, mozeme klasifikovat na zdklade ich povodu do
dvoch skupin:

1. okolité, vonkajsie faktory ako je napriklad rozdielny pocet transkripénych ak-

tivatorov,

2. ndhodné, vnutorné, molekularne ¢initele ako je transkripcia mRNA a translacia

bielkovin.

Autori studii [7, 8] sa zamerali na vntutorné ndhodné faktory a odévodnili odlisnost
medzi jednotlivymi bunkami ndhodnymi prechodmi samotného génu medzi aktivnym
a neaktivnym stavom. V aktivhom stave dochddza vo vyssej miere k transkripcii, v
neaktivnom stave dochddza k prepisu v ovela mensej miere [2]. Iné stiidie robené na
bunkach vyssich eukaryotov tiez poukazuju na signifikantné vychylky v pocte vypro-
dukovanych bielkovin medzi susednymi bunkami tychto organizmov [9, 10, 11].

Avsak priamo urcit aktivitu a neaktivitu génu nie je mozné na zdklade pocétu
proteinov. Novovytvorené bielkoviny z poslednej aktivity génu nebolo mozné oddelene
pocitat, nakolko sa v bunke este stéle vyskytovali bielkoviny, ktoré boli produktami
predoglej aktivity génu. Toto prekrytie je sposobené dlhou Zivotnostou sledovanych
bielkovin. Dalsf problém sa vyskytol pri samotnom pocitani fluorescenénych proteinov.
Pretoze individualne molekuly fluorescenénych bielkovin produkuji len malé mnozstvo
fluorescencie, je tazké odhalit ich nizke pocty medzi ostatnymi produktami mmnohych
génov.

Vhodnejsi sposob poukdzania aktivity génu je zamerat sa na pocet jednotlivych
vldkien mRNA, nakolko maji v porovnani s bielkovinami ovela kratsiu Zivotnost.
Hladina ich po¢tu ndm presnejsie popisuje pozorovatelny stav aktivity génu.

V dalsej stiidii vedci ukdzali priamy dokaz prechodu génu medzi aktivnym stavom
a neaktivnym. Pouzitim fluorescencnej in situ hybridizacie (FISH) spocitali molekuly
mRNA v bunkéch cicavcov. Ziskanim presného poctu mRNA, ktoré sa rychlo rozpad4,
boli schopni ukédzat, ze zriedkavo dochddza k zmene stavov z aktivneho (s velym

poctom mRNA) do stavu neaktivneho (nizky pocet mRNA) a naopak [6].



1.3.2 Koreldcia po¢tu mRNA a poctu molekul bielkovin

Ako sme uz uviedlli, aktivitu génu mozeme odsledovat na zdklade momentalneho
poctu mRNA s relativne kratkou Zivotnostou v bunke. Dalo by sa predpokladat, ze
bude existovat nejaka signifikantnd koreldcia medzi poctom mRNA a po¢tom molekiil
bielkovin v bunke, nakol’ko mRNA slizi ako vzor pri syntéze bielkovin, a teda ¢im viac
by bolo pritomnych mRNA v bunke, tym viac sa zvysi produkcia bielkovin. Toto, z
hladiska priebehu génovej expresie, logické tvrdenie bolo z casti vyvratené v studii
[12].

Taniguchiho a kol. spravili kvantitativnu analyzu proteinov a mRNA v jednot-
livych bunkéch baktérii Escherichia coli[12]. Jeden z vysledkov ich studie potvrdil
vysoku fluktudciu poctu bielkovin susednych buniek v isogénnom prostredi. Ale pre
nas zaujimavejsi a prekvapivejsi zaver ich prace bol, Zze v samotnej bunke neexistuje
ziadna koreldcia medzi hladinou mRNA a proteinov v konkrétnom case.

T4to absencia koreldcie by sa dala z ¢asti zdvovodnit relativne rychlou degraddciou
mRNA oproti bielkovinam. V E. Coli, mRNA zanikd zvycajne v priebehu par mintit,
zatial ¢o viicSina proteinov vratane fluorescenénych mé Zivotnost dlhsiu ako je sa-
motny cyklus bunky. Z toho nam vyplyva, ze potet mRNA v ¢ase nam zobrazuje
neddvny priebeh aktivity (par minit), kym hladina molekil bielkovin v tom istom ¢ase
zaznamenava dlhodobejsi stav (v ¢asovom rozsahu bunkového cyklu) reprezentujici
aj predosli aktivitu génov. Toto ale nestac¢i na vysvetlenie skoro nulovej korelacie v
konkrétnom ¢ase, musi byt este pritomny nejaky externy translaény sum alebo re-
gulacny systém. Treba podotkniit, Ze merania jednej bunky sa prevddzali vo fixnom
bode v Case, ¢o neprotireci tomu, ze pocet vzniknutych mRNA za dlhsi ¢asovy interval
by mal byt korelovany po¢tu molekil syntetizovanych za ti istt éasovi periédu, ako
bolo pozorované v [13].

Jedna z d’algich pricin skoro nulovej koreldcie moze byt v oneskoreni syntézy biel-
kovin, ktoré je sposobené posttranskripénymi modifikaciami alebo elongaciou translécie.
Specidlne v pripade eukaryotickych organizmov toto ¢asové posunutie spésobuje zo-
strih inténov a v pripade prokaryotickych organizmov je za to zodpovednd aj vacsia
dizka prepisovanych informac¢nych sekvencii. Netreba zabidat na posttranslacni mo-
difikéciu.



2 Teoreticky tvod

Predtym ako sa za¢neme zaoberat samotnym modelovanim génovej expresie, je
potrebné sa obozndmit s teoretickym zdkladom, na ktorom si modely postavené a na
ktory sa aj budeme neskor odvoldvat. Okrem samotnej teérie Markovovskych refazcov
S0 spojitym casom si uvedieme aj niektoré vlastnosti funkcii, ktoré nam pomozu pri

neskorsich vypoctoch. Obsirnejsie informdcie k tedrii mozeme ndjst v literatire [4, 5]

2.1 Exponencialne rozdelenie

Ako budeme modelovat ndhodny ¢as aktivity génu a pocet bielkovin v bunke?

7 abstraktného hladiska sa jednd o udalosti rovnakého typu, ktoré sa opakuju,
akou je dlzka aktivity /neaktivity génu alebo vznik/zanik bielkovin. Tieto udalosti st
nahodné a navzajom celkom nezavislé.Vyskyt udalosti v minulosti ndm nevie presne
povedat, kedy nastane udalost v budicnosti. Pravdepodobnost nastania udalosti na-

rastd s dlzkou doby, ktora presla od posledného vyskytu.

Spolu s nezdvislostou udalosti predpokladdme, Ze podmienky ich vyskytu sa v case
nemenia a oznac¢ime py(t) pravdepodobnost toho, ze udalost nenastane v ¢asovom

intervale dIZky t. Zrejme bude platit
po(0) =1, (2.1)
po(t +8) =po(t)po(s), t,s>0. (2.2)

Teda udalost nenastane v intervale diiky t + s prave vtedy, ak nenastane na inter-
vale diiky t, ani na intervale dfiky s a tieto udalosti st podla predpokladu nezavisle.

Pravdepodobnost vyskytu viacerych udalost{ v tom istom ¢ase je nulova.

K prepokladu nezévislosti v ¢ase a nemennosti podmienok v ¢ase (homogénnosti)
pridame podmienku, ze funkcie py(t) je spojitda. Potom plati
po(t) = e (2.3)

pre vSetky ¢t > 0 redlne.

Pravdepodobnost toho, Ze udalost nastane v intervale dfiky t aspon jeden raz, je
1—po(t) =1—e M. (2.4)

Inak povedané, je to pravdepodobnost toho, Ze di7ka intervalu 7 medzi dvoma po sebe

nasledujicimi udalostami je < ¢, a teda distribuénd funkcia 7.



Jej priemerné hodnota je

To znaci, ze 1/\ mé vyznam priemernej dfiky intervalu medzi dvoma udalostami.
Parameter A ma teda vyznam priemerného poc¢tu udalosti za jednotku inetrvalu.
Dizku aktivity a neaktivity génu vieme modelovat ako ndhodni premenni s expo-
nencialnym rozlozenim. Hoci ¢as medzi poslednym vznikom aj zanikom bielkovin
vieme modelovat tieZz pouZitim exponencidlneho rozdelenia, na opis dynamiky ich
poctu to nestaci. Potrebujeme poznat ich pocet ako funkciu €asu, oznacime ju X (t).

Pre kazdé t je X (t) ndhodnou premennou, nadobiidajiicou celé nezédporné ¢isla.

2.2 Markovove procesy

Stochasticky proces sa v literatire uvadza ako stubor (systém) ndhodnych pre-
mennych X = X(¢),t € T, kde T je mnozina alebo podmnozina nezapornych redlnych
¢isel. Mnozina T' sa najcastejsie interpretuje ako cas, tak je tomu aj v nasom pripade.
Ak T = tg,t1,ts,... , hovorime o procese s diskrétnym casom. Ak T = (0,00), ho-
vorime o procese so spojitym casom . X (t) popisuje stav procesu v case t. Procesy s
kone¢nou alebo spocitatelnou mnozinou vsetkych hodnot S nazyvame aj refazcami.
Mnozinu S nazyvame mnozinou stavov refazca. Nahodny refazec so spojitym ¢asom

X = X(t),t € T s mnozinou stavov S nazveme Markovov proces, ak
1. mnozina T = (0, 00),
2. plati Markovova vlastnost:

\V/to,...,tn+1 eET g <ty < -+ <tn+1,Vi0,...,in_1,’i,j SN
P(X (1) = 31X (t) = 5, Xt r), -, X(10) = i) = (2.5
= P(X(tns1) = jIX(tn) = 9).

Ak X(t) = i, potom hovorime, ze proces je v ¢ase t v stave i.



2.2.1 Homogénne Markovove procesy
Markovov proces nazveme homogénny (v case), ak plati

th,t1+h7t2,t2+h€T7 Vi,jGS:

(2.6)
(X(t1 4+ h) = jIX(t1) = i) = P(X(t2 + h) = j| X (t2) = 4).
Pravdepodobnost prechodu zo stavu i do stavu j za ¢as h oznacime
P(X(t+h)=7|X({t)=1) akh>0,
pij(h) = (2.7)
5ij ak h =0.
Pravdepodobnost prechodu zo stavu i do stavu j za ¢as h oznacime
P(h) = (pij(h))ijes- (2.8)
Pravdepodobnost, Ze proces sa v ¢ase t nachddza v stave j, oznac¢ime
p;(t) = P(X(t) = j). (2.9)
Ich usporiadanie v tvare vektora
p(t) = (p;(t))jes (2.10)

nazyvame pravdepodobnostné rozdelenie procesu (v Case t). Po¢iatotnym rozdelenim
procesu rozumieme p(0). Z elementdrnych vlastnosti podmienenych pravdepodobnosti

vyplyva pre lubovolné r,s > 0

> pin(r)pis(s) = pig(r + 9), (2.11)

keS
¢o znaci
P(r+s)=P(r)P(s) Vr,seT. (2.12)
Dalej zrejme plati
P0)=1 (2.13)

2.2.2 Kolmogorove diferencialne rovnice

Nasim cielom je vypocitat pravdepodobnostné rozdelenie Markovovho procesu
p(t). Vypocet rozdelenia retazca v fubovolnom okamihu dostaneme z riesenia ststavy
homogennych linedrnych diferencidlnych rovnic s konstantnymi koeficientami. Na po-
pis homogénneho Markovovho refazca so spojitym éasom pouZijeme intenzity prechodu

zo stavu t do stavu j

limy, o+ 22 ak i j
\ii(h) = h ’ 2.14
i) { limy, o+ 2220k = g 214)
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Ich usporiadanie v tvare matice Q = (g;;)i jes, kde

Ng ki,
Gij = { ! 0 (2.15)
=i ak 1=
sa nazyva maticou intenzit prechodu.
Dalej plati
p(t+h) =p(t)P(h) Vt,heT, (2.16)

z ¢oho vyplyva, Ze ak je zname pravdepodobnostné rozlozenie p(0), potom pre rozlozenie

p(t) procesu X (t) plati

p(t) = p(O)P(1). (2.17)
Dostavame sa k diferencidlnym rovniciam

0

5:P() =pP(O)P(H)Q =p()Q, (2.18)

ktoré nazyvame Kolmogorovovymi diferencidlnymi rovnicami.

2.2.3 Limitné vlastnosti

Stacionarnym nazveme také rozlozenie m, pre ktoré z p(0) = = vyplyva p(t) = 7
pre kazdé ¢ > 0. Zrejme pre takéto rozlozenie musi platit dp(t)/0t = 0 a preto je

staciondrne rozdelenie m = (7;);es uréené rieSenim

TQ=0, » m=1 7>0 (2.19)
jes
Ak ma Markovov proces so spojitym Casom staciondrne rozlozenie, vSetky jeho
stavy s navzdjom dosiahnutelné a jeho intenzity prechodu si koneéné, potom exis-
tuje jediné pravdepodobostné rozlozenie r, spfﬁajﬁce (2.19) a pre vsetky pravdepo-
dobnostné rozlozenia p(t) = p(0)P(¢) plati
lim p(t) =7 > 0. (2.20)

t—o00

Stav j je dosiahnutelny zo stavu i, ak plati p;;(¢) > 0, pre nejaké ¢, ¢o je ekvivalentné
vztahu

Jim py(t) = 7; (2.21)

pre Tubovolné i .

11



2.3 Elementarne Markovove procesy
2.3.1 Poissonov proces

Nech X (t) je bodovy proces, t.j. ma zmysel vyskytu ndhodnej premennej udalosti
v intervale dfiky t. Predpokladame, ze udalosti si na seba nezavislé a homogénne. Ako
p(i) oznaéime pravdepodobnost vyskytu i udalost{ v intervale [0,). Predpokladajme
dalej, ze priemerny pocet vyskytu udalost{ za ¢as t je At. Potom intenzity prechodu

procesu budd spliat

Qi = — A,
Qii+1 = A (2~22)

a g; =0 pre j #i,1+1

a podla (2.18) pre pravdepodobnost p;(t) plati

2 o(t) = = Anolt),

0
api(t) = — A\pi(t) + Api_1 pre i > 0(t).

(2.23)

Zrejme plati po(0) = 1,p;(0) = 0 pre i > 0. Postupnym riesenim rovnic (2.22) pri

tychto pociatoénych podmienkach dostavame

pO(t) :e_Ata

pi(t) :< ) e prei > 0.

i!
Pre kazdé t je rozlozenie {po(t), pi(t), ... } Poissonovo, preto tomuto procesu hovorime
Poissonov proces.

Ako 7., (t) oznacime pravdepodobnost toho, ze v intervale diZky t nastane najviac

k udalosti. Zrejme plati
k

() = e 5 0" (2.25)

7
i=0

Rozlozenie t — 1 —ry(t) je Erlangovo s prametrami A, k. Opisuje ndm rozdelenie ¢asu

¢akania na k-tu udalost.
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2.3.2 Procesy vzniku a zaniku

Medzi elementarne procesy s mnozstvom praktickych aplikacii v demografii, hro-
madnej obsluhe a tedrii kozmického Ziarenia patria procesy vzniku a zdniku, zname
aj ako procesy rodenia a umrti. Jednd sa o model populédcie, v ktorej z niektorych

jedincov vznikaji novi jedinci a ini postupne zanikaju.

Procesom vzniku a zaniku rozumieme homogénny Markovov proces s mmnozinou
stavov S = {i,i € Z'}, s pociatoénym rozdelenim p(0) = (0,...,0,1,0,...) a inten-

zitami prechodu

A ak j=i+1,
i ak j=i—1,

gj(h) =9 —XNi—p akj=4i>0, (2.26)
X\ ak j=0,i=0,
0 ak [i —j[ > 2.

\
Najznamejsie Specialne pripady procesu vzniku a zaniku su:

1. linedarny proces vzniku a zdniku, u ktorého su intenzity prechodu linearnymi
funkciami stavov, v ktorych bol systém v predoslom okamihu, t.j. \; = A, A >0

prei=0,1,... apu;, =tu,u>0pret=0,1,...,

2. proces rastu, ked pocet jedincov v systéme s casom len rastie, t.j. \; > 0 pre
1=0,1,...,

3. proces zdniku, ked pocet jedncov v systéme s casom len klesd, t.j.u; > 0 pre
1=0,1,...,

4. konecny proces vzniku a zdaniku, u ktorého je S = {0,1,2,...,n} mnozina stavov

je konecéna, a tak A\; >0 prei=0,1,..., nau; >0pret=0,1,...,n.

Aby boli splnené rovnice (2.19) , musi pre staciondrne rozlozenie 7 platit

Aomo(t) =pym(t), (2.27)
(i + p)mi(t) =Xe1pe—1(t) + pigamiga (t). (2.28)

V pripade homogénneho pripadu sa rovnice redukuji na

)\Zﬂ'l(t) = Hi+17ri+1(t)7 1= O, 1, 2, e (229)

13



~ey 2 7 ’ . ) s o v .
Pouzitim tychto rovnic sa vieme dostat k rekurentnému rieseniu.

Kone¢ny proces vzniku a zéniku nazveme ergodicky (reguldrny) so staciondrnym

rozdelenim 7 = (7;)7_

AoAL .. A —1
T =T 071 ] pre 1 < j<mn, (2.30)
Hipez - - [y
kde .
AoAr .. A —1
1+Z 071 . (2.31)
T Mzl

7 ) ’ . . ’ . - ~.
Tento rekurentny vztah plati aj pre proces vzniku a zaniku s nekone¢nou mnozino

stavov ak nerovnost

= oA =1
> AUCRIIE Rl S (2.32)
Hifh2 - - -

i=1

je splnena.

2.4 Vlastnosti vybranych funkcii
Vlastnosti degenerovanej hypergeometrickej funkcie

Degenerovana hypergeometricka funkcia je definovana ako nekonecny rad:

’Il

00
1F16Lb2 :Z n' de
n‘

n=0

(@), =a.(a+1).(a+2)..... (a+n—1), (a)=1,

je Pochhammerov symbol (stipajuci faktorial). Pre derivaciu 1 F) plati:

0
a 1F1(a,b,z):%1F1(a+1,b+1,z).

Vseobecne pre k € N sa derivacie spravaju nasledovne:

k
8k 1F1<Cl,b,2) = (a)

o S Fi(a+kb+k,z2). (2.33)

(0)x
Tento vzorec ndm umoziuje popisat hypergeometrickt funkciu ako mocninovy rad so

stredom réznym od nuly.
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Analytické funkcie

Analytickou funkciou nazyvame funkciu, ktori vieme napisat ako konvergenény

mocninovy rad tvaru:

f@) =3 an(@—b)"

n=0

=ag + ar(x — b) + as(x — b)? +az(x — b)* + .. ..

(2.34)

Derivovanim funkcie podla z n-krat za podmienky, Ze x = b sa dostdvame k prepisu

_ 19"f(=)

nl Ozn

(2.35)

n
r=b

pre vypocet koeficientov radu.
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3 Stochasticky model génovej expresie

Vyhoda stucasnych pocitacov a pokroku v oblasti numerickych algoritmov spociva
aj v tom, ze kedysi zdihavé a inavné postupy numerickych vypoctov trvaji v dnesnej
dobe pér sekind. To viedlo k narastu popularity matematického modelovania proce-
sov, & uz zo sveta bioldgie, mechaniky alebo astronémie. Velks vyhoda matematickych
modelov spoéiva v ich potencidle nahradif ¢asovo a finanéne ndroéné pozorovania v
testovacom prostredi. Matematicky model postaveny na zéklade tychto pozorovani
nam vie rozumne a kvantitativne popisat vysledky testovania. V niektorych pripadoch

je matematicky model schopny nahradif samotné testovacie merania.

Vo vieobecosti matematicky model nie je schopny reprezentovat samotny proces
so vSetkymi podrobnostami, ale na druhi stranu je schopny opisat najdoleZitejsie a
najpodstatnejsie pozorované rysy procesu. Samotné modelovanie je adaptivny proces,
ktory ndm umoznuje vylepSovat na zaklade predoslych vysledkov vlastnosti dalsej

generacie modelov.

Pri modelovani procesu génovej expresie vyuzijeme poznatky nadobudnuté z expe-
rimentdlnych §tudii spomenutych v druhej kapitole. Nakolko hladina mRNA so svojou
kratkou Zivotnostou, ndm indikuje len kratkodobu histériu aktivity génu, ststredime
sa radsej na prechod génu medzi aktivhym a neaktivnym stavom. Z dlhodobého
hladiska by malo takéto pozorovanie vykazovat podobni vypovedni hodnotu ako
samotny vyvoj populdcie mRNA v ¢ase. Samozrejme, nevyhnutna navéznost vzniku
bielkovin na mRNA ostdva. V modeli k syntetizacii bielkovin moze dojst len vtedy,
ak gén je aktivny.

Najskor si predstavime zédkladny model, kde gén musi byt aktivny, aby v tom istom
c¢ase doslo k vzniku bielkovin. Toto tvrdenie ale nestihasi s pozorovaniami v [12]. Na to,
aby bol model viac konzistentny s experimentalnymi vysledkami, predstavime si d'alsi
model v ktorom zakomponujeme prvok oneskorenia, t.j. na to, aby sa syntetizovali
nové bielkoviny netreba, aby gén bol aktivny v tom istom ¢asovom okamihu. Staci,
aby gén bol aktivny v minulosti. Konkrétny moment, kedy musel byt gén aktivny v

predoslom ¢ase, bude zdvisiet od hodnoty oneskorenia.
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3.1 Zakladny Markovovsky model génovej expresie

V tejto casti si blizsie rozobereme model, ktorym sa zaoberali Peccoud a Ycart
v ¢lanku [2]. Tento model zohladnuje jednotlivé stupne a fazy génovej expresie ako
je tvorba a zanik bielkovin, aktivita a neaktivita génu. Model bude popisany vd'aka

nasledujicim vzfahom:

134, (3.1)
AL T (3.2)
AL A+ P (3.3)
P, (3.4)

kde (3.1) predstavuje prechod génu z aktivneho stavu na stav neaktivny, (3.2) pre-
chod z neaktivneho stavu do aktivneho, (3.3) syntetizdciu molekil bielkovin a (3.4)
degradéciu bielkovin. Symbol () ndm vyjadruje to, ze nedochddza k ziadnym che-
mickym reakcidam. Doslo k transformacii proteinu P na nejaky produkt, ktory uz
nezapocitavame do nasho modelu. Casovy vyvoj syntézy bielkovin je modelovany Mar-

kovovskym procesom so spojitym ¢asom. Mnozina stavov tohto procesu je:
S = {(z,n),z € {07 1}7” € N+}

V kazdom stave (i,n) ndm i popisuje aktivitu génu:
i = 0 ked je gén neaktivny,
i =1 ked je gén aktivny.

V mnozine stavov ndm n predstavuje pocet molekil (képif) bielkovin P v bunke.
Predpokladdme, ze ¢asovy vyvoj stavov génu je Markovovsky. Gén zotrvava aktivny
priemerne 1/u ¢asovych jednotiek. Dizka tejto doby je exponencialne rozdelend s pa-
rametrom p. Potom gén prejde do neaktivneho stavu, v ktorom ostane priemerne
1/X (exponencidlne rozdelenie s parametrom A ). Pocas neaktivity génu nedochadza
k ziadnej syntéze bielkovin P. Pokial je gén aktivny, dochddza k syntéze bielkovin s
konstantnou mierou v. Zivotnost kazdej bielkoviny P je navzajom nezavisla , rovnako

rozdelena a ich spolo¢né rozdelenie je exponencialne s parametrom 9.

3.1.1 Kolmogorovove rovnice

Zo stavu (0,n), neaktivny gén s n prvkami P, sa moézeme dostat do stavov:
(1,n) s intenzitou A (gén prejde do aktivneho stavu),
(0,n — 1) s intenzitou nd (degradécia jedného P).

Zo stavu (1,n) aktivny gén s n prvkami P, sa mozeme dostat do stavov:
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(0,m) s intenzitou v (gén prejde do neaktivneho stavu),
(I,n — 1) s intenzitou nd (degradécia jedného P),
(I,n + 1) s intenzitou u (syntéza jedného P).

Takto stanovené prechody medzi stavmi ndm definuju Markovovsky proces na mnozine
S, ktory pomenujeme ako IAP proces. Nech pg(m, t) (respektive p;(m,t)) je pravdepo-
dobnost toho, Ze v case t je gén aktivny (respektivne neaktivny) a mame pritomnych

n molekil P. Ku Kolmogorovym rovniciam IAP procesu sa dostaneme cez intenzity

prechodu:
Opon(t
Vn > 0, Z’OT() = — A+ 18)Pon(t) + (1 + 1)8pomsr (t) + pprn(t),
1ot
(;)gz( ) = — (pu+ v)p1o(t) + 0p11(t) + Apoo(t), (3.5)
nlt
vnz1 00y s (0) ¢ (0 Dipr (1)

+ Vpl,n,l(t) + )\poyn(t)

Na IAP proces sa mozeme pozriet ako na proces vzniku a zéniku s dvoma sta-
vovymi Markovovskymi prostrediami v spojitom ¢ase. Z takéhoto uhla pohladu mozeme
chapaf casovy vyvoj aktivity a neaktivity génu ako proces prostredia. Stav tohoto pro-
cesu nam jednoznacne urcuje rozlozenie populécie bielkovin v procese vzniku a zaniku.
Pokial je gén aktivny a miera degradécie bielkovin ¢ je kladnd, tak pocet bielkovin
sa vyvija podla linedrneho procesu vzniku a zaniku. Pokial § = 0, tak bielkovinovy

proces je Poissonovym procesom, nakolko nedochddza k Ziadnej denaturacii bielkovin.

Stacionarne rozloZenie procesu prostredia vieme vypocitat z intenzit prechodu a

podmienok (2.19) a (2.29). Dostavame sa k

>‘p0 (m7 t) =pHp1 (ma t)?

po(m,t) + pi(m,t) =1. (3.6)

Budeme predpokladat, Ze rozloZenie procesu prostredia bude v ¢ase t = 0 v tomto

rovinovaznom stave

pO(O,O) _ma (3 7)
P(0.0) = 38)
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3.1.2 Vytvdrajuca funkcie

Nech
{pin,i € {0,1},n € N}
je staciondrnym rozdelenim IAP procesu, kde p; ,, vyjadruju konstanty, ktoré st rieSeniami
Kolmogorovych rovnic (3.5). Predstavime si vytvéarajice funkcie gy a g1, ktoré ndm

pomozu pri hladani predpisov pre pg, a p1y:

o0

90(z) = Z 2" Ppo.n, (3.9)
g1(2) =Y 2"pra. (3.10)

Na to, aby sme sa dostali k predpisom pre funkcie gy a g; k predpisom pre pg,, a pin,
vyuzijeme vlastnost analytickych funkcif (2.35).
Namiesto funkcie f(x) v (2.35) si dosadime funkcie (3.9) a (3.10), kde b =0, x = z

a a, = Pi,. Dostavame sa k predpisom:

1 0"go(2)
R , 3.11
Po, n! 02" |,_, ( )
1 0"q1(2)
P, n! 02" |,_, (3:12)

Prendsobenim Kolmogorovych rovnic (3.5) clenom 2™ a zosumovanim cez n > 0
zistujeme, Ze vytvdrajice funkcie go(z) a g;(z) spliajui systém dvoch linearnych rovnic

s nekonstantnymi koeficientami:

0(z=1)gh = =Ago(2)+ng1(2),  6(z=1)g1 = Ago(2) —pgr (2) —v(1=2)g1(2). (3.13)

Riesenie budeme hladat v tvare mocninového radu so stredom v z = 1:

=Y an(z=1"  gi(2) =D bz = 1" (3.14)

Derivacie vyzerajfl nasledovne

890 Znanz—l 391 an (z—1)"

Snazime sa zistit, ako bude vyzerat a, a b, po dosadeni do rovnic z (3.13)

MZ—UEZWM@—UW4:-A}j%@—¢w+u§:m@—1w

};k&mﬁamfﬁwﬁw_lw}zg
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d(z—1) an (z—1)" —)\Zanz—l —,qu (z—1)" —|—VZb
5an (z—1)" —)\Zanz—l —qu (z—1)" +u2b

o0

Z |:(5/n’bn+:ubn —Xap)(z — )" — vb, (2 — 1)”“} 0.

n=0
Podla (3.7) a (3.8) bude pre n = 0 platit:

P b A

Pre n > 1 v pripade a, bude platit :

ona, + Aa, — pb, =0,
a,(0n + X) =pby,

V pripade b,, budi rovnice vyzerat nasledovne:
onb, + ub, — Aa, — vb,_1 =0.

Dosadime a,, z predoslej rovnice

L
Snby + by — Aty — ub, 1 =0,
Mo o = AR O T Vo

Ap
b (5n+u—ﬁ> I/bn 1,
. (((5n+u) (0n+A) —

b1,
51+ A —Von-t

5 ((52n2+ (A + p)dn + A — )\u)

nla

on—+ A
on(dn + A+ p)
" on+ A

To sa d4 prepisat do tvaru

on+\ v
on+A+pon "
on—+ A Lb
S(n—1)+0+A+pon " "

TL:

b, =

20
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Vykonanim nasledujicej substittcie

A+ p+d

dostaneme sa k rekurentnému tvaru:

1 nb+c
b, =—————
n(n—1)+a

n—1-

Riesenie rekurentného vztahu mé tvar

1 (c+0b)...(c+nbd) A

nlala+1)..(a+n—1) A+pu

Podobnym sposobom sa budeme snazit upravit a,

_ M
n =5 b
w1 (c+b)...(c+ nb)
"on+ A A pala+1)..(a+n—1)
v
Yo 1 A 52 (c+b)..(ctnb)
" A+u ! n+ N Y ala+1)..(a+n—1)
92
Av
w1 52 (c+1b)...(c + nb)
ay, = —. . ;
Ap ' Aa(a+1)..(a+n—1)
§ 62
Y M 1 (c+b)...(c+ nb)
" A+pun'nb+cala+1)..(at+n—1)
" w1 cle+b)...(c+ (n—1)b)

A+ pnl ala+1)..(a+n—1)
Podarilo sa nam zistit, ako bude vyzerat a,, a b,. Dosadenim do (3.14) sa dostdvame

k tvaru

gOZL 1+Z%c(0+b) (c+ (n—l)b)( 1)]

“—~nl ala+1)..(a+n—-1

)
=t (1430 LG DG H (0 1;) <—1>"],

“—~nl al@a+1)..(a+n-1

(3.15)

go = a 1F <b a b(z—l))

A+ p

1 AA+p+d v
Pl — =(z—1
11(67 5 75(2 )>7
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A c+b (c+nb) "
A ) ( +n)
A
g1 Zm 1Fh (5 +1,a,b(z — 1)) ;
A A A p+o v
91—m1F1(5+1;Ta5(2 1))

kde 1F7i je degenerovanou hypergeometrickou funkciou.

3.1.3 Pravdepodobnostné rozloZenie

Pozname uz spravny tvar pre vytvarajice funkcie gg a g;. Na to, aby sme sa dostali

k n-tym derivdciam gy a g; v bode z = 0, vyuzijeme vlastnost ;F; (2.33):

@,

0" go(2) c
o 2:0—(a)n. 1P (5+n,a—|—n,b(2 1)),
A (3.17)
0"go(2) B 5/, v\" A Ap+0o v
0 |._, [Atp+d (5) e R I
5 n
c
-+1
ra)| G, e
82’” - (aTb . 1F1 (g +’I’L+ 1,a+n, b(Z — 1)) s
" gu(2) (%“) A A 5 19
"g1(2 AL + u+ v
n (VR (2 PRI I
dan /\+u+5) (5) 11(5*”*’ 5w 5)

2=0 a
)

Po dosadeni derivécii (3.17) a

pre pO,n a pl,n
A
4 n

(3.18) sa konecne dostdvame k vieobecnému predpisu

1 AN A A+p+0o v
Pon =" Nt p+o <5> 1k (3 ) 5 7—g>, (3.19)
5 n
(1)
1 4] " AN A A+p+9o v
, Pin _H'()\%—u—l—é) <g> 1k (5+n+1,T—l—n,—5). (3.20)
5 n
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3.2 Markovovsky model génovej expresie s oneskorenim

Vztahy budi velmi podobné ako v povodnom modeli:

1234, (3.21)
AL T, (3.22)
A(t) = A(t) + P(t + d), (3.23)
Py (3.24)

kde (3.21) predstavuje prechod génu z aktivneho stavu na stav neaktivny, (3.22) pre-
chod z neaktivneho stavu do aktivneho, (3.23) syntetizdciu molekil bielkovin s one-
skorenim d a (3.24) degraddciu bielkovin. Symbol () ndm vyjadruje to, ze nedochddza
k ziadnym chemickym reakcidm. Doslo k transformacii P na nejaky produkt, ktory
uz nezapocitavame do ngsho modelu. Casovy vyvoj syntézy bielkovin je modelovany

Markovovskym procesom so spojitym ¢asom. Mnozina stavov tohto procesu je:
S = {(a,m),a < {07 1}7m S N+}

V kazdom stave (a,m) ndm i popisuje aktivitu génu:
a = 0 ked je gén neaktivny,
a =1ked je gén aktivny.

Ak (A(t), M(t)) je definovany ako stacionarny proces bez oneskorenia, kde A(t) € 0,1
a M(t) € Ny. Potom ako stacionarny proces s oneskorenim budeme nazyvat proces
definovany ako (A(t), M(t — d)), kde d je konstantnd hodnota oneskorenia.

3.2.1 Vplyv oneskorenia na model

Jedna z vyhod zédkladného Markovovského modelu spociva v jeho jednoduchosti,
vd'aka ktorej sme boli schopni presne vyjadrit pravdepodobnostné rozloZenie pro-
cesu. Pri modeli s oneskorenim sa jednoduchost vyjadrenia zachovava, nakolko proces
vzniku a zaniku bielkovin dostavame posunutim toho istého procesu zakladného mo-
delu v ¢ase o konstantni hodnotu d. Proces prostredia v porovnani so zakladnym
modelom ostava nezmeneny.

7 ¢isto matematického hladiska sa ukazuje takéto posunutie v modeli ako korektné,
problém by vsak mohol vzniknit pri biologickom opodstatneni modelu z pohladu
splnenia podmienok homogenity a nezavislosti. Podobny problém vsak bol rieseny v
¢lanku Bokesa a Gedeona (3], ktori ukédzali, ze za uré¢itych predpokladov su zakladné

podmienky splnené.
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Zaoberali sa podobnym modelom ako je uvedeny v tejto praci. Rozdiel nastava
vo formuldcii procesu prostredia. V nasej verzii modelu pouzivame na popis pro-
cesu prostredia aktivitu a neaktivitu génu A(t), ktord je popisand mnozinou stavov
S ={a,a € (0,1)}, pricom v modeli z [3] je tento proces nahradeny procesom vzniku
a zéaniku mRN A(t) s mnozinou stavov S = {m, m € N, }. Ostatné parametre modelu
sti rovnaké. Nakolko nas model spadd do podmnozin modelu, ktorym sa zaoberali Bo-

kes a Gedeon, st ich predpoklady po urcitej adaptacii pouzitelné aj v nasom pripade.

Pokial plati, ze

1. posunutie d je rovnaké a v case konstantné pre vSetky molekuly bielkovin,

2. mnozstvo bielkovin neovplyviiuje proces zmeny aktivity génu a vzniku bielkovin
(t.j. nedochadza k ziadnej spétnej reakcii) |

3. nekompletné molekuly bielkovin nepodliehaji rozkladu,

tak potom realizaciu procesu vzniku a zaniku bielkovin modelu s oneskorenim dosta-
neme posunutim v ¢ase realizacie tohto procesu v modeli bez oneskorenia o hodnotu d.
Realizdcia A(t) ostdva rovnaka bez ohladu na velkost oneskorenia. Kvoli oneskoreniu
dochadza k vzniku kazdej molekuly o d jednotiek ¢asu neskor od zaciatku procesu.
Nakolko neexistuje Ziadna spitna vizba, miera syntézy bielkovin ostdva nezmenend a
v zmysle pravdepodobnostného rozdelenia rovnaka ako miera modelu bez oneskorenia.
Pokial uréime trajektériu stochastického modelu tvorby bielkovin v ¢ase a tento cas
posunieme o hodnotu d, dostaneme trajektériu modelu s posunutim.

Vznik molekuly bielkoviny nie je jednorazovy proces. V c¢ase medzi zacatim procesu
a dokonc¢enim syntézy molekula bielkoviny prechadza zmenou svojej primarnej stavby
na sekunddarnu a nasledne terciarnu struktiru. Az po dosiahnuti terciarnej stavby
povazujeme molekulu za plne rozvinuti a schopni biologickych interakcii s okolim.
Medzi tieto biologické interakcie zahiname aj degradaciu bielkovin, preto mozeme
predpokladat, Ze k zdniku bielkoviny z naseho modelu dochddza az po dokonéeni
oneskorenej syntézy. Zivotnost kazdej molekuly (¢as medzi syntézou a zdnikom) bude
takd istd ako v zakladnom modeli. Celkovi dobu rozkladu v modeli s oneskorenim
dostaneme pridanim konstanty d k dobe rozkladu v modeli bez oneskorenia.

Pokial ¢asové okamihy modelu bez oneskorenia, v ktorych dochédza k zmene poétu
molekul bielkovin, ¢i uz kvoli procesu vzniku alebo zaniku, oznac¢ime ako t¢; , kde
t; =1,2,..., tak potom ¢asové body t; + d budi zodpovedat okamihom, ked nastane

zmena v modeli s oneskorenim. Trajektériu procesu vzniku a zaniku bielkovin modelu
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s oneskorenim budeme vediet zapisat ako
My(t) = M(t —d). (3.25)

Na zaklade vztahu (3.25) mozeme tvrdit, Ze jediny vplyv oneskorenia na populdciu
bielkovin je, ze vSetky zmeny v populacii sa deji o d jednotiek neskor. Podmienka

homogénnosti prostredia a nezavislosti udalosti nad’alej ostdva splnen4.

3.2.2 Kolmogorovove rovnice

Pozndme pravdepodobnostné rozlozenie (A(t), M(t)), budeme chciet urcit prav-
depodobnostné rozlozenie (A(t), M(s)), kde d = t — s a t > s. Pravdepodobnost
po(m;t, s) a pi(m;t,s) ndm bude vyjadrovat

po(m;t,s) = P[A(t) = 0&M(s) = m], (3.26)
pi(m;t,s) := PA(t) = 1&M (s) = m]. (3.27)

Pre model s oneskorenim budi Kolmogorovove rovnice procesu prostredia vyjadrené

ako
0
apo(”% t,s) = —Apo(m;t,s) + ppi(m;t,s), (3.28)
0
prd (m;t,s) = Apo(m;t,s) — ppr(m;t,s). (3.29)
(3.30)

Séitanim sa dostavame k :

0
a (p()(ma ) ta S) + D1 (ma tv 8)) :07

z ¢oho nam vyplyva, ze sucet pravdepodobnostnych rozlozeni po(m;t, s) a pi(m;t,s)
je konstantny bez ohladu na velkost zmeny v ¢ase.
po(m;t, s) + pi(mst, s) =po(m; s, s) + pi(m; s, s) =
po(m) + pr(m) =p(m).

Z prvej rovnce systému (3.28) mame:

0
apo(m; t,s) == Apo(m;t, s) + p(p(m) — po(m;t, s)), (3.31)

= — (At w)po(m; t, s) + pp(m).

Z druhej rovnice (3.29) sa dostaneme k podobnému vysledku:

9
SpPr(mit,s) = Mp(m) = pu(m; ;) = ppr(mst, s), (3.32)

=— (A4 pw)p1(m;t,s) + up(m),
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9 Ipo O(t—s) _ Ipo

ot “od T ot  od’
po(m,d) =~ O+ ppom d) + Ap(m).
V nasom pripade hodnoty p(m) pozname z modelu bez oneskorenia a mozeme
ich brat ako konstanté. Diferncidlna rovnica pre po(m, d) je linedrna a nehomogénna,

preto jej rieenie hladdme v tvare:
po(m,d) = ph™(m,d) + ph™* (m, d), (3.33)

kde pho™(m, d) je rieSenfm homogénnej tlohy, t.j.

Phem(m, d) = ce O+,

kde c je konstanta, zatial ¢o pi™"*(m, d) je partikuldrnym riesenim nehomogennej tlohy.

Ked'Ze homogenita je konstantnd v case, podla metédy neurcitych koeficientov [1]
hladdme partikuldrne riesenie tiez v tvare konstanty. Dosadenim p**(m,d) = ¢ do

rovnice ziskame

ar ~ lu’
Pg t(m’d) =Cc= mp(m)-

Preto

m,d) = ce_(’\+“)d+L m).
(. plm)

Integraéni konstantu ¢ uréime z podmienok po(m, d) = po(m), ktord vyjadruje skutocénost,
ze pri modeli s oneskorenim sa pre nulovi hodnotu oneskorenia redukuje na povodny
IAP model.

po(m; s, s) =po(m,d = 0) = po(m),

mp(m)7

¢ =po(m) — )\':L_—Iup(m).

Po dopocitani integracnej konstanty ¢ sa dostavame ku koneénému tvaru po(m;t, s),

po(m, 0) =ce~ M0 4

ktoré bude vyzerat nasledovne:

po(mst,s) :)\i—,up(m) + (po(Tn) — ﬁp(mg e~ (AFm(t=s), (3.34)
polms t, s) =po(m)eOHIE) 4 (1 — e=Omt=)) By (335)

A+ p

Obdobnym sposobom by sme sa dostali k rieseniu diferencidlnej rovnice pre p;(m;t, s)

0
&pl(m; t,s) = —(A+ p)pi(m;t, s) + Ap(m),

ktoré vyzerd nasledovne:

pr(m;t, s) =pi(m)e"OHIOD 4 (1 e ComE=) 2 pm) (3.36)
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4 Analyza citlivosti modelov

Hodnoty oneskorenia a mier, ktoré pouzivame v nasich modeloch, boli uz expe-
rimentdlne odhadované v pracach [15, 16]. Vysledky tychto prac ukdzali velkd di-
verzifikaciu odhadovanych mier v zavislosti nielen od druhu organizmu, ale aj druhu
sledovanych bielkovin. Rozdielnost sa vzfahovala nielen na konstantné miery, ale aj
na hodnotu oneskorenia d, v extrémnych pripadoch bolo oneskorenie odhadované
na 16 hodin od zacatia transkripcie. Preto sa pri analyze kvantitativnych a kvali-
tativnych vlastnosti modelov zameriame radsej na vSetky mozné pripady, ktoré mozu
nastat. Po vykonani analyzy si na ilustraciu ukdzeme pravdepodobnostné rozlozenie

pochadzajice z redlne namernych dét.

4.1 Urcenie Casovej jednotky

Predtym, ako za¢neme rozmyslat nad uréenim konstantnych mier v modeli, sa
musime zamysliet nad samotnym vyberom jednotky ¢asu. Rovnice (3.19), (3.20) nam

udavaju stacionarne pravdepodobnostné rozlozenie pre povodny IAP model

A
1 (E)n V™ A A+ p+0 v
S (e (&) R (G ),
5 n

o

G1)
1 o N U\ A A0 v
A S R (5) h <S+”+17 5 +”’_5)‘
(5),
Stacionarne pravdepodobnostné riesenie modelu s oneskorenim mozeme vyéitat z
rovnic (3.35) a (3.36)

— -5 — -5 H
po(im: 1) =po(m)e OO 4 (1= O S pom),

— —s — —s A
pi(mst, s) =pi(m)e” M=) 4 (1 — e Hml=)) mp(m)-

Treba si uvedomit, Ze staciondrne rozlozenia st nezdvislé od ¢asu. Preto zmena
volby ¢asovej jednotky ndm neovplyvni koneény tvar rozlozenia. Volba ¢asovej jed-
notky v sekundach, minitach alebo hodinach nam zbytocéne komplikuje interpretaciu
vysledkov a nepopisuje priamo relativne vztahy mierovych konstént.

Prirodzenejsie a transparentnejsie bude, ak budeme merat ¢as v jednotkdch 61,
t.j.ako asovii jednotku zoberieme Zivotnost bielkoviny. Této volba je odovodnend aj

faktom, Ze sa d nachddza v rieseni hlavne v menovatelovi, z ¢oho vyplyva, Ze vysledny
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tvar rozloZenia bude uréeny pomerom hodnot k 6. Budeme sledovat vplyv honot

/6, 11/6 a v/ na stacionarnu distribiciu.

4.2 Relativny vztah mierovych konstant

Rovnovazne rozlozenie pravdepodobnosti medzi aktivhym a neaktivnym stavom

IAP procesu sme definovali ako:

po =—H—
A+
A

p1_>\+ul

Z toho nam vyplyva, ze ¢im je vécSia mierova konstanta A v pomere k p, tym viac
gén zotrvava v aktivnom stave ako v neaktivnom. Produkcia génov stvisi priamo s
aktivitou. Ak gén ostane pomerne dlhsie aktivny, tak sa zvysi poc¢et vyprodukovanych
bielkovin a s tym sa zvysi pravdepodobnost vyskytu viiésieho poctu bielkovin. Pokial
by bola p, miera prechodu z neaktivneho stavu do aktivneho vyssia ako A, tak by sa

zvysila pravdepodobnost vyskytu mensieho poctu bielkovin.

Spominali sme vysSi a nizsi pocet bielkovin v géne, otazne je, aky maximélny pocet
bielkovin mozeme ocakavat. Na objasnenie vyuZijeme vztah medzi mierami vzniku a
zéniku v a 0. Za predpokladu, Ze gén je stdle v aktivnom stave, ndm v/J predstavuje
priemernt hodnotu poétu bielkovin. Nakolko sme si ako ¢asovii jednotku zvolili 4,
tak nas bude zaujimat hlavne relativna hodnota v k §. Zvysenim tejto hodnoty sa
nam nezmeni samotny tvar distribicie, ale zmeni sa nam jej rozpétie. To znamena,
7e ak by sme si zvolili v rovné 1000, tak mozeme ocakivat, Ze pravdepodobnost
vyskytu 100 molekul bielkovin v aktivnhom géne bude nenulova. Pokial by sme si tento
pomer zvolili ¥/§ = 50, tak nemozeme ocakdvat dosiahnutelnost takychto vysledkov

a pravdepodobnost bude nulova.

4.3 Prototypy simuldcia

Za jednotku ¢asu sme si zvolili §. Na to, aby sme lepsie mohli preskimat vlast-
nosti rozdelenia pravdepodobnosti, budeme sa snazit uskutociiovat tieto pozorovania
na SirSom intervale dosiahnutelného poctu bielkovin. Ako sme vyssie spominali, toto
docielime vhodnym zvolenim pomeru v/§. Pre nasu studiu polozime v = 1000.

Pri vypoctoch stacionarneho pravdepodobnostného rozdelenia sme vyuzili progra-
mové prostredie MATLAB. Na overenie spravnosti vysledkov a pripadnu kalibréciu
programu sme pouzili také isté parametre IAP procesu, ako boli skiimané v praci[14].

Vysledné rozdelenia, ktoré sme porovnavali, je mozne vidiet v prilohe na obrazku 2.
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Grafy na obrazku 2 ndm opisuji pravdepodobnost vyskytu m molekil v aktivnom
(p1(m)) a v neaktivnom géne (po(m)) . Celkova pravdepodobnost vyskytu m bielkovin
je urcend pravdepodobnostou pim).

Zamerali sme sa na 5 majoritnych pripadov, ktoré mohli nastat, a to A\, u < J a
A = p = 6. Nézvy jednotlivych grafov ndm udavaju pouzité hodnoty pre (A, u).

V pripade A > § ma pravdepodobnostné rozdelenie v okoli nuly stipajicu tenden-
ciu. Je to sposobené tym, ze pocas aktivity génu nedojde k zaniku novovytvorenych
proteinov tejto aktivity a bielkoviny ostand v géne pritomné aj pocas neaktivity. Po-
kial je este gén pomerne viac v aktivnom stave ako neaktivnom (A > pu), tak sa celé
rozdelenie posunie smerom k strednej hodnote pravdepodobnostného rozdelenia poctu
bielkovin stéle aktivneho génu (v/§ = 100). Niektoré bielkoviny sa doziju aj d'alsieho
prechodu z neaktivneho do aktivneho stavu.

Pokial sa miery rovnaji A = u = 4, tak celkové pravdepodobnostné rozloZenie je
vyrovnané v okolf hodnoty 0,01. Pravdepodobnost vyskytu m bielkovin za¢ne klesat az
v okoli m = 90. Takyto vysledok sa dal ocakdvat, nakolko pravdepodobnost vyskytu
v aktivnom alebo neaktivnom stave je rovnaka a priemerna dizka zotrvania génu v
jednom zo stavov je taka istd ako priemerns zivostnost jednej bielkoviny. To znamena,
ze za jednu periédu aktivity a neaktivity génu dojde k vzniku a zaniku rovnakého
poctu bielkovin.

Posledné 2 grafy obrazku 2 ndm znazornuju situaciu A < 9. Celkové pravdepo-
dobnostné rozdelenie nadobiida maximum v okoli nuly. Zivotnost bielkoviny oproti
aktivite génu je nizsia. Uz pocas aktivného stavu dochadza k degradacii bielkovin.
Pravdepodobnost, Ze sa nejaké bielkoviny doziji d’alsieho prechodu z neaktivneho na
aktivny gén, je velmi nizka. Této pravdepodobnost sa este viac zniZi, ak gén zotrvava
pomerne dlhsie v neaktivnom stave ako aktivnom(u > A). Vzhladom na postavenie
IAP modelu vysledky, ktoré sme dostali, sa dali ocakavat. Simulované staciondrne
pravdepodobnostné rozdelenia preukazuji velky stivis medzi po¢tom bielkovin a ak-

tivitou génu. Toto protireci so zdvermi stadif [12].

4.4 Simulacie s oneskorenim

Aby sme sa vyhli korelacii po¢tu bielkovin s aktivitou, resp. neaktivitou génu,
zakomponovali sme do poévodného IAP modelu prvok oneskorenia. Ako pri predoslom
modeli, pozrieme sa na vietky mozné pripady relativnych vztahov mierovych konstant,
ktoré mozu nastat. Budeme manipulovat s relativnou hodnotou d k 4.

Vysledky nasich simuldcii si moZeme pozriet v prilohe, jedna sa o obrazky 3 az

7. Nézvy obrazkov ndm predstavuji zvolené hodnoty pre miery (A, p). Ako jednotku
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¢asu sme ponechali § a plati p = 1006. Hodnoty oneskorenia sme skumali v rozpéati
0.1 az 2, konkrétne ako d sme si zvolili postupne hodnoty 0.1,0.3,0.6,1,1.5 a 2.

Vsetky simuldcie maji niekolko spoloénych vlastnosti. Vychddzajiic z rovnic (3.35)
a (3.36) mozeme vidiet, ze celkové pravdepodbostné rozlozenie p(m) = po(m) + p1(m)
sa nemeni. Tento fakt sivisi aj s experimentalnymi poznatkami, z ktorych vieme, ze
posunutie ¢asu by nemalo celkové rozdelenie ovplyviiovat. Oneskorenie sposobi len to,
7e veci sa deju o d jednotiek ¢asu neskor. Ako vidiet, podarilo sa ndm znizit zdvislost
pravdepodobnostného rozlozenia od aktivity génu. S dostatocne velkou hodnotou po-
sunutia sa tvary pravdepodobnostnych rozdeleni skoro rovnaji. V pripade, ked A\ = p,
tak po zahrnuti posunutia su pravdepodobnostné rozlozenia rovnaké nielen tvarovo,
ale dosahujui aj rovnaké hodnoty. Pokial A > u tak pri dostatocne velkej hodnote po-
sunutia dosahuje pravdepodobnostné rozlozenie aktivneho génu vécsia hodnoty ako v
pripade, ked gén je neaktivny. Je to logické, pokial st rozdelenia tvarovo rovnaké, tak
proporcionélne rozdelenie ¢asu génu straveného bud v aktivnom alebo neaktivnom
stave sposobi zmenu v dosahovanych hodnotéch, nakolko celkové rozdelenie sa ne-
meni.

Dalej si mozeme povsimnif nedmernd zmenu rozlozenia voéi velkosti odchylky.
Rozdiel medzi povodnym modelom a modelom s posunutim d = 0.1 je ovela mar-
kantnejsi ako v pripade rozdelenia pravdepodobnosti s posunom d = 1 a d = 2. Z
toho ndm vyplyva, zZe s malou zmenou povodného modelu dostavame model s lepsimi

kvalitativnymi vysledkami.

Na zdklade rozboru modelu a poznatkov, z ktorych sme vychddzali, mézeme byt
z vysledkami spokojny. Model ndm poskytuje kvantitativnu vypoved o vzdjomnych
vztahoch jednotlivych mier a infomdciu o moznych vysledkoch v zavislosti od re-
lativnych hodnot. Vysledné rozdelenie sa nemeni, je zavislé len od konstantnych mier
a neovplyvni sa zmenou posunutia. Je stdle zachovand priama stivislost aktivity génu

a syntézy bielkovin, len sa prejavi o d jednotiek ¢asu neskor.

4.5 Testovanie na redlnych datach

Analyzovali sme vietky pripadné vzajomné vztahy mierovych konstéant. Odstranili
sme problém vysokej koreldcie zavedenim posnutia do modelu. Nakolko model je po-
staveny na zaklade experimentalnych vysledkov, zaujima nds, ako sa bude spravat v
pripade nameranych mierovych konstdnt. Bohuzial, nestretli sme sa s odhadmi pre
vSetky parametre, preto niektoré zvolime na zéklade predoslej analyzy.

V préci [15] sme sa stretli s odhadmi pre Hes! bielkoviny eukaryotickych buniek.
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Odhadovand hodnota miery pre degradacie bielkovin je § = 0.03/min a oneskorenie
d = 18.5 min. V tejto praci okrem odhadov bola sledovana oscilacia poc¢tu mRNA
a poctu bielkovin. Pre bielkoviny Hesl bola namerand oscilacnd periéda 2 hodiny.
Pocet bielkovin v priebehu jednej hodiny narastol a dosiahol svoje maximum, potom
zacal klesat. Na zdklade tychto vysledkov moZeme predpokladat, Ze gén bol aktivny,
resp. neaktivny priemerne jednu hodinu. Ako odhad mierovych konstant pouzijeme
A= pu=1/60 min = 0.017 min.

Ako jednotku ¢asu si zoberieme §~! = 33 min. Bude nas zaujimat hodnota mie-
rovych konstdnt za novozvolent jednotku ¢asu. Chyba nam este urcit mieru vzniku
bielkovin v. Po analyze modelov sme dogsli k zaveru, ze tato hodnota len rozsiri po-
zorovatelny interval molekil bielkovin. Kvoli prehladnosti si za mierovii konstantu

dosadime p = 1006. Upravené miery dosahuji hodnoty:

§=1, A=055u=055 v=100.

0.03 T T
p (m)
0.025 1Y O Py(m) i
S po(m) s oneskorenim
0.02} p,(m) i
pl(m) s oneskorenim
0.015 i

0.01

0.005

150

Obr. 1: Realistické hodnoty mierovych konstant

Podobny pripad sme uz rozoberali. Jednd sa o pripad, ked g a A st mensie ako 4.
Priemernd dizka aktivity, resp. neaktivity génu je dlhsia ako priemernd Zivotnost biel-
kovin. Niektoré novosyntetizované bielkoviny sa zacnt degradovat este pocas aktivity
génu a nedoziji sa d'alsej aktivity génu.

Model vykazuje relevantné vysledky aj s pouzitim experimentalnych dat. Zave-
denim oneskorenia sa nam podarilo vylepsit vlastnosti aj tejto simuldcie. Je vidiet, e

vzajomna koreldcia medzi aktivitou a neaktivitou sa znizila.
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Zaver

Na zaklade nedavnych vysledkov z oblasti experimentalnych technolégii a s nimi
spolusivisiacimi §tidiami sme sa rozhodli upravit uz zndmy a vyuzivany model génovej
expresie. Uéelom tejto tpravy bolo priblizit vysledné vlastnosti modelu k pozoro-
vanym experimentalnym vlastnostiam.

Na zaciatku sme obohatili svoje vedomosti o znalosti z oblasti génovej expresie,
ako je transkripcia a translacia, a o znalosti aktualnych experimentalnych vysledkov.
Potrebovali sme sa obozndmit lepsie s problematikou, aby sme mohli navrhnit rele-
vantné rieSenie na zlepsenie kvalitativnych vlastnosti modelu.

Na popisanie modelu sme pouzili stochasticki teériu Markovovych procesov, kon-
krétne sme vyuzivali procesy so spojitym ¢asom, ako je proces vzniku a zaniku a Po-
issonov proces. Po preskimani experimentélnych vysledkov sme ako jeden parameter
modelu zvolili aktivitu génu. Aktivita génu ndm popisuje dynamiku poctu mRNA
v géne, ktoré maju relativne kratku Zivotnost a k ich vzniku dochddza nérazovo, v
urcitych ¢asovych intervaloch so zvysenou intenzitou mRNA. Tento stav sme oznacili
ako aktivny gén a iba v tomto stave sme uvazovali moznu translaciu bielkovin. Gén,
ktory mé nizku transkripciu mRNA, sme nazvali neaktivnym. Do nasho zakladného
modelu IAP procesu vstupovali parametre popisujice miery prechodu medzi aktivnym
a neaktivnym stavom, miery vzniku a zaniku bielkovin. Uspeéne sme vyjadrili expli-
citné rieSenie pre staciondrne rozloZenie aktivneho a neaktivneho génu vzhladom na
pocet bielkovin pritomnych v géne.

Pred zakompovanim oneskorenia do modelu sme najskor odovodnili spravnost
nasej volby a ukézali sme, Ze oneskorenie nebude mat vplyv na potrebnt homogenitu
a vzajomnu nezdvislost vyskytu udalosti, ako je vznik a zanik proteinov a prechod
medzi stavmi aktivity. Oneskorenie sposobi len to, ze sa translacia dokoncuje o d jed-
notiek neskor od jej iniciacie. Stacionarne pravdepodobnostné rozdelenie sme vyjadrili
pomocou rozlozenia samotného IAP procesu a velkosti oneskorenia, lebo pokial si za
d zvolifme hodnotu nula, tak musime dostat tie isté vysledky, ako si v IAP procese. Z
vysledkov sme mohli vyéitat, Ze ¢im vyssiu zvolime hodnotu oneskorenia, tym viac sa
zatne tvarom nase vysledne rozdelenie podobat celkovému rozdeleniu pravdepodob-
nosti vyskytu m molekul bielkovin v géne.

V stvrtej kapitole sme sa zamerali na analyzu vlastnosti oboch modelov, aj s
oneskorenim, aj bez oneskorenia. Po zvazeni moznosti sme ako ¢asovi jednotku zvo-
lili priemerny Zivot jednej molekuly bielkoviny. Takto sa ndm podarilo poskytnit
lepsiu kvantitativnu analyzu modelu uz len na zaklade vstupnych mierovych konstant

a vztahov medzi jednotlivymi mierami. Zistili sme, Ze hodnota mierovej konstanty
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vzniku bielkovin v sposobi len zmeny v $irke intervalu dosiahnutelného poctu biel-
kovin. Na tvar maji vplyv vztahy medzi mierami prechodu z aktivneho a neaktivneho
stavu A a p a mierou degraddcie bielkovin §. Presli sme si pit prototypov simuldcif,
ktoré mohli nastat a analyzovali sme ich vysledky. Podarilo sa ndm docielit, ¢o sme
cheeli, a to je znizenie vzajomného vplyvu medzi poctom bielkovin a samotnou akti-
vitou génu. Ostatné pozorované vlastnosti taktiez sihlasili s prezentovanou teériou.

Jeden z problémov momentélnej teérie génovej epxresie je, Ze zatial chybaji uce-
lené odhady pre niektoré parametre modelu a rozdiely medzi jednotlivymi organiz-
mami a bielkovinami si privelké. Preto sme zobrali odhady niektorych mier pre
konkrétny typ bielkoviny a zvysné sme urcili na zaklade pozorovanych vlastnosti zo
zdrojovej studie a nasich prototypov. Aj v tomto pripade sa ndm podarilo znizit vplyv
aktivity na pravdepodobost vyskytu bielkovin.

S celkovymi vysledkami tejto prace mozeme byt spokojni. Okrem toho, Ze sme
dosiahli nds prvotny ciel zniZenia koreldcie medzi aktivitou a neaktivitou génu, tak
sa nam podarilo na zdklade relativnych vztahov vstupnych parametrov podat kvan-
titativnu analyzu. Z kvalitativneho hladiska modelu sa zavedenim malého posunutia
d podarilo docielit pomerne lepsie vyslekdy. Ostatné vlastnosti nasich simulécii tiez
suhlasili s tedriou, z ktorej sme vychadzali.

Samozrejme sa jedné len o jednoduchy model, ktory mé moZnost expanzie, ale
je vidiet, Ze v tejto oblasti je este velky priestor pre napredovanie. Aky potencidl
prispiet spolo¢nosti mé este objav v tejto oblasti, ked zatial nie sme schopni modelovat
zékladny proces na molekulovej irovni, ktory ukazuje velké rozdiely medzi samotnymi

bunkami? Co sa vlastne skryva za obzorom nasich momentélnych vedomosti?
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Obr. 2: Stacionarne pravdepodobnostné rozloZenie bielkovin génu vzhladom na ak-

tivitu. Nazvy jednotlivych grafov vyjadruji hodnoty (A, u) v jednotkéch 6. Miera

syntetizacie bielkovin ¥ ma hodnotu 1000.
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