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Abstrakt

Praca sa zaobera teoretickym Stidiom stability planédrneho viskézneho pridu v stratifikovanom pro-
stredi. Prva kapitola je venovand odvodeniu riadiaceho komplexného diferencidlneho systému Orr-
Sommerfeldovho typu na konecénej oblasti. Odvodenie vychadza zo zékladnych pohybovych rovnic
pre Newtonovské kvapaliny za predpokladov, ktoré umoziuju linearizaciu riadiacich rovnic. Druhéa
kapitola pojednava o znamych asymptotickych vysledkoch na polonekoneénej oblasti pre limitne malé
hodnoty Reynoldsovych ¢sel a dlhych vinovych dizok portich. Vyznamni &ast kapitoly venujeme odvo-
deniu asymptotickych foriem rieSeni pre problém na konec¢nej oblasti. V poslednej kapitole sa venujeme
zostaveniu diskrétnej formy problému a naslednému aproximativnemu rieSeniu pouzitim Cebyéevovej
pseudospektralnej metody. Numerické rieSenia st analyzované z hladiska presnosti prostrednictvom
porovnania s asymptotickymi formami rieSeni v $pecialnych limitnych pripadoch.

KTlucové slova: linearna teoria stability e analyza norméalnych médov e komplexny vlastnohodnotovy

problém Orr-Sommerfeldovho typu e asymptotické metody e Cebyéevova pseudospektralna metoda
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Uvod

Pociatky teodrie hydrodynamickej stability siahaji do obdobia 19. storo¢ia a priamo
suvisia s vtedajsim pokrokom v hydrodynamike. Tato oblast vyskumu je aj v stucas-
nosti povazovana za jednu z najdolezitejsich kapitol dynamiky tekutin. Teoria stability
sa principialne zaoberd zodpovedanim otazky, preco a za akych podmienok dochadza
k prechodu laminarneho pridenia k turbulencii. Samostatnou tlohou pri objavovani
mechanizmov nestability je prave urcenie laminarneho pridenia — zédkladného stavu.
Stabilita zédkladného stavu potom priamo suvisi s charakterom portich vnesenych do
tohto systému. Poruseny stav, ktory vznikne superpoziciou zakladného stavu a prislus-
nej poruchy, musi v zaujme konzistencie a spravnosti rieSenia spliat riadiace rovnice
pre pohyb tekutiny. Z tohto vyplyva, Ze porucha vnesena do systému nemdze byt Tu-
bovolna a jej Gasovo-priestorovy charakter je plne definovany rovnicami odvodenymi z
pohybovych rovnic. Podl'a typu uvazovanych pociatoénych portch rozlisujeme linearnu
a nelinearnu teoriu stability. Linearna teéria pojednéva o limitne malych poruchéach,
ktoré umoznuju linearizaciu nelinedrneho problému, vyplyvajiceho z advektivnych cle-
nov v pohybovych rovniciach. Nelinearna tedria pripusta radovo vicsie poruchy a za-
oberé sa teda globalnou otazkou stability.

Vyznamnym podielom sa o rozvoj tejto teoérie zaslizili Kelvin a Helmholtz v 80—
tych rokoch 19. storocia. Ich popis Specidlneho typu nestability bol rigorézne popisany
a odvodeny z Eulerovych rovnic pre idealne kvapaliny. Paralelne sa vsak objavovali aj
hypotézy o povode a mechanizme nestabilit, ktoré neboli dovtedy rigorézne spracované.
Na ich teoretické prace nadviazal Rayleigh v rokoch 1879 — 1880 svojimi prispevkami
k neviskoznej teorii stability paralelnych prudeni. Vyznamnym medznikom v pociat-
koch tejto teodrie bol objav Rayleighovho stabilitného kritéria pre idealne kvapaliny.
Zaciatkom 20. storocia sa objavili prvé prace zohladnujuce typicka vlastnost kvapa-
lin — viskozitu. Kym predchadzajtuce prace vychadzali z Eulerovych rovnic, viskdzna
tedria vychadza z Navier—Stokesovych rovnic. Rozne pristupy k formulaciam stabilit-
nych problémov viedli k réznym pristupom k ich rieseniu. V tejto praci analyzujeme
problém metdédou normalnych moédov. Tato metoéda bola zndma uz predtym pri ana-
lyze stability ¢asticovych systémov. Aplikicie v mechanike tekutin si nasla prave vdaka
Kelvinovi a Rayleighmu, ktor{ ju pouzili na teoreticky dokaz pritomnosti nestabilit v
nimi formulovanych systémoch.

Tato praca je rozdelena do troch hlavnych kapitol. Kazda z nich vsak vyuziva vy-
sledky odvodené v predchédzajtcich a bezprostredne tak na seba nadvézuja. V prvej
kapitole sa venujeme hlbsiemu teoretickému pochopeniu stabilitného problému. Pod-
statni cast tejto kapitoly tvori odvodenie explicitného tvaru zakladného stavu. Prave
zakladny stav vplyva na rieSenia systému nezanedbatelnou mierou. Oblast, na ktord
sa toto rieSenie vztahuje, pozostava z parametricky odlisnych regionov. Diferencie v



charakteristickych veli¢inach ako napriklad viskozita a hustota, vnasaju do prostredia
stratifikdciu. Prirodzenou sucastou rieSenia je teda aj poloha rozhrania, ktoré uvazo-
vané oblasti, vyplnené kvapalinou, oddeluje. V silade s linearnou tedriou, nésledne
odvadzame systém riadiacich rovnic pre poruSeny stav. Porucha vo vSeobecnosti defi-
nuje nelinearny stabilitny problém. Prijimame preto predpoklad o poruchéch v norme
infinitezimalnych. Tento predpoklad umozni previest linearizaciu riadiacich rovnic a
néslednii analyzu prostrednictvom normélnych médov. Rozhranie kvapalin v poruse-
nom stave nie je planarne a vykazuje kinematické vlastnosti. Z tohto dévodu je nutné
previest linearizaciu aj vzhladom na uvaZzované oblasti. V zavere kapitoly sa venujeme
bezrozmernej formulécii prostrednictvom grupy bezrozmernych pomerovych paramet-
rov. Vzhladom na skuto¢nost, Ze sa zaoberame situaciou v parametricky rozli¢nych
oblastiach, budu zohravat podstatna tlohu pri urc¢ovani stability prave pomerové veli-
¢iny ako napriklad viskozitny a hustotny kontrast.

Druhéa kapitola pojednéva o znamych asymptotickych vysledkoch, uverejnenych v
predchédzajicich pracach. Asymptoticka tedria poskytuje alternativny pristup k riese-
niu v $pecialnych limitnych pripadoch. Podla dominancie jednotlivych ¢lenov asymp-
totického rozvoja nam tento pristup umoznuje analyzovat hlavné pri¢iny vzniku ne-
stability. Prvi cast kapitoly venujeme analyze limitne malych Reynoldsovych ¢&isel a
odvodeniu explicitnej formy rieSenia v dominantom nultom réade pre koneéni oblast.
Pri odvadzani vyuzivame regularnu asymptoticka teoriu. Vysledky tlohy na konecnej
oblasti sii néasledne porovnané v asymptotickom priblizeni s rieSeniami problému na
polonekonec¢nej oblasti. V druhej ¢asti sa zaoberame analyzou stability vzhladom na
periodické poruchy dlhych vinovych dizok. Tento pripad je z hladiska perturbacnej
analyzy singuldrny a je nutné k problému pristupovat na réznej drovni reskélovania.
Potvrdzujucim vysledkom v tejto asymptotickej limite je dominantny vplyv viskozity
na otazku stability. Tento jav je v stilade s predchadzajicimi analyzami a bol teoreticky
Studovany vo viacerych préacach, napr. [Yih, 1967|, [Joseph a kol., 1987].

V poslednej kapitole sa podrobne zaoberame éebyéevovou pseudospektralnou me-
todou na rieSenie zovseobecneného vlastnohodnotového problému. éebyéevova metoda
je velmi efektivna pre hladanie spektier a prislusného systému vlastnych funkcii. V
zavislosti od diskretizicie umoznuje nahliadnut na globalnu struktaru spektra vlastno-
hodnotového problému, ¢im sa vyznamne odlisuje od relaxac¢nych metod, napr. metédy
strelby. Nevyhodou tejto numerickej procediry je vSak fenomén falosnych vlastnych
¢isel, ktoré sa objavuju pri rieSeni. Tieto vlastné ¢isla a prislusné vlastné podpriestory
nevychadzaju z fyzikdlnej podstaty tlohy a neovplyviuji tak mechanizmus stability
zakladného stavu. Pri jednoduchsich vlastnohodnotovych problémoch mozno vyuzit eli-
mina¢né procedury pre ocistenie spektra od faloSnych vlastnych ¢isel popisané napr. v
literatiure [Huang a Sloan, 1994|, [Orszag, 1971] a [Dongarra a kol., 1996]. Predmetna
tloha tejto prace je vSak rozsiahly komplexny vlastnohodnotovy problém a podstatna
Cast tejto kapitoly je venovand prave analytickym a heuristickym metédam hladania
prislusného spektra. Analyticky pristup umoznuje redukciu radu systému, ¢o vyznamne
eliminuje vysoky pocet falo$nych vlastnych hodnot. Nasledné heuristicka korekcia vy-
chadza z porovnania v Specialnych limitach so znamymi vysledkami.
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Ciele diplomove]j prace

Téato diplomova praca mé dva nasledovné ciele

1. Prostrednictvom éebyéevovej pseudospektralnej metody analyzovat a numericky
vypocitat spektrum vlastnohodnotového problému, ktory bol sformulovany v
|Guba a Revallo, 2012].

2. Zistené numerické vysledky porovnat v Specidlnych limitnych pripadoch s asymp-
totickymi formami rieseni z [Guba a Revallo, 2012].



Kapitola 1

Formulacia stabilitného problému

Zaujem o skiimanie mechanizmov stability pre paralelné planarne toky vychadza najma
z potrieb priemyselnej praxe. Ako priklad moéze sluzit polymérova depozicia alebo ex-
truzia materidlov. Otéazkou stability jednoduchého Poiseuilleho tec¢enia sa autori zaobe-
raji napriklad v literatare |[Drazin, 2004]. V tejto kapitole sa zaoberame odvodenim
riadiacich rovnic pre vySetrovanie stability Poiseuilleho zloZzeného toku. Prvou pracou,
ktora rozoberala viskozitnu stratifikiciu bola [Yih, 1967]. Autor tu uvazuje situaciu
paralelného tecenia na naklonenej rovine. Dolezity vysledok v aproximécii pre dlhé
vlnové dizky portich ukazal, ze zédkladny stav podlicha nestabilite pre vietky Reynold-
sove ¢isla. Praca [Renardy, 1987| poukazuje aj na hustotnu stratifikaciu so zohladnenim
efektu povrchového napétia na rozhrani tokov. V tejto praci je problém stability planar-
neho pradu analyzovany jednak z hladiska viskozitného ako aj hustotného rozvrstvenia
prostredia.

1.1 Zakladny stav

Linearna stabilitna tedria sa zaobera otézkou stability zdkladného toku alebo zaklad-
ného stavu. V tejto ¢asti sa preto budeme venovat odvodeniu explicitnej formy zaklad-
ného toku. V pripade viskéznej tedrie nemozno uvazovat Tubovolny strizny zakladny
tok a tento budeme preto konstruovat ako vnutorne konzistentné riesenie prislusnych
riadiacich rovnic. Vdaka takto skonStruovanému rieSeniu, bude mozno korektne in-
terpretovat vysledky, ktoré nam linearna teoria pontuka. Budeme uvazovat netrividlny
viskézny ustaleny tok, ktory plne splha riadiace Navier-Stokesove rovnice a prisluiné
okrajové podmienky. Vol'ba iného toku by porusila podmienku konzistencie, pricom by
mohlo déjst k vyvodeniu nespravnych zaverov.

V pripade neviskézneho tec¢enia idealnej kvapaliny je z matematického hladiska ur-
¢enie zakladného stavu jednoduchsou tlohou. Tato skutocnost je primarne dana efek-
tom viskozity na Struktdiru toku v hraniénych vrstvach. Vplyv hrani¢nych vrstiev sa
objavuje pri stidiu viskéznych teceni, kedy dochédza k netrivialnym zmenam rychlost-
nych gradientov v relativne tzkych oblastiach pri pevnej hranici. KedZe pre idealnu
kvapalinu je viskozita nulova p = 0, silové posobenie medzi kvapalnymi elementami
prebieha len v normélovom smere. Nepritomnost devia¢nych napéti v idedlnej kvapa-
line sposobuje nepritomnost zmien rychlostnych gradientov v oblastiach pevnej hranice.
V nasej praci sa preto budeme zaoberat len viskoznym pripadom g # 0.
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Zakladnym stavom budeme v nasledovnom rozumiet dvojicu (U, P), kde U je rych-
lostné vektorové pole a P je tlakové skalarne pole. Situaciu budeme uvazovat v dvoj-
rozmernej kartézskej geometrii (r, z), kde —A <r < A a —0o0 < z < 00. Dvojrozmerny
pripad vSak budeme povazovat za projekciu situacie v trojrozmernej geometrii. Toto
rozmerové zjednoduSenie mé opodstatnenie vdaka obsiahnutej symetrii. Premenna r
vyjadruje vzdialenost od centra jetu (v cylindrickom systéme mé vyznam suradnice
— polomeru). Podrobnejsie informécie o rozmerovej redukcii problému mozno néjst v
¢lanku [Joseph a kol., 1987], pripadne v literature [Drazin, 2004].

Profil U budeme hladat ako planarny paralelny strizny tok v premennej r. Dalej
predpokladame, Ze tok je v zakladnom stave ustaleny. Tecenie vSak bude prebiehat
v dvoch parametricky odlisnych oblastiach. Budeme definovat vnitornt a vonkajsiu
oblast nasledovne v tomto poradi

Q; = (—a,a), QUQ, = (—A, A). (1.1)

Stratifikiciu prostredia spdsobuje pritomnost dvoch nemiesatelnych kvapalin. Pre roz-
lisenie charakteristik jednotlivych vrstiev budeme definovat dve parametrické grupy
zvlast pre obe oblasti. Grupy budu tvorit veli¢iny ako napriklad hustota p;, p,, vis-
kozita u;, i1, a analogicky indexujeme aj ostatné zaujmové veli¢iny. Rovnako budeme
rozliSovat aj rychlostné a tlakové polia. Pre rychlostné pole mame explicitne

woven, v {1} 2R

(1.2)
Tok je v tomto pripade nezéavisly od priestorovej premennej z. Z matematického hla-
diska prave tato skuto¢nost sposobuje translac¢ni invarianciu formy rychlostného profilu
pozdlz osi z. Z fyzikalneho hl'adiska mozno tuto vlastnost vysvetluje prave netrivialny
konstantny tlakovy gradient. V dynamike priidenia maju prave gradienty tlakového
pola vyznamny vplyv na Struktdaru rychlostného profilu. Z pohladu analyzy stability
uvedeného toku im budeme preto venovat nemaltd pozornost. Nacrt zakladného rych-
lostného profilu mozno néjst na obrazku 1.1.3.

Pritomnost dvoch nemieSatelnych kvapalin implikuje existenciu rozhrania medzi

Poy Vo Pos Vo Pos Vo ‘ﬁ ﬁ T
~ ~ “
l 1 ‘ l l
b -
I Il
~ ~
vy
2¢ Qy

Obr. 1.1: Zakladny stav. Nacrt zakladného rychlostného profilu (vlavo). Symetria zdkladného stavu
umozije formulaciu stabilitného problému na polovi¢nej oblasti (vpravo).

nimi. Rozhranie medzi kvapalinami je v staciondrnom rezime planarne a umiestnené v
pozicii r = a. Dourcenie polohy rozhrania budeme vykonévat s vyuzitim asymptoticke;j
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teorie, za predpokladu, ze a/A < 1. V neustdlenom prudeni vykazuje rozhranie ki-
nematické vlastnosti, ktoré zavisia na jeho krivosti a povrchovom napéti uvazovanych
nemieSatelnych tokov.

1.1.1 Pohybové rovnice pre Newtonovské kvapaliny

Pri d'algej analyze problému, budeme vychéadzat z pohybovych rovnic pre vieobecni
kvapalinu. Pokial prijmeme zjednodusujuci predpoklad o tom, Ze kvapalina je konti-
nuum, mozeme vyuzit vysledky mechaniky kontinua. Presnejsie, budeme vychadzat z
Cauchyho pohybovych rovnic pre vieobecnti kvapalinu v sumacnej konvenciit

p (% +ujg—:;) = %Z + pg;, mna Qx(0,00), (1.3)
kde w; je i—ty komponent vektora rychlosti v bode (1, x2, z3) € {2 a ase t > 0. Veli¢ina
oi; je tenzor 2. radu a charakterizuje vnttorné napatové sily v kvapaline. Ostatné
objemové sily posobiace v kvapaline st zahrnuté v komponentoch g;. Tento vektor méa
rozmer zrychlenia a obvykle sa jedna tiazové zrychlenie, vyjadrené v prislusnej baze.
Operéator na pravej strane budeme definovat

D 0 0

Dt~ ot o,
a reprezentuje materidlova derivaciu. V pripade aplikicie tohto operatora na rychlostné
pole dostéavame zrychlenie objemovych elementov pozdlz priudociar. Uvedena rovnica
(1.3) je teda vyjadrenim rovnovéhy silového pdsobenia a vychadza zo zakona zacho-
vania hybnosti. Povrchové sily vznikaju v dosledku vzajomnej interakcie objemovych
elementov. Tieto sily st pri teceni vyvolané hydrodynamickym tlakom p a deviacnym
napatim. Objemové sily posobia nezavisle na vSetky kvapalné elementy v hlavnom ob-
jeme. Mozno medzi ne zahrnat napr. tiazovi, elektrostaticka alebo elektromagneticku
silu. My vSak budeme uvazovat len tiazovu silu.
Pre Newtonovské kvapaliny je tenzor napétia v tvare

0ij = —pdij + Dy,

kde p je hydrodynamicky tlak a D;; je tenzor deformécie, pripadne tenzor devia¢nych
napéti. Tento tenzor je charakteristicky prave pre viskdzne tecenia, explicitne ho mozno
zapisat v tvare D;; = 2p¢,;, kde €;; je tenzor rychlosti deformécie. Pre idealnu kvapalinu
plati i = 0, o spoésobuje nepritomnost tenzora D;; vo forme o0;;. V $pecidlnom pripade
viskézneho tecenia modze nastat aj situécia, Ze €;; = 0 a tenzor deformacie je taktiez
nulovy. To vSak neznamené, Ze ide o prudenie idealnej kvapaliny, kedze ide o dve
kvantitativne odlisné homogenity.
Tenzor €;; mé explicitni formu?

1 8u1 8uj
€ij = 5 + ;
2 al'j 8.751
!Sumécia prebieha cez index j.

2Vgetky uvedené vztahy uvadzame len vo vyslednej forme a ich podrobnejsie zdévodnenie mozno
n4ajst napriklad v literattre [Acheson, 2005].
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z ktorej mozno pozorovat symetriu €;; = €;. Kym diagonélne zlozky vyjadruja rych-
lost zmeny objemu kvapalnych elementov, tak mimodiagonélne prvky popisuji zmenu
striznych napéti. Tenzor napétia je potom pre Newtonovski kvapalinu v tvare

ou;  Ou,
Oij = —p5ij + 1% (8x + 8x]) . (14)
J i

V zmysle rovnice (1.3) poéitajme divergenciu tenzora

807;]' . ap 82'&1' 0 %
aZL’j )

— + +
Posledny zo séitancov obsahuje divergenciu rychlostného pola u;. KedZze sa dalej bu-
deme zaoberat len nestlacitelnymi Newtonovskymi kvapalinami, rovnicu mozno zjed-
nodusit do tvaru 5 5 o2
O'. . u .

igjo_ D U 2@)
0z 0x; 8xj
¢o vyplyva zo zékona zachovania hmoty. V diferencidlnom tvare ho mozno vyjadrit
rovnicou kontinuity

(1.5)

Dp Ou,
— — =0, na Qx(0,00).

Za predpokladu p = const. sa tato rovnica zapisuje v tvare du;/0x; = 0. Nazyva aj
podmienka nestlacitelnosti. V tomto tvare nedefinuje explicitni zavislost na ¢, musi
v8ak byt splnena pre vSetky ¢ > 0. Dosadenim do rovnice (1.3) dostaneme pohybovi
rovnicu

Du; op 0%u;

Buj
— =0. 1.7
5 (L.7)

Tento systém spolu s prislusnymi okrajovymi podmienkami definuje nelinearny prob-
lém. Podmienka nestlacitelnosti charakterizuje u = u;€é; ako solenoidalne vektorové
pole. V pripade stlac¢itelného objemu by nebolo mozné uvazovat redukciu (1.5) a néa-
slednt formu rovnic (1.6).

1.1.2 Implementacia zakladného stavu do riadiacich rovnic

Zékladny tok bude v stabilitnej analyze reprezentovat pozadovy tok, ktory bude na-
sledne perturbovany. KedZe tento bude mat netrividlny vplyv na otazky spojené so
stabilitou, budeme pozadovat, aby sa jednalo o vnitorne konzistentné riesenie Navier—
Stokesovych rovnic. f)alej budeme uvazovat len redukciu rovnic na dvojrozmernt geomet-
riu (r, z) := r. Vektor objemovych sil pg; bude zohladiovat iba vertikilne gravitac¢né
posobenie v zapornom smere z, to znamend g3 = 0 a go = —g. Tieto predpoklady
vyplyvaji najmé z rotacnej symetrie a vhodnej volby ortogonalnej bazy (€1, é,).
Doteraz sme sa zaoberali len Struktturou rychlostného pola. Toto pole je v8ak vyvo-
lané posobenim sil v kvapaline, ktoré v rovniciach (1.6) formulujeme prostrednictvom
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gradientu modifikovaného tlaku. Po preskupeni ¢lenov méame

Du;  ( Op 0%u;
"D = (ax)md tHae (18)

J

kde
(p)mod = pg;T; —P.

Podstatnou stcastou rieSenia je teda modifikovany tlak, respektive hydrodynamicky
tlak pre zékladny stav P = P(r). Neskor ukdzeme priamo zo $truktiry rovnic, ze tlak
nie je zavisly na premennej 7.

Dosadenim (1.2) do Navier—Stokesovych rovnic dostdvame pre materidlovi deriva-

ciu 5 9
a &Uiﬂ(T)éz =0.
Prva rovnost vyplyva zo stacionarity toku. Homogenita nelinearneho advektivneho
¢lena vyplyva zo samotnej konstrukcie U ako paralelného strizného toku. Rychlost
teda zostava konstantna pozdlz pradodiar, ktoré si v tomto pripade vertikilne pa-
ralelné priamky. Nepritomnost advektivneho ¢lena vyrazne zjednodusi dalsi postup,
kedZe tento je jedinou nelinearitou v Navier—Stokesovych rovniciach.
Z rovnic (1.6) potom dostavame

Ui,o(r) = 07 Ui,O(T)

0
0= —EP(r), (1.9)
0= —%P(r) — pg + pU"(r). (1.10)

Vsimnime si, Ze rovnica kontinuity (1.7) je bezpodmiene¢ne splnena a neuklada tak
dodato¢né poziadavky na tok. Z rovnice (1.9) vyplyva, ze hydrodynamicky tlak P je
konstantny v premennej r, predefinujeme teda jednorozmernu zavislost P := P(z).
Dalej definujme modifikovany tlak v zmysle (1.8)

(P)moa = P + Ps.

Z interpretacného hladiska sa jedna o potencidlovu veli¢inu, pricom Ps(z) = pgz je
hydrostaticky tlak. V kvapaline je vyvolany prave posobenim tiazovym zrychlenim.
Agregat (P)moa v sebe obsahuje informéciu o celkovom silovom pdsobeni v uvazovanom
toku. Touto modifikdciou teda dostavame separovany tvar

or "
(5:) ="

Ked7ze tato rovnica dava do suvisu dve kvantity vo vzajomne nezavislych premennych,
je nutné, aby P bolo nanajvys radu z. Z toho vyplyva poziadavka, aby bol tok akce-
lerovany konstantnym gradientom modifikovaného tlaku. Prijmime preto nasledovny
predpoklad, ktory je prirodzeny pre vSetky toky Poisseulleho typu

oP
<§>m0d —pK (111)
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V zaujme rozmerovej rovnovahy musf byt [K] = ms™2. Konstanta K méa teda rozmer
zrychlenia a je mierou gradientu modifikovaného tlaku. V rozliSeni oblasti K, nejde
o nezavislé veli¢iny. Vzhladom na zviazanost fyzikalnych kvantit na rozhrani kvapa-
lin, vyplynie tato zéavislost z podmienok na rozhrani. Spolu teda dostavame lineédrne
diferencialne rovnice 2. radu

VZ'U{/(T) = Ki7 re QZ', (112)
voUy (r) = Ko, 7 €9, (1.13)
ktorych vSeobecnym rieSenim je
K . ‘
Ui(r; G, C3) = 5.2 = ) + Ci(r — ) + C, (114)
K,
Uu(r; G5, Cg) = 5 (% = 4%) + C(r — A) + G (1.15)

Tento tvar rieSeni s posunutim o konstantu a resp. A bude uzitoény pri aplikacii okra-
jovych podmienok a douréeni nezndmych koeficientov C7, C7, C5 a CY.

Poznamka 1.1.1. Predpoklad (1.11), ktory sme prijali je taktiez diferenciédlnou rov-
nicou. Popisuje v8ak struktaru tlakového pola (P)meq. Integraciou prislusnych rovnic
méame pre hydrodynamicky tlak nasledovné identity

K
Po(z) = —Pog (1 - ?0) Z+ 007 (116)
Pi(z) = —pig (1 — %) z+ Cj, (1.17)

kde C; , st integracné konstanty. Bezrozmerna veli¢ina 1—K,/g a 1 — K, /g udava mieru
modifikacie hydrostatického tlaku. Napriklad v pripade Ky = 0 sa hydrodynamické a
hydrostatické pdsobenie vo vonkajsej oblasti nachadzajt v rovnovahe P,(z) = —p,gz.

1.1.3 Okrajové podmienky a podmienky na rozhrani

Rychlostny profil zakladného toku bol schematicky odvodeny ako po Castiach parabo-
licky. Dalsiu informaciu o jeho tvare v8ak odvodime az z upresiujicich podmienok.
Rozhodujuci predpoklad pre dalsie vypocty vSak bude vnutorne obsiahnuté symetria.

Vsimnime si, Ze rovnice (1.12) a (1.13) st invariantné vzhladom na linearnu trans-
formaciu r — —r. Tieto rovnice popisuju tok v hlavnom objeme, preto mozno ocakévat,
ze tento tok bude symetricky U, o(r) = U; o(—r). Podmienka, ktora zabezpeci symetriu
rieSenia je

Ullo = 0. (1.18)

Ekvivalentne v8ak mozno postupovat aj najdenim explicitného rieSenia a ukizanim, ze
toto spliha podmienku symetrie okolo stredu r = 0. Dalej preto budeme uvazovat len
oblasti (0,a) a (a, A).

Dolezitou podmienkou je podmienka nulového sklzu na pevnej hranici. Tato hovori
o tom, ze kvapalné elementy sa pohybuji spolu s pevnou prekazkou. V nasom pripade
je v8ak pevna prekizka statickd na r = +A, preto pozadujeme

Uy|a- = 0. (1.19)
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Treba si v8ak uvedomit, Ze podmienka U,|_4+ = 0 je zo symetrie automaticky splnena.
Ulohu sme obmedzili na poloviént oblast, pricom pevna hranica je na r = A, rozhranie
r = a a os symetrie na r = 0.

V stvislosti s rozhranim budeme uvazovat tri podmienky suvisiace so spojitostou
rychlostného pol'a, normalového a Smykového napétia. Prva z nich vyjadrime jednodu-
cho

Ui|a— = Uo|a+‘

Pri analyze napédtového stavu budeme vychadzat z tenzora napétia. Ako bolo spo-
menuté v predchadzajicej Casti, tento tenzor mozno explicitne vyjadrit vo forme (1.4).
V naSom pripade vSak rozlisujeme tok vo vniitornej a vonkajsej oblasti. Z tohto dévodu
budeme preto uvazovat separitne tenzory v maticovom tvare

o, (0,a)

~P(2)E + . [VU + (VU)'] = { o e o)

Dosadenim (1.2) a rozliSenim tlakovych veli¢in P, , dostavame

_R zUrL/ _Po oUé
mzbwf;y %:LU%Q}' (1.20)

Tieto tenzory popisuju napatovy stav vo vSeobecnosti v Tubovolnom bode toku. Jeho
forma sa zachovava pre vSetky ¢ > 0, kedZe ide o ustéleny tok. Nagim zaujmom budua
vSak napétia na rozhrani kvapalin. V zmysle orientacie znazornenej na obrazku 1.1.3
uvazujeme kvapalné elementy postupujice v smere vertikalnych pridociar. Urcujacimi
vektormi st teda dotykovy a normélovy vektor v tomto poradi

t=e,, n=é,. (1.21)

Kvoli interpretacii nasledovnych vypoctov je nutné, aby tieto vektory boli normalizo-
vané. KedZe v tomto pripade sa jedna o jednotkovi bazu, dodato¢néa normalizacia nie
je potrebna.

Vektor napati mozno vo vSeobecnosti vyjadrit zo vztahu

~

T=0-1,

kde n je norméalovy vektor k prislusnej orientovanej hrane skiimaného kvapalného ele-
mentu a o je tenzor napéatia skimaného toku. Rozkladom tohto napétia v tangenciél-
nom a normalovom smere mozno odvodit formy pre napétia v prislusnych smeroch.
Hodnota normalového napitia je teda o, = i - (o - n), analogicky Smykové (tangen-
cidlne) napitie je 7 = t - (¢ - f1). Specidlne pre volbu (1.20) a (1.21) dostavame

7i(2) = —Fi(2), oni(r) = wUj(r),
To(2) = —Fo(2), Tno(r) = p1oUs(r).
7 tychto foriem mozno taktiez pozorovat separaciu v premennych r, z. Kym normalové
napatie efektivne zavisi len na premennej z, Smykové napéatie zavisi len na r. Teraz uz
mozno jednoducho zapisat podmienky spojitosti
Pilo- = P,la+, (1.22)
Wil o= = poUl| o+ (1.23)
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Podmienka spojitosti normaélového tlaku (1.22) je Specifickd, kedze P;, nadobuda kon-
Stantné hodnoty vzhladom na r. Splnenie tejto podmienky na rozhrani » = a bude
teda globédlne znamenat splnenie podmienky vo vSetkych pripustnych bodoch r. Aky-
kol'vek nenulovy gradient v smere r by v rovhakom smere vyvolal netrividlne prudenie.
Podstata strizného toku to vsak vylucuje.

Poznamka 1.1.2. Spojitost Smykového a normélového napétia vo vSeobecnosti zaru-
¢uje spojitost napétia v Tubovolnom smere. KedZe tieto dva smery st ortogonalne a
teda linearne nezavislé, mozno I'ubovolny normovany smer s zapisat v tvare ich linear-
nej kombinacie s = wyt + wyh. Potom mame hodnotu napétia v tomto smere

S-T; = wl(f:‘rz)+w2(fln)
= wi(t -7,) +wy(-71,) =87,

¢o je priamy dokaz spojitosti. Pre tiplnost este dodajme, Ze vztah w?+w? = 1 je nutnou
a postacujicou podmienkou na to, aby s bol normovany smer.

Posledné dve uvazované podmienky budi integralne podmienky. Na dourcenie po-
lohy volnej hranice a budeme uvazovat predpisany konsStantny objemovy tok v oblasti
jetu (0, a)

/Oa Ui(r)dr = Q. (1.24)

V rozmerovej skale ide o vyjadrenie objemového toku za jednotku ¢asu [Q] = m?s™!.

Druha integralna podmienka bude Specifikovat pomer modifikovanych gradientov K; a
K,. Definujme

KedZe ide o pomer rozmerovo ekvivalentnych veli¢in, k je bezrozmerné. Budeme uva-
zovat dve alternativy

1. Predpokladajme, Ze systém sa v oblasti (a, A) nachadza v stave hydrostatického
ekvilibria. To ekvivalentne znamené, Ze hydrodynamické sily vyvazia hydrosta-
tické, a teda plati

(P o)mod = 0.

Tento pristup plne determinuje k& = 0 za predpokladu K; = O(1). Skutoc¢ne,
pokial K, = 0, potom dostavame rovnovahu

P, = —pgz=.

2. Druhy pristup budeme interpretovat ako globéalny zédkon zachovania hmoty. Jeho
integralna reprezentacia je

2 UO Ui(r)dr+/aA Uo(r)dr} 0. (1.25)

Z tejto formy mozno pozorovat, ze prvy vyraz je ekvivalentny podmienke (1.24)
a je identicky rovny (). Dosledkom tohto pristupu bude prirodzene existencia
spatného toku a tlakové rozlozenie vo vnutornej a vonkajsej oblasti nebude vo
vSeobecnosti hydrostatické.



1.1 ZAKLADNY STAV 13

—10f

-15}

Ui
Ui

20k

25t

30k

_35 L L L L L L L ~10
0 0

Obr. 1.2: Naért zakladného profilu. Pripad hydrostatického ekvilibria s k = 0 vlavo. Vpravo je
priklad pre k # 0 s pritomnostou reverzného toku.

Sumarizovanim vsetkych rovnic a podmienok dostavame nasledujici systém pre za-
kladny tok

spolu s okrajovymi podmienkami
Ul,|0 = UO‘A_ = 07
podmienkami na rozhrani

U'L”a— - Uo’a"’ = 07
-Pi|a* - Po|aJr = 07
,U/z'Ui,‘a_ - ,U/OUCI,|a+ - 07

a integralnymi podmienkami
/ Uz (T)dT = Q7
0
A
Q+ / U,(r)dr =0, alebo K, =0.

Vseobecné riesenia pre diferencialne rovnice sme uz determinovali v parabolickom tvare.
Pocet podmienok je z pohladu neznamych parametrov dostacujuci na tplne dourcenie
zakladného toku.

1.1.4 Aplikacia okrajovych podmienok

Z podmienky symetrie (1.18) vyplyva Ci = 0. Vsimnime si, Ze tito sa vztahuje iba na
vnutorny objem a nedeterminuje ostatné koeficienty vo vonkajSom objeme. Aplikaciou
tejto podmienky sa anuluje lineérny ¢len vo forme (1.14).

Koeficient C'§ = 0, ktory sa vztahuje na vonkajsi objem determinuje podmienka
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nulového sklzu (1.19). Narozdiel od vnutra, tu zostava linearny ¢len zachovany. Zatial
teda mame

K, ,

Ui(r; Cs) = —2; (r* — a*) + Ci, (1.26)
K

Uo(r; CF) = 52 (r = A%) + C{(r — A), (1.27)

Vsetky podmienky na hraniciach oblasti sme uz vycerpali, dalej teda budeme uvazovat
podmienky na rozhrani kvapalin. Spojitost rychlostného pola a $mykového napitia
determinuje systém algebraickych rovnic

K,

Ch = 2V0(a2 — A%) +C%a — A),

K,
piKia = Polo <V—a + Of) .

o

V rovnici (1.23) vystupuje viskozita p, vyuzili sme vSak prepis pomocou kinematicke;j
viskozity v = u/p. RieSenim tohto linearneho systému dostaneme formy

. K pivi Ki K
Ol = —2(a% — A? LRl ) A
= por(a? = A (L5 T oo a),
iwvi Ko K,
Cf:(py—————)w
PolVo Vi Vo

Teraz vyuzijeme predpoklad o spojitosti normalového tlaku. Uvazujme fixované z €
(—00,00). Z explicitnych linearnych foriem (1.17), (1.16) dostavame

() e B
(-5)on (- 8)

C,=C,=C. (1.29)

Poznamka 1.1.3. Pre lepsi nahlad do rovnic budeme v nasledovnom definovat nova
parametricki grupu. Vyhneme sa tak nadmernej indexécii a zabezpec¢ime tym kom-
paktni formu. Definujme teda

K;a K, _ Po v,

= = — : = — 1.

Veli¢ina o je narozdiel od dalsich dvoch rozmerna. M4 rozmer s~! a ide o prevra-

tenit hodnotu casovej skily. Veli¢ina m je materialovy parameter a vyjadruje hustotny
kontrast. Vyhodou tychto veli¢in je, Ze udavaja pomerové zavislosti. Z hladiska stabilit-
nej analyzy buda mat prave relativne miery viacsiu vypovedni hodnotu ako absolutne
miery. Prostrednictvom takto definovanych parametrov mézeme prepisat (1.28) do jed-
noduchého tvaru

Ki(L—mk) =4,
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kde ¢’ = (1 —m)g je redukované tiazové zrychlenie. Pri navrate k pévodnym paramet-
rom k = K,/ K; mdZzeme z tejto rovnosti pozorovat fyzikalne prepojenie modifikovanych
tlakovych gradientov K ,, ktoré vznikd z potreby spojitosti normalového napatia.

Podobne mozno prepisat (1.14) a (1.15) do tvaru
B, ()’
+5 |- (5) (1.31)

Ui(r) = —oa { <% - k) (g - 1) + g (é)l 1
U,(r) = —oa { <% _ k> (g — 2) n g (g) — (2)2] } . (1.32)

Moézeme pozorovat, ze cely vyraz mé bezrozmerntu formu az na prefaktor oa, ktory v

sebe nesie celt informaciu o rozmere rychlosti ms™!.

Aplikaciou podmienky (1.25) a integrovanim prislusnych kvadratickych foriem v
(1.31) a (1.32) dostavame algebraickt rovnicu pre parameter k

| (Ge) () (2 5
O ORI HIOR HOY

Uvedena rovnica je linedrna v k, nevyzaduje preto aproximativne rieSenie. Vyskytuje
sa v nej vSak aj nezndma poloha volnej hranice a, respektive A/a. Na jej dourcenie
sme skonstruovali podmienku (1.24), z ktorej explicitne dostéavame

IO (R R

Tuto rovnicu budeme riesit asymptoticky, nakol’ko explicitné rieSenia nam neposkytnu
informéciu o jemnej Strukture rieSenia. Z nahladu na rovnicu vsak nie je zrejmé, ktory
z parametrov je vhodnym extremélnym parametrom. Globalne mozno uvazovat asymp-
totické formy pre A/a > 1 a najst prislusné lubrikované formy. Pre d'alsiu analyzu bu-
deme tato rovnicu uvazovat vo forme konzistentnej s apriori predpokladom A/a > 1.
Ked7ze parameter o implicitne obsahuje zévislost na pozicii rozhrania a, je nutny prepis
pravej strany rovnice (1.34) do tvaru

—Q  —Quo(1—mk) (A)ﬂ

oa? A3g a

= 0.

kde ¢ = (1 — m)g je modifikované gravita¢né zrychlenie. Predefinujme A/a := 1/¢,
dostavame tak kubickt rovnicu

1 1 k(1 (1 —mk) 1
AN R T (I Lt L (1.35)
m £ 2\ &2 3 A3g(1 —m) &3
Je dobré si uvedomit, Zze tato rovnica méa bezrozmernu formu a tvahy pre ¢ < 1 nevedi
k rozmerovym sporom.
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Alternativa 1. Prvym pripadom, ktorym sa budeme pri rieSeni zaoberat je k = 0,
t.j. uvazujeme hydrostaticka rovnovahu s K, = 0. V tomto pripade sa rovnica (1.35)

redukuje na

1 /1 v 1

1L\, B8___ @ 1 (1.36)

m \ & 3 A3g(1 —m) &3
Blizsim pohladom na $trukturu tejto rovnice mozno vyvodit () < 0. Toto je ocakavané
aj z nacrtu 1.1.3 a orientacie toku v zadpornom smere 2. Z predpokladu ¢ < 1 je
Tava strana rovnosti nezaporna. Blizsiu informéciu o parametri m zatial neuvadzame.
V pripade, Ze hustota jetu je vysSia ako hustota okolitého prostredia, tak m < 1.
Potom uz zrejme Q < 0. Otéazke spojenej s volbou m < 1 sa budeme bliZSie venovat v
alternativnom néhlade na zaver.

Uvazujme 3 = O(1), rovnako Qv,/(A%g(1 —m)) = O(1). Vo vedtucom rade O(£73)

mame
0— —Qu, 1
- A%g(1—m) &

Rovnica v tomto rade nie je postacujiica a nedourc¢i . ZvySime preto rad presnosti do
O(&71), dostavame
1 —Qu, 1 —Qv,m 1/2
9 £~ [Q—)} s

mé " Mgl—mye Avg(1—m

Lubrikované forma riesenia vznikla z predpokladu £ < 1, ktory bude splneny po na-
staven{ parametrickej sady tak, ze —Qv,/A%g < 1/m — 1.

Poznamka 1.1.4. Na problém moZeme nahliadniat aj cez parameter m. Pokial m < 1
budeme povazovat za extremalny parameter € := m, dostavame

1 B Qo
(E_l) (1_€)+§€(1_€):_A3yg§_€3'

Limita € — 0 je singularna a pre d’aliie rieenie je nutné reskalovanie 1/ = §(¢)/¢ spolu
s analyzou dominantnej rovnovahy. V tomto pripade budeme uvazovat reskélovanie
§(€) := € Y/2 ktory uréuje dominantnii rovnovahu

1 Qu, 1

¢ Asg(d

7 tejto dostavame spatnou transformaciou

—Qugm 1/2
gw{ Ng] ’

+ O('/?).

¢o je zrejme aproximéacia vztahu (1.37) pre m < 1, kedze m/(1 —m) = m + O(m?).
Analogicky mozno uvazovat aj dalie varianty parametrov, o ktorych apriérne predpo-
kladdme, Ze st extreméalnymi. Je vSak nutné spéatné dourcenie celej parametrickej sady,
aby bol tento predpoklad konzistentny s rieSenymi rovnicami.
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Alternativa 2. DalSou moznostou je vyuzitie linearnej rovnice (1.33) pre k. Rov-
nako ako v predchadzajiucom pripade, aj tu budeme vyuzivat predpoklad A/a > 1,
respektive a/A < 1. Tato rovnica nam v rade O((A/a)?) nedouréi poziciu k, preto
zvySime rad asymptotickej aproximéacie do (A/a)?,

EOHORIGRIO R

Budeme teda uvazovat tito dominantnii rovnovahu, ktoré poskytuje aproximéciu

- _% () o(L) (139

Tato aproximacia vSak obsahuje neznamu poziciu a/A, ktort dopo¢itame dosadenim
do (1.34)

(1.39)

AT g 1-m

Moézeme pozorovat, Ze tato hodnota sa od stavu hydrostatickej rovnovahy 1isi iba v
Ciselnom prefaktore.

a 2{_@/" m }1/2

1.1.5 Bezrozmerna formulacia

f)alej sa budeme zaoberat problémom len v bezrozmernej skale. Potreba tejto trans-
formécie problému vychadza najmé z numerického pristupu, ktory realizujeme v po-
slednej kapitole. Prevod do bezrozmernej formy mozno ekvivalentne realizovat uz pri
odvéadzani riadiacich rovnic. V naSej préaci sme sa vSak sustredili na vyklad fyzikalnej
podstaty rovnic v ich rozmernej forme. Pri ostatnej analyze rieSeni vSak vzniké potreba
bezrozmernej transformacie

r — ar, U — oalU,,
(1.40)
t — ot A — dA.

Veli¢iny na pravych stranach si bezrozmerné, pricom lavé strany st rozmerné. Infor-
méaciu o prislusnom fyzikdlnom rozmere nesie prave prefaktor bezrozmernych veli¢in.
Vsetky vysledky zistené v predchédzajicom texte budeme formulovat v bezrozmernej
forme. Pri uvahéch nemozno opomentut aj transformacie oblasti

(0,a) — (0,1), (a, A) — (1, A).
Vsimnime si, Zze nezndme rozhranie a sa podarilo efektivne zafixovat na pozicii r = 1

bez obmedzenia na vonkajsej hranici A (v skuto¢nosti A/a).
Riegenia (1.41), (1.42) maju v bezrozmernej forme nasledovny tvar

1—17%), (1.41)

Us(r) = Uy + Ups(r) = Uy + (% - k’) (r—1)+=(r*-1), (1.42)
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kde U, je rychlost na rozhrani U, = U(1%). Explicitne plati

1 k 9
U, = (E—k) (1—A)+§(1—A).
V asymptotickej teorii, prevedenej v praci [Guba a Revallo, 2012], autor analyzuje
problém v pripade A — co. Z tohto dévodu bol potrebny prepis rovnic do pohybujtce;
sa suradnicovej stustavy s charakteristickou rychlostou U, v smere z. Po transformaécii
je upravené rychlost na rozhrani nulova a eliminuje sa zaroven aj zavislost rychlostného
profilu na parametri A.

Pri vybere fyzikdlneho prefaktora pri tlaku P mozno ekvivalentne volit p;v;o, my
vsak budeme uvazovat charakteristiky vonkajsicho toku. Odvodené rovnice pre tlakové
pole v8ak v tvare (1.16) a (1.17) neposkytuju informéciu o rozmerovej skéle. Rozme-
rovy prefaktor teda nie je determinovany explicitne. Definujme referenéni hodnotu
Pr = P,(zr;C) a podobne Pr = P,(zg;C). Potom mozno zrejme uvedené rovnosti
zapisat v tvare

K,
PO(Z):PR—pOg(l—?> (z — zr), 1<r<A,

K;
Pi(z):PR—pig(l—?>(z—zR), 0<r<l,

¢o vyplyva aj z vazby medzi gradientmi K; a K,. Prislusna rozmerovu skalu zviditel-
nime z Navier-Stokesovych rovnic. Uvazujme vnutorni oblast, kde plati rovnica
d2U;(r) 1 dPs(2)

Vi3 :g—i-pi P (r,z) € (0,a) x R.

Aby bola zabezpetena rozmerova identita, musi platit

[Ui)U;  [Pi]P;

Y a2 piaz’

kde z, 7, U; a P; st uz bezrozmerné. Skalu [U;] budeme volit oa. Potom tpravou do-
staneme [P;] = p;v;0. Podobne moZno postupovat aj pre vonkajsiu oblast a dostaneme
[P,] = povoo. Ako v8ak bolo uvedené, v nasej praci sa budeme dalej zaoberat global-
nym $kalovanim tlaku [P] = p,v,0. Rovnaké skdlovanie budeme pouzivat aj pre tenzor
napati.
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1.2 Perturbovany stav

V predchadzajicej ¢asti sme sa zaoberali odvodenim explicitnych foriem pre zakladny
stav U, o, P;, a asymptoticky sme dourcili poziciu rozhrania a. Po prevedeni do bez-
rozmernych foriem sme efektivne zafixovali @ = 1. Cielom nasledovnej ¢asti je odvo-
dit nelinearne riadiace rovnice pre vyvoj perturbécie. Perturbaciou chapeme poruchu,
vnesenu do stacionarneho zakladného stavu. Vyznamnu tlohu pri vySetrovani stability
bude teda mat casovéa Struktira poruchového systému. Té bude determinovat, ¢i je
zakladny stav stabilny, neutralne stabilny alebo nestabilny. Rozne pristupy a defini-
cie stability zakladného toku mozno néjst v [Acheson, 2005]. Vieobecne vsak budeme
stabilnym tokom rozumiet taky zékladny tok, ktorého I'ubovolna pociatoéna mala po-
rucha, v zmysle prisluSnej normy, nenarasta. Tato moze bud zanikat v case alebo
jej norma zostane v pripustnych medziach. Vyber vhodnej normy, ktora determinuje
velkost poruchy, méa velky vyznam najmé pri $tudiu asymptotickej stability s ¢asovo
zavislou normou.

V tejto praci sa zaoberame vylucne stidiom linearnej stability, preto je nutné neline-
arny problém linearizovat. Eliminécia nelinearnych foriem bude mozné za predpokladu,
ze do zakladného stavu uvedieme limitne mald poruchu eu, pre ¢ < 1. Z experimen-
talneho hladiska mé zmysel zaoberat sa "malou" pociato¢nou poruchou. Prave tieto
teoreticky limitne malé poruchy maja realny ekvivalent v nedokonalosti konstrukcie
fyzikalneho experimentu. Tedria vychadza z aproximativneho predpokladu o kontinuu,
pricom realita je v tomto smere nedokonala.

Analyzu linearizovaného systému prevedieme metédou normélnych modov, t.j. roz-
kladu poruchy na moédy s exponencialnou ¢asovou struktirou ~ e, kde « je vlnové
¢islo, ¢ = w + io. Veli¢ina w je fazova rychlost a o je miera rastu. Prave miera rastu
bude determinovat stabilitu systému. Pokial o < 0, tak porucha mé zanikajuici trend.
V hrani¢nom pripade 0 = 0 nie je pritomna ¢asova Struktura a systém je v stave
neutralnej stability. Narast poruchy je v pripade o > 0.

1.2.1 Nelinearny systém

Uvazujme zékladny stav U; , = U, ,(r) a P, = P, ,(%). Poziciu rozhrania medzi kva-
palinami ozna¢me r = h(z,t), pricom jeho neporuchova hodnota je 1. Kinematické
vlastnosti rozhrania vyustia do geometrickej nelinearity problému na ¢asovo zavislych
oblastiach 0 < r < h(z,t) a h(z,t) < r < A. Definujme teraz perturbovany stav

U,(r,t) = U, ,(r)+ eu;,o(r, 1),
ﬁif)<r? t) = PZ',O(Z> + Epi,o(IU t); (143)
h(z,t) = 1+ eh(z,1), 0<ex 1.

V&imnime si, Ze porucha je struktira, ktoré do systému vnasa plnia priestorovii a ¢asovi
zavislost, kym zakladny stav je v tomto smere obmedzeny. Prave z tohto dévodu sa v
probléme bez aproximacii vyskytuju nelinearne formy priamo v riadiacich rovniciach.
Tieto skutoc¢nosti teda uvadzaji dvojaku nelinearnu struktaru nésho stabilitného prob-
lému. Poznamenajme eSte, ze vSetky uvedené veli¢iny st bezrozmerné. Aby bolo tieto
mozné implementovat, odvodime bezrozmerni formu riadiacich rovnic a okrajovych
podmienok.
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I ked poruseny stav (1.43) definujeme ako superpoziciu dvoch veli¢in, samotna
porucha nespliia Navier-Stokesove rovnice, kedZe tieto rovnice nie st linearne. Tieto
rovnice globalne spliia poruseny stav Wi 0, Pio- S vyuzitim Skélovacich vyrazov (1.40)
dostéavame vSeobecne z Navier-Stokesovych rovnic (1.6)

D~i oo ~ ) ~ ~ 7
ca—— Z—pVVPi+iV2lli+Kiga V-u; =0, 0 <7 <h(z1),
Dt ap; a
Dﬁo Voo ~ Vo 2~ ~ 7
ga :——VPo‘f‘—V uo+Kig7 V'UOZO, h(Z,t)<7"<A
Dt a a

Definujme Reynoldsove ¢islo R := ga?/v, a s vyuZzitim m = p,/p; dostéavame

D, 1

R—5 = —mVp; + 5v2ﬁi +g, V-, =0, 0<7<h(zt), (1.44)
Dﬁo ~ 2~ ~ 7
R T ~Vp, +Va,+g, V-u,=0, h(z,t) <r < A. (1.45)

Gravitacné zrychlenie sme preskalovali ¢ — K¢, kedZe v predchadzajiucom texte sme
predpokladali K; = O(1). Skalovanie vzhladom na K, by nemalo racionalnu oporu v
pripade hydrostatickej rovnovahy K, = 0.

Reynoldsove ¢islo vyjadruje pomer zotrvacnych sil vzhladom k viskozite. Za cha-
rakteristickt dlzkovi 8kilu volime a a charakteristicki rychlost oa. Charakteristicka
rychlost mozno vyjadrit explicitne cez gradient modifikovaného tlaku posobiaci vo vnu-
tornej oblasti oa = K;a?/v,.

V pripade okrajovych podmienok, ich struktira sa zachova aj po preskilovani. Po-
zrime sa preto blizSie na tenzor napéti, z ktorého odvodime podstatnu ¢ast podmienok
na rozhrani. Komponenty tenzora napéatia maja rozmer tlaku, preto pouzijeme rov-
naké skalovanie ako v pripade tlaku, t.j. 6;, = p,v,00;,. Pre vntutornu oblast tak
dostdvame bezrozmerny tenzor

5. — {—ﬁi 0 ] 1 { 200" /Or aa;/az+aaf/ar] ’ (1.46)

0 —pi| ' mp |0} /0= + duz/or 2007 )0z

kde @}, u tvoria jednotlivé komponenty vektora u;. Stcasne sme vyuzili definiciu p; =
piv;. Analogicky mame tenzor pre vonkajsiu oblast

) {_ﬁo o} { 204" /Or 8ﬂ2/0z+5‘ﬁ§/37”] (1.47)

To= 10 —p,| " |oar/oz + ouz/or 2011 /0

Spojitost rychlosti. Spojitost rychlosti @;, budeme pozadovat na rozhrani r =
h(z,t) v normalovom i tangencialnom smere. Ekvivalentne viak mozeme uvazovat int
ortogonalnu bazu, vzhladom na ktora zabezpecime spojitost. Efektivne zvolime Stan-
dardnu e,,e,. Dokaz tejto ekvivalencie je rovnaky ako v pripade tivahy o spojitosti
napati v poznamke 1.1.2. Podmienka spojitosti je teda nasledovna

~

& - (Wil5- — olz4) =0, €. - (Wl;- — olzs) = 0. (1.48)

Kinematicka podmienka. Téato podmienka vychédza z ivahy, Ze vSetky kvapalné
elementy, ktoré sa nachadzaji na rozhrani r = h(z,t), na tomto rozhrani aj zotrvaju.
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Pokial definujeme bezrozmerna?® veli¢inu F(r,t) := r — h(z,t), tak pre kazdy element
nachédzajuci sa na volnej hranici je F' konstantné F(r,t) = 0. Odtial teda zrejme

D 0 5 -
EF(r,t) = EF(I‘, t)+ (u-V)F(r,t) =0, r = h(z,t).
Dosadenim F' = F(r,t) dostavame
9 - 3 . §
Eh(z, t) + u*(r, t)ah(z,t) =u"(r,t). (1.49)

Pre rychlost nepouzivame indexéaciu 7, o, kedZe v tomto pripade je jedno, ¢i pouZijeme
dvojicu uf, u; alebo ], rZ. Tato ekvivalenia vyplyva zo spojitosti rychlosti na rozhrani
(1.48).

Alternativny pristup k odvodeniu kinematickej podmienky v tvare (1.49) je cez
nahlad na jednotlivé rychlostné komponenty. Uvazujme kvapalny element (r(t), z(t))
na volnej hranici. Potom musi zrejme platit

r(t) = h(z(t),1), t>0.

Aby tento na hranici zotrval pre Tubovolné ¢, musi sa lokdlne pohybovat rychlostou
u", @*. Rychlost v smere r je teda @" = 7(t), pricom derivaciu 7 mozno zapisat v tvare

J - : d -

r(t) = gh(z(t),t)z(t) + ah(z(t), t).

Rovnako rychlost v smere z musi byt @*, mame teda 2(t) = @*. Kombinaciou tychto
vysledkov dostavame rovnaku formu kinematickej podmienky ako (1.49).

Spojitost napati. V pripade zakladného toku sme uvaZovali spojitost $mykového
i normélového napétia na rozhrani. Tymto sme zabezpecili, Ze nedochédza k skokovi-
tym zmenam v tlaku. V pripade zakriveného rozhrania vsak moze k takym zmenam
dochéadzat v dosledku povrchového napétia. Ozna¢me v povrchové napétie, potom plati

n-7,=n-7,+ Yk,
pre normalové napétie a
t- 7~'Z =t- 'f'o,
pre Smykové napétie. Symbolom & budeme oznacovat krivost - divergenciu normalového

vektora < := V - n. V pripade uvazujeme jednotkovy normalovy vektor k poruSenému
rozhraniu. Tento moZno pomocou zobrazenia h vyjadrit v tvare

X —1 N aBA
n = ||nl; er—aez )

Tato forma vychadza z geometrického nahl'adu, pricom dodato¢na normalizéacia fakto-
rom |n||;' je nutna, nakolko v definicii krivosti operujeme s jednotkovym vektorom.
Pocitajme divergenciu

= _ 0 _,0h _ 3 0%h
V-n= s [HnHz az(z,t)] = —|n|; 5.2 (2,1). (1.50)

3Rozmerna veli¢ina F' ma mieru a, t.j. uvazujeme preskilovanie F' — aF.
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Derivacia vzhladom na premennu r nie je pritomné z dévodu, Ze norma normalového
vektora nie je funkciou v tejto premennej. Dostavame tak pre norméalové napatie

X ~ ~ -3 a2h
n- (TO - TZ) = 7||n||2 822 (Z7t)7

kde 7;, = 0;, - . Veli¢ina 7 je rozmerna, definujme teda predchadzajicu rovnost v
bezrozmernej forme pomocou

I':.= 7 ,
APVo0
nasledovne 3 .
n-Ac-n=r_Ik, (1.51)

kde sme zaviedli oznacenie Ao = o, — ;. Pri analyze stability zakladného stavu bu-
deme skimat aj vplyv povrchového napétia. Asymptoticka teoria v [Guba a Revallo, 2012]
pre nekonecnu oblast A — oo dokazuje stabilizacny efekt povrchového napétia pre li-
mitne malé hodnoty Reynoldsovho éisla. V pripade dlhych vinovych dizok portich sa
tento efekt zoslabuje. Podrobnejsiu analyzu uvedieme v nasledovnej kapitole.

1.2.2 Linearizacia systému a okrajovych podmienok

V nasledovnom budeme uvazovat poruseny stav v tvare (1.43). Pomocou tychto zapisov
mozno riadiace rovnice zapisat v tvare

D 1 8
RE(Ui +ew;) = —mV (P, + ep;) + EVQ(UZ- +ew)+g,  0<r<h(zt), (152)

D
RE(UO +eu,) = —V (P, + ep,) + VXU, + eu,) + g, h(z,t) <r <A, (1.53)

Materialova derivacia nezachovava linearitu a plati

2 U+ ) = %(U +eu)+ (U-V)U + ¢ [(U-V)u+ (u- V)U] + O().
Rovnice (1.52) a (1.53) mozno prepisat v rozligen{ jednotlivych radov €°, ¢! a €. Treba si
uvedomit, Ze ¢leny zodpovedajuce nultému radu prisluchaja zékladnému stavu. Kedze
zékladny stav bol konstruovany tak, aby spliial Navier-Stokesove rovnice, ¢leny nultého
radu sa anuluju. éleny radu €2 zanedbame, vzhl'adom na volbu malého parametra e < 1
a zaujem eliminovat nelinearne advektivne formy. Dostavame tak riadiace rovnice pre
vyvoj poruchy

, 1
R [8“1 +(U; - V)u; + (u; - V)UZ} =-—mVp;+ -V,  0<r<1, (1.54)

ot 5
R [88110 + (U, - V)u, + (u, - V)UO} = —Vp, + V?u,, l<r<A (1.55)

K uplnosti treba este uvazit podmienku nestlacitelnosti, ktora je po linearizacii jed-
noducho V - u;, = 0. Oblasti rieSenia s uz pevné intervaly - vnatorna oblast (0,1) a
vonkajsia (1, A). Vsimnime si, Ze v rovniciach sa explicitne nevyskytuje vektor tiazo-
vého zrychlenia. Gravitacné efekty sa vSak vyskytuju v rovniciach implicitne prostred-
nictvom zékladného stavu.
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Na podobnej baze budeme upravovat aj okrajové podmienky. Uvazujme najprv
podmienky na rozhrani. Linearizécia v tomto pripade bude prebiehat v dvoch etapach
sucasne, kedze tieto podmienky sa vztahuji na nelinearnu poziciu h. Tenzory (1.46) a
(1.47) zapiSeme v tvare

Gio(r,t) = 0;,(r) + €X;,(r, ).

UvaZzujme iba tenzor pre vonkajsiu oblast, nakolko tenzor vo vnutornej oblasti mozno
odvodit tplne analogicky. Pre jednotlivé zlozky v rozliseni asymptotickych radov mame

or or

(1o = (G = G50 0) + 505000 = S UM) + €| uslend) + i)

(511)0 = _]50(1‘7 t) + 22117;(1‘, t) = _Po(z) +e€ |:_po(r7 t) + ZQU:;(K t):| )

or 0z or 0z

() = =l 1)+ 230 0) = = Ple) €|l ) 4 20w

Z pohladu podmienok na rozhrani nas bude zaujimat tento tenzor iba lokalne v okoli
r = h. Kedze h(z,t) := 1+ €eh(z,t) dostavame z Taylorovej vety

(h) + O(eh)?,

0
po(r7t) = po(r7t)’7~:1+ + a_po(r7t)

(eh) + O(eh)?,

o o

ul?(r,t) = ul?(r,t)|, 1 + —uy®(r,t)
r

r=1+

Uo(r) = Us(r)l,_1+ + Up(r)l,_y+ (h) + O(eh)?,
Dosadenim tychto vyrazov do jednotlivych zloZiek pre tenzor &, méame v r = 171

—-P, U } L { —po + 20,1}, Ulh + 0.u}, + (9Tu§}

- _ 0
Oolr=1+ =€ [ U —Pp, Ulh + 0,ul, + 0,u; —po + 20;u;,

Analogicky mozno odvodit formu pre vnatornia oblast v r = 1~

& _ 0 —P, U//mp Ll —pi + 20,ul /mf3 (Uh + 0ul + 0puf)/mp
b= ums Zp [ Ukt 0 + ) mp —pit 203 /mB |

Podl'a rovnice (1.51) méme po rozpise do jednotlivych radov

(A +en+ O(2)) - (Ao + eAX) - (A + en + O(e?)) = T'(A + ex + O(€?)) (1.56)
h-Ac-n+e (20-Ac-n+h-AX-n0) +0(e?) = Ti + €' Tk + O(?)  (1.57)

kde A3 oznacuje podobne ako Ao rodziel 3, — X;. Podotykame, Ze pri tupravach sme
vyuzili symetriu tenzora Ao . f)alej budeme potrebovat rozvoje normalového vektora
a krivosti k dourceniu n a k. Z odvodenej formy pre krivost (1.50) a Taylorovej vety
mame
—€ 2
R(h;e) := - TP %h(z,t) = —gl%h(z,t) + O(é?).
[1 + €2 (£h(z,t)) ]
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Vsimnime si, Ze v nultom rade €® je & = 0, ¢o je ocakavané, kedZe tento rad zodpo-
veda zdkladnému stavu. Rozhranie je planarne a jeho krivost je tym padom nulova.
Analogicky postupujeme aj pre normélovy vektor

> 1 . oh . . oh

n(h;e) == 7z (er - ea—ez> = %, — ela—ez + O(€%).
[1 +e2 (Zh(z, t))ﬂ - :

Dostavame tak linearizovany tvar podmienky spojitosti normalového napétia pre per-

turbovany stav
2n- Ao -n+n-AX-n="_Ik,

alebo explicitne

1! 1 174 ah aug
2 <Uo |1+ — m—ﬁUi |1> 2.t (Pol1+ — pil1-) — 2 < o

V pripade $mykového napétia, budeme postupovat analogicky, pricom vyuZijeme

1 Ouf

LT mB o

022"

2
):p@
.

rozvoj tangencialneho vektora t =t + ¢'t + O(€?) nasledovne

(bR

(h;e) := ! 7 (e%éT + éz) =%, + elgér + O(é?).
1+ e (2h(z0)’] : ‘

Pouzijeme podobny rozklad ako pri (1.56) a dostavame tak linearizovani podmienku
pre Smykové napétie

t-Ac - n+t-AX -n+t-Ac-n=0,

explicitne
1 ou? 1 ouf ou! 1 Oul
U/I __U/l _ h o o ] o o ] :0
( ol mp Z|1) +(87’ 1+ mp or 1_>+(8z 1+ mp 0z 1_>

Kinematickd podmienka (1.49) odvodena z materialovej derivécie je taktiez neline-
arna. V terminoch radov e plati*

0 - 9, -
u?(r, t)ah(z,t) = elU(r)gh(z, t) + O(e?), pre  r=h.
Na okoli 7 = 1 mozno U rozvinif nasledovne U(h) = Ul|; + U'|1(eh) + O(¢?). Pre
zachovanie linearneho radu staci teda uvazovat aproximaciu pre U len do nultého radu
U(h) = Ul; + O(€). Dosadenim do kinematickej podmienky dostéavame

t>0,

0 9, . B
—h(z,t) + U(r)=—h(z,t) = u"(r,1), pre r=1, cR.

ot 0z

Posledné podmienka tykajtuca sa rozhrania kvapalin je podmienka spojitosti rych-
lostného pola. Rozvojom (1.48) dostéavame

(il — ol ) = € {(ufhi- —uilie) & + [(Uih + u) 1= — (Ugh +ui)li+] &} + O(€?).

4V niektorych pripadoch nerozlisujeme oblasti indexaciou, ¢o vyplyva zo spojitosti rychlosti na
rozhrant: u;*|;- = u?|;+ = u™*|; a podobne pre zakladny stav.
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Spojitost musi byt splnené v oboch ortogonélnych smeroch

(Uh+ui)|i- = (Ush +uf) |1+ (1.58)

u;ll* :Uﬂ1+ (159)

Ostatné podmienky sa netykaju rozhrania, ale pevnej hranice a osi symetrie. Na
pevnej hranici A pozadujeme nulovy sklz 0 = @,|,—4. To nastéva, ak 0 = u,|,—4, kedze
zakladny tok vo vonkajsej oblasti tito podmienku uz splia.

Uvaha o symetrii zakladného toku viedla k redukcii rieSenia na poloviénej oblasti.
7 tohto dovodu méa zmysel uvazovat symetrické a antisymetrické riesenia perturbova-
ného problému samostatne. Lubovolni perturbiciu u mozno rozlozit na symetricka a
antisymetrickt cast

u(r,t) = S(r,t) + A(r, t),

kde
S(r,z,t) = = [u(r, z,t) + u(—r, z,t)],

A(r, z,t) = = [u(r, z,t) —u(—r, z,1)] .

N~ DN~

Pripad symetrickej poruchy budeme nazyvat varikoznym, naopak antisymetrické po-
ruchy oznac¢ujeme ako meandrujice poruchy. Prislusné podmienky vzhladom na os

symetrie si
T
I auz
or

=0, pre r =20,

pre varikdzny a
our 9%t
=—=0 re r =20,
or or? ’ P
pre meandrujuci pripad. Struktara poruchy bude mat nemaly vplyv na otazky spojené
so stabilitou zédkladného stavu. Dalsiu analyzu budeme preto uvazovat pre kazdy typ

poruchy samostatne.

1.2.3 Prevod do pohybujtcej sa stradnicovej sustavy

Zakladny tok tak, ako bol odvodeny v prvej ¢asti, zavisi od polohy pevnej hranice +A.
Aby bolo mozné previest asymptoticka analyzu v pripade A — oo, je nutné efektivne
eliminovat tuto zavislost z rovnic. V praci [Guba a Revallo, 2012] sa uvazuje prevod do
pohybujtcej sa siradnicovej ststavy prostrednictvom Galileovskej tranformacie

r=r,
=27 —U,t,
t=1t.

kde (r',2';t") stt povodné premenné a (r, z;t) si premenné v pohybujicej sa sustave.
Kvapalné elementy na rozhrani kvapalin sa pohybuji rychlostou U, v zapornom smere
2, kedze v uvazovanom systéme U, < 0. Po prevode do novych premennych bude
rychlost kvapalnych elementov na rozhrani nulové, pricom pohyb v jednotlivych ob-
lastiach prebieha v opac¢nych smeroch. Ako uvidime, tento pristup eliminuje zavislost
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na parametri A v zédkladnom stave. Pri prepise rovnic vyuzijeme transformacné vztahy
medzi parcialnymi derivaciami

0 0 0 0 6_2_[]2
\ ot “0z

or'~ or’ 0z 0z’ ot

Identita medzi priestorovymi derivaciami zarucuje rovnost gradientov V' = V. Podi-
tajme teda derivacie podla (1.54) a (1.55)

8u,;70 . 6ui,0 U 8112"0
or ot “ 0z
A v — Lo __ . Lo __ o ] 1,0
(UZ,O V )ul,o U’L,O 82’ (U'L,o + Ua) aZ ] (Uz,o V)uj,o —|— Ua az
r 8Ui,0 z an,o r 8Ui70 P 8Ui,o ~
(uz’,o . v/)Ui,o = ui,o o + ui,o 9 = ui’o or + ui,O G = (ui,o . V)Ui’o,

a po dosadeni do rovnic

. - 1
R {aul + (U - V)u; + (u; - V)Ui] = —mVp; + =V?u,, 0<r<l,

ot 3
R P;o + (U, - V)u, + (u, - V)fjo} = —Vpo+ V?u, 1l<r<A

Struktara okrajovych podmienok zostane po prevode do novych premennych identické,
kedZe obsahuji informaécie o priestorovych zmenach v 7/, 2’. K jedinej zmene dochadza
pri kinematickej podmienke, obsahujtcej ¢asova zmenu v ¢'. Pre tuto plati

%h(z,t) =u'(r,1), pre  r=1.

Tuto vyznamna redukciu kinematickej podmienky zabezpecuje skutocénost, ze U |1 =0.
Linearizovany stabilitny problém teda mozno sthrnne zapisat v tvare

ou - . 1

—
=]
—_

D
[\
~— ~—  ~— =

V-u; =0, 0<r<l,

(

(
R [émo + (U, - Vu, + (u, - V)U,| = —=Vp, + V?u,, (1.

(

ot |
V-u,=0, l<r<A,



1.2 PERTURBOVANY STAV 27

spolu s prislusnymi okrajovymi podmienkami a podmienkami na rozhrani

Ugla = ugla =0, (1.64)
Uol1+ = ujli-, (1.65)
Ublieh + ullye = Ufli-h+ s~ (1.66)

. Oh ou’ 9%h 2 oh 2 oul
2 1" s R _ 2 o _ F_ = 1/ e ; ) 7 167
Vol 0z ol or |+ 0722 U |1 +p - mﬁ or |- (1.67)

ou? ou! 1 8u- 1 our
U// o o — _U/l —h - I3 o 7 ]_68
© or |+ 0z | mpB " hh+ mB or |- + mpf 0z |-’ (1.68)
Oh
— =u’ 1.69
ot u ( )
r r 2,7

u; = %t;f =0, (symetria), 881? = 68:2’ = 0, (antisymetria).
(1.70)

Tato formulacia je vSeobecna a doteraz sme nevyuzili presnii formu pre zékladny profil
U - Jeho explicitni formu mozno vyuzit najmé pri podmienkach na rozhrani kvapalin,
kde prebieha limitny proces r — 1*. Zo vzfahu (1.41) a (1.42) vieme priamo vypoditat

= B, U’ = 1/m a podobne pre druhé derivacie U/ = 3, U” = 0. Dosadenim tychto
forlem do podmienky (1.67) sa tato zjednodusi

ou?, F82h+ | 2 0y
or |+ 072 Pih- mp Or

po’l"’ -2

-
Nasledovna tiprava tejto podmienky bude nevyhnutné kvoli prepisu problému pomocou
prudovej funkcie. V podmienke sa vyskytuje explicitne tlakovy ¢len p; ,. Budeme teda
uvazovat jej z—gradient

0*ul
1+ oroz

83 h 6]92

_r n 2 0%l
028 0z

. mpB ordz

Ipo
0z

(1.71)

-
Derivovanie podmienky v premennej z je korektny krok, kedze tato mé platit na ro-
zhrani pre kazdé —oo < 2z < 0o a kazdé t > 0. Prislusny tlakovy gradient mozno
teraz porovnat s gradientom, ktory obsahuje z—komponent Navier-Stokesovych rovnic
(1.60). Treba si v8ak uvedomit, Ze porovnanie vykonavame na rozhrani r = 1, teda
prislusny komponent je tvaru

R (0uf & -~ Ouf i\ apz 22, —1-

p— ( oy i, uiUi) = + ﬁV na r=1", (1.72)
Oug | ~ Oug o 3 2 2 _ g+

R( Y o (92 OUO> 5, +V-u na r=1". (1.73)

Tieto rovnice mézeme nasledne odcitat, dostaneme

R (8u0 1 0u; (o
ot |+ 1~ 1+

m Ot
_ (9
N 0z

. Ip;
1+ 0z

z 1 z
1) (V2u |1Jr — m_ﬂ VQUZ» ‘1) . (174)
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Analyzujme teraz ¢leny, ktoré tento vyraz obsahuje. Derivaciou podmienky (1.66) podla
premennej ¢t dostavame
+ (U;
1+

ou;
Dosadenim tohto vyrazu do (1.74) dostaneme pre ¢asové derivacie

ot
1Y\ ou?
(1) ).
- m) Ot 1-
kde sme vyuzili kinematickt podmienku (1.69) a kontinuitu (1.65). V druhom séitanci
na lavej strane vyuzijeme rovnako kontinuitu r—komponentu u" a spolu dostavame

z
_ ou?

ot

@_ &
1+ Ot :

@
1- Ot

>, —00 < z< oo, t>0.
-

U

7

ou;
ot

1 ou;

1+ m ot

1 .
- —u (Ué

1+ m

1+

R( _l) (6’uo +ul U ):
m ot 1+ 1+
8p0 apz 9 1 )
- - == Vi) (L
( 0z 1+ 0z 1) - <v u0|1+ m/@ \% Uz‘17 ( 75)

Teraz nahradime tlakovy diferencial ekvivalentnou formou v (1.71) a dostavame finalny
tvar podmienky
)

1 0%u”
V2 z v2 z o
a ( uo‘” - mB “ ’1) N <2 oroz

O3h 1 ou;
—46;—RO—5><m

Tato podmienka na rozhrani tokov nahradza podmienku (1.67).

R
1+ mp oroz

+u Ué

)

(1.76)

1+

1.2.4 Prepis problému pomocou pridovej funkcie

Riadiace rovnice pre vyvoj poruchy tvoria linedrny parabolicky systém parcidlnych
diferencialnych rovnic pre nezname rychlostné a tlakové polia poruseného stavu. V na-
sledovnom sa zameriame na redukciu systému na jednu parcialnu diferencidlnu rovnicu
pre pradovi funkciu i) = 1/3(1',15). Pri odvadzani tedrie sme sa z praktickych dévodov
zamerali na dvojrozmerny tok. V dalSom postupe sa budeme na situdciu pozerat v
trojrozmernom priestore, avsak s homogénnou tretou priestorovou komponentou, t.j.
u = u"e, + u*e, + 0é3. Prudovi funkciu potom definujeme pomocou operatora rotacie

u(r,t) =V x 9(r, 1), (1.77)

kde 1/3 = ﬁég. Pradova funkcia v takto definovanom zmysle je konstantna pozdlz pra-
dociar rychlostného pola a prislusné vrstevnice maju tangencialny smer k vektorovému
polu u. To vyplyva trividlne z homogenity advektivnej formy (u- V)i = 0 po dosadenf
vyrazu (1.77).

Pradovi funkciu mozno ekvivalentne definovat pomocou konceptu virovosti nasle-
dovne

V23h(r,t) = —w(r,t), (1.78)
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kde w je tretou komponentou vektora virovosti w = weés. Tuto identitu vSak mozno
odvodit aj priamo poc¢itanim virovosti rychlostného pola

w=Vxu=Vx(Vx¢)=V(V-9) -V =-V4.

Redukciu budeme realizovat aplikovanim operatora rotacie na systém riadiacich
PDR. Ked7e porucha u je dvojrozmerné veli¢ina, komponenty r, z sa po tejto operacii
anuluji. Jedind nenulova bude prave tretia komponenta. Opéat sa budeme venovat len
poruchdm vo vnitornej oblasti, pretoze druhy pripad sa odvodi identicky. Definujme

teda R
7 ”w[)’(rat)7 rc (071) X]Ru
t) = . 1.79
B0 ={ PO TR (1.79)
a aplikujme operator V x na rovnicu (1.60), pre ¢asovi derivaciu plati

0 0 0 [
V x aui(r, t) = EV X w(r,t) = awi(r,t) = —av p,(r,t).

Zvy$né ¢leny na lavej strane rovnice (1.60) spoc¢itame explicitne

3 a ~ 8U/f 8 ~ au: ~
V x [(Ui : V)ul} - {5 (Ui 0z ) CE (Ul%)] o

V x [(ui : V)sz} - {% @U)} &.

Prislusné vyrazy pre z@z dostaneme ich priamym dosadenim za komponenty ] a u;
v zmysle definicie 1& Na pravej strane rovnice (1.60) vystupuje gradient tlaku, ktory
sa po aplikovani operatora rotacie anuluje a pre Laplaceov ¢len jednoducho odvodime
V x (V2u;) = V2 (V x w;) = —V*,. I ked sme vietky vyrazy odvadzali vo vektorovej
forme, jedinou nenulovou komponentou je 3. zlozka, kedze 1,5 = @ZA)é3.

Vsimnime si, ze podmienka nestlacitelnosti je po dosadeni prudovej funkcie auto-
maticky splnend a nie je ju potrebné dalej uvazovat. Analogické tpravy vykondme aj
pri okrajovych podmienkach. Pre jednoduchost ich tu nebudeme odvadzat. Formulaciu
v terminoch prudovej funkcie (1.79) ziskame v nasledovnom tvare

0oy _ 0 5 00 500| _ 1o
— — U — U nZr — = 1
R\=gp VP = Ui = Uigan + UG- | = =5V, 0<r<t,
0 s =0 P 90 "
_ 92— _ Ay g 1 A
R| -5V = Uy ~Upoo- + Uy 5[ ==V, 1<r<A,
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spolu s podmienkami

a0|"
9z =Y
a0|"
Uh——=—| =0
or | ’
a0\ | 954 oh 1 o (o0 ad ][
2| == 2pp——| =-T— — 1l—— ) |—= | =— st
vy <8r>‘_+ pV8r822_ 023 R( m)[ 8t<8r>+Uﬁz] ’
. N
F i (92@/} 621/1
pV(Uh_W—i_W) —07
oh_o%
ot 0z 7
o _ 2
2. % o 70
A A
Veli¢iny v a p st bezrozmerné a definujeme ich nasledovne
1, r>1 )1, r>1
”:{1/5, r<1 p_{l/m, r<1 (1.80)

Podmienky symetrie v pripade varikoznych portch st o /0z = 0,0%)/0r2 = 0. V
meandrujicom pripade mame 9*)/0rdz = 0,9%)/0r* = 0. Tieto podmienky musia
byt splnené na osi symetrie r = 0.

1.2.5 Analyza normalnych médov

Analyza normalnych moédov vychadza z predpokladu o linearite rieSeného systému. Po-
ruchy, ktoré si rieSeniami riadiacich rovnic mozno separatne rozlozit na sucet modov,
z ktorych kazdy riesi tieto rovnice samostatne. V pripade rovnic, ktoré determinuja
problém stability planarneho jet-u, metéda normalnych médov vedie na vlastnohod-
notovy problém. Vlastnym ¢&islom je ¢ = w + io, kde w je fazova rychlost poruchy a
o je jej miera rastu. Vlastnou funkciou bude amplitida poruchy. Moédy budeme teda
uvazovat v tvare

Q/A}(I', t) = w(r)eio‘(zfct) + c.c. (1.81)

7 fyzikalnej podstaty pozadujeme, aby prislusna pruadova funkcia poruchy bola real-
nym zobrazenim. Pri rieSeni sa vSak budeme zaoberat komplexnym vlastnohodnotovym
problémom, pri¢om poruchu spétne reprodukujeme pradovou funkciou

(r,t) = 2Re [1(r)e =]

Na problém vsak mozno nahliadnut cez komplexnt a jej komplexne zdruzeni cast
samostatne, kedZe ide o linearny systém. V oboch pripadoch, priamym vypoé¢tom do-
stavame, ze informéciu o Casovej Struktire poruchy obsahuje prave imaginarna cCast
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aot

vlastného ¢isla 1& ~ e*" pre t — oo. Podla definicie prudovej funkcie, pre rychlostné

pole poruchy plati
ia(z—ct) [ 3 A 2
u(r,t) = 2Re |e iae, — —e,
or
Z tohto zapisu je zrejmé, Ze rychlostné pole mozno taktiez zapisat v tvare

u(r, t) = a(r)e =,

Exponencialny prefaktor s mierou rastu ¢ teda udava rovnaky trend aj pre rychlostné
pole. Pokial o < 0, tak prislusny méd poruchy v ¢ase upadéa ¢ — 0, rovnako zanika aj
samotné porucha generovana tymto médom u — 0. V tomto pripade sa jednéd o sta-
bilny mod. V opacnom pripade, mod prisluchajici hodnote o > 0 nazyvame nestabilng
mod. Hrani¢na situacia nastéava pre o = 0, kde rieSenia neobsahuju ¢asovi Struktiru.
Tento pripad vedie k neutréalnej stabilite.

K spravnemu urceniu globalnej stability, vSak treba poznat celd Struktaru spek-
tra a analyzovat pritomnost vlastnych ¢isel ¢ s kladnou imaginarnou ¢astou o. Ak sa
v spektre problému nachadza hodnota s kladnou imaginarnou ¢astou, zakladny stav
podlieha nestabilite vo¢i malym poruchém.

Uvazujme teda ansatz

(b} = () 4 e

Vzhladom na podobnost tychto foriem dostavame, Ze derivovanie v premennej z mé
nasledovné vlastnosti ,
&
077
pricom v premennej r sa parcialna derivacia transformuje na obycajnii vztahom
74l j
0 77Z) _ ia(zfct)d 1/}

o5 € g o

= (i)’ id, (1.82)

Potreba zavedenia rieseni v uvedenom tvare vychadza z metddy separacie. Prefaktory
parcidlnych derivacii v riadiacich rovniciach st zavislé len od premennej r. Z tohto
dovodu ma porucha exponencialnu struktiru v premennej z. Explicitnym vypoctom a
vyuzitim (1.82) riadiaci systém Orr-Sommerfeldovho typu v tvare

d2 2 ’ : 7 d2 2 T
u(w—a>wzlozR{(U—c)<@—a>w—Uw], (1.83)
d2y o
¥)o =0, 2| = 0, pre symetrické poruchy (1.84)
™ o
3
% ) =0, ((117? ) =0, pre antisymetrické poruchy (1.85)
dy
=0,—| =0 1.86
¢|A " dr B ) ( )




1.2 PERTURBOVANY STAV 32

Y= =0, (1.87)
. dv|™

'n— d—lf =0, (1.88)

d2 dy |t 1 dy -

— -3 | —| =ia’Rp—iaR(1—— ) (c—+U 1.89

pv (dr2 a ) | i’ Rnp — i« ( m) <Cdr + w) . (1.89)
T d2 2 i

—cn =, pre r=1%F (1.91)

[ i(r), pre 0<r<l,
v(r) = { Uo(r), pre 1<r <A

Veliciny p a v st urcené definiciou (1.80). Posledn& podmienka (1.91) umoziuje sub-
stituovat vyraz n = —|;+/c. Vdaka tejto substitucii dostavame vlastnohodnotovy
problém len pre amplitidu ¢ a vlastné ¢islo v tvare

Flo, e, Ry = 0. (1.92)

z ktorého mozno odvodit disperzny vztah F(a, ¢, R) = 0. VInové ¢islo aw mozno tak-
tiez povazovat za vlastné ¢islo namiesto c¢. V tomto pripade ide o priestorovi analyzu
stability. Vzhladom na Strukturu Orr-Sommerfeldovho systému vSak budeme uvazo-
vat fixdciu parametrov o, R a disperzny vztah budeme uvazovat pre vlastné ¢islo ¢ s
urc¢ujiicou mierou rastu o. Tento pristup sa nazyva casovd analyza stability.

Poznamka 1.2.1. Niektori autori uvazuju riesenia v tvare ~ €(®*=%)_ Potom viak v
zmysle konvencie tejto prace bude ¢ = ac a a = a.



Kapitola 2

Prehl'ad asymptotickych vysledkov

Asymptoticka tedria je jednym z alternativnych pristupov k rieSeniu roéznych problé-
mov. Cielom naSej prace je analyzovat stabilitny problém z numerického hladiska a v
limitnych pripadoch porovnat asymptotické a numerické vysledky. Porovnanie budeme
vykonévat s asymptotickymi formami rieSeni v praci [Guba a Revallo, 2012]. V tejto
praci autori analyzuja problém planadrneho kvapalného jetu pre dva limitné procesy.
V prvom rozoberaju rezim pre limitne malé hodnoty Reynoldsovho ¢isla pri fixova-
nom vlnovom ¢isle a = O(1). V druhom analyzuju problém z pohladu limitne malé¢ho
vlnového ¢&isla a pri fixovanom Reynoldsovom ¢isle R = O(1). RieSenie ulohy bolo pre-
vedené na polonekonecnej oblasti A — 0o za nasledovnych predpokladov

- hustota oboch kvapalin je rovnaka p; = p,
- vonkajsi tok sa nachadza v hydrostatickom ekvilibriu, K, =0

Autor v Stokesovom rezime venoval pozornost pripadu a < 1. Na zaklade tejto uvahy
o vlnovom ¢isle budeme pozorovat rozdiely v nekomutujicich limitnych procesoch
R — 0,a - 0aa — 0,R — 0. Cielom tejto ¢asti je poskytnut prehlad o Struk-
ture stabilitnych diagramov v rozlieni o a R na zaklade znamych vysledkov. Kedze
asymptoticka teéria pokryva len oblasti limit « — 0 a R — 0, uplnd informéaciu o
polohe nestabilnych regionov ziskame z numerického riesenia v poslednej kapitole.

V pripade dlhych vinovych dlzok portch je podobny problém analyzovany v élanku
[Joseph a kol., 1987]. V tomto sa autor zameriava na asymptoticki analyzu stability
toku, riadeného konstantnym tlakovym gradientom. Hlavnym vysledkom je pozoro-
vanie vplyvu viskozitného kontrastu na stabilitu zékladného toku. Tok s vlastnostou
B < 1 je stabilny pre vetky vlnové dlzky, kym v pripade 3 > 1 sa jedna o nestabilny
tok. Rovnaky vysledok bol odvodeny aj v praci [Guba a Revallo, 2012].

2.1 Asymptotické vysledky pre Stokesovu limitu

V pripade Stokesovho rezimu R — 0 boli v praci [Guba a Revallo, 2012| aplikované
vysledky regularnej asymptotickej tedrie, kedze ide o regularnu limitu a nedochadza
k degeneracii radu problému. Z hladiska analyzy ide o jednoduchsi pripad, kedZe nie
je nutné reskalovanie vzhladom na extreméalny parameter R. Budeme teda uvaZovat
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regularny asymptoticky rozvoj! pre vlastné &islo ¢ = w+io s maximalnou mierou rastu.
Plati teda
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Obr. 2.1: Maximalna miera rastu poruchy. Rychlost rastu poruchy v rade O(R°) podla vinového
¢isla. V zavislosti od viskozneho pomeru 3 pre symetricky pripad (vlavo) a antisymetricky (vpravo).
Parameter I' je fixovany na hodnote 1.

kde A je vlastnohodnotové spektrum problému, odvodeného v predchadzajtcej kapi-
tole. Na diagramoch 2.1 je mozné pozorovat vplyv zmeny viskozitného kontrastu na
maximélnu rychlost rastu v nultom rade oy. Parameter § bol definovany ako podiel
V,/V;, €0 znamend, Ze v pripade § < 1 uvazujeme vnutorni kvapalinu s vysSou visko-
zitou, nez je viskozita okolitej kvapaliny. Pre fixované vlnové ¢islo poruchy o = O(1)
mé pomer [ mierny stabilizujuci efekt, kedze

B < B oo(a; B1,T) > oo(a; Ba, T).

Toto pozorovanie je pritomné v oboch typoch symetrii portich. V nultom rade R°
nemozno pozorovat kriticki hodnotu vlnového ¢isla, pri ktorej prechadza zakladny
stav zo stabilného do nestabilného rezimu. Asymptoticky rozvoj o do radu R° je pre
symetrické poruchy explicitne

—3T[S?* + (CS — a)f]

o0(as B,1) = C2+ 52+ (CS—a)B+ (CS+a)/B’ (2.1)
a pre antisymetrické
_1 2
oo(a; B.1) 1IC + (54 0] (2.2

TP+ 82+ (CS+a)B+(CS—a)/B’

kde C' := cosh(a) a S := sinh(«). Pre @ > 0 plati C'S — a > 0 a teda celd imagi-
narna ¢ast v nultom rade je zaporna. V oboch pripadoch je vSak pritomny parameter
I' odrézajuci efekty povrchového napétia. Tento sa vyskytuje v imaginarnej ¢asti so
zapornym znakom a mé teda stabiliza¢ny charakter. V pripade volby malého vinového
¢isla o < 1 symetrickej poruchy sa tento stabiliza¢ny efekt zoslabuje, kedze

1

oo(a; ') ~ —§Fa2, pre a— 0. (2.3)

le = C()RO + ClRl + O<R2) = (w() + iO‘Q)RO + (wl + iO’l)Rl + O(R2)
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Pri antisymetrickej poruche nie tento efekt pritomny, kedze

1
oo(a; ) ~ —§F, pre a— 0. (2.4)

Vplyv povrchového napétia I' na rychlost rastu poruchy je znazorneny na diagrame
2.2. Tato analyza sa vSak vztahuje na hrani¢ny pripad R = 0. Dalej sa teda budeme
zaoberat otézkou, ¢i su pritomné kritické hodnoty vinového ¢isla, pri ktorych dochédza
k nestabilite vplyvom nenulového R v rdde R'. Prijmime zjednodusujici predpoklad
a < 1. V antisymetrickom pripade je ¢len zodpovedajici R nulovy a neudéava novii
informaciu o Struktire spektra. Naopak v symetrickom pripade je

3 1
Ul(a):16a3+0(?>’ pre «a — 0.

Za predpokladu R < o® < 1 mozno odvodit, kedy zakladny stav prechadza do ne-
stabilného rezimu v symetrickych poruchach. Ako vidno z (2.3), efekty povrchového
napatia [' maji vplyv na Struktaru stabilitného diagramu aj v oblasti a < 1, kym
vplyvy viskozity pri dlhych vindch v Stokesovej limite zanikaji. Na obrazkoch 2.4 su
zachytené asymptotické krivky neutralnej stability. Tieto sme konstruovali na zaklade
kritéria
oo(a;T) + R'oy(a) = 0, R —0.
odkial mame rovnicu krivky explicitne

R(o;T) = —% = gf‘of’.

Clen oy nemé parametricki zavislost na I' a teda krivka R = R(o;T') sa vzhIadom na
I sprava kvantitativne rovnako, ako oy = o¢(a,I'). Vplyvom zvécSovania hodnoty T
teda dochadza k zmensSovaniu oblasti nestability.
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Obr. 2.2: Maximéalna miera rastu poruchy. Rychlost rastu poruchy v rade O(R°) podla vlnového
¢isla. V zavislosti od povrchového napiétia I' pre symetricky pripad (vlavo) a antisymetricky (vpravo).
Parameter 8 je fixovany na hodnote 1/2.
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Obr. 2.3: Stabiliza¢ny efekt parametrov 5 a I'. Stabiliza¢ny efekt povrchového napétia (vlavo)
a viskozitného kontrastu (vpravo) na rychlost rastu poruchy do radu O(R!) v symetrickom pripade.
Pri fixovanom vlnovom é&isle o nérast parametra I' resp. 8 sposobuje zniZovanie rychlosti rastu o.

2.2 Asymptotické vysledky pre dlhé vinové dizky portch

Pripad limity o — 0 pri R = O(1) bol intenzivne skiimany vo viacerych ¢lankoch.
V clanku [Yih, 1967| sa autor zaobera otazkou stability vplyvom zmeny viskozitného
kontrastu. Uvazovany je Couette-Poiseuilleov dvojvrstvy tok medzi dvoma pevnymi
hranicami s rozlicnou viskozitou. Hlavnym vysledkom je zistenie, Ze bez ohladu na
Reynoldsove c¢islo, tento tok podlieha nestabilite. Clanok [Joseph a kol., 1987] sa za-
oberéd podobnym problémom stability vrstveného Poiseuilleho toku. Autor analyzuje
problém z pohladu symetrie a antisymetrie uvazovanej poruchy. Tok, ktory pozostava
z vnutorného toku, s vac¢sou viskozitou a vonkajSieho s mensou viskozitou, sa ukazal
byt stabilny vzhladom na dlhé viny. Naopak tok, ktorého vnutro je menej viskézne,
podlieha nestabilite. K rovnakym vysledkom viedla aj analyza [Guba a Revallo, 2012|.
Autor tu pristupuje k problému metoédou singularnych rozvojov na roznej trovni re-
Skalovania. Zhrnutie mozno najst v nasledovnej tabulke

Mod Asymptoticka limita Miera rastu Zaver
varik6zny a—0 o~ (aR)™3 nestabilny
meandrujuici a—0 o~ (aR)™Y3 stabilny
varikozny a—0 — —
meandrujuci a—0 o~at(1-p3) stabilny pre <1

V pripade reskalovania ¢ ~ o~ ! neexistuju rieSenia v symetrickom pripade. Naopak v

pripade ¢ ~ a~/3 autor odvodil asymptotické formy v nultom rade

e57ri/62
UO:Im(m)> (25)

kde hodnota z zavisi od typu portich. V symetrickych z riesi rovnicu

2Ai(z) + /0 T AI(C)d¢ = é

Téato rovnica ma prave jeden kladny koren (z=0.75788). V meandrujucom pripade z
riesi rovnicu Ai'(z) = 0. Vsetky korene Ai’ st v8ak zaporné, preto st vSetky meandru-
juce mody stabilné.
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Obr. 2.4: Asymptoticka aproximécia stabilitného diagramu pre symetrické poruchy v R — 0, < 1.
Oblast, ktora podlieha asymptotickej limite je vyznacena.

2.3 Asymptotika pre Stokesovu limitu na konec¢nej oblasti

V tejto casti sa budeme zaoberat odvodenim asymptotickych foriem rieSeni pre regu-
larnu Stokesovu limitu v pripade kone¢nej oblasti A < co. Kedze asymptoticka teoria
v |Guba a Revallo, 2012| bola vybudovana pre polonekone¢nu oblast v poradi A — oo
a R — 0, niektoré vysledky numerickych experimentov nou nemozno popisat. Tato
skuto¢nost mé suvis s nekomutujicimi limitnymi procesmi. Pri numerickom rieSeni sa
uvazuje R — 0 a nasledne A — oo. Téato ¢ast bude slizit pre porovnanie a kontrolu
spravnosti numerického rieSenia. Vzhladom na rozsiahlost vypoc¢tov a zameranie prace,
singuldrnou limitou @ — 0 sa nebudeme zaoberat a budeme ju reprodukovat len nu-
mericky.

Uvazujme teda A < oo a R — 0, pricom o = O(1). Tymto spoésobom nie je vlnové
¢islo blizsie urcené a budeme ho povazovat za fixovany parameter.

Uvazujme symetrické poruchy?. KedZe predmetom je vlastnohodnotovy problém, je
potrebné ur¢it dvojicu (¢, 1), vlastné ¢islo ¢ = w+io a amplitadu ¢ = ¢ (r). Amplitada
je vo vSeobecnosti taktiez komplexné. Formalne sa jedna o jednu vlastni funkciu 1,
avSak implicitne je potreba uréit separatne rieSenia, vo vnitornej i vonkajSej oblasti.
Ozna¢me teda vnatorné rieSenie 1; a vonkajsie 1,. Definujme regularne perturbacné
rozvoje

¥ =y + Ry + O(R?),
C=(C + RCl + O(RQ)

Tieto rozvoje konstruujeme vzhladom na extremalny parameter R — 0. Clen v kazdom
rade definuje nezévisly problém, ku ktorému budeme pristupovat individualne. Vel mi

2Druhy pripad rozoberieme v poznamke na konci tejto casti.
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doleziti informaciu nam poskytne dominantny nulty rad. V tomto rade sa zameriame
na urcenie (1;)o, (V)0 Co-

Riadiaca Orr-Sommerfeldova rovnica explicitne obsahuje extremélny parameter R
na pravej strane. V zjednodusenej forme

v(D* — a®)*Y(r) = iaRLy(r), (2.6)

Operator L na pravej strane rovnice v limite R — 0 strati na vyzname. Regularita
rozvoja zarucuje, Ze rad pravej strany bude minimalne O(R'). Z dalsich tvah o 1y ju
teda mozno vylacit. Po preskupeni ¢lenov podla radu mozeme rovnost (2.6) zapisat
nasledovne

(D? — a)an(r) = O(RY), @wo(r):{(wi)"(”’ O<r<bL  (n

(Vo)o(r), 1<r<A.

Poznamenajme, ze zavislost na vlastnom ¢isle ¢ v rovnici (2.7) v nultom rade nevys-
kytuje, je viak zahrnuta v podmienkach na rozhrani r = 1. Struktira rovnice (2.7) si
zachovava dva vedtce diferencialne rady, a teda reskdlovanie nie je potrebné. V nultom
rade sa teda budeme zaoberat tlohou

(D* — a?)*(¥hi)o = 0, r<l, (2.8)

(D? = ®)*(¥0)o = 0, r>1, (2.9)

(¥i)olo = D*(¥:)olo = 0, (2.10)

(¥o)ola = D(¥o)ola =0, (2.11)

(i)oli— = (¥o)ol1+, (2.12)

co(D(Wo)oli+ — D(Wi)oli-) = —(L = B)(Wi)ol1+, (2.13)

€0 [D2(¢0)0 + @ (Po)o — % (D*(Wi)o + 042(1/12‘)0)} = (¥i)o, (2.14)

Co |:(D3<77D0)0 - 30[2D(¢0)0) - % (D3(¢2)0 - 30[2D(1/JZ)0>:| = —1F043(1/JZ)0 (215)

Podmienky na rozhrani sme zjednodusili volbou parametrov m = 1 a k = 0. Tato
vol'ba vychadza z predpokladov 1. a 2. v avode kapitoly. Potreba tohto zjednoduSenia
vychadza najmé z technickych doévodov. Volba m = 1 znamend pritomnost tokov s
rovnakou hustotou. Clen radu O(R') sa v poslednej podmienke (2.15) touto volbou
anuluje a nebudeme ho dalej uvazovat. balej si mozno vS8imnut, ze v podmienkach
sa vyskytuje len nulty ¢len rozvoja c. Tento rozvoj je vsak taktiez reguldrny a nemé
zmysel v tomto momente uvazovat vyssie rady.
Charakteristicky polynom rovnic (2.8) a (2.9) je

(/\2 — oz2)2 =0.

Tento mé dva dvojnasobné korene A\ = £a. Pre 1, 9° to indikuje podobnost rieSeni vo
forme exponencial

(Vi)o(r) = Kje* + Kie " + Kire® + Kjre ",
(Vo)o(r) = K7e™ + Kje™*" + K3re® + Kire "
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Jedinym rozdielom budu urcujice koeficienty. Nezndmych, ako aj okrajovych podmie-
nok je osem. Zvyskovou neznamou je vlastné ¢islo ¢y. Najméa vdaka volbe m = 1
zostava linearita vlastnohodnotového problému zachovana. V opa¢nom pripade, by ne-
bola zavislost na vlastnom ¢isle linearna. AvSak vhodnou kombinaciou podmienok na
rozhrani mozno docielit linearnu zavislost. Ttuto Gpravu rozoberame pri numerickej im-
plementécii, kde sme pojali problém vSeobecne bez obmedzeni na parametrickt sadu.

Jednoduchym derivovanim tychto foriem mozno urcit, ze z podmienok (2.10) vy-
plyva K} = —K} a K} = K.. Funkciu (¢;)o je potom moZzné zapisat ako kombinaciu
hyperbolickych funkecii

(¥:)o(r) = 2K sinh(ar) + 2Kir cosh(ar).
Z okrajovej podmienky (2.11) dostaneme rovnice

K{e®d + Kge 4 + KgAe™ + K{Ae " =0,
aKfe — aKge ™ 4 e (1 + aA)KS +e (1 — aA)K] = 0.

(2.16)
(2.17)

Zvy$né podmienky st komplikovanejsie. Vzhladom na ich rozsah uvedieme len vysledné
tvary rovnic pre koeficienty, ktoré z nich mozno odvodit. Budeme pritom pouzivat
nasledovné skratené oznacenia S := sinh(a), C = cosh(a). O¢akavane, rovnice pre
koeficienty mozno zapisat v maticovom tvare
AQK = CoBOK. (218)

Dolnym indexom len zvyraziiujeme fakt, Ze sa jedna o nulty rad. Obe matice A aj
By maju rozmer 6 x 6. Prvé dva riadky tvoria rovnice (2.16),(2.17), zvy$né Styri tvoria
podmienky na rozhrani. Vektor K pozostava zo zloziek

K= [Ki K K{ Ky Ky K|,

a prislusné matice maju tvar

B 0 0 eaA e—aA AeaA Ae—aA T
0 0 aet —ae ! (1+ad)e™ (1 —ad)e 24
A 25 2C —e* —e ¢ —e® e
07 12(8—-1)S 2(B-1)C 0 0 0 0 ’
S C 0 0 0 0
| —iI'S —irc 0 0 0 0 ]
[ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Bo=1_2aC —2(C+aS) ae® —ae™ (14+a)e* (1-—a)e @
—22% —2(S+aC) a’e” o’ a(a+1)e” ala—1l)e™
| 27 % —e* e —e” e i

Vsimnime si, ze matica B je singularna. Je to prave z dévodu, ze homogénne podmienky
(2.11) a (2.12) nedefinuju zavislost na vlastnom ¢isle. Tieto st zdrojom falosnych vlast-
nych hodnét, ktoré nevychadzaja z fyzikdlnej podstaty problému.
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Poznamka 2.3.1. Predchadzajuci pristup predpokladal symetrické perturbécie. V pri-
pade antisymetrie, zostane Strukttra tlohy zachovana. Namiesto podmienky (2.10)
vSak budeme uvazovat

D(¢3)olo = D?(hi)olo = 0.

Z praktického hladiska to znamend, Ze sa zmeni vztah medzi koeficientami K{727374
nasledovne K} = K} a K} = — K. Funkcia v bude mat potom tvar

(¥:)o(r) = 2K cosh(ar) + 2Kirsinh(ar).

V tomto momente vSak treba podotknut, Ze pre prehladnost koeficienty v symetrii,
resp. antisymetrii oznacujeme rovnako. V skutoc¢nosti vsak ide o rozne kvantity, vznik-

nuté z riesenia dvoch réznych problémov.
Struktiura matic sa po zohladneni tejto podmienky zmeni na

[ 0 0 e e AeA Ae—eA ]
0 0 et —ae (1 +aA)e (1 —aA)e 4
A — 2C 25 —e* —e ¢ —e® —e @
"7 [2(6-1)C 2(B-1)S 0 0 0 0 ’
C S 0 0 0 0
| -irCc TS 0 0 0 0o |
[ 0 0 0 0 0 0 i
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Bo=1_24g —2(S+aC) ae* —ae™® (14+a)e* (1—a)e @
—20°C —2Z(C+a8S) a’e” a’e™ ala+1)e” ala—1l)e®
| %ﬁ % —e® e @ —e® e @ i

Na rieSenie uvedenych vlastnohodnotovych problémov sme vyuzili systém Mathema-
tica, ktory explicitne vyjadril hfadané vlastné ¢islo. Vzhladom na jeho rozsah uvedieme
len lubrikovant formu pre aw < 1 podobne, ako bolo odvodené v [Guba a Revallo, 2012].

Pre maximélnu mieru rastu v symetrickych poruchéach plati

(A—1)33A — 3 +48)

oo(a; B,T') = — 12(43 — 1+ B) Fa’ + O(Oz4), pre a— 0,

a v antisymetrickych

oo(a; B,T) = — (4 _121()/31(1_4 1__& /6—;45)F043 +O(a%), pre  a—0. (2.19)

Z tychto vyrazov mozeme pozorovat rozdiel v radoch a oproti formam (2.3) a (2.4).
Okrem rozdielu v rddoch mozno pozorovat aj priamu zavislost na viskozite cez para-
meter 3. V pripade volby dostatocne velkého A > 1 mozno uvazovat aproximaciu pre

symetrické resp. antisymetrické poruchy

A g AP
o ~ _Zl"a , resp. oo ~ —ﬁl—‘a , pre a1l A
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Porovnanim tychto aproximaécii s (2.3) a (2.4) mozno vidiet, ze radovy rozdiel v a kom-
penzuje volba A ~ 2/a. Volba parametra A na tejto kile pre a < 1 v rade O(R?)
prinasa vysledky porovnatelné s teériou |Guba a Revallo, 2012].

Spektrum vlastnohodnotového problému urc¢eného maticami Ay a By vSak obsahuje
aj vlastné ¢isla, ktoré nevychadzaji z podstaty fyzikdlneho problému a stvisia so sin-
gularitou matice By. Tieto vlastné ¢isla teda nebudeme uvazovat ako rieSenia prislusne;j
ilohy.

Na obrazkoch 2.5 a 2.6 moZzno pozorovat vlastnosti prudovej funkcie a izo¢iar ampli-
tudy rychlostného pola pre parametrickt sadu o = 1071, 10°a A = 10}, 3 =1/2,T = 1.
Pridové funkcie st normované a vykreslované na plnej dizkovej skale € (0, A). Nor-
malizacia

¥(r)

vir) Tl

nam umoznuje lepsie skuimat kvantitativne zmeny v priebehu vlastnych funkcii pri
analyze senzitivity. V pripade izo¢iar rychlostného pola je oblast v smere z nekonecna.
Vzladom na periodicka $truktaru rieSenia @Z ~ €= g5 budeme zameriavat na vy-
kreslenie jednej vlnovej dlzky

A=2T
o

Na obrazku 2.5 sa zaoberame pripadom, kedy a = 10~!. Vlnova dlzka poruchy je
dlhé v porovnani s druhym pripadom na obrazku 2.6, kde @ = 1. Mozno si v8ak
vSimnut vplyv velkych vlnovych ¢isel o na Strukturu izociar. V okoli rozhrania kvapalin
dochédza k fazovému posunutiu, ktory vyvoldva netrividlna imaginarna zlozka rieSenia
pre amplitidu ¢. V asymptotickej analyze [Guba a Revallo, 2012| nie je fazovy posun
na rozhrani kvapalin pritomny. Tento efekt je teda charakteristicky pre problém na
konecnej oblasti.

2.3.1 Prudociary rychlostného pola poruseného stavu

Pozorovany systém pozostava zo zakladného a poruseného stavu u = U+u. Rychlostné
pole poruchy u reprezentujeme prudovou funkciou @ Poruseny stav mozno taktiez
reprezentovat pridovou funkciou, pricom ide o priudovi funkciu poruchy upraveni o
zékladny stav. Nech ¥ je prudova funkcia zdkladného stavu. Ttto mozno zrejme zapisat
v tvare

1 1
—Br (1—§r2)+K1, 0<r<l,

‘If(r,z):—/ U(s)ds = 2 1
ro r(l——r>+K2, 1<r<A,

kde K, K, su koeficienty, vzniknuté pri integracii zakladného rychlostného profilu.
Pradovi funkciu ¢p poruseného stavu mozno z linearity vyjadrit v tvare ¥op = U + ).
Koeficienty K, K5 vo forme ¥ dourc¢ime z poziadavky spojitosti priudociar na rozhrani
kvapalin, teda 1p|;+ = ¥p|;-. Potom zrejme

Ky — K, =

wl™

1
5
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Obr. 2.5: Prudova funkcia pre symetrické poruchy (hore vlavo), pre antisymetrické poruchy (hore
vlavo). Izoc¢iary rychlostného pola pre symetrické poruchy (dole vlavo), pre antisymetrické poruchy
(dole vpravo) pre parametre o = 1071, A = 10,4 =1/2,T = 1.

Bez tjmy na vSeobecnosti mozeme volit K; = 0 a dostdvame tak podmienku pre
K,. Casovy vyvoj pradodiar mozno najst na obrazkoch 2.9 a 2.10 v dodatku. Ako
sme ukazali, v nultom rade je determinovana stabilita a dochadza k exponencialnemu
poklesu normy portch. Rychlost tohto poklesu je uréené velkostou oq. Najmé pre dlhé
vlnové dlzky je |og| < 1, ¢o implikuje dlhsi charakteristicky ¢as potrebny k zaniku
poruchy.

2.3.2 Porovnanie asymptotickych vysledkov pre A <ocoa A — oo v
Stokesovej limite

Fazovy posun pritomny v dominantnych asymptotickych formach izo¢iar rychlost-
ného pola nezodpoveda rieSeniam v pripade A — o0o. Ma teda zmysel zaoberat sa
otazkou porovnania tychto dvoch pristupov v pripade reguldrnej Stokesovej limity
R—0,a0=0(1).

Explicitné formy pre dominantny ¢len oy v rezime A < oo uvadzame iba pre
1 < A. Vo vSeobecnosti vSak budeme pracovat s numerickymi rieSeniami vlastno-
hodnotovych problémov (2.18) pre dant parametricka sadu. Explicitné formy (2.1) a
(2.2) pre A — oo poukazali na stabiliza¢ny efekt parametrov § a I' pri zvacSovani ich
hodnoty. Tato vlastnost je pozorovatelna aj v rezime A < oo, vid obrazky 2.7 a 2.8.
PozorovateIna zmena nastéva v Strukture antisymetrickych portch, kde pre a — 0 je
0o — 0, kym na polonekone¢nej oblasti konvergovala hodnota oy k hodnote 1/2. Toto
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Obr. 2.6: Prudova funkcia pre symetrické poruchy (hore vlavo), pre antisymetrické poruchy (hore
vlavo). Izoc¢iary rychlostného pola pre symetrické poruchy (dole vlavo), pre antisymetrické poruchy
(dole vpravo) pre parametre o = 1, A = 10!, =1/2,T = 1.

je priamo pozorovatelné aj z odvodenych asymptotickych foriem (2.4) a (2.19). Pre
odvodent skidlu A ~ 2/a a a < 1 sa v8ak vysledky oboch pristupov zhodujia. Mozno
teda prirodzene ocakavat, Ze volba velkého parametra A mé za nésledok pritomnost
vyznamného gradientu dog/da v oblasti a < 1/A. V pripade symetrickych poruch je
diferencia rieseni na konec¢nej a nekone¢nej oblasti zanedbatelna.
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Obr. 2.7: Rychlost rastu poruchy v rdde O(R) vs. vlnové &slo. V zavislosti od viskézneho pomeru 3
pre symetricky pripad (vlavo) a antisymetricky (vpravo). Parameter I' =1 a A = 10*.
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Obr. 2.8: Rychlost rastu poruchy v rdde O(R) vs. vlnové é&islo. V zavislosti od povrchového napitia
I" pre symetricky pripad (vlavo) a antisymetricky (vpravo). Parameter f = 1/2 a A = 101.
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Obr. 2.9: éasovy vyvoj prudociar poruseného stavu v nultom rade (varikozne poruchy, o =
10°5A=101,8=1/2,T =1
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Obr. 2.10: Casovy vyvoj prudodiar poruSeného stavu v nultom rade (meandrujice poruchy,
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Kapitola 3

Numericka realizacia

V tejto kapitole sa budeme podrobnejsie zaoberat éebyéevovou pseudospektralnou me-
todou, ktort vyuzijeme pri samotnom numerickom rieseni stabilitného problému.

Spektralne a pseudospektralne metoédy nachadzaji svoje Siroké uplatnenie najma
pri numerickom rieSeni parcialnych diferencialnych rovnic [Trefethen, 2000]|. Tieto me-
tody pontikaju alternativu ku kone¢no-diferenénym schémam. Jadro met6dy konecénych
diferencii ¢asto vyuziva polynémy nizkeho radu pre vypocet aproximacie rieSenia pri-
slusného problému. Velkou vyhodou pseudospektralnej metody je vyuzitie polyndémov
vyssich radov, ¢o vedie k znacnému znizeniu chyby aproximacie pri zachovani diskre-
tizacie. Préave tato vlastnost charakterizuje spektralne metdédy ako globélne metody,
kde hodnota derivacie zavisi od struktiry hodnot na celej mriezke a nie len v okoli
uvazovaného bodu. Na druhej strane vsak treba uvéazit negativa spojené so zvysSenou
presnostou metody. Je to najmé vacsia vypoctova narocnost a zla podmienenost vo
vyssich radoch. Pokial pri metode konecnych diferencii uvazujeme riedke matice, v
pripade Cebyéevovej metody pracujeme s plnymi maticami. Explicitné formy prvkov
tychto matic determinuju vysoké ¢isla podmienenosti, ¢o vedie k zlej podmienenosti
tlohy najmaé pri problémoch vyssich radov.

Nami uvazovany vlastnohodnotovy problém vychadza z mechaniky tekutin a pse-
udospektralnu metédu vyuzijeme na hladanie vlastného ¢isla a prislichajucej vlastne;j
funkcie - amplitady poruchy. Komplexita a zlozitost tejto tlohy vedie k existencii fa-
losnych vlastnych ¢&isel, ktoré nevychadzaju z fyzikalnej podstaty problému. Ich pri-
tomnost bola predmetom intenzivneho skiimania najmé pre velké hodnoty Reynold-
sovho ¢isla - [Huang a Sloan, 1994|, |Orszag, 1971|, [Dongarra a kol., 1996]. Najvyz-
namnejsie chyby aproximacie vznikaja prave kvoli zlej podmienenosti systémov vys-
sieho radu. V nasej praci preto vyuzijeme techniku znizenia radu popisani v ¢lanku
[Dongarra a kol., 1996].

3.1 Nerovnomerné distribticie interpola¢nych uzlov

Klasickou tlohou interpolécie polynémom je najst polynéom taky, ktory nadobuda v
predpisanych uzloch predpisané hodnoty. Vo vSeobecnosti budeme uvazovat set bo-
dov! xg, 21, -+, x,. Kazdému takému bodu z; prislicha jedna hodnota u;, spolu teda

1Je dolezité poznamenat, ze z; st navzdjom rozue, t.j. ¥; # x; pre i # j. Dalej budeme predpo-
kladat, Zze tvoria monoténnu postupnost zg < z1 < --- alebo xg > x1 > ---.
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vytvaraji postupnost dvojic (z;, u;).

Predpisant postupnost u; mozno povazovat za funkéné hodnoty neznamej funkcie
u v prislusnych uzloch z;, t.j. u(z;) = u;. V tomto zmysle pontka interpolacia po-
lynémom aproximativny tvar funkcie u na intervale [xg,z,]|. Podrobny rozbor chyb
interpolacie umozni urcit kvalitu aproximacie. Ako ukazeme neskor, tak kvalita inter-
polécie je silne zéavisla na volbe distribicie interpolac¢nych uzlov.

Interpola¢ny polyném mozno vo vSeobecnosti zapisat v tvare

- 1
py(x) = uili(z), kde (;(x)= ~ [[@-=2)., a=]]@ -=) 31
=0 7 it i#]
kde a; je normalizatna konstanta definovana tak, aby platilo ¢;(z)) = §;x. Polynoémy

¢; sa nazyvaju aj kardindlne polynomy.

Interpolacia polynémom je fundamentélnou zlozkou éebyéevovej pseudospektralne;
metddy na rieSenie diferencidlnych rovnic. Jednym zo zakladnych problémov, s ktorymi
sa interpolacia potyka je jej presnost. Na tejto presnosti sa vyznamnou castou podiela
distribtucia interpola¢nych uzlov. Prave riesenie diferencialnych problémov nam pontika
volnost vo vol'be tejto distribuicie. MoZznou volbou je rovnomerné distribicia

xj = xo + jh, 0<j5<n. (3.2)

Tato je sice prirodzena, avSak z pohladu presnosti interpolécie, v niektorych pripadoch,
velmi zla. Znamy priklad Rungeho fenoménu poukazuje na fakt, Ze rovnomerné dele-
nie je v niektorych pripadoch nepripustna volba. Chyba interpolacie v tomto pripade
rastie exponencialne s narastajicim poc¢tom interpola¢nych uzlov. V nasledujicej ¢asti
poukazeme na dolezitost zhlukovych distribucii, ktorych vyznamnym reprezentantom
st Gauss-Lobattove pripadne Cebysevove uzly

v = cos (%) | (3.3)

Distribucia CebySevovych uzlov nie je zdaleka jedina vyhodné. Jej volba zavisi od
rieSenia konkrétneho problému a jeho komplexity. Konkrétne v pripade Rungeho feno-
ménu st idealnou volbou Cebysevove uzly, aviak existuje aj mnoho inych efektivnych
volieb. Kazdu sadu interpola¢nych uzlov vSak charakterizuje hustota. éebyéevove uzly
st asymptoticky (n — oo) charakterizované hustotou

o 1
o(x) := ﬁ’

Ukézalo sa, ze pre elimindciu Rungeho fenoménu je potrebné volit sady uzlov tak, aby si
asymptoticky zachovali prave hustotu p. V nasledovnej iivahe odévodnime tito hustotu
a intuitivne vysvetlime, ¢o budeme vo vSeobecnosti rozumiet distribu¢nou hustotou .

Uvazujme rovnomerné delenie (3.2) intervalu (—1,1) a skimajme priblizny pocet
uzlov, ktoré sa nachadzaju v parcidlnom intervale [j,(x) := (x,x + h) kde h > 0.
Predpokladajme, ze kazdy uzol z; sa da explicitne vyjadrit pomocou x; = ¢(j), kde
¢ je C! difeomorfné zobrazenie. Budeme uvazovat ¢ rastiice, aviak mozno uvazovat aj

v e (~1,1). (3.4)
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klesajuce, toto viak nesposobuje ujmu na vieobecnosti. Pokial ma z; patrit do intervalu
I, (), potom nutne

j€ (¢ M), o7 (z +h)). (3.5)
Pocet uzlov? na intervale I;(z) je potom zrejme rozdielom krajnych hodnot intervalu
(3.5). Podl'a Lagrangeovej hodnoty o strednej hodnote mozno tento rozdiel ekvivalentne

vyjadrit ako
d 1d
h=n (— ()
=€

P(z;h) := e ()

ndz

>h=nM®h (3.6)
r=¢

kde ¢ € I,(x) a u je bodova hustota. Je prirodzené interpretovat vyraz v zatvorke
ako hustotu®, nakolko nasobenim dlzkou intervalu h dostavame priblizny pocet uzlov
patriacich do I(z). Pokial budeme uvazovat limitny prechod h — 0%, dostaneme
upravenu bodovt hustotu o konstantu n

lim %P(m; h) = nu(x). (3.7)

h—0

Sposob, akym sme bodovi hustotu definovali, je zna¢ne abstraktny avsak my mu
budeme pripisovat vacsiu prakticki, nez teoreticki hodnotu. Oblasti, v ktorych hustota
nadobuda najnizsie hodnoty, budi oblasti s nizkou koncentraciou interpolac¢nych uzlov
a naopak. Z definicie (3.4) mozno vidiet, Ze maximalne hodnoty st nadobtidané na
pravom okoli —1 a na Tavom okoli +1, ¢o st prave oblasti s vysokou koncentraciou
éebyéevovych uzlov.

Vsimnime si, Ze rovnica (3.6) ndm pontka akusi formu konstituéného zakona medzi
hustotou distribucie a . Plati teda

1d

—1 -1
— ) = pu(x), o) = 0. 3.8
S @) =), ) (33
Uvedena rovnost je diferencidlna rovnica a okrajova podmienka hovori, ze nulty uzol
je bod zy. Ostatné uzly dopocitame ako z; = ¢(j). Integrovanim tejto rovnice cez

cely interval (zo,x,) dostaneme 1 = [ p(z)dz = (¢~ (z,) — ¢~ (20))/n, 2 Eoho
priamo vyplyva, Ze ¢(n) = x,. Diferencialna rovnica je teda korektné v zmysle definicie
zobrazenia .

Specialne pre pripad Cebyéevovych uzlov pre najdenie explicitnej formy ¢ rieSime
diferencialnu rovnicu

1d
n dx

o) = —m—
/1 — 22’

ktorej integraciou dostaneme explicitne

pea](1-2)] o0

Viimnime si, Ze pokial by sme zmenili okrajovii podmienku ¢~1(1) = 0, t.j. za nulty
uzol volime zy = 1, tak dostaneme formu (3.3), ide vSak len o zmenu monoténie
postupnosti interpola¢nych uzlov.

o 7l(~1) =0, (3.9)

2Po¢tom uzlov P(z; h) néleziacich do intervalu Ij,(x) nebudeme rozumiet prirodzené &islo, ale mieru
intervalu (3.5).

30d funkcie hustoty u pozadujeme, aby f_ll u(x)de = 1.
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3.1.1 Chyba interpolacie a konvergencia

Spektralne metddy st zname svojou presnostou aj pri rieSeni diferencidlnych problémov
vyssich radov. Pri odvadzani éebyéevovej pseudospektralnej metody budeme vychadzat
prave z interpolacie. Tieto metody su tiez charakterizované ako globalne, kedZze hodnota
derivacie v bode priamo zavisi na celej interpolac¢nej sade, nie len v okoli prislusného
bodu. Tu mozno pozorovat rozdiel medzi pseudospektralnymi metédami a konecnymi
diferenciami. Prave vdaka tejto vlastnosti mozno dosahovat radovo vyssie presnosti
narozdiel od kone¢nodifereénych schém. Mensou nevyhodou je iba vysgia vypoctova
naro¢nost, vzhladom na Struktiru rieSeného systému.

Chyba interpolacie je veli¢ina, ktord silne zavisi na vlastnostiach interpolovane;
funkcie a interpolacnej sade. Nech zg, z1, -+, x,,x € [=1,1] a I je miniméalny interval,
pre ktory g, z1,- - ,&n,x € I. Nech u € C""1(I). Potom existuje £ € I tak, Ze

|
(n—l—l.j

u(n+1) n
Bule) = (o) = ) = 5 (o - ) (3.11)

kde p,, je interpolaény polyném p,(z;) = u(z;). Podla [Babusikova, 1999] mozno od-
hadnut maximalnu chybu interpolacie

|E,(2)] < wnm—x-\ (3.12)
= (i 4 1)! ; I '

Absolitna odchylka (3.12) vypovedé o presnosti interpolécie. Vhodnou volbou distri-
bucie interpola¢nych uzlov z; mozno minimalizovat maximalnu absolitnu odchylku

| Enlloo == max |E,(z)]. (3.13)

z€[—1,1]

Konstantny prefaktor vystupujuci v (3.12) nema vplyv na minimalizéiciu, preto ho bu-
deme v nasledovnom zamléiavat. D4 sa ukézat, ze volbou Cebysevovych interpolaénych
bodov je || E,||cc minimélne. Za predpokladu, Ze derivacia u("*V) je ohranicen4, tak je
zéroven zaruGena rychla konvergencia p, — .

Uvazujme teda polyném, ktory je predmetom minimalizacie

n

p(z) = H(z —z;), 24,2€C, (3.14)

Jj=1

pricom piSeme vo vSeobecnosti komplexné premenné. Aplikovanim logaritmickej trans-

formécie dostaneme
Ip(2)] = exp (Z In|z — z]|> . (3.15)
j=1

Definujme potencial
1 n
On(z) == EZln|z—zj|, (3.16)
j=1

¢n je suctom harmonickych funkcii, je teda sama harmonické a teda vyhovuje Lapla-
ceovej rovnici na C\{z;}. Z fyzikilneho hl'adiska mozno ¢y interpretovat ako potencidl
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bodového ndaboja v {z;}.

Zreprodukovanim poslednych rovnosti dostavame |p(z)| = e"®»(*). Tento vztah dava
do stvisu normu (velkost) polynému a nami definovany potencial ¢,,. Potencial mozno
dalej rozsirit do tvaru

$n(2) = = > ————In|z — x| (z; — z;-1), (3.17)

ktory mozno interpretovat ako integralny stucet. Zdmena premennych z; — x; je nevy-
hnutna k odligeniu integra¢nej premennej. Hodnota (x; —x;_;) ! udéva priblizny pocet
uzlov z; v intervale jednotkovej dlzky. Samotny podiel (z; — ;1) /n je diskrétnym
priblizenim hustoty ¢ v bode x;, ¢o vyplyva z nasledovnej aproximécie podla (3.6)
1dp™! 1 j-(—-1) 1
o(x) == — = = (3.18)

n dz n o x;—xi—p  n(r;—xj1)

Pripominame, Ze x; = ¢(j). Limitne pre n — oo mame

1

on(z) = o(2) = / o(z)In|z — z|dz. (3.19)
-1
Podarilo sa nam teda odvodit asymptotickt aproximéciu |p(z)| ~ "), pricom réznym
hustotam distribucii uzlov zodpovedaju vo vSeobecnosti rozne potencialy. Specialne pre
hustotu p definovant v (3.4) plati

ne(z) = n 1 Iz — dz =nln (—'Z_ z2—1|)
_7T —1 \/1—1’2 - 2 '

Uvazujme z € (—1,1) € R, potom jednoduchou algebrou dostaneme

¢(z) = —In2.

Potencial pre éebyéevovskﬂ distribuciu teda asymptoticky dosahuje konstantna hod-
notu. Pre normu polynému potom mame odhad |p(x)| ~ 27™. Cielom tejto ¢asti nie
je poskytnut rigoréznu teoriu, avsak podat nédhlad o konvergencii spektralnych me-
tod. S vhodne zvolenou interpolacnou sadou mozno teda dosahovat pomerne rychlu
geometricki konvergenciu.

(3.20)

3.1.2 Modifikacia Cebysevovskych distribucif

Doteraz sme sa zaoberali vylu¢ne éebyéevovskYmi distribuiciami na oblasti (—1,1). Z
praktického hladiska vSak ide o velmi obmedzujicu poziadavku, definovat problémy
prave na tejto oblasti. V praxi sa vyskytuje velké mnozstvo problémov, ktoré nie su
kompatibilné s takto vybudovanou teériou. Preto vznika potreba dodato¢nych trans-
formécii, stivisiacich so zmenou stradnic.

Vela diferencialnych problémov je definovanych na koneénych, avsak nie éebyée—
vovskych oblastiach. Tento problém mozno jednoducho vyrieSit zavedenim linedrneho
zobrazenia medzi siradnicami. Prepisom tilohy do novych stradnic dostavame formu-
laciu pridruZenej tlohy. Spatnou transformaciou dostaneme rieSenie pévodnej tlohy.
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Vigsie komplikacie, mozu nastat pri rieSeni komplexnejsich tloh. V tychto pripadoch,
je linedrna transformécia nedostacujtica. Problémy pri rieSseni vSak mozu nastat aj v
pripade, Ze problém je uz definovany na éebyéevovskej oblasti. Riedka koncentracia
Cebysevovych uzlov v centre oblasti je moznym zdrojom komplikcii, najméa z hladiska
konvergencie. V praxi sa jedna najméa o diferencidlne tlohy s vyznamnymi hodnotami
gradientov vo vnitre oblasti rieSenia. Vznika teda otazka, ¢i je mozné modifikovat po-
vodnu éebyéevovskﬂ diskretizaciu na ind, avSak pri zachovani spektréilnej presnosti
numerického rieSenia. Toto je mozné formulaciou novej pridruzene;j wulohy, ktora bude
rieSena éebyéevovou pseudospektralnou metoédou, pricom na pozadi je rieSena povodna
tloha s predvolenou diskretizaciou.

Predpokladajme, Ze je dana oblast I' = (—1,1). Ulohou je previest ju na rovnaku
oblast A(I') = (—1,1) zobrazenim A, pri¢om sa zmeni distribucia vntutornych hodnot.
Pokial teda buda hodnoty z; rozmiestnené v oblasti I' s hustotou p, tak v oblasti A(I")
budd hodnoty z; = A(z;) rozmiestnené s hustotou p. Za cielovi hustotu budeme po-
vazovat Cebysevovska hustotu (3.4).

Zdanlivo sa moéZe jednat o zbyto¢nu operaciu, kedze ide o prevod oblasti na to-
pologicky ti isti oblast. Podstatnou zmenou je v8ak zmena vnitornej struktary. Tato
transformécia potom umoznuje napriklad riesit diferencialne tlohy na sieti s rovnomer-
nym delenim so spektralnou presnostou. Postup riesenia je nasledovny

1. definujeme siet z; s rovhomernym delenim na oblasti (—1, 1)

2. transformaciou \ prevedieme z; na CebySevovu sief z; na oblasti A(—1,1)
3. najdeme rieSenie prislusnej ulohy pseudospektralnou metodou v; ~ v(x;)

4. spatnou transformaciou zistime hodnoty na rovnomernej sieti u; ~ v(A(z;))

Ulohou je teda najst transformacny vztah?
z = 2" (z), (3.21)

tak, ze body z; = A7!(z;), odvodené od éebyéevovsk)'/ch xj, maju predpisand distri-
buént hustotu p = u(z). Dalej budeme predpokladat, Ze tato hustota je dana. Pripo-
miname, Zze hustotu éebyéevovsk;’fch uzlov oznacujeme o = o(x).

Uvazujme interval I;(z) := (2,2 + h). Potom plati z; € I, prave vtedy, ked
z; € MI). Kedze z; je Cebysevovsky uzol, tak priblizny pocet uzlov P(z; h), ktoré
patria do intervalu A(I},) je

P(z;h) = g (cos™" (A(2)) — cos™ (A(z + h))) .

Toto mozno dvojitym pouzitim Lagrangeovej vety o strednej hodnote zapisat v tvare

P(z:h) = nA(z+h) = A(z) n dA

- hdd B
T /1 —&2 /1 —¢& dz| _,

kde & lezi medzi A\(z) a A(z + h), n lezi medzi z a z + h. Limitnym prechodom h — 07"
dostaneme hustotu p

n\
m/1=E)P2

4Poziadavky, ktoré kladieme na zobrazenie A st uvedené na konci tejto ¢asti v poznamke Vlast-
nosti rieSeni.

p(z) == lim 1P(z; h) =

22
h—0+ h (3.22)
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Vsimnime si, ze dosadenim pu = p(z) dostaneme diferenciadlnu rovnicu pre transfor-
méaciu A. Ide o oby¢ajni diferencidlnu rovnicu 1. rddu, preto je nutné dodat okra-
jovt podmienku pre jednoznac¢né riesenie. Vo vSeobecnosti budeme zadavat podmienku

A(—1) = —1. Uvedena ODR je uz v separovanom tvare a mozno ju riesit klasickou me-
toédou integracie. Prepisme ju do tvaru
w(z) = 0(A()A(=),  z€(-11), A-1)=-1, (3.23)

z ktorého vidno vztah, medzi hustotami u, o a zobrazenim \. Integraciou tejto rovnice
dostaneme

z A(z)
/1 p(¢)d¢ = /1 o(u)du=1— ! arccos(A(z)). (3.24)

™

Odvodenie vztahu (3.23) spocivalo v §pecialnej volbe hustoty o. Rovnica je vSak
omnoho vSeobecnejsia a najst transformacny vztah A je mozné aj v pripade inej hustoty.
V nasej préci to v8ak nema prakticky vyznam, nakolko nemozno pouzit éebyéevovskﬂ
metodu pri cielovej neéebyéevovskej distribucii.

Poznamka 3.1.1. Casto je vhodné riesit dobre definovanti tlohu s rovnomernym
delenim. Vtedy vychaddzame z predpokladu, Ze hustota rovnomernej distribucie je
p(z) = 1/2. Dosadenim do vztahu (3.24) Tahko zistime transformacny vztah

A(z) = cos (g(l — z)) =: .

Tento vysledok je nepochybne ocakivany. V rovnomernom deleni mozno vyjadrit jed-
notlivé uzly vztahom z; = —1 + %J, pre 1 < 7 <n. Potom

¢o je ina ekvivalentné definicia Cebysevovskych uzlov.

Vlastnosti rieSeni. Pozrime sa blizsie na vlastnosti zobrazenia A, ktoré je rieSe-
nim (3.23). Intuitivne je zrejmé, ze A nemdze byt l'ubovolné. Ddlezitou vlastnostou je
bijektivnost a rasttucost. Pomocou geometrického nahladu, zobrazenie A iba premiestni
uzly z; na pozicie éebyéevovschh xj. Nemeni ich poradie a teda monoténia zostéva
zachovana, ¢o odévodiuje podmienku rastucosti. Z rovnice (3.23) priamo vyplyva, Ze
A > 0, za predpokladu, Zze hustoty su kladné o, > 0. To, Ze hustoty nemézu byt
zaporné vyplyva priamo z ich interpretacie.

Bijektivnost je taktiez dolezita vlastnost, pricom A : (—=1,1) — (—1,1). Treba
si v8ak uvedomit, ze pozadujeme (1) = +1, i ked okrajova podmienka je jedina
A(—1) = —1. To, 7e plati A(1) = 1 overime jednoducho integraciou rovnice (3.23) cez

oblast (—1,1), potom
1 A1) A(L)
/ p(z)dz = / o(u)du = / o(u)du. (3.25)
_ A —

1 (—1) 1
=1
KedZe ¢ je kladnou normovanou funkciou hustoty, hodnota integralu bude rovna 1,

len ak A(1) = 1. Tieto vlastnosti (monoténia, pevné body +1) zaruc¢uju bijektivnost
zobrazenia .
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3.2 Cebysevove diferenc¢né matice

V tejto casti odvodime vSeobecny tvar éebyéevovej matice. Uvazujme set n + 1 éeby—
Sevovych interpola¢nych uzlov

T; = Cos <‘E> : 1<j<n, (3.26)
n
pricom zp = 1 a z,, = —1. Ku kazdému bodu z; prislacha prave jedna hodnota u;, a

teda spolu vytvaraju postupnost dvojic (x;,u;). Tieto budeme v nasledovnom interpo-
lovat polynémom p,, stupia nanajvys n, kedZe interpolacnych uzlov je prave n + 1.

Nagim cielom je najst tvar derivacie polynomu p,,, ktory je tvoreny suc¢tom kardinal-
nych polynémov ¢;. Tieto budeme v nasledovnom zapisovat s vyuzitim éebyéevovych
polynémov. Ako sa ukaZe neskor, tento prepis znac¢ne zjednodusi vypocty vzhladom
na Specialnu vol'bu uzlov (3.26).

Uvazujme vSeobecnua situaciu, nech g, xy,--- ,x, st jednoduchymi korenmi po-
lynému 7,41, t.j. plati n,41(x;) = 0. Podla Taylorovho rozvoja tohto polynému so
stredom z; plati

- U(k)l(xj) k - W(k)l(xj) k
Ma () = s (23) + 0 P @ e = S e o)
k=1 ’ k=1 ’

Platnost poslednej rovnosti je zrejma, nakolko z; je korefiom 7,,1;. Odtial jednoduchou
tpravou vyvodime

n+1 (k) ( j)

Nnt1() M1 \X k—1
=1+ — e (x —x;)" . (3.28)
M1 (25) (2 — ;) kz:; kg (25) !

Tato uprava je mozna, kedze n,41(x;) # 0 z predpokladu o korehioch z;. Pre x =
x; # x; je vyraz na lavej strane identicky rovny nule, pretoze z; je korefiom 7,41. Pre
x = x; je sicet na pravej strane identicky rovny nule. Kedze stcet je nulovy, tak vyraz
na lavej strane je v o = x; rovny 1.

Zhrnutim predchadzajuicich vysledkov sme vyvodili, ze vyraz (3.28) ma vlastnosti
kardinalneho polynému. V nasledovnom teda budeme pouzivat formu

0i(x) = — Mosil®) (3.29)
M1 (25) (2 — ;)
Z teorie je zname, ze uzly zq,--- ,x,_1 st korenmi éebyéevovych polynémov 2. typu,
t.j. plati U,_1(z;) = 0. Okrem toho, potrebujeme este zohladnit krajné body zy = 1
a x, = —1. Definujeme preto novy polyném U(z) = (1 — 2)U,_,(z). Koreiimi tohto
polynému st uz zrejme vsetky éebyéevove uzly zo, 1, -+, x,. Pomocou vztahu (3.29)
dostavame

n

pale) = 2; ujl;(r) = 2% T — ;(g?@j)‘ (3.30)
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Pre derivaciu ﬁ’(xj) plati lN]'(xj) = —22;Up 1 (25)+(1=2)U)_(x;) = (1=23)U;,_ (x5).
Tento vysledok sa da dalej zjednodusit pouZzitim vztahov® medzi Cebysevovymi poly-
nomami 1. a 2. radu na tvar U'(z;) = —nT,(z;) = n(—1)"". Vsimnime si, ze uvedeni
rovnost mozeme pouzit len v pripade, ze z # £1. Kedze r = %1 nie st korefimi
Up-1, potom U,_1(£1) # 0. Potom mame U'(+£1) = F2U,_1(£1). So zohladnenim
Up1(+1) =n a U, 1(—1) = (=1)""'n tak dostdvame

~ (_1)1-‘!-]'”7 j:1727 7n_1
Ulz;) =1 —2n, j=0 (3.31)
2(-1)"*"n, j=n

Vztah (3.31) mozno zapisat kompaktne v tvare

r7 j 17 j = L4
U’(:Ej> = (_1)1""]7]»717 kde Y= { 2. j=0.n . (332)

Podla predchéadzajucich rovnosti mozno pokracovat v apravach vyrazu (3.30)

n n

pn(ﬂi) _ Z(_l)lJrjuj(l - X )Un—l(x) _ Z(_l)lJrjuj(l - )T,;(ZL’) (333)

(x — x5)ym vi(x — 25)n?

J=0 J=0

Tento tvar interpola¢ného polynému uz nebudeme dalej upravovat a budeme z neho
vychadzat pri vypocte derivacie. Ako vidno, prislusné kardinalne polynémy /¢; st vy-
jadrené pomocou Cebyéevovho polynému 1. typu 7;,. Toto vyjadrenie realizujeme, aby
bolo mozné vyuzit uz odvodené vztahy vyplyvajice z tedrie T,, polynémov.

V nasledovnych krokoch sa budeme zaoberat vycislenim prvej derivacie polynému
(3.33) v uzloch (3.26). Pocitajme teda derivaciu v8eobecne pre z € [—1,1]

ey — N~ D [ 2T () [2e(e — 1) + (1 - 2?)|T (2)

Phie) = =0 n’ { T = ( — ;) (3.34)
Ny ) + T (@)] (& — ) + (1= @) T () |
- (e — ;) |

Posledna tiprava vyuZiva, Ze T, je riesenim diferencidlnej rovnice (1 — x2)T(x) —
xT! (x) +n?T,(x) = 0. Specidlne pre uzol x = x;, dostavame wy, := pl, (w3

| 3 (=1 !
ETENCASL )
o]
k.j

V sucte pre pripad 7 = k nastava singularita a preto treba tento riesit zvlast. Vsim-
nime si, ze derivaciu wy mozno zapisat ako skaldrny sucin, kde [DS) |k, je k-ty riadok

5Platia nasledovné identity

R

, T! (z) = nU,_1(2)
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éebys‘evovej matice D%l). Dolny index urcuje rozmer matice a horny index zvyraziuje
rad derivacie.
Hladanie prvku Dy treba rozlisit na tri pripady [D%]oo, (D)4 & [D].0. Pripad

[D%l)]op vedie na vypocet limity

] n*T,(z) — T, (x) 14 2n?
mA00 T - (1) 6 ]
ktorej spravnost modzeme overit I’Hospitalovym pravidlom a vyuzitim vztahov o T, z
predchadzajiceho odseku. Analogicky vypoc¢tom limity pre pripad [D%l)]nm mozno zistit

[D&Ll)]n’n = —[DS)]O,O. Dalsie prvky [DS)],W» mozno odvodit elementarnou algebrou zo
vztahu (3.34). VSeobecne teda plati
( —x;
DWW - =1..-- . n—1
[ 'ﬂ}]u 2(1_xj2>’ J ) , I )
—1)kti
{ W], = EL) k5, (3.36)
7‘7 . — .
B T e
+ 2n + 2n
(1) — (1) - _
L [Dn }0,0 B 6 ’ [Dn ]n,n o 6 )

Vsimnime si, Ze krajné koeficienty Dgy a D,,, rastu kvadraticky s n. Koeficienty [Dg)];@ j
mozno odhadnut nasledovne

D] :

T — Ty

2 2

<2 = .
|zg — 21| |1 — cos(m/n)]

<

k.j

Pre vyraz 1 — cos(m/n) plati odhad

t—cos(5) > 5 (5) -5 (5)
cos n 21 \n 4 \n/)

Tato nerovnost vyplyva z analyzy zvysku Taylorovho rozvoja funkcie 1 — cos(§) na
okoli £ = 0. S vyuzitim tejto nerovnosti dostavame asymptoticky pre n — oo

2
MDS)]M <1 (E)Z_Qi (=) 47%'
2 \n 24 \n
Z tejto formy vidime, Ze aj vnitorné koeficienty mozno ohranicit s kvadratickou mierou
rastu O(n?).

Analogicky postupujeme aj pri analyze diagonalnych prvkov

ol Jeos(E)] _ feos(z)] _ 1

2(1 — x2) "~ 2sin? (j”) ~ 2sin? (%) = 2sin? (%)

J n

DY),

Podobne ako v predchadzajicom pripade odhadneme hodnotu menovatela, tentokréat
vsak pouzijeme odhad
w (1) > () -5 ()
sin“(—)>(—) —=(—) ,
n n 3 \n

1 n?

< ~ —.
)2 2 4 2
2(5)°—-3(%) 7
Mieru rastu diagonalnych prvkov mozno taktiez ohrani¢it kvadraticky i ked je zhruba
osemnésobne nizsia ako pri vnitornych mimodiagonalnych prvkoch. Pre vsetky prvky

je v8ak rast kvadraticky v n. Pri uvazovani matic vyssieho rddu sa tato miera znésobuje.

potom

(DY)

V]
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3.2.1 Vlastnosti Cebysevovej metody

éebyéevova metoda ma Siroké aplikacie v stacionarnych, ako aj v ¢asovo zavislych prob-
lémoch. Presnost numerického riesenia sa dosahuje uz pri nizkych hodnotach n, t.j. pri
riedkej diskretizéacii. Vyznamné uplatnenie dosahuje pri rieseni stabilitnych problémov,
kde je nutné pozorovat globalnu struktdaru spektra prislusného vlastnohodnotového
problému. Pri tychto ulohach sa v8ak casto riesi diferencialny problém radu obvykle
vyssieho nez 2. Odvodené matice (3.36) metody st vSak zle podmienené najmé vo
vyssich uvazovanych radoch. Cislo podmienenosti pre DY je radovo n*. Zjemiova-
nie diskretizacie tak moze viest k neuspokojivym vysledkom. K predideniu problémom
bol navrhnuty postup v ¢lanku [Orszag, 1980]. Spoc¢iva v konstrukeii vhodného mati-
cového prefaktora, ktory znizuje hodnotu ¢isla podmienenosti. V nasej praci budeme
analyzovat vplyv zmeny distribticie interpolacnej sady na konvergenciu. V predmetnom
stabilitnom probléme tejto prace sa ndm podari znizit diferencidlny rad systému, ¢o
nam umoziuje riesit lepsie podmieneny systém.

3.3 Numerické rieSenie vlastnohodnotového problému

Povodny model tak, ako bol skonstruovany v prvej kapitole uvazoval separatne riesenia
Y; a 1), vo vanitornej, a vonkajsej oblasti. Z dovodu prehladnosti zapisov a indexacie
budeme uvazovat nasledovni zmenu notacie

Wi(r) = 1%(7“), re(0,1),
Yo(r) = o(r), r € (1, A).

Povodny systém rovnic mozno teda prostrednictvom novej notacie zapisat v tvare

B7HD? = a®) = iaR((U - ¢)(D* = a’)o = B, re(0,1),  (3.37)
(D? — 0?)%¢ = iaR[(U — ¢)(D? — o) ¢ — k¢, r e (1,A), (3.38)

spolu s prisluSnymi hraniénymi podmienkami a podmienkami na rozhrani medzi dvoma
kvapalinami. Pri prepise sme vyuzili tvar zékladného rychlostného profilu U, ktory je
nanajvys parabolicky a jeho druhé derivacie su preto konstantné vzhladom na jedina
premenna 7, t.j.

U" =3, re(0,1), U =k, re(l,A). (3.39)

Rovnice budeme riesit separatne éebyéevovou metodou. Kedze tato metdda bola
vybudovana vzhladom na oblast (—1, 1), je nutné zaviest zobrazenia, ktoré prevadzaji
oblasti (0,1) a (1, A) na interval (—1,1). Zavedme teda nové premenné r;,r, € (—1,1)

a funkcie ¥(r) = ¥(r;) a ¢(r)

prevodné vztahy

&(r,), kde medzi jednotlivymi premennymi platia

1
ri(r) =2r — 1, ro(r) =2y(r—1) — 1, V=g (3.40)
Skélovaci faktor 4 obsahuje informéciu o polohe pevnej hranice a skaluje len vonkaj-
Sie rieSenie. Rovnice (3.37) a (3.38) sa podla pravidla o derivovani zloZenej funkcie
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modifikuja na

B7HAD? — o*)* = iaR [(U — ¢)(4D* — o®)¢ — By] (3.41)
(492D% — 0®)* ¢ = aR [(U — ¢) (44°D? — %) ¢ — k¢] . (3.42)

Viimnime si, Ze rovnaké prevodné vztahy musia platit aj pre U. Preto sme definovali
U(r;) :==U(r) prer € (0,1) a U(r,) := U(r) pre r € (1, A).

Pre zjednodusenie a lepsi nahl'ad na $truktiru systému definujme operatory D? :=
4D?* —a* a D2 := 44*D? — o?. Tieto operatory zohladiiuji pouzité transformécie a oba
st radu 2. Dostaneme tak kompaktny zapis

BIDYY = iaR[(U — c)D}y — By, (3.43)
Dié — iaR[(U —)D26 — ko), |

kde oblastou rieSenia je uz Cebysevovska oblast (—1,1) pre obe rovnice. I ked ide o
identické oblasti, vnitorne sa jedna o riesenie dvoch roéznych tloh, preto budeme ku
kazdej oblasti pristupovat zvlast.

Poznamka 3.3.1. Je potrebné uvedomit si, Zze povodne bolo rozhranie na r = 1.
Po prevedeni operécii uvedenych vyssie sa podla rovnakych pravidiel transformuju aj
prislusné limity, ktoré definuju problém v okoli rozhrania. Limita r — 17 zodpoveda
limite 7, — —1, podobne limita r — 1~ je r; — 1. Tieto vysledky vyuzijeme dalej pri
reformulacii okrajovych podmienok.

Dalej definujme pomocné zobrazenia F := D%, G := D3¢, ktoré nam umoZnia
znizit rad diferencialnych rovnic v systéme. Ak prepiSeme systém (3.43) pomocou takto
zvolenych funkcii, dostaneme

(B7'D} — iaRU) F +iafRY = —iacRF, (3.44)
(D; —iaRU) G + iakR¢ = —iacRG, (3.45)
D¥*) — F =0, (3.46)

D3¢ — G =0. (3.47)

Z povodného systému dvoch rovnic 4. radu sme dostali systém Styroch rovnic 2. radu.
V zmysle Cebyéevovej metody by rieSenie systému rovnic 4. rddu znamenalo nizsiu
¢asovu naroc¢nost, avsak znacné numerické chyby vzhladom na podmienenost Cebyée—
vovej matice. Toto je primarna motivacia pre implementéciu Cebyéevovej metody na
systém rovnic dvojnasobného poctu, avsak nizsieho radu.

3.3.1 Okrajové podmienky pre symetrické perturbacie

K tplnej reformulécii modelu v novych premennych je potrebné este zohladnit tvar
okrajovych podmienok. Celkovy pocet podmienok je v oboch pripadoch (symetrickeé i
antisymetrické perturbécie) osem, kedze ide o systém Styroch rovnic 2. radu.
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Podmienky zohladiujice symetriu v pripade symetrickych perturbéacii mali v po-
vodnej formulécii tvar

Ylo = D*Plo = 0, (3.48)

Yla = Dipla =0, (3.49)

Yt =0, (3.50)
e

DY+ 20| =o, (3.51)
C 1-
1+

pv(D? + a®)) + pl/%ﬁ” =0, (3.52)
-~

- ira? ~ 1
pv(D* — 30%) Dyl = ac Y iaR (chp + U’¢> (1 . E) L6

Po aplikacii rovnakych transformécii ako sme pouzili pre rovnice (3.37) a (3.38) dosta-
neme vyjadrenie pomocou® 1, ¢. Vietky uvedené podmienky sa viak vztahuji len na
tieto dve funkcie. V systéme vS8ak uvazujeme pomocné funkcie F, G, ktoré je potrebné
do okrajovych podmienok zahrnit taktiez. Na prvy pohlad nemusi byt jasné, preco
nie je dostacujuci tvar podmienok bez foriem obsahujtcich F,G. Téato potreba vycha-
dza predovsetkym z dovodov numerickej stability rieSeni. Pri numerickych simulaciéch
sa ukazalo, ze pouzitie okrajovych podmienok ako boli zadané vedie k neuspokojivym
vysledkom. Ide najmé o vysoku citlivost spektra na vstupny diskretizaény parameter
n. Nakol'ko ide o netrividlny problém, zodpovedat otazku stability nie je jednoduché
najmé pokial metdda neposkytuje konvergentné rieSenia.

Nie vSetky podmienky je mozné preformulovat. Je prirodzené postupovat podobne
ako pri redukcii radu rovnic t.j. znizovat aj rad podmienok”. KedZe okrajové podmienky
charakterizuju rieSenie na hranici oblasti, pri numerickom rieseni je preto potrebné im-
plementovat okrajové prvky éebyéevovskej matice. Tieto nadobudaju extrémne hod-
noty v porovnani s ostatnymi®, ¢o prispieva k zlej podmienenosti systému. Zamerali
sme sa hlavne na (3.48), (3.52), (3.53), ktoré obsahuju derivacie vyssicho radu. Z de-
finfcie moZeme priamo vycislit F|_; = 4D%*)|_; — o®h|_; = 0. Okrajovi podmienku
D*)|_; = 0 je mozné teda nahradit podmienkou F|_; = 0, vzhladom na viizby medzi
¥ a F' v definovanom zmysle.

Okrajovi podmienku (3.49) na vonkajsej oblasti ponechdme v pévodnom tvare, iba
ju prepiSeme pomocou ¢ t.j. ¢|; = Dol; = 0.

Podobne postupujeme aj v pripade podmienok na rozhrani, kde rozlisujeme limitné
procesy tak, ako bolo popisané v poznamke 3.3.1. Podmienka (3.53) v sebe v8ak ob-
sahuje nelinedrnu zavislost na vlastnom ¢isle ¢. Ttto nelinearitu je potreba odstranit,
nakol'ko numerickd metoda si vyzaduje k rieSeniu linedrnu vlastnohodnotovii ulohu.
Vyuzijeme pri tom tvar podmienky (3.51). Ttato mozno v kombinécii s podmienkou

6Je potrebné rozligovat ¢ definované v povodnej formulacii a dvojicu (1, ¢) definovant pre nume-
rickd implementaciu.

"Radom podmienky budeme rozumiet rad najvyssej derivacie, ktora je obsiahnuta v okrajovej
podmienke.

8Mozné vidiet z explicitnych vyjadreni prvkov éebyéevovej matice.
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kontinuity (3.50) zapisat v tvare
c

1/m—p

Pozrime sa blizgie na podmienku (3.53). Pri tuprave lavej strany vyuzijeme rovnost
operatorov (D? — 3a2)D = D(D?* — 3a?). Po tprave teda

Ot = 2D¥|, — 2yD|_1) . (3.54)

402 2
—Dt| — 4va?D — - DF
i {0 [~ he 9|, —c

Pravu stranu upravime s vyuzitim (3.54) do tvaru, ktory je linedrny vo vlastnom ¢isle
c

+29DG|_, . (3.55)
1

2ivla3 2ila? 1 iaR 1
——D¢|_1 — ———=Dp|; — 2i l1—— ) Dp|y —— (1 —— 1.
Dol — o Dl ety (1 ) Dol =28 (1- L)

Na zéver, podmienku upravime do tvaru, kde na pravej strane osamostatnime vyraz

obsahujtci vlastné ¢islo ¢
402 2l 2ivCa?

<O‘+ na )D¢ —(47a2+—wa )D¢
1 1/m—pj

mpB  1/m—p
—}-@(l—i)(b
m m

2
— —DF
mf

+ 2vDG|_| +

-1 1

1
= —2iacRy (1 — —) Dol _4
m

-1

(3.56)
Podmienky spolu
Yl =Fl.1=0 (3.57)
¢l =Doli =0 (3.58)
Yl —¢l-1=0 (3.59)
1
Eéb’—l — B¢l = c(2Dy[1 — 27Dl 1) (3.60)
mBke|_1 — Bl = ¢ (20| — 2ma”Bo|_1 + F|1 — mBG|_1) (3.61)

spolu s podmienkou (3.56), ktori uz znova neuvadzame. Mozeme si v8imnut, ze naj-
vyssi rad podmienky je 1. ZniZenie radu celého systému o polovicu vedie k stabilnym
numerickym vysledkom narozdiel od pévodnej formulécie.

3.3.2 Okrajové podmienky pre antisymetrické perturbacie

V meandrujacom pripade zostavaju v platnosti podmienky (3.49)-(3.53). Postup ich
transformécie je rovnaky ako v pripade varikéznych perturbécii a nebudeme ho preto
znova uvadzat. Rozdiel je iba v podmienke (3.48), kde pozadujeme

Dl = D*|y = 0. (3.62)

Homogenita D]y = 0 je 1. rddu, po prepise dostaneme podmienku 2Dv|_; = 0, ktora
splnime ako Di|_; = 0.
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Podmienka D3|y = 0 je v8ak az 3. radu a v numerickej procedire moZe predsta-
vovat komplikaciu. Kedze derivacia je linearny operator, moéZeme pouZzit nasledovnu
apravu

D) = D(D*)) = D(D* — o)) + a2 Db,

Po prevode na éebyéevovskﬁ oblast dostaneme podmienku
0 =8D%)|_y =2D(4D* — a*)h|_1 + 2a°Dep| 4,

kde (4D? — o)y =: F. Potom zrejme DF|_; + o*Dv|_; = 0. Pokial viak Dy)|_; =0
bude splnené, tak sta¢i pozadovat DF|_; = 0. Netreba teda uvazovat homogenitu
celého suctu.

Dylo=0 & Dy| =0, (3.63)
D¥)log=0 << Dy|_1=0A DF|_;=0. (3.64)

Duplicitntt podmienku Dw|_; = 0 sta¢i uvazovat len raz pri (3.63). Ostatnu (3.64)
splnime ako DF|_; = 0.

3.3.3 Numerickd implementéacia

Prevedené transformacie z predchadzajucej ¢asti umoziuja riesit vlastnohodnotovy
problém éebyéevovou metodou. VSetky rovnice a podmienky si zachovavajua linearitu,
¢o umoznuje prepis do maticového tvaru. Riesit budeme Styri separatne rovnice i ked
teoreticky by stacilo riesit dva systémy. Problém si vSak z numerického hl'adiska impli-
citne vyzaduje rieSenie Styroch systémov ako je uvedené v (3.44)-(3.47).

Vsetky styri diferencialne rovnice sa riesia na rovnakej oblasti (—1, 1), av8ak (3.44),
(3.46) v premennej r; a (3.45), (3.47) v premennej 7,. Z toho dévodu budeme rozliso-
vat pocet interpola¢nych uzlov pre kazdu premenni zvlast. Rovnice pre v, F' budeme

diskretizovat v IV + 1 interpolac¢nych uzloch 79,71, ,r;n, pricom ¢,G v M + 1
uzloch r,9, 701, ,Topr. Vystupom, resp. rieSenim budeme chapat vlastné ¢&islo ¢, vo
vSeobecnosti komplexné a vlastny vektor
v V= (w0>wla"' 7¢N)T7
_ q) é:: (¢07¢17”' 7¢M)T7
v F|’ F::(F07F17“'7FN)T7 (365)
G G = (Go, Gy, ,Gu)T.

Poznamka 3.3.2. Pri zapisoch si vSak treba uvedomit, Ze napr. ¢, je aproximéciou
funkénej hodnoty (1) a nie ¢)(—1). Aproximéciou hodnoty ¢ (—1) je naopak posledna
zlozka 1. Toto je dané opacnou orientaciou pri definovani éebyéevovych uzlov t.j.
postupujeme od +1 do —1.

Pri prepise problému do maticového tvaru vyuzijeme teériu éebyéevovych matic
popisani na zaciatku kapitoly. Diskrétny operator prvého rddu budeme zapisovat zjed-
nodusene Dg\l,) = Dy, pri vyssich rddoch budeme uvazovat mocniny operatora prvého
radu Dg\';) = D¥%,. Definujme nasledovné matice

D, = 4D?v - 042EN+17 D, = 472D?\4 - 042EM+1‘ (3.66)
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Tieto matice st diskrétnou formou diferencialnych operatorov Dy, Dy tak, ako boli de-
finované. Matice E, reprezentuju diskrétny operétor identity, kde dolny index oznacuje
rozmer matice. Pre tplnost este definujme
U, = diag {U(ri), U(ran), - -+, U(rin)} (3.67)
U, :=diag {U(r00), U(161), - , U(ronr) } (3.68)

Prostrednictvom takto definovanej notécie mozno lava stranu rovnic (3.44)-(3.47) za-
pisat v diskrétnom tvare

i0BREN11 Onjiime1 B7'Di —iaRU;  Ongga v

M- u — Oryivir  10kREp Onrt1,n+1 D; —iaRU,| |®
D, Ont1,m41 —Eni Ont1,m41 F|’

Orry1,N+1 D, Orpi1,N41 —Eyn G

a podobne pravu stranu s vlastnym ¢islom ¢

Ont1 0N+1,M+1 —iaREN 1 ON+1,M+1 v

N-u—ec Orrvive1 Onra Ony1nv+1 —1aREp4 | | @
Ont1 Ony1,m41 Oni1 Ont1,m41 F

Omt1,v+1 Omga Orry1,N+1 041 G

Struktira matic M a N je jednoducha blokové. Celkovy rozmer oboch je (2M +2N +4)2,
pricom truktira jednotlivych blokov je obdlznikova a &tvorcova. V tychto maticiach
este nie st zahrnuté okrajové podmienky, ktoré uplne definuja tlohu. Tieto zahrnieme
do nami urcenych riadkov.

Dalej budeme rozlisovat homogénne podmienky na funkéné hodnoty a ostatné. Ho-
mogenity, napriklad | 1 = 0 resp. F'|_; = 0 splnime vymazom prislusného riadku a
stlpca pre ¢y resp. Fy. Vymazom tychto riadkov zarovei znizime rozmer matice. Vo
varikoznom pripade existuju 3 homogénne podmienky, ktoré znizia rozmer matic o 3.
Vzhl'adom na volbu M, N ~ 27 m4 tato skuto¢nost na vypoctovy vykon zanedbatelny
vplyv. Blizsie informécie o tejto metdéde mozno najst v literatire |Trefethen, 2000].

Ostatné podmienky je potrebné splnit priamo zahrnutim do matic M a N. Ide
zvaCSa o rovnice obsahujice vlastnohodnotoviu zéavislost pripadne o zmieSané pod-
mienky. Konkrétne v nasom probléme ide o (3.58)-(3.61) a (3.56).

3.3.3.1 Odvodenie diskrétnych foriem okrajovych podmienok

Cielom nasledovného je upravit spomenuté ostatné podmienky do diskretizovaného
tvaru a implementovat ich do odvodenych blokovych matic. Ako prvymi sa budeme
zaoberat varikoznymi perturbaciami. Meandrujuci pripad je analogicky a rozdiely uva-
dzame v poznamke na konci tejto ¢asti.

Podmienka (3.58) D¢|; = 0 méa diskrétnu analégiu v 1. riadku rovnice Dy ® = 0,
¢o budeme oznacovat [Dy];.® = 0. Prislusna riadkova reprezentacia je

[01><N+1 Darli: O1xni1 01><M+1] -u=0. (3.69)

Riadky, do ktorych podmienky zapiSeme, zhrnieme na zaver. Dalsiu podmienku (3.59)
splnime ako 19 — ¢y = 0 a mé vektorovi reprezenticiu

10 -~ 0 -10 -+ 0-u=0, resp. (e1—emini2) -u=0, (3.70)
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kde —1 je na pozicii M + N + 2. Druhy zapis prostrednictvom bazy jednotkovych
vektorov ey, - -, eynia42) je prehladnejsi a budeme ho vyuzivat aj v dalsich zapi-
soch. Zvysné podmienky nebudeme odvadzat, uvidzame len vysledna riadkova formu.
Podmienka (3.60)

1 T
(—ﬁel + EeN+M+2) ‘u=_c [Q[DN]L: _2'7[DM]M+1,: 01xn+1 01xM+1] u. (3.71)
Podmienka (3.61)

B (mkeN—i-M—i-Q - e1)T -u=cC (2a2e1 - 2m0625€N+M+2 +enimis — m692N+2M—|—4)T -u
(3.72)
Vzhladom na rozsah poslednej podmienky (3.56) ju tu nebudeme uvadzat. Néjst ju
mozno v zhrnuti - tabulka 3.1.
Vsetky rovnice, tak ako st uvedené v tabulke 3.1, implementujeme do matic M, N.
Riadky, v ktorych budeme spliiat okrajové podmienky budi vidy - prvy a posledny
riadok kazdého bloku. Schematicky pojde o nasledovni operaciu M +— M

OP(3.58)/2 OP(3.58)/2 OP(3.58)/2 OP(3.58)/2
. -1 g . i
iaBREN_1,N+1 On—1,m41 B~ Dy —iaRU; | On_1a41
OP(3.57)/1 OP(3.57)/1 OP(3.57)/1 OP(3.57)/1
OP(3.58)/1 OP(3.58)/1 OP(3.58)/1 OP(3.58)/1
Onrr—1,841 iakREN 1,041 Onr—1,n41 D, —iaRU,
~ OP(3.59) OP(3.59) OP(3.59) OP(3.59)
M =
OP(3.60) OP(3.60) OP(3.60) OP(3.60)
D, On—1,Mm+1 —En_1,n11 On—_1,0m+1
OP(3.57)/2 OP(3.57)/2 OP(3.57)/2 OP(3.57)/2
OP(3.61) OP(3.61) OP(3.61) OP(3.61)
Onrr—1,n+1 D, Onrr—1,n41 —En_1v41
OP(3.56) OP(3.56) OP(3.56) OP(3.56) ]

Rovnako postupujeme pre N +— N

[ op(s.58)/2 OP(3.58)/2 OP(3.58)/2 OP(3.58)/2 T
On_1.n+1 | On—1 41 | —laREN_1 N4 On_1,m+41
OP(3.57)/1 OP(3.57)/1 OP(3.57)/1 OP(3.57)/1
OP(3.58)/1 OP(3.58)/1 OP(3.58)/1 OP(3.58)/1
Onr—1,n+1 | Onr—1,0741 Onr—1,N+41 —iaRE 1, m41
N o OP(3.59) OP(3.59) OP(3.59) OP(3.59)
OP(3.60) OP(3.60) OP(3.60) OP(3.60)
On_1,n41 | Ono1 41 On_1,n+1 On_1,m+1
OP(3.57)/2 OP(3.57)/2 OP(3.57)/2 OP(3.57)/2
OP(3.61) OP(3.61) OP(3.61) OP(3.61)
Onr—1,nv41 | On—1,m41 Onr—1,n+41 Onr—1,m41
OP(3.56) OP(3.56) OP(3.56) OP(3.56)

Blokové matice ]5172 resp. wa predstavuji zuzenie pévodnych operatorov D; o resp.
U, ,. Z konstrukcie je zrejmé, Ze ziZzené operatory neobsahuji prvy a posledny riadok
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povodnych operatorov, ktoré boli nahradené.

Medzi podmienkami sa vyskytuji aj homogénne (3.57),,(3.57), a (3.58),. Kvoli
prehladnosti, ich uvidzame explicitne ako sucast ﬁ,ﬁ Ako v8ak bolo spomenuté,
homogenity tohto typu mozno splnit vymazom prislusného riadka a stlpca. Pre splnenie
podmienky (3.57); vymazeme riadok a stipec ¢islo N + 1. Pre splnenie zvyénych dvoch
odstranime riadky a stlpce ¢islo N + 2 a 2N + M + 3. Struktira matic sa zachova
Stvorcova s rozmerom (2M 42N +1)%. Operaciu zniZovania rozmeru matic vykonavame
vzdy ako finalny krok aj v numerickej implementécii, aby nedoslo k chybam pri prepise
a dimenzionalnym rozporom.

Poznamka 3.3.3. (k meandrujicim perturbaciam) V meandrujucom pripade dochéa-
dza k zmene v podmienke symetrie (3.64). KedZe nejde o homogénne podmienky vo
funkénych hodnotéch, nemozno ich splnit implicitne zniZenim rozmeru systému, ale
explicitnou formou. Rozmer systému bude narozdiel od varikézneho pripadu o 2 vacsi,
¢ize (2M + 2N + 3)?. Prislusné diskrétne formy si

[[DN]N+1,: O1xm41 O1xnta 01><M+1} u=0,

[01xv41 O1unrpr [Dwlngr: Oiwnga] -u=0,

Prva z rovnic nahradi riadok /N+1 rieseného systému, druha nahradi riadok 2/N 4 M +3.
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3.3 NUMERICK

aroeqIn)rad gprrjewids o1d sjousturpod YOAAO[RINO WSLIO] DAAOPRLI YOAUIQINSIP SIINUIYY, :T°¢ B [NqR],

ﬁ XTI 4 TN XTI 4 SN[ (] A% _ 5 Ly 4 T+N XTI Q o0Ig— =1 - ﬁmi\i%@ A% _ Q %
+ [ renpralie | va)be - |l (S + o) - | vl (G + Se) |} ] (0ee)
n- EA%.TEN.TZN@QS — €+W+Ng + NnTSI.Z@QNdSN — HON@NV 27=n- BAN.__.STTZO,@\QE + ﬁ®Q|v Aﬁmme
n- ﬁ I+ X1 7 I+N XTI 7 FTHIN N g — 7 TNl g o—n1- &AN+E+Z®% + melv (09°¢)
o=n1n- rﬁmm+>\<+§® — ﬂwv AmmmV
o=n- ﬁ T+ X1 7 T+NXT( 7 “;T\:d 7 T+N XTI g (8¢°¢)
BULIOJ BAOYPRLI BURINSI(] | O[SID
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3.3 NUMERICK

oreqnited priswisijue o1d youstwpod YoAAO[RINO WALIO] YOAAONPRLI YDAUIQINSIP SINUIYY, 7 ¢ e[Nqe],

ﬁ T+ X1g 4 T+NXI( 4 “;L%:EQ_ A% _ 5 Ly 4 TN XTI g 01— =1 - ﬁmi\i@o Am _ 3 %
+ ﬁ TN lg+ 7 ZQ — | frn ] A mvmmm + mdbwv _ 7 N (] Andﬂd\m 4 v gw (9¢¢)
n-. &AiEmLﬂmeQS — EFW+Ng N+E+Z®QNBEN _ medmv S=—n1n- &Am+§+2®u5§ + EQIV Q@.mv
n- ﬁ T+WXT( 7 T+NXT( 7 FTHIN N g — 7 “TIIN]g g o—n1- &Am+§+2®% + Emlv (09°¢)
o=n- &AN+Z+§O —19) | (6c°¢)
g=nmn- ﬁ T+WXT( 7 TN XTI 7 g 7 I+NXT( g (gc¢)
g=nmn- ﬁ X1 7 H.TZT,NQ 7 SEAEST) 7 T+NXT() g #9°¢)
o=n1- ﬁ X1 7 T+NXT( 7 T+WXT( 7 TEN[N (] g F9°¢)
BULIOJ BAOYPRLI BUIRINSI(T | O[SID
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3.3.4 Porovnanie numerickych a asymptotickych vysledkov

Riesenie tlohy sme vykonali v systéme Matlab za pomoci implementovanych algo-
ritmov. Na urcenie vlastnych ¢isel a prisluchajucich vlastnych vektorov sme pouzili
funkciu eig sticasne s metdédou ’qz’, ktord vyuziva QZ algoritmus.

V prvej Casti sa zameriame na reprodukciu a porovnanie s asymptotickymi rieSe-
niami [Guba a Revallo, 2012]. V druhej ¢asti budeme analyzovat problém bez restrikcii
na parametricka grupu (m, k). Istd mieru obmedzenia vSak kladieme na parameter k,
ktory je vzéjomne previazany s hodnotou A prostrednictvom vztahov (1.38) a (1.39)
odvodenych v prvej kapitole.

Stokesova limita. Vyznamny vplyv na struktaru vysledkov mé predpoklad A <
oo, na zéklade ktorého sme konStruovali stabilitné rovnice. Porovnanie s pripadom
A — o0, v ktorom bola prevedena asymptotické analyza, teda bude vychadzat z ap-
roximacie 1 < A < oo. Numerické rieSenie vSak vnutorne obsahuje informéaciu o ko-
ne¢nosti A. Ako aproximaciu nekoneéna budeme volit hodnotu A < 103. V ojedinelych
pripadoch vyssia hodnota spdsobovala singularitu v rieSeni. V pripade regulérnej Sto-
kesovej limity mozno vyznamny rozdiel v struktire pozorovat na diagramoch 3.1. Tieto
zachytavaju zéavislost maximalnej miery rastu poruchy v zavislosti od vlnového cisla.
Asymptotické riesenia st znazornené do radu O(R') pre R = 107*. V oblasti o < 1 do-
chadza k rozkolu rieseni. Toto mé vsak dvojaky charakter. V pripade antisymetrickych
portich dochéadza k rozdielu v désledku konec¢nosti A tak, ako bolo uvedené na konci
predchadzajicej kapitoly. AvSak v pripade symetrickych portch, rozdiel v rieSeniach
sposobuje predpoklad o = O(1). Asymptotické rieSenie tu nepokryva dvojny limitny
proces (o, R) — (0,0). Mimo tejto okrajovej oblasti je v8ak zhoda rieSeni velmi dobra.
7 hladiska stability v8ak nedochédza k rozporu. Oblast nestability vznikd pri symet-

0.1 T T T T 0.1 T T T T

numerical numerical
0.08 asymptotic |{ oF asymptotic ||

Growth Rate ¢,
Growth Rate ¢,

-0.6

-0.08f 1 -0.7r

. . . . ~0.8 . . . .
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5
Wave Number a Wave Number a

Obr. 3.1: Maximalna miera rastu poruchy. Porovnanie rieSeni v pripade symetrickych portch
(vlavo) a antisymetrickych porich (vpravo) pre parametre 5 =1/2,T' =1

rickych poruchach pri @ < 1 rovnako v numerickom ako aj v asymptotickom pristupe.
Antisymetrické poruchy nemaju destabilizacny efekt, kedZe maximalna miera rastu je
do prvého radu zaporna. Mozno teda ocakavat, ze Struktura stabilitnych diagramov sa
pre oba pristupy zachova. Oblast nestability mozno pozorovat na diagrame 3.3. Krivka
neutralnej stability, definovana rovnicou

R(;T) = gl“of’,
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ktora zodpoveda asymptotickej oblasti & — 0
a a < 1, vykazuje parametricki zavislost len
na I'. Zvysné parametre v limite R — 0 uvazo-
vaného systému stracaji na vyzname. V casti
venovanej rozboru asymptotickych vysledkov
bol spomenuty stabiliza¢ny efekt povrchového
napatia. Tento efekt sposobuje zmenSovanie
oblasti nestability v stabilitnom diagrame.
Tieto vplyvy mozno pozorovat na 3.2, kde

Wave number a

0.5F

o
IS

o
w

o
N

0.1

Unstable

- - -r=10°

r=1071| |

r=10"

st znazornené tri krivky neutralnej stability
pre I' = 1071,10° a 10'. So zvySovanim hod-
noty povrchového napétia sa oblast nestabi-
lity zmenguje. Tento trend je potvrdeny rov-
nako v asymptotickom, ako aj v numerickom
pristupe. Maximéalne miery rastu mozno po-
zorovat na obrazkoch 3.5. Rovnako v symet-
rickom ako aj v antisymetrickom pripade po-
rich je parametrom povrchového napétia vyznamne ovplyvnend aj fazova rychlost,
teda realna cast vlastného ¢isla. V pripade polonekonecnej oblasti tato zavislost nie je
v nultom rade pritomna.

Pre vlnové &isla nad tiroviiou kritickej hranice o, = (3R/8T)'/° je systém stabilny.
Pre I'ubovolne mala volbu Reynoldsovho ¢isla teda existuje také vinové ¢islo «, Ze ich
kombinécia zabezpeci zékladny stav stabilny. Ina situdcia nastava pri antisymetrickych
poruchéch, kde v tejto asymptotickej oblasti nie je krivka neutralnej stability pritomna.
Zakladny stav je teda stabilny pre vSetky pripustné dvojice (o, R).

Typicku struktaru spektra mozno pozorovat na obrazku 3.4. Situécia je znazor-

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Reynolds number R

Obr. 3.2: Vplyvy povrchového napétia na
Struktaru stabilitného diagramu v asympto-
tickej oblasti R — 0 a a@ < 1 v symetrickych
poruchach.
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Obr. 3.3: Krivky neutralnej stability. Porovnanie v asymptotickej oblasti R — 0, « < 1 pre

symetrické poruchy.

nena pre R = 107* a pre vlnové ¢isla o = 1072,1071, 10°. Tu mozno pozorovat vyssiu
citlivost vlastnych ¢isel s imaginarnou ¢astou blizkou 0.

Dlhé vlnové dizky portich. Podla asymptotickych vysledkov z druhej kapitoly
sa pripad symetrickych portich v nultom rade ukazuje ako bezpodmienecne nestabilny.
Maximalna miera rastu poruchy méa hyperbolicky charakter v o aj v R. Pre lepsie
pozorovanie kvality numerického rieSenia budeme analyzovat vysledky v logaritmicke;j
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Obr. 3.4: Typické spektrum. Porovnanie Struktary spektier v zavislosti od vlnového ¢isla a pre
symetrické poruchy (vlavo) a antisymetrické poruchy (vpravo).
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Obr. 3.5: Maximalna miera rastu. Porovnanie maximélnych mier rastu zistnych asymptoticky a
numericky v zéavislosti od povrchového napétia I' pre symetrické poruchy (vlavo) a antisymetrické
poruchy (vpravo).

skale. Pre a — 0 a R = O(1) plati

log () = C — %log(OzR), (3.73)

kde C'= — 0.97038. Pritomnost hyperbolickej zavislosti v obidvoch parametroch « aj
R vyplyva z nutnosti reskdlovania singularnej tlohy. Na obrazku 3.6 mozno pozorovat
konvergenciu numerickych rieseni k asymptotickému rieseniu A — co. V logaritmicke;
skale ma asymptotické riesenie linearnu formu. V oblasti @« < 1 si mozno vSimnut
pomerne rychlu konvergenciu. V pripade volby malé¢ho parametra A < 102 dochadza
k rozkolu rieseni v asymptotickej oblasti, ¢o je priméarne dané vplyvom kone¢nosti A.

V antisymetrickych poruchéch je situacia podobna. Pre tento pripad portuch je vSak
zakladny stav stabilny pre vsetky dvojice v a R v uvazovanej asymptotickej oblasti. To
znamena, ze og < 0. V logaritmickej skale teda uvazujeme logaritmus absolitnej hod-
noty log |og|. Konstanta C' zo vztahu (3.73) je teraz priblizne C'= — 0, 67453. RieSenia
pre tento pripad st znézornené na obrazku 3.6. So zvySujicou sa hodnotou A mozno
pozorovat zli aproximéaciu pre vacSie hodnoty «. Toto tzko suvisi s podmienenostou
rieSeného systému pre radovo vysoké hodnoty A. Naopak v oblasti & < 1 dochédza
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Obr. 3.6: Konvergencia numerického rieSenia maximéalnej miery rastu pre symetrické (vlavo) a anti-
symetrické poruchy (vpravo) k asymptotickému A — co.
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Obr. 3.7: Stabilitné diagramy. Oblasti nestability ohrani¢ené krivkou neutralnej stability pre sy-
metrické (vlavo) a antisymetrické poruchy (vpravo).

ocakévane z zlepSovaniu aproximacie.

Na obrazku 3.7 st znédzornené krivky neutralnej stability globalne bez obmedzeni
na Reynoldsove a vinové &sla pre A = 10! a A = 102. Nestabilné oblasti sti ohrani-
¢ené prislusnymi krivkami. V pripade symetrickych portch dochiddza ku konvergencii
nestabilnej oblasti vzhladom na parameter A. Pre A > 1 a R < 1 moZno pozorovat
zhodu s diagramom 3.3. Pre « < 1 a R = O(1) asymptoticka tedria podla vztahu
(2.5) predpoveda jeden nestabilny mod. Nestabilna oblast sa teda tiahne podlz celej
osi 0 < R < oo. V pripade antisymetrickych portch dochadza so zvia¢Sovanim A k po-
stupnému zaniku oblasti nestability. To je v zhode s asymptotickymi formami rieSeni.
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3.4 Rozbor metody

Cielom tejto ¢asti je porovnat aplikovani pseudospektralnu Cebyéevovu metodu s jej
modifikiciou na ne-Cebysevovskych sietach. Zaviest transforméciu povodnej Cebyse-
vovskej distribicie mé vyznam v odévodnenych pripadoch, ked pévodna metoda nepos-
kytuje dostato¢ne presné rieSenia. Jedna sa najmé o diferencidlne tlohy s vyznamnymi
hodnotami gradientov vo vnitri oblasti. Kedze éebyéevovské distribucia koncentruje
interpolacné uzly na okrajoch oblasti, nemusi byt tato vol'ba z hladiska numerického
rieSenia vzdy vyhodna.

Modifikaciu budeme uvazovat vo forme transformac¢ného vtahu
Zi0

Tio =\ (2i0) = 5 2
7,0

(3.74)
kde z méa éebyéevovskﬂ distribdciu. Distribiiciu v premennej r, ur¢eni hustotou u,
mozno zistit v zmysle (3.23) riesenim tlohy

{ wWrio) = oArio))N(rio), —1<ri, <1,
- 1.

>~

—
|

—_

N—
|

Pre praktické ucely je vSak postac¢ujica samotné transformécia A. Pritomnost novej
premennej vyzaduje definiciu odvodenych veli¢in, definujme preto ¢(r;,) := @(zw) a
podobne pre ¢, F' a G. Problém teda uvazujeme na oblasti s vychodiskovou distribuciou
(t, pricom transformacia A umoznuje prevod na Cebyéevovskfl distribtciu a nésledné
rieSenie éebyéevovskou metddou. V nasledovnych vypoctoch budeme vyuzivat derivacie
zobrazenia \, ktoré mozno vyjadrit prave pomocou znameho inverzného zobrazenia A1
nasledovne

¢o priamo vyplyva z vety o derivovani inverznej funkcie. Pre prvi derivaciu funkcie v
potom dostéavame

(2= 22y

7

2+22 Dzzqz(zl)v

pre druhu derivaciu podobne

Diw(rl) = X/Dziqz(zi) + (A,)2D§z&(zl)
2 - (2 — 2.2)4

2 —22\°
——2a+2) (3553 Dt +

7

KedZe stabilitni tlohu sme redukovali na problém 2. diferencialneho radu, nemé zmy-
sel uvazovat vyssie derivacie. Prislusné riadiace rovnice (3.44)-(3.47) sa transformuju
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podla uvedenych vztahov. Homogénne okrajové podmienky zostant voci zmene strad-
nic invariantné. Tato skuto¢nost vyplyva z vlastnosti transformécie \(+1) = +1. Pre
symetrické perturbacie mame podmienku symetrie (3.57)

1;\—1 Zﬁ\—l =0

V antisymetrickych poruchach podmienka (3.64) obsahuje derivéacie 1. radu, ¢o vak
nie je komplikaciou kedze

0= Dh‘wlfl = (1/3)Dzi17;’*17
0=D,F|_y=(1/3)D.F|_;.

Konstantny prefaktor v8ak nemeni Struktiru homogénnej podmienky a mozno ho opo-
menut. Iné situdcia nastava pri podmienkach spojitosti, ktoré obsahuju derivacie na
rozhrani. V ich pripade je potrebné uvazovat aj konstantné prefaktory a vyuzit ich
plnt formu.

Po transformécii do premennej z s éebyéovskou distribiciou, mozno pouzit dis-
krétne zname operatory Dl(k) radu k, dimenzie [, kde k£ = 1, 2. Diskrétna forma operéa-
tora prvého radu v premennych z; mé nasledovny tvar

2= (m)3)? .
d - . 1<j<N-D
1ag { 9 + (21)32 ) 7> N

Podobne pre premennu z,, kde zmena nastane v dimenzii D,;. Pre operator druhého
rddu méme v premenne;j z;

diag {—(12(%)]» L 2(2)}) (3;—89 } Dy + diag {—g - Ejiéig 1<j< N} D2,

Vo vSeobecnosti mozno tymto postupom odvodit tvar diagondlnych maticovych pre-
faktorov pre Tubovolny transforma¢ny vztah A~!. Porovnanie vysledkov uskuto¢nime
viak len pre (3.74). Na obrazku 3.8 st porovnané spektra pre pripad R = 1073, o =
0.8,m =1,k = 0, = 0. K vyznamnej zmene nedochadza, obe distribiicie pontkajt
identické vysledky. Na amplitudach portch (obr. 3.9) moZno taktiez pozorovat len mini-
mélne rozdiely. Z numerického hladiska moZzno povazovat uvedené pristupy za rovnako
kvalitné.

Vlastné &islo v modifikovanej distribucii v Cebysevovskej distribucii
5. +3,80944000048 - 3412,23808697171  +3,80944157456 - 3412,2380886997i
4. +3,88016407683 - 2391,47726038911  +3,88016297144 - 2391,4772590121i
3. +4,01062812743 - 1580,81410803591  +4,01062875415 - 1580,81410878911i
2. +4,08813413721 - 1017,58960711061  +4,08813391985 - 1017,58960688461
1. -0,01853810887 - 0,07270535711 -0,01853811046 - 0,07270535641

Tabulka 3.3: Symetrické poruchy. Porovnanie prvych 10 vlastnych ¢éisel s najvicSou imaginarnou
dastou podla distribucie.
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Obr. 3.8: Porovnanie pristupov. Porovnanie §trukttry spektra vzhladom na distribtciu interpo-
la¢nych uzlov. Pre symetrické poruchy vlavo a pre antisymetrické poruchy vpravo.
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Obr. 3.9: Porovnanie pristupov. Porovnanie §truktury amplitid portch vzhladom na distribiiciu
interpolacnych uzlov. Pre symetrické poruchy vlavo a pre antisymetrické poruchy vpravo.

Vlastné ¢islo v modifikovanej distribucii v Cebysevovskej distribucii
5. +4,05437186045 - 2718,29464816681  +4,05436726641 - 2718,2946575901i
4. +3,82027512635 - 1794,55640123821  +3,82027037749 - 1794,5564107832i
3. +2,83628963210 - 1222,24726154491  12,83628874198 - 1222,2472788468i
2. +3,04014592957 - 952,50022364891  +3,04014990835 - 952,5002333490i
1. +0,02853674842 - 0,31987336991 +0,02853673458 - 0,31987335261

Tabul'ka 3.4: Antisymetrické poruchy. Porovnanie prvych 10 vlastnych ¢isel s najviacsou imaginar-
nou ¢astou podla distribucie.
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3.5 Dodatok ku kapitole
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Obr. 3.10: Asymptoticka limita R — 0, a = O(1), A = 102. Spektra v symetrickych
poruchach pre rézne kombinacie parametrov.
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Obr. 3.11: Asymptoticka limita R — 0, a = O(1), A = 102. Amplitudy poruchy v symet-
rickych poruchéch pre rézne kombinacie parametrov. Funkcie st vykreslované len pre oblast s
vyznamnym gradientom.



76

3.5 DODATOK KU KAPITOLE

=08

01,r=0.1,a

B=

0.1,r =0.01,a=0.8

B=

¢¢il&¥\¥\¥¥l$¢¢”¢u¢¢
=777 7777555 NSNS
oD 2777777 55 s (NSNS
=27 77777 55 5 SN S
Raso 77777555 03330

AVLLY
WWLLY
Uiy
2
//////
A

75 IR
0 NN
NN
A7 7
S YV VNN RN
B3soo777 100 A3
Boooooa /s S o ;O%J
PoODo s ceeecs A 0 N
TTN\\\\‘,/JN:///ff

MMM\\\ Iy
&« <«
TTTTMMMMMMT??¢¢¢7¢¢T
[PEPEDEDEDEDEDEPEPEPEPIER S S e a
I I I IO R R R R RO RO B
R e D e e e ko |
R e et |

R |

25

r=10,0=0.8

B

=0.1

1 , , , v r~
33500500555 5333333
ST T T T T T IS5 SN N
ST T T I 5 s s SN NS S
RIS E ettt RGN
K=o 5 5303338

25

10,M=0.1,0=0.8

B=

D e e ke e k!
e

p=10,r =10,0=0.8

B ~ = S e o @

e
boosoaIN

“csy
vy

R e et ek at bt ol ol ol el el L
D et

e

05

B=01,T=1,0=08

P SSSNSSSccc oo
PEEER A A S EDEDED BN S
P R B R R R a et et =P EDEDEPEPES!

P e e R e a et et TSR

05

B=10,r =0.01,0=0.8

PNV ) 2
@\\\\\\ SV NN w
Cec e

P et ek ke e e

=10, =1,a=038

l
//fffTTTM”Vw»»
O R

05

05

102. Izoéiary rychlostného pola
trov.

o), A

ho stavu v symetrickych poruchéach pre rézne kombin

ta R — 0, «

imi

Obr. 3.12: Asymptoticka 1

acie parame

porusSené



3.5 DODATOK KU KAPITOLE

7

f=0.1,r=0.01,a=0.8 f=0.1,r=0.1,0=0.8

o . ‘ ] o ‘ ‘ ‘ ]
2000 1 2000 ]
4000 1 4000 ]
6000} 1 6000} ]
8000 ! 1 8000} ! 1

~10000F § 1 10000 ; 1
12000 § 1 12000 : 1
1. | . L. . . . . L. . .

=20 0 20 0 0 80 100 20 0 20 0 0 80 100

p=0.1,Tr=1,a=0.8 f=0.1,r=10,a=0.8

of . 1 of ]
2000 1 2000 ]
4000 1 4000 ]
6000} 1 6000} ]
8000} ! 1 8000} ]

-10000F % 1 -10000 1

-12000F § 1 12000 : 1

L4000 o 20 o @ % 100 005 o 20 o % 100
B=10,r =0.01,0=0.8 =10, =0.1,a=0.8

of L ‘ ‘ ‘ ‘ 1 o ‘. ‘ ‘ ‘ ‘ 1
2000 1 2000 ]
4000 1 4000 ]
6000} . 1 6000} . ]
8000 ? 1 8000} 7 ]
~10000F . . 1 10000 . ‘. 1
1% o 2 3 : W & 100 H0%g o 2 w0 : % E3 100

B=10,f=1,0=0.8 p=10,r =10,0=0.8

of . 1 o . 1
2000 1 2000 ]
4000 1 4000 ]
6000} . 1 6000 . ]
8000} Y 1 8000} 2 1
10000 " ‘e B 10000 v ‘e, R
12000} é 1 12000 E 1
1 | . . : . . . . . . .

20 0 20 0 60 80 100 20 0 20 0 0 80 100

Obr. 3.13:

Asymptoticka limita R — 0, a = O(1), A = 10%. Spektra v antisymetrickych

poruchéch pre rézne kombinacie parametrov.
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Obr. 3.14: Asymptoticka limita R — 0, a = O(1), A = 102. Amplitudy poruchy v anti-
symetrickych poruchach pre rozne kombinacie parametrov. Funkcie sa vykreslované len pre
oblast s vyznamnym gradientom.
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Obr. 3.16: Asymptoticka limita o — 0, R = O(1), A = 102. Spektra v symetrickych
poruchéch pre rézne kombinacie parametrov.
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Obr. 3.17: Asymptoticka limita a — 0, R = O(1), A = 102. Amplitudy poruchy v symet-
rickych poruchach pre rézne kombinécie parametrov.
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Obr. 3.18: Asymptoticka limita a — 0, R = O(1), A = 10%. Izo&iary rychlostného pola
poruseného stavu v symetrickych poruchéach pre rézne kombinécie parametrov.
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Obr. 3.19: Asymptoticka limita o — 0, R = O(1), A = 10%. Spektra v antisymetrickych
poruchéch pre rézne kombinacie parametrov.
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Obr. 3.20: Asymptoticka limita a — 0, R = O(1), A = 102. Amplitidy poruchy v antisy-
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Obr. 3.21: Asymptoticka limita a — 0, R = O(1), A = 10%. Izo&iary rychlostného pola
poruseného stavu v antisymetrickych poruchach pre rézne kombinacie parametrov.



Zaver

Hlavnym cielom tejto prace bola analyza stability paralelného plandrneho prudu a po-
rovnanie numerického riesenia s asymptotickymi vysledkami v Specidlnych limitnych
pripadoch. Numerické formy rieseni v aproximéciach vykazovali rovnaky kvantitativny
charakter ako prislusné asymptotické formy. KedZe v numerickom pristupe nemozno
explicitne uvazovat polonekonec¢né oblasti, bolo potrebné pristipit k aproximativnemu
rieSeniu. Tato aproximacia viedla k ¢iasto¢nej nezhode numerického a asymptotického
pristupu najmé v pripade antisymetrickych portach v Stokesovej limite pre malé vinové
¢isla. Hlavnou pri¢inou rozchadzajucich sa vysledkov je prave konecna aproximacia
nekonecénej oblasti. Tuto odlisnost v antisymetrickom pripade Stokesovej limity sme
potvrdili aj v dodato¢nej asymptotickej analyze pre problém na konecnej oblasti. V
pripade stabilitnych diagramov boli zistené vysledky v silade s o¢akévanim. I ked
doslo k popisanej miernej odchylke v absolutnych ¢islach, o stabilite zakladného toku
principidlne rozhoduje prave znamienko imaginarnej ¢asti vlastného cisla.

RieSenim predmetnej tlohy tejto prace sa podarilo na¢rtnat dalsie moZzné scenére
podrobnejsieho skiimania. V tivode sme nacrtli situéciu pre jeden laminarny prud,
pricom mozné rozsirenie by mohlo viest k tlohe s dvoma pritomnymi priadmi. Této
situécia by viedla na analyzu az v troch parametricky odlisnych oblastiach. Z hladiska
numerického pristupu, by vSak bolo nutné tlohu riesit na Styroch oblastiach so zohl'ad-
nenim symetrie. Tento fakt by prispel k zvySenej vypoctovej narocnosti. Vzhladom na
zli podmienenost systému by bolo nutné pristupit k modifikiciam met6édy napriklad
vol'bou §pecidlneho maticového prefaktora.
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Zdrojové kody systému MATLAB

/.

h

T

clear all

nIn = 128;

nOut = nIn;

Definovanie vstupov

Be = 0.5, R=1; Ga=1; A = 1072;
m=1; k=0; ga=1/(A-1); Al = 0.8;

[DIn,rIn] = cheb(nln);
[DOut,rOut] = cheb(nlut);

Konstrukcia matic M,N

EIn = eye(nIn+l,nIn+1); EOut = eye(nOut+1,n0ut+1);

M = zeros(2*(nIn+nOut+2) ,2*(nIn+n0ut+2)); N = M;

D1 = 4*DIn~2-(A1"2)*EIn; D2 = 4*(ga~2)*D0ut~2-(A1~2)*EQut;

M(1:nIn+1,1:nIn+1) = 1i*Al*Be*R+EIn;

M(1:nIn+1,nIn+n0ut+3:2*nIn+n0Out+3) = ...
(1/Be)*D1-1i*xA1*R*diag(0.5*Bex(-1+((rInt+1)/2).72));

N(1:nIn+1,nIn+n0ut+3:2*nIn+n0ut+3) = -1i*A1*R*EIn;

M(nIn+2:nIn+n0Out+2,nIn+2:nIn+n0ut+2) = 1i*Al*k*R*EQut;

M(nIn+2:nIn+n0ut+2,2*nIn+n0ut+4:2*x (nIn+nOut)+4) = ...
D2-1i*Al1*R*diag((1/m-k)* ((rOut+1)/(2*ga))+. ..
0.5xkx((1+(xr0ut+1)/(2%ga)) ."2-1));

N(nIn+2:nIn+n0Out+2,2*%nIn+nOut+4:2*(nIn+n0Out)+4) = -1i*A1*R*EQut;

M(nIn+nOut+3:2*nIn+n0ut+3,1:nIn+1) = D1;
M(nIn+nOut+3:2*nIn+n0ut+3,nIn+n0ut+3:2*nIn+n0ut+3) = -EIn;

M(2*nIn+nOut+4:2* (nIn+nOut)+4,nIn+2:nIn+n0ut+2) = D2;
M(2*nIn+n0Out+4:2* (nIn+n0Out)+4,2*nIn+n0ut+4: 2% (nIn+nOut)+4) =

Okrajove podmienky

M(nIn+nOut+2,:) = zeros(1l,2*x(nIn+n0ut)+4);
N(nIn+nOut+2,:) = zeros(1l,2*(nIn+n0ut)+4);
M(nIn+nOut+3,:) = zeros(1l,2*x(nIn+n0ut)+4);
N(nIn+nQut+3,:) = zeros(1l,2*(nIn+nlut)+4);
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h

T

M(1,:) = zeros(1,2*(nIn+nOut)+4);

N(1,:) = zeros(1,2x(nIn+n0ut)+4);

M(2*nIn+nOut+4, :) zeros(1,2*(nIn+n0Out)+4);
N(2*%nIn+nOut+4,:) = zeros(1l,2*x(nIn+nOut)+4);
M(2*(nIn+nOut)+4,:) = zeros(1l,2*(nIn+n0ut)+4);
N(2*x(nIn+nOut)+4,:) = zeros(1l,2*(nIn+n0ut)+4);
M(nIn+nOut+2,nIn+2:nIn+nOut+2) = DOut(1,:);
M(nIn+nOut+3,1) = 1; M(nIn+nOut+3,nIn+nlut+2) = -1;

M(1,1) = -Be; M(1,nIn+n0Out+2) = 1/m;

N(1,1:nIn+1) = 2xDIn(1,:); N(1,nIn+2:nIn+n0ut+2) =...

-2*ga*xD0ut (nOut+1, :);

M(2*%nIn+n0Out+4,1) = -Be;

M(2*%nIn+n0Out+4,nIn+n0ut+2) = m*Bexk;
N(2*nIn+nOut+4,1) = 2%xA1"2;
N(2*nIn+n0Out+4,nIn+n0ut+2) = -2*m*BexAl~2;
N(2*nIn+nOut+4,nIn+n0ut+3) = 1;

N(2*nIn+nOut+4,2* (nIn+nOut)+4) = -m*Be;

M(2*(nIn+nOut)+4,1:nIn+l1) = ...

((4%A1~2)/ (m*Be)+(2i*Ga*xA1~3)/(1/m-Be))*DIn(1,:);

P = ((1-1/m)*1i*A1*R/m)*EQut -
(4xgaxAl1~2+(2i*ga*Ga*A1~3)/(1/m-Be))*D0ut;

M(2* (nIn+n0ut)+4,nIn+2:nIn+n0ut+2) = P(nOut+1,:);

M(2*(nIn+nOut)+4,nIn+nOut+3:2*nIn+n0lut+3) = ...
-(2/(m*Be) )*DIn(1,:);

M(2* (nIn+n0ut)+4,2*nIn+nOut+4:2* (nIn+nOut)+4) = ...
2xgaxD0ut (nOut+1, :);

N(2* (nIn+n0Out)+4,nIn+2:nIn+n0ut+2) = ...
-2i*A1*R*ga*(1-1/m)*D0ut (nOut+1, :);

Alternativa 1 - Symetricke poruchy
YM(2*xnIn+nOut+3,:) = []; N(2*nIn+nOut+3,:)
WM(:,2xnIn+n0ut+3) = []; N(:,2*nIn+nOut+3)
M(nIn+2,:) = [1; N(In+2,:) = [];

(1;
(1;

YM(C:,nIn+2) = [1; N(:,nIn+2) = [1;
YM(nIn+1l,:) = [1; N(nIn+l,:) = [J;
YM(:,nIn+1) = [1; N(C:,nIn+1) = [];

Alternativa 1 - Antisymetricke poruchy
M(nIn+1,:) = zeros(1,2*(nIn+n0ut)+4);
N(nIn+1,:) = zeros(1l,2*x(nIn+n0Out)+4);
M(2*¥nIn+n0ut+3,:) = zeros(1l,2*x(nIn+nOut)+4);
N(2*nIn+nOut+3,:) = zeros(l,2*x(nIn+n0ut)+4);
M(nIn+1,1:nIn+1) = DIn(nIn+l,:);
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M(2*nIn+n0ut+3,nIn+n0ut+3:2*nIn+n0ut+3) = DIn(nIn+1,:);
M(nIn+2,:) = []; N(nIn+2,:) = [];
M(:,nIn+2) = [1; N(C:,nIn+2) = [];

Heuristicka podmienka pre ocistenie spektra od chybnych vlastnych hodnot

[uu,ee] = eig(M,N,’qz’);
EE = sum(ee).’;
for p=1:sum(size(EE))-1
if norm(EE(p))==Inf || norm(EE(p))<10~(-5)
EE(p)=-1i*Inf;
end
end
Spektrum = EE;
EE = imag(EE(2:nIn+n0ut));
[ci,No] = max(EE);
ee = sum(ee).’;
c=ee(No+1);
plot(Spektrum,’.’, ’markersize’,12)
c=ee(No+1);

%Vykreslovanie amplitudy
z=0; t =0;
drl1 = 0.1; dr2 = 0.1;
Psi = 2xreal(uu(l:nIn,No+1)*exp(1ixAl*(z-c*t)));
Phi = 2xreal (uu(nIn+2:nIn+n0ut,No+1)*exp(1i*Al*(z-c*t)));
pPsi = spline(rIn(1:nIn),Psi);
pPhi = spline(rOut(2+1:n0ut+1),Phi);
rl = 0:drl:1; r2 = 1:dr2:A;
hold off
psi = [ppval(pPsi,2*r1-1),ppval(pPhi,2xgax(r2-1)-1)];
% Normalizacia

psi = psi./max(abs(psi));

if min(psi)==-1

psi=-psi;

end
rr = [rl1,r2];
plot(rr,psi,’color’,[0.6,0.3,0.2])
xlabel(°r?)
ylabel (’2Re[\psi(xr)]’)

Izociary rychlostneho pola

psi = [1;

zMax = pi/Al; zMin = -pi/Al; dz = pi/(50%Al);

for z = zMin:dz:zMax
Psi = 2%real(uu(l:nIn,No+1)*exp(1i*Al*(z-c*t)));
Phi

2xreal (uu(nIn+l:nIn+nOut,No+1)*exp(1i*Al*(z-c*t)));
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pPsi = spline(rIn(1:nIn),Psi);

pPhi = spline(rOut(2:n0ut+1),Phi);

psi = [psi; ppval(pPsi,2xr1-1),ppval(pPhi,2*ga*x(r2(2:end)-1)-1)];
end
rr = [r1,r2(2:end)];
v = -max(max(abs(psi))):0.05:max(max(abs(psi)));
contour(rr,zMin:dz:zMax,psi,v)

Funkcia cheb.m”

function [D,x]=cheb(N)

if N==0
D=0;
x=1;
return
end

x=cos(pi*(0:N)/N)’;
c=[2;ones(N-1,1);2] .%(-1).~(0:N)’;
X=repmat (x,1,N+1);

dX=X-X’;
D=(c*(1./c)?)./(dX+(eye(N+1)));
D=D-diag(sum(D’));

9Podrobnosti o funkcii cheb.m mozno najst v literattre [Trefethen, 2000].



