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Abstrakt

PASTOREK, Laszl6, Be.:“Agent based“ modely fluktuacii cien $peku-
lativnych aktiv. Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky,
tyziky a informatiky; Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky. Veduci
diplomovej prace Prof. RNDr. Pavol Brunovsky DrSc. Bratislava 2013.

Predmetom prace je skiimanie modelu kratkodobych fluktuacii vymen-
nych kurzov z pohladu “agent based“ pristupu. Vychadzajic z modelu LUX
a MARCHESI [2]. Model z diplomovych prac A. ERDELY [4],K.BODOVA
[5] a T. BOKES [7] sa dopliia o dynamiku podielu dvoch typov agentov.

Praca dalej obsahuje aj numerické simuldcie tohto modelu.

Klacové slova: Agent Based model, fundamentalisti, chartisti, pevné

body, stabilita, numerické simulacie



Abstract

PASTOREK, Léaszlé, Bc.: Agent based models of the fluctuations of
speculative assets. Comenius University in Bratislava. Faculty of mathema-
tics,physics and informatics; Department of applied mathematics and statis-

tics. Thesis supervisor Prof. RNDr. Pavol Brunovsky DrSc. Bratislava 2013.

Subject of this thesis is to observe models short time fluctuations of
exchange rates from the view of agent based approach, based on model LUX
MARCHESI [2]. Model from master thesis by A. ERDELY [4],K.BODOVA
[5] and T. BOKES [7] upgrades by dynamics ratio two types of agents. Furt-

hermore the thesis contains several numerical simulations for this model.

Key words: Agent Based model, fundamentalists, chartists, fix points,

stability, numerical simulations
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Uvod

Hlavnou snahou ekondémov a matematikov bolo vytvaraf stale lepsie a
lepsie modely popisujice realitu resp. budicnost. V priebehu par desatroci
vzniklo viacero modelov v ktorych sa pokusali roznymi spésobmi odhadnit
budtice spravanie cien aktiv. Tieto modely, ale castokrat maju také pred-
poklady, ktoré st len tazko splnitelné v redlnom svete. Takyto predpoklad
je napriklad, Ze agenti s rovnaki (homogénni) a spravaji sa raciondlne.
Z tohto predpokladu vyplyva to, Ze ked sa trh dostane do rovnovahy urcenej
hodnotami fundamentalnych ekonomickych parametrov, tato rovnovaha je
stabilna v tom zmysle, Ze vSetci Gcastnici v nej st v optime a nemajua dévod
svoj volbu zmenit. Ukazuje sa vSak, Ze prichddza k fluktudciam okolo rov-
novahy s ovela mensou ¢asovou gkélou, nez je skala zmien fundamentalnych
parametrov, ale aj vzniku cenovych bublin. Jednym z vysvetleni je, Ze agenti
nie s homogénni ale heterogéni. S takymito modelmi sa moZeme oboznamit
v nedavno (2011) publikovanom prehladovom ¢lanku [1], kde st prezentované

najreprezentativnejsie modely, ako napriklad:
e Kim - Markowitz model
e Santa Fe Artifical Stock Market
e Minority Game
e Lux and Marchesi model

Z tohoto spektra modelov sme si vybrali model Luxa a Marchesiho [2] pre

jeho pribuznost s modelom, $tudovanym v diplomovej prace A. Erdélyi [4].



Na tato diplomova pracu nadvizuja aj dalSie diplomové préce z minulych
rokov. St to prace od K. Bodovej[5] , J. Szolgayovej [6] a T. Bokesa [7]. Ako
sme uz spominali tieto modely st zaloZzeny na heterogenite agentov, ktorych
snahov je zarobit na pohybe cien Spekulativnych aktiv. Nimi rozumieme
aktiva, ktoré sa kupuju a predavaji s cielou zarobit na pohybe ich cien.
S1 to okrem iného akcie, komodity, cudzia mena. V tychto modeloch sa agenti

spravidla klasifikuju do dvoch tried:!

e fundamentalisti: rozhoduji sa na zaklade fundamentalnych ekonomic-
kych faktorov ako st napriklad v pripade cudzej meny parita kipnej
ceny alebo trokovy diferencial. Svoje ocakavania zakladaja na pred-
poklade, Ze sa cena v dlhodobej perspektive vrati k rovnovahe, danej
fundamentalnymi velicinami. Predavaji, ak je cena nad tymto ekvilib-

riom, lebo predpokladaji pokles ceny a kupuji v opac¢nom pripade.

e chartisti: svoje ocakavania tvoria na zaklade vyvoja cien v bezprostred-
nej minulosti, preddvaji, ked cena aktiva ma klesajuci trend a nakupuja

v opa¢nom pripade.

V spomenutych diplomovych pracach autori este nepouzivaju pojmy fun-
damentalisti a chartisti, ale casom sa ukazalo, ze tieto dva typy agentov sa
tam naozaj vyskytuju a teda aj tento model mdézme zaradit do triedy mode-
lov s heterogénnymi agentami (resp. do tried “agent based“).

V prvej casti prace sa podrobnejsie oboznamime s jednotlivymi modelmi
heterogennych agentov. V dalSej ¢asti porovname tieto modely a vytvorime
novy model. Na konci prace urobime analyzu tohto modelu, ndjdeme pevné
body a vySetrime ich stabilitu. V poslednej kapitole uvedieme numerické

simulécie.

!Delenie agentov na fundamentalistov a chartistov zaviedli Frankel a Froot v préaci [9].
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Kapitola 1

Model Lux Marchesi

Lux a Marchesi sa poktusaju modelovat spravanie agentov na finanénom
trhu. Predpokladaji, Ze pocas obchodovania agenti menia svoje stratégie (z
fundamentalistov sa stéavaju chartisti a opacne) a tieto zmeny potom vply-
vaju spétne na cenu. V tejto praci len struéne uvedieme tento model, ¢itatel
moze najst pobrobnejsie vysvetlenie v povodnom ¢lanku [2]. Pre jednodu-
chost pouzijeme podobni symboliku ako v pévodnej praci.

Lux a Marchesi vo svojom modeli delia agentov podla toho aku stra-
tégiu zvolia, do dvoch skupin. Prvia skupinu tvoria fundamentalisti , ktory
predpokladaji, Ze existuje tzv. fundamentdlna hodnota p; pre dané aktivum.
Obchodné stratégia fundamentalistov je teda: predavaja ak aktualna cena
p(t) je vyssia (p(t) > py) a nakupujt ak aktualna cena je mensia (p(t) < py)
ako fundamentélna hodnota, lebo predpokladaju, Ze cena sa do py vrati. In-
tuitivne mé takéto spravanie agentov na trh stabiliza¢ny efekt (cenu aktiva
udrzaju okolo fundamentalnej hodnoty).! Druht skupinu tvoria chartisti ,
ktorych spravanie je ovplyvnené stddoviym efektom ? a aktualnymi cenovymi

trendami. Kym celkovy pocet agentov je pevne dany (N) , pocet funda-

1Ukazuje sa, Ze to nemusi tak byt, napriklad ak je reakcia fundamentalistov priliz

prudka.
2"herding behavior stadovité spravanie: Stadovité spravanie sa investorov (tzv. investor

herding) oznacuje jav, ked rozhodujtca ¢ast investorov kond na trhu rovnakym spdsobom

bez toho, aby sa takéto spravanie dalo podlozit konkrétnymi ekonomickymi impulzmi.
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mentalistov a chartistov, n; a n., sa moéze menif. Okrem toho, chartisti
sa delia do dvoch podskupin: optimisti (n,) st presveceni, Ze cena aktiva
bude rast a preto vzdy nakupuji, na druhej strane pesimisti (n_) s presve-
Ceni, Ze cena aktiva bude klesat, preto predavaju aktiva. Samozrejme plati
ny(t) +n_(t) = n.(t). Kvoli jednoduchosti st pouzité premenné z a z, ktoré

vyjadruju pomer chartistov medzi agentmi, a pomer pesimistov medzi char-

titasmi.
e
_ ¢ 1.1
TN (1.1)
n+—n_
=T = 1.2
r= (1.2

Premenna z nadobuda hodnoty od 0 (vSetci agenti st fundamentalisti) az 1
(vSetci agenti st chartisti). Na druhej strane, premenna = moze nadobudat
hodnoty z intervalu [—1, 1], -1 znadi, Ze chartisti si vSetci pesimisti a 1 Ze st

vSetci optimisti.

1.1 Zmeny v presveceni

V kazdom ¢asovom okamihu fubovolny agent moZe zmenif svoje presved-
Cenie alebo aj stratégiu danou prechodovou pravdepodobnostou . Tymto spo-
sobom, je ur¢end vnutorna dynamika v ramci tried. Prechodové pravdepo-
dobnosti medzi fundamentalistami a optimistami, fundamentalistami a pesi-

mistami st dané nasledovne

Dt = voexp(Usq)prs = voexp(—Usy) (1.3)

p-s = veexp(Usa)py— = vaexp(—Us o). (1.4)

Parameter v, je konstantny, Us; a Uso st Uzitkové funkcie, ktorych hod-
nota vyjadruje rozdiel medzi okamzitymi ziskami dvoch skupin (stratégii).

Prechodové pravdepodobnost medzi optimistami a pesimistami je
pi— = viexp(Uy); p—y = viexp(—Uy); (1.5)
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kde parameter 1 je zase konstantny, U; je podobne tuzitkova funkcia. Zdo-

vodnenim volby uzitkovych funkecii Gitatel moze najst v [2].

Uiz, z,p) = aqx + agp/vy, p = dp/dt. (1.6)
Uzi(z,z,p) = as((r + p/v2)/p — R — s|(ps — p)/pl) (1.7)
Uspo(z,2,p) = as(R— (r +p/v2)/p — s|(py — p)/pl) (1.8)

Uvedieme najprv diferencidlnu rovnicu, ktora opisuje zmenu poc¢tu optimis-
tov a pesimistov (kedze celkovy pocet agentov je konstantny zmenu funda-

mentalistov nepotrebujeme zvlast skimat) a potom ich vysvetlime.

dn n n n
D~ npi =)= 4 (CEp s (Dpy (-, (19)
dn_ ny n ny

) (7 )P —n- (57 )ps-—(a—b)n— (1.10)

Kedze rovnice (1.9) a (1.10) st analogické, budeme sa zaoberat len prvou

at (n4yp—y—n_p+-)(1—

rovnicou. Diferencidlna rovnica sa sklada z troch casti:
e vyraz (n_p._—nyp_;)(1—55) vyjadruje zmenu presveddéeni chartistov.
o vyraz ng()p+s — ne(55)pr+ vyjadruje zmenu stratégii agentov

e vyraz (a — b)ny vyjadruje rozdiel pocetu agentov, ktori vstipili na trh

resp. z neho odisli.

Konec¢na forma rovnic v premenych x a z je nasledujiica

Z—f = 2[(1 = 2)pse — (L 2)p—i] + 0.5(1 = 2)(1 = 2%) (ps — prs +ps- —P-f)
(1.11)
% = 0.5(1— 2)2(1+2)(pss — pre) +0.5(1— 2)2(1—2) (p_s —pp—) +a(l - 2).
(1.12)

13



1.2 Dopyt a ponuka

Teraz sa pozrieme na obchodné stratégie jednotlivych agentov. Chartisti
predavaji svoje aktiva podla toho aké maju presvedcéenie. Dopyt chartistov

teda mozme jednoducho vyjadrit podla toho, aké maji presvedcenie
ED.= (ny —n_)t. =nt. = xzNt, = zzT,;T. = Nt,. (1.13)

kde t. je pevne dané Ciastka akcii s ktorymi chartisti mozu obchodovat.?
Na druhej strany fundamentalisti nakupuja(predéavaju) ked cena je pod(nad)
fundamentalnou hodnotou. Teda mézme povedat, Ze sa pokusia realizovat
arbitraznu prilezitost , ked aktiva st podcenené alebo nadhodnotné. Z tohto
vyplyva, ze ich dopyt zavisi od rozdielu medzi fundamentalnou hodnotou a

aktualnou trhovu cenou (p; — p), teda dostaneme

EDy =ngy(py—p) = (1=2)Nv(ps—p) = (1=2)Ts(ps—p); Ty = Ny (1.14)

kde parameter v vyjadruje citlivost na rozdiel. Pre formulovanie cenovej dy-
namiky pouzijeme hypotézu, Ze cena lenivo reaguje na previs dopytu. Teda

casovy vyvoj ceny je modelovany nasledovne
dp/dt = B(ED.+ EDy) = f(z2T. + (1 — 2)T¢(ps — p)), (1.15)

kde f3 je (konstant) rychlost reakcie ceny.

1.3 Model a stabilita

Dosadenim prechodovych pravdepodobnosti (1.3),(1.4) a (1.5) do pohy-
bovych rovnic (1.11) a (1.12) a kombinovanim cenovej dynamiky (1.15) dosta-
neme zlozity nelinearny systém diferencialnych rovnic stavovych premennych
x,z a p. Formalne analyza tohto systému je trochu ulah¢end ak transformo-

vanim exponencidlnych vyrazov na hyperbolické funkcie.* Takto dostaneme

3Lux pouziva oznadenie ED ako excess demand a preto pouZijeme aj my toto oznadenie
4Sinh(z) = 0.5(ex — e~ %),Cosh(x) = 0.5(e® + e~%) a Tgh(x) = Sinh(x)/Cosh(z)
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nasledujtci systém
i = 2211 [Tgh(Uy) — x]Cosh(Uy) + (1 — 2)(1 — )1, [Sinh(Us,y ) — Sinh(Uss)],

5 = (1=2)2(142)1Sinh(Usy )+ (1—2)=(1—2)mSinh(Uss)+a(1—2), (1.16)
p=B(@zTe+ (1 - 2)T¢(ps — p));
kde
Uy = ane + asp/in
Uz = as((r +p/v2)/p — R — s|[(py — p)/pl) (1.17)
Uzp = as(R — (r+p/v2)/p — s|(py — p)/pl)

Lux a Marchesi zahrnuli viaceré rozumné aspekty do svojho modelu. Po-
darilo sa im vybudovat realisticky model, ktory dobre opisuje realitu. Na
druhej strane si treba uvedomit, Ze model je velmi komplikovany [13 para-

metrov], ktorych vplyv na model je tazko sledovat.
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Kapitola 2

Modely fluktuacii vymenného

kurzu

V tejto kapitole sa budem zaoberat modelom, ktorym vo svojich diplo-
movych pracach zaoberali Erdélyi [4],Bodova [5], Szolgayova [6] a Bokes [7].
Hoci sa v pracach hovori o modeli fluktuacii vymennych kurzov, je rovnako
dobre pouzitelny pre iné druhy $pekulativnych aktiv. Model, ktory taktiez
vyuziva delenie agentov na chartistov a fundamentalistov. Hodnota vymen-
ného kurzu je jednym hlavnym ukazovatelom danej ekonimiky, ktory vsak
zavisi od viacerych faktorov. Budeme sa zaoberat krdtkodobymi odchylkami
vymenného kurzu, vzhladom na ktoré moézeme rovnovazny kurz povazovat
za konstantny. Nech S je rovnovazna hodnota tohoto vymenného kurzu a pre

vymenny kurz S(t) tak dostaneme:
S(t) =S5+ xz(t), (2.1)

kde x(t) je odchylka od rovnovaznej hodnoty. Potom mézeme predpokladat,
ze sa agenti jednoducho rozhoduju na zaklade relativnej odchylky. Prave
preto hlavnym ciefom tohto modelu je modelovanie zlozky z(t).

Na odhadnutie budicej hodnoty odchylky v modeli je pouzita nasledujuca

[4] diferencidlna rovnica s oneskorenim
t=alx(t)—x(t—1))=b|z(t) | x(t) (2.2)
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kde a,b > 0 st parametre. VSimnime si, Zze rovnica ma dva ¢leny na pravej

strane, logika za nimi je nasledujica

e Prvy ¢len a(z(t) — z(t — 1)). Hodnota (z(t) — x(t — 1)) predstavuje
pohyb ceny v bezprostrednej minulosti. Chartisti sa drzia predpovede,
ze trend pohybu zachova aj v budtcnosti. Ak tato hodnota je kladna,
to znamend, Ze kurz ma rastuci(klesajuci) trend a teda buda naku-
povat (predévat) cudziu menu. Dalej predpokladdme, Ze efekt tohoto

mechanizmu je linedrny a mozme vyjadrit hodnotou a.

e Druhy ¢len, b | z(t) | x(¢t) Fundamentalisti naopak nakupuju(predavaji)
ak aktualna hodnota je pod(nad) rovnovaznou hodnotou. To znamena,
ze ak odchylka je kladna(zédpornd) budt predéavat(kupovat). Predpo-
klad4 sa, ze ¢im vicsia bude velkost odchylky (] z(¢) |), tym viac agen-
tov sa bude spravat ako fundamentalisti. Dalej predpokladéme, Ze efekt

tohoto mechanizmu je linedrny a mdZzeme vyjadrit hodnotou b.

A. Erdélyi v diplomovej praci [4] analyzuje (2.2) differencidlnu rovnicu s
oneskorenim. Podarilo sa mu dokazat, Ze pri uréitej prahovej hodnote pa-
rametrov straca rovnovazny vymenny kurz stabilitu a pri prekroceni tejto
hodnoty vznikaju v simuldciach periodické fluktuécie. K.Bodova vo svojej

diplomovej préci [5] prevedie spojity model na diskrétny model
Tpin = Tn + (A, — Tpon) — B | 2, | 2,)A. (2.3)

Kvoli jednoduchosti Bodova pouziva ¢asovy krok A = 1 a namiesto konstanty
A zavedie funkciu A(x,) zavislt od premennej ,,, ktora bola zavedend preto,
aby sa zamedzilo neohrani¢enosti trajektérii. Funkcia A(z,) je definované

nasledovne

Azn) = A(M—= | 2, |)7, (2.4)
kde A > 0 a M > 0 st konstanty a (v)* = max{x,0}. Clen A(z,) viak

m4 interpretaciu: Cim viicsia je hodnota |z,|, tym mensi podet agentov sa

rozhoduje podla aktualného trendu. Navrhnuty model je teda nasledujtci
Tpi1 =T + ATy — 20 1) (M= | 2, )" — B | 2 | 0. (2.5)
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Dalej pomocou substiticii z,, :== Mz, a a = MAb = MB dostene normali-

zovany model
Tpi1 =T +a(Ty — Tn)(1= |2, )T =0 2, | 2. (2.6)

Pre stabilitu rovnovazného kurzu S dostava rovnako ako Erdelyi, Ze je asymp-
toticky stabilny pre a < 1 a nestabilny pre a > 1. Jej simulacie naznacuju,
ze pre a > 1 trajektdrie konverguju k invariatnej kruznici. Na tento model
nadvézuji prace J. Szolgayovej[6] a T. Bokesa [7]. Bokes vo svojej diplomovej
praci analyzuje model s diskrétnym c¢asom priamo odvodeny z diferencialnej

rovnice nahradenim casovej derivacie diferenciou
Tpin = Tn + (A, — Tpon) — B | 2, | 2,)A. (2.7)

podobne ako Bodova a Szolgayova. V predchadzajucich pracach boli autori
nateni upravit model s diskrétnym ¢asom pridanim dodato¢ného ohranicu-
juceho ¢initela. V tejto praci sa Bokes zaobera analjzou modelu bez tohto
faktoru, ale kratdim ¢asovym krokom nez je dlzka intervalu, podla ktorého
chartisti odvodzuji svoje ofakdvanie (A < 1). Dokazuje, Ze ak A < 3 tra-

jektorie zostavaju ohranic¢ené.

2.1 Porovnanie modelov

V predchadzajucich kapitolach sme uviedli dva typy modelov heterogén-
nych agentov. Hoci sa tieto modely na prvy pohlad nepodobaji, treba si

uvedomit Ze zékladna schéma v tvorbe tychto modelov je velmi podobna:
oCakavania — vahy — dopyt/ponuka — cena — oc¢akavania.

Interpretacia tejto schémy je nasledovna: na zaklade ocakavani agentov si
vieme odvodif poc¢ty fundamentalistov a chartistov (véhy), pomocou kto-

rych vieme vytvorif rovnicu dopytu (resp. ponuky). Podla tychto rovnic sa

ldalej este substitéiou 3, = z,,_1 prevedie model na dvojrozmerny nelinearny difere-

nény systém.
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agenti spravaju a tym ovplyviiuja cenu (resp. odchylku). Podstatnym roz-
dielou modelu Lux-Marchesi (dalej len LM) a modelu Erdélyi-Bodova-Bokes
(dalej len EBB) je, Ze kym v prvom agenti reaguji ”lenivo”na zmenu ceny, v
druhom st funkciou ceny a teda reaguji okamzite. Presnejsie, narozdiel od
tohto modelu v modeli LM od ceny zavisi rychlost zmeny. V dalSej kapitole

pozmenime model EBB tak, aby rovnako v LM tato vézba bola dynamickou.
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Kapitola 3
Vlastny model

V tejto kapitole sa modelom EBB priblizime k modelu LM vo forme, zZe ho
obohatime o dynamiku zmeny poctu podielu fundamentalistov a chartistov.

Pozrime sa este raz na pévodnu rovnicu EBB modelu
t=alz(t)—z(t—1))=b|z(t) ]| z(t).

Ako sme uz spominali, ¢len a(x(t) — z(t — 1)) vyjadruje spravanie chartistov
a druhy ¢len x(t) vyjadruje spravanie fundamentalistov. Teda naSou snahou

bude néjst (alebo vytvorit) nasledujici model:

T =a(z(t) —z(t —1))c(t) — bf(t)x(t)
alebo v diskrétnom pripade

Tpa1 = Ty + ATy — Tp_1)cn — B fntn,

kde c(t) a f(t) resp. ¢, a f, vyjadruje pocet chartistov a fundamentalistov v
danom okamihu. Podobne ako v modeli LM budeme predpokladat konstantny
celkovy pocet agentov, teda ¢, + f, = N . Pri taktomto predpoklade zavie-
deme nova premennu z, ktord bude vyjadrovat pomer fundamentalistov a

chartistov:



Teraz pomocou premennej z napiseme model
Tp4+1 = Tp + A(xn - -’L'nfl)cn - Bfnxn

Tpi1 = Ty + Ay — 25-1)(1 — 2,)N — Bz, Nz,
Tnyl = Tn + CL(mn - xn—l)(l - Zn) — bz,

kde a = AN a b = BN. Takto sme dostali model, ktory je velmi podobny k

modelu, ktrory mé Bodova
Tpi1 = Tp +a(r, — 2, 1)(1 — 2,) — bzpx,.

Kedze ¢,, = N — f,,, k tomu aby bol model Gplny, treba doplnit dynamiku
poctu fundamentalistov f,,. Vyjdeme z predpokladu, ze pocet fundamentalis-
tov narasta, ak je odchylka ceny od rovnovaznej vysoka a klesa, ak je nizka.

Tato dynamiku moézme vyjadrif nasledujicou rovnicou

fn+1:fn+D(|xn|_C) (31)

kde parametery ¢, D st kladné. Pri tejto dynamike sa vSak mdze stat, ze sa f,
dostane do zapornych hodnét, alebo prekro¢i N a tym sa stane zapornym c,,.
Aby sa tak nestalo treba rovnicu (3.1) pozmenit tak, aby nadobtudala hod-
noty iba z intervallu [0, N|. To zabezpeéime tak, Ze nahradime pravia stranu

predpisu (3.1) vyrazom max{0, min{N, f,, + D(|z,| — ¢)}} teda dostaneme
frnr1 = max{0, min{N, f,, + D(|z,| — ¢)}} (3.2)
Vyuzitim vztahu f,, = z,N dostaneme
Nzp11 = max{0, min{ N, Nz, + D(|z,| — ¢)}}

Zne1 = max{0, min{1, z, + d(|z,| — ¢)}},

kde d = %. Takto dostaneme dvojrozmernu diferen¢nii rovnicu druhého radu
Tpt1 = T+ a(z, —xn_1)(1 — 2,) — bzpx,.
Zp+1 = max{0, min{1, z, + d(|z,| — ¢)}}
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substitiiciami premennych x, = z,,y, = *,_1 a 2z, = 2,, mdZeme rovnicu

pretransformovat na trojrozmerni diferencént rovnicu

Tnt1 = T+ a(Tn — Yn)(1 — 2,) — bzny,
Yn+1 = Tn (33)
Zpy1 = max{0, min{1, z, + d(|x,| — ¢)}}

Je zrejmé, ze explicitne sa nedd vyriesit model (3.3), teda budeme skiimat nie-
ktoré kvalitativne vlastnosti modelu. Nasou prvou tlohov bude najst pevné
body.

3.1 Pevné body

V prvom kroku rozpisme treti vyraz z (3.3) nasledujicim spésobom

0 ak z, +d(|z,| —c) <0
Zny1 = zZn+Hd(Jxn] —¢) ak 0< z, +d(Jz,| —c) <1 (3.4)
1 ak z, +d(|z,| —c)>1

7 definicie pevnych bodov vyplyva, Ze x,11 = %, = Z,Yns1 = Yo = Y a
Zn41 = zn = 2. Dosadenim do rovnic (3.3) (pri¢om namiesto tretej rovnice

pouzijeme vyraz (3.4)) dostaneme nasledujice podmienky

0=bsd (3.5)
0 ak 2+ d(|2] — ¢) < 0

z=< z+d(|z|—¢) ak0<z4+d(|z]—c) <1 (3.6)
1 ak 24+ d(|2] —¢) > 1

Z rovnice (3.5) vyplyva, ze bud & = 0 alebo z = 0.

e Nech =0 a Z je lubovolné. Takto dostaneme

0 ak Z —de <0
z=< z—dc ak0< 2 —de<1
1 ak 2 —de>1
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Kedze parametre ¢ a d s kladné, moznost 2 = 1 mozme vylucit. Situ-
acia Z = Z — dc tiez nemoze nastat. Zostane nam jedind moznost a to

pripad Z = 0 (je splnend aj podmienka z — dc < 0).

e Nech Z =0 7 je lubovolné. Takto dostaneme

0 ak d(|z] —¢) <0
0=4¢ d(jz|—¢) ak0<d(jz|—c¢) <1
1 ak +d(|z] —c) > 1

Lahko si vSimneme, Ze v pripade 2 = 0 dostaneme pre & podmienku

|z] <ec.
Teda systém (3.3) ma nekonec¢ne vela pevnych bodov, pre ktoré plati

B <c,j=2a2=0 (3.7)
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3.2 Analyza stability pevnych bodov
Pre analyzu stability pevného bodu dynamickému systému (DS)
Tnr1 = F(x,), (3.8)
kdex e X CR"a F: X — X je C",r > 0 sa pouziva nasledujiica veta
Veta 1 Nech F je C! a nech i je pevnym bodom zobrazenia F. Potom & je:

o asymptoticky stabilny, ak su absoliutne hodnoty vsetkych vlastnych hod-

not operdtora® DF (&) mensie ako 1

e nestabilnyg, ak md niektord z vlastnijch hodnot operdtora DF (&) absolitnu

hodnotu vicsiu ako 1,

Vnasom pripade
Fl(xvyu Z)
F(JZ,y,Z) = FQ(x7y7 Z) (39)
FS(xvya Z)
kde
Fi(z,y,z) = x, +a(x, — yn)(1 — 2,) — bzpz
F(z,y,z) = x,
F3(x,y,z) = max{0, min{1, z, + d(|z,| — ¢)}}

sa vSak Veta 1. nedd bezprostredne pouzit pre (3.3), lebo F3(x,y, 2z) nie je

diferencovatelna. Vsimnime si vSak, ze v okoli pevného bodu (z, #,0) a |z| < ¢

1 Jacobiho matica

OB TUN 10
OFs (2, OFs (2, OF, [ A
G (3) Fm(@) o F2()
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~

plati z(z,9,2) = 0 a teda F' je v nom diferencovatelné. V takom bode plati

l1+a —a —-bz
DF(z,9,2) = 1 0 0
0 0 0

Teda charakteristickd funkcia
(I+a—=N(=N(=A) = (=A)(~a) =0

AAMA=a—-1)+a] =0
A=0alebo  A(A—a—1)+a] =0

Prv( vlastn(t hodnotu uz mame A\; = 0

M —-Xl+a)+a

(1+a)+ (1+a)2—4a: (I1+a)£(1l—a)

3= 2 2
teda
M=lal3=a

(3.10)

Z Vety 1. vyplyva, ze ak a > 1 pevné body (z,Z,0) pre |Z| < ¢ st nesta-

bilné. Veta vSak neriesi stabilitu tychto bodov pre a < 1. Je zrejmé, ze bod

(%,2,0) pri || < ¢ nemdZe byt asymptoticky stabilny, pretoze trajektoéria k

nemu [ubovolne leziacemu bodu (z,y,0) je konstantna a teda nekonverguje

k bodu (&, z,0). Pomocou zlozitejSej tedrie invariantnych folidcii sa vSak da

dokazat, ze kazda trajektoria lokalne konverguje k jedinému z bodov (z, z, 0),

|Z] < c. 2 Podobne ako v pracach [7], [5] sa ndm nepodarilo rigorézne analy-

zovat ani globalné spravanie trajektorii. To sa ani nedalo ocakévat, pretoze

systém (3.3) je na rozdiel od dvojrozmeného systéme v EBB trojrozmerny a

teda zlozitejsi. Obmedzili sme sa teda na simulacie o ktorych hovori nasledu-

juca kapitola.

2Informécia od skolitela.
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Kapitola 4
Numerické simulacie

V tejto kapitole st prezentované grafy trajektorii vyhovujice systému
(3.3), ktoré boli ziskané pocitac¢ovymi simulaciami. Simuldcie boli vykonané
v matematickom softvéri MATLAB 7.9.0. V predoslej kapitole bolo dokazané,
ze zavislosti od hodnoty parametra a trajektoria konverguje k jedinému pev-
nému bodu alebo pevny bod moze byt aj nestabilny. Budeme teda skiimat
spravanie trajektorii pre tri pripady a < 1, a =1 a a > 1. V prilohe mame
zoznam presnych hodnot parametrov, ktoré boli pouzité pri jednotlivych si-

muléciach.

4.1 Pripad a <1

Prvym pripadom, ktorym sa budeme zaoberat je a < 1 pre ktory oca-
kavame asymptoticky stabilnu trajektoriu. Najprv sa pozrieme ako vyzeraju

trajektorie pre rozne pociatoéné podmienky z(0) = xy a y(0) = yp.
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0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Obr. 4.1: 2(0) = z0,y(0) = yo, 2(0) =0, ¢ = 0.25

Ako vidime na Obrazku 4.1 pre rézne pociatoéné hodnoty z a yo (ostatné
parametre si nemenné) trajektérie konverguju do réznych pevnych bodov
(%,,0), pricom plati |Z| < ¢ - Cervend Ciara.

Dalej budeme sktimat vplyv parametrov a,b,c,d na systém. V prilohe
méame zoznam presnych hodnot parametrov (Tabulka 4.1), ktoré boli pou-
7ité pri jednotlivych simuldciach.! Na obradzkoch 4.2 a 4.3. st znézornené
trajektorie pre a = 0.985 a a = 0.992. Ako vidime s hodnotou a bliziacej sa

k 1 sa zvysuje tendencia systému k oscilaciam.

'Pri zndzorneni budeme pre premennt z pouzivat modra farbu a pre z zelend.
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Obr. 4.3: a = 0.992

Zda sa, ze parameter b ovplyviiuje frekvenciu oscilacii (Obr. 4.4 a Obr
4.5). Kym pre mensiu hodnotu b = 0.5 je frekvencia mald, pre b = 1.5 je

viditelne vicsia.
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Obr. 4.4: b = 0.5
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Obr.45:b=1.5

Na obrazkoch 4.6 a 4.7 st porovnané trajektorie pre rézne hodnoty para-
metra c. Je zjavné, Ze so zvySenim hodnoty parametra ¢ sa zvysuje rychlost
konvergencie. Podobny priebeh sa odohrava aj pre parameter d (Obr. 4.8
a Obr. 4.9): nizssie hodnoty — > pomalsia konvergencia. D4 sa to vysvet-
lif tym, Ze pre nizs$ie hodnoty ¢ a d pocet fundamentalistov pomalsie klesa

(reaguje), a tym padom sa systém pomalSie dostane do rovnovazného stavu.
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Obr. 4.7: ¢ = 0.35
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Obr. 4.9: d = 0.0001

Pocitacové simulécie, teda nam potvrdzuju fakt, ze pre hodnoty para-

metra a < 1 systém naozaj konverguje k jedinému z bodov (Z, #,0), |Z| < c.2

2Podmienka |#| < ¢, bola splnen4 pri kazdej simul4cii. Hodnoty # st uvedené v prilohe,

a ¢itatel si to moze overit - Tabulka 4.2.
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4.2 Pripad a =1

Numerické riesenie systému (3.3) pre hodnotu 1 parametra a je najzauji-
mavejsi,lebo o tejto hodnote parametra nam nehovori tedria ni¢. Na Obrazok
4.10 vidime, ze hodnota odchylky z, najprv zacina konvergovat, ale potom

zrazu zacne oscilovat.

I L I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Obr. 4.10: a = 1,29 = 0.1, yo = 0.15

Treba si vSimnut, Ze dynamiku ceny mézZzeme rozdelit na dve fazy: v prvej
sa oscildciami ustaluje na rovnovaznej hodnote, v druhej sa ustaluje na oscilé-
cii s frekvenciou, odliSnou od frekvencie oscilacii v prvej faze. Ako naznacuju

dalsie simulacie, po zmene podiatoénych hodnédt prva faza ubudne.?

3Prva faza bola pritomna v pripadoch, ked rozdiel 29 — yo bol viznamne;jsi.
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Obr. 4.11: a = 1,20 = 0.2, yp = 0.2

Na obrazkoch 4.12 a 4.13 je porovnany vplyv parametra b. Vidime, ze

vyssia hodnota b zvysi frekvenciu oscilacii.

-5
-0.5-

1 L L L L 1 I 1 L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Obr. 4.12: b = 0.6
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¢im vidcsia je hodnota ¢ tym vicsia je amplitida oscillacii. To sa

intui

I
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Obr. 4.13: b = 1.6

Na obrazkoch 4.14 a 4.15 zase skiimame vplyv parametra c. Vidime, ze

tivne ocakévat.

Obr. 4.14: ¢ = 0.2
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Obr. 4.15: parametre

systém

zdiel od pripadu a < 1 parameter d ma odlisSny vplyv na

Na ro
ako parameter

vysuje frekvencia

c. V tomto pripade zvysenim hodnoty d sa z

ii (Obr 4.16. a Obr 4.17), podobne

ako pri parametri b.

oscilac

Obr. 4.16: parametre d = 0.0005
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Obr. 4.17: parametre d = 0.0001

Pocitacové simuldcie nam naznacuju, ze v pripade a = 1 dynamika fun-
damentalistov a ceny sa ustaluju na oscilacii. Ako bolo ukizané, vlastnosti

oscillacii - frekvencia, amplitida- st zavislé od hodn6t parametrov b, ¢, d.

4.3 Pripad a > 1

Pre posledny pripad a > 1 ndm tedria hlasi nestabilitu. V tomto pripade

sa obmedzime len na sktimanie vplvu parametra a.*

4Parametre b, ¢, d taktieZ maji podobny vplyv ako v pripade a = 1, ale kvdli stru¢nosti

ich teraz neuvedieme.
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Obr. 4.18: parametre a = 1.01 a n = 5000

Obr. 4.19: parametre a = 1.01 a n = 20000
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Obr. 4.20: parametre a = 1.03 a n = 20000

Pocitacové simulacie nam naznacuju, ze dynamika fundamentalistov a
ceny sa ustaluju na oscilacii, podobne ako v pripade a = 1. Posledné pripady
vSak maju zaujimava ekonomicku interpretaciu: nahly vyskyt oscillacii po

obdobiach pokoja mozno povazovat za cenové ”bubliny.”
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Zaver

Jadrom prace je skiimanie vplyvu heterogenity agentov upraveného mo-
delu na kratkodobti dynamiku cien Spekulativnych aktiv z diplomovych prac
[4],[5],[7]. Uprava spoéiva v tom, ze model je obohateny o dynamiku dvoch
typov agentov - fundamentalistov a chartistov. Uprava je motivované ”agent
based” modelom z prac [2], [8].

Vysledny model je oproti modelu EBB zlozitejsi jednak v tom, Ze je troj-
rozmerny, jednak tym, Ze nie je diferencovatelny. Preto bola aj matematicky
rigorézna analyza jeho dynamiky v istej miere obmedzena na vymedzenie
mnoziny pevnych bodov a ¢iastoént analyzu ich lokalnej stability.

V stabilnom pripade mensieho vplyvu chartistov na cenu (a < 1) nume-
rické simulacie potvrdili vysledky, ktoré sa dali ocakavat z teoretickej analyzy.
Od modelu EBB sa lisia v tom, Ze limitnou hodnotou, na ktorej sa cena ustali
nemusi byt rovnovazna cena. Ovela vicSie prekvapenie vSak prinesli simulacie
pripade a > 1.

V pripade a = 1 st to dve celkom odlisné fazy priebehu, kym v prvej sa
tlmenymi oscildciami ustaluje na rovnovaznej hodnote, v druhej sa ustaluje
na oscilaciach s frekvenciou, odlisnou od frekvencie oscilacii v prvej faze. V
pripade a viac odlisného od 1 vznikaji néhle oscilacie po obdobiach pokoju,
¢o mozno interpretovat ako cenové bubliny. Snahu vytvorit model bublin
mozno pozorovat v literattre [3]. Vysledky doterajsich modelov st podla nés
neuspokojivé z dvoch dovodov: jednak si oscilacie pritomné stale, jednak su
obojstrané vzhladom na rovnovaznu cenu. Prvy nedostatok nas model nema,

druhy ano.
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K vysledkom treba pristupovat s urcéitou opatrnostou. Hoci model pozos-
tava iba z troch rekurentnych vztahov, nemozno celkom vylucit pritomnost
numerickych artefaktov. Nedostatky samostatného modelu st dva. Prvym je
”surové” ohranicenie v dynamickej rovnici pre z, druhym je velkost kroku dy-
namiky, ktory je rovnaky ako krok porovnavania cien aktiva chartistami. Ako
sa totiz ukazuje v [7], zmensenie kroku mé vplyv na dynamiku, konkrétne za-
bezpecuje ohrani¢enost trajektorii. Zaujimavé by bolo skimat podobne ako

v [4] limitny pripad so spojitym ¢asom - diferencidlnu rovnicu s oneskorenim.
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Priloha

Tabulka 4.1: Parametre

Cislo Obr. a b c d n X Yo | 2o
4.2 0.985 0.2 10.0002| 600 | 0.1 [0.15] O
4.3 0992 | 1 | 0.2 | 0.0002 | 1200 | 0.1 | 0.15| O
4.4 0.985 ] 05| 0.2 | 0.0002| 800 | 0.1 |0.15| 0
4.5 0.985 | 1.5 | 0.2 | 0.0002 | 800 | 0.1 |0.15| O
4.6 0985 | 1 | 0.1 | 0.0002 | 1000 | 0.1 | 0.15| 0
4.7 0985 | 1 |0.35|0.0002| 800 | 0.1 |[0.15| 0
4.8 0985 | 1 |0.15|0.0005| 800 | 0.1 | 0.15| 0
4.9 0985 | 1 |0.15]0.0001 | 800 | 0.1 | 0.15] 0
4.10 1 1 10.15]0.0002 | 8000 | 0.1 [0.15] O
4.11 1 10.15]0.0002 | 8000 | 0.2 | 0.2 | O
4.12 1 0.6 | 0.15 | 0.0002 | 5000 | 0.2 | 0.2 | O
4.13 1 1.6 | 0.15 | 0.0002 | 5000 | 0.2 | 0.2 | O
4.14 1 1.1 0.2 | 0.0002 | 5000 | 0.2 | 0.2 | O
4.15 1 1.1 0.4 | 0.0002 | 5000 | 0.14 {0.15] O
4.16 1 1 ] 0.2 [0.0005| 8000 | 0.14 | 0.15| O
4.17 1 1 | 0.2 ]0.0001| 8000 |0.14 [{0.15] 0
4.18 1.01 | 1 | 0.2 | 0.0002 | 5000 | 0.14 [ 0.15] O
4.19 1.01 | 1 | 0.2 | 0.0002 | 20000 | 0.1 [0.15] O
4.20 1.03 | 1 | 0.2 | 0.0002 | 20000 | 0.1 [0.15] O
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Tabulka 4.2: Hodnoty &

Cislo Obr. ¢ z
4.2 0.2 0.0716
4.3 0.2 -0.1483
4.4 0.2 -0.0301
4.5 0.2 -0.0715
4.6 0.1 | 6.2373e-004
4.7 0.35 0.3295
4.8 0.15 0.0221
4.9 0.15 -0.0048
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