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Abstrakt

POKORNA, Katarina: Programovanie nad kuZel'mi druhého radu [Diplomova pracal -
Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; Katedra
aplikovanej matematiky a Statistiky. - Vedici diplomovej prace: RNDr. Maria Trnovska,
PhD.;Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky, Univerzita Komenského, Bratislava.-
Bratislava 2013 /59s./

Tato diplomovéa préaca sa zaoberé programovanim nad kuzel'mi druhého radu. Ide o ulohy
konvexnej optimalizacie, v ktorych mnozinu pripustnych rieseni tvori prienik polyédra a
kuzelov druhého radu. V praci sa stru¢ne uvedené aplikacie ako motivacia pre skuma-
nie teorie programovania nad kuZzel'mi druhého radu. Potom sa praca venuje vSeobecne
kuzelom a ich vlastnostiam a néasledne opisuje kuZele druhého radu. Jadro prace tvori
podrobné spracovanie teorie duality, hlavne dokaz silnej vety o dualite pomocou zovse-
obecnenej Farkasovej lemy. Na zaver je praca zamerana na metdédy vnatorného bodu,

kde je aj uvedeny algoritmus na rieSenie tiloh programovania nad kuzelmi druhého radu.

Klacoveé slova: Programovanie nad kuZelmi druhého radu (SOCP), kuzel, dualita, me-

tody vnitorného bodu



Abstract

POKORNA, Katarina: Second-order cone programming [Master’s thesis| - Comenius
University in Bratislava. Faculty of mathematics, physics and informatics; Department of
applied mathematics and statistics. - Supervisor: RNDr. Maria Trnovské, PhD.; Depart-
ment of applied mathematics and statistics, Comenius University, Bratislava.- Bratislava
2013 /59pp./

This thesis deals with second-order cone programming. There are convex optimization
problems where the feasible region is an intersection of polyeder with second-order co-
nes. The work provides a short introduction to the applications as well as motivation to
explore theory of second-order cone programming. It includes a basic properties of cones
in general and then describes the second-order cones. The main theme of this work is
deeper analysis of duality, especially a proof of strong duality theorem using generalized
Farkas lemma. In conclusion, this thesis is focused on interior-point methods and there

we can find an algorithm to solve the second-order cone programms.

Keywords: Second-order cone programming, cone, duality, interior-point methods
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Zoznam pouzivanych symbolov

R redlne ¢isla

R priestor realnych n-rozmernych vektorov

RY nezaporny ortant

R ., R, nezaporné, kladné redlne cisla

S" priestor symetrickych realnych matic typu (n x n)

StLSh L priestor symetrickych kladne semidefinitnych, kladne definitnych matic typu (n x n)

(x;9) (z;9) = (27, y")T, kde T oznacuje transpoziciu matice alebo vektora

x = (x9;Z) n-rozmerny realny stipcovy vektor (xg,z7)7 , kde o € R, Z = (21,...,2,_1)" € R*?
[.| standardnd Euklidovska norma, pre z € R : ||z|| = (31, 27)Y/? = VaTu
zTs skaldrny sacin pre z,s € R, t.j. 27s = Y1 | @5

Ax B Kartézsky stcin, A x B = {(z;y):2 € ANy € B}, kde AC R*, BC R
itk vnitro kuzela K

bdKC hranica kuzela IC

clik uzaver kuzela K

K duélny kuzel ku kuzelu K, K* = {z : Vx € K, 27z > 0}

9, kuzel druhého radu, Q,, = {z = (z0;T) € R" : xo > ||Z||}

Q, kuzel druhého radu pre n =1: Q1 = {zg € R: 29 > 0}

B(y,e) gula so stredom y € R™ a polomerom € > 0, B(y,¢) = {z € R"|||z —y|| < ¢}
S jednotkova gul'a (unit sphere), S = {z € R"|||z|| = 1}

conv(A) konvexny obal mnoziny A

rank(A) hodnost matice A

LP iloha linedrneho programovania

QP kvadratické programovanie

LCQP tloha kvadratického programovania s linedrnymi ohranic¢eniami

QCQP tloha kvadratického programovania s kvadratickymi ohrani¢eniami

SOCP tiloha programovania nad kuzelmi druhého radu

SDP tloha semidefinitného programovania



Uvod

V dnesnej dobe sa Coraz CastejSie stretavame v praxi s optimaliza¢nymi tlohami. Vac-
Sinu z tychto tloh tvoria prave tlohy konvexnej optimalizacie, kde ide o minimalizaciu
konvexnej funkcie na konvexnej mnozine. Nepochybne zaujimavym faktom je, ze sa kon-
vexnd optimalizacia Studuje uz viac ako storocie. Napriek tomu sa Siroka skala aplikacii
v oblastiach ako napr. Statistika, financie, komunikacie a siete, ¢i datovi analyza alebo
spracovanie signalu, objavila az v 90. rokoch minulého storoc¢ia. Podnetom pre rozsirenie
aplikécii bol vyvoj metod vnatorného bodu a v r. 1988 ich zovSeobecnenie na vSeobecné
konvexné tlohy (Nesterov a Nemorivski). Ukazali sa tak viaceré vyhody, preco je dobré
naformulovat optimaliza¢ny problém ako dlohu konvexnej optimalizacie. Jednym z do-
vodov je uz vysSie spomenutd konvexnost mnoziny pripustnych rieseni. Dalej st to prave
metody vniatorného bodu, ktoré zabezpecia efektivne a spolahlivé rieSenie tloh a navySe
sa daju implementovat do roznych softvérov. A z teoretického hladiska duélna uloha na-

formulované k povodnému problému moze Castokrat poskytnat zaujimavé interpretacie.

Novy pohlad na tlohy konvexnej optimalizacie otvoril moznosti pre rozvoj novych tried
konvexnej optimalizacie. Jednou z nich bolo semidefinitné programovanie, kde sa opti-
malizovala tloha cez prienik afinnej mnoziny a kuzela kladne semidefinitnych matic.
Uplatnenie naslo napr. v teérii riadenia, Statistike, ¢i spektralnej analyze. Nevyhodou
semidefinitného programovania sa ukazala vypoctova zlozitost potrebné pri jednotlivych
iteraciach metéd vnutorného bodu pre tlohy velkého rozsahu. Preto bolo snahou roz-
vinut daliu triedu konvexnej optimalizécie, ktora by riegila nelinedrne konvexné ulohy.
Tak v roku 2000 vznikla podtrieda semidefinitného programovania, tzv. programovanie
nad kuZeImi druhého radu, ktora rozsirila moZnosti aplikicii konvexnej optimalizacie

hlavne v oblasti inZinierstva.

Cielom tejto prace je spracovanie teorie pre stale pomerne novi podtriedu konvexnej
optimalizécie - programovanie nad kuzelmi druhého radu. Praca je ¢lenena na 6 Casti.
Prva kapitola je v8eobecne venované programovaniu nad kuZelmi druhého radu, kde je
uvedeny aj motiva¢ny priklad pouzitia tychto dloh v praxi, ako aj dalSie moZznosti ap-
likacie. V druhej kapitole oboznamime ¢itatela s pojmom kuzel a spomenieme niektoré
zdkladné vlastnosti. Takisto uvedieme délezité vlastnosti kuzela druhého radu, ktoré
budeme vyuzivat pri spracovani teoérie. V tretej kapitole naformulujeme zékladni tlohu
programovania nad kuZelmi druhého radu a definujeme k nej duélnu tlohu. Potom do-
kadZzeme silna vetu o dualite pomocou zovSeobecnenej FarkaSovej lemy a definujeme pod-
mienku komplementarity. Stvrta kapitola sa zaobera vztahmi medzi triedami konvexnej

optimalizacie a je v nej uvedeny prevod tiloh medzi jednotlivymi triedami. V piatej ka-



pitole st opisané metody vniatorného bodu, kde sa zadefinuje pojem bariérovej funkcie,
centrilnej trajektorie a ukaze sa algoritmus vhodny na ziskanie optimélneho rieSenia. Na
zaver su v dodatku uvedené niektoré dokazy, ako aj definovany tzv. spektralny rozklad

vektora, ktory je potrebny pri metédach vntatorného bodu.



1 Programovanie nad kuzel'mi druhého radu

Programovanie nad kuzel'mi druhého radu, tzv. second-order cone programming (SOCP)
alebo ice-cream cone programming, je trieda tloh konvexnej optimalizacie, v ktorych
minimalizujeme linedrnu funkciu cez prienik polyedrickej mnoZiny a kuzelov druhého

radu. Zakladny tvar takejto ulohy si mozeme predstavit ako

min 'z,
Az =, (1)
7] < o,

kde c € R*,b € R™ A € R™" x = (x¢;T) € R", pricom zy € R,T € R"!, a ohranicenie
|Z|| < 2o je ohrani¢enim kuzela druhého radu.

SOCP 1lohy pontikaju Siroky zaber aplikacii v inzinierstve,financiach, ako aj Statistike,
preto programovanie nad kuzel'mi druhého radu patri k dolezitym triedam tloh konvexnej
optimalizacie. Predtym nez sa budeme venovat teérii, ukazeme si motiva¢ny priklad, kde

sa da programovanie nad kuzelmi druhého radu aplikovat.

1.1 Markowitzov problém

Znamy Markowitzov problém sa zaobera optimalizaciou portfolia zlozeného z n aktiv.
Model je zalozeny na predpoklade, Ze cielom investora je maximalizovat funkciu uzitoc-
nosti u(f) = p,— 3702, kde p, = 0 je ofakivany vynos portfolia (v eurach), o2 = 6720
je variancia vynosu portfolia a v > 0 vyjadruje mieru rizikovej averzie investora. Potom

mozeme napisat tlohu v tvare

1
max pl8— =~107%0,
2 (2)
1T9 = Cp,
kde # € R™ je premenné, ktorej zlozky predstavuju mnozstva v eurdch investované do
jednotlivych aktiv. Ohranicenie, v ktorom 1 = (1,...,1) € R", zodpoveda podmienke, 7e
moZeme investovat iba tolko kapitalu, kolko mame prave k dispozicii (¢p). D4 sa Tahko

overit, Ze uloha (2) je ekvivalentna s tlohou

min  67%0 — EMTQ,
i (3)

1T9 = Cp-

Takto naformulovana tloha kvadratického programovania sa da previest na SOCP tlohu
tak, zZe ohrani¢enim ucelovej funkcie dostaneme ohrani¢enie kuzela druhého radu (pod-

robne v kapitole SOCP tlohy a iné triedy konvexnej optimalizécie). Potom Markowitzov



problém ako SOCP tloha bude vyzerat nasledovne

min ¢
1T9 = C
1 2 T (4)
3| Sy
2

Na rieSenie SOCP tloh sa vyvijaji rozne programy a jednym z nich je CVX, ktoré
pracuje v prostredi MATLAB-u [27]. CVX je urfené vSeobecne pre tilohy konvexnej
optimalizacie, ale préve tlohy programovania nad kuZzel'mi druhého radu sa tu daja
velmi jednoducho implementovat. Po definovani ¥, i, v, n by sme mohli Markowitzov
problém v tvare SOCP tlohy (4) aplikovat v CVX takto:

cvx_begin
variable theta(n);
variable t(1);
minimize (t);
subject to
sum(theta) == c0;
norm([(sigma~0.5)*theta; (1-(2*mu’*theta/gama+t))/2]) <= (1+(2*mu’*theta/gama+t))/2;

cvx_end

Poznamka 1.1. Okrem Markowitzovho problému st zname aj iné pristupy k optima-
lizacii portfolia a tiez sa daju preformulovat na SOCP tlohy. Podrobne sa touto témou

zaobera autor v literatire [12].

1.2 Truss Design

Medzi d'alsie zname aplikacie patri oblast tzv. Truss design. Téato problematika sa zaoberé
konstrukciami réznych stavieb. V tilohe mame dany pocet uzlov, resp. bodov v priestore
a pre kazda spojnicu k dvoch uzlov je definovana jej dizka Ly, tzv. Young’s modulus
Ej a volume t;. Takisto pozname vonkajsie sily posobiace na uzly. Cielom je zistit,
ktoré spojnice bodov potrebujeme, aby konstrukcia bola stabilna. Zadefinujeme model
na zéklade [13]

N
B 52
k=1
Af = —F
Mt<d (5)
LZ
E_l;flfétksk k:L...,m

t>0,s>0,



kde f,t,s € R™. Hlavnym problémom pri prevode na tilohu SOCP je ohranic¢enie

Ly o
Zk 2 < sy
E, Jr < twsk
zadefinujeme preto nasledujice premenné

— ¢ -
Wy 5 k+25k;

1t+1
= —— —Sg.
Yk 2k 2k

Je zrejme, Ze
Sk = Wk + Yk, tk =Wk — Yk
Mozeme overit, ze

. 2 2
LSk = Wi, — Yj,

Lz 2 2<
Ekfk + Y S W

Potom uz I'ahko prevedeme tlohu (5) na SOCP tlohu

a potom ohranic¢enie méa tvar

1
min §eT(w +y)

Jrwyy
Af = —-F
M(w—vy) <d
L2
EZf;?StkSk k=1,....m
L
H(yk;\/—g—fk) <w,, k=1,...,m,
k

kde w,y, f € R™.

Poznamka 1.2. Iné aplikicie SOCP tloh mozeme néjst napr. v [18],[8].



2 Kuzele a ich vlastnosti

Uvedieme niektoré zakladné pojmy a vlastnosti kuzelov, ktoré su dolezité aj pre kuzele
druhého radu. Tieto poznatky ndm neskor umoznia pracovat s tlohami programovania

nad kuzelmi druhého radu.
Definicia 2.1. Mnozinu K nazveme kuzelom, ak pre kazdé x € K a § > 0 plati 0z € K.
Definicia 2.2. Kuzel K C R" sa nazyva vlastny kuzel, ak spliia nasledujice vlastnosti:
e [C je uzavrety,
e /C je konvexny, t.j. pre lubovolné z1,z9 € K a 01,0, > 0 plati: 6121 + o0 € K,
e K mé neprazdne vnutro, t.j intkC # 0,
e IC je "$picaty"(pointed), ¢o znamend, ze neobsahuje priamku, t.j.

rel,—xeK=z2=0.

Pomocou vlastného kuzela K moézeme zadefinovat ¢iastoéné usporiadanie na R", tzv.
zovSeobecnent nerovnost:

r=xy&esy—xzek.

Takto definovana zovSeobecnena nerovnost spliia nasledujiice vlastnosti:
e reflexivnost: z <k x  (plati, pretoze 0 € K),
e antisymetria : © <x y,y xx =z =y (vyplyva zo Spicatosti kuzela K),
o tranzitivnost: v <x v,y <x 2 = x 3 z (K je kuzel a je konvexny),
e zachovava séitanie: r < y,u Xx v = T +u=<xy-+v.
e zachovava prenasobenie nezapornym skalarom: r < y,aa >0 = axr < ay,

e uzavretost vzhladom na limitu: ak z; <x y; Vi=1,2,... ax; = x,y; — y pre

1 — 00, potom = <k .
Podobne je definované aj ostré ¢iastoc¢né usporiadanie na R™:
T <y y—x€intk,
pre ktoré platia nasledujtce vlastnosti:

® T <xy=>2T kY,



o v <Y, u=xv = TH+u<gy+tov.

o v <xy,a>0 = ar <oy,

$74]C$,
e r <xy = prewu,vdost malé z+u < y+wv.

Opacné nerovnosti x > y, resp. x =x y su ekvivalentné zapisom y =g z, resp. y <g .
V pripade, ze K = R, tak zovSeobecnené nerovnosti <x a <x zodpovedaji standardnym

nerovnostiam <, < v R.

Zakladné definicie kuzela a vlastnosti zovSeobecnenej nerovnosti sme popisali na za-
klade (|8], kapitola 2) a teraz podrobne v prikladoch overime vlastnosti vlastného kuzela
pre R" a ST.

Priklad 2.1. Nezaporny ortant.

Nezaporny ortant je mnoZzina bodov s nezadpornymi zlozkami, t.j.
"={zxeR"2;>0,i=0,...,n—1} = {x € R"|z = 0}.
UkaZeme, Ze R} splha vlastnosti vlastného kuzela.

1. Uzavretost R'} vyplyva z otvorenej komplementarnej mnoziny {x € R"|z; < 0,Vi} k R, pretoze

aj dostato¢ne malé okolia bodov z; stale splhajt nerovnosti z; < 0.

2. RY je konvexny kuzel, ak pre fubovolné =,y € R} a 01,02 > 0 plati: 61z + 02y € R}, a teda
Vi @ O1x; + O2y; > 0. To zrejme plati, pretoze linedrna kombinacia nezdpornych ¢isel je opét

neziporné cislo.
3. Je zrejme, ze intR} # () , lebo intR"} = R} | = {z € R"|z; > 0,Vi} = {z € R"|x > 0}.
4. A nakoniec R} je 8picaty, pretoze x € R}, —x € R} & Vi:x; > 0/Az; <0< Vi:z; =0& 2 =0.

KedZze nezaporny ortant R’} je vlastny kuzel, tak moézeme definovat zovSeobecnenti nerovnost =i, ktora
zodpoved4 nerovnostiam po zlozkach, t.j. x < y < Vi : x; < y;. Analogicky pre ostrt nerovnost plati
<y Vi:z <y;.

Priklad 2.2. Kladne semidefinitny kuzel.
Pod pojmom kladne semidefinitného kuzela rozumieme mnozinu ST = {X € S"|X = 0}, kde S" je
mnoZina symetrickych (n X n) matic.

Ukazeme, ze ST splha vietky vlastnosti vlastného kuzela.

1. S% je konvexny kuzel, ak pre Iubovolné A, B € ST a 01,0 > 0 plati: 61 A + 028 € S}. Matice
A B st kladne semidefinitné, ak pre Tubovolné x € R" spliaji nerovnosti 27 Az > 0 a 27 Bz > 0.

Potom pre l'ubovolné x € R™ plati:
T (01A+ 0:B)x = 0127 Az + 022" Br > 0 A, B € ST a 01,05 > 0.

2. Aby S% bol uzavrety, staci ukazat, Ze komplement k S? je otvorend mnozina. Komplement tvori
mnozina symetrickych matic, ktoré nie st kladne semidefinitné. Ak mame maticu M z komple-
mentu, tak 37 : 27 Mz < 0. Tato nerovnost plati pre vietky matice v dostatocnej blizkosti matice

M. Preto mnozina symetrickych matic, ktoré nie su kladne semidefinitné, je otvorena.



Obr. 1: Hranica kladne semidefinitného kuzela v S? zobrazena v R? ako (z,v, 2).

3. Vnatro S7 je neprazdne, pretoze intST = {X € S"|X > 0} je mnozina kladne definitnych

symetrickych matic S% , .

4. A S je aj Spicaty, pretoze pre [ubovolné x € R"™ plati:

AESI,—AESﬁ@xTAxZOAxTAx§O<:>xTAx:0<:>A:0.

Presved¢ili sme sa, Ze kladne semidefinitny kuzel je vlastny kuZzel, takZe moZeme aj v tomto pri-
pade definovat zovSeobecnenu nerovnost =<y, ktord predstavuje klasicki maticovi nerovnost. Teda
X 2Y & Y — X je kladne semidefinitnd matica . Ostra zovSeobecnené nerovnost zodpovedé ostrej

nerovnosti medzi symetrickymi maticami, t.j. X <Y < Y — X je kladne definitnd matica .
Dalgim standardnym typom kuzelov, ktoré spliaju vlastnosti vlastného kuzela, su

kuzele druhého radu, ktorym sa budeme podrobne venovat neskor.

2.1 Dudlne kuzele a ich vlastnosti

Pre kazdy kuzel K definujeme dudlny kuzel ako mnoZinu
K*={z:Vz € K,2"2 > 0},

¢o geometricky reprezentuje nasledujici obrazok.

Definicia 2.3. Kuzel K sa nazyva samoduélny, ak je zaroven svojim dualnym kuzelom,
a teda C* = K.
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Vlastnost samoduality (tzv. self-duality) spliiaji napriklad kuzele R? a S7.

Priklad 2.3. Nezaporny ortant.
Nezéaporny ortant R je samodudlny, pretoZe 2Te>0 Ve=0s2z>=0.

Priklad 2.4. Kladne semidefinitny kuzel.
Ukazeme, ze kuzel S je samoduélny, t.j. pre X,Y € S™ plati:

n—1
tr(XY) =Y X;¥i;; >0 VX =0&Y =0

1,j=0
Predpokladajme, ze Y ¢ S%, teda 32 € R™ : 2TY 2z < 0. Z vlasnosti stopy matice vyplyva:
Y2 =tr(2TYz2) = tr(227Y) < 0.

Matica zz” je kladne semidefinitna, a teda 3X = 227 : tr(XY) < 0. Preto Y ¢ (S7)*.
Teraz nech X,Y € S%. PouZijeme rozklad matice X = 2?2—01 Xigigl', kde \; > 0 st vlastné ¢isla matice
X. Potom

n—1 n—1
tr(YX) =tr(Y Y Nagig)) =Y _ Nig; Ya; > 0.
=0 =0

To znamend, ze Y € (S7)*, kde (S7)* oznacuje dudlny kuzel ku kuzelu S7.

Samoduélnost oboch kuzelov sa ukazala podobne ako je to uvedené v ([8], kapitola
2), vlastnostiam dualneho kuzela z nasledujicej vety sme sa viac venovali v Dodatku -

cast Kuzele.
Veta 2.1. Pre dudlny kuzel K* platia nasledujice vlastnosti:
a) K* je konvexny kuZel.
b) Nech kuzele KC1, Ky spliiaji Ky C ICy. Potom pre ich dudlne kuZele plati K C KF.
c) K* je uzavrety.
d) Vnitro K* je intK* = {z|zTz >0 Vz € I\ {0}}.
e) Ak intIC # 0, potom K* je "Spicaty".
f) Nech K je konvexny kuzel. Potom K** je clIC. Ak KC je aj uzavrety, tak K™ = K.
g) Ak clK je "Spicaty", tak intkC* # 0.
Dékaz. Dokaz sa da najst v Dodatku ako Veta(6.2). O

Tieto vlastnosti ukazali, ze ak K je vlastny kuZel, potom aj k nemu dualny kuzel K*
je vlastny, a naviac K** = K.
Preto podobne ako sme definovali zovSeobecnent nerovnost <, pomocou vlastného ku-
zela IC, mozeme zadefinovat dualnu zovSeobecnent nerovnost <« pomocou duélneho
vlastného kuzela K*. Kedze K** = K, tak duélna zovSeobecnené nerovnost k <y« je <.

Pre samodualne kuzele bude duélna zovseobecnené nerovnost <« ekvivalentna s <.
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Tvrdenie 2.1. Nech K = Ky x --- X K, je kartézsky sucin kuzZelov Ky, ...,K,. Potom

platia nasledujpice vlastnosti:
a) K je kuzel.
b) Ak si kuzele Ky, ..., IC, konvexné, tak aj ich kartézsky sucin IC je konvexny.
c) Ak si kuzele Ky, ..., K, samodudlne, potom K je tiez samodudlny kuZel.

d) Ak si kuzele Ky, ..., K, vlastné, potom aj KC je vlastny kuZel.

Dékaz. Dokaz sa da najst v Dodatku ako Tvrdenie(6.2). O

2.2 Kuzele druhého radu

Teraz sa budeme venovat Standardnej triede kuzelov, tzv. kuzelom druhého radu, ktoré
st zakladom pri SOCP tulohach.

Definicia 2.4. KuZel druhého radu dimenzie n definujeme ako
Qn = {z = (20;7) € R" : mo > |[2]|},

kde ||.|| je standardna Euklidovskd norma, n je dimenzia kuzela Q,,

ro € R, T = (I’l, R ,J]n_l)T € RL.

Niekedy sa kuzel druhého radu nazyva aj kvadraticky kuzel, pretoze sa da vyjadrit

v tvare kvadratickych nerovnosti:

ot 1 oot

Ak pozname dimenziu n, tak budeme uvadzat oznacenie kuzela Q bez indexu.
Pre n =1 sa kuzel druhého radu zdegeneruje na polpriamku leZiacu na osi xq a zacina-

jucu v bode zy = 0, ¢o mozeme zapisat ako
QlZ{SBoeRII()ZO}.

V priestore R? a R? st kuZele druhého radu zobrazené na obrazku 2.

Pre kuzel Q ozna¢ime hranicu kuzela Q
bdQ ={z € Q:xo=||Z||}

a vnutro kuzela Q
intQ ={x € Q:xy> ||Z]|}.

Potom pod pojmom uzaver kuzela Q rozumieme mnozinu clQ = bdQ U int Q.

!'Kuzele 2. raddu st zname pod viacerymi nazvami, v angli¢tine napr. Lorentz cone, ice-cream cone.
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Obr. 2: Kuzel druhého radu pre n = 2 a kuzel druhého radu pre n = 3

Kuzel druhého radu @, podobne ako nezdporny ortant R’ a kladne semidefinitny

kuzel ST, spliia vlastnosti vlastného kuzela.
Tvrdenie 2.2. KuZel druhého rddu QQ,, je vlastny kuzel.

Dokaz. Postupne overime, ¢i pre kuzel druhého radu @), st splnené vSetky vlastnosti

vlastného kuzela.

1. Najprv dokdzeme uzavretost (),. Teda sta¢i nam ukazat, ze komplement
{r € R" : xy < ||Z]|} je otvorend mnozina. Pre Tubovolné = z tejto mnoziny
plati o < ||Z|| a je vidiet, Ze tato nerovnost ostane zachovana aj pre vSetky 2’ z

dostato¢ne malého okolia x. TakZe komplement ku kuZelu Q je otvorena mnoZina.

2. Dalej ukdzeme, Ze @, je konvexny kuzel, teda ze pre Tubovolné z,y € Q, a
01,05 > 0 plati: 012 + Oy € @Q,,. To znamena, 7Ze ma byt splnena nerovnost
0120 + bayo > ||61T + 627]|, Co zrejme plati, pretoze ||61Z + O27|| < 61]|Z|| + O2]|7]|
a zo > ||, 50 = [|7]].

3. Vnutro @, je neprazdne, pretoze (x¢;0) € intQ,, Vxy > 0.
4. A nakoniec treba eSte overit $picatost. T4 vyplyva z nasledujicich ekvivalencii

TEQn—TEQR, < xo>||Z|]|>0A—-20>]]-2||>0 <

& 1p>20AN20<0 & (rg=0=|z]|=0) & =x=0.

]

Ukazali sme, Ze kuZel druhého radu je vlastny kuzel, preto mdZeme zadefinovat na-

sledujiice pojmy.
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Definicia 2.5. Pre kuZel druhého radu definujeme zovSeobecnena nerovnost =g ako:
r2pysy—xe .
Analogicky definujeme ostri nerovnost
T <oy y—x€intQ.
Poznamka 2.1. V zmysle predchadzajicej definicie budeme pre x € Q niekedy pisat
=9 0.
Dalej dokazeme dolezitt vlastnost kuzelov druhého radu, tzv. samodualnost.

Tvrdenie 2.3. Kuzel druhého ridu Q je samodudlny.

Dékaz. 1.) Najskor ukazeme, 7e Q C Q. Teda chceme ukazat, 7e Va, z € Q plati xTz > 0.
Nech x = (z0; %), 2 = (20; Z) su lubovolné, ale pevne zvolené body kuzela Q. Potom ak
'z >0, tak

2l =020+ 72> 0.
V opacnom pripade, teda pre 7z < 0 plati 77z = —|z7 2.

Z Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti vyplyva
772 < [[2]].12]] < zoz0.

A teda

2Tz = w2y + 712 = w29 — |27 2| > 0.

Ukazali sme, 7Ze 27z > 0, ¢o znamena, 7e z € Q*.
2.) Teraz ukazeme, ze Q" C Q. Predpokladajme, 7e z € Q*, ¢ize Vo € Q : Tz > 0.
Ukazeme, ze z € Q a teda, Ze zy > ||Z||. Polozme yo = ||Z|]| a § = —Z. Potom, kedze

151l = [121] = yo, tak zrejme y = (yo; y) € Q a z toho vyplyva

T

0<y'z=uyoz+7 z=|2ll20— "2 =||2ll20 — |I2]"

Vidime, 7e pre z spliajtce ||Z|| # 0 plati z > ||Z||.
Ak ||z]] =0, t.j. 21 = - = 2,1 = 0, tak staci vziat vektor y = (yo0,0,...,0)T € Q, kde
yo > 0. Plati 0 < y?'z = yozp a teda zy > 0. O

Dosledok 2.1. Nech Q = Q,,, X Q,, X --- X Q,  je kartézsky sucin kuZelov 2.rddu.

Potom Q je samodudlny.

Dékaz. Dokaz vyplyva z Tvrdenia (2.1). O
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Désledok 2.2.
a) Ak Q je samodudlny kuZel, tak pre vietky v,y € Q plati x7y > 0.
b) Ak Nz € Q plati xTy > 0, potom y € Q.

Dosledok (2.2) bude velmi uzitoény v teérii duality pre alohy SOCP, ktort rozobe-

rieme v nasledujtcej Casti.
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3 Formulacia SOCP uloh a dualita

Ulohu programovania nad kuzel'mi druhého radu, tzv. SOCP tlohu, mozeme zapisat
v Standardnom tvare nasledovne

r

min Z(ci)Ta:i,
i=1

T

=1

x' thi 07 v = ]-7 y Ty
kde b= (by,....bn)" € R™, ¢ = (¢, ...,c,, )" € R"aA'e R™ ™ prei=1,...,rsu
parametre tlohy a 2' € R™ i = 1,...,r st premenné. MnozZiny

Qn, = {2' = (x};7") € R"|x} > ||7"]|} € R™ Vi,

st kuzele druhého radu. Prevedieme tlohu (7) do skrateného tvaru, s ktorym budeme
dalej pracovat.
Nech n =37 n; anech x = (z';2%...;2") € R", kde o' = (2, },..., 2% )" € R™,

i=1,...,ranech @=Q, X Q,, X ---x Q, jekartézsky sucin kuzelov 2.radu. Podla

Tvrdenia (2.1 d)) je Q vlastny kuzel, a teda mozno definovat nerovnost =g, pri¢om
= (x';2%.. . ;2") =g 0 & ' rg, 0, i=1,...,r

Oznatime A = [A', A%,... A"] € R™*" kde A" € R™™ ac = (c};¢%...;c") € R,

kde ¢ € R". Teraz sa d4 tuloha (7) zapisat nasledovne:

min !z,
Ax =D, (P)
i EQ 0.

Uloha (P) sa nazyva primarna tloha s primarnou premennou z.

Pre tlohu (P) zavedieme nasledujice oznacenia:
e mnozina pripustnych rieseni primarnej SOCP ulohy (P)

P ={x € R"|Azx = b,z =¢ 0},

e mnozina ostro pripustnych rieseni, resp. mnozina vnitornych bodov
priméarnej SOCP tlohy (P)

PO = {2" € R"A2° = b,2° =4 0} = {2° € P|2° =4 0} = {2° € P|2° € intQ},



16

e mnozina optimalnych rieSeni primarnej SOCP ulohy (P)

P*={2* € Plc"a* < Tz VxeP},
e optimélna hodnota tcelovej funkcie priméarnej SOCP tlohy (P)

ks T
Pt = xlengn{c x|z € P}.

Rozsirenim tucelovej funkcie o ohranicenia v tvare b — Az = 0 a —z =g 0 (pretoze
r € Q& 1" =g 0) definujeme Lagrangeovu funkciu L : R" x R™ x R" — R ako
L(z,y,s) =c 'z +y"(b— Az) + s* (—x)
=y'b+c— ATy — 5"z,
kde y = (y1,...,ym)L € R™ a s = (s';s%...;s") € R" st Lagrangeove multiplikatory,
pritom s = (s{,s},...,s' )T € R" pre vietky i = 1,...,r.

) On;—1

Tvrdenie 3.1. Nech iuloha (P) md pripustné rieSenie. Potom pre lubovolné x € P a
s € Q plati
L(z,y,s) < cl'x.

Dékaz. Nech z € P a s € Q st I'ubovolne zvolené.

Z Dosledku (2.1) vyplyva, ze s > 0, a teda s (—x) < 0. Kedze Ax = b, tak dostaneme
L(x,y,s) =c'z+ s (—x) < ',
¢o sme chceli ukazat. ]

Dualna funkcia g : R™ x R™ — R reprezentuje miniméalnu hodnotu Lagrangeovej

funkcie cez vsetky x pre y € R™,s € R", t.j.
g(y,s) = inf L(z,y,s) = y"b + inflc — ATy — s]"x.

Ak je Lagrangeova funkcia zdola neohrani¢ena v premennej z, tak g(y,s) = —oo. Line-
arna funkcia je ohrani¢ena zdola iba v pripade, Ze je identicky rovna 0, preto

by akc— ATy —s=0,

9y, s) =

—oo inak.
Naviac dualna funkcia g je konkdvna v (y, s), pretoze pre fixné x je Lagrangeova funkcia
L(x,y,s) linedrna v (y,s), a teda ¢ je infimum triedy funkecii linearnych v (y,s) ([8],
kapitola 5).
Z Tvrdenia (3.1) vyplyva, ze pre & € P plati

L(z,y,s) < ',
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a teda zrejme
gly,s) <c'z VvieP. (8)

Ak na pravej strane nerovnosti (8) vezmeme infimum cez & € P, dostaneme

9(y,s) <p*. 9)

To znamen4, ze pre kazdé y € R™ a s € Q je dudlna funkcia g dolnou hranicou optimalne;j
hodnoty p* dlohy (P). Nerovnost (9) by bola splnena aj pre g(y,s) = —oo, ale nemala
by Ziaden vyznam. Preto budeme uvazovat iba (y,s), pre ktoré plati g(y,s) > —oo.

Hladanie takej najlepSej dolnej hranice vedie k tlohe

max  g(y, s),
vs (10)

SEQO.

Dosadime za duélnu funkciu pricom hodnotu ¢(y,s) > —oo zabezpe¢ime podmienkou

c — ATy — s = 0. Takto dostaneme tlohu:

max bly,
Y,s
ATy 4+ s =, (D)
S EQ 0.

Najlepsie dolné ohranicenie optimalnej hodnoty p* tlohy (P) ziskame vyriegenim tlohy (D).

Uloha (D) sa nazyva duélnou tlohou k tlohe (P) s dualnou premennou y € R™ a
doplnkovou premennou s € R" 2.

Pre tlohu (D) zavedieme nasledujice oznacenia:
e mnozina pripustnych rieseni duélnej SOCP tlohy (D)

D={(y,s) € R™ x R"|ATy+5=c,s5 =g 0},

e mnozina ostro pripustnych rieseni, resp. mnozina vnitornych bodov

dudlnej SOCP ulohy (D)

D° = {(yo, 30) € R™ x R"|ATyO +s0=¢, " =0 0} = {(yo,so) = D|s0 ~o 0},

e mnozina optimalnych rieseni duélnej SOCP tlohy (D)

D* = {(y*,s*) e PIb"y* > b"y V(y,s) € D}.

2Premennti s najdeme v angli¢tine pod nézvom slack variable.
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e optimélna hodnota tcelovej funkcie dualnej SOCP ulohy (D)

d'= sup {b"yl(y,s) € D}.

yER™ scRn

Poznamka 3.1. Z alohy (D) sa d4 odstréanit doplnkova premenné s pomocou vyjadrenia
z ohrani¢enia ATy + s = ¢ a naslednym dosadenim do zovieobecnenej nerovnosti =g.

Potom mozeme tlohu (D) prepisat do tvaru

max by
! (Du)
c— ATy =0 0.
Z predchadzajiacich ivah vyplyva nasledujica veta.
Veta 3.1 (Slaba veta o dualite). Nech x je pripustné riesenie primdrnej SOCP ilohy
(P) a nech (y,s) je dudlne pripustné riesenie dlohy (D), t.j. v € P, (y,s) € D.
Potom
p*t>d.

Definicia 3.1. Nech z € P a nech (y, s) € D. Potom vyraz ¢!z — bTy = sTz nazyvame

duélnou medzerou a vyraz p* — d* nazyvame optimélnou dualnou medzerou.
Désledok 3.1.

Ak je primdrna iloha (P) zdola neohranicend (p* = —o0), potom dudlna iloha (D)
je nepripusind (d* == —o0), t.j. D =10,

Ak je dudlna dloha (D) zhora neohranicend (d* = oo), potom primdrna iloha (P)

je nepripusind (p* = o0), t.5. P ={.

3.1 Silna veta o dualite

Skor nez dokdzeme silni vetu o dualite, budeme potrebovat Zovseobecnenu FarkaSovu
lemu, resp. jej dosledok. Preformulovali sme toto tvrdenie z [26] tak, aby sme ho mohli

neskor priamo aplikovat, a nasledne sme urobili dokaz.

Tvrdenie 3.2 (Zovseobecnena Farkasova lema). Nech A € R™*" b€ R™ ¢ € R" a nech

Q C R"™ je kartézsky siucin kuZelov druhého rddu.

a) Nech K = {Azx : © € Q} je uzavrety konvexny kuZel. Potom plati prdve jedna z

nasledujucich alternativ

1. Ix e R"x =0 0: Ax =D,
2. ye R™: ATy =5 0,07y < 0.
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b) Nech K = {ATy+s:s € Q,y € R™} je uzavrety konvezny kuzel 3. Potom plati
prave jedna z nasledugjicich alternativ
1.3z € R0 <0 0: Ax =0,c'z > 0,

2. Wy, s) e R"x R": ATy +s=1c,5s =¢ 0.
Dékaz.  a) Uvazujme dve moznosti, ktoré mozu nastat:

1. Nech b € K. To znamena, Ze existuje x >=¢ 0, pre ktoré¢ Az = b, a teda plati

prva alternativa.

2. Teraz nech b & K. Pretoze K je uzavrety konvexny kuzel, mézeme pouzit
Tvrdenie (6.1), ktoré je dosledkom Vety o oddelujicej nadrovine, podla kto-
rého

JyeR™y#0: y'b<0 a y'2>0 Vzek.

Vsimnime si, Ze
y'2>0 Vzek & y'(Az) >0 Vze Q =

& (ATyT2>0 VvzeQ,

a teda podla Désledku (2.2 b)) je to ekvivalentné s tym, ze ATy € Q.

Dostali sme, ze
JyeR™: y'b<0 a Aly>o0,
¢ize plati druha alternativa.

Teraz ukdzeme, Ze obe alternativy nemozu nastat sucasne. Predpokladajme, Ze je
splnend prva aj druhd alternativa. To znamené, 7Ze existuje T =g 0,y € R™, pre
ktoré plati

A =b b <0a AT§ =4 0.

Dosadime za b a dostaneme
by = (37 AT)g = 37 (A7) <0,

¢o je spor s predpokladom, pretoZe podla Dosledku (2.2 a)) 27 (ATg) > 0. Preto

plati prave jedna z alternativ 1.,2., ¢o sme chceli ukazat.

b) Podobny postup ako v ¢asti a) zopakujeme aj tu. UvaZujme dve moZnosti, ktoré

mozZu nastat:

37 vlastnosti kuzel'a je Tahkeé overit, Ze mnoziny {Az : . € Q C R"} a{ATy+s:s€ Q C R*,y € R™}

su konvexné kuzele.
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1. Nech ¢ € K. To znamena, Ze existuje (y,s) € R™ x R", pre ktoré

ATy + s =c,s =g 0, ¢im je splnend prva alternativa.

2. Teraz nech ¢ € K. Pretoze K je uzavrety konvexny kuzel, mézeme opét pouzit
Tvrdenie (6.1), podla ktorého

JreR": Tx<0 a 2z'2>0 Vzek.
Vsimnime si, Ze
T2>0 VzekK < xT(ATy—i-s)zO Vs =0 0,Vy € R <
s (An)Ty+sTzr >0 Vse Q,Vye€ R™,

a teda podla Dosledku (2.2 b)) je to ekvivalentné s tym, ze (Ax = 0Az € Q).

Dostali sme, ze
JreR": o <0,Az=0 a x>0,
¢o mozno upravit nasledovne
JreR": (—z)>0,A(-2)=0 a (—z)=00,
a teda pre (—x) plati druha alternativa.

Teraz ukdzeme, 7e obe alternativy nemdzu nastat sucasne. Predpokladajme, 7e je
splnen& prva aj druhé alternativa. To znamen4, Ze existuje £ <o 0,y € R™,5 =o 0
pre ktoré plati

Ar=0,"2>0a ATj+5=c

Dosadime za ¢ a dostaneme

Vyuzijeme AZ = 0. Potom plati 572 > 0, ¢o je spor s predpokladom, pretoze z
Dosledku (2.2 a)) vyplyva 57 (—2) > 0. Preto plati prave jedna z alternativ 1.,2.,
¢o sme chceli ukazat.

m

Poznamka 3.2. Zovseobecnend FarkaSova lema je zalozena na uzavretosti kuzela K.

Co sa stane, ked tento predpoklad nebude splneny, ukdZzeme v nasledujucom priklade.

Viac o tomto probléme sa d4 dozvediet v literattre [2] a [14].

Priklad 3.1. Uvazujme kuZel' druhého radu Q = {z = (zo; 1;22) : 7o > ||(21, 22)T ||}

1 -1
Nech A = 0 ,b= 0 . Potom
0 0 1 1

K={Az,z € Q} = {(330—961) ,To > \/x%—i—m%}.

T2
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Ak by platila prva alternativa, tak existuje z € Q také, ze

ro—11 =0,13=1 = x> /z3+1,

¢o je spor, lebo 0 # 1. Ak by platila druh4 alternativa, tak existuje y = (y1,y2)T, pre ktoré¢ ATy € Q a
bTy < 0. Z toho vyplyva, Ze

Y1
Vy=y2<0, ATy=|-p €0 = vi>/(~m)2+43
Y2

o je ekvivalentné s 0 > |y, a teda opét dostaneme spor.
Ani jedna z alternativ zovSeobecnenej Farkasovej lemy neplati, pozrieme sa preto blizsie na kuzel K.
Aby bolo splnené ohrani¢enie kuzela druhého radu, musi platit 23 — 22 > 22 pre 29 > 0. Rozoberme

nasledujtce pripady:
e Ak xy — x1 = 0, tak nutne x5 = 0.
e Moznost xg — z; < 0 nespliia ohranicenie, lebo 0 < ¢ < x; implikuje 22 — 22 < 0.

e Ak g — x1 > 0, tak ohranicenie je splnené pre xg > |x1|. Potom x5 € R je l'ubovolne zvolené

tak, aby platilo ohranicenie.

Takze kuzel K mozno vyjadrit aj ako {(0;0)} U {(&1;%2) : &1 > 0,%2 € R}. Je zrejme, Ze to nie je
uzavretd mnozina. Preto bol poruseny predpoklad zovSeobecnenej FarkaSovej lemy a ani jedna alternativa

neplatila.

V nasledujicej leme uvedieme jednoduchu podmienku, ktora zabezpecuje, 7e pred-

poklad uzavretosti zo ZovSeobecnenej Farkasovej lemy (Tvrdenie 3.2) je splneny.
Lema 3.1. Nech A € R™*™ a nech @ C R" je kartézsky sucin kuZelov druhého rddu.
a) Nech 35 € R™ : AT = 0. Potom mnoZina K = {Az : v € Q} je uzavretd.

b) Nech 3% € R": A7 = 0,7 <g 0. Potom mnozina K = {ATy +s:s€ Q,y € R}

je uzavretd.

Tvrdenie 3.3 (Dosledok Zovseobecnenej FarkaSovej lemy). Nech A € R™*™ b € R™,c €

R"™ a nech Q C R" je kartézsky sucin kuZelov druhého rddu.

a) Nech ezistuje takiyj vektor § € R™, pre ktory plati ATy =g 0. Potom plati prdve

jedna z nasledujicich alternativ
1. Jx e R"x =0 0: Ax =D,

2. e R : ATy =50 a bTy < 0.

b) Nech ezistuje T € R" spliiajice podmienky AZ = 0, <o 0. Potom plati prive

jedna z nasledugicich alternativ

1.3 € R 2 =<0 0: Ax =0,c'z > 0,
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2. Ay, s) e R"x R": ATy +s=1c,s =g 0.

Teraz uz mozeme prejst k dokazu Silnej vety o dualite. Vyuzijeme predchadzajice

tvrdenia a analogiu so semidefinitnym programovanim.

Veta 3.2 (Silné veta o dualite). UvaZujme primdrnu o dudlnu SOCP ilohu

min ¢z, max by,
xT Y,S
Ax = b, (P) ATy +s=c, (D)
x = 0. s=00.

a) Nech P # 0 a D° # 0. Potom primdrna dloha (P) md optimdlne rieSenie a pre
optimdlne hodnoty ucelovych funkcii plati p* = d*.

b) Nech D # 0 a P° # 0. Potom dudlna iloha (D) md optimdlne rieSenie a pre
optimdlne hodnoty ucelovych funkcii plati p* = d*.

¢) Nech P° # 0 a D° # 0. Potom primdrna tloha (P) a dudlna loha (D) magi

optimdlne riefenia a pre optimdlne hodnoty iceloviych funkcii plati p* = d*.
Dokaz Silnej vety o dualite.

a) Nech P #£ () a D° + (). Predpokladajme, Ze nasledujici systém

{"e =d*, Ax = b,z =9 0} (11)
nema rieSenie.
[ (e , , ,
Oznatme A = A b= ; a systém (11) sa da prepisat do tvaru
{Az = b,z >4 0}. (12)

Z predpokladu D° # () vyplyva, Ze
(y°, %) € R™: ATy + 5% =¢,5° =5 0,

¢o je ekvivalentné s

e R :c— ATy’ =5 0. (13)
Nech % = (1; —4°), potom nerovnost (13) mozno vyjadrit ako ATz =g 0.
Teda vektor Z spliia predpoklad Tvrdenia (3.3a), a preto ho teraz aplikujeme. Kedze
je systém (12) nepripustny, tak musi existovat vektor z, pre ktory AT =0 0 a
Wz < 0, t.j.

3z = (20;2) € R™' . e+ ATZ =00 a d'z+b'zZ<0. (14)

Budeme uvazovat nasledujice 3 moznosti:
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1. Nech zy = 0. Potom zo (14) vyplyva ATz =o 0 a b’z < 0. VyuZzijeme nerovnost

(13), vztah ATz =5 0, kde @ > 0 je Tubovolne zvoleny skaldr, a dostaneme

c— ATy’ —az) = 0.

O — az) je pripustnym rieSenim dudlnej tlohy a

To znamend, ze vektor (y
hodnota tcelovej funkcie je b7 (y° — az) = b7y’ — ab’z < d*. Kedze b7z < 0,
tak pre a — oo ide hodnota b7 (y° — az) do nekonec¢na, a teda aj d* — oo. To

je vsak spor s predpokladom P # ().

2. Nech zy > 0. Potom predelime (14) skaldrom 2, a dostaneme

c+ AT (i) =00 a d" +0b" (i) < 0.

Z0 20

Upravou ziskame

c— AT (—i) 00 a d" —0b" (—i) < 0.
20 20

7 prvej nerovnosti vyplyva, ze vektor (—%) je pripustnym rieSenim dudlnej

tlohy a z druhej nerovnosti d* < b7 (—i), ¢o je spor s predpokladom, ze d*

20

je optimélna hodnota tcéelovej funkcie duélnej ulohy.
3. Nech zy < 0. Opét predelime (14) skaldrom z, a dostaneme

c—i—AT(i> <00 a d*+bT(£)>O. (15)

Z0 20

Ostra nerovnost v (15) sa zachova, aj ked zmensime hodnotu d* + b (%) 0

malé €; > 0, teda

g1 >0:d" +b" <i> —e1 > 0.
20

Na druhej strane pre

€9:0< g9 < g

musi podla definicie d* ako suprema existovat také g, pre ktoré plati
d"—ey<b’y a c—AT§=o0. (16)

S¢itanim upravenej (15) a (16) dostaneme
AT<—g—i>§QO a bT(—gj—i><52—51<O,
20 <0

¢o vedie k rovnakému problému ako sme riesili v pripade zy = 0. Podobnym

postupom by sme sa tiez dopracovali k sporu.
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Vsetky 3 pripady ukazali, zZe predpoklad vedie k sporu, a teda musi existovat rie-

Senie z* € R™ systému (11), t.j.
{Ta* =d*, Az* = b, 2" = 0}.

Vidime, ze 2* € P. Zo Slabej vety o dualite (Veta 3.1) vyplyva d* < p*, takze z*

je optimélnym rieSenim tlohy (P), a naviac p* = d*, ¢o sme chceli ukazat.

Budeme postupovat analogicky ako v pripade a).
Nech D # () a P° # (. Predpokladajme, Ze nasledujtci systém

{(bTy =p*, ATy +s5=c,5 =g 0} (17)

nema rieSenie.

Oznafme A = [b A] ,C = (p

*

) a systém (17) sa da prepisat do tvaru
c

{ATy+§=2¢,5»50}, (18)

kde 5 = (0;5) € R"™ a Q = (—Q1) x Q je kartézsky sucin kuzela druhého radu
dimenzie 1 a pévodného kuzela Q.

Z predpokladu P° # () vyplyva, Ze
32 € R": Ax® = b,2° =4 0. (19)

Nech z = (1; =), potom (19) mozno vyjadrif ako AT2 =0, 2 <5 0.
Teda vektor 2 spliia predpoklad Tvrdenia (3.3b), a preto ho teraz aplikujeme. Ked7e
je systém (18) nepripustny, tak musi existovat vektor z, pre ktory ATz =0, z =50

aclz>0,t].
2z = (20;2) € R"™ . b+ AZ2=0, %>0,2=00 a p2+c’z>0. (20)
Budeme uvazovat nasledujiice 2 moznosti, ktoré mozu nastat:

1. Nech zy = 0. Potom z (20) vyplyva Az =0,z <g0ac’z > 0.
Vyuzijeme (19) a vztahy aAz = 0,az <g 0, kde a > 0 je T'ubovolne zvoleny

skalar, a dostaneme

A’ —az)=b a (2" —az)=o0.

O — az) je pripustnym rieSenim primarnej alohy a

0

To znamena, ze vektor (z
hodnota acelovej funkcie je ¢ (2° — az) = T'2° — ac’z > p*. Kedze ¢’z > 0,
tak pre a — oo ide hodnota ¢’ (2° — az) k hodnote —oo, a teda aj p* — —oo.

To je v8ak spor s predpokladom D # ().
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2. Nech zy > 0. Potom predelime (20) skalarom z; a dostaneme

b+A(i>:o, (i)jgo a p*+cT(i)>o.
20 20 20

Upravou ziskame

b—A(—i) =0, (—i) =00 a p"—c’ (—i> > 0.
20 20 20

Z toho vyplyva, ze vektor (—%) je pripustnym rieSenim primarnej tlohy, ale

z poslednej nerovnosti p* > ¢’ <—%>, ¢o je v spore s predpokladom, ze p* je

optimélna hodnota tcelovej funkcie priméarnej tlohy.
Oba pripady ukazali, ze predpoklad vedie k sporu, a teda musi existovat rieSenie
(y*,s*) € R™ x R" systému (17), t.j.
{(bTy* = p*, ATy* + 5" =¢,5" =g 0}.
Vidime, Ze (y*, s*) € D. Zo Slabej vety o dualite (Veta 3.1) vyplyva d* < p*, takze
(y*, s*) je optimalnym riesenim tlohy (D), a naviac d* = p*, ¢o sme chceli ukazat.

¢) Tento bod je désledkom bodov a), b).

Z predpokladov P° # (,D° # () vyplyva, ze P # 0,D # 0 a existuji vndtorné
body, pre ktoré plati:

podlaa) F2°e€ PY:d* =p* <2l < oo,

podla b)  3(y° s°) € D : —c0 < bTy? < d* = p*.
Spojenim dostaneme, Ze existuji optiméalne rieSenia primérnej aj dudlnej tlohy
(P),(D) a optiméalne hodnoty ich tc¢elovych funkcii sa rovnajt, ¢o sme cheeli doka-
zat.

0

Nasledujuci priklad ukazuje, Ze ak st splnené predpoklady tvrdenia b) Silnej vety o
dualite, optiméalne rieSenie ulohy (P) sa nutne nemusi nadobudat.

Priklad 3.2. Skimajme primarnu a dualnu dlohu

max Y
Y,50,81,52
[n, T+ s0 =
r1 =1 (21) Y+ = 0 (22)

To > \/ 2} + 23 s2=1

So = 4/87 + s5.
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Ide o SOCP tlohy v tvare (P),(D), kde A= (0,1,0)T,b=1,c= (1,0,1)T a 29 > /2% + 23,
sp > /2 + s2 st ohranicenia kuzel'a druhého radu.

Je zrejme, Ze optimalne rieSenie tulohy (22) je
Yy =0,s5=15=0,85 =1,

a zaroven je to jej jediné pripustné rieSenie. Optimalna hodnota tucelovej funkcie je d* = 0.

Dalej vidime, 7e 2} = 1. Potom musi platit

2o >\/14+23 & (zo+z2)(zo—22)>1, 0>0 (23)

aby bolo splnené ohranicenie kuzela druhého radu v tulohe (21).

Nerovnost (23) predstavuje hyperbolu zobrazend na obrazku. Aby sme
minimalizovali zg + x2, tak optimalne rieSenie sa bude nachadzat v oblasti i

2o > 1 Azy <0. Dalej z (23) vyplyva, ze

p*= inf xg+xz9 =0, ol
0,T1,T2
ale je zrejme, Ze sa tato hodnota nikdy nenadobudne, t.j. zg + z2 # 0. s - ° [ :
Optimalne hodnoty ucelovych funkcii sa sice rovnajua, t.j. p* = d*, ale v tlohe (21) nevieme najst

optimalne rieSenie s optimalnou hodnotou p*.

V dalsom priklade si ukdzeme, Ze v tlohach programovania nad kuzelmi druhého
radu moze nastat pripad, kedy jedna z tloh je nepripustnd a druha tloha mé optimalne
rieSenie.

Priklad 3.3. Skimajme primarnu a dualnu dlohu

max Yo
min 0 Ym0 sE2
To,T1,T2

N 0 y1+50=0

Ty T T2 =
) (24) Yo+ 51 =0 (25)

r] =

Y1+ 52 =0

xo > ¢/ 22 + 3.
Sg > \/S%Jrs%.

Ide o SOCP tlohy v tvare (P),(D), kde

1 01 0 0
0 1 0 1
0

a xg > /23 + 23,50 > /5% + s3 st ohranitenia kuzela druhého radu.
Z ohraniceni tlohy (25) vyplyva, Ze s = —y1,51 = —Y2, S2 = —U1, a teda

>Rty e yizyi+yl, <0 & 0>yl

Teda pre y € D nutne musi platit yo = 0. Preto d* = 0.

Z ohraniceni tlohy (24) dostaneme

o> \12 4+ (—20)2 & ai>1+23, 20>0 < 0>1,

¢o znamena, Ze uloha (24) je nepripustnd, t.j. p* = oco. Ukazalo sa, Ze aj napriek tomu, Ze je dualna

tloha (25) ohraniend a ma optimalne rieSenie, tak primarna dloha (24) je nepripustna.
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Poznamka 3.3. V linearnom programovani silnd veta o dualite vyzadovala bud pri-
pustné rieSenia v primarnej aj duélnej tlohe, alebo pripustné rieSenie v primérnej (resp.
duéalnej) tdlohe s ohrani¢enou ucelovou funkciou zdola (resp. zhora). Tieto podmienky
rarucili existenciu optiméalnych rieseni a rovnost optimalnych hodnoét ucelovych funkeii,
t.j. p* = d*. Predchadzajice priklady ukazali, Ze v ulohéch programovania nad kuzelmi
druhého radu je potrebna silnejSia podmienka, ako sme aj ukéazali vo Vete (3.2), inak nie

je zarucend silna dualita.

3.2 Komplementarita a podmienky optimality

Zo Silnej vety o dualite (3.2) vieme, Ze ak existuji vnuatorné body tloh (P) a (D), tak
v optiméalnom rieSeni z*, (y*, s*) plati p* = d*. To znamend, Ze pre optimélnu duilnu
medzeru dostaneme

pr—d = (2")"s = 0. (26)

Lema 3.2. Nech v = (20;%) € RP,s = (s50;5) € R? a nech x € Q,s € Q, kde Q C RP je

kuZel druhého rdadu. Potom
zls =0 & oS + sox = 0.
Dékaz. Nech z = (20;7) € Q,s = (s0;5) € Q. Potom
o > 1217, sg > |Is]*. (27)

Ak zo = 0, tak £ = 0. Podobne ak sg = 0, tak § = 0. V takom pripade je dokaz
trivialny, preto uvazujme pripad, ked xy > 0, s9 > 0. Urobime sled ekvivalentnych uprav.

Z nerovnosti (27) predelenim ziskame

2112
5]
1> —
50
a prenasobenim vyrazom z2 dostaneme
21122
2 o I8l
Lo Z 2 (28)
S0
Teraz nech plati 27's = 0. Vyjadrime
—TpSg =T S
a upravou dostaneme
227 sz
2 0
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Spojenim (27) a (28) vznikla nerovnost

5l12.:2
0 Z ||(Z’||2 . ZL‘% 4 Hsl‘zxo o x(Q) (2)
S0
S22 27T7 = T s ~ 2
Doy B 2R = (5 20 (4 2 < oy
S So So So S0
A teda plati B
7+ 20 o, (30)
S0
¢o je to isté ako xys + soT = 0. O
Podmienka z lemy (3.2)
205 + ST = 0. (31)

sa nazyva podmienkou komplementarity a geometricky ju mozno interpretovat nasle-
dovne:

xr € Qa s € Q si ortogonalne prave vtedy, ked x alebo s je nulové, alebo obe lezia na
hranici kuzela Q takym sposobom, ze ich projekcie na rovinu x4, ..., z,_; st kolinearne,

t.j. leZiace na jednej priamke, ako je znazornené na nasledujicom obréazku ([3]).

Zavedieme oznacenie o : RP x RP — RP

2T's
TrTos= ~ e
ToS + Sox

kde z = (x0;Z) € R a s = (s0;5) € RP (Pozri Dodatok - operator o).
Poznamka 3.4. Vsimnime si, ze

ros < 2ls=0 < 2054 soT =0.
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Pre z = (2%;...;2") € R", s = (s';...;5") € R", kde 2%, s* € R™, definujeme

res=(z'os!, ... 2" 0s").

Veta 3.3 (Podmienky optimality). Nech dlohy (P) a (D) maji ostro pripustné riesenie,
t.j. P #0,D # 0. Potom x* € R" a (y*,s*) € R™ x R" si optimdlne rieSenia v (P) a
(D) prdve vtedy, ked spliiaji nasledugice podmienky

Ar=b, z€Q,
ATy +s=c, s€Q, (32)
rzes=0.

Dékaz. Predpokladajme, ze P # (), D # ().
Je zrejme, Ze prva podmienka

Ar=b, € Q
zarucuje primarnu pripustnost, t.j. € P. A tiez ju bude spliat T'ubovolné optimalne
rieSenie tlohy (P). Podobne z druhej podmienky
Aly+s=¢, se€Q
vyplyva (y, s) € D, takze podmienka bude platit aj pre (y*, s*) € D*.
Staci ukazat, ze
pr=d & x"es =N0.
Zo silnej vety o dualite (3.2 ¢)) vyplyva, ze

Lema (3.2)

@ (z*)'s* =0 & " o5 =0,

pr=d" & p'—d" =0

¢o sme cheeli ukazat. O]
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4 SOCP 1lohy a iné triedy konvexnej optimalizacie

V tejto casti ukazeme, ze tGlohy linedrneho a kvadratického programovania sa vzdy daju
previest na SOCP tlohu, ale na druhej strane je programovanie nad kuzelmi druhého
radu podtriedou semidefinitného programovania. Vztahy medzi triedami konvexnej opti-
malizacie, ktoré blizSie uvedieme v tejto kapitole, st graficky zobrazené na nasledujicom

obrazku.

sSDP
S0CP

)

Obr. 3: Vztahy medzi LP, QP, SOCP a SDP ulohami

4.1 Uloha linearneho programovania

Uvazujme Standardny tvar tilohy linedrneho programovania

min 'z,

x
Az = b, (LP)
x>~ 0,
kdex € R",ce€ R",A € R™™a b€ R™. Vidime,ze ide o minimalizaciu linearnej funkcie
cez prienik afinneho podpriestoru s nezapornym ortantom. Rozdiel oproti SOCP tlohe
(P) je préve v ohraniceni x »= 0, ktoré reprezentuje nerovnosti po zlozkach, t.j. x; > 0 pre
v8etky i = 1,...,n. Av8ak nerovnost x; > 0 je ohrani¢enim kuzel'a druhého radu dimen-
zie 1. To znamend, Ze ohranicenie x > 0 je ekvivalentné ohranic¢eniu = >4 0, kde Q je
kartézsky sucin kuzelov druhého radu dimenzie 1, a teda kazda alohu (LP) mozno trans-
formovat na SOCP tlohu (P). Ulohy linearneho programovania st §pecidlnym pripadom

programovania nad kuZelmi druhého radu.

4.2 Ulohy kvadratického programovania

Uloha kvadratického programovania s linearnymi ohrani¢eniami je definovana v tvare
1

min §wTPx +qtz 47,

Ax =0, (LCQP)
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kde P je symetrickd, kladne semidefinitna matica, t.j. P € S, v € R",q € R",r € R,
Ae R™" be R™ C € RP*™ a d € RP.
Uloha LCQP sa da aj viac zovseobecnit, ked okrem linearnych ohrani¢eni bude mat

naviac aj kvadratické ohrani¢enia. Potom ju mozeme zapisat v tvare

1
min -z Pox + qu + 7o,

z 2
1
st Prtaletr <0, i=1...m (QCQP)
Ax =D,

kde pre vSetky i : B € ST. Dalej ¢ € R",r; € R pre vSetky ¢+ = 0,...,m,x € R",
Ae R™™abe R™.

Ukazeme, Ze obe uvedené tulohy kvadratického programovania sa daju previest na SOCP
alohu. Vidime, ze ohranic¢enia tlohy LCQP st linearne, problémom je teda iba kvadra-
tickd ucelova funkcia. V tlohe QCQP bude treba previest nielen ucelovi funkciu, ale aj
kvadratické ohrani¢enia na ohranic¢enia kuzelov druhého radu.

Je zrejme, Ze

. L 7 T H;in o

min oz Pr+q x—+r, &

1
§xTPx +qlz+r<w.

Kedze P € S, tak existuje taka Stvorcova matica B typu nxn, pre ktorti plati P = BT B.
Potom

1 1
§$TP£B +¢ v +r—v= §£L‘TBTBCB +q¢r+r—v<o. (33)

1+z)2 _ (l—z

2
5 ) a dostaneme

Vyuzijeme vztah z = (

1 1 1+ (¢F —o\? /(1= (4T —0)\?
§xTBTB$+qTx+T_U:§xTBTBx_|_( + (q x2+r ’U)) _( (q x2+7" U)) <0

Teda

1 1+ ("z+r—v)\" || 1
Lrptpey (L@ tr=u) |1 g,
2 2 V2

Z toho uz vidiet, Ze ohranicenie (33) je ekvivalentné s nasledujicim ohranic¢enim kuzela

druhého radu

2+(1+ (qTx2+r—U)>2 < (1 - (qTx2+T—U))2

—Bxr 1—(¢"z+r—v)
V2 q
1+¢Tz+r—v = 2 ' (34)
2
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Potom tlohu LCQP moézeme previest na SOCP tlohu

min v,
x,v
Ax =b,
Cx <d,
4 W
ﬁB:p < l—q¢gz—r+v
1+qT z4r—v 2 ’
2

ktora bude mat rovnakt mnozinu optimalnych rieseni ako tiloha LCQP.
Podobnym spoésobom sa prevedie ucelova funkcia v ilohe QCQP. Vsimnime si, Ze ked v
ohraniceni (33) zvolime v = 0, tak dostaneme kvadratické ohrani¢enia tilohy QCQP, a

teda celd dlohu QCQP mozeme transformovat na SOCP tlohu

min v,
x,v
Ax =0,
1 Y
ﬁBom <1 qQT —To+0
1+ql z4ro—v|| — 2 )

2

1B T A

ﬁBZx <1—qizp—n

1+qiT:1:+ri — 2 ’
2

Ukézali sme spdsob, akym sa daji previest kvadratické ohrani¢enia a kvadraticka tce-
lova funkcia na ohranicenia kuZelov druhého radu, a nésledne sme previedli obe ulohy
LCQP, QCQP na SOCP tlohy. To znamen4, Ze kvadratické programovanie je podtriedou

programovania nad kuzelmi druhého radu.

4.3 Uloha semidefinitného programovania

Uvazujme dualnu SOCP tlohu (D) pre r = 1, t.j. Q je iba jeden kuzel druhého radu.

K vektoru s = (s¢; §) € R" definujeme tzv. arrow-shaped maticu ako

T
Arw(s) = (Sgo §[>
0

(Pozri Dodatok o vektore ). Chceme ukazat, ze kazda dudlna SOCP uloha sa da previest

na dualnu tlohu semidefinitného programovania v tvare

T
nE vy
Y yiAi+S=C (SDP)
i=1
S =0,

kde y € R™,C € S", A; € S™ pre vietky i = 1,...,m,b= (by,...,b,)T € R™.
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Lema 4.1. Nech

A B
S —

je symetrickd blokovd matica, kde matice A, C su symetrické a Stvorcové. Predpokladajme,

Ze C' je kladne definitnd matica. Potom nasledujiice vlastnosti si ekvivalentné:
e S je kladne semidefinitnd matica.

o Schurov doplnok k matici C v matici S, definovansj ako A — BC~'BT, je kladne

semidefinitnd matica.
Dékaz. Dokaz sa da najst napr. v ([16], kapitola 14.8). O

Teraz pomocou lemy (4.1) ukézeme, Ze ohranicenie kuzela druhého radu je ekviva-

lentné s kladnou semidefinitnostou priradenej symetrickej arrow-shaped matice, t.j.
s=o 0 Arw(s) = 0. (35)

Ak sy = 0, je zrejme, 7e s = 0. Potom vektor s spliia ohrani¢enie kuzela druhého radu a
plati aj Arw(s) = 0.

V druhom pripade, t.j. ak sy > 0, je s/ > 0 a Schurov doplnok k matici so/ v matici
Arw(s) je so — 5% (soI)~'5. Potom z lemy 4.1 vyplyva

Arw(s) =0 s9>0asy—5 (sol)"'5>0.
Vsimnime si, ze pre sq > 0 je
5200 & s> i’y o P> & SO—ET(SOI)’1§2 0.

To znamené, 7e plati (35), ¢o sme cheeli ukazat.
Nech ¢ = (¢g;¢) a A = [a /_1] Potom s = ¢ — ATy =¢ 0 sa da vyjadrit ako

_ T
Co fl Y =0 0,
c— ATy

(CO —ay (- ATW) = 0. (36)

c— ATy (co—aTy)l
Z (36) dostaneme ohrani¢enie tlohy SDP, ak polozime S = Arw(s),C' = Arw(c) a

ay y'A _iy‘ a; A
ATy aTyl Py ' (AT arl)]’

a potom podla (35)
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kde A; je i-ty riadok matice A, a; je i-ta zlozka vektora a.
Teraz sa uz lahko prepise SOCP uloha (D) na tlohu SDP:

max vy,

y
- a; A so s° cg b
Z%’ = \T +1 = , 97
i=1 (A)" ail 5 sol ¢ col (37)

T
S0 S i 0.
S SDI

Teda programovanie nad kuzelmi druhého radu je Specidlnou podtriedou semidefinitného

programovania.

Poznamka 4.1. Nech z = (2';...;2") € R". Potom
Arw(z) = Arw(z') @ - @ Arw(a"),

kde operator @ je definovany pre r matic Ay, As, ..., A, ako

A0 ... 0
0 A 0
AL @A =] o
0 0 ... A

Potom SDP tloha by vyzerala analogicky ako v (37), len matice by bolo blokovo diago-

nélne.

Poznamka 4.2. Prevod dudlnych tloh bol priamociary, ale prevod medzi primarnou
SOCP tlohou a primarnou SDP tlohou nie je taky jednoduchy. Viac sa da o tom dozve-
dief v literatare [21].
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5 Metddy vnitorného bodu

V tejto kapitole sa budeme zaoberat metédami vntatorného bodu pre tlohy programava-
nia nad kuzel'mi druhého radu. Hlavnou myS$lienkou tychto metod je riesit postupnost tzv.
bariérovych uloh alebo alternativne postupnost perturbovanych systémov podmienok
optimality, pricom optimélne rieSenia tychto tloh slizia ako Startovaci bod pre riesenie
nasledujiicej ulohy a konverguju k optimalnemu rieseniu (P),(D). Najprv vSak zavedieme

nasledujice predpoklady.

Predpoklad 1. Matica A = [A', A2, ... A"] € R™" z0 SOCP dloh (P) a (D) ma

m linedrne nezavislych riadkov, teda plna hodnost rank(A) = m.

Poznamka 5.1. Predpoklad 1 zabezpecuje jednoznac¢nost medzi y a s pre duélne rieSenie
(y,5):

1.) Ak mame dané y, tak definujeme s = ¢ — ATy.

2.) Predpokladajme teraz, 7e mame dané s a k nemu pripustné yi,y2 : y1 # y2. To
znamend, Ze plati ATy, +s = ¢, ATy, + s = c. Po od¢itani dostaneme AT (y; —yo) = 0. Z
linearnej nezévislosti riadkov matice A vyplyva y; — yo = 0, ¢o je spor s predpokladom
y1 # y2. Takze ak pozname s, vieme k nemu jednoznac¢ne urcit pripustné y.

Predpoklad 1 je technického charakteru a nie je vobec obmedzujtci, pretoze ak by boli

riadky matice A linedrne zavisle, tak nadbyto¢né by sme mohli odstranit.

Predpoklad 2. Obe SOCP tlohy, primarna (P) aj dudlna (D) tloha, maju ostro pri-

pustné rieSenie, takze

o existuje 2° € R™, pre ktoré plati Az® = b, 2° € intQ,

e existuje (y°,s%) € R™ x R™ také, ze ATy’ + s° = ¢, 5" € intQ,
t.j. PO £ 0,D° £ 0.

Poznamka 5.2. Predpoklad 2 predstavuje Slaterovii podmienku, ktora zarucuje exis-
tenciu optimélnych rieseni tloh (P),(D) (Silna veta o dualite (3.2)), a preto je to dolezity

predpoklad pre aplikdciu metéd vntutorného bodu.

Vhodna bariérova funkcia b(zx) : intQ — R by mala byt konvexna na mnozine intQ
a pre Tubovolni postupnost bodov {z;} bliziacich sa k bdQ musi platit b(z;) — oo.

V semidefinitnom programovani je bariérova funkcia definovana ako
b(X) = —Indet X, kde X € S7_.

V snahe vytvorit analégiu metdd vntutorného bodu pre tlohy programovania nad kuzel'mi

druhého radu s metédami vnutorného bodu v semidefinitnom programovani, definuje sa
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podobna $truktira pre vektor z (Pozri Dodatok - Spektralny rozklad vektora z).

Bariérova funkeia bude mat tvar
b(x) = —Indet x,

kde detz = [[;_,((«})* — [|Z*||*) pre x € Q = Q,, X -+ X Q,,. Definitnym oborom
bariérovej funkcie b je intQ, t.j. x »=o 0.
Z Lemy (5.2) a z vlastnosti

{z;,} - 0dQ <& detx; —0
vyplyva, Ze b(x) je vhodne zvolené bariérova funkcia, pretoze

ylg&(ln y) = —oc.

Potom moézeme definovat pomocné bariérové ulohy v tvare
min ¢’z — plndet x, max b’y + plndet s,
y78

‘ (F)
Az = b, ATy 4+ 5=,

kde p >0,z € R*",;s€ R",ye R™", A€ R™" be R™,ce R".

Ukézeme, ze pomocné bariérové tlohy (P,),(D,) maji jednozna¢né riesenie.

(D,U»)

Lema 5.1. Pre z = (20;2) € RP, kde 2z € R,z € RP™Y, plati

2 20
o (—In(22 — ||Z|]?) = ——— .
( 0 H ’ )) Z(Q) o HZHQ _3

Dokaz. Pocitajme

1
vz(— 1[1(2’8 — ||2”2)) = —2—_2(220, —22’1, RN —2Zn_1)T =
2 — |12l
. 2 20
= zP\-z)

Lema 5.2. Bariérovd funkcia b(z) = —Indet x je riydzokonveznd na intQ C R™.

Dékaz. Funkcia b(x) bude rydzokonvexna na intQ prave vtedy, ked
Vi(—Indetz) = 0.
V8imnime si, Ze

b(x) = —lndetz = —In ] J((z5)* — |2']*) = ~ Zhﬂ((fﬂé)2 = [I="[1*)-

i=1



Kedze sucet rydzokonvexnych funkcii je rydzokonvexna funkcia, tak staci ukézat,

funkcia — In((z{)? — ||z°||*) pre pevne zvolené i je rydzokonvexna na intQ,, C R".
Funkcia b(z) je definované pre det x # 0, preto plati aj detz’ #0,i =1,...,r.
Z lemy (5.1) vyplyva, ze

—T

Vi (—In((zf)? = [|Z°]7)) = —m ( %Z) :

A teraz postupne vypocitame parcidlne derivicie

- 20} )- (@ — ) + (205 _ 2P
Oy \ (20)? — [l7°[|? ((z)? — [l*[|*) ((z0)? — [l2*]1*)
Pre 7 =1,...,n — 1 dostavame

) (_ 2} ) B 4rha’
Oz \ (xf)? — [|l2*||? ((x5)? — ll2]|*)

a dalej

9 20\ 2((ah)? - @) + (201
ou’ ((m6)2 = H:ziH?) T (@ P

Nakoniec pre k # j, kde k,j € {1,...,n — 1}, plati

o ( 2:(;3- ) B 4:621’;
oxj, \ (x4)? — [|1z°]|? ((w)? — [|2°]]2)*

Takze

. » 2 l|z¢)|? —2z (z9)T
2i —1 1\2 i12)) — i 0 .
Vi ( n((xo) HZE H )) (det )2 (—Qxéxi (det xi)] + jS(fi)T
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7e

Stadi teda ukazaf, ze /2, (—In((z})* — ||z']|*)) > 0. VyuzZijeme analogiu Lemy (4.1) o

Schurovom doplnku. KedZe ||z¢||* > 0, tak
V3 (=In((z)? = |Z']*) =0 & M =0,
kde

i i (=i A(xp)
M = (detz")I + 27" ()" — ]l(xlOH)Q z'(z")T

je Schurov doplnok k ||z*||%. Maticu M moézeme upravit do tvaru

, . 4(xb)? .
M = (deta)] + 2z (z)" — 200 gyt

][>
iy 2@0) + 207 — 4xh)?
= (det %) T + =2 Tk O zi(zH)T =
: 2detz’ ;. ; 2 .
= (detz")I — PR (z)" = (det2") |1 — T (zH"
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UkaZzeme, 7e pre Iubovolné u € R™~! plati uZ Mu > 0, potom bude matica M kladne
definitna. Je zrejme, ze detx’ > 0, lebo (z})? > ||z'||*>. Ekvivalentnymi tipravami s

vyuzitim Cauchy-Schwarzovej nerovnosti
lull?|2°]* = (u"2")
dostaneme
P flall* = (o) [lwll® + Nul* |2 > 20|22 [lull* > 2(u”7%)* > 0,

a teda
1 lull® > 2(u" 7).
Potom mozeme vidiet, Ze

. 2 o . 2 .
u” Mu = u” (det ") {I - WEZ(E’)T] u = (det x") [HUHQ 1 .H2(uT§:Z)2 > 0,
x x

¢o sme chceli ukazat. O
Veta 5.1. Nech p > 0. Potom

a) fu(x) ="z — plndetz je rgdzokonvernd na PP,

b) g.(y,s) =b"y + plndet s je rydzokonkdvna na DP.
Dokaz. Nech p > 0.

a) Zlemy (5.2) vyplyva, ze —ulndet x je rydzokonvexna funkcia v x na mnozine intQ
a pri¢itanie linearnej funkcie ¢’z tito rydzokonvexnost nezmeni. Teda funkcia f,,(x)

je rydzokonvexné na PC.

b) Z lemy (5.2) vyplyva, Ze pIn det s je rydzokonkavna funkcia v premennej s na mno-
zine intQ. Funkcia g,,(y, s) je v premennej y iba linedrna, preto eSte nie je zarucend
rydzokonkavnost g, (y, s) na D°. Predpoklad 1 v8ak zabezpetuje jednozna¢nost me-

dzi y a s, a teda funkcia g,(y, s) bude rydzokonkévna na D°.

]

Z predchadzajicej vety vyplyva, ze ak budt mat dlohy (P,),(D,) rieSenie, tak bude
jediné. Nasledujuca lema je dosledkom znamej vety pre neohrani¢enti mnoZinu ([10],veta
1.2.9).

Lema 5.3. Nech K je neprdzdna konvexnd a neohranicend podmnozina intQ, kde

Q C R" je kartézsky sucin kuZelov druhého rddu. Potom

Vue K ve Kiu#v:u+tlv—u) e K Vt>0,

v—1u =g 0.
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Veta 5.2.
a) Pre kazdé pn > 0 existuje optimdlne riesenie dlohy (P,).
b) Pre kazdé p > 0 ezistuje optimdlne riesenie ulohy (D,,).
Doékaz.

a) Chceme ukazat, ze Yy > 0 mé tloha (P,) optimalne rieSenie.
Nech 1 > 0 je pevne zvolené. Z predpokladu 2 vieme, 7ze 32° € PO,
Uvazujme mnozinu
P(2°) = {z € P°| fu(z) < fula”)},
kde f,(z) = ¢’z — plndet x je ucelova funkcia ulohy (P,).

Je zrejme, Ze mnozina optimélnych rieSeni alohy

min{ f, (v)|z € P(:°)} (P)

je rovnaka ako mnozina optimalnych rieseni alohy (P,), preto staci ukazat, ze exis-
tuje optimalne riesenie tlohy (P,).

Mnozina P(z°) je tiroviiovou mnozinou konvexnej funkcie, teda je to konvexna
mnozina. Funkcia f, je spojita a P(z") # 0, lebo 2° € P(2°). Preto ak ukaZeme, 7e
P(2°) je uzavreta a ohranicend, t.j. kompaktna, tak aplikovanim Weierstrassovej
vety dostaneme, Ze existuje optimalne rieSenie tlohy (15#)-

1.) Najprv teda ukdzeme uzavretost mnoZiny P(z), t.j. limitny bod Tubovolnej
konvergentnej postupnosti bodov {x"}°; mnoziny P(z°) patri tiez do tejto mno-
ziny. Predpokladajme, 7e z" € P(2°) Vn a 2" — T pre n — oo. Je zrejme, Ze
potom

Az =b Vn=1,2,... implikuje Az = b.

KedZe funkcia f, je spojité, tak plati

lim f,(z") = fu.(2)

n—o0

a z nerovnosti f,(z") < f,(2°) vyplyva nerovnost

fu(®@) < fula®). (38)

Problémom je, Ze body x" € intQ mo6zu konvergovat ku hranici kuzela Q. Ak by
Z patrilo hranici kuzela Q, tak potom detZ = 0 a to by bol spor s ohrani¢enim
(38), pretoze

—Indetz = 0.

To znamena, 7e T € intQ, takie bod T patri do mnoziny P(z°), ¢o sme chceli
dokazat.



40

2.) Teraz ukéZeme, Ze mnozina P(z°) je ohrani¢ené. Predpokladajme, Ze je P(z°)
neohrani¢ena. UZ sme spominali, Ze je neprazdna a konvexné, preto podla Lemy

(5.3) existuje také x; € P(zY), x5 € P(2Y), 11 # T, T3 — 11 =g 0, pre ktoré plati
{z)|lz; = 21 — t(wy — 21),t > 0} C P(aP).

7 toho vyplyva, 7e
fulw) < fula®).

Pozrieme sa na hodnotu f,(x;) pre t — oo, t.j.

uln det ($1 + t(ﬂ?g — 331))
t

(39)

lim f,(z;) = lim ¢"zy +t |’ (29 — 1) —
t—o0 t—o0

Ozna¢me polynom p(t) = det (z1 + t(z2 — x1)) a vyuzijeme L’Hospitalovo pravidlo

na vypocet limity
—ul t —up/ (t
iy e _ ')
t—00 t t—o00 p(t)

=0.

Z predpokladu 2 existuje (y°, s”) € D° a z Dosledku (2.2 a)) vyplyva
(8N (zg — 21) > 0.

Potom

M (xa—21) = (4°) " Aza—(y°) " Azy+(s°) " (2—21) = (4°)"b— (") 0+(s°) " (w2 —21) > 0.

To znamené, ze

lim f,(z;) = o0

t—o0 fu( t) ’
¢o je spor s ohrani¢enim f,(x;) < f,(«°). Preto je mnozina P(z") ohrani¢ena.
Teraz chceme ukéazat, ze Vi > 0 méa uloha (D,,) optimalne rieSenie.

Nech g > 0 je pevne zvolené. Z predpokladu 2 vieme, ze 3(y°, s°) € D°.

Uvazujme mnozinu

D(y",s") = {(y.5) € Dlguly, s) = gu(4", s")},

kde g,(y,s) = b"y + plndet s je ucelova funkcia tlohy (D,,).

Je zrejme, Ze mnozina optimélnych rieSeni alohy

rﬁ}?{ﬂu(% 3)‘(% 5) € D(:UO’ 30)} (lj#)

je rovnakd ako mnozina optimalnych rieSeni tlohy (D,), preto stadi ukazat, ze

existuje optimélne rieenie tlohy (D,,).

Mnozina D(z") je tiroviiovou mnozinou konkavnej funkcie, teda je to konvexna
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mnozina. Funkcia g, je spojita a D(y", s°) # 0, lebo (y°,s°) € D(y°, s"). Preto ak
ukazeme, 7ze D(y°, s") je uzavretd a ohranifend, t.j. kompaktnd, tak aplikovanim

Weierstrassovej vety dostaneme, Ze existuje optimalne rieSenie tlohy (D,,).

1.) Najprv teda ukaZeme uzavretost mnoziny D(y°, s%), t.j. limitny bod Tubovolnej

konvergentnej postupnosti bodov {y"}°,, {s"}°°, mnoziny D(y°, s°) patri tiez do
tejto mnoziny. Predpokladajme, ze (y*,s") € D(y°,s°) Vn a y™ — ¢,s" — 3 pre

n — o0. Je zrejme, Ze potom
ATy" + 5" =c¢ VYn=1,2,... implikuje Aj+ 5 = c.
KedZe funkcia g, je spojitd, tak plati

lim 9M<ynv Sn) = g#(g> §>

n—oo

a z nerovnosti g, (y", s") < g,(y°, s°) vyplyva nerovnost

9u(7,5) < gu(y°, s°). (40)

Problémom je, 7ze body s™ € intQ moézu konvergovat ku hranici kuzela Q. Ak by §
patrilo hranici kuzela Q, tak potom det § = 0 a to by bol spor s ohrani¢enim (40),
pretoze

Indet s = —o0.

To znamené, 7e § € intQ, takze bod 5 patri do mnoziny D(y, s°), ¢o sme chceli
dokazat.

2.) Teraz ukazeme, ze mnozina D(y°, s°) je ohranic¢ena. Predpokladajme, ze D(y°, s%)
je neohrani¢ena. Uz sme spominali, Ze je neprazdna a konvexnd, preto podla

Lemy (5.3) existuje také (y1,s1) € D(y°, s°), (y2, s2) € D(y°, %), (y1, 51) # (Y2, S2),
Sg — 81 =o 0 (z predpokladu 1 s; # s3), pre ktoré plati

{0 50|91, 0) = (91,51) — 11w, 52) — (o s2)],t > 0} € D, ).
Z toho vyplyva, ze
9 (e, st) > gy, s°).

Pozrieme sa na hodnotu g, (v, s;) pre t = oo, t.j.

plndet (sq +t(s2 — s1))
t

lim g, (y,, 5,) = lim b s+t b7 (y2 — 1) + (41)

Ozna¢me polynom p(t) = det (sy + t(s2 — s1)) a vyuzijeme L’Hospitalovo pravidlo

na vypocet limity

1 /
i AP _ ()

= 0.
t—00 t t—00 p(t)
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Z predpokladu 2 existuje 2° € PY a z Dosledku (2.2 a)) vyplyva
(") (s — 51) > 0.
Potom
V(s — 1) = (2% AT — (10T ATy + (%) (¢ — €) = —(2) (52 — 51) < 0.

To znameni, Ze
lim g,(ys, 5¢) = —o0,
t—o00

¢o je spor s ohrani¢enim g,,(ys, s¢) > g,(y°, s°). Preto je mnozina D(y°, s°) ohrani-

¢ena.
O]

V dokaze Vety (5.2) sme vyuzili analégiu tejto vety zo semidefinitného programovania
(napr. [17]).

Dosledok 5.1. Pre kazdé ji > 0 ezistuje prdve jedno optimdlne riesenie iloh (P,) a (D,,).
Dékaz. Dosledok vyplyva z Vety (5.1) a Vety (5.2). O

Veta 5.3. Nech > 0. Potom (2,9, 5) je optimdlne riesenie uloh (P,),(D,,)

prave vtedy, ked
Az =b, T3>0,

ATg+5=c, §%¢0, (42)

kde e = (el;...;e"), pricom ¢ = (1;0) € R™.
Dokaz. Nech p1 > 0. K tlohe (P,) definujeme Lagrangeovu funkciu v tvare
L(z,y) = c'z — plndet z + y* (b — Az),

kde x € intQ,y € R™.
Optimélne riegenie & € intQ tlohy (P,) musf spliiat podmienky
VxL(i’,g]) =0, VyL(@,Q) =0

pre lubovolné y € R™.

Najprv si v§imnime, 7e z lemy (5.1) a z definicie 27! pre r > 1 (v Dodatku) vyplyva, Ze

-1

Ve(—Indetz) = -2z
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Potom
VaL(#, ) = — 208" — AT = 0, )
VyL(2,9) =b— Az = 0.
Oznaéme § = ¢ — AT¢). Potom 7z (43) dostaneme
§=2ui"",
Ai=b, (41
ATg+s5=c
Z vlastnosti | — z|| = ||z|| je zrejme, Ze § € intQ. Dalej z (44) vyplyva, e
' =2u(2")" Vi,
a teda ,
Al 2#'%6 23 _ZIU 24
= 5 S0 = T Lo
0 det 0 detzi™®
7z ¢oho sa l'ahko overi ekvivalencia
§=2u(z)! Vi & 108 =2ue" Vi & 1e5=2ue.
Podobnym sposobom by sme z Lagrangeovej funkcie k tlohe (D))
L(y,s,x) = b"y + plndet s + 27 (c — ATy — s),
kde s € intQ, dostali podmienky pre optimalne riesenie (g, §) ulohy (D,), t.j.
Vyl(9,5,2) =0, sL(9,5,2) =0, v.L(9,5,%)=0,
a z toho opit systém (42), ¢o sme cheeli dokazat. O

Ukézalo sa, ze pomocné bariérové ulohy (P,),(D,,) maju pre kazdé 1 > 0 jednozna¢né

rieSenie a to ziskame rieSenim tzv. pertubovaného systému

Ar=10b, =x =0 0,
Aly+s=c, s=90, (45)
xes=2ue.

Zavedieme pojem centralnej trajektorie.

Definicia 5.1. Mnozina
{(@(w), y(p), s(p)); > 0}

rieseni uloh (P,),(D,) sa nazyva centralna trajektoria.

Désledok 5.2. Nech > 0. Potom bod (xz(u),y(p), s(1)) je bodom centrdlnej trajektorie

prave vtedy, ak je riesenim systému (45).
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Na zéaklade analdgie zo semidefinitného programovania sa da ukazat, ze pre p — 0
existuje limita centralnej trajektorie a konverguje k optimalnemu rieSeniu. Tito vlastnost
vyuzivaji primarno-dudlne metody vniatorného bodu. Ich myslienkou je zacat v blizkom
okoli alebo v bode priamo na centralnej trajektorii a postupne sa posivat k optimalnemu
rieSeniu redukovanim dudlnej medzery. Smer posunu (Az, Ay, As) ziskame z Newtonovej
metody aplikovanej na systém (45) a konvergenciu rieSenia zabezpec¢ime, ked ostaneme

v dostatocnej blizkosti centralnej trajektorie (obrazok - oblast "neighborhood", [3]).

optimization direction

Predpokladajme, ze mame zaciato¢ny bod (z,y,s) pre p > 0. Aplikujeme Newtonovu

metodu pre systém (45):

Az + Az) = b,
Ay + Ay) + (s + As) =, (46)
(x + Ax) o (s+ As) = 2pue.
Zanedbame ¢len Az o As a po uprave dostaneme
ANxr =b— Ax,
ATAy+ Ns=c— ATy — s, (47)
reNAs+ Ares=2ue—zxes.

Da sa I'ahko overit, Ze plati nasledujica ekvivalencia
reAs+ Axres = Arw(s)Azx + Arw(z)As,

kde Arw(x) je definované ako v Poznamke (4.1). Potom systém (47) mo6zeme prepisat do

maticového tvaru

A 0 0 Ax b— Ax
0 AT I Ayl =c—ATy—s]. (48)
Arw(s) 0 Arw(z) As 2ue —r o8

Oznaéime rp = b — Ax,rp = c— ATy — s,7c = 2ue — x @ 5. Viimnime si, 7ze rp = 0, ak x

je primarne pripustné a rp = 0, ak (y, s) je dudlne pripustné. Zo systému (47) vyjadrime
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smer (Ax; Ay; As) a dostaneme

Ar = —Arw 1 (s)(Arw(s)As — r¢),

Ay = [AArw ™ (s) Arw(x) AT AArw ™ (s)(Arw(x)rp — re) + 7p], (49)

As =1rp— AT Ay.
Nasledne zvolime dlzku kroku a ak bod (z + Axz;y + Ay; s + As) je pripustny, tak bude
novym Startovacim bodom do dalSej iteracie. Takyto postup sa bude opakovat, az kym
sa dostatocne nepriblizime k optimalnemu rieSeniu.
Pre vhodne zvoleny zadiatoény bod, dizku kroku a redukciu duélnej medzery sa da kon-
vergencia k optimalnemu rieseniu dosiahnut polynomidlnym pocétom iteracii. Vyhodou
metod vniatorného bodu pre SOCP tlohy oproti iloham semidefinitného programovania
je, ze vypoctova zlozitost na interdciu je mensia nez pre tlohy SDP priblizne rovnakej
velkosti a Struktary. Podla literatary ([1], ¢ast 7) definujeme tzv. proximity measure
de(x,s) = ||Ms—pellp ,kde M =M, &--- &M, a

() (z)"

T (detat)s] 4 2@
(det %) 2 +-af)

Mi:

Pomocou tejto miery mozeme zadefinovat okolie centralnej trajektorie pre v € (0,1) ako
Ne(y) = {(z;y;8)|[Az = b, ATy + s = ;2 =0 0,5 =0 0,dr(z,s) < yu},

¢o nam poslazi v podmienke pre redukciu p. Potom algoritmus pre rieSenie tloh progra-
movania nad kuzel'mi druhého radu vyzera nasledovne:

Primarno-dualny algoritmus
1. Zvolime presnost dudlnej medzery ¢ > 0, v € (0,1),0 € (0,1). Dalej zvolime
Startovaci bod (zo;vo; s0) a g > 0 tak, aby (zo; y0; s0) € Nr(7).

2. Nech x := zq,y := yo, s := So, it := pp- Opakujeme nasledujici postup:

Pokial je 27s > ¢, tak
W= o, kdeazl—%,
Pokial plati (z;y;s) € Ngr(7), tak
Vypotitame (Ax; Ay; As) rieSenim systému (47) v bode (z;y; s).
Zvolime « tak, aby z + alAz =5 0,5 + alAs ¢ 0, potom
(z3y35) == (2393 5) + o Dw; Ay; As).
inak STOP,
inak STOP.

V tomto priipade je itera¢na zlozitost algoritmu O(y/r). Iné moZnosti volby napr. okolia

centralnej trajektorie alebo redukcie p st podrobnejsie uvedené v ([1] ¢ast 7, resp.[5]).
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6 Dodatok

6.1 Kuzele

Nasledujticu vetu vyuzijeme v niektorych dékazoch vlastnosti dualneho kuzela.

Veta 6.1 (Veta o oddelujucej nadrovine). Nech C' C R"™ je uzavretd konvexnd mnoZina a

nech xo ¢ C. Potom eristuje také a € R",a #0,b € R, Zea’x >b VYo e C aalzy <b.
Dokaz. Dokaz sa da najst v literattre ([19], str. 3).4 O

Jej analogia pre kuzele sa vyuziva pri dokazoch Zovseobecnenej Farkasovej lemy (Tvr-

denie 3.2). Formulécie oboch viet o oddelujiicej nadrovine sa dajia najst v (|2], Lec03).

Tvrdenie 6.1 (Veta o oddelujicej nadrovine pre kuzele). Nech K C R" je uzavrety

v

konvexny kuzZel a nech z ¢ K. Potom existuje také nenulové a € R"™, Ze
a’z <0 a alz>0 Vrek.

Poznamka 6.1. Veta o oddelujiicej nadrovine pre kuzele je dosledkom Vety (6.1).
Veta 6.2. Pre dudlny kuzel K* platia nasledujice vlastnosti:

a) K* je konvexny kuZel.

b) Nech kuzele K1,y spliiaji Ky C ICy. Potom pre ich dudlne kuZele plati K C K¥.

c) K* je uzavrety.

d) Vnitro K* je intK* = {z|zTx >0 Vz € K\ {0}}.

e) Ak intIC # 0, potom K* je "Spicaty".

f) Nech K je konvexny kuzZel. Potom K** je cliC. Ak K je aj uzavrety, tak K™ = K.

g) Ak clK je "Spicaty”, tak intkKC* # ().

Dékaz.  a) K* je konvexny, ak pre Tubovolné y, z € K* a 01,0y > 0 plati: 0,y+6,2 € K.
Nech y,2 € K* a 6,05 > 0. Teda 27y > 0 Vr € K a tiez 272 > 0 Vz € K.

Potom je zrejme, ze
o (O1y + 022) = 012"y + 0272 >0 Vz ek,

pretoze linearna kombinacia kladnych ¢isel je kladna. Z toho vyplyva 0;y+6,z € K*.

4Tato veta sa da v angli¢tine najst pod nazvom Separating hyperplane theorem a mé rozne alterna-

tivne varianty, napr. ([8], str. 46)
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Nech K; C Ky a nech z € K3 je Iubovolné. To znamena, ze 27z > 0 Vo € K.
Kedze Ky O Ky, tak plati aj 272 >0 Vz € Ky, a teda z € K.
Ukézali sme, ze Tubovolny prvok z K5 patri aj do K7, t.j. K5 C K.

Ukazeme, ze limitny bod Tubovolnej konvergentnej postupnosti bodov vy, kuzela
KC* patri tiez do tohto kuzela. Predpokladajme, Ze vy, € K* pre vSetky n a y, — vy
pre n — co. Potom plati Vo € K : ylx > 0. Vidime, Ze

lim 27y, = 27y, ateda 2’y >0 Vae k.

n—oo

Takze y € K*, z ¢oho vyplyva uzavretost *.

Oznatme V := {z|zT2z >0 Vz €K\ {0}}.

1.) Najskor ukazeme, ze intkC* C V.

Budeme dokazovat obmenu implikacie, t.j. y € K*\ V = y & intK*.

Nech y € K*\ V. Potom pre nejaké nenulové x € K plati y?z = 0. Uvazujme gulu
B(y,¢) so stredom y a [ubovolnym polomerom e > 0. Zvolime v € R" tak, aby
u”r < 0 a zvolime dostatoéne malé ¢islo o > 0 splhajice ||aul| = af|ul| < e.

Potom y + au € B(y,¢), ale
(y+au)’z =y "z +au’z =0+ au’z <0,

¢o znamend, ze y + au ¢ K*, a teda B(y,e) € K*. Toto plati pre vietky ¢ > 0,
preto y ¢ intk*.

2.) Teraz chceme ukazaft, ze V C intK*, t.j. Tubovolny bod z V' patri aj do intKC*.
Nech y € V, t.j. yT2 >0 Vax €K\ {0}. Z definicie kuzela plati

y'x > 0 aj pre vietky = € (cIK\ {0}) N S,

kde S = {z € R"|||z|| = 1} je jednotkova gula. D4 sa ukézat, ze S je kompaktna
a (cIK \ {0}) je uzavretd mnozina. To znamend, Ze aj prienik (c/K \ {0}) NS je

kompaktné mnozina. Potom z kompaktnosti vyplyva, 7Ze
Je>0:(y+u)lz>0 Voe (dK\{0H)NS Vu:l|ul<e.

Teda B(y,e) C V, takze y je vniatornym bodom V. Z konstrukcie vyplyva, ze
v,y +u € K* t.j. B(y,e) C K*. A teda y € intK*, ¢o sme chceli ukazaf.

Ukazeme, ze ak ma kuzel K neprazdne vnutro, tak * N (—K*) = {0}.
Nech y = £* N (—=K*). To znamena, ze

:z:TyZO/\xTySO Vo e K,
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teda 27y = 0 Vz € K. Dalej nech intK # 0, potom existuje neprazdna otvoren
gula B C K, pre ktora y'o2 =0 Vz € B.

Predpokladajme, Ze y # 0. Potom existuje také u € R, u # 0, Ze yTu > 0.
Zvolime Tubovolné x € B a kedze B je otvorena, existuje dostato¢ne malé o > 0

tak, aby x 4+ au € B. Dostavame teda
0=y (z+ou) =y "z +ay’u=0+ay’u>0,

¢o je spor. Preto y = 0. Z toho vyplyva, ze 0 € K*N(—K*), takze K*N(—K*) = {0},

¢o sme cheeli ukazat.

1.) Najprv ukazeme, Ze cllC C K**.
Pre Tubovolné z € K plati 27y > 0 Vy € K*, ¢o vyplyva z definicie dualneho

kuzela. Kuzel ** je dudlnym kuzelom kuzela ¥, a teda
zeK* e y>0 VyeKk*.

Tiato podmienku spliia aj nase Tubovolne zvolené x, takze x € K**. Ukazali sme,
ze KK C K™, a preto aj clIC C K**.

2.) Teraz ukazeme, ze K** C clK, t.j. [ubovolne zvolené z € K** plati z € clK.
Nech z € K**. Predpokladajme, ze z ¢ clK. Potom podla vety 6.1 existuje nenulové
c € R", pre ktoré plati

z2<0 a x>0 Vrecdk.

7 druhej nerovnosti vyplyva, 7e ¢ € K*. To je vSak v spore s prvou podmienkou
'z < 0, pretoze z € K**, a teda ¢’z > 0 Ve € K*. TakZe z € clK, a teda sme
ukazali I** C clIC.

Spojenim dvoch inklazii dostaneme IC** = clK. Ak je kuzel I uzavrety, tak K =
clK, a preto L = K.

Nech clIC je $picaty, t.j. cllC N (—clK) = {0}. Ukazeme, ze 0 ¢ conv(clK N S), t.j.
bod 0 nemo6zeme napisat pomocou konvexnej kombinacie bodov z ¢lK N S, kde S
je jednotkova gula v R™.

Predpokladajme, ze 0 € conv(clKC N S). Potom
0= 6ix;, kde pre vietky i plati 6; > 0, 6 =1lax; € KNS,
i=1 i=1

Vyberieme index j, pre ktory 6; # 0, potom

9]-:1:]- €cllCa — 9]'1[']' = Z 91331 € clK.
[RE]
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To znamena, ze 0 # 0;z; € clK N (clK), ¢o je v spore s vlastnostou Spicatosti
kuzela. Preto 0 ¢ conv(clKK N S). Kedze ¢l NS je kompaktna mnozina, tak aj jej
konvexny obal je kompaktna mnozina, a preto moézeme pouzit vetu 6.1.

Teda existuje nenulové a € R™, pre ktoré a’x >0 Vz € clKNS aa’0 < b, z ¢oho
vyplyva b > 0. Zvolime [ubovolné nenulové y € cIK. Potom Hz_\l €Sa

y
a'y = [lyla” = > [lyllb > 0,

Iyl
takze a € K*. Teraz ukadzeme, Ze B(a,b) C K*. Nech u € R™ : ||u|| < b je Tubovolné.
Potom s pouzitim Cauchy-Schwarzovej nerovnosti plati
uly > —luly| > ~[lullllyll,
t.j. ﬁ > —||u|, a teda

(a+w)'y > ay+u"y > bllyl| = Julllyll = (0~ llulllyl = 0.

To znamené, Ze B(a,b) C K*, takZe a € intK*, a teda int/C* # ().
O]

Poznamka 6.2. Myslienka dokazu Vety (6.2 d),e)) bola prevzata z [25], iny spdsob

overenia niektorych vlastnosti sa da najst napr. v [9],[22].

Tvrdenie 6.2. Nech K = Iy x --- X K, je kartézsky sucin kuzelov Kq,...,K,. Potom

platia nasledujice vlastnosti:
a) K je kuzel.
b) Ak si kuzele Ky, ..., K, konverné, tak aj ich kartézsky sucin IC je konvexny.
c) Ak si kuzele Ky, ..., K, samodudlne, potom K je tieZ samodudlny kuZel.
d) Ak su kuZele Ky, ..., K, vlastné, potom aj KC je vlastny kuzel.

Dékaz.  a) Nech x € K a nech a > 0. Potom =z = (z1;x9;...;2,) pre Tubovolné
x1 € Ky,... 2, € K,. KedZe Kq,..., K, st kuzele, tak axy € Kq,...,ax, € K,. Z
toho vyplyva, 7e ax = (qxy; ;. . .5 axy,) € Ky x- - - XK, a preto Ky X ICyx - - - XIC,,

je kuzel, ¢o sme chceli ukazat.

b) Ukazeme, ze pre Tubovolné z,y € K a 601,605 > 0 plati 6,2 + 0y € K.
Nech z = (x1; 225 .. .;20),y = (Y15 Y2; - - - ; Yn) € K suTubovolne zvolené a 0y, 65 > 0.
Potom x1,y1 € Kq;...;2,y, € K. Z konvexnosti kuzelov Ky, ..., K, vyplyva

Oy + Oy € Ko, ..., 01y + O2yy € K.

Takze 91[E + ng = (911’1 + ngl; Ce ;len + ngn) c ]Cl X+ X lCn
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¢) Podla a) je kartézsky sucin kuzelov K kuzel.
Oznacme K* = (K; x -+ x IC,)* duélny kuzel kuzela IC.
Kedze Ky, ..., K, st samodualne kuzele, tak plati K7 = Ky,..., K = K,.
Preto stac¢i ukazat, ze K* = K} x --- x K. Potom po dosadeni za K},i =1,...,n,
dostaneme K* = K.
1.) Najprv ukdzeme, ze K* C K} x - -+ x KX,

7 definicie duélneho kuzela vyplyva

K ={o=(zy;20;...;2,) 072 >0 Vo= (21;20;...520) €K1 x - x K}
={r=(v1;m9;.. ;2)|ol 21+ -+ 2l2, >0 Vo €Ky,..., 2, €K}

Zvolime také j, 7ze z; =0 Vi # j. Potom x; € K. Takto m6zeme postupovat pre
j =1,...,n a postupne dostaneme z; € K}, ...z, € K}.

Takze K* C K} x -+ X r.

2.) Teraz ukdzeme opacnu inkltziu, t.j. £ x -+ x K C KC*.

Nech x; € Kf,...,z, € K. Potom pre [ubovoIné (z1;29;...52,) € Ky x -+ X K,
plati

(13205 s an) (2152055 2n) = @] 21+ 4 2 2 2 0,

Z toho vyplyva, ze K x -+ x K¥ C K*.
Spojenim oboch inkluzii dostaneme K* = Kf X - -+ x K, z ¢oho je uz lahko vidiet

samodualnost kartézskeho stucinu samodualnych kuzelov.

d) Ukazeme, 7e K spliia vlastnosti vlastného kuzela, t.j. je uzavrety, konvexny, §picaty
a intkC # (). Ked'ze kazdy z kuzelov K1, . . ., K, splita tieto vlastnosti, tak je zrejme,
ze konvexnost kuzela K vyplyva z b). f)alej d2? € intk; Vi = 1,...,n. Potom

2% = (29;...;29) € intK, a teda vnitro kuzela K je neprazdne. Teraz ukédZeme, Ze
z € KN (—=K) implikuje z = 0.

Nech z = (215...;2,) € K a —2z € K. To znamena, 7e z; € K; N (=K;) pre
1=1,...,n. Kuzele IC;,7 = 1,...,n st $picaté, preto z; =0 Vi, ¢o je ekvivalentné
s z = 0. A nakoniec ostava ukézat uzavretost kuzela IC.
Nech {p™ = (p*;...,p")}5°_, je postupnost bodov z K konvergujica k
P = (P1;...,Dn). Pre vietky i = 1,...,n plati pi" € K; — p;. Pretoze K; je uzavrety
kuzel, tak p; € KC; Vi, z ¢oho vyplyva p € K. A teda kuzel K je uzavrety.
Podarilo sa nam ukazat, ze K spliia vietky vlastnosti vlastného kuzela.

O

Poznamka 6.3. Body a) a ¢) z predchadzajtuceho tvrdenia si rozsirenim [7] a (|22],5.334)
pre n > 2. Najdolezitejsou vlastnostou je vlastnost d), ktora sa vyuzije uz pri formulécii
SOCP tloh.
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6.2 Operator o a geometria vektora z

Nech z = (20;Z) € RP a s = (s0;5) € RP.

Zavedieme oznacenie
xls
T os= - ] (50)
ToS + Sox

Dalej k vektoru x definujeme tzv. arrow-shaped maticu ako

=T
Arw(x) = (S;O ;I> .
0

Vsimnime si, Ze potom (50) mézeme zapisat pomocou arrow-shaped matic nasledovne
ros=Arw(z)s = Arw(z)Arw(s)e,
kde e = (1,0,...,0)T € RP.
V nasledujicom tvrdeni spomenieme a overime zakladné vlastnosti operatora o.
Tvrdenie 6.3. Operdtor o spliia nasledujice vlastnosti:
1. Nech z =xoy. Potom Vo, 3 € R plati
zo(ay+ fz) =axoy+ froz,
(oy+ fz)ox =ayox+ fzouwx.
2. ros=sox

3. Nech e = (1;0) € RP, kde 0 € RP™. Potom xoe = x.

4. Nech x* = x o x. Potom matice Arw(x) a Arw(xz?) komutuji. Naviac Vy € RP
plati:
zvo(z?oy) =120 (xoy).
Dékaz. 1. Nech z = z o y. Potom tpravami na zéklade vztahu (50) dostaneme
zo(ay+ pz) =x o (ay + fArw(z)y) = Arw(z)(ay + SArw(z)y) =
= aArw(z)y + fArw(x)Arw(z)y = ax oy + fArw(z)z =
=aroy—+ froz.
Podobne ukaZeme aj druhu rovnost. Najprv l'ava strana rovnice:
ayo + Baly
oOr =
oy + Broy + ByoT
[ ay+ BTy (ag+ Broy + Byex)"\ (o
ay + Broy + Byt (ago + Bry)l

 [axoyo + BroxTy + af" T + Py’ T + Py T
axoy + Bty + ByoxoT + ayoZ + falyz

(ay + Pz)ox =

x
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Teraz vyjadrime prava stranu rovnice:

T z’ o +yoZ)T\ (2
ayor+ fzor =« 4 + 8 y (0¥ + yoT) 0) _
Yo + Toy oY + Yo xTy[ T

| ayTr 4 Broxy + froy’ T+ Py’ T
ayoT + axol + By + BroyeT + Bl yx

Vidime, ze Tava strana=prava strana, ¢o sme chceli ukazat.

2. Lava strana:

zy T Yo ToYo + 1Y
roy=Arw(z)y=|{ _ = - e
T xol y YoT + Ty

Prava strana:

vo 7\ (o Yoro + 7' T
yoxr =Arw(y)e =" = - R
v yol x oY + Yo

Vidime, ze Tava strana=prava strana, ¢o sme chceli ukazat.

3. Nech e = (1;0) € RP, kde 0 € RP~!. Potom

roe= Arw(zr)e = (3;0 :0]> (;) = (20> =z.

4. Matice Arw(z) a Arw(z?) komutuji, ak Arw(z)Arw(z?) = Arw(x?)Arw(z). Po-

zrieme sa najprv na [avi a potom na pravu stranu rovnice a dostaneme:

x9 T xlx 2xox! rorle + 2x0xtx 22237 + xTxz”
Arw(z)Arw(z?) = ( 0 > ( 0 ) = ( 0 0 0

z xol ) \2v0z T2l oloz + 223 220777 + oxT Xl
T —T —T T —T T,.=T 2T
r'r 20T Ty T ToT T+ 2x0x"x Tt + 22T
Arw(z?) Arw(z) = 0 0 =" 0 0
2007 'l T xol 2I35¢ +aTez  2x0z2" + xoxlxl
Opat nastala rovnost a to sme chceli ukazat.

Zvolme Tubovolné y € RP. Potom na zaklade predchadzajticeho vysledku plati

zo (22 oy) =z o (Arw(z?)y) = Arw(z)Arw(z?)y = Arw(z?) Arw(z)y =
= Arw(z®)(zoy) = 2% o (zoy).
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6.2.1 Spektralny rozklad vektora =z

V snahe vytvorit analogiu metod vntitorného bodu pre tilohy programovania nad kuzelmi
druhého radu s metédami vniutorného bodu v semidefinitnom programovani, definuje
sa podobna Struktura pre vektor x ako pozname pre matice. Teda definujeme pojmy
vlastnych ¢isel, spektralneho rozkladu a podobne.

Uvazujme nasledujiicu rovnost:
2% — 2zoz + (22 — ||Z]|*)e = 0.
Lahko overime, Ze plati, pretoZze
() ()5 (7))
Potom mozeme definovat charakteristicky polyném p(\, x) ako
PN, @) = N =2z + (25 — [ Z]*) = (A = (2o + [|Z])) (A = (0 — [|Z]])).
Korene rovnice p(\,z) = 0 st
M=wzot+ |z a A==z0— 2|

a nazyvaju sa vlastné hodnoty vektora z. To znamend, ze kazdy prvok x mé iba 2 reélne
vlastné hodnoty.

Potom moézeme definovat stopu vektora z ako
tr(x) = A\ + Ao = 20 + ||Z]| + 2o — ||Z]] = 220
a determinant vektora x
detz = A\ de = (20 + [1Z]]) (w0 — ||Z]]) = 25 — [IZ]*.
Spektrdlny rozklad vektora x predstavuje rovnost

Tr = )\1C1 + )\QCQ,

1(1
0125 ﬁ a Cy =

¢o geometricky reprezentuje nasledujici obrazok.

|2~2|

N —

()

Bl
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e

Obr. 4: Spektralny rozklad z: Nech x = (z9;Z) € RP. Projekciou x do roviny z1, ... , Tp—1, normaliz4-

ciou Z, —Z a néslednym zdvihnutim normalizovanych vektorov na hranicu kuzel'a ziskame ¢y, c3([1],520).

Dokazeme nasledujtce tvrdenie.

T T P
Tvrdenie 6.4. Vektory c; = % (1 i) ,Co = % (1 —|—fEH> splnaju nasledugjice vlast-

1]l z

nosti:
1. ciocy =0,
2. & =cy,0 = co,
3. c1+co=e,

4. ¢1 = Rcg, o = Req, kde

1 of
R= ,
0 —I
5. c1,c9 € bdQ.
Dokaz. 1. )
1] _ &% 0
¢l 0cy = 4<x '”C”i) -
— s T @ 0

100 = ‘ll(l—i_“f”%) _fd =c
=5 = z z “ 95\ z -
Tzl T qal 2\
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3. f)alej

4. Pocitajme

1 /(1 oF 1 1 1
Rcl = 3 = = 3 = = Cg,
2\0 -1 = 2\ —-L
[zl llz]]
1 (1 oF 1 1 1
R —_ - P pr—
¢o sme cheeli ukazat.
5. Nech ¢ = 2“"’;”. Potom ¢; = (3;¢), ¢z = (3; —¢). Cheeme ukézat, 7e ||¢]| = || —¢|| = 1.
Teda -
_ z _nx 4

a preto c1, co € bdQ.

Ak det x # 0, mézeme definovat

1 To
—1 -1 -1
T =N o= ————— .
LaT e T (-)

1

V8imnime si, zZe rox™ " = e.

Pre nezaporné ¢islo p dalej definujeme p-tu mocninu vektora = ako

2P = Mey + M.

A nakoniec zavedieme normy:

2l = /AT + 23 = V2|2,

[]]2 = max{|Ad, [Aof} = [ao| + [[Z[], ak o € Q.

Zatial sme uvazovali, ze r = 1, teda vektor x = (zo;Z) € RP je ako jeden blok.

Teraz nech z = (z%;...;2") € R™, kde 2 € R™,

Potom charakteristicky polyném definujeme ako

p(z) = Hpi(xi)-

To znamend, 7e vektor x bude mat 2r vlastnych ¢isel

No=ab + 7Y, MNo=af—||I7Y, i=1,...,m
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takze .
deta = [ J((x5)* — ||7')*)
A - r
tr(x) = 22356.

Vektor x v spektralnom rozklade zapiSeme analogicky

1.1 1.1
Ac; + A6
T = :

T AT T AT
] + Ach

a potom ak det z # 0, tak definujeme

A nakoniec zavedieme normy:
T
Izl = ll'|3
i=1
)]z = max ||2*]].

Poznamka 6.4. Dalsie vlastnosti operatora o a rozgirenie geometrie vektora x sa da

najst v ([1], ¢ast 4), pre nase tucely to v8ak nie je potrebné.
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Zaver

Cielom tejto prace bolo spracovanie tedrie pre tlohy programovania nad kuzel'mi dru-
hého radu. Motivaciou pre analyzu tejto tedrie boli mozné aplikicie programovania nad
kuzelmi druhého radu v praxi. V prvom rade sme sa postupne oboznamili so vSeobec-
nymi kuZzelmi a ich vlastnostami, ako aj s kuzelmi druhého radu. Zistili sme, Ze kuzel
druhého radu je vlastny kuzel a jeho zédkladnou vlastnostou je tzv. samoduélnost. Vdaka
tomu sa méze zadefinovat zovSeobecnené nerovnost, ktora tak vytvara analégiu s ohra-
niceniami v linedrnom a semidefinitnom programovani.

Nésledne sme naformulovali tlohu programovania nad kuzelmi druhého radu a k nej
duélnu tlohu. Pri skimani duality sme zistili, zZe slaba veta o dualite plati podobne ako
v linedrnom programovani. Silnd veta o dualite v tlohach programovania nad kuZel'mi
druhého radu si na rozdiel od linedrneho programovania vyzaduje prisnejsiu podmienku,
tzv. ostru pripustnost riesenia. Ukézali sme na priklade, ¢o sa moze stat, ak tato pod-
mienka nie je splnena. A vetu sme dokazali pomocou zovSeobecnenej FarkaSovej lemy,
ktora je analdgiou zovSeobecnenej Farkasovej lemy pre semidefinitné programovanie. Pri
podmienke komplementarity sme zaviedli novy operator a vysvetlili interpretaciu tejto
podmienky aj geometricky.

V nasledujtcej kapitole sme ukézali stvis medzi tlohami programovania nad kuzel'mi
druhého radu a inymi triedami konvexnej optimalizicie. Linedrne programovanie a kvad-
ratické programovanie je podtriedou programovania nad kuZzelmi druhého radu, takze
vSetky tlohy linedrneho a kvadratického programovania mozno previest na tlohy prog-
ramovania nad kuzel'mi druhého radu. Na druhej strane je programovanie nad kuzel'mi
druhého radu podtriedou semidefinitného programovania ako to bolo spomenuté aj v
uvode tejto prace.

Na zaver sme sa zaoberali metodami vniatorného bodu. Ich myslienkou bolo vytvorit ana-
logiu bariérovej funkcie ako v semidefinitnom programovani, preto sa zaviedol novy po-
jem spektralneho rozkladu vektora, ktory sme podrobnejSie uviedli v Dodatku. Nasledne
sme uviedli potrebné predpoklady, definovali sme pomocné bariérové ilohy a tkazali sme
existenciu optimélneho rieSenia tychto tloh. Nakoniec sme v algoritme opisali postup,
akym sa priblizime k optimalnemu rieSeniu poévodnej priméarnej a dualnej tlohy.
Jednou z moznosti rozsirenia tejto prace je venovat sa podrobnejsSie vlastnostiam cen-
tralnej limitnej trajektorie alebo skiimat rozne volby dizky kroku, resp. redukcie duélnej
medzery v primarno-dualnom algoritme. Druhou alternativou je venovat sa viac aplika-

ciam programovania nad kuzelmi druhého radu, ale tym by sme prekrocili rozsah prace.
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