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Abstrakt

POKORNÁ, Katarína: Programovanie nad kuºe©mi druhého rádu [Diplomová práca] -

Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; Katedra

aplikovanej matematiky a ²tatistiky. - Vedúci diplomovej práce: RNDr. Mária Trnovská,

PhD.;Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky, Univerzita Komenského, Bratislava.-

Bratislava 2013 /59s./

Táto diplomová práca sa zaoberá programovaním nad kuºe©mi druhého rádu. Ide o úlohy

konvexnej optimalizácie, v ktorých mnoºinu prípustných rie²ení tvorí prienik polyédra a

kuºe©ov druhého rádu. V práci sú stru£ne uvedené aplikácie ako motivácia pre skúma-

nie teórie programovania nad kuºe©mi druhého rádu. Potom sa práca venuje v²eobecne

kuºe©om a ich vlastnostiam a následne opisuje kuºele druhého rádu. Jadro práce tvorí

podrobné spracovanie teórie duality, hlavne dôkaz silnej vety o dualite pomocou zov²e-

obecnenej Farka²ovej lemy. Na záver je práca zameraná na metódy vnútorného bodu,

kde je aj uvedený algoritmus na rie²enie úloh programovania nad kuºe©mi druhého rádu.

K©ú£ové slová: Programovanie nad kuºe©mi druhého rádu (SOCP), kuºe©, dualita, me-

tódy vnútorného bodu



Abstract

POKORNÁ, Katarína: Second-order cone programming [Master's thesis] - Comenius

University in Bratislava. Faculty of mathematics, physics and informatics; Department of

applied mathematics and statistics. - Supervisor: RNDr. Mária Trnovská, PhD.; Depart-

ment of applied mathematics and statistics, Comenius University, Bratislava.- Bratislava

2013 /59pp./

This thesis deals with second-order cone programming. There are convex optimization

problems where the feasible region is an intersection of polyeder with second-order co-

nes. The work provides a short introduction to the applications as well as motivation to

explore theory of second-order cone programming. It includes a basic properties of cones

in general and then describes the second-order cones. The main theme of this work is

deeper analysis of duality, especially a proof of strong duality theorem using generalized

Farkas lemma. In conclusion, this thesis is focused on interior-point methods and there

we can �nd an algorithm to solve the second-order cone programms.

Keywords: Second-order cone programming, cone, duality, interior-point methods
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Zoznam pouºívaných symbolov

R reálne £ísla

Rn priestor reálnych n-rozmerných vektorov

Rn
+ nezáporný ortant

R+, R++ nezáporné, kladné reálne £ísla

Sn priestor symetrických reálnych matíc typu (n× n)

Sn+, S
n
++ priestor symetrických kladne semide�nitných, kladne de�nitných matíc typu (n× n)

(x; y) (x; y) = (xT , yT )T , kde T ozna£uje transpozíciu matice alebo vektora

x = (x0; x̄) n-rozmerný reálny st¨pcový vektor (x0, x̄
T )T , kde x0 ∈ R, x̄ = (x1, . . . , xn−1)T ∈ Rn−1

||.|| ²tandardná Euklidovská norma, pre x ∈ R : ||x|| = (
∑n−1

i=0 x
2
i )

1/2 =
√
xTx

xT s skalárny sú£in pre x, s ∈ Rn, t.j. xT s =
∑n

i=1 xisi

A× B Kartézsky sú£in, A× B = {(x; y) : x ∈ A ∧ y ∈ B}, kde A ⊆ Rk,B ⊆ Rl

intK vnútro kuºe©a K
bdK hranica kuºe©a K
clK uzáver kuºe©a K
K∗ duálny kuºe© ku kuºe©u K, K∗ = {z : ∀x ∈ K, xT z ≥ 0}
Qn kuºe© druhého rádu, Qn = {x = (x0; x̄) ∈ Rn : x0 ≥ ‖x̄‖}
Q1 kuºe© druhého rádu pre n = 1: Q1 = {x0 ∈ R : x0 ≥ 0}
B(y, ε) gu©a so stredom y ∈ Rn a polomerom ε > 0, B(y, ε) = {x ∈ Rn|‖x− y‖ < ε}
S jednotková gu©a (unit sphere), S = {x ∈ Rn|‖x‖ = 1}
conv(A) konvexný obal mnoºiny A

rank(A) hodnos´ matice A

LP úloha lineárneho programovania

QP kvadratické programovanie

LCQP úloha kvadratického programovania s lineárnymi ohrani£eniami

QCQP úloha kvadratického programovania s kvadratickými ohrani£eniami

SOCP úloha programovania nad kuºe©mi druhého rádu

SDP úloha semide�nitného programovania
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Úvod

V dne²nej dobe sa £oraz £astej²ie stretávame v praxi s optimaliza£nými úlohami. Vä£-

²inu z týchto úloh tvoria práve úlohy konvexnej optimalizácie, kde ide o minimalizáciu

konvexnej funkcie na konvexnej mnoºine. Nepochybne zaujímavým faktom je, ºe sa kon-

vexná optimalizácia ²tuduje uº viac ako storo£ie. Napriek tomu sa ²iroká ²kála aplikácii

v oblastiach ako napr. ²tatistika, �nancie, komunikácie a siete, £i datová analýza alebo

spracovanie signálu, objavila aº v 90. rokoch minulého storo£ia. Podnetom pre roz²írenie

aplikácii bol vývoj metód vnútorného bodu a v r. 1988 ich zov²eobecnenie na v²eobecné

konvexné úlohy (Nesterov a Nemorivski). Ukázali sa tak viaceré výhody, pre£o je dobré

naformulova´ optimaliza£ný problém ako úlohu konvexnej optimalizácie. Jedným z dô-

vodov je uº vy²²ie spomenutá konvexnos´ mnoºiny prípustných rie²ení. �alej sú to práve

metódy vnútorného bodu, ktoré zabezpe£ia efektívne a spo©ahlivé rie²enie úloh a navy²e

sa dajú implementova´ do rôznych softvérov. A z teoretického h©adiska duálna úloha na-

formulovaná k pôvodnému problému môºe £astokrát poskytnú´ zaujímavé interpretácie.

Nový poh©ad na úlohy konvexnej optimalizácie otvoril moºnosti pre rozvoj nových tried

konvexnej optimalizácie. Jednou z nich bolo semide�nitné programovanie, kde sa opti-

malizovala úloha cez prienik a�nnej mnoºiny a kuºe©a kladne semide�nitných matíc.

Uplatnenie na²lo napr. v teórii riadenia, ²tatistike, £i spektrálnej analýze. Nevýhodou

semide�nitného programovania sa ukázala výpo£tová zloºitos´ potrebná pri jednotlivých

iteráciách metód vnútorného bodu pre úlohy ve©kého rozsahu. Preto bolo snahou roz-

vinú´ ¤al²iu triedu konvexnej optimalizácie, ktorá by rie²ila nelineárne konvexné úlohy.

Tak v roku 2000 vznikla podtrieda semide�nitného programovania, tzv. programovanie

nad kuºe©mi druhého rádu, ktorá roz²írila moºnosti aplikácii konvexnej optimalizácie

hlavne v oblasti inºinierstva.

Cie©om tejto práce je spracovanie teórie pre stále pomerne novú podtriedu konvexnej

optimalizácie - programovanie nad kuºe©mi druhého rádu. Práca je £lenená na 6 £astí.

Prvá kapitola je v²eobecne venovaná programovaniu nad kuºe©mi druhého rádu, kde je

uvedený aj motiva£ný príklad pouºitia týchto úloh v praxi, ako aj ¤al²ie moºnosti ap-

likácie. V druhej kapitole oboznámime £itate©a s pojmom kuºe© a spomenieme niektoré

základné vlastnosti. Takisto uvedieme dôleºité vlastnosti kuºe©a druhého rádu, ktoré

budeme vyuºíva´ pri spracovaní teórie. V tretej kapitole naformulujeme základnú úlohu

programovania nad kuºe©mi druhého rádu a de�nujeme k nej duálnu úlohu. Potom do-

káºeme silnú vetu o dualite pomocou zov²eobecnenej Farka²ovej lemy a de�nujeme pod-

mienku komplementarity. �tvrtá kapitola sa zaoberá vz´ahmi medzi triedami konvexnej

optimalizácie a je v nej uvedený prevod úloh medzi jednotlivými triedami. V piatej ka-



3

pitole sú opísané metódy vnútorného bodu, kde sa zade�nuje pojem bariérovej funkcie,

centrálnej trajektórie a ukáºe sa algoritmus vhodný na získanie optimálneho rie²enia. Na

záver sú v dodatku uvedené niektoré dôkazy, ako aj de�novaný tzv. spektrálny rozklad

vektora, ktorý je potrebný pri metódach vnútorného bodu.
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1 Programovanie nad kuºe©mi druhého rádu

Programovanie nad kuºe©mi druhého rádu, tzv. second-order cone programming (SOCP)

alebo ice-cream cone programming, je trieda úloh konvexnej optimalizácie, v ktorých

minimalizujeme lineárnu funkciu cez prienik polyedrickej mnoºiny a kuºe©ov druhého

rádu. Základný tvar takejto úlohy si môºeme predstavi´ ako

min cTx,

Ax = b,

‖x̄‖ ≤ x0,

(1)

kde c ∈ Rn, b ∈ Rm, A ∈ Rm×n,x = (x0; x̄) ∈ Rn, pri£om x0 ∈ R, x̄ ∈ Rn−1, a ohrani£enie

‖x̄‖ ≤ x0 je ohrani£ením kuºe©a druhého rádu.

SOCP úlohy ponúkajú ²iroký záber aplikácii v inºinierstve,�nanciách, ako aj ²tatistike,

preto programovanie nad kuºe©mi druhého rádu patrí k dôleºitým triedam úloh konvexnej

optimalizácie. Predtým neº sa budeme venova´ teórii, ukáºeme si motiva£ný príklad, kde

sa dá programovanie nad kuºe©mi druhého rádu aplikova´.

1.1 Markowitzov problém

Známy Markowitzov problém sa zaoberá optimalizáciou portfólia zloºeného z n aktív.

Model je zaloºený na predpoklade, ºe cie©om investora je maximalizova´ funkciu uºito£-

nosti u(θ) = µp− 1
2
γσ2

p, kde µp = µT θ je o£akávaný výnos portfólia (v eurách), σ2
p = θTΣθ

je variancia výnosu portfólia a γ > 0 vyjadruje mieru rizikovej averzie investora. Potom

môºeme napísa´ úlohu v tvare

max µT θ − 1

2
γθTΣθ,

1T θ = c0,
(2)

kde θ ∈ Rn je premenná, ktorej zloºky predstavujú mnoºstvá v eurách investované do

jednotlivých aktív. Ohrani£enie, v ktorom 1 = (1, . . . , 1) ∈ Rn, zodpovedá podmienke, ºe

môºeme investova´ iba to©ko kapitálu, ko©ko máme práve k dispozícii (c0). Dá sa ©ahko

overi´, ºe úloha (2) je ekvivalentná s úlohou

min θTΣθ − 2

γ
µT θ,

1T θ = c0.

(3)

Takto naformulovaná úloha kvadratického programovania sa dá previes´ na SOCP úlohu

tak, ºe ohrani£ením ú£elovej funkcie dostaneme ohrani£enie kuºe©a druhého rádu (pod-

robne v kapitole SOCP úlohy a iné triedy konvexnej optimalizácie). Potom Markowitzov
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problém ako SOCP úloha bude vyzera´ nasledovne

min t

1T θ = c0∥∥∥∥∥ Σ
1
2 θ

1− 2
γ
µT θ−t
2

∥∥∥∥∥ ≤ 1 + 2
γ
µT θ + t

2
.

(4)

Na rie²enie SOCP úloh sa vyvíjajú rôzne programy a jedným z nich je CVX, ktoré
pracuje v prostredí MATLAB-u [27]. CVX je ur£ené v²eobecne pre úlohy konvexnej
optimalizácie, ale práve úlohy programovania nad kuºe©mi druhého rádu sa tu dajú
ve©mi jednoducho implementova´. Po de�novaní Σ, µ, γ, n by sme mohli Markowitzov
problém v tvare SOCP úlohy (4) aplikova´ v CVX takto:

cvx_begin

variable theta(n);

variable t(1);

minimize(t);

subject to

sum(theta) == c0;

norm([(sigma^0.5)*theta; (1-(2*mu'*theta/gama+t))/2]) <= (1+(2*mu'*theta/gama+t))/2;

cvx_end

Poznámka 1.1. Okrem Markowitzovho problému sú známe aj iné prístupy k optima-

lizácii portfólia a tieº sa dajú preformulova´ na SOCP úlohy. Podrobne sa touto témou

zaoberá autor v literatúre [12].

1.2 Truss Design

Medzi ¤al²ie známe aplikácie patrí oblas´ tzv. Truss design. Táto problematika sa zaoberá

kon²trukciami rôznych stavieb. V úlohe máme daný po£et uzlov, resp. bodov v priestore

a pre kaºdú spojnicu k dvoch uzlov je de�novaná jej d¨ºka Lk, tzv. Young's modulus

Ek a volume tk. Takisto poznáme vonkaj²ie sily pôsobiace na uzly. Cie©om je zisti´,

ktoré spojnice bodov potrebujeme, aby kon²trukcia bola stabilná. Zade�nujeme model

na základe [13]

min
f,t,s

1

2

m∑
k=1

sk

Af = −F

Mt ≤ d

L2
k

Ek
f 2
k ≤ tksk k = 1, . . . ,m

t ≥ 0, s ≥ 0,

(5)
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kde f, t, s ∈ Rm. Hlavným problémom pri prevode na úlohu SOCP je ohrani£enie

L2
k

Ek
f 2
k ≤ tksk,

zade�nujeme preto nasledujúce premenné

wk =
1

2
tk +

1

2
sk,

yk = −1

2
tk +

1

2
sk.

Je zrejme, ºe

sk = wk + yk, tk = wk − yk

Môºeme overi´, ºe

tksk = w2
k − y2

k

a potom ohrani£enie má tvar √
L2
k

Ek
f 2
k + y2

k ≤ wk.

Potom uº ©ahko prevedeme úlohu (5) na SOCP úlohu

min
f,w,y

1

2
eT (w + y)

Af = −F

M(w − y) ≤ d

L2
k

Ek
f 2
k ≤ tksk k = 1, . . . ,m∥∥∥∥(yk;
Lk√
Ek
fk)

∥∥∥∥ ≤ wk, k = 1, . . . ,m,

(6)

kde w, y, f ∈ Rm.

Poznámka 1.2. Iné aplikácie SOCP úloh môºeme nájs´ napr. v [18],[8].
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2 Kuºele a ich vlastnosti

Uvedieme niektoré základné pojmy a vlastnosti kuºe©ov, ktoré sú dôleºité aj pre kuºele

druhého rádu. Tieto poznatky nám neskôr umoºnia pracova´ s úlohami programovania

nad kuºe©mi druhého rádu.

De�nícia 2.1. Mnoºinu K nazveme kuºe©om, ak pre kaºdé x ∈ K a θ ≥ 0 platí θx ∈ K.

De�nícia 2.2. Kuºe© K ⊆ Rn sa nazýva vlastný kuºe©, ak sp¨¬a nasledujúce vlastnosti:

• K je uzavretý,

• K je konvexný, t.j. pre ©ubovo©né x1, x2 ∈ K a θ1, θ2 ≥ 0 platí: θ1x1 + θ2x2 ∈ K,

• K má neprázdne vnútro, t.j intK 6= ∅,

• K je "²picatý"(pointed), £o znamená, ºe neobsahuje priamku, t.j.

x ∈ K,−x ∈ K ⇒ x = 0.

Pomocou vlastného kuºe©a K môºeme zade�nova´ £iasto£né usporiadanie na Rn, tzv.

zov²eobecnenú nerovnos´:

x �K y ⇔ y − x ∈ K.

Takto de�novaná zov²eobecnená nerovnos´ sp¨¬a nasledujúce vlastnosti:

• re�exívnos´: x �K x (platí, pretoºe 0 ∈ K),

• antisymetria : x �K y, y �K x⇒ x = y (vyplýva zo ²picatosti kuºe©a K),

• tranzitívnos´: x �K y, y �K z ⇒ x �K z (K je kuºe© a je konvexný),

• zachováva s£ítanie: x �K y, u �K v ⇒ x+ u �K y + v.

• zachováva prenásobenie nezáporným skalárom: x �K y, α ≥ 0 ⇒ αx �K αy,

• uzavretos´ vzh©adom na limitu: ak xi �K yi ∀i = 1, 2, . . . a xi → x, yi → y pre

i→∞, potom x �K y.

Podobne je de�nované aj ostré £iasto£né usporiadanie na Rn:

x ≺K y ⇔ y − x ∈ intK,

pre ktoré platia nasledujúce vlastnosti:

• x ≺K y ⇒ x �K y,
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• x ≺K y, u �K v ⇒ x+ u ≺K y + v.

• x ≺K y, α > 0 ⇒ αx ≺K αy,

• x 6≺K x,

• x ≺K y ⇒ pre u, v dos´ malé x+ u ≺K y + v.

Opa£né nerovnosti x �K y, resp. x �K y sú ekvivalentné zápisom y �K x, resp. y ≺K x.
V prípade, ºe K = R+, tak zov²eobecnené nerovnosti�K a≺K zodpovedajú ²tandardným
nerovnostiam ≤, < v R.

Základné de�nície kuºe©a a vlastnosti zov²eobecnenej nerovnosti sme popísali na zá-
klade ([8], kapitola 2) a teraz podrobne v príkladoch overíme vlastnosti vlastného kuºe©a
pre Rn a Sn+.

Príklad 2.1. Nezáporný ortant.

Nezáporný ortant je mnoºina bodov s nezápornými zloºkami, t.j.

Rn
+ = {x ∈ Rn|xi ≥ 0, i = 0, . . . , n− 1} = {x ∈ Rn|x � 0}.

Ukáºeme, ºe Rn
+ sp¨¬a vlastnosti vlastného kuºe©a.

1. Uzavretos´ Rn
+ vyplýva z otvorenej komplementárnej mnoºiny {x ∈ Rn|xi < 0,∀i} k Rn

+, pretoºe

aj dostato£ne malé okolia bodov xi stále sp¨¬ajú nerovnosti xi < 0.

2. Rn
+ je konvexný kuºe©, ak pre ©ubovo©né x, y ∈ Rn

+ a θ1, θ2 ≥ 0 platí: θ1x + θ2y ∈ Rn
+, a teda

∀i : θ1xi + θ2yi ≥ 0. To zrejme platí, pretoºe lineárna kombinácia nezáporných £ísel je opä´

nezáporné £íslo.

3. Je zrejme, ºe intRn
+ 6= ∅ , lebo intRn

+ = Rn
++ = {x ∈ Rn|xi > 0,∀i} = {x ∈ Rn|x � 0}.

4. A nakoniec Rn
+ je ²picatý, pretoºe x ∈ Rn

+,−x ∈ Rn
+ ⇔ ∀i : xi ≥ 0∧xi ≤ 0⇔ ∀i : xi = 0⇔ x = 0.

Ke¤ºe nezáporný ortant Rn
+ je vlastný kuºe©, tak môºeme de�nova´ zov²eobecnenú nerovnos´ �K, ktorá

zodpovedá nerovnostiam po zloºkách, t.j. x � y ⇔ ∀i : xi ≤ yi. Analogicky pre ostrú nerovnos´ platí

x ≺ y ⇔ ∀i : xi < yi.

Príklad 2.2. Kladne semide�nitný kuºe©.

Pod pojmom kladne semide�nitného kuºe©a rozumieme mnoºinu Sn
+ = {X ∈ Sn|X � 0}, kde Sn je

mnoºina symetrických (n× n) matíc.

Ukáºeme, ºe Sn
+ sp¨¬a v²etky vlastnosti vlastného kuºe©a.

1. Sn
+ je konvexný kuºe©, ak pre ©ubovo©né A,B ∈ Sn

+ a θ1, θ2 ≥ 0 platí: θ1A + θ2B ∈ Sn
+. Matice

A,B sú kladne semide�nitné, ak pre ©ubovo©né x ∈ Rn sp¨¬ajú nerovnosti xTAx ≥ 0 a xTBx ≥ 0.

Potom pre ©ubovo©né x ∈ Rn platí:

xT (θ1A+ θ2B)x = θ1x
TAx+ θ2x

TBx ≥ 0⇔ A,B ∈ Sn
+ a θ1, θ2 ≥ 0.

2. Aby Sn
+ bol uzavretý, sta£í ukáza´, ºe komplement k Sn

+ je otvorená mnoºina. Komplement tvorí

mnoºina symetrických matíc, ktoré nie sú kladne semide�nitné. Ak máme maticu M z komple-

mentu, tak ∃x̄ : x̄TMx̄ < 0. Táto nerovnos´ platí pre v²etky matice v dostato£nej blízkosti matice

M. Preto mnoºina symetrických matíc, ktoré nie sú kladne semide�nitné, je otvorená.
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X =

[
x y

y z

]
∈ S2

+ ⇔ x ≥ 0, z ≥ 0, xz ≥ y2

Obr. 1: Hranica kladne semide�nitného kuºe©a v S2 zobrazená v R3 ako (x, y, z).

3. Vnútro Sn
+ je neprázdne, pretoºe intSn

+ = {X ∈ Sn|X � 0} je mnoºina kladne de�nitných

symetrických matíc Sn
++.

4. A Sn
+ je aj ²picatý, pretoºe pre ©ubovo©né x ∈ Rn platí:

A ∈ Sn
+,−A ∈ Sn

+ ⇔ xTAx ≥ 0 ∧ xTAx ≤ 0⇔ xTAx = 0⇔ A = 0.

Presved£ili sme sa, ºe kladne semide�nitný kuºe© je vlastný kuºe©, takºe môºeme aj v tomto prí-

pade de�nova´ zov²eobecnenú nerovnos´ �K, ktorá predstavuje klasickú maticovú nerovnos´. Teda

X � Y ⇔ Y − X je kladne semide�nitná matica . Ostrá zov²eobecnená nerovnos´ zodpovedá ostrej

nerovnosti medzi symetrickými maticami, t.j. X ≺ Y ⇔ Y −X je kladne de�nitná matica .

�al²ím ²tandardným typom kuºe©ov, ktoré sp¨¬ajú vlastnosti vlastného kuºe©a, sú

kuºele druhého rádu, ktorým sa budeme podrobne venova´ neskôr.

2.1 Duálne kuºele a ich vlastnosti

Pre kaºdý kuºe© K de�nujeme duálny kuºe© ako mnoºinu

K∗ = {z : ∀x ∈ K, xT z ≥ 0},

£o geometricky reprezentuje nasledujúci obrázok.

De�nícia 2.3. Kuºe© K sa nazýva samoduálny, ak je zárove¬ svojím duálnym kuºe©om,

a teda K∗ = K.
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Vlastnos´ samoduality (tzv. self-duality) sp¨¬ajú napríklad kuºele Rn
+ a Sn+.

Príklad 2.3. Nezáporný ortant.

Nezáporný ortant Rn
+ je samoduálny, pretoºe zTx ≥ 0 ∀x � 0⇔ z � 0.

Príklad 2.4. Kladne semide�nitný kuºe©.

Ukáºeme, ºe kuºe© Sn
+ je samoduálny, t.j. pre X,Y ∈ Sn platí:

tr(XY ) =

n−1∑
i,j=0

XijYij ≥ 0 ∀X � 0⇔ Y � 0.

Predpokladajme, ºe Y /∈ Sn
+, teda ∃z ∈ Rn : zTY z < 0. Z vlasnosti stopy matice vyplýva:

zTY z = tr(zTY z) = tr(zzTY ) < 0.

Matica zzT je kladne semide�nitná, a teda ∃X = zzT : tr(XY ) < 0. Preto Y /∈ (Sn
+)∗.

Teraz nech X,Y ∈ Sn
+. Pouºijeme rozklad matice X =

∑n−1
i=0 λiqiq

T
i , kde λi ≥ 0 sú vlastné £ísla matice

X. Potom

tr(Y X) = tr(Y

n−1∑
i=0

λiqiq
T
i ) =

n−1∑
i=0

λiq
T
i Y qi ≥ 0.

To znamená, ºe Y ∈ (Sn
+)∗, kde (Sn

+)∗ ozna£uje duálny kuºe© ku kuºe©u Sn
+.

Samoduálnos´ oboch kuºe©ov sa ukázala podobne ako je to uvedené v ([8], kapitola

2), vlastnostiam duálneho kuºe©a z nasledujúcej vety sme sa viac venovali v Dodatku -

£as´ Kuºele.

Veta 2.1. Pre duálny kuºe© K∗ platia nasledujúce vlastnosti:

a) K∗ je konvexný kuºe©.

b) Nech kuºele K1,K2 sp¨¬ajú K1 ⊆ K2. Potom pre ich duálne kuºele platí K∗2 ⊆ K∗1.

c) K∗ je uzavretý.

d) Vnútro K∗ je intK∗ = {z|zTx > 0 ∀x ∈ clK \ {0}}.

e) Ak intK 6= ∅, potom K∗ je "²picatý".

f) Nech K je konvexný kuºe©. Potom K∗∗ je clK. Ak K je aj uzavretý, tak K∗∗ = K.

g) Ak clK je "²picatý", tak intK∗ 6= ∅.

Dôkaz. Dôkaz sa dá nájs´ v Dodatku ako Veta(6.2).

Tieto vlastnosti ukázali, ºe ak K je vlastný kuºe©, potom aj k nemu duálny kuºe© K∗

je vlastný, a naviac K∗∗ = K.
Preto podobne ako sme de�novali zov²eobecnenú nerovnos´ �K pomocou vlastného ku-

ºe©a K, môºeme zade�nova´ duálnu zov²eobecnenú nerovnos´ �K∗ pomocou duálneho

vlastného kuºe©a K∗. Ke¤ºe K∗∗ = K, tak duálna zov²eobecnená nerovnos´ k �K∗ je �K.
Pre samoduálne kuºele bude duálna zov²eobecnená nerovnos´ �K∗ ekvivalentná s �K.
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Tvrdenie 2.1. Nech K = K1 × · · · × Kn je kartézsky sú£in kuºe©ov K1, . . . ,Kn. Potom
platia nasledujúce vlastnosti:

a) K je kuºe©.

b) Ak sú kuºele K1, . . . ,Kn konvexné, tak aj ich kartézsky sú£in K je konvexný.

c) Ak sú kuºele K1, . . . ,Kn samoduálne, potom K je tieº samoduálny kuºe©.

d) Ak sú kuºele K1, . . . ,Kn vlastné, potom aj K je vlastný kuºe©.

Dôkaz. Dôkaz sa dá nájs´ v Dodatku ako Tvrdenie(6.2).

2.2 Kuºele druhého rádu

Teraz sa budeme venova´ ²tandardnej triede kuºe©ov, tzv. kuºe©om druhého rádu, ktoré

sú základom pri SOCP úlohách.

De�nícia 2.4. Kuºe© druhého rádu dimenzie n de�nujeme ako

Qn = {x = (x0; x̄) ∈ Rn : x0 ≥ ||x̄||},

kde ‖.‖ je ²tandardná Euklidovská norma, n je dimenzia kuºe©a Qn,
x0 ∈ R, x̄ = (x1, . . . , xn−1)T ∈ Rn−1.

Niekedy sa kuºe© druhého rádu nazýva aj kvadratický kuºe©, pretoºe sa dá vyjadri´

v tvare kvadratických nerovností:

Qn =

{[
x0

x̄

]
|
[
x0 x̄T

] [1 0

0 −I

][
x0

x̄

]
≥ 0, x0 ≥ 0

}
1.

Ak poznáme dimenziu n, tak budeme uvádza´ ozna£enie kuºe©a Q bez indexu.

Pre n = 1 sa kuºe© druhého rádu zdegeneruje na polpriamku leºiacu na osi x0 a za£ína-

júcu v bode x0 = 0, £o môºeme zapísa´ ako

Q1 = {x0 ∈ R : x0 ≥ 0}.

V priestore R2 a R3 sú kuºele druhého rádu zobrazené na obrázku 2.

Pre kuºe© Q ozna£íme hranicu kuºe©a Q

bdQ = {x ∈ Q : x0 = ||x̄||}

a vnútro kuºe©a Q
intQ = {x ∈ Q : x0 > ||x̄||}.

Potom pod pojmom uzáver kuºe©a Q rozumieme mnoºinu clQ = bdQ∪ intQ.
1Kuºele 2. rádu sú známe pod viacerými názvami, v angli£tine napr. Lorentz cone, ice-cream cone.
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Obr. 2: Kuºe© druhého rádu pre n = 2 a kuºe© druhého rádu pre n = 3

Kuºe© druhého rádu Qn, podobne ako nezáporný ortant Rn
+ a kladne semide�nitný

kuºe© Sn+, sp¨¬a vlastnosti vlastného kuºe©a.

Tvrdenie 2.2. Kuºe© druhého rádu Qn je vlastný kuºe©.

Dôkaz. Postupne overíme, £i pre kuºe© druhého rádu Qn sú splnené v²etky vlastnosti

vlastného kuºe©a.

1. Najprv dokáºeme uzavretos´ Qn. Teda sta£í nám ukáza´, ºe komplement

{x ∈ Rn : x0 < ||x̄||} je otvorená mnoºina. Pre ©ubovo©né x z tejto mnoºiny

platí x0 < ||x̄|| a je vidie´, ºe táto nerovnos´ ostane zachovaná aj pre v²etky x′ z

dostato£ne malého okolia x. Takºe komplement ku kuºe©u Q je otvorená mnoºina.

2. �alej ukáºeme, ºe Qn je konvexný kuºe©, teda ºe pre ©ubovo©né x, y ∈ Qn a

θ1, θ2 ≥ 0 platí: θ1x+ θ2y ∈ Qn. To znamená, ºe má by´ splnená nerovnos´

θ1x0 + θ2y0 ≥ ||θ1x̄ + θ2ȳ||, £o zrejme platí, pretoºe ||θ1x̄ + θ2ȳ|| ≤ θ1||x̄|| + θ2||ȳ||
a x0 ≥ ||x̄||, y0 ≥ ||ȳ||.

3. Vnútro Qn je neprázdne, pretoºe (x0; 0) ∈ intQn ∀x0 > 0.

4. A nakoniec treba e²te overit ²picatos´. Tá vyplýva z nasledujúcich ekvivalencii

x ∈ Qn,−x ∈ Qn ⇔ x0 ≥ ||x̄|| ≥ 0 ∧ −x0 ≥ ||−̄x|| ≥ 0 ⇔

⇔ x0 ≥ 0 ∧ x0 ≤ 0 ⇔ (x0 = 0⇒ ||x̄|| = 0) ⇔ x = 0.

Ukázali sme, ºe kuºe© druhého rádu je vlastný kuºe©, preto m�oºeme zade�nova´ na-

sledujúce pojmy.
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De�nícia 2.5. Pre kuºe© druhého rádu de�nujeme zov²eobecnenú nerovnos´ �K ako:

x �Q y ⇔ y − x ∈ Q.

Analogicky de�nujeme ostrú nerovnos´

x ≺Q y ⇔ y − x ∈ intQ.

Poznámka 2.1. V zmysle predchádzajúcej de�nície budeme pre x ∈ Q niekedy písa´

x �Q 0.

�alej dokáºeme dôleºitú vlastnos´ kuºe©ov druhého rádu, tzv. samoduálnos´.

Tvrdenie 2.3. Kuºe© druhého rádu Q je samoduálny.

Dôkaz. 1.) Najskôr ukáºeme, ºeQ ⊆ Q∗. Teda chceme ukáza´, ºe ∀x, z ∈ Q platí xT z ≥ 0.

Nech x = (x0; x̄), z = (z0; z̄) sú ©ubovo©né, ale pevne zvolené body kuºe©a Q. Potom ak

x̄T z̄ ≥ 0, tak

xT z = x0z0 + x̄T z̄ ≥ 0.

V opa£nom prípade, teda pre x̄T z̄ ≤ 0 platí x̄T z̄ = −|x̄T z̄|.
Z Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti vyplýva

|x̄T z̄| ≤ ||x̄||.||z̄|| ≤ x0z0.

A teda

xT z = x0z0 + x̄T z̄ = x0z0 − |x̄T z̄| ≥ 0.

Ukázali sme, ºe xT z ≥ 0, £o znamená, ºe z ∈ Q∗.
2.) Teraz ukáºeme, ºe Q∗ ⊆ Q. Predpokladajme, ºe z ∈ Q∗, £iºe ∀x ∈ Q : xT z ≥ 0.

Ukáºeme, ºe z ∈ Q a teda, ºe z0 ≥ ||z̄||. Poloºme y0 = ||z̄|| a ȳ = −z̄. Potom, ke¤ºe

||ȳ|| = ||z̄|| = y0, tak zrejme y = (y0; ȳ) ∈ Q a z toho vyplýva

0 ≤ yT z = y0z0 + ȳT z̄ = ||z̄||z0 − z̄T z̄ = ||z̄||z0 − ||z̄||2.

Vidíme, ºe pre z sp¨¬ajúce ||z̄|| 6= 0 platí z0 ≥ ||z̄||.
Ak ||z̄|| = 0, t.j. z1 = · · · = zn−1 = 0, tak sta£í vzia´ vektor y = (y0, 0, . . . , 0)T ∈ Q, kde
y0 > 0. Platí 0 ≤ yT z = y0z0 a teda z0 ≥ 0.

Dôsledok 2.1. Nech Q = Qn1 × Qn2 × · · · × Qnr je kartézsky sú£in kuºe©ov 2.rádu.

Potom Q je samoduálny.

Dôkaz. Dôkaz vyplýva z Tvrdenia (2.1).
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Dôsledok 2.2.

a) Ak Q je samoduálny kuºe©, tak pre v²etky x, y ∈ Q platí xTy ≥ 0.

b) Ak ∀x ∈ Q platí xTy ≥ 0, potom y ∈ Q.

Dôsledok (2.2) bude ve©mi uºito£ný v teórii duality pre úlohy SOCP, ktorú rozobe-

rieme v nasledujúcej £asti.



15

3 Formulácia SOCP úloh a dualita

Úlohu programovania nad kuºe©mi druhého rádu, tzv. SOCP úlohu, môºeme zapísa´

v ²tandardnom tvare nasledovne

min
r∑
i=1

(ci)Txi,

r∑
i=1

Aixi = b,

xi �Qni 0, i = 1, . . . , r,

(7)

kde b = (b1, . . . , bm)T ∈ Rm, ci = (ci0, . . . , c
i
ni−1)T ∈ Rni a Ai ∈ Rm×ni pre i = 1, . . . , r sú

parametre úlohy a xi ∈ Rni , i = 1, . . . , r sú premenné. Mnoºiny

Qni = {xi = (xi0; x̄i) ∈ Rni |xi0 ≥ ‖x̄i‖} ⊆ Rni ∀i,

sú kuºele druhého rádu. Prevedieme úlohu (7) do skráteného tvaru, s ktorým budeme

¤alej pracova´.

Nech n =
∑r

i=1 ni a nech x = (x1;x2; . . . ;xr) ∈ Rn, kde xi = (xi0, x
i
1, . . . , x

i
ni−1)T ∈ Rni ,

i = 1, . . . , r a nech Q = Qn1 ×Qn2 × · · · ×Qnr je kartézsky sú£in kuºe©ov 2.rádu. Pod©a

Tvrdenia (2.1 d)) je Q vlastný kuºe©, a teda moºno de�nova´ nerovnos´ �Q, pri£om

x = (x1;x2; . . . ;xr) �Q 0 ⇔ xi �Qni 0, i = 1, . . . , r.

Ozna£íme A = [A1, A2, . . . , Ar] ∈ Rm×n, kde Ai ∈ Rm×ni , a c = (c1; c2; . . . ; cr) ∈ Rn,

kde ci ∈ Rni . Teraz sa dá úloha (7) zapísa´ nasledovne:

min
x

cTx,

Ax = b,

x �Q 0.

(P)

Úloha (P) sa nazýva primárna úloha s primárnou premennou x.

Pre úlohu (P) zavedieme nasledujúce ozna£enia:

• mnoºina prípustných rie²ení primárnej SOCP úlohy (P)

P = {x ∈ Rn|Ax = b, x �Q 0},

• mnoºina ostro prípustných rie²ení, resp. mnoºina vnútorných bodov

primárnej SOCP úlohy (P)

P0 = {x0 ∈ Rn|Ax0 = b, x0 �Q 0} = {x0 ∈ P|x0 �Q 0} = {x0 ∈ P|x0 ∈ intQ},
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• mnoºina optimálnych rie²ení primárnej SOCP úlohy (P)

P∗ = {x∗ ∈ P|cTx∗ ≤ cTx ∀x ∈ P},

• optimálna hodnota ú£elovej funkcie primárnej SOCP úlohy (P)

p∗ = inf
x∈Rn
{cTx|x ∈ P}.

Roz²írením ú£elovej funkcie o ohrani£enia v tvare b − Ax = 0 a −x �Q 0 (pretoºe

x ∈ Q ⇔ xi �Q 0) de�nujeme Lagrangeovu funkciu L : Rn ×Rm ×Rn → R ako

L(x, y, s) = cTx+ yT (b− Ax) + sT (−x)

= yT b+ [c− ATy − s]Tx,

kde y = (y1, . . . , ym)T ∈ Rm a s = (s1; s2; . . . ; sr) ∈ Rn sú Lagrangeove multiplikátory,

pri£om si = (si0, s
i
1, . . . , s

i
ni−1)T ∈ Rni pre v²etky i = 1, . . . , r.

Tvrdenie 3.1. Nech úloha (P) má prípustné rie²enie. Potom pre ©ubovo©né x ∈ P a

s ∈ Q platí

L(x, y, s) ≤ cTx.

Dôkaz. Nech x ∈ P a s ∈ Q sú ©ubovo©ne zvolené.

Z Dôsledku (2.1) vyplýva, ºe xT s ≥ 0, a teda sT (−x) ≤ 0. Ke¤ºe Ax = b, tak dostaneme

L(x, y, s) = cTx+ sT (−x) ≤ cTx,

£o sme chceli ukáza´.

Duálna funkcia g : Rm × Rn → R reprezentuje minimálnu hodnotu Lagrangeovej

funkcie cez v²etky x pre y ∈ Rm, s ∈ Rn, t.j.

g(y, s) = inf
x
L(x, y, s) = yT b+ inf

x
[c− ATy − s]Tx.

Ak je Lagrangeova funkcia zdola neohrani£ená v premennej x, tak g(y, s) = −∞. Line-

árna funkcia je ohrani£ená zdola iba v prípade, ºe je identicky rovná 0, preto

g(y, s) =

bTy ak c− ATy − s = 0,

−∞ inak.

Naviac duálna funkcia g je konkávna v (y, s), pretoºe pre �xné x je Lagrangeova funkcia

L(x, y, s) lineárna v (y, s), a teda g je in�mum triedy funkcií lineárnych v (y, s) ([8],

kapitola 5).

Z Tvrdenia (3.1) vyplýva, ºe pre x̃ ∈ P platí

L(x̃, y, s) ≤ cT x̃,
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a teda zrejme

g(y, s) ≤ cT x̃ ∀x̃ ∈ P . (8)

Ak na pravej strane nerovnosti (8) vezmeme in�mum cez x̃ ∈ P , dostaneme

g(y, s) ≤ p∗. (9)

To znamená, ºe pre kaºdé y ∈ Rm a s ∈ Q je duálna funkcia g dolnou hranicou optimálnej

hodnoty p∗ úlohy (P). Nerovnos´ (9) by bola splnená aj pre g(y, s) = −∞, ale nemala

by ºiaden význam. Preto budeme uvaºova´ iba (y, s), pre ktoré platí g(y, s) > −∞.

H©adanie takej najlep²ej dolnej hranice vedie k úlohe

max
y,s

g(y, s),

s �Q 0.
(10)

Dosadíme za duálnu funkciu pri£om hodnotu g(y, s) > −∞ zabezpe£íme podmienkou

c− ATy − s = 0. Takto dostaneme úlohu:

max
y,s

bTy,

ATy + s = c,

s �Q 0.

(D)

Najlep²ie dolné ohrani£enie optimálnej hodnoty p∗ úlohy (P) získame vyrie²ením úlohy (D).

Úloha (D) sa nazýva duálnou úlohou k úlohe (P) s duálnou premennou y ∈ Rm a

doplnkovou premennou s ∈ Rn 2.

Pre úlohu (D) zavedieme nasledujúce ozna£enia:

• mnoºina prípustných rie²ení duálnej SOCP úlohy (D)

D = {(y, s) ∈ Rm ×Rn|ATy + s = c, s �Q 0},

• mnoºina ostro prípustných rie²ení, resp. mnoºina vnútorných bodov

duálnej SOCP úlohy (D)

D0 = {(y0, s0) ∈ Rm ×Rn|ATy0 + s0 = c, s0 �Q 0} = {(y0, s0) ∈ D|s0 �Q 0},

• mnoºina optimálnych rie²ení duálnej SOCP úlohy (D)

D∗ = {(y∗, s∗) ∈ P|bTy∗ ≥ bTy ∀(y, s) ∈ D}.
2Premennú s nájdeme v angli£tine pod názvom slack variable.
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• optimálna hodnota ú£elovej funkcie duálnej SOCP úlohy (D)

d∗ = sup
y∈Rm,s∈Rn

{bTy|(y, s) ∈ D}.

Poznámka 3.1. Z úlohy (D) sa dá odstráni´ doplnková premenná s pomocou vyjadrenia

z ohrani£enia ATy + s = c a následným dosadením do zov²eobecnenej nerovnosti �Q.
Potom môºeme úlohu (D) prepísa´ do tvaru

max
y

bTy

c− ATy �Q 0.
(Du)

Z predchádzajúcich úvah vyplýva nasledujúca veta.

Veta 3.1 (Slabá veta o dualite). Nech x je prípustné rie²enie primárnej SOCP úlohy

(P) a nech (y, s) je duálne prípustné rie²enie úlohy (D), t.j. x ∈ P , (y, s) ∈ D.
Potom

p∗ ≥ d∗.

De�nícia 3.1. Nech x ∈ P a nech (y, s) ∈ D. Potom výraz cTx− bTy = sTx nazývame

duálnou medzerou a výraz p∗ − d∗ nazývame optimálnou duálnou medzerou.

Dôsledok 3.1.

Ak je primárna úloha (P) zdola neohrani£ená (p∗ = −∞), potom duálna úloha (D)

je neprípustná (d∗ := −∞), t.j. D = ∅,

Ak je duálna úloha (D) zhora neohrani£ená (d∗ = ∞), potom primárna úloha (P)

je neprípustná (p∗ :=∞), t.j. P = ∅.

3.1 Silná veta o dualite

Skôr neº dokáºeme silnú vetu o dualite, budeme potrebova´ Zov²eobecnenú Farka²ovu

lemu, resp. jej dôsledok. Preformulovali sme toto tvrdenie z [26] tak, aby sme ho mohli

neskôr priamo aplikova´, a následne sme urobili dôkaz.

Tvrdenie 3.2 (Zov²eobecnená Farka²ova lema). Nech A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, c ∈ Rn a nech

Q ⊆ Rn je kartézsky sú£in kuºe©ov druhého rádu.

a) Nech K = {Ax : x ∈ Q} je uzavretý konvexný kuºe©. Potom platí práve jedna z

nasledujúcich alternatív

1. ∃x ∈ Rn, x �Q 0 : Ax = b,

2. ∃y ∈ Rm : ATy �Q 0, bTy < 0.
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b) Nech K = {ATy + s : s ∈ Q, y ∈ Rm} je uzavretý konvexný kuºe© 3. Potom platí

práve jedna z nasledujúcich alternatív

1. ∃x ∈ Rn, x �Q 0 : Ax = 0, cTx > 0,

2. ∃(y, s) ∈ Rm ×Rn : ATy + s = c, s �Q 0.

Dôkaz. a) Uvaºujme dve moºnosti, ktoré môºu nasta´:

1. Nech b ∈ K. To znamená, ºe existuje x �Q 0, pre ktoré Ax = b, a teda platí

prvá alternatíva.

2. Teraz nech b 6∈ K. Pretoºe K je uzavretý konvexný kuºe©, môºeme pouºi´

Tvrdenie (6.1), ktoré je dôsledkom Vety o odde©ujúcej nadrovine, pod©a kto-

rého

∃y ∈ Rm, y 6= 0 : yT b < 0 a yT z ≥ 0 ∀z ∈ K.

V²imnime si, ºe

yT z ≥ 0 ∀z ∈ K ⇔ yT (Az) ≥ 0 ∀z ∈ Q ⇔

⇔ (ATy)T z ≥ 0 ∀z ∈ Q,

a teda pod©a Dôsledku (2.2 b)) je to ekvivalentné s tým, ºe ATy ∈ Q.
Dostali sme, ºe

∃y ∈ Rm : yT b < 0 a ATy �Q 0,

£iºe platí druhá alternatíva.

Teraz ukáºeme, ºe obe alternatívy nemôºu nasta´ sú£asne. Predpokladajme, ºe je

splnená prvá aj druhá alternatíva. To znamená, ºe existuje x̃ �Q 0, ỹ ∈ Rm, pre

ktoré platí

Ax̃ = b, bT ỹ < 0 a AT ỹ �Q 0.

Dosadíme za b a dostaneme

bT ỹ = (x̃TAT )ỹ = x̃T (AT ỹ) < 0,

£o je spor s predpokladom, pretoºe pod©a Dôsledku (2.2 a)) x̃T (AT ỹ) ≥ 0. Preto

platí práve jedna z alternatív 1., 2., £o sme chceli ukáza´.

b) Podobný postup ako v £asti a) zopakujeme aj tu. Uvaºujme dve moºnosti, ktoré

môºu nasta´:
3Z vlastnosti kuºe©a je ©ahké overi´, ºe mnoºiny {Ax : x ∈ Q ⊆ Rn} a {AT y+s : s ∈ Q ⊆ Rn, y ∈ Rm}

sú konvexné kuºele.
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1. Nech c ∈ K. To znamená, ºe existuje (y, s) ∈ Rm ×Rn, pre ktoré

ATy + s = c, s �Q 0, £ím je splnená prvá alternatíva.

2. Teraz nech c 6∈ K. Pretoºe K je uzavretý konvexný kuºe©, môºeme opä´ pouºi´

Tvrdenie (6.1), pod©a ktorého

∃x ∈ Rn : cTx < 0 a xT z ≥ 0 ∀z ∈ K.

V²imnime si, ºe

xT z ≥ 0 ∀z ∈ K ⇔ xT (ATy + s) ≥ 0 ∀s �Q 0,∀y ∈ Rm ⇔

⇔ (Ax)Ty + sTx ≥ 0 ∀s ∈ Q,∀y ∈ Rm,

a teda pod©a Dôsledku (2.2 b)) je to ekvivalentné s tým, ºe (Ax = 0∧x ∈ Q).

Dostali sme, ºe

∃x ∈ Rn : cTx < 0, Ax = 0 a x �Q 0,

£o moºno upravi´ nasledovne

∃x ∈ Rn : cT (−x) > 0, A(−x) = 0 a (−x) �Q 0,

a teda pre (−x) platí druhá alternatíva.

Teraz ukáºeme, ºe obe alternatívy nemôºu nasta´ sú£asne. Predpokladajme, ºe je

splnená prvá aj druhá alternatíva. To znamená, ºe existuje x̃ �Q 0, ỹ ∈ Rm, s̃ �Q 0

pre ktoré platí

Ax̃ = 0, cT x̃ > 0 a AT ỹ + s̃ = c.

Dosadíme za c a dostaneme

cT x̃ = (ỹTA)x̃+ s̃T x̃ = ỹT (Ax̃) + s̃T x̃ > 0.

Vyuºijeme Ax̃ = 0. Potom platí s̃T x̃ > 0, £o je spor s predpokladom, pretoºe z

Dôsledku (2.2 a)) vyplýva s̃T (−x̃) ≥ 0. Preto platí práve jedna z alternatív 1., 2.,

£o sme chceli ukáza´.

Poznámka 3.2. Zov²eobecnená Farka²ova lema je zaloºená na uzavretosti kuºe©a K.
�o sa stane, ke¤ tento predpoklad nebude splnený, ukáºeme v nasledujúcom príklade.

Viac o tomto probléme sa dá dozvedie´ v literatúre [2] a [14].

Príklad 3.1. Uvaºujme kuºe© druhého rádu Q = {x = (x0;x1;x2) : x0 ≥ ‖(x1, x2)T ‖}.

Nech A =

(
1 −1 0

0 0 1

)
, b =

(
0

1

)
. Potom

K = {Ax, x ∈ Q} =

{(
x0 − x1
x2

)
, x0 ≥

√
x21 + x22

}
.
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Ak by platila prvá alternatíva, tak existuje x ∈ Q také, ºe

x0 − x1 = 0, x2 = 1 ⇒ x0 ≥
√
x20 + 1,

£o je spor, lebo 0 6≥ 1. Ak by platila druhá alternatíva, tak existuje y = (y1, y2)T , pre ktoré AT y ∈ Q a

bT y < 0. Z toho vyplýva, ºe

bT y = y2 < 0, AT y =


y1

−y1
y2

 ∈ Q ⇒ y1 ≥
√

(−y1)2 + y22 ,

£o je ekvivalentné s 0 ≥ |y2|, a teda opä´ dostaneme spor.

Ani jedna z alternatív zov²eobecnenej Farka²ovej lemy neplatí, pozrieme sa preto bliº²ie na kuºe© K.
Aby bolo splnené ohrani£enie kuºe©a druhého rádu, musí plati´ x20 − x21 ≥ x22 pre x0 ≥ 0. Rozoberme

nasledujúce prípady:

• Ak x0 − x1 = 0, tak nutne x2 = 0.

• Moºnos´ x0 − x1 < 0 nesp¨¬a ohrani£enie, lebo 0 ≤ x0 < x1 implikuje x20 − x21 < 0.

• Ak x0 − x1 > 0, tak ohrani£enie je splnené pre x0 > |x1|. Potom x2 ∈ R je ©ubovo©ne zvolené

tak, aby platilo ohrani£enie.

Takºe kuºe© K moºno vyjadri´ aj ako {(0; 0)} ∪ {(x̃1; x̃2) : x̃1 > 0, x̃2 ∈ R}. Je zrejme, ºe to nie je

uzavretá mnoºina. Preto bol poru²ený predpoklad zov²eobecnenej Farka²ovej lemy a ani jedna alternatíva

neplatila.

V nasledujúcej leme uvedieme jednoduchú podmienku, ktorá zabezpe£uje, ºe pred-

poklad uzavretosti zo Zov²eobecnenej Farka²ovej lemy (Tvrdenie 3.2) je splnený.

Lema 3.1. Nech A ∈ Rm×n a nech Q ⊆ Rn je kartézsky sú£in kuºe©ov druhého rádu.

a) Nech ∃ỹ ∈ Rm : AT ỹ �Q 0. Potom mnoºina K = {Ax : x ∈ Q} je uzavretá.

b) Nech ∃x̃ ∈ Rn : Ax̃ = 0, x̃ ≺Q 0. Potom mnoºina K = {ATy + s : s ∈ Q, y ∈ Rm}
je uzavretá.

Tvrdenie 3.3 (Dôsledok Zov²eobecnenej Farka²ovej lemy). Nech A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, c ∈
Rn a nech Q ⊆ Rn je kartézsky sú£in kuºe©ov druhého rádu.

a) Nech existuje taký vektor ỹ ∈ Rm, pre ktorý platí AT ỹ �Q 0. Potom platí práve

jedna z nasledujúcich alternatív

1. ∃x ∈ Rn, x �Q 0 : Ax = b,

2. ∃y ∈ Rm : ATy �Q 0 a bTy < 0.

b) Nech existuje x̃ ∈ Rn sp¨¬ajúce podmienky Ax̃ = 0, x̃ ≺Q 0. Potom platí práve

jedna z nasledujúcich alternatív

1. ∃x ∈ Rn, x �Q 0 : Ax = 0, cTx > 0,
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2. ∃(y, s) ∈ Rm ×Rn : ATy + s = c, s �Q 0.

Teraz uº môºeme prejs´ k dôkazu Silnej vety o dualite. Vyuºijeme predchádzajúce

tvrdenia a analógiu so semide�nitným programovaním.

Veta 3.2 (Silná veta o dualite). Uvaºujme primárnu a duálnu SOCP úlohu

min
x

cTx,

Ax = b,

x �Q 0.

(P)

max
y,s

bTy,

ATy + s = c,

s �Q 0.

(D)

a) Nech P 6= ∅ a D0 6= ∅. Potom primárna úloha (P) má optimálne rie²enie a pre

optimálne hodnoty ú£elových funkcii platí p∗ = d∗.

b) Nech D 6= ∅ a P0 6= ∅. Potom duálna úloha (D) má optimálne rie²enie a pre

optimálne hodnoty ú£elových funkcii platí p∗ = d∗.

c) Nech P0 6= ∅ a D0 6= ∅. Potom primárna úloha (P) a duálna úloha (D) majú

optimálne rie²enia a pre optimálne hodnoty ú£elových funkcii platí p∗ = d∗.

Dôkaz Silnej vety o dualite.

a) Nech P 6= ∅ a D0 6= ∅. Predpokladajme, ºe nasledujúci systém

{cTx = d∗, Ax = b, x �Q 0} (11)

nemá rie²enie.

Ozna£me Ã =

[
cT

A

]
, b̃ =

(
d∗

b

)
a systém (11) sa dá prepísa´ do tvaru

{Ãx = b̃, x �Q 0}. (12)

Z predpokladu D0 6= ∅ vyplýva, ºe

∃(y0, s0) ∈ Rm×n : ATy0 + s0 = c, s0 �Q 0,

£o je ekvivalentné s

∃y0 ∈ Rn : c− ATy0 �Q 0. (13)

Nech z̃ = (1;−y0), potom nerovnos´ (13) moºno vyjadri´ ako ÃT z̃ �Q 0.

Teda vektor z̃ sp¨¬a predpoklad Tvrdenia (3.3a), a preto ho teraz aplikujeme. Ke¤ºe

je systém (12) neprípustný, tak musí existova´ vektor z, pre ktorý ÃT z �Q 0 a

b̃T z < 0, t.j.

∃z = (z0; z̄) ∈ Rm+1 : z0c+ AT z̄ �Q 0 a d∗z0 + bT z̄ < 0. (14)

Budeme uvaºova´ nasledujúce 3 moºnosti:
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1. Nech z0 = 0. Potom zo (14) vyplýva AT z̄ �Q 0 a bT z̄ < 0. Vyuºijeme nerovnos´

(13), vz´ah αAT z̄ �Q 0, kde α ≥ 0 je ©ubovo©ne zvolený skalár, a dostaneme

c− AT (y0 − αz̄) �Q 0.

To znamená, ºe vektor (y0 − αz̄) je prípustným rie²ením duálnej úlohy a

hodnota ú£elovej funkcie je bT (y0 − αz̄) = bTy0 − αbT z̄ ≤ d∗. Ke¤ºe bT z̄ < 0,

tak pre α→∞ ide hodnota bT (y0−αz̄) do nekone£na, a teda aj d∗ →∞. To

je v²ak spor s predpokladom P 6= ∅.

2. Nech z0 > 0. Potom predelíme (14) skalárom z0 a dostaneme

c+ AT
(
z̄

z0

)
�Q 0 a d∗ + bT

(
z̄

z0

)
< 0.

Úpravou získame

c− AT
(
− z̄

z0

)
�Q 0 a d∗ − bT

(
− z̄

z0

)
< 0.

Z prvej nerovnosti vyplýva, ºe vektor
(
− z̄
z0

)
je prípustným rie²ením duálnej

úlohy a z druhej nerovnosti d∗ < bT
(
− z̄
z0

)
, £o je spor s predpokladom, ºe d∗

je optimálna hodnota ú£elovej funkcie duálnej úlohy.

3. Nech z0 < 0. Opä´ predelíme (14) skalárom z0 a dostaneme

c+ AT
(
z̄

z0

)
�Q 0 a d∗ + bT

(
z̄

z0

)
> 0. (15)

Ostrá nerovnos´ v (15) sa zachová, aj ke¤ zmen²íme hodnotu d∗ + bT
(
z̄
z0

)
o

malé ε1 > 0, teda

ε1 > 0 : d∗ + bT
(
z̄

z0

)
− ε1 > 0.

Na druhej strane pre

ε2 : 0 < ε2 < ε1

musí pod©a de�nície d∗ ako suprema existova´ také ỹ, pre ktoré platí

d∗ − ε2 < bT ỹ a c− AT ỹ �Q 0. (16)

S£ítaním upravenej (15) a (16) dostaneme

AT
(
−ỹ − z̄

z0

)
�Q 0 a bT

(
−ỹ − z̄

z0

)
< ε2 − ε1 < 0,

£o vedie k rovnakému problému ako sme rie²ili v prípade z0 = 0. Podobným

postupom by sme sa tieº dopracovali k sporu.
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V²etky 3 prípady ukázali, ºe predpoklad vedie k sporu, a teda musí existova´ rie-

²enie x∗ ∈ Rn systému (11), t.j.

{cTx∗ = d∗, Ax∗ = b, x∗ �Q 0}.

Vidíme, ºe x∗ ∈ P . Zo Slabej vety o dualite (Veta 3.1) vyplýva d∗ ≤ p∗, takºe x∗

je optimálnym rie²ením úlohy (P), a naviac p∗ = d∗, £o sme chceli ukáza´.

b) Budeme postupova´ analogicky ako v prípade a).

Nech D 6= ∅ a P0 6= ∅. Predpokladajme, ºe nasledujúci systém

{bTy = p∗, ATy + s = c, s �Q 0} (17)

nemá rie²enie.

Ozna£me Ã =
[
b A

]
, c̃ =

(
p∗

c

)
a systém (17) sa dá prepísa´ do tvaru

{ÃTy + s̃ = c̃, s̃ �Q̃ 0}, (18)

kde s̃ = (0; s) ∈ Rn+1 a Q̃ = (−Q1) × Q je kartézsky sú£in kuºe©a druhého rádu

dimenzie 1 a pôvodného kuºe©a Q.
Z predpokladu P0 6= ∅ vyplýva, ºe

∃x0 ∈ Rn : Ax0 = b, x0 �Q 0. (19)

Nech z̃ = (1;−x0), potom (19) moºno vyjadri´ ako ÃT z̃ = 0, z̃ ≺Q̃ 0.

Teda vektor z̃ sp¨¬a predpoklad Tvrdenia (3.3b), a preto ho teraz aplikujeme. Ke¤ºe

je systém (18) neprípustný, tak musí existova´ vektor z, pre ktorý ÃT z = 0, z �Q̃ 0

a c̃T z > 0, t.j.

∃z = (z0; z̄) ∈ Rn+1 : z0b+Az̄ = 0, z0 ≥ 0, z̄ �Q 0 a p∗z0 + cT z̄ > 0. (20)

Budeme uvaºova´ nasledujúce 2 moºnosti, ktoré môºu nasta´:

1. Nech z0 = 0. Potom z (20) vyplýva Az̄ = 0, z̄ �Q 0 a cT z̄ > 0.

Vyuºijeme (19) a vz´ahy αAz̄ = 0, αz̄ �Q 0, kde α ≥ 0 je ©ubovo©ne zvolený

skalár, a dostaneme

A(x0 − αz̄) = b a (x0 − αz̄) �Q 0.

To znamená, ºe vektor (x0 − αz̄) je prípustným rie²ením primárnej úlohy a

hodnota ú£elovej funkcie je cT (x0 − αz̄) = cTx0 − αcT z̄ ≥ p∗. Ke¤ºe cT z̄ > 0,

tak pre α→∞ ide hodnota cT (x0−αz̄) k hodnote −∞, a teda aj p∗ → −∞.

To je v²ak spor s predpokladom D 6= ∅.
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2. Nech z0 > 0. Potom predelíme (20) skalárom z0 a dostaneme

b+ A

(
z̄

z0

)
= 0,

(
z̄

z0

)
�Q 0 a p∗ + cT

(
z̄

z0

)
> 0.

Úpravou získame

b− A
(
− z̄

z0

)
= 0,

(
− z̄

z0

)
�Q 0 a p∗ − cT

(
− z̄

z0

)
> 0.

Z toho vyplýva, ºe vektor
(
− z̄
z0

)
je prípustným rie²ením primárnej úlohy, ale

z poslednej nerovnosti p∗ > cT
(
− z̄
z0

)
, £o je v spore s predpokladom, ºe p∗ je

optimálna hodnota ú£elovej funkcie primárnej úlohy.

Oba prípady ukázali, ºe predpoklad vedie k sporu, a teda musí existova´ rie²enie

(y∗, s∗) ∈ Rm ×Rn systému (17), t.j.

{bTy∗ = p∗, ATy∗ + s∗ = c, s∗ �Q 0}.

Vidíme, ºe (y∗, s∗) ∈ D. Zo Slabej vety o dualite (Veta 3.1) vyplýva d∗ ≤ p∗, takºe

(y∗, s∗) je optimálnym rie²ením úlohy (D), a naviac d∗ = p∗, £o sme chceli ukáza´.

c) Tento bod je dôsledkom bodov a), b).

Z predpokladov P0 6= ∅,D0 6= ∅ vyplýva, ºe P 6= ∅,D 6= ∅ a existujú vnútorné

body, pre ktoré platí:

pod©a a) ∃x0 ∈ P0 : d∗ = p∗ ≤ cTx0 <∞,

pod©a b) ∃(y0, s0) ∈ D0 : −∞ < bTy0 ≤ d∗ = p∗.

Spojením dostaneme, ºe existujú optimálne rie²enia primárnej aj duálnej úlohy

(P),(D) a optimálne hodnoty ich ú£elových funkcii sa rovnajú, £o sme chceli doká-

za´.

Nasledujúci príklad ukazuje, ºe ak sú splnené predpoklady tvrdenia b) Silnej vety o
dualite, optimálne rie²enie úlohy (P) sa nutne nemusí nadobúda´.

Príklad 3.2. Skúmajme primárnu a duálnu úlohu

min
x0,x1,x2

x0 + x2

x1 = 1

x0 ≥
√
x21 + x22.

(21)

max
y,s0,s1,s2

y

s0 = 1

y + s1 = 0

s2 = 1

s0 ≥
√
s21 + s22.

(22)
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Ide o SOCP úlohy v tvare (P),(D), kde A = (0, 1, 0)T , b = 1, c = (1, 0, 1)T a x0 ≥
√
x21 + x22,

s0 ≥
√
s21 + s22 sú ohrani£enia kuºe©a druhého rádu.

Je zrejme, ºe optimálne rie²enie úlohy (22) je

y∗ = 0, s∗0 = 1, s∗1 = 0, s∗2 = 1,

a zárove¬ je to jej jediné prípustné rie²enie. Optimálna hodnota ú£elovej funkcie je d∗ = 0.

�alej vidíme, ºe x∗1 = 1. Potom musí plati´

x0 ≥
√

1 + x22 ⇔ (x0 + x2)(x0 − x2) ≥ 1, x0 ≥ 0 (23)

aby bolo splnené ohrani£enie kuºe©a druhého rádu v úlohe (21).

Nerovnos´ (23) predstavuje hyperbolu zobrazenú na obrázku. Aby sme

minimalizovali x0 +x2, tak optimálne rie²enie sa bude nachádza´ v oblasti

x0 > 1 ∧ x2 < 0. �alej z (23) vyplýva, ºe

p∗ = inf
x0,x1,x2

x0 + x2 = 0,

ale je zrejme, ºe sa táto hodnota nikdy nenadobudne, t.j. x0 + x2 6= 0.

Optimálne hodnoty ú£elových funkcií sa síce rovnajú, t.j. p∗ = d∗, ale v úlohe (21) nevieme nájs´

optimálne rie²enie s optimálnou hodnotou p∗.

V ¤al²om príklade si ukáºeme, ºe v úlohách programovania nad kuºe©mi druhého
rádu môºe nasta´ prípad, kedy jedna z úloh je neprípustná a druhá úloha má optimálne
rie²enie.

Príklad 3.3. Skúmajme primárnu a duálnu úlohu

min
x0,x1,x2

0

x0 + x2 = 0

x1 = 1

x0 ≥
√
x21 + x22.

(24)

max
y,s0,s1,s2

y2

y1 + s0 = 0

y2 + s1 = 0

y1 + s2 = 0

s0 ≥
√
s21 + s22.

(25)

Ide o SOCP úlohy v tvare (P),(D), kde

A =

(
1 0 1

0 1 0

)
, b =

(
0

1

)
, c =


0

0

0


a x0 ≥

√
x21 + x22, s0 ≥

√
s21 + s22 sú ohrani£enia kuºe©a druhého rádu.

Z ohrani£ení úlohy (25) vyplýva, ºe s0 = −y1, s1 = −y2, s2 = −y1, a teda

−y1 ≥
√
y22 + y21 ⇔ y21 ≥ y22 + y21 , y1 ≤ 0 ⇔ 0 ≥ y22 .

Teda pre y ∈ D nutne musí plati´ y2 = 0. Preto d∗ = 0.

Z ohrani£ení úlohy (24) dostaneme

x0 ≥
√

12 + (−x0)2 ⇔ x20 ≥ 1 + x20, x0 ≥ 0 ⇔ 0 ≥ 1,

£o znamená, ºe úloha (24) je neprípustná, t.j. p∗ = ∞. Ukázalo sa, ºe aj napriek tomu, ºe je duálna

úloha (25) ohrani£ená a má optimálne rie²enie, tak primárna úloha (24) je neprípustná.
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Poznámka 3.3. V lineárnom programovaní silná veta o dualite vyºadovala bu¤ prí-

pustné rie²enia v primárnej aj duálnej úlohe, alebo prípustné rie²enie v primárnej (resp.

duálnej) úlohe s ohrani£enou ú£elovou funkciou zdola (resp. zhora). Tieto podmienky

zaru£ili existenciu optimálnych rie²ení a rovnos´ optimálnych hodnôt ú£elových funkcii,

t.j. p∗ = d∗. Predchádzajúce príklady ukázali, ºe v úlohách programovania nad kuºe©mi

druhého rádu je potrebná silnej²ia podmienka, ako sme aj ukázali vo Vete (3.2), inak nie

je zaru£ená silná dualita.

3.2 Komplementarita a podmienky optimality

Zo Silnej vety o dualite (3.2) vieme, ºe ak existujú vnútorné body úloh (P) a (D), tak

v optimálnom rie²ení x∗, (y∗, s∗) platí p∗ = d∗. To znamená, ºe pre optimálnu duálnu

medzeru dostaneme

p∗ − d∗ = (x∗)T s∗ = 0. (26)

Lema 3.2. Nech x = (x0; x̄) ∈ Rp, s = (s0; s̄) ∈ Rp a nech x ∈ Q, s ∈ Q, kde Q ⊆ Rp je

kuºe© druhého rádu. Potom

xT s = 0 ⇔ x0s̄+ s0x̄ = 0.

Dôkaz. Nech x = (x0; x̄) ∈ Q, s = (s0; s̄) ∈ Q. Potom

x2
0 ≥ ‖x̄‖2, s2

0 ≥ ‖s̄‖2. (27)

Ak x0 = 0, tak x̄ = 0. Podobne ak s0 = 0, tak s̄ = 0. V takom prípade je dôkaz

triviálny, preto uvaºujme prípad, ke¤ x0 > 0, s0 > 0. Urobíme sled ekvivalentných úprav.

Z nerovnosti (27) predelením získame

1 ≥ ‖s̄‖
2

s2
0

a prenásobením výrazom x2
0 dostaneme

x2
0 ≥
‖s̄‖2x2

0

s2
0

. (28)

Teraz nech platí xT s = 0. Vyjadríme

−x0s0 = x̄T s̄

a úpravou dostaneme

−2x2
0 =

2x̄T s̄x0

s0

. (29)
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Spojením (27) a (28) vznikla nerovnos´

0 ≥ ‖x̄‖2 − x2
0 +
‖s̄‖2x2

0

s2
0

− x2
0

(29)
=

(29)
= ‖x̄‖2 +

‖s̄‖2x2
0

s2
0

+
2x̄T s̄x0

s0

=

(
x̄+

s̄x0

s0

)T (
x̄+

s̄x0

s0

)
=
∥∥∥x̄+ s̄x0

s0

∥∥∥2

.

A teda platí

x̄+
s̄x0

s0

= 0, (30)

£o je to isté ako x0s̄+ s0x̄ = 0.

Podmienka z lemy (3.2)

x0s̄+ s0x̄ = 0. (31)

sa nazýva podmienkou komplementarity a geometricky ju moºno interpretova´ nasle-

dovne:

x ∈ Q a s ∈ Q sú ortogonálne práve vtedy, ke¤ x alebo s je nulové, alebo obe leºia na

hranici kuºe©a Q takým spôsobom, ºe ich projekcie na rovinu x1, . . . , xp−1 sú kolineárne,

t.j. leºiace na jednej priamke, ako je znázornené na nasledujúcom obrázku ([3]).

Zavedieme ozna£enie ◦ : Rp ×Rp → Rp

x ◦ s =

(
xT s

x0s̄+ s0x̄

)
,

kde x = (x0; x̄) ∈ Rp a s = (s0; s̄) ∈ Rp (Pozri Dodatok - operátor ◦).

Poznámka 3.4. V²imnime si, ºe

x ◦ s ⇔ xT s = 0 ⇔ x0s̄+ s0x̄ = 0.
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Pre x = (x1; . . . ;xr) ∈ Rn, s = (s1; . . . ; sr) ∈ Rn, kde xi, si ∈ Rni , de�nujeme

x • s = (x1 ◦ s1, . . . , xr ◦ sr).

Veta 3.3 (Podmienky optimality). Nech úlohy (P) a (D) majú ostro prípustné rie²enie,

t.j. P 6= ∅,D 6= ∅. Potom x∗ ∈ Rn a (y∗, s∗) ∈ Rm × Rn sú optimálne rie²enia v (P) a

(D) práve vtedy, ke¤ sp¨¬ajú nasledujúce podmienky

Ax = b, x ∈ Q,

ATy + s = c, s ∈ Q,

x • s = 0.

(32)

Dôkaz. Predpokladajme, ºe P 6= ∅,D 6= ∅.
Je zrejme, ºe prvá podmienka

Ax = b, x ∈ Q

zaru£uje primárnu prípustnos´, t.j. x ∈ P . A tieº ju bude sp¨¬a´ ©ubovo©né optimálne

rie²enie úlohy (P). Podobne z druhej podmienky

ATy + s = c, s ∈ Q

vyplýva (y, s) ∈ D, takºe podmienka bude plati´ aj pre (y∗, s∗) ∈ D∗.
Sta£í ukáza´, ºe

p∗ = d∗ ⇔ x∗ • s∗ = 0.

Zo silnej vety o dualite (3.2 c)) vyplýva, ºe

p∗ = d∗ ⇔ p∗ − d∗ = 0
(26)⇔ (x∗)T s∗ = 0

Lema (3.2)⇔ x∗ • s∗ = 0,

£o sme chceli ukáza´.
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4 SOCP úlohy a iné triedy konvexnej optimalizácie

V tejto £asti ukáºeme, ºe úlohy lineárneho a kvadratického programovania sa vºdy dajú

previes´ na SOCP úlohu, ale na druhej strane je programovanie nad kuºe©mi druhého

rádu podtriedou semide�nitného programovania. Vz´ahy medzi triedami konvexnej opti-

malizácie, ktoré bliº²ie uvedieme v tejto kapitole, sú gra�cky zobrazené na nasledujúcom

obrázku.

Obr. 3: Vz´ahy medzi LP, QP, SOCP a SDP úlohami

4.1 Úloha lineárneho programovania

Uvaºujme ²tandardný tvar úlohy lineárneho programovania

min
x

cTx,

Ax = b,

x � 0,

(LP)

kde x ∈ Rn, c ∈ Rn, A ∈ Rm×n a b ∈ Rm. Vidíme,ºe ide o minimalizáciu lineárnej funkcie

cez prienik a�nneho podpriestoru s nezáporným ortantom. Rozdiel oproti SOCP úlohe

(P) je práve v ohrani£ení x � 0, ktoré reprezentuje nerovnosti po zloºkách, t.j. xi ≥ 0 pre

v²etky i = 1, . . . , n. Av²ak nerovnos´ xi ≥ 0 je ohrani£ením kuºe©a druhého rádu dimen-

zie 1. To znamená, ºe ohrani£enie x � 0 je ekvivalentné ohrani£eniu x �Q 0, kde Q je

kartézsky sú£in kuºe©ov druhého rádu dimenzie 1, a teda kaºdú úlohu (LP) moºno trans-

formova´ na SOCP úlohu (P). Úlohy lineárneho programovania sú ²peciálnym prípadom

programovania nad kuºe©mi druhého rádu.

4.2 Úlohy kvadratického programovania

Úloha kvadratického programovania s lineárnymi ohrani£eniami je de�novaná v tvare

min
x

1

2
xTPx+ qTx+ r,

Ax = b,

Cx ≤ d,

(LCQP)
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kde P je symetrická, kladne semide�nitná matica, t.j. P ∈ Sn+, x ∈ Rn, q ∈ Rn, r ∈ R,
A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, C ∈ Rp×n a d ∈ Rp.

Úloha LCQP sa dá aj viac zov²eobecni´, ke¤ okrem lineárnych ohrani£ení bude ma´

naviac aj kvadratické ohrani£enia. Potom ju môºeme zapísa´ v tvare

min
x

1

2
xTP0x+ qT0 x+ r0,

1

2
xTPix+ qTi x+ ri ≤ 0, i = 1, . . . ,m

Ax = b,

(QCQP)

kde pre v²etky i : Pi ∈ Sn+. �alej qi ∈ Rn, ri ∈ R pre v²etky i = 0, . . . ,m, x ∈ Rn,

A ∈ Rm×n a b ∈ Rm.

Ukáºeme, ºe obe uvedené úlohy kvadratického programovania sa dajú previes´ na SOCP

úlohu. Vidíme, ºe ohrani£enia úlohy LCQP sú lineárne, problémom je teda iba kvadra-

tická ú£elová funkcia. V úlohe QCQP bude treba previes´ nielen ú£elovú funkciu, ale aj

kvadratické ohrani£enia na ohrani£enia kuºe©ov druhého rádu.

Je zrejme, ºe

min
x

1

2
xTPx+ qTx+ r, ⇔

min
x

v,

1

2
xTPx+ qTx+ r ≤ v.

Ke¤ºe P ∈ Sn+, tak existuje taká ²tvorcová maticaB typu n×n, pre ktorú platí P = BTB.

Potom
1

2
xTPx+ qTx+ r − v =

1

2
xTBTBx+ qTx+ r − v ≤ 0. (33)

Vyuºijeme vz´ah z =
(

1+z
2

)2 −
(

1−z
2

)2 a dostaneme

1

2
xTBTBx+qTx+r−v =

1

2
xTBTBx+

(
1 + (qTx+ r − v)

2

)2

−
(

1− (qTx+ r − v)

2

)2

≤ 0.

Teda

1

2
xTBTBx+

(
1 + (qTx+ r − v)

2

)2

=

∥∥∥∥ 1√
2
Bx

∥∥∥∥2

+

(
1 + (qTx+ r − v)

2

)2

≤
(

1− (qTx+ r − v)

2

)2

.

Z toho uº vidie´, ºe ohrani£enie (33) je ekvivalentné s nasledujúcim ohrani£ením kuºe©a

druhého rádu ∥∥∥∥∥ 1√
2
Bx

1+qT x+r−v
2

∥∥∥∥∥ ≤ 1− (qTx+ r − v)

2
. (34)
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Potom úlohu LCQP môºeme previes´ na SOCP úlohu

min
x,v

v,

Ax = b,

Cx ≤ d,∥∥∥∥∥ 1√
2
Bx

1+qT x+r−v
2

∥∥∥∥∥ ≤ 1− qTx− r + v

2
,

ktorá bude ma´ rovnakú mnoºinu optimálnych rie²ení ako úloha LCQP.

Podobným spôsobom sa prevedie ú£elová funkcia v úlohe QCQP. V²imnime si, ºe ke¤ v

ohrani£ení (33) zvolíme v = 0, tak dostaneme kvadratické ohrani£enia úlohy QCQP, a

teda celú úlohu QCQP môºeme transformova´ na SOCP úlohu

min
x,v

v,

Ax = b,∥∥∥∥∥ 1√
2
B0x

1+qT0 x+r0−v
2

∥∥∥∥∥ ≤ 1− qT0 x− r0 + v

2
,∥∥∥∥∥ 1√

2
Bix

1+qTi x+ri
2

∥∥∥∥∥ ≤ 1− qTi x− ri
2

, i = 1, . . . ,m.

Ukázali sme spôsob, akým sa dajú previes´ kvadratické ohrani£enia a kvadratická ú£e-

lová funkcia na ohrani£enia kuºe©ov druhého rádu, a následne sme previedli obe úlohy

LCQP, QCQP na SOCP úlohy. To znamená, ºe kvadratické programovanie je podtriedou

programovania nad kuºe©mi druhého rádu.

4.3 Úloha semide�nitného programovania

Uvaºujme duálnu SOCP úlohu (D) pre r = 1, t.j. Q je iba jeden kuºe© druhého rádu.

K vektoru s = (s0; s̄) ∈ Rn de�nujeme tzv. arrow-shaped maticu ako

Arw(s) =

(
s0 s̄T

s̄ s0I

)
(Pozri Dodatok o vektore x). Chceme ukáza´, ºe kaºdá duálna SOCP úloha sa dá previes´

na duálnu úlohu semide�nitného programovania v tvare

max
y,S

bTy,

m∑
i=1

yiAi + S = C

S � 0,

(SDP)

kde y ∈ Rm, C ∈ Sn, Ai ∈ Sn pre v²etky i = 1, . . . ,m, b = (b1, . . . , bm)T ∈ Rm.
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Lema 4.1. Nech

S =

(
A B

BT C

)
je symetrická bloková matica, kde matice A,C sú symetrické a ²tvorcové. Predpokladajme,

ºe C je kladne de�nitná matica. Potom nasledujúce vlastnosti sú ekvivalentné:

• S je kladne semide�nitná matica.

• Schurov doplnok k matici C v matici S, de�novaný ako A − BC−1BT , je kladne

semide�nitná matica.

Dôkaz. Dôkaz sa dá nájs´ napr. v ([16], kapitola 14.8).

Teraz pomocou lemy (4.1) ukáºeme, ºe ohrani£enie kuºe©a druhého rádu je ekviva-

lentné s kladnou semide�nitnos´ou priradenej symetrickej arrow-shaped matice, t.j.

s �Q 0⇔ Arw(s) � 0. (35)

Ak s0 = 0, je zrejme, ºe s = 0. Potom vektor s sp¨¬a ohrani£enie kuºe©a druhého rádu a

platí aj Arw(s) � 0.

V druhom prípade, t.j. ak s0 > 0, je s0I � 0 a Schurov doplnok k matici s0I v matici

Arw(s) je s0 − s̄T (s0I)−1s̄. Potom z lemy 4.1 vyplýva

Arw(s) � 0⇔ s0 > 0 a s0 − s̄T (s0I)−1s̄ ≥ 0.

V²imnime si, ºe pre s0 > 0 je

s �Q 0 ⇔ s2
0 ≥ s̄T s̄ ⇔ s0 ≥ s̄T s̄

s0
⇔ s0 − s̄T (s0I)−1s̄ ≥ 0.

To znamená, ºe platí (35), £o sme chceli ukáza´.

Nech c = (c0; c̄) a A =
[
a Ā

]
. Potom s = c− ATy �Q 0 sa dá vyjadri´ ako(

c0 − aTy
c̄− ĀTy

)
�Q 0,

a potom pod©a (35) (
c0 − aTy (c̄− ĀTy)T

c̄− ĀTy (c0 − aTy)I

)
� 0. (36)

Z (36) dostaneme ohrani£enie úlohy SDP, ak poloºíme S = Arw(s), C = Arw(c) a(
aTy yT Ā

ĀTy aTyI

)
=

m∑
i=1

yi

(
ai Āi

(Āi)
T aiI

)
,
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kde Āi je i-ty riadok matice Ā, ai je i-ta zloºka vektora a.

Teraz sa uº ©ahko prepí²e SOCP úloha (D) na úlohu SDP:

max
y,S

bTy,

m∑
i=1

yi

(
ai Āi

(Āi)
T aiI

)
+

(
s0 s̄T

s̄ s0I

)
=

(
c0 c̄T

c̄ c0I

)
,(

s0 s̄T

s̄ s0I

)
� 0.

(37)

Teda programovanie nad kuºe©mi druhého rádu je ²peciálnou podtriedou semide�nitného

programovania.

Poznámka 4.1. Nech x = (x1; . . . ;xr) ∈ Rn. Potom

Arw(x) = Arw(x1)⊕ · · · ⊕ Arw(xr),

kde operátor ⊕ je de�novaný pre r matíc A1, A2, . . . , Ar ako

A1 ⊕ A2 ⊕ · · · ⊕ Ar =


A1 0 . . . 0

0 A2 0
... . . . ...

0 0 . . . Ar

 .

Potom SDP úloha by vyzerala analogicky ako v (37), len matice by bolo blokovo diago-

nálne.

Poznámka 4.2. Prevod duálnych úloh bol priamo£iary, ale prevod medzi primárnou

SOCP úlohou a primárnou SDP úlohou nie je taký jednoduchý. Viac sa dá o tom dozve-

die´ v literatúre [21].
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5 Metódy vnútorného bodu

V tejto kapitole sa budeme zaobera´ metódami vnútorného bodu pre úlohy programava-

nia nad kuºe©mi druhého rádu. Hlavnou my²lienkou týchto metód je rie²i´ postupnos´ tzv.

bariérových úloh alebo alternatívne postupnos´ perturbovaných systémov podmienok

optimality, pri£om optimálne rie²enia týchto úloh slúºia ako ²tartovací bod pre rie²enie

nasledujúcej úlohy a konvergujú k optimálnemu rie²eniu (P),(D). Najprv v²ak zavedieme

nasledujúce predpoklady.

Predpoklad 1. Matica A = [A1, A2, . . . , Ar] ∈ Rm×n zo SOCP úloh (P) a (D) má

m lineárne nezávislých riadkov, teda plnú hodnos´ rank(A) = m.

Poznámka 5.1. Predpoklad 1 zabezpe£uje jednozna£nos´ medzi y a s pre duálne rie²enie

(y, s):

1.) Ak máme dané y, tak de�nujeme s = c− ATy.
2.) Predpokladajme teraz, ºe máme dané s a k nemu prípustné y1, y2 : y1 6= y2. To

znamená, ºe platí ATy1 + s = c, ATy2 + s = c. Po od£ítaní dostaneme AT (y1− y2) = 0. Z

lineárnej nezávislosti riadkov matice A vyplýva y1 − y2 = 0, £o je spor s predpokladom

y1 6= y2. Takºe ak poznáme s, vieme k nemu jednozna£ne ur£i´ prípustné y.

Predpoklad 1 je technického charakteru a nie je vôbec obmedzujúci, pretoºe ak by boli

riadky matice A lineárne závisle, tak nadbyto£né by sme mohli odstráni´.

Predpoklad 2. Obe SOCP úlohy, primárna (P) aj duálna (D) úloha, majú ostro prí-

pustné rie²enie, takºe

• existuje x0 ∈ Rn, pre ktoré platí Ax0 = b, x0 ∈ intQ,

• existuje (y0, s0) ∈ Rm ×Rn také, ºe ATy0 + s0 = c, s0 ∈ intQ,

t.j. P0 6= ∅,D0 6= ∅.

Poznámka 5.2. Predpoklad 2 predstavuje Slaterovú podmienku, ktorá zaru£uje exis-

tenciu optimálných rie²ení úloh (P),(D) (Silná veta o dualite (3.2)), a preto je to dôleºitý

predpoklad pre aplikáciu metód vnútorného bodu.

Vhodná bariérová funkcia b(x) : intQ → R by mala by´ konvexná na mnoºine intQ
a pre ©ubovo©nú postupnos´ bodov {xi} blíºiacich sa k bdQ musí plati´ b(xi)→∞.

V semide�nitnom programovaní je bariérová funkcia de�novaná ako

b(X) = − ln detX, kde X ∈ Sn++.

V snahe vytvori´ analógiu metód vnútorného bodu pre úlohy programovania nad kuºe©mi

druhého rádu s metódami vnútorného bodu v semide�nitnom programovaní, de�nuje sa
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podobná ²truktúra pre vektor x (Pozri Dodatok - Spektrálny rozklad vektora x).

Bariérová funkcia bude ma´ tvar

b(x) = − ln detx,

kde detx =
∏r

i=1((xi0)2 − ‖x̄i‖2) pre x ∈ Q = Qn1 × · · · × Qnr . De�ni£ným oborom

bariérovej funkcie b je intQ, t.j. x �Q 0.

Z Lemy (5.2) a z vlastnosti

{xi} → bdQ ⇔ detxi → 0

vyplýva, ºe b(x) je vhodne zvolená bariérová funkcia, pretoºe

lim
y→0+

(ln y) = −∞.

Potom môºeme de�nova´ pomocné bariérové úlohy v tvare

min
x

cTx− µ ln detx,

Ax = b,
(Pµ)

max
y,s

bTy + µ ln det s,

ATy + s = c,
(Dµ)

kde µ > 0, x ∈ Rn, s ∈ Rn, y ∈ Rm, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, c ∈ Rn.

Ukáºeme, ºe pomocné bariérové úlohy (Pµ),(Dµ) majú jednozna£né rie²enie.

Lema 5.1. Pre z = (z0; z̄) ∈ Rp, kde z0 ∈ R, z̄ ∈ Rp−1, platí

5z(− ln(z2
0 − ‖z̄‖2)) = − 2

z2
0 − ‖z̄‖2

(
z0

−z̄

)
.

Dôkaz. Po£ítajme

5z(− ln(z2
0 − ‖z̄‖2)) = − 1

z2
0 − ‖z̄‖2

(2z0,−2z1, . . . ,−2zn−1)T =

= − 2

z2
0 − ‖z̄‖2

(
z0

−z̄

)
.

Lema 5.2. Bariérová funkcia b(x) = − ln detx je rýdzokonvexná na intQ ⊆ Rn.

Dôkaz. Funkcia b(x) bude rýdzokonvexná na intQ práve vtedy, ke¤

52
x(− ln detx) � 0.

V²imnime si, ºe

b(x) = − ln detx = − ln
r∏
i=1

((xi0)2 − ‖x̄i‖2) = −
r∑
i=1

ln((xi0)2 − ‖x̄i‖2).



37

Ke¤ºe sú£et rýdzokonvexných funkcii je rýdzokonvexná funkcia, tak sta£í ukáza´, ºe

funkcia − ln((xi0)2 − ‖x̄i‖2) pre pevne zvolené i je rýdzokonvexná na intQni ⊆ Rni .

Funkcia b(x) je de�novaná pre detx 6= 0, preto platí aj detxi 6= 0, i = 1, . . . , r.

Z lemy (5.1) vyplýva, ºe

5xi(− ln((xi0)2 − ‖x̄i‖2)) = − 2

(xi0)2 − ‖x̄i‖2

(
xi0

−x̄i

)
.

A teraz postupne vypo£ítame parciálne derivácie

∂

∂xi0

(
− 2xi0

(xi0)2 − ‖x̄i‖2

)
=
−2((xi0)2 − ‖x̄i‖2) + (2xi0)2

((xi0)2 − ‖x̄i‖2)2
=

2‖xi‖2

((xi0)2 − ‖x̄i‖2)2
.

Pre j = 1, . . . , n− 1 dostávame

∂

∂xij

(
− 2xi0

(xi0)2 − ‖x̄i‖2

)
=

4xi0x
i
j

((xi0)2 − ‖x̄i‖2)2

a ¤alej
∂

∂xij

(
2xij

(xi0)2 − ‖x̄i‖2

)
=

2((xi0)2 − ‖x̄i‖2) + (2xij)
2

((xi0)2 − ‖x̄i‖2)2
.

Nakoniec pre k 6= j, kde k, j ∈ {1, . . . , n− 1}, platí

∂

∂xik

(
2xij

(xi0)2 − ‖x̄i‖2

)
=

4xikx
i
j

((xi0)2 − ‖x̄i‖2)2
.

Takºe

52
xi(− ln((xi0)2 − ‖x̄i‖2)) =

2

(detxi)2

(
‖xi‖2 −2xi0(x̄i)T

−2xi0x̄
i (detxi)I + 2x̄i(x̄i)T

)
.

Sta£í teda ukáza´, ºe 52
xi(− ln((xi0)2 − ‖x̄i‖2)) � 0. Vyuºijeme analógiu Lemy (4.1) o

Schurovom doplnku. Ke¤ºe ‖xi‖2 > 0, tak

52
xi(− ln((xi0)2 − ‖x̄i‖2)) � 0 ⇔ M � 0,

kde

M = (detxi)I + 2x̄i(x̄i)T − 4(xi0)2

‖xi‖2
x̄i(x̄i)T

je Schurov doplnok k ‖xi‖2. Maticu M môºeme upravi´ do tvaru

M = (detxi)I + 2x̄i(x̄i)T − 4(xi0)2

‖xi‖2
x̄i(x̄i)T =

= (detxi)I +
2(xi0)2 + 2‖x̄i‖2 − 4(xi0)2

‖xi‖2
x̄i(x̄i)T =

= (detxi)I − 2 detxi

‖xi‖2
x̄i(x̄i)T = (detxi)

[
I − 2

‖xi‖2
x̄i(x̄i)T

]
.
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Ukáºeme, ºe pre ©ubovo©né u ∈ Rni−1 platí uTMu > 0, potom bude matica M kladne

de�nitná. Je zrejme, ºe detxi > 0, lebo (xi0)2 > ‖x̄i‖2. Ekvivalentnými úpravami s

vyuºitím Cauchy-Schwarzovej nerovnosti

‖u‖2‖x̄i‖2 ≥ (uT x̄i)2

dostaneme

‖xi‖2‖u‖2 = (xi0)2‖u‖2 + ‖u‖2‖x̄i‖ > 2‖x̄i‖2‖u‖2 ≥ 2(uT x̄i)2 ≥ 0,

a teda

‖xi‖2‖u‖2 > 2(uT x̄i)2.

Potom môºeme vidie´, ºe

uTMu = uT (detxi)

[
I − 2

‖xi‖2
x̄i(x̄i)T

]
u = (detxi)

[
‖u‖2 − 2

‖xi‖2
(uT x̄i)2

]
> 0,

£o sme chceli ukáza´.

Veta 5.1. Nech µ > 0. Potom

a) fµ(x) = cTx− µ ln detx je rýdzokonvexná na P0,

b) gµ(y, s) = bTy + µ ln det s je rýdzokonkávna na D0.

Dôkaz. Nech µ > 0.

a) Z lemy (5.2) vyplýva, ºe −µ ln detx je rýdzokonvexná funkcia v x na mnoºine intQ
a pri£ítanie lineárnej funkcie cTx túto rýdzokonvexnos´ nezmení. Teda funkcia fµ(x)

je rýdzokonvexná na P0.

b) Z lemy (5.2) vyplýva, ºe µ ln det s je rýdzokonkávna funkcia v premennej s na mno-

ºine intQ. Funkcia gµ(y, s) je v premennej y iba lineárna, preto e²te nie je zaru£ená

rýdzokonkávnos´ gµ(y, s) na D0. Predpoklad 1 v²ak zabezpe£uje jednozna£nos´ me-

dzi y a s, a teda funkcia gµ(y, s) bude rýdzokonkávna na D0.

Z predchádzajúcej vety vyplýva, ºe ak budú ma´ úlohy (Pµ),(Dµ) rie²enie, tak bude

jediné. Nasledujúca lema je dôsledkom známej vety pre neohrani£enú mnoºinu ([10],veta

1.2.9).

Lema 5.3. Nech K je neprázdna konvexná a neohrani£ená podmnoºina intQ, kde
Q ⊆ Rn je kartézsky sú£in kuºe©ov druhého rádu. Potom

∀u ∈ K ∃v ∈ K, u 6= v : u+ t(v − u) ∈ K ∀t ≥ 0,

v − u �Q 0.



39

Veta 5.2.

a) Pre kaºdé µ > 0 existuje optimálne rie²enie úlohy (Pµ).

b) Pre kaºdé µ > 0 existuje optimálne rie²enie úlohy (Dµ).

Dôkaz.

a) Chceme ukáza´, ºe ∀µ > 0 má úloha (Pµ) optimálne rie²enie.

Nech µ > 0 je pevne zvolené. Z predpokladu 2 vieme, ºe ∃x0 ∈ P0.

Uvaºujme mnoºinu

P(x0) = {x ∈ P0|fµ(x) ≤ fµ(x0)},

kde fµ(x) = cTx− µ ln detx je ú£elová funkcia úlohy (Pµ).

Je zrejme, ºe mnoºina optimálnych rie²ení úlohy

min
x
{fµ(x)|x ∈ P(x0)} (P̃µ)

je rovnaká ako mnoºina optimálnych rie²ení úlohy (Pµ), preto sta£í ukáza´, ºe exis-

tuje optimálne rie²enie úlohy (P̃µ).

Mnoºina P(x0) je úrov¬ovou mnoºinou konvexnej funkcie, teda je to konvexná

mnoºina. Funkcia fµ je spojitá a P(x0) 6= ∅, lebo x0 ∈ P(x0). Preto ak ukáºeme, ºe

P(x0) je uzavretá a ohrani£ená, t.j. kompaktná, tak aplikovaním Weierstrassovej

vety dostaneme, ºe existuje optimálne rie²enie úlohy (P̃µ).

1.) Najprv teda ukáºeme uzavretos´ mnoºiny P(x0), t.j. limitný bod ©ubovo©nej

konvergentnej postupnosti bodov {xn}∞n=1 mnoºiny P(x0) patrí tieº do tejto mno-

ºiny. Predpokladajme, ºe xn ∈ P(x0) ∀n a xn → x̃ pre n → ∞. Je zrejme, ºe

potom

Axn = b ∀n = 1, 2, . . . implikuje Ax̃ = b.

Ke¤ºe funkcia fµ je spojitá, tak platí

lim
n→∞

fµ(xn) = fµ(x̃)

a z nerovnosti fµ(xn) ≤ fµ(x0) vyplýva nerovnos´

fµ(x̃) ≤ fµ(x0). (38)

Problémom je, ºe body xn ∈ intQ môºu konvergova´ ku hranici kuºe©a Q. Ak by

x̃ patrilo hranici kuºe©a Q, tak potom det x̃ = 0 a to by bol spor s ohrani£ením

(38), pretoºe

− ln det x̃ =∞.

To znamená, ºe x̃ ∈ intQ, takºe bod x̃ patrí do mnoºiny P(x0), £o sme chceli

dokáza´.
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2.) Teraz ukáºeme, ºe mnoºina P(x0) je ohrani£ená. Predpokladajme, ºe je P(x0)

neohrani£ená. Uº sme spomínali, ºe je neprázdna a konvexná, preto pod©a Lemy

(5.3) existuje také x1 ∈ P(x0), x2 ∈ P(x0), x1 6= x2, x2 − x1 �Q 0, pre ktoré platí

{xt|xt = x1 − t(x2 − x1), t ≥ 0} ⊂ P(x0).

Z toho vyplýva, ºe

fµ(xt) ≤ fµ(x0).

Pozrieme sa na hodnotu fµ(xt) pre t→∞, t.j.

lim
t→∞

fµ(xt) = lim
t→∞

cTx1 + t

[
cT (x2 − x1)− µ ln det (x1 + t(x2 − x1))

t

]
. (39)

Ozna£me polynóm p(t) = det (x1 + t(x2 − x1)) a vyuºijeme L'Hospitalovo pravidlo

na výpo£et limity

lim
t→∞

−µ ln p(t)

t
= lim

t→∞

−µp′(t)
p(t)

= 0.

Z predpokladu 2 existuje (y0, s0) ∈ D0 a z Dôsledku (2.2 a)) vyplýva

(s0)T (x2 − x1) ≥ 0.

Potom

cT (x2−x1) = (y0)TAx2−(y0)TAx1+(s0)T (x2−x1) = (y0)T b−(y0)T b+(s0)T (x2−x1) ≥ 0.

To znamená, ºe

lim
t→∞

fµ(xt) =∞,

£o je spor s ohrani£ením fµ(xt) ≤ fµ(x0). Preto je mnoºina P(x0) ohrani£ená.

b) Teraz chceme ukáza´, ºe ∀µ > 0 má úloha (Dµ) optimálne rie²enie.

Nech µ > 0 je pevne zvolené. Z predpokladu 2 vieme, ºe ∃(y0, s0) ∈ D0.

Uvaºujme mnoºinu

D(y0, s0) = {(y, s) ∈ D0|gµ(y, s) ≥ gµ(y0, s0)},

kde gµ(y, s) = bTy + µ ln det s je ú£elová funkcia úlohy (Dµ).

Je zrejme, ºe mnoºina optimálnych rie²ení úlohy

min
y,s
{gµ(y, s)|(y, s) ∈ D(y0, s0)} (D̃µ)

je rovnaká ako mnoºina optimálnych rie²ení úlohy (Dµ), preto sta£í ukáza´, ºe

existuje optimálne rie²enie úlohy (D̃µ).

Mnoºina D(x0) je úrov¬ovou mnoºinou konkávnej funkcie, teda je to konvexná
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mnoºina. Funkcia gµ je spojitá a D(y0, s0) 6= ∅, lebo (y0, s0) ∈ D(y0, s0). Preto ak

ukáºeme, ºe D(y0, s0) je uzavretá a ohrani£ená, t.j. kompaktná, tak aplikovaním

Weierstrassovej vety dostaneme, ºe existuje optimálne rie²enie úlohy (D̃µ).

1.) Najprv teda ukáºeme uzavretos´ mnoºiny D(y0, s0), t.j. limitný bod ©ubovo©nej

konvergentnej postupnosti bodov {yn}∞n=1, {sn}∞n=1 mnoºiny D(y0, s0) patrí tieº do

tejto mnoºiny. Predpokladajme, ºe (yn, sn) ∈ D(y0, s0) ∀n a yn → ỹ, sn → s̃ pre

n→∞. Je zrejme, ºe potom

ATyn + sn = c ∀n = 1, 2, . . . implikuje Aỹ + s̃ = c.

Ke¤ºe funkcia gµ je spojitá, tak platí

lim
n→∞

gµ(yn, sn) = gµ(ỹ, s̃)

a z nerovnosti gµ(yn, sn) ≤ gµ(y0, s0) vyplýva nerovnos´

gµ(ỹ, s̃) ≤ gµ(y0, s0). (40)

Problémom je, ºe body sn ∈ intQ môºu konvergova´ ku hranici kuºe©a Q. Ak by s̃

patrilo hranici kuºe©a Q, tak potom det s̃ = 0 a to by bol spor s ohrani£ením (40),

pretoºe

ln det s̃ = −∞.

To znamená, ºe s̃ ∈ intQ, takºe bod s̃ patrí do mnoºiny D(y0, s0), £o sme chceli

dokáza´.

2.) Teraz ukáºeme, ºe mnoºinaD(y0, s0) je ohrani£ená. Predpokladajme, ºeD(y0, s0)

je neohrani£ená. Uº sme spomínali, ºe je neprázdna a konvexná, preto pod©a

Lemy (5.3) existuje také (y1, s1) ∈ D(y0, s0), (y2, s2) ∈ D(y0, s0), (y1, s1) 6= (y2, s2),

s2 − s1 �Q 0 (z predpokladu 1 s1 6= s2), pre ktoré platí

{(yt, st)|(yt, st) = (y1, s1)− t[(y2, s2)− (y1, s1)], t ≥ 0} ⊂ D(y0, s0).

Z toho vyplýva, ºe

gµ(yt, st) ≥ gµ(y0, s0).

Pozrieme sa na hodnotu gµ(yt, st) pre t→∞, t.j.

lim
t→∞

gµ(yt, st) = lim
t→∞

bTy1 + t

[
bT (y2 − y1) +

µ ln det (s1 + t(s2 − s1))

t

]
. (41)

Ozna£me polynóm p(t) = det (s1 + t(s2 − s1)) a vyuºijeme L'Hospitalovo pravidlo

na výpo£et limity

lim
t→∞

µ ln p(t)

t
= lim

t→∞

µp′(t)

p(t)
= 0.
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Z predpokladu 2 existuje x0 ∈ P0 a z Dôsledku (2.2 a)) vyplýva

(x0)T (s2 − s1) ≥ 0.

Potom

bT (y2 − y1) = (x0)TATy2 − (x0)TATy1 + (x0)T (c− c) = −(x0)T (s2 − s1) ≤ 0.

To znamená, ºe

lim
t→∞

gµ(yt, st) = −∞,

£o je spor s ohrani£ením gµ(yt, st) ≥ gµ(y0, s0). Preto je mnoºina D(y0, s0) ohrani-

£ená.

V dôkaze Vety (5.2) sme vyuºili analógiu tejto vety zo semide�nitného programovania

(napr. [17]).

Dôsledok 5.1. Pre kaºdé µ > 0 existuje práve jedno optimálne rie²enie úloh (Pµ) a (Dµ).

Dôkaz. Dôsledok vyplýva z Vety (5.1) a Vety (5.2).

Veta 5.3. Nech µ > 0. Potom (x̂, ŷ, ŝ) je optimálne rie²enie úloh (Pµ),(Dµ)

práve vtedy, ke¤
Ax̂ = b, x̂ �Q 0,

AT ŷ + ŝ = c, ŝ �Q 0,

x̂ • ŝ = 2µe,

(42)

kde e = (e1; . . . ; er), pri£om ei = (1; 0) ∈ Rni.

Dôkaz. Nech µ > 0. K úlohe (Pµ) de�nujeme Lagrangeovu funkciu v tvare

L(x, y) = cTx− µ ln detx+ yT (b− Ax),

kde x ∈ intQ, y ∈ Rm.

Optimálne rie²enie x̂ ∈ intQ úlohy (Pµ) musí sp¨¬a´ podmienky

5xL(x̂, ŷ) = 0, 5yL(x̂, ŷ) = 0

pre ©ubovo©né ŷ ∈ Rm.

Najprv si v²imnime, ºe z lemy (5.1) a z de�nície x−1 pre r > 1 (v Dodatku) vyplýva, ºe

5x(− ln detx) = −2x−1.
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Potom
5xL(x̂, ŷ) = c− 2µx̂−1 − AT ŷ = 0,

5yL(x̂, ŷ) = b− Ax̂ = 0.
(43)

Ozna£me ŝ = c− AT ŷ. Potom z (43) dostaneme

ŝ = 2µx̂−1,

Ax̂ = b,

AT ŷ + ŝ = c.

(44)

Z vlastnosti ‖ − z‖ = ‖z‖ je zrejme, ºe ŝ ∈ intQ. �alej z (44) vyplýva, ºe

ŝi = 2µ(x̂i)−1 ∀i,

a teda

ŝi0 =
2µx̂i0
det x̂i

, ˆ̄si0 =
−2µ

det x̂i
ˆ̄xi0,

z £oho sa ©ahko overí ekvivalencia

ŝi = 2µ(x̂i)−1 ∀i ⇔ x̂i ◦ ŝi = 2µei ∀i ⇔ x̂ • ŝ = 2µe.

Podobným spôsobom by sme z Lagrangeovej funkcie k úlohe (Dµ)

L(y, s, x) = bTy + µ ln det s+ xT (c− ATy − s),

kde s ∈ intQ, dostali podmienky pre optimálne rie²enie (ŷ, ŝ) úlohy (Dµ), t.j.

5yL(ŷ, ŝ, x̂) = 0, 5sL(ŷ, ŝ, x̂) = 0, 5xL(ŷ, ŝ, x̂) = 0,

a z toho opä´ systém (42), £o sme chceli dokáza´.

Ukázalo sa, ºe pomocné bariérové úlohy (Pµ),(Dµ) majú pre kaºdé µ > 0 jednozna£né

rie²enie a to získame rie²ením tzv. pertubovaného systému

Ax = b, x �Q 0,

ATy + s = c, s �Q 0,

x • s = 2µe.

(45)

Zavedieme pojem centrálnej trajektórie.

De�nícia 5.1. Mnoºina

{(x(µ), y(µ), s(µ));µ > 0}

rie²ení úloh (Pµ),(Dµ) sa nazýva centrálna trajektória.

Dôsledok 5.2. Nech µ > 0. Potom bod (x(µ), y(µ), s(µ)) je bodom centrálnej trajektórie

práve vtedy, ak je rie²ením systému (45).
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Na základe analógie zo semide�nitného programovania sa dá ukáza´, ºe pre µ → 0

existuje limita centrálnej trajektórie a konverguje k optimálnemu rie²eniu. Túto vlastnos´

vyuºívajú primárno-duálne metódy vnútorného bodu. Ich my²lienkou je za£a´ v blízkom

okolí alebo v bode priamo na centrálnej trajektórii a postupne sa posúva´ k optimálnemu

rie²eniu redukovaním duálnej medzery. Smer posunu (4x,4y,4s) získame z Newtonovej

metódy aplikovanej na systém (45) a konvergenciu rie²enia zabezpe£íme, ke¤ ostaneme

v dostato£nej blízkosti centrálnej trajektórie (obrázok - oblas´ "neighborhood", [3]).

Predpokladajme, ºe máme za£iato£ný bod (x, y, s) pre µ > 0. Aplikujeme Newtonovu

metódu pre systém (45):

A(x+4x) = b,

AT (y +4y) + (s+4s) = c,

(x+4x) • (s+4s) = 2µe.

(46)

Zanedbáme £len 4x • 4s a po úprave dostaneme

A4x = b− Ax,

AT4y +4s = c− ATy − s,

x • 4s+4x • s = 2µe− x • s.

(47)

Dá sa ©ahko overi´, ºe platí nasledujúca ekvivalencia

x • 4s+4x • s = Arw(s)4x+ Arw(x)4s,

kde Arw(x) je de�nované ako v Poznámke (4.1). Potom systém (47) môºeme prepísa´ do

maticového tvaru
A 0 0

0 AT I

Arw(s) 0 Arw(x)



4x
4y
4s

 =


b− Ax

c− ATy − s
2µe− x • s

 . (48)

Ozna£íme rP = b−Ax, rD = c−ATy− s, rC = 2µe− x • s. V²imnime si, ºe rP = 0, ak x

je primárne prípustné a rD = 0, ak (y, s) je duálne prípustné. Zo systému (47) vyjadríme
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smer (4x;4y;4s) a dostaneme

4x = −Arw−1(s)(Arw(s)4s− rC),

4y = [AArw−1(s)Arw(x)AT ]−1[AArw−1(s)(Arw(x)rD − rC) + rP ],

4s = rD − AT4y.

(49)

Následne zvolíme d¨ºku kroku a ak bod (x+4x; y+4y; s+4s) je prípustný, tak bude

novým ²tartovacím bodom do ¤al²ej iterácie. Takýto postup sa bude opakova´, aº kým

sa dostato£ne nepriblíºime k optimálnemu rie²eniu.

Pre vhodne zvolený za£iato£ný bod, d¨ºku kroku a redukciu duálnej medzery sa dá kon-

vergencia k optimálnemu rie²eniu dosiahnu´ polynomiálnym po£tom iterácii. Výhodou

metód vnútorného bodu pre SOCP úlohy oproti úlohám semide�nitného programovania

je, ºe výpo£tová zloºitos´ na interáciu je men²ia neº pre úlohy SDP pribliºne rovnakej

ve©kosti a ²truktúry. Pod©a literatúry ([1], £as´ 7) de�nujeme tzv. proximity measure

df (x, s) = ‖Ms− µe‖F , kde M = M1 ⊕ · · · ⊕Mr a

Mi =

(xi0)2 (x̄i)T

x̄i (detxi)
1
2 I + x̄i(x̄i)T

(detxi)
1
2 +xi0

 .

Pomocou tejto miery môºeme zade�nova´ okolie centrálnej trajektórie pre γ ∈ (0, 1) ako

NF (γ) = {(x; y; s)|Ax = b, ATy + s = c, x �Q 0, s �Q 0, dF (x, s) ≤ γµ},

£o nám poslúºi v podmienke pre redukciu µ. Potom algoritmus pre rie²enie úloh progra-

movania nad kuºe©mi druhého rádu vyzerá nasledovne:

Primárno-duálny algoritmus

1. Zvolíme presnos´ duálnej medzery ε > 0, γ ∈ (0, 1), δ ∈ (0, 1). �alej zvolíme

²tartovací bod (x0; y0; s0) a µ0 > 0 tak, aby (x0; y0; s0) ∈ NF (γ).

2. Nech x := x0, y := y0, s := s0, µ := µ0. Opakujeme nasledujúci postup:

Pokia© je xT s ≥ ε, tak

µ = σµ, kde σ = 1− δ√
r
,

Pokia© platí (x; y; s) 6∈ NF (γ), tak

Vypo£ítame (4x;4y;4s) rie²ením systému (47) v bode (x; y; s).

Zvolíme α tak, aby x+ α4x �Q 0, s+ α4s �Q 0, potom

(x; y; s) := (x; y; s) + α(4x;4y;4s).

inak STOP,

inak STOP.

V tomto pr'ipade je itera£ná zloºitos´ algoritmu O(
√
r). Iné moºnosti vo©by napr. okolia

centrálnej trajektórie alebo redukcie µ sú podrobnej²ie uvedené v ([1] £as´ 7, resp.[5]).
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6 Dodatok

6.1 Kuºele

Nasledujúcu vetu vyuºijeme v niektorých dôkazoch vlastností duálneho kuºe©a.

Veta 6.1 (Veta o odde©ujúcej nadrovine). Nech C ⊆ Rn je uzavretá konvexná mnoºina a

nech x0 /∈ C. Potom existuje také a ∈ Rn, a 6= 0, b ∈ R, ºe aTx ≥ b ∀x ∈ C a aTx0 < b.

Dôkaz. Dôkaz sa dá nájs´ v literatúre ([19], str. 3).4

Jej analógia pre kuºele sa vyuºíva pri dôkazoch Zov²eobecnenej Farka²ovej lemy (Tvr-

denie 3.2). Formulácie oboch viet o odde©ujúcej nadrovine sa dajú nájs´ v ([2], Lec03).

Tvrdenie 6.1 (Veta o odde©ujúcej nadrovine pre kuºele). Nech K ⊂ Rn je uzavretý

konvexný kuºe© a nech z 6∈ K. Potom existuje také nenulové a ∈ Rn, ºe

aT z < 0 a aTx ≥ 0 ∀x ∈ K.

Poznámka 6.1. Veta o odde©ujúcej nadrovine pre kuºele je dôsledkom Vety (6.1).

Veta 6.2. Pre duálny kuºe© K∗ platia nasledujúce vlastnosti:

a) K∗ je konvexný kuºe©.

b) Nech kuºele K1,K2 sp¨¬ajú K1 ⊆ K2. Potom pre ich duálne kuºele platí K∗2 ⊆ K∗1.

c) K∗ je uzavretý.

d) Vnútro K∗ je intK∗ = {z|zTx > 0 ∀x ∈ clK \ {0}}.

e) Ak intK 6= ∅, potom K∗ je "²picatý".

f) Nech K je konvexný kuºe©. Potom K∗∗ je clK. Ak K je aj uzavretý, tak K∗∗ = K.

g) Ak clK je "²picatý", tak intK∗ 6= ∅.

Dôkaz. a) K∗ je konvexný, ak pre ©ubovo©né y, z ∈ K∗ a θ1, θ2 ≥ 0 platí: θ1y+θ2z ∈ K∗.
Nech y, z ∈ K∗ a θ1, θ2 ≥ 0. Teda xTy ≥ 0 ∀x ∈ K a tieº xT z ≥ 0 ∀x ∈ K.
Potom je zrejme, ºe

xT (θ1y + θ2z) = θ1x
Ty + θ2x

T z ≥ 0 ∀x ∈ K,

pretoºe lineárna kombinácia kladných £ísel je kladná. Z toho vyplýva θ1y+θ2z ∈ K∗.
4Táto veta sa dá v angli£tine nájs´ pod názvom Separating hyperplane theorem a má rôzne alterna-

tívne varianty, napr. ([8], str. 46)
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b) Nech K1 ⊆ K2 a nech z ∈ K∗2 je ©ubovo©né. To znamená, ºe xT z ≥ 0 ∀x ∈ K2.

Ke¤ºe K2 ⊇ K1, tak platí aj xT z ≥ 0 ∀x ∈ K1, a teda z ∈ K∗1.
Ukázali sme, ºe ©ubovo©ný prvok z K∗2 patrí aj do K∗1, t.j. K∗2 ⊆ K∗1.

c) Ukáºeme, ºe limitný bod ©ubovo©nej konvergentnej postupnosti bodov yn kuºe©a

K∗ patrí tieº do tohto kuºe©a. Predpokladajme, ºe yn ∈ K∗ pre v²etky n a yn → y

pre n→∞. Potom platí ∀x ∈ K : yTnx ≥ 0. Vidíme, ºe

lim
n→∞

xTyn = xTy, a teda xTy ≥ 0 ∀x ∈ K.

Takºe y ∈ K∗, z £oho vyplýva uzavretos´ K∗.

d) Ozna£me V := {z|zTx > 0 ∀x ∈ clK \ {0}}.
1.) Najskôr ukáºeme, ºe intK∗ ⊆ V .

Budeme dokazova´ obmenu implikácie, t.j. y ∈ K∗ \ V ⇒ y /∈ intK∗.
Nech y ∈ K∗ \ V . Potom pre nejaké nenulové x ∈ K platí yTx = 0. Uvaºujme gu©u

B(y, ε) so stredom y a ©ubovo©ným polomerom ε > 0. Zvolíme u ∈ Rn tak, aby

uTx < 0 a zvolíme dostato£ne malé £íslo α > 0 sp¨¬ajúce ‖αu‖ = α‖u‖ < ε.

Potom y + αu ∈ B(y, ε), ale

(y + αu)Tx = yTx+ αuTx = 0 + αuTx < 0,

£o znamená, ºe y + αu /∈ K∗, a teda B(y, ε) 6⊆ K∗. Toto platí pre v²etky ε > 0,

preto y /∈ intK∗.
2.) Teraz chceme ukáza´, ºe V ⊆ intK∗, t.j. ©ubovo©ný bod z V patrí aj do intK∗.
Nech y ∈ V , t.j. yTx > 0 ∀x ∈ clK \ {0}. Z de�nície kuºe©a platí

yTx > 0 aj pre v²etky x ∈ (clK \ {0}) ∩ S,

kde S = {x ∈ Rn|‖x‖ = 1} je jednotková gu©a. Dá sa ukáza´, ºe S je kompaktná

a (clK \ {0}) je uzavretá mnoºina. To znamená, ºe aj prienik (clK \ {0}) ∩ S je

kompaktná mnoºina. Potom z kompaktnosti vyplýva, ºe

∃ε > 0 : (y + u)Tx > 0 ∀x ∈ (clK \ {0}) ∩ S ∀u : ‖u‖ < ε.

Teda B(y, ε) ⊂ V , takºe y je vnútorným bodom V . Z kon²trukcie vyplýva, ºe

y, y + u ∈ K∗, t.j. B(y, ε) ⊂ K∗. A teda y ∈ intK∗, £o sme chceli ukáza´.

e) Ukáºeme, ºe ak má kuºe© K neprázdne vnútro, tak K∗ ∩ (−K∗) = {0}.
Nech y = K∗ ∩ (−K∗). To znamená, ºe

xTy ≥ 0 ∧ xTy ≤ 0 ∀x ∈ K,
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teda xTy = 0 ∀x ∈ K. �alej nech intK 6= ∅, potom existuje neprázdna otvorená

gu©a B ⊆ K, pre ktorú yTx = 0 ∀x ∈ B.
Predpokladajme, ºe y 6= 0. Potom existuje také u ∈ Rn, u 6= 0, ºe yTu > 0.

Zvolíme ©ubovo©né x ∈ B a ke¤ºe B je otvorená, existuje dostato£ne malé α > 0

tak, aby x+ αu ∈ B. Dostávame teda

0 = yT (x+ αu) = yTx+ αyTu = 0 + αyTu > 0,

£o je spor. Preto y = 0. Z toho vyplýva, ºe 0 ∈ K∗∩(−K∗), takºe K∗∩(−K∗) = {0},
£o sme chceli ukáza´.

f) 1.) Najprv ukáºeme, ºe clK ⊆ K∗∗.
Pre ©ubovo©né x ∈ K platí xTy ≥ 0 ∀y ∈ K∗, £o vyplýva z de�nície duálneho

kuºe©a. Kuºe© K∗∗ je duálnym kuºe©om kuºe©a K∗, a teda

z ∈ K∗∗ ⇔ zTy ≥ 0 ∀y ∈ K∗.

Túto podmienku sp¨¬a aj na²e ©ubovo©ne zvolené x, takºe x ∈ K∗∗. Ukázali sme,

ºe K ⊆ K∗∗, a preto aj clK ⊆ K∗∗.
2.) Teraz ukáºeme, ºe K∗∗ ⊆ clK, t.j. ©ubovo©ne zvolené z ∈ K∗∗ platí z ∈ clK.
Nech z ∈ K∗∗. Predpokladajme, ºe z /∈ clK. Potom pod©a vety 6.1 existuje nenulové

c ∈ Rn, pre ktoré platí

cT z < 0 a cTx ≥ 0 ∀x ∈ clK.

Z druhej nerovnosti vyplýva, ºe c ∈ K∗. To je v²ak v spore s prvou podmienkou

cT z < 0, pretoºe z ∈ K∗∗, a teda cT z ≥ 0 ∀c ∈ K∗. Takºe z ∈ clK, a teda sme

ukázali K∗∗ ⊆ clK.
Spojením dvoch inklúzii dostaneme K∗∗ = clK. Ak je kuºe© K uzavretý, tak K =

clK, a preto K∗∗ = K.

g) Nech clK je ²picatý, t.j. clK ∩ (−clK) = {0}. Ukáºeme, ºe 0 /∈ conv(clK ∩ S), t.j.

bod 0 nemôºeme napísa´ pomocou konvexnej kombinácie bodov z clK ∩ S, kde S
je jednotková gu©a v Rn.

Predpokladajme, ºe 0 ∈ conv(clK ∩ S). Potom

0 =
m∑
i=1

θixi, kde pre v²etky i platí θi ≥ 0,
m∑
i=1

θi = 1 a xi ∈ clK ∩ S.

Vyberieme index j, pre ktorý θj 6= 0, potom

θjxj ∈ clK a − θjxj =
∑
i:i 6=j

θixi ∈ clK.
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To znamená, ºe 0 6= θjxj ∈ clK ∩ (clK), £o je v spore s vlastnos´ou ²picatosti

kuºe©a. Preto 0 /∈ conv(clK∩ S). Ke¤ºe clK∩ S je kompaktná mnoºina, tak aj jej

konvexný obal je kompaktná mnoºina, a preto môºeme pouºi´ vetu 6.1.

Teda existuje nenulové a ∈ Rn, pre ktoré aTx ≥ 0 ∀x ∈ clK∩S a aT0 < b, z £oho

vyplýva b > 0. Zvolíme ©ubovo©né nenulové y ∈ clK. Potom y
‖y‖ ∈ S a

aTy = ‖y‖aT y

‖y‖
≥ ‖y‖b > 0,

takºe a ∈ K∗. Teraz ukáºeme, ºe B(a, b) ⊂ K∗. Nech u ∈ Rn : ‖u‖ < b je ©ubovo©né.

Potom s pouºitím Cauchy-Schwarzovej nerovnosti platí

uTy ≥ −|uTy| ≥ −‖u‖‖y‖,

t.j. u
T y
‖y‖ ≥ −‖u‖, a teda

(a+ u)Ty ≥ aTy + uTy ≥ b‖y‖ − ‖u‖‖y‖ = (b− ‖u‖)‖y‖ ≥ 0.

To znamená, ºe B(a, b) ⊂ K∗, takºe a ∈ intK∗, a teda intK∗ 6= ∅.

Poznámka 6.2. My²lienka dôkazu Vety (6.2 d),e)) bola prevzatá z [25], iný spôsob

overenia niektorých vlastností sa dá nájs´ napr. v [9],[22].

Tvrdenie 6.2. Nech K = K1 × · · · × Kn je kartézsky sú£in kuºe©ov K1, . . . ,Kn. Potom
platia nasledujúce vlastnosti:

a) K je kuºe©.

b) Ak sú kuºele K1, . . . ,Kn konvexné, tak aj ich kartézsky sú£in K je konvexný.

c) Ak sú kuºele K1, . . . ,Kn samoduálne, potom K je tieº samoduálny kuºe©.

d) Ak sú kuºele K1, . . . ,Kn vlastné, potom aj K je vlastný kuºe©.

Dôkaz. a) Nech x ∈ K a nech α ≥ 0. Potom x = (x1;x2; . . . ;xn) pre ©ubovo©né

x1 ∈ K1, . . . , xn ∈ Kn. Ke¤ºe K1, . . . ,Kn sú kuºele, tak αx1 ∈ K1, . . . , αxn ∈ Kn. Z
toho vyplýva, ºe αx = (αx1;αx2; . . . ;αxn) ∈ K1×· · ·×Kn, a preto K1×K2×· · ·×Kn
je kuºe©, £o sme chceli ukáza´.

b) Ukáºeme, ºe pre ©ubovo©né x, y ∈ K a θ1, θ2 ≥ 0 platí θ1x+ θ2y ∈ K.
Nech x = (x1;x2; . . . ;xn), y = (y1; y2; . . . ; yn) ∈ K sú ©ubovo©ne zvolené a θ1, θ2 ≥ 0.

Potom x1, y1 ∈ K1; . . . ;xn, yn ∈ Kn. Z konvexnosti kuºe©ov K1, . . . ,Kn vyplýva

θ1x1 + θ2y1 ∈ K1, . . . , θ1xn + θ2yn ∈ Kn.

Takºe θ1x+ θ2y = (θ1x1 + θ2y1; . . . ; θ1xn + θ2yn) ∈ K1 × · · · × Kn.
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c) Pod©a a) je kartézsky sú£in kuºe©ov K kuºe©.

Ozna£me K∗ = (K1 × · · · × Kn)∗ duálny kuºe© kuºe©a K.
Ke¤ºe K1, . . . ,Kn sú samoduálne kuºele, tak platí K∗1 = K1, . . . ,K∗n = Kn.
Preto sta£í ukáza´, ºe K∗ = K∗1 × · · · ×K∗n. Potom po dosadení za K∗i , i = 1, . . . , n,

dostaneme K∗ = K.
1.) Najprv ukáºeme, ºe K∗ ⊆ K∗1 × · · · × K∗n.
Z de�nície duálneho kuºe©a vyplýva

K∗ = {x = (x1;x2; . . . ;xn)|xT z ≥ 0 ∀z = (z1; z2; . . . ; zn) ∈ K1 × · · · × Kn}

= {x = (x1;x2; . . . ;xn)|xT1 z1 + · · ·+ xTnzn ≥ 0 ∀z1 ∈ K1, . . . , zn ∈ Kn}

Zvolíme také j, ºe zi = 0 ∀i 6= j. Potom xj ∈ K∗j . Takto môºeme postupova´ pre

j = 1, . . . , n a postupne dostaneme x1 ∈ K∗1, . . . , xn ∈ K∗n.
Takºe K∗ ⊆ K∗1 × · · · × K∗n.
2.) Teraz ukáºeme opa£nú inklúziu, t.j. K∗1 × · · · × K∗n ⊆ K∗.
Nech x1 ∈ K∗1, . . . , xn ∈ K∗n. Potom pre ©ubovo©né (z1; z2; . . . ; zn) ∈ K1 × · · · × Kn
platí

(x1;x2; . . . ;xn)T (z1; z2; . . . ; zn) = xT1 z1 + · · ·+ xTnzn ≥ 0.

Z toho vyplýva, ºe K∗1 × · · · × K∗n ⊆ K∗.
Spojením oboch inklúzii dostaneme K∗ = K∗1 × · · · × K∗n, z £oho je uº ©ahko vidie´

samoduálnos´ kartézskeho sú£inu samoduálnych kuºe©ov.

d) Ukáºeme, ºe K sp¨¬a vlastnosti vlastného kuºe©a, t.j. je uzavretý, konvexný, ²picatý

a intK 6= ∅. Ke¤ºe kaºdý z kuºe©ov K1, . . . ,Kn sp¨¬a tieto vlastnosti, tak je zrejme,

ºe konvexnos´ kuºe©a K vyplýva z b). �alej ∃x0
i ∈ intKi ∀i = 1, . . . , n. Potom

x0 = (x0
1; . . . ;x0

n) ∈ intK, a teda vnútro kuºe©a K je neprázdne. Teraz ukáºeme, ºe

z ∈ K ∩ (−K) implikuje z = 0.

Nech z = (z1; . . . ; zn) ∈ K a −z ∈ K. To znamená, ºe zi ∈ Ki ∩ (−Ki) pre

i = 1, . . . , n. Kuºele Ki, i = 1, . . . , n sú ²picaté, preto zi = 0 ∀i, £o je ekvivalentné
s z = 0. A nakoniec ostáva ukáza´ uzavretos´ kuºe©a K.
Nech {pm = (pm1 ; . . . , pmn )}∞m=1 je postupnos´ bodov z K konvergujúca k

p̃ = (p̃1; . . . , p̃n). Pre v²etky i = 1, . . . , n platí pmi ∈ Ki → p̃i. Pretoºe Ki je uzavretý
kuºe©, tak p̃i ∈ Ki ∀i, z £oho vyplýva p̃ ∈ K. A teda kuºe© K je uzavretý.

Podarilo sa nám ukáza´, ºe K sp¨¬a v²etky vlastnosti vlastného kuºe©a.

Poznámka 6.3. Body a) a c) z predchádzajúceho tvrdenia sú roz²írením [7] a ([22],s.334)

pre n > 2. Najdôleºitej²ou vlastnos´ou je vlastnos´ d), ktorá sa vyuºije uº pri formulácii

SOCP úloh.
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6.2 Operátor ◦ a geometria vektora x

Nech x = (x0; x̄) ∈ Rp a s = (s0; s̄) ∈ Rp.

Zavedieme ozna£enie

x ◦ s =

(
xT s

x0s̄+ s0x̄

)
. (50)

�alej k vektoru x de�nujeme tzv. arrow-shaped maticu ako

Arw(x) =

(
x0 x̄T

x̄ x0I

)
.

V²imnime si, ºe potom (50) môºeme zapísa´ pomocou arrow-shaped matíc nasledovne

x ◦ s = Arw(x)s = Arw(x)Arw(s)e,

kde e = (1, 0, . . . , 0)T ∈ Rp.

V nasledujúcom tvrdení spomenieme a overíme základné vlastnosti operátora ◦.

Tvrdenie 6.3. Operátor ◦ sp¨¬a nasledujúce vlastnosti:

1. Nech z = x ◦ y. Potom ∀α, β ∈ R platí

x ◦ (αy + βz) = αx ◦ y + βx ◦ z,

(αy + βz) ◦ x = αy ◦ x+ βz ◦ x.

2. x ◦ s = s ◦ x

3. Nech e = (1; 0) ∈ Rp, kde 0 ∈ Rp−1. Potom x ◦ e = x.

4. Nech x2 = x ◦ x. Potom matice Arw(x) a Arw(x2) komutujú. Naviac ∀y ∈ Rp

platí:

x ◦ (x2 ◦ y) = x2 ◦ (x ◦ y).

Dôkaz. 1. Nech z = x ◦ y. Potom úpravami na základe vz´ahu (50) dostaneme

x ◦ (αy + βz) = x ◦ (αy + βArw(x)y) = Arw(x)(αy + βArw(x)y) =

= αArw(x)y + βArw(x)Arw(x)y = αx ◦ y + βArw(x)z =

= αx ◦ y + βx ◦ z.

Podobne ukáºeme aj druhú rovnos´. Najprv ©avá strana rovnice:

(αy + βz) ◦ x =

(
αy0 + βxTy

αȳ + βx0ȳ + βy0x̄

)
◦ x =

=

(
αy0 + βxTy (αȳ + βx0ȳ + βy0x̄)T

αȳ + βx0ȳ + βy0x̄ (αy0 + βxTy)I

)(
x0

x̄

)
=

=

(
αx0y0 + βx0x

Ty + αȳT x̄+ βx0ȳ
T x̄+ βy0x̄

T x̄

αx0ȳ + βx2
0ȳ + βy0x0x̄+ αy0x̄+ βxTyx̄

)
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Teraz vyjadríme pravú stranu rovnice:

αy ◦ x+ βz ◦ x = α

(
yTx

y0x̄+ x0ȳ

)
+ β

(
xTy (x0ȳ + y0x̄)T

x0ȳ + y0x̄ xTyI

)(
x0

x̄

)
=

=

(
αyTx+ βx0x

Ty + βx0ȳ
T x̄+ βy0x̄

T x̄

αy0x̄+ αx0ȳ + βx2
0ȳ + βx0y0x̄+ βxTyx̄

)

Vidíme, ºe ©avá strana=pravá strana, £o sme chceli ukáza´.

2. �avá strana:

x ◦ y = Arw(x)y =

(
x0 x̄T

x̄ x0I

)(
y0

ȳ

)
=

(
x0y0 + x̄T ȳ

y0x̄+ x0ȳ

)
.

Pravá strana:

y ◦ x = Arw(y)x =

(
y0 ȳT

ȳ y0I

)(
x0

x̄

)
=

(
y0x0 + ȳT x̄

x0ȳ + y0x̄

)
.

Vidíme, ºe ©avá strana=pravá strana, £o sme chceli ukáza´.

3. Nech e = (1; 0) ∈ Rp, kde 0 ∈ Rp−1. Potom

x ◦ e = Arw(x)e =

(
x0 x̄T

x̄ x0I

)(
1

0

)
=

(
x0

x̄

)
= x.

4. Matice Arw(x) a Arw(x2) komutujú, ak Arw(x)Arw(x2) = Arw(x2)Arw(x). Po-

zrieme sa najprv na ©avú a potom na pravú stranu rovnice a dostaneme:

Arw(x)Arw(x2) =

(
x0 x̄T

x̄ x0I

)(
xTx 2x0x̄

T

2x0x̄ xTxI

)
=

(
x0x

Tx+ 2x0x̄
T x̄ 2x2

0x̄
T + xTxx̄T

xTxx̄+ 2x2
0x̄ 2x0x̄x̄

T + x0x
TxI

)

Arw(x2)Arw(x) =

(
xTx 2x0x̄

T

2x0x̄ xTxI

)(
x0 x̄T

x̄ x0I

)
=

(
x0x

Tx+ 2x0x̄
T x̄ xTxx̄T + 2x2

0x̄
T

2x2
0x̄+ xTxx̄ 2x0x̄x̄

T + x0x
TxI

)
Opä´ nastala rovnos´ a to sme chceli ukáza´.

Zvo©me ©ubovo©né y ∈ Rp. Potom na základe predchádzajúceho výsledku platí

x ◦ (x2 ◦ y) = x ◦ (Arw(x2)y) = Arw(x)Arw(x2)y = Arw(x2)Arw(x)y =

= Arw(x2)(x ◦ y) = x2 ◦ (x ◦ y).
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6.2.1 Spektrálny rozklad vektora x

V snahe vytvori´ analógiu metód vnútorného bodu pre úlohy programovania nad kuºe©mi

druhého rádu s metódami vnútorného bodu v semide�nitnom programovaní, de�nuje

sa podobná ²truktúra pre vektor x ako poznáme pre matice. Teda de�nujeme pojmy

vlastných £ísel, spektrálneho rozkladu a podobne.

Uvaºujme nasledujúcu rovnos´:

x2 − 2x0x+ (x2
0 − ‖x̄‖2)e = 0.

�ahko overíme, ºe platí, pretoºe(
xTx

2x0x̄

)
− 2x0

(
x0

x̄

)
+

(
x2

0 − ‖x̄‖2

0

)
= 0 ⇔

(
‖x‖2 − 2x2

0 + x2
0 − ‖x̄‖2

2x0x̄− 2x0x̄

)
=

(
0

0

)
.

Potom môºeme de�nova´ charakteristický polynóm p(λ, x) ako

p(λ, x) = λ2 − 2x0λ+ (x2
0 − ‖x̄‖2) = (λ− (x0 + ‖x̄‖))(λ− (x0 − ‖x̄‖)).

Korene rovnice p(λ, x) = 0 sú

λ1 = x0 + ‖x̄‖ a λ2 = x0 − ‖x̄‖

a nazývajú sa vlastné hodnoty vektora x. To znamená, ºe kaºdý prvok x má iba 2 reálne

vlastné hodnoty.

Potom môºeme de�nova´ stopu vektora x ako

tr(x) = λ1 + λ2 = x0 + ‖x̄‖+ x0 − ‖x̄‖ = 2x0

a determinant vektora x

detx = λ1λ2 = (x0 + ‖x̄‖)(x0 − ‖x̄‖) = x2
0 − ‖x̄‖2.

Spektrálny rozklad vektora x predstavuje rovnos´

x = λ1c1 + λ2c2,

kde

c1 =
1

2

(
1
x̄
‖x̄‖

)
a c2 =

1

2

(
1

− x̄
‖x̄‖

)
,

£o geometricky reprezentuje nasledujúci obrázok.
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Obr. 4: Spektrálny rozklad x: Nech x = (x0; x̄) ∈ Rp. Projekciou x do roviny x1, . . . , xp−1, normalizá-

ciou x̄,−x̄ a následným zdvihnutím normalizovaných vektorov na hranicu kuºe©a získame c1, c2([1],s20).

Dokáºeme nasledujúce tvrdenie.

Tvrdenie 6.4. Vektory c1 = 1
2

(
1 x̄

‖x̄‖

)T
, c2 = 1

2

(
1 − x̄

‖x̄‖

)T
sp¨¬ajú nasledujúce vlast-

nosti:

1. c1 ◦ c2 = 0,

2. c2
1 = c1, c

2
2 = c2,

3. c1 + c2 = e,

4. c1 = Rc2, c2 = Rc1, kde

R =

(
1 0T

0 −I

)
,

5. c1, c2 ∈ bdQ.

Dôkaz. 1.

c1 ◦ c2 =

(
1
4
(1− x̄T x̄

‖x̄‖2 )

− x̄
4‖x̄‖ + x̄

4‖x̄‖

)
=

(
0

0

)

2. Ukáºeme c2
1 = c1 a analogicky sa spraví c2

2 = c2. Teda

c1 ◦ c1 =

(
1
4
(1 + x̄T x̄

‖x̄‖2 )
x̄

4‖x̄‖ + x̄
4‖x̄‖

)
=

1

2

(
1
x̄
‖x̄‖

)
= c1.
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3. �alej

c1 + c2 =
1

2

[(
1
x̄
‖x̄‖

)
+

(
1

− x̄
‖x̄‖

)]
=

(
1

0

)
= e.

4. Po£ítajme

Rc1 =
1

2

(
1 0T

0 −I

)(
1
x̄
‖x̄‖

)
=

1

2

(
1

− x̄
‖x̄‖

)
= c2,

Rc2 =
1

2

(
1 0T

0 −I

)(
1

− x̄
‖x̄‖

)
=

1

2

(
1
x̄
‖x̄‖

)
= c1,

£o sme chceli ukáza´.

5. Nech c̄ = x̄
2‖x̄‖ . Potom c1 = (1

2
; c̄), c2 = (1

2
;−c̄). Chceme ukáza´, ºe ‖c̄‖ = ‖− c̄‖ = 1

2
.

Teda

‖c̄‖ =
∥∥∥ x̄

2‖x̄‖

∥∥∥ =
‖x̄‖
2‖x̄‖

=
1

2
,

a preto c1, c2 ∈ bdQ.

Ak detx 6= 0, môºeme de�nova´

x−1 = λ−1
1 c1 + λ−1

2 c2 =
1

x2
0 − ‖x̄‖2

(
x0

−x̄

)
.

V²imnime si, ºe x ◦ x−1 = e.

Pre nezáporné £íslo p ¤alej de�nujeme p-tu mocninu vektora x ako

xp = λp1c1 + λp2c2.

A nakoniec zavedieme normy:

‖x‖F =
√
λ2

1 + λ2
2 =
√

2‖x‖,

‖x‖2 = max{|λ1|, |λ2|} = |x0|+ ‖x̄‖, ak x ∈ Q.

Zatia© sme uvaºovali, ºe r = 1, teda vektor x = (x0; x̄) ∈ Rp je ako jeden blok.

Teraz nech x = (x1; . . . ;xr) ∈ Rn, kde xi ∈ Rni .

Potom charakteristický polynóm de�nujeme ako

p(x) =
r∏
i=1

pi(x
i).

To znamená, ºe vektor x bude ma´ 2r vlastných £ísel

λi1 = xi0 + ‖x̄i‖, λi2 = xi0 − ‖x̄i‖, i = 1, . . . , r,
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takºe

detx =
r∏
i=1

((xi0)2 − ‖x̄i‖2)

a

tr(x) = 2
r∑
i=1

xi0.

Vektor x v spektrálnom rozklade zapí²eme analogicky

x =


λ1

1c
1
1 + λ1

2c
1
2

...

λr1c
r
1 + λr2c

r
2


a potom ak detx 6= 0, tak de�nujeme

x−1 = ((x1)−1; . . . ; (xr)−1),

a tieº pre nezáporné celé £íslo p mocninu vektora x ako

xp = ((x1)p; . . . ; (xr)p).

A nakoniec zavedieme normy:

‖x‖2
F =

r∑
i=1

‖xi‖2
F ,

‖x‖2 = max
i
‖xi‖.

Poznámka 6.4. �a©²ie vlastnosti operátora ◦ a roz²írenie geometrie vektora x sa dá

nájs´ v ([1], £as´ 4), pre na²e ú£ely to v²ak nie je potrebné.



57

Záver

Cie©om tejto práce bolo spracovanie teórie pre úlohy programovania nad kuºe©mi dru-

hého rádu. Motiváciou pre analýzu tejto teórie boli moºné aplikácie programovania nad

kuºe©mi druhého rádu v praxi. V prvom rade sme sa postupne oboznámili so v²eobec-

nými kuºe©mi a ich vlastnos´ami, ako aj s kuºe©mi druhého rádu. Zistili sme, ºe kuºe©

druhého rádu je vlastný kuºe© a jeho základnou vlastnos´ou je tzv. samoduálnos´. V¤aka

tomu sa môºe zade�nova´ zov²eobecnená nerovnos´, ktorá tak vytvára analógiu s ohra-

ni£eniami v lineárnom a semide�nitnom programovaní.

Následne sme naformulovali úlohu programovania nad kuºe©mi druhého rádu a k nej

duálnu úlohu. Pri skúmaní duality sme zistili, ºe slabá veta o dualite platí podobne ako

v lineárnom programovaní. Silná veta o dualite v úlohách programovania nad kuºe©mi

druhého rádu si na rozdiel od lineárneho programovania vyºaduje prísnej²iu podmienku,

tzv. ostrú prípustnos´ rie²enia. Ukázali sme na príklade, £o sa môºe sta´, ak táto pod-

mienka nie je splnená. A vetu sme dokázali pomocou zov²eobecnenej Farka²ovej lemy,

ktorá je analógiou zov²eobecnenej Farka²ovej lemy pre semide�nitné programovanie. Pri

podmienke komplementarity sme zaviedli nový operátor a vysvetlili interpretáciu tejto

podmienky aj geometricky.

V nasledujúcej kapitole sme ukázali súvis medzi úlohami programovania nad kuºe©mi

druhého rádu a inými triedami konvexnej optimalizácie. Lineárne programovanie a kvad-

ratické programovanie je podtriedou programovania nad kuºe©mi druhého rádu, takºe

v²etky úlohy lineárneho a kvadratického programovania moºno previes´ na úlohy prog-

ramovania nad kuºe©mi druhého rádu. Na druhej strane je programovanie nad kuºe©mi

druhého rádu podtriedou semide�nitného programovania ako to bolo spomenuté aj v

úvode tejto práce.

Na záver sme sa zaoberali metódami vnútorného bodu. Ich my²lienkou bolo vytvori´ ana-

lógiu bariérovej funkcie ako v semide�nitnom programovaní, preto sa zaviedol nový po-

jem spektrálneho rozkladu vektora, ktorý sme podrobnej²ie uviedli v Dodatku. Následne

sme uviedli potrebné predpoklady, de�novali sme pomocné bariérové úlohy a úkazali sme

existenciu optimálneho rie²enia týchto úloh. Nakoniec sme v algoritme opísali postup,

akým sa priblíºime k optimálnemu rie²eniu pôvodnej primárnej a duálnej úlohy.

Jednou z moºnosti roz²írenia tejto práce je venova´ sa podrobnej²ie vlastnostiam cen-

trálnej limitnej trajektórie alebo skúma´ rôzne vo©by d¨ºky kroku, resp. redukcie duálnej

medzery v primárno-duálnom algoritme. Druhou alternatívou je venova´ sa viac apliká-

ciám programovania nad kuºe©mi druhého rádu, ale tým by sme prekro£ili rozsah práce.
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