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Abstrakt

POLHORSKY, Mikulas: Azijské opcie a ich numerické metody ocefiovania, Diplomova
praca, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského, (2013), 53 s.

Skolitel: Prof. RNDr. Daniel Sev&ovi¢ CSc

Azijské opcie patria medzi moderné finanéné néstroje, pomocou ktorych sa da znizit' riziko
plynice z vykyvov na finanénych trhoch.

Diplomova praca sa zaobera azijskymi average — rate opciami a moZnost'ami ich
numerického ocefovania. Jedna sa o opcie, ktorych vyplatny diagram zavisi od
spriemerovanej ceny podkladoveho aktiva. Tieto opcie sa daju ocenit’ napriklad aj
pomocou tzv. singularnej Vecéefovej rovnice.

V préci analyzujeme numerické rieSenie tejto rovnice. Zaroven analyzujeme rdzne
numerické aproximacie, ktoré pomahaji urcit’ cenu tychto opcii, priCom poukazeme na

najvhodnejsie aproximativne metddy ocenovania.

KPacove slova: opcie, azijské opcie, Vecefova rovnica, rovnica vedenia tepla, numerické

aproximacie



Abstract

POLHORSKY, Mikula$: Asian options and their means of numerical pricing. Diploma
thesis. Faculty of mathematics, physics and informatics, Comenius University, (2013),
53 p.

Supervisor: Prof. RNDr. Daniel Sevéovi¢ CSc

Asian options belong among modern financial tools which help to decrease financial risk
resulting from market fluctuations. Diploma thesis deals with asian average — rate options

and means of their numerical pricing.

Payoff diagram of such option depends on averaged price of underlying asset. These
options can be priced by singular so called Vecet equation. In this thesis we will analyse
numerical solution of this equation. We also analyse various numerical approximations
which help to determine value of these options and point out the most suitable methods for

pricing such options.

Keywords: options, Asian options, Vecei’s equation, heat equation, numerical
approximations
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Pouzité symboly

T — ¢as do okamihu expiracie

S — cena aktiva

V(S, t) — cena opcie

r — bezrizikova Urokova miera

N( ) — kumulativna funkcia normalneho rozdelenia

o — volatilita podkladového aktiva

K —realiza¢na cena

S, — priemer realizovany do urc€itého ¢asového momentu

b — transakéné naklady



Uvod

Financné derivaty su odvodené (resp. derivované) od hodnoty podkladovych
(primérnych) aktiv (komodity, akcie, dlhopisy), kurzov mien, Urokovych mier alebo aj
akciovych indexov. V dnesnej dobe je rozmanitost podkladovych aktiv v podstate
neobmedzena. Spolo¢nou ¢rtou vo vSetkych tychto pripadoch je obchodovanie s pravami

na buduce plnenia.

Finan¢né derivaty existuju uz takmer niekolko tisicro¢i. Prvé derivaty sa daju
datovat’ do staroveku, kedy napriklad farméar nemusel platit’ iroky v pripade, Ze jeho troda
bola zni¢ena burkou alebo povodiou (Chammurapiho zakonnik). Prvy opény obchod [10]
je pripisovany Thalesovi z Milétu. LCudia sa totiz smiali Thalesovi, ze je chudobny, preto im
chcel ukézat, ze prenho mudrost znamena viac ako bohatstvo. Raz v zime navstivil
majitel'ov olivovych lisov a kazdému zaplatil mala ciastku za pravo prvého pouzitia lisov

po zatve. Po zatve Thales prava predal majitel'om plantazi za vel'’kti sumu, ¢im profitoval.

Prvé aktiva [20] vznikli zrejme v trinastom storoé¢i, kedy benatski bankari zacali
obchodovat’ s vladnymi cennymi papiermi. Prvé akciové spolo¢nosti, do ktorych mohli
akcionari investovat' svoj majetok a zdielat’ zisky alebo pripadné straty, vznikli v
Holandsku na zadiatku sedemndsteho storocia. Vtedy bol v§ak objem obchodovanych aktiv

pomerne maly.

Obrovskym mil'nikom v tedrii ocenovania derivatov bol rok 1973 [10], kedy Black,
Scholes a Merton odvodili presné vzorce pre ocenovanie opcii. Vzapiti nastal velky
rozmach arozvoj derivatovych obchodov, ktorych dnesny objem sa neda presne zistit'.
S rozmachom obchodovania vSak priSli aj problémy v podobe korektného ocenovania
derivatov, €o je pre investorov dolezité, pretoZe inak by mohlo dojst’ k velkej strate alebo
arbitraznej prilezitosti. Dolezitou informdaciou pre investora je aj miera rizika, ktoré pocas

obchodovania podstupuje.

V poslednych desatrociach boli totiz zaznamenané viaceré menSie, ale aj prudké
kolisania finan¢nych trhov, ktoré vyrazne ovplyvnili hodnoty vkladov investorov, ako
napriklad Cierny pondelok z oktdbra 1987 [20]. Jednym zo spdsobov ako minimalizovat

riziko, resp. ho znizit, su tzv. azijské opcie, ktorym sa venuje tato praca. Cielom
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diplomovej prace je analyzovat azijské average rate opcie s moznostou predcasného

uplatnenie a ich numerické metddy ocenovania.

V prvej kapitole diplomovej prace sa oboznamujeme so zakladnymi pojmami
aroznymi typmi opcii. Okrem zakladnych pojmov predstavujeme aj rovnicu pre ocenenie

eurdpskych typov opcii - Black — Scholesovu rovnicu a jej rieSenie.

V druhej kapitole sa venujeme prehl'adu azijskych opcii, ich vzt'ahov a klasifik&cii.
Oboznamujeme sa tiez s parcialnou diferencidlnou rovnicou pre azijské opcie a tzv. semi —
analytickou metédou. K parcialnej diferencialnej rovnici transformovanej pomocou tejto
metody (tzv. VecCefova rovnica) uvadzame aj rieSenie s pomocou vyuzitia Black —

Scholesovej parcialnej diferencialnej rovnice.

Tretia kapitola sa zaobera aritmeticky a geometricky priemerovanymi average — rate
opciami. Hladanie presnych rieSeni pre ocenenie takychto opcii je vel'mi tazké, ak nie
nemozné, a preto sa V tejto kapitole venujeme réznym aproximacénym vztahom, vd’aka

ktorym vieme priblizne ur€it’ cenu aritmetickych average — rate opcii.

Numerické rieSenie degenerovanej Vecefove] rovnice popisujeme Vo Stvrtej
kapitole, a zaroven aj predstavujeme jej odvodenie. Dosiahnuté vysledky sumarizujeme

v zAvere prace.
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1 Opcie

Opcie st vel'mi uzitoénym nastrojom sofistikovaného obchodnika. Pomocou opcii
dokazeme veci, ktoré by sme si bez nich len tazko vedeli predstavit’: ¢i ide o Spekulativne
obchody alebo naopak, zabezpecovanie svojho rizika. Jednoducho, svet s opciami je uplne
iny ako svet bez nich. Investor totiz nevie akym smerom sa bude vyvijat’ cena nejakého
aktiva, ¢o mu sice moze priniest nemaly zisk, ale aj velku stratu. Preto na financnych
trhoch vznikli rozne typy derivatov, ktorymi sa investori snazia eliminovat’ tieto ndhodné
vykyvy, a teda minimalizovat’ z toho plynice riziko. Medzi takéto nastroje patria napriklad

swapy, derivaty urokovych mier, forwardy a hlavne opéné derivaty.

Avsak naucit’ sa ich pouzivat’ nie je jednoduché. Nie je to ani otdzka roznych typov
opcii, ako skor ich podstaty. Historicky sa pouzivali najma klasické opcie call a put. Neskor
sa k nim pridali r6zne exotické opcie. AvSak bez pochopenia zakladnych vlastnosti opcii
nie je mozné spravne pochopit’ a ocenit’ ziadne d’alSie opcie. Prave preto sa budeme na
zaCiatku venovat' hlavne zakladnym typom opcii a uvedieme si tiez aj niektoré typy

exotickych opcii a ich charakteristiky.

1.1 Z&kladné pojmy

V tejto podkapitole si predstavime dva hlavné typy opcii — call a put opciu. Opcie
sU v dne$nej dobe obchodované na takmer vsetkych finanénych trhoch vo svete a aj na
mimoburzovych obchodoch. Opcia predstavuje pravo (moznost’) kupit’ alebo predat’ urcité
podkladové aktivum (underlying asset) za dopredu stanovenu cenu K, ktora sa nazyva
realizacnd cena alebo aj strike price, v den splatnosti T (maturita) tohto kontraktu (expiry

date). Predajca opcie sa nazyva vypisovatel’ (option writer) [10], [11].

Na rozdiel od forwardovych kontraktov vlastnik opcie ma pravo, nie povinnost
kapit' resp. predat’ nejaké aktivum za stanoveni cenu Vv stanovenom case. To dava
drzitel'ovi opcie vyhodu oproti tym, Ktori opciu nevlastnia. Tato vyhoda ale nie je zadarmo,
musi byt zaplatena v Case vypisania kontraktu. To znamend, Ze vypisovatel si od nas ako

drzitel'a opcie vypyta tzv. opénll prémiu za to, Ze mame pravo na buduce uplatnenie tejto

12



opcie. Problémom je vSak korektné ocenenie tohto prava tak, aby nedoslo k poSkodeniu

ziadnej strany kontraktu.

Rozoznavame nasledovné zakladné typy opcii [10], [11]:

Call opcia: majitel’ tejto opciec ma pravo kupit podkladové aktivum za vopred

stanovenu cenu K vo vopred uréenom c¢ase T.

Put opcia: majitel’ takejto opcie ma pravo predat’ podkladové aktivum za vopred

stanovenu cenu K vo vopred uréenom ¢ase T.
Dalej rozoznavame opcie podl'a toho, kedy mame moznost’ toto pravo uplatnit’ [10], [11]:

Eurdpsky typ opcii: pravo kuapit' alebo predat’ podkladové aktivum mame len

Vv Case expiracie.

Americky typ opcii: v takomto pripade mame moznost’ zrealizovat’" dohodnuty
kontrakt kedykol'vek do ¢asu expiracie. Preto z dovodu vécsieho prava na realizaciu

je jeho cena vyssia.

Uz sme spomenuli potrebu korektného ocenenia opcii. Najznamejsi
a najpouzivanej$i model na ocefiovanie derivatov je Black — Scholesov model z roku 1973.
Tento model popisuje cenu opcie ako funkciu ceny akcie v ¢ase, ktory zostava do expiracie.
Dalej je zrejmé, Ze cena opcie bude zavisiet' aj volatility podkladového aktiva o a od
bezrizikovej urokovej miery r. Cena akcie ma vSak stochasticky charakter, preto dolezitt

Ulohu zohrava Brownow pohyb a Wienerov proces.

Black — Scholesova rovnica ma tvar [10], [11]:

W 1,2620W ey
at+205052+rsas V=0, 1)
S > 0 — dnesné cena podkladového aktiva, na ktoré je opcia vypisana

V(S, t) — cena opcie ako funkcia ceny aktiva a ¢asu do expiracie

T — expiracny Cas, v ktorom opcii vyprsi platnost’

r — bezrizikova urokova miera

13



a kazdy derivat, ktory sa da v Case splatnosti vyjadrit’ v tvare V(Sy, T) = f(Sy) musi tato
rovnicu spliat. Ak t = 0, potom V(S, 0) vyjadruje opéni prémiu v ase uzatvorenia
obchodu. K Black — Scholesovej rovnici este prislucha podmienka uréujica typ opcie. Tato
podmienka sa nazyva terminalovy payoff, pretoze je to podmienka na tvar zavislosti ceny

derivatu od ceny akcie v ¢ase T.
Ak uvazujeme eurdpsku call opciu, podmienka nadobuda tvar [10]:
V(S, T) = V(S) =max(S - K, 0), 2
Terminalovy payoff v pripade put opcie mé tvar:
V(S, T) =V(S) =max(K - S, 0) , (3)

Hlavnd mysSlienka rieSenia rovnice (1) je postupne transformovat’ tito parcidlnu

diferenciélnu rovnicu (PDR) na z&kladny tvar rovnice [10], [11], [12]
U — AU, =0, 4)
(x; t) € (—OO, OO) X (0' T),

t.j. na rovnicu vedenia tepla so zadanou pociato¢nou podmienkou. Transformacia prebicha

nasledovne:

1. krok: pretransformovanie Casu tak, aby plynul opacne, ¢iZze do pociato¢ného
¢asu t = 0. To sa dosiahne transformaciou r = T — t a teda
V(S,t) = W(S, T —t).Rovnica (1) potom nadobudne tvar

ow 1 a*w
— — Zg2§2_—_

ow
ol =52 —T'S¥+T‘W=0, (5)

S>0, T€(0,T), W(S,0)=V(),

2. krok: logaritmicka transformécia ceny akcie S, t.j. S = e”*, ¢ize x = In(S) =
Z(x,t) =W(e*, 1) = W(S,t) =Z (InS, ). Rovnicu (4) sa teraz zmeni na

0z 1 9%z ,o° 0z _
o 27 6x2+(2 r)ax+rZ—0, ©)
3. krok: transformovanie na zakladna PDR vedenia tepla. Cleny niZicho radu
0z, .. . . verr iy .
(Za a) eliminujeme pouZitim exponencidlnej transformécie:

ulx,7) = e®*F77(x, 1) = Z(x,17) = e Fy(x, 1)

14



Koeficienty «, 8 sa urcia tak, aby koeficienty pri ¢lenoch nizsieho radu boli

nulové :

a=S—>,f="+>+ .

o? 2
Takato vol'ba koeficientov zabezpeci nasledovny tvar rovnice pre u:

ou 1 _,0%u
ot 27 oxz 0, (1)

u(x,0) = e™V(e*), —o<x < o,7€(0,T),
a. krok: aplikacia vzorca na vypocet rieSenia a spatna aplikécia substitdcii
na toto rieSenie. RieSenie rovnice (7) sa da napisat’ v tvare

1 (o] _ﬂ
u(x, 1) = mf_me 202t u(s, 0)ds . (8)
Pre eurdpsky typ opcie plati V(S) = max(S — K, 0). Tym ziskame explicitné

rieSenie pre eurdpsky typ v tvare

V(S t) = SeTT-ON(d,) — Ke TT=ON(d,), 9)
(r+Z) -+ o .
kde dy = ~——F——— ,d, = d; — ovT —t aN() je distribu¢na funkcia

oVvT—t

normalneho rozdelenia.

1.2 DalSie typy opcii

V tejto Casti kapitoly sa obozndmime s niektorymi d’al§imi typmi opcii. UZ sme si
vysvetlili charakteristiku call a put opcii, ako aj eurdpsky aamericky typ opcie. Viac
informécii o opciach spominanych v tejto podkapitole mézeme najst’ napriklad v knihe
norskeho odbornika na derivaty E. G. Hauga [3] alebo v knihe Sevéovica, Stehlikovej,
Mikulu [11].
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1.2.1 Bariérové opcie

Velkou skupinou opcii st opcie, ktorych cena zavisi od vyvoja ceny. Medzi ne
patria bariérove opcie [3], [11], ktoré predstavuju klasické call a put opcie s tym rozdielom,
ze ak cena akcie prekroci istu bariéru B, tak stracaju platnost’ a vypisovatel' zaplati
drzitel'ovi dohodnuty rabat. Bariérové opcie sa delia podl'a toho, z ktorej strany bola bariéra
prekrocena: na tzv. down — and — out a up — and — out opcie. Klasicka bariérova funkcia ma
tvar exponencialnej bariérovej funkcie B(t) = bEe=*T~-9 kde b € (0,1) aa = 050

zvolené konStanty.

1.2.2 Lookback opcie

Lookback opcie [3], [11] su dalsim prikladom opcii, ktorych cena zavisi aj od

hodnoty aktiva pocas sledované¢ho obdobia. Rozoznavame dva typy lookback opcii, a to:

- lookback opciu s pohyblivou expiraénou cenou. Ide 0 pravo kapit’ (call) aktivum
podmienka m& tvar c¢(S,Spmin, T) = max(S — Spin, 0) pre call, resp.
max(Syax — S, 0) pre put opciu.

- Lookback opciu s fixnou expiraénou cenou K uréenou vopred. V expiracii call

opcia vyplaca max(S,,q, — K, 0) a put opcia max(K — S;,in, 0).

Specialnym pripadom lookback opcii st tzv. ruské opcie s tym rozdielom, Ze drzitel
ruskej opcie neméa limitovany koniec periédy v minulosti, po¢as ktorej sa moze ,,pozerat’

b[19

spat’™.

Medzi d’alSie drahovo zavislé opcie patria aj forward start opcie (pri ktorych je
expira¢na cena urcend v budicnosti), cliquet opcie (¢o su postupnosti forward start opcii)
alebo napriklad aj chooser opcie. Ich drzitel’ mé urcity ¢as na to, aby si rozmyslel, ¢i derivat
nadobudne charakter klasickej call alebo put opcie. Od vyvoja ceny aktiva resp. od jeho

spriemerovane] hodnoty aktiva pocas jeho Zivotnosti zase zavisia ceny azijskych opcii.
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2 Azijské opcie

V predchadzajucej kapitole sme spomenuli niektoré typy drahovo zavislych opcii.
Medzi tieto opcie patria aj azijské opcie. To znamena, ze patria medzi opcie, ktorych
payoff diagram zavisi nielen od konecnej ceny aktiva, ale aj od jeho historického vyvoja do
expiracie. V pripade azijskych opcii ide o zavislost’ od historického priemeru ceny aktiva.
Tymto opciam sa v sucasnosti venuju viaceri matematici ako napriklad Jin E. Zhang [17],
[18] alebo Jan Vecet [15], [16].

Azijské opcie patria medzi velmi uZitoéné finanéné nastroje. PouZivaju sa na
zaistovanie S$pecifickych aktiv, ktorymi st napriklad kontrakty na dodavku ropnych
produktov. Zaistovanie pomocou azijskych opcii je zvycajne lacnejSie ako zloZenie
portfdlia skladajuceho sa z klasickych call alebo put opcii. Derivaty &zijského typu maju
oproti oby¢ajnym call a put opcidm vyhodu v tom, Ze ich ceny prili§ nezavisia od okamzitej
ceny aktiva, ale od jeho spriemerovanej ceny pocas sledovaného obdobia. Tak sa zaroven
Clastocne znizuje riziko plynuce z moznej cenovej manipulacie zo strany vypisovatel'a

V Case expiracie.

Existuje eSte jeden typ opcii s vel'mi podobnym charakterom, aky maju azijské
opcie, ato tzv. rainbow opcie [19]. St to opcie na viacero podkladovych aktiv. Pocet
podkladovych aktiv sa pritom nazyva aj pocet farieb duhy. Hodnota tejto opcie je vysoko
citlivd na korelaciu medzi jednotlivymi koSikovymi komponentmi a to je klucova
vlastnost’, ktord maji rainbow opcie spolo¢ni s azijskymi opciami, pretoze hodnota

azijskej opcie je takisto vel'mi korelovana s vyvojom ceny aktiva.
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2.1 Kilasifikacia azijskych opcii

Klasifikacia azijskych opcii je mierne zlozitejsia, pretoze existuje viacero faktorov,

podla ktorych azijské opcie rozdel'ujeme. [11], [13]

1. Azijské opcie klasifikujeme podla typu spriemerovania cien podkladového
aktiva. NajCastejSie sa jedna o aritmetické a geometrické spriemerovanie.

V diskrétnom vyjadreni maju nasledovny tvar:

a. A = % i=1 S¢, pre aritmeticky priemer

b. In(4;) = % i=1In(S;,) pre geometricky priemer

V spojitom pripade sa daju vyjadrit’ v integralnom tvare:

a. A= %fot S. dt pre aritmeticky priemer

b. In(4,) = %fot In(S;) dr pre geometricky priemer

Dal$im typom priemerovania je napriklad vdzeny aritmeticky priemer A; =

mfot a(t — §)Sgd¢ . Prikladom funkcie a() moze byt a(§) = exp(- AS) .

2. Dalsim klasifikaénym faktorom je pozicia priemerovanej veli¢iny vstupujicej
do vyplatnej funkcie. Rozozndvame dva spdsoby vstupu:
a. Average rate opcia, ak je strike price (expiratna cena) fixna
a priemerovana hodnota je v pozicii aktiva. Payoff ma potom tvar
V(S,A,T) =max(A—K,0) pre call a V(S,A4,T) = max(K — 4,0) pre
put opciu
b. Average strike opcia, ak je priemerovana hodnota v pozicii expiraénej
ceny. Potom V(S,A,T) =max(A—S,0) pre put a V(S AT)=
max(S — 4,0) pre call opciu. Pricom K je expiracna cena a S = Sr,

A = Ar sl cena a spriemerovand cena aktiva v ¢ase T
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2.2 Parcialna diferencialna rovnica pre azijské opcie a jej

transformacia na rovnicu vedenia tepla

V predchadzajucej ¢asti sme si vysvetlili rozdiel medzi average rate a average strike
opciou a aky tvar maju ich payoff diagramy. V tejto Casti si uvedieme prechod od Black —
Scholesovej rovnici pre azijské opcie k rovnici vedenia tepla. Treba si eSte uvedomit, ze
mimo obdobia, pocas ktorého priemerujeme, sa da cena opcie vypocitat ako rieSenie
klasickej Black — Scholesovej rovnice. Obdobie, pocas ktorého priemerujeme, oznaéme

[To, T]

Na transformaciu pouzijeme semi — analyticki metodu, ktord pouziva Zhang [17],

[18]. Zavedieme premennu:

Sa= [ S.dt,
pricom To = 0 a T, <t < T. Premenna S, vyjadruje spojity sucet cien aktiva, a teda SA/ t

je aritmeticky priemer cien na intervale [0, t].

Takze payoff diagram average rate call opcie ma potom tvar:

Sa
T

max (%4 - K,0) , (10)

V rizikovo neutrdlnom svete ma cena aktiva stochasticky charakter, preto na jej

modelovanie mézeme pouzit’ stochastickt diferencialnu rovnicu:
dS = rSdt + oSdX,
kde r je bezrizikova Urokova miera, o je volatilita a dX je Wienerov proces.

Pri transformacii budeme vychadzat’ z Black — Scholesovej rovnice, bez ktorej by
ocefiovanie derivatov nebolo mozné. Budeme uvazovat’ aritmeticky priemerovany average

rate call opciu na akciu neplatiacu dividendy, pricom zakladom bude rovnica [5], [17]:

9 L g€ 4 152620°C 1 60C
at+SaSA+ZaS asZ+rSas rC=0, (11)
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Tato rovnica bola odvodena matematikmi Kemnom a Vorstom v roku 1990 a plati, Ze cena

aritmeticky priemerovanej azijskej call opcie C(S,S,,T), na akciu neplatiacu dividendy,

splia tito parcialnu diferencialnu rovnicu. K nej prislticha koncova podmienka
C(S,S,,T) = max (SFA ~ K, 0) ,

Na rovnicu (11) pouzijeme transformaciu [17], [18]
=TT -2 (1),
tT=T—-t,

C(S,SaT) =2f (¢ ),

Po Uprave dostdvame rovnicu vedenia tepla s premennymi koeficientmi:

of 1 2 14 _ -ry| 2% _
ot 2° [f+r(1 € )]asz_o'

—00 < & < 00,
Z koncovej podmienky sa po transformacii stane podmienka poc¢iato¢na
f(,0) = max(=¢§,0),
Z podmienky (17) vidno, ze plati

9%f(§,0)
Err-a 6(¢),

kde §(¢) je Diracova delta funkcia s nasledovnym predpisom

_f © §=0
6@ ={ ¢ 20 -

(12)

(13)
(14)
(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

Navyse plati ffooo 6(&)d & = 1. To znamena, Ze efekt vedenia tepla bude existovat’ iba ak

& = 0 a bude vyznamny iba pre malé &.
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2.3  Priblizné rieSenie transformovanej rovnice vedenia tepla

V predchadzajicej Casti sme pomocou Zhangovej transformacie pretransformovali
Black — Scholesovu parcialnu diferencialnu rovnicu na rovnicu rovnicu vedenia tepla.
Avsak tato novovzniknutd rovnica vedenia tepla ma premenné koeficienty, ato vd’aka

tomu, Ze sa v nich nachadza Cas. Preto treba tento problém odstranit’.

To urobime zavedenim ¢asovej premennej n (pozri [17], [18]) take;j, Ze:

dn = 2 (1— e~™)2dr, (20)

272

Po zintegrovani dostaneme vyraz:
3
n= —;3 (=3 +2rt+4e " — e7217) (21)

PretoZe efekt vedenia tepla existuje iba pre & = 0 a je dolezity len pre malé ¢, mozeme ho
zrovnice vynechat. Z rovnice (15) sa tak stane klasickd rovnica vedenia tepla

s nemennymi koeficientmi a bude mat’ teda nasledovny tvar:

Z—ﬁ’—%: ,  —w<E<oo 22)
K nej prislucha koncova podmienka
fo(§,n = 0) = max(=¢,0), (23)

RieSenie rovnice vedenia tepla sa da vyrie$it’ pomocou Greenovho jadra a ma tvar:

62
5 —
fem = (-55) + [Le™. (24)
Tento vzorec vyjadruje priblizné rieSenie ceny azijskej opcie (22). K nemu prisltichajuce

opéné charakteristiky (Greeks) vypocitame ako parcialne derivacie C(S,S,T) podla

jednotlivych premennych.
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Takze plati [17]:

aai; = N(- \/%—n) , (25)
‘;1;0 _ ZL; _ L/;n_ne‘fz/4” 1 (26)
- s+t g
% =1+r¢, (28)
M T[] —2eTT 4+ o727, (29)
ot 2r?

¥ ®
% = —riz[rzrf + rt—1+e7], (31)
Z—Z = % [9—4rt— (12 + 4r7)e ™" + (3 + 2r1)e 2"7], (32)

Teda:

—olee™ (8 NS |1 ,-%/am _ - _Sa\ (oL
=52 N( m)+T\ﬁe e (K T)N( Jﬁ> (33)

Vzorce (25) — (33) teda predstavuju priblizné vyjadrenie opénych charakteristik a cenu

opcie Zhangovej aproximacénej metody.
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3 Aproximécie cien average — rate opcii

V tejto kapitole sa postupne oboznamujeme s rdoznymi aproximaénymi vztahmi,
ktoré pomahaju urcit’ pribliznti cenu azijskych average rate opcii. Tieto aproximacie
prisposobuju volatilitu, priemer, pripadne transakéné naklady, tak aby vysledné cena opcie

po dosadeni do zovSeobecneného Black — Scholesovho vzorca bola ¢o najpresnejSie urcena.

3.1 Kemna a Vorst aproximécia

Kemna a Vorst (1990) ([5], popisané aj v knihe [3]) vyvinuli explicitné rieSenie pre
ocenenie azijskych opcii s upravenou volatilitou a transakénymi nakladmi. V pripade, ze

podkladové aktivum ma lognormalne rozdelenie, potom geometricky priemer (x; X ... X

1 . , . . . . .
Xn) /n podkladového aktiva ma tiez lognormélne rozdelenie. To znamend, ze geometricky
priemerovand opcia moze byt ocenend ako Standardnd opcia, stym, Ze volatilita

a transak¢né néklady su upravené:

c=Se®aTN(d,) —Ke ""N(d,) , (34)
p =Ke "TN(—d,) — Se®Ca=TN(—d,), (35)
Pri¢om plati :
ln(S/K)+(bA+ %/, >r
dy = o ! (36)
d, = dy — oVT, (37)

Upravena volatilita vyzera nasledovne:

o= (38)

Upravené transakéné néklady sa vypocitaju ako:

6

ba=3(6-%). 9
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Tieto Upravy sa vSak nedaju urobit’ v pripade aritmetického priemerovania [3].
N4jst’ explicitné rieSenie pre hodnotu opcie s aritmetickym priemerom (%) nie je
vobec lahké, pretoze ak podkladové aktivum mé lognormélne rozdelenie, samotny

aritmeticky priemer nebude mat’ lognormalne rozdelenie. Preto opcie s aritmetickym

priemerovanim musia byt’ ocenené pomocou réznych aproximacii.

Pri vyvoji vzorcov (34) a (35) Kemna a Vorst predpokladali dokonaly nepretrzite
otvoreny trh s bezrizikovou tirokovou mierou r [5]. Dalej predpokladali, Ze cena aktiva S sa

vyvija podl'a rovnice
dS(t) = aS(t)dt + aS(t)dW (t), (40)

kde W (t) je Wienerov proces a @, g st dané konStanty. Zaroven cena akcie je spojite
aritmeticky priemerovana: A(t) = ﬁf;;S(T)dT , kde (T,, T) je interval, poc¢as ktorého je
—1o

pocitana priemerna cena aktiva. Pre ¢as Ty < t < T, cena opcie C4(t) = C(S(t),A(t),t)
zavisi od Casu t, ceny akcie S(t) a priemeru cien A(t), pre t < T, na hodnote A(t) nezalezi.
Pre vypocet ceny opcie v ¢ase t=0 sa musi najprv vypocitat’ cena opcie v intervale (T,, T)
a hodnota v case T, sa vyuZije na vypocet v intervale (0, T). Klasicka call opcia expirujlca
v ¢ase T, ma ohraniCujice resp. terminalové podmienky C(S(Ty),Ty) = max(S(T,) —

K,0),€(0,t) = 0, 22 = 1 [5]

Avsak C4 zavisi od Casu t, ceny akcie S(t) a priemeru cien A(t). Preto potrebujeme rovnicu
dA(t) = BS(t)dt, B = 1/(T — T,), ktora vyplyva z vyrazu A(t). Ak C, vyjadruje hodnotu
opcie v case t € (Ty, T), méZzeme pouzit’ Itdbovu lemu. Preto portfdlio skladajuce sa z aa%
akcii a ciasto¢ne financované pdzickou (S aa% —C,), prinasa riziko oS aaLSAdW(t),
a Vv pociatocnych nakladoch stoji presne C,. Z arbitrdznej prileZitosti potom moZeme

odvodit parcialnu diferencialnu rovnicu pre C, S oborom D [5]:

9Ca 1 _2¢29%Ca aCa a_ )=
6t+205 as2 +ﬁSaA+T(SaS CA)_O’
D={(541),5=20A4=>20T,<t<T}, (41)
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K rovnici prislichaju podmienky ([5]):
CA(T) = C(S(T),A(T),T) = max(A(T) — K,0) ,

C,(0,A(t), t) = max(exp(—r(T —t))(A(t) — K,0),

2aCABY = BT - Dexp(—r(T - 1)) | “

Je este potrebné urcit’ ohranicujucu podmienku pre aa%’ a to pouzitim tvrdenia: Pre tie t,
kde A(t) = K, je koneény payoff opcie urcite kladny. Tento payoff je v Case t rovny vyrazu
(A)—K)+B [, tTS (t)dt. Preto (ak podmienka ziadnej arbitraZe je uplatnend), cena opcie

je:
Ca(t) = (A(t) — K) exp(—r(T — ) + £ (1 = exp(—r(T = ©)))s(1), (43)
Odtial’ zaroveti vyplyva aj ohrani¢ujiica podmienka v pripade D = {(S,A,t) €D | A < K}:

C(S),K,6) =E(1 - exp(—r(T - 0))S(®) , (44)

Pomocou (42) a (44) sa potom vyrieSi problém (41) a cena opcie sa da napisat’ v tvare
C(S(),A(),t) = exp(—r(T — t))ESOAOIMax(A(T) — K,0), pricom E znamend
podmienené ocakavanie vzhl'adom na S(t), A(t), t, pricom S(t) je dané vzt'ahom (40), kde
a =r.([5])

Autori  potom odhaduju pomocou Monte Carlo simulacii pre C,(5(T,),0,T,) =

S(T) L .

exp(—1(T — Tp))EST0)To {max ( oo~ K, 0)} realizaciu ~ premennej  ako
Y(T) = exp(—r(T — Ty))max(A(T) — K,0). Redukciou variancie na spresnenie

intervalov spol'ahlivosti a zavedenia hdhodnej premennej

W(T) = exp(—r(T — Ty))max(G(T) — K, 0), (45)

kde G(T) = (1'[?=OS(Ti))1/ () resp G(T) = exp (ﬁ fTZ lnS(‘r)) dt v spojitom pripade

dostavame log(G(T)) = N[5 (r - %02) (T = To) + In(S(T0)) ;3 0%(T = Ty)].
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Takze cena geometricky priemerovanej opcie sa da napisat’ v tvare:

E(max(G(T) — K,0) = E(G(T)|G(T) = K) — KPr(G(T) = K)

= e?"S(T,)N(d) — KN <d —0 /% (T — TO)> , (46)

n(s(T,) /K)+1/2(r+%02)(T—T0)

U\/%(T—To)

d* =§(r—%az)(T—To), d =

Tymito Gpravami sme sa teda dostali k vzorcu (34).

14 T T T T T

sigma=0.01
sigma=0.2
— sigma=0.5

=
%]
T
T

Cena opcie

1 1 1 I
90 95 100 105 110 115 120
Strike price

Obrézok 1 : Kemnov a Vorstov vzorec pre rézne hodnoty volatility, os x znazoriuje strike price a 0s

y hodnotu put opcie. Transakéné naklady su priblizne 5 percent (b = 0.05 vo vzorci (39) ).

Na obrazku 1 mozno vidiet spravanie sa dazijskej put opcie s vyuzitim
geometrického priemerovania a Kemna — Vorstovho vzorca. V§imnime si, ze pre ¢ — 0 sa
charakter opcie Coraz viac meni na eurdpsky charakter, hoci s miernym vykyvom. Ostatné
pouzité parametre su S = 100, K € (90, 120), r = 0.05,T = 0.5 . Dividendy uvazujeme

nuloveé.
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Obrézok 2 : Kemnov a Vorstov vzorec pre rézne hodnoty volatility s nulovymi transakénymi
nékladmi (b = 0). Pre vysoké hodnoty volatility je priebeh ceny uz vyrazne odchyleny. Zaroven

vidno, ze graf v okoli ,,ohybu“ uz je hladsi.

Tento obrazok znazornuje priebehy ceny put opcie v pripade nulovych transakénych
nakladov. M6zZeme vidiet’, Ze cena opcie je vd’aka tomu niZ§ia priblizne o jednotku ceny (v

pripade niz$ich volatilit). Priebeh ceny opcie s volatilitou 0.5 zostava priblizne rovnaky.

3.2  Turnbull - Wakemanova aproximacia

Nasledovna aproximacia je zaloZena na praci Turnbulla a Wakemana (1991) (Haug
[3], Turnbull a Wakeman [14]). Aproximéacia prispdsobuje priemer a odchylku tak, aby
tieto boli zhodné s presnymi momentmi aritmetického priemeru. Upraveny priemer, by,

a odchylka o sa potom pouzijii v zovseobecnenom Black — Scholesovom vzorci :
c ~Se®aTN(d,) — Ke ""N(d,) , (40)

p = Ke_rTN(dz) — Se(bA_r)TN(dl) , (41)
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Znova plati:

ln(S/K)+<bA+ Ui/z >T
dl = O'A\/T ’
dz = dl - O'A\/T,

Pri¢om T je ¢as do expirécie v rokoch. Volatilita a transakéné naklady su dané ako:

o= [P _2p, (42)

bA — ln(Ml) ’ (43)

Presny prvy a druhy moment aritmetického priemeru vypocitame ako:

ebT_ ebtl
M= a0 (44)
_ 20(2b+0%)T 2e(2b+ %)ty 1 eb(T—1t1) 45
27 (b+ 02)(2b+ 02)(T- t1)2 b(T— t1)2 [2b+ 62 b+a? ] (49
V pripade, Ze b = 0, dostaneme M; = 1, a zaroven:
M, = 2e7°T— 2e9°t1[1462(T— t,)] ’ (46)

o4 (T- t1)?

Premenna t, vyjadruje ¢as do zaciatku priemerovacieho obdobia. Ak sa opcia nachadza v

ramci priemerovacieho obdobia, resp. priemerovacie obdobie uz zacalo, potom realizacna

cena je upravena nasledovnym spésobom: K, = %K — %SA , (47)

Premennd S, vyjadruje priemernu cenu podkladového aktiva pocas doteraz realizovaného,
resp. pozorovaného priemerovacieho obdobia, 7 je zostavajiici Cas v priemerovacom

obdobi (t.j. t = T, — T ). Ak sa nachadzame vntri priemerovacieho obdobia (¢ize T > 0),

T

a zarovei 2K — =S, < 0, potom call opcia bude urcite uplatnend a jej hodnota bude
T T

rovna o¢akéavanej hodnote priemeru v ¢ase expiracie minus realizacna cena: e "7 (E[S,] —

—X).

T

Ocakavany priemer v Case expiracie bude rovny :E[S,] = s 4+ SM, Tl ,  (48)
2

T
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Obrdzok 3: Turnbull — Wakemanova aproxima¢na metéda pre r6zne hodnoty volatility s nenulovymi

transakénymi nakladmi (b = 0.05). Cena opcie mé podobny priebeh ako pri Kemna — Vorstovej aproximacii

Graf na obrazku 3 znazornuje Turnbull — Wakemanovu aproximéciu azijskej put opcie. Aj
tu sa pre ¢ — 0 charakter opcie Coraz viac meni na Cisto europsky charakter. Ostatné
vstupné parametre s S = 100, S, =110, K € (90, 120),r=0.05, T2=0.25, T=0.5.T2 je
povodny ¢as v priemerovacom obdobi v rokoch, je konStantny pocas Zivotnosti opcie
a parameter S, je doteraz realizovany priemer cien aktiva. Transakéné naklady su 5 percent
18 T T T T T
sigma=0.01

sigma=0.2 H
sigma=0.5

Cena opcie
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Obrazok 4: Turnbull — Wakemanova aproxima¢na metdda pri nulovych transakénych nakladoch (b = 0)
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Obrazok 4 (vid predchadzajucu stranu) znazoriiuje priebeh ceny azijskej put opcie

s nulovymi transakénymi ndkladmi. Mézeme pozorovat’, Ze zmena spravania sa priebehu

ceny opcie je o Cosi vyraznejSia ako v pripade Kemna — Vorst aproximéacii, hlavne pri

vyraznom zvyseni volatility.

3.3 Lévyho aproximacia

Alternativhou k Turnbullovej a Wakemanovej aproximacnej formuli je Lévyho

aproximacia azijskych opcii (1992) ([3], [8]). Tato aproximacia by podl'a Lévyho mala byt

presnejsia ako Turnbull — Wakemanova formula:
cs ~ SgN(dy) — Ke™™:N(d,),
Pricom plati nasledovné:

Sy = %%(e<b—rna__ e TT2),

(D) >
dl = \/LVI:ITLZD —ln(K)], dz = dl - \/v,

T—

M
T 2!

TZSA,D= T_

K=K-

V = In(D) - 2[rT, + In(Sp)],

282 e(2b+0®)T2_1  obTa_q
" b+ 0?2 !

2b+ o2 b

kde:
S, — aritmeticky priemer znamych pevnych cien podkladového aktiva
T, — cas, ktory zostava do okamihu expiracie

T — p6vodny ¢as do okamihu expiracie

o — volatilita prirodzeného logaritmu vynosu podkladového aktiva

(49)

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)
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Ak chceme najst’ hodnotu put opcie, uplatnime prislusnu put — call paritu:
pA = CA - SE + I?e_rTZ y (55)

V pripade, 7ze b = 0, vzorec samozrejme nie je mozné priamo aplikovat, je potrebné
9 b 9

limitne upravit’ cenu Sg a parameter M:

2
_ ST, _ 282 [e?9°T2—q
Se= M= 7
16 T T T T T
sigma=0.01
14+ sigma=0.2 ||
sigma=0.5

Cena opcie
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Obrézok 5: Lévyho aproximacna metoda pre rézne volatility a nenulové transakéné naklady (5%).

Z grafov moZno vidiet’, Ze priebeh ceny opcie ma naozaj mensie odchylky ako pri Kemna —
Vorstovych aproximéaciach alebo Turnbull — Wakemanovych aproximaciach, ato aj pre
vysSie hodnoty volatility. Ostatné parametre: S = 100, S, = 110, K € (90, 120), T =
0.5, T2 = 0.25, r = 0.05,b = 0.05. V tomto pripade T2 vyjadruje zostavajuci ¢as do
expiracie. V pripade nulovych, resp. limitne nulovych transakénych nakladov dochadza iba

k nepatrnej zmene spravania sa priebehu ceny opcie (vid’ prilohu B, obrazok B.1).
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3.4 Curranova aproximacia

V roku 1992 Curran vyvinul metédu pre aproximaciu ceny azijskych opcii, ktord je
zalozena na geometricky podmienenom pristupe ([1], [3]). Podla Currana je tato
aproximacia presnejSia ako aproximacie vymyslené v minulosti. Tato metdda aproximuje
cenu opcie nasledovnym spdsobom:

c~el E oexp(y; + %"Z)N (—”_m(m + @) — KN (—“_m@)] ,  (56)

Ox Ox Ox

Pri¢om plati:

Hi = ln(S) + <b - 0-2/2> ti, 0, = \/O'Z[tl + (l - 1)At] ) (57)

oy = 02ty + At[(i — 1) — i(i — 1)/}, (58)
w= In(S) + <b - 02/2> [t, + (n—1)At/2], (59)
o, = Jolt, + Mt(n— D)(2n — 1)/6n] , (60)
R =2K— 23 exp{u; + "’”’”’;i’?' d ) S e ""2} . (6D

t; — Cas, ktory zostava do okamihu prvého priemerovania
T —¢as v rokoch do okamihu expirécie, At — ¢as medzi priemerovacimi bodmi

n — pocet priemerovacich bodov, N(x) — kumulativna funkcia normélneho

rozdelenia

Pre m > 0 (¢ize vo vnutri priemerovacieho obdobia), by realiza¢na cena mala byt

. , K—mS
vyjadrend ako: K = ——A4n — =

n-m n-m’

Ak S, > %K , potom v pripade call opcie opciu uplatnime (vzhl'adom na to, Ze put
opcia bude out — of — the — money) a jej hodnota teda bude: ¢, = e~ (S, — K), pricom

Sy = %SA + E[S,] ? Pokial' do ¢asu expiracie zostava iba jeden fixny bod, hodnota
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opcie sa da vypocitat’ pomocou zovSeobecnené¢ho Black — Scholesovho vzorca vdzeného so

zostavajucim cCasom do expiracie aupravenou realizatnou cenou. Cena call opcie je:

Cq = %CVBS(I?,S,T,r, b,c), kde cyps je vieobecny Black — Scholesov call predpis:

K=nK— (n—1)S,, kde S, je doteraz realizovany priemer. Put opciu vypocitame

analogicky.

cena opcie

15 » T T T T T
kY sigma=0.01
sigma=0.2
sigma=0_5
N
10 M, .
5 '-\._. \\ E
) \R\_
“N-h____&-
u i Il I 1 L ]
90 95 100 105 110 115 120
Strike price

Obrézok 6: Curranova aproximéacia pre rozne hodnoty volatility a nenulové transakéné naklady (5%).

Pre zvySujucu sa volatilitu Curranova aproximacia nadobuda postupne vaésie odchylky. Naopak pre o — 0,

resp. pre rozumné hodnoty volatility si obe aproximécie takmer identicke.

Ostatné parametre su: S = 100, S, = 110,K € (90, 120), t1 =0, T =0.5, n=

360, m = 180, r = 0.05, b = 0.05
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3.5 Porovnania jednotlivych aproximacii

V predchadzajucich odstavcoch sme popisali jednotlivé aproximéacie a sposoby, ako
aproximuju cenu azijskych average-rate opcii. Tiez sme aproximacie vzajomne porovnali.
To vSak bolo v urcitom c¢ase pred expiraciou. Otdzkou je, ako a ¢i sa zmeni presnost
jednotlivych aproximécii v pripade T — 0. NaSe ocakavanie je, ze aproximacie by mali
postupne nadobudat’ charakter ¢isto eurdpskeho typu opcii. Ak niektorda aproximaécia
nadobudne resp. postupne nadobuda tento charakter, mézeme ju povazovat’ za vel'mi dobra
aproximaciu ceny azijskej average — rate opcie. Ako referenény bod sme aj v tomto pripade
zvolili cenu aktiva S = 100, a pre nazornost’ ¢as do expiracie T = 0,05 rokov, t.j. 18 dni.
Vysledok je zndzorneny na obrazku 10 a ukazuje, Ze najpresnejSie aproximacie st Lévyho,
Turnbull — Wakemanova a Kemna — Vorstova (resp. GeomPrice) aproximéacia. Na obrazku
mozno vidiet, ze tieto tri aproximacie su takmer identické (pre detail vid’ obrazok C.1
v prilohe C). Ocakavania nenaplnila Curranova aproximacia, ktora mala byt relativne

presna, avsak pre T — 0 postupne zlyhava.

15
— TWasian
Lewy
Curran
KemnaVorst
10 -
a
(%]
[ =
(=
(1]
-
€
5]
5 -
U 1 1 o 1 |
a0 95 100 105 110 115 120

Strike price
Obrazok 7: Porovnanie aproximacii pre ¢as do expirdcie T — 0. Ukazuje sa, Zze Curranova aproximaéna

formula nie je az taka presnd, ked sa blizi okamih expiracie, o plati aj pre diskretizovani aproximaciu.

Naopak, ostatné aproximacie ocakavania potvrdili.
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4 Numerické rieSenie Veceiovej rovnice a jej odvodenie

Uz vieme, ze azijské opcie sU typom opcii, ktorych vyplatny diagram je prepojeny
s priemernou hodnotou aktiva pocas daného cCasového useku. V ¢lanku Unified option
pricing Velef predstavuje spésob ocenovania azijskych opcii pomocou parcialnych
diferencialnych rovnic. Vyhodou tohto sposobu je, ze funguje pre diskrétne, ale aj spojité
aritmetické priemerovanie. Pomocou metddy redukcie dimenzii Vecei odvodil jednoducho
vyzerajlcu, ale degenerovanl parabolickd rovnicu ([2], [6]) o dvoch neznamych (¢, x) €
(0,T) X R.

¢ 2
us + %(x —e b d”(s)q(t)) 02Uy =0, (62)
K nej prislucha terminalova podmienka:
u(T,x) = max (x — K,0) , (63)

Pricom v(t) vyjadruje dividendovy vynos, ¢ je volatilita podkladového aktiva a q(t)

vyjadruje kpnu stratégiu dand nasledovnym vyrazom:
q(t) = e_ftTd”(S) . ftT exp (—r(T —s)+ fST dv(r)) du(s), (64)
Pri¢om r vyjadruje urokovu mieru a p(t) vaziaci faktor. Zaroven
b(6) = e~ Oq(0)
= e h©). ftT exp (—r(T —s) + fST dv(r)) du(s), (65)

Funkcia b(t) je nezapornd monotonna Lipschitzovsky spojita klesajica funkcia definovana
na intervale (0, T). Okrem toho plati aj b(T) = 0am; < —b'(t) < mypret € (0,T) pre
my, m, > 0. Existencia a jedine¢nost’ rieSenia tohto problému sa da vysvetlit pomocou

pravdepodobnostného pristupu. Uloha totiz naozaj pripusta rieSenie v tvare

u(t,x) = Ef (Xr(t,x)), (66)

kde f(y) =max(y —K,0) a Xs;=Xs(t,x) je taky nahodny proces, ktory spiiia

nasledovnu $Standardnt diferencialnu rovnicu:
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dXS = (XS - bs)O-dWS, s = t, bS = b(S) y (67)
Xy =x,

Dokazat’ regularitu takéhoto rieSenia je uz tazSie. RieSenie v klasickom slova zmysle
existuje [2]. Toto rieSenie znamena, e ak funkcia f v (73) je dvakrat spojite
diferencovatel'na a okrem toho este spiiia podmienku rasticosti, potom rieSenie v tvare (66)
zmysel ma a je dvakrat spojite diferencovatelné vzhl'adom na x v (t, x) [7]. Lenze funkcia
f je v tomto pripade iba Lipschitzovsky spojita, ¢o nie je dostato¢nou podmienkou, a preto
tento postup sa neda aplikovat’ (funkcia f ma vtomto pripade tvar max(x,0), ¢o po

dvojnasobnom diferencovani da ako vysledok Diracovu delta funkciu).

S. Kim a S. Kim a H.Dong v ¢lankoch [2] a [6] ukazuja, ze ak K = 0 (&zijské call
opcia s fixnou realizaénou cenou) a ak b(t) je monotonne klesajlca Lipschitzovsky spojita
funkcia, tak potom rieSenie vyjadrené v pravdepodobnostnom tvare (66) je klasickym
rieSenim ulohy (62) — (63). Ak du(t) = p(t)dt pre nejaké p € L*((0,T)) spina p(t) >
po > 0, teda miera u(t) je absolutne spojita vzhl'adom na Lebesgueovu mieru d(t) a jej
funkcia hustoty p(t) je ostro kladna a zdola ohrani¢ena, potom funkcia b(t) uvedené

predpoklady spiia.

Tento predpoklad navySe nepripust’a pripad, ked’ du(t) = %Z’,}zl 6 (S T)dt, t.j. ked
miera u(t) je linedrnou kombin&ciou Diracovych delta funkcii, inak povedané ked’ sa jedna
0 diskrétne rozdelené azijské opcie ([2]). Takéto opcie sa ale Casto vyskytuju, a preto je

potrebné regularitu pravdepodobnostnych rieSeni overovat’.
Uvazujme, Ze miera u(t) je dana predpisom ([2]):
du(t) = Ty a8 (t)de (68)
a;>00< t;< < t, <T, (69)
Potom sa funkciab(t) stdva monotonne klesajicou krokovou funkciou:
b(t) = {‘c=+11 Bix(tiop,t () (70)

B1 > > B> Pre1 =0,tg = —0,t)y =T, (71)

Nasledne sa rovnica (62) spolu s terminalovou podmienkou pretransformuje na dlohu:
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up + %(x — b(t))?0%Uy, =0, (72)

u(T,x) = max(x — K,0),

V nasledovnych odstavcoch teraz popiSeme odvodenie tejto rovnice. Predpokladajme, zZe

podkladové aktivum sa riadi rizikovo neutrdlnou mierou podla rovnice ([16])
ds; = St((r —y)dt + ath) , (73)

kde r vyjadruje Grokovu mieru, y spojité dividendy a o volatilitu podkladového aktiva. Ak

1 _ _ —
qe = (r—-y)T (ey(T D—e t)) ' (74)

dXt = qtdSt + T'(Xt - tht)dt + qt]/Stdt
== TXtdt + qt(dSt - TStdt + yStdt) y

a s pociato¢nou hodnotou:

(e’ —e™™)s,, (75)

0= o1
a pretoze plati:
d(e™™Vq.S,) = e" T Yq,dS, —re"T9¢q,S,dt + e"T=VS,dq, ,
qrSr — €' qoSo = foT e"T"Yq,(dS, — rSpdt) + fOT e"T"V5.dq, ,
plati nasledovné:
Xr=e"TX,+ fOT e™TDq,(dS, — rS,dt + yS,dt)
=e"Xo + qrSr — e qeSo + fOT e" TS, (q.ydt — dedt)

T
= —J, St (76)

Navyse tento postup nezavisi od vol'by urokového modelu a moze sa aplikovat’ na ocenenie
azijskych opcii ([16]). ZovSeobecnena vyplatnd payoff funkcia sa d& napisat’ v tvare
max(Sy — K, Sy — K,) pripadne max(K, — K; Sy — S7) .
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Vdaka put — call parite:

e "TE(max(Sy — K1 Sr — K3)) — e "TE(max (K, — KySt — S1))

1
r-y)T

= e "TE(Sy — KiSr — K;) = (e —e7)So — Kie"Sg —eTTK,,  (17)

stadi vypoéitat’ cenu azijskej opcie s payoffom max(S; — K;Sy — K;). Cize ak K; = 0,
jednd sa o azijska call opciu s fixnou realiza¢nou cenou, a ak K, = 0, potom sa jedna
0 &zijsku put opciu s plavajucou realizacnou cenou. Myslienka replikacie trhovej ceny
pomocou samofinancovanej stratégie sa da pouzit’ aj na ocenovanie azijskych opcii. Payoff
4zijskej opcie sa d4 napisat v tvare max(Sy — K;Sy — K;) resp. max(K, — K;Sy — S7).
Ked'Ze plati vzorec (77), cenu azijskej opcie staci vypocitat’ s pomocou payoff funkcie
max(Sy — K;S¢ — K5). Na replikaciu opcie vyuZzijeme vzorec (74), pricom na zaciatku
budeme disponovat’ hodnotou X, = qoS, — e "TK, a samofinancovana stratégia je dana
predpisom dX, zo vzorca (74). Potom X; = Sy — K, avyplatny payoff diagram
max(Sy — K;S7 — K5, 0). Na redukciu poétu dimenzii tohto problému zadefinujeme

premennd ([16]):

X
t= thtSt ’ (78)

Podl’a Itoovej lemmy potom plati
dZ; = (Z; — e ' q)o?dt — (Z; — e V' q)odW; (79)

=—(Z, - e"'q)odW,
Wt = —ot + Wt y
Takze sa cena azijskej call opcie da napisat’ v tvare :

v (0, So, K1, Ky) = e "TE(max(Xr — K1S7,0)) = SoE(max(Z; — K1,0)). Po zavedeni

premennej u(0,Z,) =E(max(ZT—K1, 0)), kde Z, je proces zo vzorca (79) ajeho

o : : X, 1 _ _ r K A :
pociatoéna podmienka je Zo = > = m(e VT — e Ty — 71T 5 mdZeme cenu opcie
0 - 0

prepisat’ do tvaru V (0, Sy, K1, K;) = Sou(0,Z,).
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Funkcia u potom spiiia nasledovnu parcialnu diferencialnu rovnicu ([16]):
Uy + %(z —e"q.)%0%u,, =0 (80)
u(T,z) = max(z — K, 0),

Tato rovnicu potom rieSime v jazyku MATLAB aj za pomoci vstavanych funkcii.

Vysledok mézeme vidiet’ na obrazku 8:

Obrazok 8: Priebeh ceny azijskej average-rate opcie ako rieSenie Veéetovej rovnice

Pri vypocte sme pouzili nasledovné parametre: S = 100,K = 120, r = 0.05,0 = 0.2,

T = 0.5. Mdzeme pozorovat’, ze priebeh ceny opcie je presne taky, aky sme predpokladali.
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Zaver

Cielom diplomovej prace bolo skimanie azijskych average rate opcii s moznost'ou
pred¢asného uplatnenia a analyza ich numerickych metod ocenovania. Tieto opcie sa daju
ocenit’ pomocou degenerovanej Vecetovej rovnice. Hlavnym problémom rieSenia tejto
rovnice je prave jej degenerovanost’, preto sme na zjednodusenie rieSenia pouzili Zhangovu
metddu, ktor popisujeme v druhej kapitole diplomovej prace. Odvodenie a numerické

rieSenie Vecerovej rovnice potom popisujeme vo Stvrtej kapitole.

Inym spdsobom, ako ocenit’ azijské average — rate opcie, sU aj rdzne aproximacie,
ktoré podobne ako Vecefova rovnica, pomahaju priblizne uréit’ cenu takychto opcii. V tejto
praci sme pouzili aproximacie vyuzivajuce upravenu volatilitu, priemer ¢i momentovi

metodu.

Zistili sme, Ze najpresnejSie cenu azijskych average — rate opcii aproximuju Lévyho,
Turnbull — Wakemanova a Kemna — Vorstova aproximéacia. Curranova sa ukazala ako
nepresnd, za jej hlavny nedostatok povazujeme nedostatoné reagovanie na bliziaci sa

okamih expiracie (T — 0), v ¢om nielen v rieSeni Vecetovej rovnice spociva prinos prace.

Vysledky diplomovej prace by bolo vhodné podrobit’ podrobnejSiemu skimaniu.
Ideou by mohlo napriklad byt vylepSenie Curranovej aproximacnej metddy, ktora sa pre

T — 0 ukazala ako nedostato¢ne presna metoda.
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Priloha

V prilohe uvadzame kody pocitajiice priblizné ceny opcii, programované boli za pomoci

uvedenej literatury a v programe MATLAB.

Priloha A

Aproximacné formuly

Curranova aproximac¢na formula

Nasledovny kod vypocita cenu azijskej geometricky priemerovanej opcie, paramatre
vstupujuce do vypoctu si: TypOpcie — Call/Put (c pre call, p pre put), cena podkladového
aktiva S, priemer cien podkladového aktiva SA, realizacnd cena X, Cas tl ako cas do
okamihu prvého priemerovacieho okamihu, ¢as do expiracie v rokoch T, n ako pocet
priemerovacich okamihov, konstanta m, irokova miera r, transakéné naklady b a volatilita

v. Potom nasleduje este niekol’ko pomocnych premennych.

function
AsianCurranApprox=AsianCurranApprox (TypOpcie,S,SA,X,tl,T,n,m,r,b,Vv
)
clc
% pomocne premenne
dt=0; my=0;
myi=0; vxi=0;
vi=0; vx=0;
km=0; sumal=0;

suma2=0; ti=0;

if TypOpcie=='p'

z=-1;

44



end

dt=(T-t1)/ (n-1);

if b==

else
EA=(S/n) *exp (b*tl) * (1-exp (b*dt*n) )/ (1-exp (b*dt)) ;

end

if m>0
if SA>(n/m) *X
if TypOpcie=='p'
AsianCurranApprox=0;
elseif TypOpcie=='c'
SA=SA*m/n + EA* (n-m)/n;
AsianCurranApprox= (SA-X) *exp (-r*T) ;
end
end

end

if m==n-1
X=n*X-(n-1) *SA;
AsianCurranApprox=GBS (TypOpcie, S, X, T,r,b,v)*(1/n);

end

if m>0
X=n/ (n-m) *X-m/ (n-m) *SA;

end

vx=v*sqrt (t1+dt* (n-1)* (2*n-1)/ (6*n)) ;
my=1og (S) + (b—v*v*0.5) * (t1+ (n-1) *dt/2) ;

sumal=0;

for i=1:n



ti=dt*i+tl-dt;

vi=v*sqgrt (tl+ (i-1) *dt);

vxi=v*v* (t1+4dt* ((i-1)-1i*(i-1)/(2*n)));

myi=log (S)+ (b-v*v*0.5)*ti;

sumal=sumal+exp (myi+vxi/ (vx*vx) * (log (X) -my) + (vi*vi-
vxi*vxi/ (vx*vx))*0.5);

end

Km=2*X-1/n*sumal;

suma?2=0;

for i=1:n
ti=dt*i+tl-dt;
vi=v*sqrt (tl+(i-1)*dt);
vxi=v*v* (tl+dt* ((1i-1)-1i*(i-1)/(2*n)));
myi=log (S)+ (b-v*v*0.5) *ti;
suma2=suma2+exp (myi+vi*vi*0.5) *normcdf (z* ( (my-
log (Km) ) /vx+vxi/vx)) ;
end
AsianCurranApprox=exp (-r*T)*z* (1/n*suma2-X*normcdf (z* (my-

log (Km)) /vx))* (n-m) /n

Cena opcie

U 1 b L
90 95 100 105 110 115 120
Strike price

Obrazok A.1: Curranova aproximaéna metoda pre nenulové (5%) a nulové transakéné néklady (b = 0)
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Obrazok A.1 (predchadzajuca strana) znazorfiuje Curranove aproximacie pre nenulové
transak¢éné naklady v porovnani s nulovymi transakénymi nakladmi (preruSované Ciary).
Odchylky s sice o Cosi vicsie ako v pripade Lévyho (Obrazok A.2, priloha), ale aj napriek

tomu su tieto aproximacie relativne presné.

Turnbull - Wakemanova aproximaéna formula

Nasledovny kdd vypoéita cenu opcie podla Turnbull — Wakemanovej aproximacénej

metody.

function TurnbullWakemanAsian=TurnbullWakemanAsian (TypOpcie, S,

SA, X, T, T2, r, b, v)

clc

% TypOpcie -> c=call, p=put

% S=cena podkladoveho aktiva

% SA=doteraz realizovany priemer cien podkladoveho aktiva
% X=realizacna cena

% tl=cas do zaciatku priemerovacieho obdobia v rokoch

% T=cas do maturity opcie v rokoch

% T2=povodny cas VvV priemerovacom obdobi v rokoch, pocas zivotnosti
opcie konstantny

s r=bezrizikova urokova miera

% b=transakcne naklady

% v=annualizovana volatilita podkladoveho aktiva

¢ tau=zostavajuci cas priemerovacieho obdobia

ml=0;
m2=0;
tau=0;
t1=0;
bA=0;

vA=0;

tl=max (0, T-T2);

tau=T2-T;

47



if b==
ml=1;
else
ml=(exp (b*T) -exp (b*tl))/ (b*(T-tl));

end

if tau>0
if ((T2/T)*X-(tau/T)*SA)<0
if TypOpcie=='c'
SA=SA* (T2-T) /T2+S*m1*T/T2;
TurnbullWakemanAsian=max (0, SA-X)*exp (-r*T)
else TurnbullWakemanAsian=0
end
end

end

if b==

m2=2*exp (v*v*T) / ((v*4) * (T-tl) "2) -2*exp (v*v*tl) * (1+v*v* (T-
tl))/ ((v*4) *(T-t1)"2);
else m2=2*exp ((2*b+v*v)*T) / ((b+v*Vv) * (2*b+v*v) * (T-
tl)"2)+2%exp ((2*b+v*v) *tl) / (b* (T-t1) "2) * (1/ (2*b+v*v) —exp (b* (T~
tl))/ (btv*v));

end

bA=log (ml) /T;
vA=sqrt (log (m2) /T-2*bA) ;

if tau > O

X=(T2/T)*X- (tau/T) *SA;

Turnbul lWakemanAsian=GBS (TypOpcie, S, X, T, r, bA, VA)*(T/T2)
else TurnbullWakemanAsian=GBS (TypOpcie, S, X, T, r, bA, vA)
end

end
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Levyho aproximaé¢na formula

Podobny sp6sob uréenia pribliznej ceny opcie ako Turnbull — Wakemanova metdda je

Lévyho aproximacia. Tato metdda je o ¢osi presnejsia.

function LevyAprox=LevyAprox(S,Sa,X,T,T2,r,b,sigma)

% TypOpcie = call/put

% Sa aritmeticky priemer znamych fixnzch cien podkladoveho aktiva
% S cena podkladoveho aktiva

% X realizacna cena opcie

% r bezrizikova urokova miera

% b transakcne naklady

% T2 zostavajuci cas do maturity

% T povodny cas do maturity

% volatilita In(return of underlying asset)

clc

if b>0
Se=(S/(T*b)) * (exp ((b-xr) *T2) —exp (-r*T2)) ;
M= ((2*S"2)/ (b+sigma”2)) * ((exp ( (2*b+sigma~2) *T2)-1) / (2*b+sigma"2) -
((exp (b*T2)-1))/b);
D=M/(T"2);
V=1log (D) -2* (r*T2+1og(Se)) ;
Xhat=X-(T-T2) *Sa/T;
dl=(1/sqrt(V))* ((log(D)/2)-log(Xhat)) ;
d2=dl-sqrt (V) ;
sLevyAprox=Se*normcdf (dl) -Xhat*exp (-r*T2) *normcdf (d2) % for call
$LevyAproxP=LevyAprox-Se+Xhat*exp (-r*T2) % for put
elseif b==
Xhat=X- (T-T2) *Sa/T;
Se=S*T2/T;
M= ((2*S"2)/ (sigma”2))* ((exp (2*T2*sigma”2)-1)/ (sigma”~2)-T2)
D=M/ (T"2) ;
V=log (D) -2* (r*T2+1log(Se));
dl=(1/sgrt(V))* ((log(D)/2)-log(Xhat));
d2=dl-sqgrt (V) ;

end

’
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LevyAprox=Se*normcdf (dl) -Xhat*exp (-r*T2) *normcdf (d2) % for call

LevyAproxP=LevyAprox-Se+Xhat*exp (-r*T2)

16 T T T . T

sigma=0.01
14N sigma=02 []
sigma=0.5

12

10
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Obrézok A.2: Porovnanie Lévyho aproximdcii pri nenulovych (5%) a limitne nulovych (0,01%) transakénych
nakladoch. Grafy znazornujice limitne nulové transakéné nédklady su zndzornené spodnymi prerusovanymi

Clarami.

PribliZna analyticka formula (vyuZivajica upravenu volatilitu a transakcéné naklady)

Tato formula je Kemna — Vorstova aproximacia. Jej odvodenie mdéZeme najst’
v podkapitole 3.1. Parametre vstupujice do vypoctu st cena podkladového aktiva S,
realiza¢na cena X, tirokova miera r, ¢as do expiracie v rokoch T, volatilita sigma.

Dividendy D uvazujeme nulové.

function GeomPrice=GeomPrice(S,X,r,D,T,sigma)
sigmaA=sigma/sqrt (3) ;

b=0.5* (r-D- (sigma”2)/6);

dl=(log (S/X)+(0.5*sigmaA"2) *T) / (sigmaA*sqrt (T)) ;
d2=dl-sigmaA*sqrt (T) ;

50



GeomPrice=S*exp ((b-r)* (T)) *normcdf (dl) -X*exp (-
r* (T)) *normcdf (d2) ;
%$GeomPrice=X*exp (-r* (T)) *normcdf (-d2) -S*exp ( (b-
r)*(T)) *normcdf (-dl) ;
$GeomPrice=S*exp ((-r)* (T)) *normcdf (dl) -X*exp (-
r*(T)) *normcdf (d2) ;
%$GeomPrice=X*exp (-r* (T) ) *normcdf (-d2) -S*exp ( (-

r)*(T)) *normcdf (-dl) ;
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Priloha B

Nasledujuci kdd predstavuje vzajomné porovnanie jednotlivych aproximac¢nych met0d. Za

kodom potom uvadzame esSte detailné rozliSenie priebehu najpresnejSich aproximacii.

Porovnania

clc
X=90:1:120;
for i=1:31

for 1i=1:31
F (i)=TurnbullWakemanAsian('c',100,110,X(i),0.5,0.25,0.07,0.02,0.2)
end
plot (X, F, 'b")
hold on
for i=1:31
H(i)=LevyAprox(100,110,X(i),0.5,0.25,0.07,0.02,0.2); S%Spre call
end
plot (X, H,"'y")
hold on
for i=1:31
G(i)=AsianCurranApprox('c',100,110,X(1),0,0.5,360,180,0.07,0.02,0.
2);
end
plot (X,G,"'g")

hold on

for i=1:31
I(i)=GeomPrice (100,X(i),0.05,0,0.5,0.2);
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end
plot(X,I,'m")

legend ('TWasian', "Levy', "Curran', 'GeomPrice')
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Obrézok B.1: Detailné zobrazenie priebehu najpresnejsich aproximacii (Lévy, Turnbull — Wakeman a Kemna
— Vorstova aproximacia (GeomPrice)). Relativne odchylky jednotlivych aproximacii st na drovni

nepresahujlcej 10™%.
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