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STEFKO, Peter, Bc.: Modelovanie rizikovo-neutralnych pravdepodobnosti vivoja cien finanénych
néstrojov [Diplomové prdca]. Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a in-
formatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky. Veduci diplomovej prace: Ing. Mgr. Pavol
Jurca, PhD., Bratislava, 2013, 50 s.

Abstrakt

Opcie predstavuji informaéne velmi bohaty ndstroj, umoziujici odhad rizikovo-neutralnych prav-
depodobnostnych rozdeleni ceny podkladového aktiva v ¢ase ich expiracie. Rizikovo neutralna prav-
depodobnost (RND) obsahuje dolezité informécie ohladom ocakdvani trhu, a to vratane informdcii
tykajtcich sa ich moznej asymetrie, tazkych chvostov a pod. Trhy s finanénymi derivatmi sa preto ¢oraz
viac stavaju predmetom zaujmu roznych finanénych institucii, najmé pri ur¢ovani monetarnej politiky
za cielom finanénej stability, ako aj pri investiénych rozhodnutiach. Na odhad rizikovo-neutralnych
pravdepodobnosti bolo vyvinutych viacero metdd. V tejto diplomovej praci su tie najdolezitejsie z nich
(DLN - kombindcia lognormélnych rozdeleni, GB2 - zovSeobecnené Beta-2 rozdelenie a SIV - inter-
polécia volatility smile) podrobne opisané, testované a vzdjomne porovnané. Pri ich praktickej imple-
mentécii vzniks velké mnozstvo technickych problémov, na ktoré v prici upozoriiujeme a uvédzame
moznosti ich rieSenia. Konstatujeme, Ze zatial ¢o GB2 metdda poskytuje robustné odhady RND, DLN
a SIV metddy st flexibilnejsie vzhladom na zmeny situicie na trhu, avSak za cenu vicsej citlivosti na
disturbancie zdrojovych dat. V praci uvadzame aj aplikdciu nami vyvinutého filtra¢ného algoritmu,
umoziujiceho vypocet robustnejsich odhadov RND pre velké mnoZstvo dit automatizovane. Na zaver

demonstrujeme mozné vyuzitie RND v praxi pri viacerych situdciach na trhu.

Kliéové slova: Call opcia, Black-Scholes, volatility smile, rizikovo-neutrdlna pravdepodobnost



STEFKO, Peter, Bc.: Modeling of risk-neutral probabilities of financial instruments prices. [Dip-
loma thesis]. Comenius University in Bratislava, Faculty of mathematics, physics and informatics,
Department of applied mathematics and statistics. Diploma thesis supervisor: Ing. Mgr. Pavol Jurca,

PhD., Bratislava, 2013, 50 p.

Abstract

Options represent very information-rich financial instrument, enabling us to compute risk-neutral
probability distributions of their underlying asset price at the maturity date. Risk-neutral probabilities
(RNDs) contain valuable information regarding market expectations, including information regarding
their possible asymmetry, leptokurtosis etc. Financial derivatives markets are therefore becoming
the rising point of interest for various financial institutions, especially in assessing monetary policy
conditions with the aim to ensure financial stability and in determining investment decisions. Several
methods have been developed for estimating these risk-neutral probabilities. In this diploma thesis, the
most important ones (DLN - mixture of lognormal distributions, GB2 - generalized Beta-2 distribution
and SIV - interpolation of volatility smile) are described in detail, tested and mutually compared.
During their implementation, a lot of technical difficulties may arise. We identify these problems and
introduce the possibilities of their solutions. We state that while GB2 method provides us with very
robust estimates of RND, DLN and SIV methods are more flexible with respect to changes on market,
however, this flexibility comes at the cost of higher sensitivity to source data disturbances. In the thesis
we also introduce an application of our own filtration algorithm that enables us to compute more robust
estimates of large number of RNDs automatically. Finally, we demonstrate possible applications of

RND estimates in several market situations.

Keywords: Call option, Black-Scholes, volatility smile, risk-neutral probability
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Uvod

Informécie o finanénych ndstrojoch, ktoré st dostupné na trhu, st vo velkej miere vyuzivané nielen
investormi (pri stanovovani ich d’al§ej obchodnej stratégie) ale aj dozornymi finanénymi institticiami
(akymi su centrdlne banky) pri uréovan{ monetérnej politiky. Dovodom je fakt, ze aplikdciou vhodnych
postupov sa analytici mézu dozvediet velké mnozstvo uzitoénych informécii nielen o sti¢asnom stave
ekonomiky, ale aj o jej ocakdavanom stave v budicnosti. V cendch tychto néstrojov si totiz takisto
zahrnuté ocakdvania trhu a investorov na nom posobiacich. Toto informa¢né bohatstvo motivuje k
dokladnému stidiu postupov, ktorymi mozeme dané oakédvania vhodne kvantifikovat analyzou tidajov
dostupnych na trhu.

Okrem zakladnych udajov, akymi su aktudlne ceny akcii, akciovych indexov, hodnoty drokovych
mier a roznych makroekonomickych ukazovatelov sa ¢oraz viac §tudif ststred uje na ceny finanénych
derivitov. Finanéné derivity mozno vo vieobecnosti rozdelit na tri zdkladné skupiny: forwardy, opcie
a swapy. Na trhu sa obchoduje v réznych objemoch so vSetkymi troma typmi derivatov, pricom
podkladové aktiva sa takisto mozu lisit (akcie, tirokové miery, komodity a pod.). Ceny tychto derivatov
vedia napovedat mnoho o ofakdvaniach trhu ohladom budticeho vyvoja cien podkladovych aktiv. Za
najbohatsf zdroj takychto informécii sa povazuji opcie.! Dévodom je fakt, ze zatial ¢o cena forwardu
(s danou maturitou pre dané podkladové aktivum) je len jedna, pre dané podkladové aktivum byva
v konkrétnom c¢ase k dispozicii zvycajne véicsie mnozstvo roznych cien opcif s tou istou maturitou.
Tieto opcie sa lisia realiza¢nou cenou.

V tejto préci sa budeme zaoberat metédami, ktoré umoZiiuji z cien eurépskych opcif ziskat tzv.
rizikovo-neutrdlnu pravdepodobnost (dalej takisto oznacovani ako RND - risk-neutral density) ceny
podkladového aktiva v ¢ase exprirdcie tychto opcii. Pod pojmom rizikovo-neutralna pravdepodobnost
sa mysli hustota pravdepodobnosti ceny podkladového aktiva v ¢ase expirdcie, za predpokladu, ze trh
aj investori su rizikovo neutralni, ¢ize nepozadujui ziadnu rizikovi prémiu za opcie, ktorych uplatnenie
subjektivne povazuju za menej pravdepodobné. Inymi slovami, investori aj trh maji nulovi averziu
vocCi riziku.

Extrahovaniu RND z cien opcif sa venuje velké mnozstvo §tdif, ¢o sa prejavuje na pomerne velkom
poéte metdd, ktoré sa pri tomto postupe daju pouzit. Cielom tejto diplomovej prace je preto podroby
popis sposobu vypoétu a odhadu rizikovo-neutrélnych pravdepodobnosti podla viacerych metéd, ich
vzidjomné porovnanie a vyhodnotenie a analyza ich vyuzitia najmé pre tvorcov monetarnej politiky.
Praca sa skladé z troch kapitol a jej Struktira je nasledovna.

V prvej kapitole sa sistredujeme na teoreticky popis ako samotnych rizikovo-neutralnych pravde-
podobnosti, tak aj najpouzivanejsich metéd, zaoberajucich sa ich odhadovanim. Podrobne vysvetlime
podstatu dvoch parametrickych metdd, predpokladajicich urcitd parametricku triedu RND funkcie (v
nasom pripade sa jedna o kombindciu dvoch lognormélnych rozdeleni a zovSeobecnené Beta-2 rozdele-

nie) a jednej neparametrickej metédy, zaloZenej na interpoldcii volatility smile. KedZe RND odrazaji

1Eurépska call (put) opcia predstavuje pravo, ale nie povinnost, kipit (predat) podkladové aktivum za vopred

dohodnutu realiza¢ni cenu (strike price) vo vopred dohodnutom ¢ase splatnosti (expirdcie) opcie.



redlne ocakavania trhu iba v pripade, ze reprezentativny investor je rizikovo-neutrdlny, je potrebné
poznamenat, Ze tento predpoklad v praxi splneny nie je. Na zaver druhej kapitoly preto uvadzame
popis jednej metédy, umozinujicej odhad redlnej pravdepodobnosti na zéklade GARCH(1,1) modelu.

Ked'ze pri praktickej implementécii tychto metdd ¢asto dochddza k mnozstvu otézok a problémov,
v druhej kapitole ilustrujeme nézorny postup pri vypoctoch jednotlivych RND, upozoriiujeme na
jednotlivé problémy a navrhujeme moznosti ich riesenia.

Tretia kapitola sa zaobera ukazkami moznych sposobov aplikicie odhadnutych RND za tcelom
ziskania informécie ohladom situdcie na trhu, popripade oéakdvani vyvoja ceny podkladového aktiva
v budticnosti. Ako zdrojové dédta pri vsetkych praktickych vypoc¢toch pouzivame ceny opcii akciového
indexu Eurostoxx-50, zaujimat nds teda bude mozn4 interpreticia vysledkov vzhladom na aktudlnu

ekonomickt situaciu v Eurdpe.



1 Metodika

1.1 Black-Scholesov vzorec

Black, Scholes a Merton (1973) vo svojej préci prvykrat uviedli analyticky vzorec na ocenovanie
eurépskeho typu call a put opcii. Ich vysledok sposobil obrovsky rozmach obchodov s opénymi de-

rivatmi. Oznacme:
e S, ... spotovii cenu podkladového aktiva v ¢ase ocenenia opéného kontraktu (tento ¢as oznacujeme
symbolom t),
e K ... realiza¢nu cenu (strike price),
e T ... ¢as maturity (expirdcie) opcie,
e 1 ... bezrizikovi irokovi mieru platni od ¢asu t po ¢as T,
e o ... volatilitu logaritmickych zmien ceny podkladového aktiva (logaritmickych vynosov).

Black Scholesov vzorec pre cenu eurdpskej call, resp. put opcie na akciu nevyplacajicu dividendy je
potom nasledovny:
C(Sy,t) = S4® (dy) — Ke " T (dy)
P(S;,t) = Ke " TV (—dy) — S, (—dy)
In () + <r+ %2) (T —t)
oVT —t
dy=di —ovVT —t

kde ®(.) je kumulativna distribuénd funkcia normovanej normalnej ndhodnej premennej. Pre tiplnost

dy =

uvedieme este tzv. put-call paritu, umoziiujicu previest cenu call opcie na cenu put opcie s rovnakou

realiza¢nou cenou a maturitou:
P(S;,t) = C(Sy,t) + Ke "=t _ g,

Uvedené vzfahy sa vSak opierajt o viacero relativne silnych a naroénych predpokladov, ktorych plat-

nost v redlnom svete je pomerne spochybniteln. Tymito predpokladmi si nasledovné:

e cena podkladového aktiva S sa riadi geometrickym Brownovym pohybom s konstantnym driftom

w aj volatilitou o, t.j. spfﬁa stochasticku diferencidlnu rovnicu
dS = puSdt + o Sdw,

kde w je Wienerov proces. Tento predpoklad implikuje normalne rozdelenie vynosov aktiva,
ktoré zrejme nekoresponduje s realitou. Vynosy vacsiny aktiv maju totiz rozdelenie, ktoré mé v
porovnani s normalnym rozdelenim vyrazne tazsie chvosty (extrémne udalosti nastavaju castejsie
ako opisuje normélne rozdelenie) a v mnohych pripadoch je aj zoSikmené. Problematicky je
takisto predpoklad konstantnosti volatility v case, ktory neopisuje striedanie a zhlukovanie sa

obdobi s vysokou a nizkou volatilitou, tzv. volatility clustering.



Na trhu nie si ziadne transakéné néklady.

Investori si mozu pozi¢at Tubovolné mnoZstvo peiiazi za bezrizikovi trokovd mieru.

Na trhu neexistuje arbitrazna prilezitost.

Aktiva si dokonale delitelné a likvidné.

Z uvedenych predpokladov je prave obmedzenie na stochasticky proces tym, ktory priamo kladie ob-
medzenia na rizikovo-neutralnu pravdepodobnost, na uréenie ktorej sa tato praca zameriava. V pripade
dodrzania tohto predpokladu by totiz tloha bola Iahko vyrieSend priamym obmedzenim na paramet-
ricku triedu rozdeleni: ak sa cena podkladového aktiva riadi geometrickym Brownovym pohybom, po-
tom nédhodnd premennd St m4 lognormalne rozdelenie s parametrami In(S; )+ (r— %)(T —t),0vT —t,
¢ize rizikovo-neutrdlna pravdepodobnost ceny podkladového aktiva v éase 7', ktord budeme znagéit
q(St), je dand vztahom:

ln(ST)fln(Sf/)f(rfé)(Tft)
1 - oI =1

\/27T(T—t)O'ST6

To, ze uvedenti vlastnost drviva viésina aktiv nespfﬁa, potvrdzuje aj vyskyt tzv. volatility smile, ktory

q(St) =

je objasneny v nasledujicej kapitole.

1.2 Implikovana volatilita, volatility smile

Jediny z pitice vstupnych parametrov (S;, K, 7, 0,T), potrebnych na aplikdciu Black Scholesovho (B-
S) vzorca, ktory v ¢ase ocenenia opcie nie je priamo pozorovatelny a je teda potrebné ho odhadnuf,
je hodnota volatility vynosov podkladového aktiva o. Ak by bol splneny predpoklad konstantnosti

volatility vynosov v ¢ase, nevychylenym odhadom volatility by bola historicka volatilita

n

1 _
Ohist = Z (yi — y)Q,

n—1
i=1

kde y1, ..., y, st vynosy podkladového aktiva v minulosti. Ked'Ze ale ¢asto nastdva striedanie obdob{
s prevazne nizkou volatilitou s obdobiami s prevazne vysokou volatilitou (jav zndmy takisto pod
pojmom volatility clustering), takyto odhad nie vzdy musi byt spravny a moéze sposobit vyrazné
chyby vo vypoctoch. V pokrocilejsich modeloch sa preto volatilita odhaduje pomocou zlozitejsich
met6d (prikladom méze byt modelovanie volatility GARCH modelmi pri vypoéte Value-at-Risk).

V pripade, ak uz ale pozndme trhovii cenu opcie, mozeme néjst takd hodnotu volatility, aby sa
teoretickd cena opcie vypocitana pomocou B-S vzorca zhodovala s pozorovanou cenou na trhu. Ttto
hodnotu volatility nazyvame implikovana volatilita. Je to v podstate volatilita, ktoru trh stanovenim
danej ceny opcie implikuje pre vynos podkladového aktiva do Easu expiracie. Kedze v danom &ase
mame k dispozicii viacero cien opcii liSiacich sa iba ich realiza¢nou cenou, mézeme pre kazdi opciu
néjst zodpovedajicu hodnotu implikovanej volatility. V pripade platnosti predpokladov B-S modelu
by tato hodnota mala byt rovnaka pre vietky realiza¢né ceny opcii. To vSak v praxi neplati. Mozno
pozorovat, Ze implikovana volatilita je zvyéajne konvexnou funkciou realizaénej ceny pre dani mnozinu

opcii s rovnakou maturitou. Podla tvaru grafu tejto zavislosti mézu nastat dva zakladné javy:



e Volatility smile - ak je dany graf symetricky a pripomina dsmev (smile). Je typicky najmé pre
opcie na akcie s kratkou maturitou. Plati, Ze cena opcii, ktoré si d'alej od at-the-money 2 pozicie

je vagcsia ako by bola za platnosti B-S modelu, a teda po tychto opcidch je vicsi dopyt.

e Volatility smirk - ak je implikovand volatilita opcif s nizSou realiza¢nou cenou vécsia, resp. mensia
ako pre opcie s vysSou realizacnou cenou, graf pripomina Gskrn (smirk). Tento jav je typicky

najmé pre opcie na akciové indexy, Specidlne na tie so vzdialenej$im casom splatnosti.

Zobrazenim implikovanej volatility v zavislosti nielen od realiza¢nej ceny K, ale aj od ¢asu expiracie
opcii T méZeme sledovat zmenu tvaru volatility smile, resp. smirk s meniacim sa ¢asom expirdcie na
trojrozmernom grafe. Takyto graf sa nazyva volatility surface.

Je prakticky nemozné ndjst na trhu sériu opcif (pod sériou opcii budeme rozumiet opcie lisiace
sa iba realiza¢nou cenou), pre ktord by bol graf zdvislosti implikovanej volatility od realizacnej ceny
konstantnou funkciou, ako by vyplyvalo z B-S modelu. Toto plati takisto pre opcie s rovnakou rea-
lizatnou cenou, ale réznou dobou splatnosti, ¢o sa prejavuje na meniacom sa tvare volatility smile v
zévislosti od Gasu expirdcie opciif, €0 mozno najlepsie pozorovat prave na volatility surface. To znaé&i,
7e predpoklady B-S modelu st vzhladom k realite prili§ obmedzujtice a vysledna rizikovo-neutralna
pravdepodobnost, ktord je nimi implikovand, sa takisto moéze vyrazne 1i§it od skuto¢nej rizikovo-
neutralnej pravdepodobnosti, ktord je zapracovana v cendch opcii. Existencia volatility smile tym
padom poukazuje na fakt, ze tcastnici trhu maji o vyvoji cien podkladovych aktiv komplexnejsie
predpoklady, ako je predpoklad geometrického Brownovho pohybu. NavysSe, ¢im viac sa tvar volatility
smilu 1i§i od konstantnej funkcie, tym viac sa trhova rizikovo-neutralna pravdepodobnost 1isi od tej,
ktorti predpokladd B-S model (Bahra, 1997). Je preto potrebné skiimaf metédy, ktorymi je odhad

rizikovo-neutrdlnych pravdepodobnosti vyvoja cien finanénych néstrojov mozné vylepsit.

1.3 Odhadovanie rizikovo-neutralnych pravdepodobnosti
1.3.1 Spoloéné vychodiska

Zékladnym stavebnym kamenom modernej tedrie financii st tzv. contingent claims (podmienené
pohladdvky). Contingent claim je aktivum, ktorého vynos zdvisi na stave podkladového aktiva v
ur¢itom ¢ase v budiicnosti. Jednym z takychto aktiv je napriklad aj opcia. Ked'ze jej hodnota zavisi
na stave podkladového aktiva v budicnosti, d4 sa oéakdvat, Zze v cendch opcii st zahrnuté subjektivne
predpoklady investorov ohladom pravdepodobnostného rozdelenia ceny daného podkladového aktiva
v case ich expirécie.

Najjednoduchsim, ale dolezitym prikladom takéhoto podmieneného aktiva je elementdarny narok

(elementary claim), zvany aj Arrow-Debreu aktivum, ktorého vyplata je 1 v pripade, Zze nastal

2Pre call (put) opciu plati, Ze je v:

— at-the-money pozicii, ak pre jej realiza¢ni cenu K plati: K = Sy,
— in-the-money pozicii, ak plati K < So, (K > So)

— out-of-the-money pozicii, ak plat{ K > So, (K < So).

In-the-money a out-of-the-money pozicie sa zvycajne spolotne nazyvaju away-from-the-money.



konkrétny stav hodnoty podkladkového aktiva St v ¢ase expirdcie T a 0 v ostatnych pripadoch. 3
Ceny Arrow-Debreu aktiv si tym padom priamo timerné rizikovo-neutralnej pravdepodobnosti nasta-
tia daného stavu (vid napriklad Cochrane, 2001). Pri prechode do spojitého stavu je takisto ocefiovacia
funkcia Arrow-Debreu aktiv proporéné s hustotou rizikovo-neutralnej pravdepodobnosti.
Arrow-Debreu aktiva st teda informaéne velmi bohatymi ndstrojmi. Nanestastie nie si obcho-
dované na ziadnej burze ¢i organizovanom trhu (Bahra, 1997). Ross (1976) vsak ukdzal, ako mozno
replikovat Arrow-Debreu aktivum stavu S pomocou portfélia call opcii eurépskeho typu, konkrétne
pomocou portfélia nazyvaného butterfly-spread, centrovaného na hodnotu St. Téato stratégia pozostava
z predaja dvoch call opcif s realizacnou cenou St a kipy dvoch call opcii, jednej s realiza¢nou cenou
St — ASt a druhej s realizaénou cenou Sy + ASt, kde ASy je vzdialenost realizaénych cien dvoch
susednych call opcif. Ak cenu call opcie s expiracénou cenou K v ¢ase t oznacime C(K,t), vyplata

takejto stratégie je potom rovna:

[C(St + AST,t) — C(S7,t)] — [C(ST,t) — C(ST — ASr, 1)]
ASp

=1

v pripade, ze K = St a nula v ostatnych pripadoch. Butterfly spread teda skutoc¢ne replikuje Arrow-
Debreu aktivum. Ak d’alej oznaéime P(St,t, AST) cenu Arrow-Debreu aktiva centrovaného na St =

K a predelime ju vzdialenostou AS7, dostaneme:

P(ST, t, AST) o [C(ST + AST, t) - C(ST, t)} - [C(ST, t) — C(ST — AST, t)]
ASy B (AST)?

Pre ASr limitne idice k 0 potom dostédvame vztah:

i P(Sp,t,ASp)  0?°C(K,t)
ASTS0 ASp T OK?

|K:ST (1)

V pripade moznosti vytvorit butterfly-spread stratégiu pre kazdd hodnotu K a tym replikovat Arrow-
Debreu aktivum pre kazdd hodnotu S by sme teda ziskali kompletnu call pricing funkciu. To by si
vSak vyzadovalo maf k dispozicii opcie s realizaénymi cenami ligiacimi sa nekoneéne malymi hodno-
tami, ¢o je neredlna poziadavka.

Zavedenim predpokladu vylicenia arbitraznych prilezitosti Cox a Ross (1976) ukézali, Ze opcie (nie
vyhradne eurépskeho typu) moézu byt ocenené pod rizikovou neutralitou investorov. Cena call opcie
eurépskeho typu (¢ize opcie s vyplatnou funkciou max(St — K, 0), je rovna diskontovanej hodnote

v8etkych ocakavanych vyplat danej opcie pod rizikovo-neutralnou mierou, t.j.:
C(K,t) = e "I E[max(Sy — K,0)] = e_rT/ max (St — K,0)q(St)dSr
0

kde F vyjadruje strednii hodhotu pri rizikovo-neutralnej hustote pravdepodobnosti ceny podkladového
aktiva ¢(St) v budicnosti.

Rovnaky princip plati aj pre cenu Arrow-Debreu aktiva:
P(Sr,t,ASy) = e "I [1.q(S7) + 0.(1 — q(S1))],

kde q(St) znaéf rizikovo-neutralnu pravdepodobnost nastatia stavu St. PoloZzenim do rovnosti s rovni-

cou (1) a aplikovanim cez celd spojitii mnozinu moznych hodnét St ziskavame, ze druhd derivécia call

3Prvykrit spomenuté v pracach Arrowa (1964) a Debreua (1959).



pricing funkcie podla realizaénej ceny sa rovna diskontovanej rizikovo-neutralnej pravdepodobnosti
ndhodnej premennej St (Breeden a Litzenberger, 1978), t.j. medzi rizikovo-neutrdlnou pravdepodob-

nostou a ocefiovacou funkciou call opcie je nasledovny vztah:

L 02C(S,t,K)

(sr) = T 2)

Tento vysledok je kli¢ovy z hladiska praktického vypoétu rizikovo-neutrlnych pravdepodobnosti
pomocou viacerych metdd.

Metédy odhadov rizikovo-neutralnych pravdepodobnosti mozno rozdelit na pif skupin:

e metddy vyuzivajice Specifikdciu stochastického procesu, ktorym sa riadi podkladové aktivum;
e metddy vyuzivajice diskrétny pristup cez implikované binomické stromys;

e metédy koneénych diferencif;

e parametrické metddy;

e metdédy zalozené na vyhladzovani volatility smile danej opénej série.

Podrobny prehlad uvedenych metéd spolu s literatirou, ktord sa nimi zaoberd, uvadzaji Bliss a
Panigirtzoglou (2002) ako aj Bahra (1997).

V nagej prici sa budeme venovat trom metédam: dvom parametrickym metédam zaloZenych na
zmesi dvoch lognormalnych rozdeleni a zovSeobecnenom Beta 2 rozdeleni a neparametrickej metdde
interpolécie wvolatility smile pomocou tzv. vyhladzovacieho splajnu. V nasledujicich ¢astiach sd tieto

metody podrobnejsie vysvetlené.

1.3.2 Metéda dvoch lognomalnych rozdeleni (DLN)

Téato metdéda spadd pod kategoériu parametrickych metdéd. Tie vo vSeobecnosti predpokladaji urcitd
parametricku triedu rozdeleni pravdepodobnosti, popripade stochastickych procesov opisujucich dy-
namiku ceny podkladového aktiva. Typickym prikladom druhého pristupu je vyssie spomenuty Black-
Scholesov model, predpokladajici geometricky Brownov pohyb pre podkladové aktivum.

Vo vseobecnosti je véak vyhodnejsie klast parametrické predpoklady na vyslednd hustotu prav-
depodobnosti ako na stochasticky proces ceny podkladového aktiva. Konkrétny stochasticky proces
totiz jednoznaéne uréuje termindlne rozdelenie pravdepodobnosti, zatial éo dané termindlne rozdele-
nie pravdepodobnosti mdze byt konzistentné s viacerymi stochastickymi procesmi (Bahra, 1997). Pre
odhad RND je takisto informécia ohladom dynamiky podkladového aktiva nadbytoéns, potrebné je
iba poznat vyslednu triedu hustoty pravdepodobnosti.

Ceny eurépskych call a put opcii mézu byt vyjadrené ako diskontovans suma vsetkych budicich

ocakavanych vyplat. Plati teda:

C(K,t¢) = e (T t>/ q(S7|6)(Sr — K)dSt

K

K (3)
P(K, 1]¢) = (T~ t>/ o(SrI€)(K — Sp)dSr

0



kde C(K,t|€) a P(K,t|£) st modelované ceny call a put opcii s realiza¢nou cenou K v ¢ase t a q(St|§)
je rizikovo-neutrédlna hustota pravdepodobnosti ceny podkladového aktiva v ¢ase expiracie opcie T, ¢o
je funkcia, ktord hladdme. Ak pre tito funkciu predpokladdme, Ze je definovand pomocou koneénej
mnoziny parametrov ¢ a zdroveii pozorujeme na trhu nejaki sériu opcif, moézeme najst optimélne
hodnoty jednotlivych parametrov pomocou nelinedrnej optimalizacie, rieSenim tlohy nelinedrneho
programovania.

V tejto préci skimame parametricki triedu kombindcie dvoch lognormdlnych rozdeleni (double
lognormal method - DLN). Tento model prvy krét pouzili Melick a Thomas (1997). Kombinécia dvoch
lognormaélnych rozdeleni sa ukdzala byt schopné zachytit siroké spektrum tvarov vyslednych rozdeleni,
ako aj vysvetlit konvexné tvary wolatility smile, popripade volatility smirk (Bahra, 1997). V porov-
nani s kombinaciou viacerych lognormélnych rozdeleni vsak nekladie neredlne naroky na mnozstvo
parametrov optimaliza¢ného procesu. To nemdze byt prili§ vysoké, ked'ze v drvivej viicSine st opcie
obchodované len pre urcité (na potreby optimalizécie malé) mnozstvo realizacnych cien.

Flexibilita vzhladom na tvary vyslednej RND predstavuje vSak pre tito metédu aj nevyhodu.
Kombinécia dvoch lognormalnych funkcii umoziuje okrem asymetrie (ktorej pripadné zachytenie je
ziaduce) takisto bimodalitu vyslednej RND. Tato bimodalita je v niektorych pripadoch extrémna,
ked'ze dve maxim4 sa mozu od seba velmi 1igit a viest ku neredlnym, ¢asto tazko interpretovatelnym
tvarom RND. T4to metéda sa ukdzala byt v porovnani s ostatnymi obzvlast citlivd na vstupné data.

Lognormalne rozdelenie je definované pomocou dvoch parametrov «, 8 nasledovne:

1 _ (n(5p)—)?
L(ST|O[,B) = me 252 5 ST >0 (4)

Predpokladajic pre dynamiku podkladového aktiva geometricky Brownov pohyb s konstantnym drif-

tom p a konstantnou volatilitou o aplikovanim Itovej lemy na stochasticku diferencidlnu rovnicu:
dS = pSdt 4+ oSdw

kde w je Wienerov proces, dostavame, ze pre logaritmus ndhodnej premennej St plati:

In(Sy) ~ N (m(st) + (u - ”;) (T —t),0%(T — t)) (5)
S; je hodnota podkladového aktiva v aktudlnom éase t a N(p,0?) znaéi normédlne rozdelenie s prie-
merom g a varianciou 2. Ndhodnéd premennd S7 mé teda lognormélne rozdelenie s parametrami
a=1In(S)+ (p— ";)(T —t),8 =0T — t. Black a Scholes (1973) ukézali, ze opcie mézu byt ocenené
za predpokladu, ze investori sd rizikovo-neutralni, nahradenim driftu podkladového aktiva u bezri-
zikovou urokovou mierou r. Pre zndme hodnoty S; ceny podkladového aktiva v ¢ase ¢ a droku r je

rozdelenie pravdepodobnosti ceny v ¢ase T' tvaru:

q(Stle, B) = L (ST In(S;) + (r - ";) (T — t),am> _

2
_ <1n(sT)_1n(st)—(r—<’2—2)(T—f,)) (6)

1
V2m(T —t)oSt ‘

Kombinacia dvoch lognormaélnych rozdeleni je teda jednoznacne definovand piatimi parametrami

20T —t



ay,as, 81, B2, 0, kde 6 je vaha prvého lognormélneho komponentu vo vyslednom podmienenom rozde-

leni. To mozZno potom vyjadrit v parametrickom tvare ako:
qpLn (St|on, as, Bi, B2,0) = OL(Sr|ar, B1) + (1 — 6)L(Sr|az, B2)

Dosadenim tohoto vztahu do (3) ziskavame vzorec pre vypocet teoretickych cien call a put opcii za
predpokladu rozdelenia zodpovedajiceho kombinacii dvoch lognormalnych rozdeleni. Tento vzorec
mozno vy¢islit numericky, existuje vak prei aj explicitné riesenie (podrobné odvodenie mozno n4jst

v "Mathematical appendix”¢ldnku Bahru (1997)):
CDLN(K,t‘Oél,OZQ,Bl,BQ,H) =
— ¢~r(T=) {9 (e“ﬁ%ﬂf@(dl) - K<I>(d2)) +(1-0) (eaﬁ%ﬂ?@(dg) - K<1>(d4))} ,

PDLN(K,t|a17a256175279) =

) {9 (_eaﬁ-%ﬁf@(_dl) + K(I)(—d2)> +(1-0) (—ea2+%5§®(—d3) + K@(—d4))] )

kde:
—In(K) 4+ o + B?
dy = () ! 61, dy = dy — pu,
B1
—In(K) + as + B2
d3 = () 2 627 dy = d3 — o,
2 (8)
o2
a; =In(Sy) + (r; — é)(T —t),
ﬂz:O—i T—t

Za predpokladu vyltéenia arbitrdze musi takisto platif, ze ofakévani hodnota vyslednej RND
funkcie by sa mala rovnat momentalnej forwardovej cene podkladového aktiva pre &as expirdcie.
Podkladové aktivum sa v tomto zmysle sprava rovnako ako opcia s nulovou expira¢nou cenou a tato
informéacia moze byt takisto zahrnutd v optimalizacii. Oak4vand hodnota (priemer) kombinacie dvoch
lognormalnych rozdeleni je rovna Pecr+3Bl 4 (1 79)(30‘%%g a forwardova cena pri bezrizikovej tirokovej
miere 7 je rovnd e”(T=%S,. Vysledn4 tiloha nelinedrneho programovania je potom tvaru:

n

mir E C K, a1, /3 By,0) — é ’ + mg P K a1, /3 }3 0) — ]5 ’
i iat ) ) ) ) z) ( ',t ) ) ) ’ )
. 2’2317 2791- - ( DLN( ‘ 1, &2, P1, P2 ) = DLN( J ‘ 1, &2, P1, P2 ) J

9)
+ [eeal-i-%ﬂf + (1 _ 60)6@2-"-%5% _ 67'(T—t)5’t]2

C;, P; st pozorované skutocné ceny call a put opcii (predpokladédme, ze v danej sérii opcif mdme k
dispozicii n call opcii a m put opcif) a Cprn (K, tlar, as, B, B2,0), PoLn (Kj, tlar, as, 1, B2,0) st
teoretické ceny call, resp. put opcif vypocitané podla (7).

Ako mozno interpretovat predpoklad kombindcie dvoch lognormalnych rozdeleni na cenu pod-
kladového aktiva v ¢ase 17 Jednotlivé komponenty mozno pokladat za plauzibilné rozdelenia prav-
depodobnosti pri uréitom stave trhu. Predpodkladdme, Ze situdcia na trhu sa moze vyvijat dvomi
zédkladnymi sposobmi, ktoré mézu nastat s rozliénou pravdepodobnostou. Ked'ze sa jedna o rizikovo-
neutralnu pravdepodobnost, pre kazdy scenar predpokladdme, Ze vysledné rozdelenie pravdepodob-

nosti bude lognormalne s parametrom 7; zodpovedajicim bezrizikovej tirokovej miere platnej pre dany



scendr a volatilitou ¢;,7 = 1,2. Aj ked optimalizdciu pomocou parametrov «;, B3;, 0, optimélne hod-
noty 7;,d; vieme na zaklade optimalnych parametrov a, Bi bez problémov ziskat pouzitim vztahov
(8), ktorymi sme povodne ndhodne vygenerované r;, o; pretransformovali na oy, 5;. Pri tejto spitnej

transformacii budi uvedené vztahy v nasledovnej forme:

. a—In(Sy) | ¢°

=P 7 =12
Ti T _¢ + 2,2 s

P (10)
Gi = ———,i=1,2.

(T'—1)

Parameter 0 reprezentuje pravdepodobnost, Ze sa trh bude vyvijat tak, Ze rozdelenie pravdepodob-
nosti ceny podkladového aktiva bude zodpovedat prvému komponentu nami uvazovanej kombindcie.
Vzhladom na vztah rizika a vynosu je otakavanim, Ze komponent s mensou hodnotou o¢akdvaného

vynosu 7; bude takisto disponovat mensou hodnotou volatility &;.

1.3.3 Metéda zovSeobecneného Beta-2 rozdelenia (GB2)

Medzi d'alsiu vyznamni a Siroko pouzivanu triedu parametrickych rozdeleni patri aj zovieobecnené
Beta-2 rozdelenie (Generalized Beta-2 distribution, GB2). Ako prvy ho na modelovanie ekonomickych
dat pouzil McDonald (1984), ktory modeloval rozdelenie prijmov. Vo financidch je tdto trieda po-
puldrna najmé vd'aka publikdcii Bookstabera a McDonalda (1987), v tomto pripade prvykrat pouzitd
na modelovanie cien aktiv. * Pre odhad rizikovo-neutralnej pravdepodobnosti ju pouzili Dutta a Bab-
bel (2005), ktor{ ju modelovali pre opcie na tirokové miery. Z tohoto dévodu ju uvddzame ako druhi

parametricki metédu na odhad rizikovo-neutralnej pravdepodobnosti. GB2 hustota je definovana ako:

a . S\ —(p+a) 1
= gw |14 (Z£ — 11
gep2(St | a,b,p. q) bapB(p,q)ST { +( ; ) } »S1>0,a,b,p,¢>0,q =~ >0, (1)
kde:
I'(p)I'(q)
B(p,q) = w——= 12
(p,q) T(p+0) (12)

je beta funkcia a I'(.) je gamma funkcia definovand ako:

I(z) = /0 Tty (13)

Postup pri odhade tejto RND je metodologicky rovnaky ako v predchddzajicom pripade (zmes
lognormélnych rozdeleni), ked'Ze takisto ide o parametrickd metédu. Na vypocet teoretickych cien call
a put opcif opit mozno pouzit vzorec (3), pricom za funkciu ¢(St) tentoraz treba dosadit hustotu
GB2 rozdelenia. Tento vzorec avsak takisto mozno vyjadrit aj v explicitnom tvare a vyhnut sa tak
numerickej integracii. Postup odvodenia je analogicky s DLN rozdelenim a mozno ho néjst napriklad

v Minderfereski, Rebonato (2001). Pre cenu call, resp. put opcie plati:

4Pozri takisto aj Cummins, Dionne a McDonald (1990)
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CGBQ(Kat|aabap7Q) =

1 1 (T
=50 [1-Ga (K00 [+ L= 1)| = K0 (1= Gata(0.8) [ 0]
PGBQ(Kaﬂavbap?q) =

1 1
= Ke*T(T*t) [_1+G,B (Z(K7aab) ‘pvqn _St |:_1+G,3 (Z(K,Chb) |p+ an_ a>:|

pricom Gz je kumulativna distribuénd funkcia beta rozdelenia (nie GB2 rozdelenia ) a funkcia z je

definovana ako:
()"
(T4 (5)*)

Podobne ako v pripade DLN rozdelenia mozno zaviest dodato¢ni podmienku ohladom priemeru

z(x,a,b) = (15)

vysledného rozdelenia rovnému diskontovanej forwardovej cene podkladového aktiva. Téato podmienka

pre GB2 rozdelenie vyzerd nasledovne:

bB(p+ 2.4~ 3)
B(p,q)
Nasou tlohou pri hfadani vyslednej RND je najst hodnoty styroch parametrov GB2 rozdelenia

Sy = (16)

a, b, p, ¢ rieSenim nelinearnej optimalizacie tvaru:

n

min 3 (Capa(Kitla,b.p.a) ~ C) + Y (Poma(Kj.tlabp.a) — )

a,b,p,q>0|q—1>0“ ;
a”Yi=1 =1
' ’ (17)

s CbB(p+i.q-1)1°
’ B(p.q)

KedZe vyslednd RND je pre DLN aj GB2 metédu dand parametricky a definiénym oborom funkcie

2

hustoty lognormalneho rozdelenia, rovnako ako GB2 rozdelenia je (0, 00), vo vystupe parametrickych
metod dostavame hodnoty RND pre kazdid moznd budicu hodnotu ceny podkladového aktiva. Tato
cena takisto moze byt len nezéporna. Definiény obor vyslednej RND teda nezévisi od toho, v akych

hodnotéch realiza¢nych cien mame k dispozicii ceny opcii. Toto neplati pri nasledujicej metdde.

1.3.4 Metdda vyuzivajica interpolaciu volatility smile (SIV)

Velmi populdrnou metédou je takisto tzv. smoothed interpolation of volatility smile. Narozdiel od DLN
metody ide o neparametrickd metédu, ¢o znamend, ze na vysledni RND nie st vopred kladené ziadne
predpoklady ¢i parametrické obmedzenia.

Zakladnym vztahom, o ktory sa tadto metéda opiera, je vysledok dany rovnicou (2), ktory ako prvi
ziskali Breeden a Litzenberger (1978). Dokdzali, Ze medzi rizikovo-neutrdlnou pravdepodobnostou
q(ST) a ocenovacou funkciou call opcie (call pricing function) C(K,t) uréujicou cenu call opcie s

realiza¢nou cenou K na podkladové aktivum s hodnotou S; v ¢ase t je jednozna¢ny vztah.

5Funkcia G g suvisi s kumulativnou distribuénou funkciou GB2 rozdelenia cez funkciu z nasledovne:

GGBQ(x I a, b7p7 Q) = G’g(z(z,a, b) Ipv q)'
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Ak by sme teda mali k dispozicii kompletni call pricing function pre dani sériu opcii, ndjdenim
jej druhej derivacie a vynasobenim prislusnym koeficientom e’ by sme hned ziskali RND. To je
viak neuskutoénitelné, ked'ze v realite nikdy nemame k dispozicii ceny pre spojiti mnozinu hodnot
realizaénych cien. Vzdy v danej opénej sérii existuje iba obmedzeny poéet pozorovatelnych cien opcif
prislichajicich diskrétnej mnozine hodnot realizacnych cien.

Prirodzenym riesenim by bolo pouzif tieto diskrétne data a interpoliciou vhodnym polynémom
alebo splajnom ziskaf pozadovani call pricing function. Tento postup sa vSak v praxi ukdzal ako
neefektivny. Malé odchylky vzniknuté pri interpolécii call pricing function moézu totiz vyvolatf velké
zmeny vo vyslednej RND funkcii, ¢o sa najviac prejavuje ako na chvostoch odhadnutej RND, tak aj
na jej multimodalite (Bliss a Panigirtzoglou, 2002).

S dpravou tohto postupu ako prvy prisiel Shimko (1993). Ten navrhol na interpoldciu namiesto call
pricing function pouzit volatility smile. Postupom m4 byt dané implikované volatility ziskat pomocou
B-S vzorca, interpolovat volatility smile vhodnym typom funkcie (Shimko (1993) pouzil vyhladzovaci
kvadraticky polyném) a vysledni funkciu previest na call pricing function takisto pomocou B-S vzorca.
Numerickym diferencovanim je mozné nasledne ziskat RND.

V tejto praci pouzijeme tento postup, avsak s niekolkymi vylepSeniami. Namiesto vykondvania
prisludnej interpoldcie v priestore realizacné cena/implikovana volatilita tento priestor transformujeme

na tvar delta/implikovand volatilita, kde vyuzijeme vzorec pre deltu (A) vyplyvajuici z B-S vzorca:

oC
delta = A = 58 = D(dy) (18)

Delta vyjadruje citlivost ceny call opcie na zmenu ceny podkladového aktiva. Touto transformaciou
sa body reprezentujuce opcie, ktoré si away-from-the-money k sebe zhluknu blizsie ako body zodpo-
vedajlice near-the-money opciam, éo dod4 viésiu volnost tvarom RND v strede rozdelenia. Near-the-
money opcie teda maji vacsi vplyv na tvar stredu vyslednej RND. To je Ziadtce, ked'Ze v tejto oblasti
je viac spolahlivych a likvidnych d4t. Tito transforméciu zaviedol Malz (1997).

Napriek tomu, ze Malz ako interpola¢ni funkciu takisto pouzil vyhladzovaci polyném nizkeho
radu, v tejto praci pouzijeme metédu Panigirtzogloua (Bliss a Panigirtzoglou, 2002). V préci inter-
polovali priestor delta/implikovand volatilita pomocou tzv. vyhladzovania kubického prirodzeného

splajnu (smoothed natural cubic spline) 6. Ten sa ziska rieSenfm minimalizacnej tlohy

N ) o
min A3 (1vi —17(0)) + (1 A)[m (2, 0)2dz (19)

kde © je matica parametrov prirodzeného kubického splajnu f, I'V; si pozorované implikované vo-
latility, I v (©) st implikované volatility modelované pomocou splajnu s parametrami ©. Jednotlivé
odchylky pozorovani si vazené hodnotami v;, ktoré zodpovedaju vegam jednotlivych opcii. Tie su
uréené vztahom:

oc

vega=v = —— = S (d))VT —t (20)
o

6 Ako prvi pouzili vyhladzovaci prirodzeny splajn Campa, Chang a Reider (1997). Ti vak nepouzili vegy ako vahy

jednotlivych komponentov icelovej funkcie minimalizacie.
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Vega je citlivost zmeny ceny opcie na zmenu (implikovanej) volatility a m4 td vlastnost, Ze je tym
Vicsia, ¢im je dand opcia viac v near-the-money pozicii. Vdaka takejto volbe vah sa kladie doraz
na to, aby vyhladzovaci splajn aproximoval volatility opcii v near-the-money pozicii prioritne oproti
opcidm, ktoré su viac away-from-the-money.

Vyhladzovaci splajn teda na rozdiel od klasického splajnu neinterpoluje vzorku dat presne, ale
sa snazi o ¢o najmensiu vazenu sumu Stvorcov odchylok modelovanych hodnot od vzorky. Druhym
¢lenom ucelovej funkcie je tzv. miera zakrivenia splajnu. Parameter (1 — A) uréuje véhu priradent
penalizécii za zakrivenie splajnu. Cim je tento parameter vAGS{ (teda &m je A mensie), tym menej je
vysledny splajn zakriveny, avSak tym horsie aproximuje ziskané hodnoty implikovanych volatilit.

Lahko sa nahliadne, Ze pri volbe parametra A = 0 sa prakticky jedn4 o linedrnu regresiu (metédu
najmensich Stvorcov) cez priestor delta/implikovand volatilita. Vyslednym splajnom teda bude re-
gresnd priamka. Naopak pre A = 1 dostaneme presnt interpoldciu pomocou kubického prirodzeného
splajnu. Jednou z tloh teda bude uréit rozumnt hodnotu vyhladzovacieho parametra \.

Po ziskani vyhladzovacieho splajnu vypoéitame jeho funkéné hodnoty pre velké mmnozstvo ek-
vidistantne vzdialenych bodov v priestore delta/implikovand volatilita. Tieto ndsledne spétnou kon-
verziou (takisto pomocou B-S vzorca) prevedieme na pévodny priestor call pricing function realizaénd
cena/cena opcie. Tu treba upozornit na fakt, Ze tdto metéda nepredpokladé platnost B-S vzorca,
pouziva ho vysostne na transformaciu dat z jedného priestoru do druhého a naopak. Numerickym
zdiferencovanim, oSetrenim prislusného diskontného faktoru a predelenim celej funkcie jej integralom

(aby sa hustota pravdepodobnosti zintegrovala do 1) ziskame vysledni RND.

1.4 Odhad realnej pravdepodobnosti

Pomocou vyssie uvedenych troch metéd sme teda schopni extrahovat z cien opcif rizikovo-neutralne
pravdepodobnosti. Zakladnt vec, ktord treba maf na pamiiti je vSak to, Ze tieto pravdepodobnosti
nezodpovedaji tym, aké na trhu redlne panuji. Rizikovo-neutralne pravdepodobnosti by sa redlnym
pravdepodobnostiam rovnali iba vtedy, ak by investori aj trh nemali ziadnu averziu voéi riziku, inymi
slovami, ak by boli rizikovo-neutralni (prdve preto sa danym pravdepodobnostiam hovorf rizikovo ne-
utralne). Pokial reprezentativny investor, ktory opcie oceituje (trh) nie je rizikovo neutrdlny, t.j. za
rizikovejsie aktiva pozaduje istd rizikovi prirdzku, pravdepodobnostné rozdelenie ceny podkladového
aktiva implikované cenami tychto opcii takisto nezodpovedd redlnym pravdepodobnostiam. Metdd,
umoznujicich odhad redlnych pravdepodobnosti je takisto viacero. 7 Zakladnym vztahom, od ktorého
je mozné pri odvodzovani jednotlivych postupov zaéat, je tiloha maximalizdcie uzitoénosti reprezen-

tativneho investora vzhladom k rozpo¢tovému ohraniceniu:

max / p(ST)U(Sr)dSr — A <e’“<“> / q(S7)SrdSt — St) , (21)

kde St reprezentuje budici majetok (bohatstvo) v éase T investora s funkciou uzitoénosti U(St)

a potiatoénym majetkom S, ¢(St) je rizikovo-neutralna pravdepodobnost, p(St) subjektivna prav-

7Anagnou et al. (2002) poskytuji podrobny prehlad ¢lénkov zaoberajicich sa odhadom redlnych pravdepodobnosti,

rovnako aj testami, ¢i dané pravdepodobnosti vierohodne opisuju realitu.

13



depodobnost investora a A reprezentuje tzv. tiefiovii cenu rozpo¢tového ohranicenia (ma teda iny
vyznam ako v predchddzajicej casti venovanej SIV metéde).

Vztah medzi rizikovo-neutralnou pravdepodobnostou a redlnou pravdepodobnostou prostrednic-
tvom funkcie uzito¢nosti je potom na zaklade (21) nasledovny:

q(5r) 1
p(S7) ~ er@=0)

U'(St) (22)

Poznanim dvoch z troch funkecii vystupujicich v tomto vztahu sa teda lahko vieme dopracovat
k tretej. Najcastejsie pouzivanou metddou je separdtny odhad ako rizikovo-neutralnej pravdepodob-
nosti (jednou z nami opisovanych metéd), tak aj redlnej pravdepodobnosti (pomocou casového radu
historickych cien podkladového aktiva) a nésledny odhad funkcie uzitoénosti, ako aj funkcie relativnej
averzie voci riziku. My v tejto praci ilustrujeme prave tento postup, pricom na odhad redlnej pravde-
podobnosti pouzijeme metédu GARCH(1,1) modelu so Studentovym t-rozdelenim rezidui. Pre tiplnost
eSte dodajme, ze existuje relativne novy pristup, umoznujici odhad redlnej pravdepodobnosti pomo-
cou cien opcii a testu overujuceho kvalitu vyslednych pravdepodobnosti, ktory predstavil Berkowitz
(2001) a ktorého aplikdciu mozno vidiet napriklad v ¢ldnku Bliss a Panigirtzoglou (2001). Pre ddtovi
néaro¢nost tohoto postupu (nutné mat k dispozicii ceny kompletnych opénych sérif pre viacero ddtumov
s konstantnou hodnotou 7 = T — t) vSak v naSej praci pouzijeme Standardnd metédu, vyuzivajicu
iba ceny podkladového aktiva.

N4&s postup bude nasledovny: z ¢asového radu dennych cien podkladového aktiva ziskame vektor

logaritmickych vynosov ako:

ytzln(SSt ) t=1,...,n, (23)
t—1

ktory pouzijeme na odhad parametrov GARCH(1,1) modelu s t-rozdelenim rezidui. Dévodom na
pouzitie t-rozdelenia je vyssie spomenuty fakt, Zze rozdelenie vynosov aktiv v drvivej vicsine pripadov
nekoresponduje s normalnym rozdelenim, ale mé tazsie chvosty, ktoré je schopné t-rozdelenie s vhodne

zvolenym poétom stupiiov volnosti v popisat lepsie. Specifikdcia tohoto modelu je nasledovna:

Yo = 1+ 2
2y = O¢.€4, € ~ Student — t(v) (24)

2 _ 2 2
oy =w+tay;_y + Boi_4

Odhad parametrov w, «, 8, vykondme metédou maximalnej vierohodnosti, za parameter p do-

sadime klasicky odhad ocakavaného vynosu:

1 n
= =Sy 25
u n;y (25)

Po odhadnut{ parametrov d'alej tieto parametre spolu s rovnicami (17) pouZijeme na zostrojenie
simulovanych trajektérii ceny podkladového aktiva od €asu ¢ po ¢as T' (dalej predpokladdme, Ze tieto
¢asy meriame v rokoch a Ze jeden rok ma 252 obchodovatelnych dnf) zhodny s ¢asom expirdcie opcif na

toto podkladové aktivum. Po vygenerovani 252 (T’ —t) dennych vynosov aktiva pomocou parametrov
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GARCH modelu ziskame simulované hodnoty St ako:

St = Ster"“ Frnt2t. a2 (T-1) ’ (26)

kde 741, ., Tugos2(r—¢) S simulované hodnoty vynosov podkladového aktiva od casu ¢ po cas T'
a ked'ze sa jednd o logaritmické vynosy, mézeme na odhad vynosu na dlhsie obdobie pouzif stéet
vynosov za jednotlivé kratsie obdobia (v nasom pripade sa jednd o denné vynosy).
Po nasimulovani dostatocne velkého poétu realizacii S ziskame vyslednt hustotu redlnej pravde-
podobnosti aplikovanim tzv. kernel smoothing density estimatora na histogram tychto realizacii.
Nech Sgpl), . .,S(N) je vektor N realizdcii nami nasimulovanej ndhodnej premennej Sp. Kernel
density odhad je populdrna neparametrickd metéda umoznujica odhad hustoty pravdepodobnosti

nédhodnej premennej na zdklade koneéného poétu jej realizacii 8. Kernel density estimator je dany

vztahom:

(2)
pn(Sy) = ZKhsTfs;” th < — 51 ) (27)

kde K(.) je kernel funkcia a h > 0 je vyhladzovaci parameter nazyvany aj pdsmo (bandwidth). Volba
tychto dvoch komponentov zavisi od vzorky dat, resp. od skuto¢ného rozdelenia pravdepodobnosti,

z ktorého vzorka pochddza. V nasom pripade je kernel zhodny s distribuénou funkciou normélneho

kde ¢ je standardnd odchylka vzorky déat. Tato hodnota pasma je optimélna vtedy, ak skutocné

rozdelenia a h sa urci ako:

rozdelenie je normélne (Silverman, 1998).

Vystupom uvedeného postupu je teda odhad hustoty realnej pravdepodobnosti ceny podkladového
aktiva, ktord budeme znacit p(St).

Absolitna (RA), resp. relativna (RRA) averzia voéi riziku priamo sivisia s funkciou uzitoénosti

reprezentativneho investora U(.). Obe si definované préve cez funkciu U(.) ako:

7 U//(ST)
RRA(Sr) = _ _SrU"(Sr)
7) = STRA(ST) = 07(57)

Pomocou odhadov rizikovo-neutrilnej pravdepodobnosti ¢(St), ako aj redlnej pravdepodobnosti

p(St) a vztahu (22) potom mozeme vypocitaf funkciu absoliitnej averzie voéi riziku reprezentativneho

d p(St)
255 (350 @)

Z hladiska interpretécie je vhodné takisto vypoéitat funkciu relativnej averzie voéi riziku ako:

investora ako:

RA(ST) =

RRA(Sy) = Sy RA(S7) (31)

8V jej sticasnej podobe ju nezivisle od seba uviedli Rosenblatt (1956) a Parzen (1962).
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Implikacie roznych tvarov absolitnej a relativnej averzie voci riziku st nasledovné: Predpokladajme
portfélio zlozené s jedného rizikového a jedného bezrizikového aktiva. Investor, ktorého absolitna aver-
zia voéi riziku je vzhladom na hodnotu St klesajtica pri ndraste bohatstva mnozstvo penazi (vyjadrené
v absolitnych ¢islach) investované do rizikového aktiva vo svojom portféliu zvicsi. V pripade rasticej

9 a v pripade konstantnej averzie sa

absolitnej averzie voci riziku investor toto mnozstvo penazi znizi
jedna o rizikovo-neutralneho investora nepocitujiceho ani averziu, ani preferenciu rizika.

Podobnt interpretdaciu pontka aj relativna averzia voéi riziku: Investor, ktorého relativna averzia
voci riziku je klesajica s Sp, sa pri naraste svojho bohatstva zachova tak, ze podiel penazi inves-
tovanych do rizikového aktiva zvécsi. V pripade rastiicej relativnej averzie voéi riziku tento podiel
zmensi a v pripade konstantnej relativnej averzie sa takisto jedna o rizikovo-neutralneho investora.

Vzhladom na jednoznaény vztah (31) medzi absolitnou a relativnou averziou voéi riziku sa ob-

medzime na vypocet a interpretdciu funkcie relativnej averzie voéi riziku.

1.5 Prehlad pozitych metéd v literatiire

V tejto ¢asti uvedieme informativny prehlad metéd zaoberajicich sa odhadovanim RND v niektorych

vedeckych ¢ldankoch. Podrobné informécie o élankoch mozno ndjst v zdvereénom prehlade pouzitej

literatury.
Clanok DLN GB2 SIV  Iné metédy
Bahra (1997) v v rizikovo-neutrdlny histogram
Bliss a Paningirtzoglou (2002) v v
Bliss a Paningirtzoglou (2003) v
Campa et al. (1997) v v implikovany binomicky strom
Coutant et al. (2001) v hermitovské polynémy, maximélna entropia
Cummins et al. (1990) v
Dutta (2005) v lognormalne, Burr-3, Weibullovo rozdelenie
Glatzer a Scheicher (2003) v v
Liu et al. (2007) v v v
Malz (1997) v
Bookstaber a McDonald (1984) v
Melick (1997) v
Minderfereski a Rebonato (2001) v
Ornelas a Takami (2011) v v v
Shimko (1993) v

Tabulka 1: Prehlad metdéd zaoberajicich sa odhadovanim RND v é&ldnkoch.

9Nutno podotknit, ze pripad rastticej absolitnej averzie voéi riziku je za platnosti standardnych ekonomickych pred-
pokladov nerealisticky. Prave tieto predpoklady vsak v pokrizovych obdobiach nebyvaju zachované, z ¢oho vyplyvaji

aj v praxi sa vyskytujice rastice a zdporné tvary funkcif rizikovej averzie (Jackwerth, 2000).
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2 Technické problémy

V predchadzajicich kapitoldch sme uviedli teoretické vychodiska troch rozliénych metéd zameranych
na odhad rizikovo-neutrélnej pravdepodobnosti (metédy DLN, GB2, SIV), rovnako ako redlnej (sub-
jektivnej) pravdepodobnosti (metéda GARCH) vyvoja cien podkladovych aktiv. Zamerali sme sa
takisto na podrobny opis postupu jednotlivych krokov, ako tieto metédy aplikovat na redlne data.
Pri praktickej implementacii uvedenych postupov v prostredi Matlab, vykonanej pocas pisania tejto
diplomovej prace, sme viak narazili na pomerne velké mnozstvo ”technickych”problémov a otazok,
na ktoré vyssie uvedend tedria neposkytuje jednoznacéné odpovede. Tie nie st spominané ani v nami
citovanych ¢lankoch, zo stidia ktorych sme jednotlivé metédy cerpali. Tieto problémy vyplyvaju ako
z nekvality trhovych dat, tak z praktickej implementécie jednotlivych numerickych a optimaliza¢nych
metéd. V nasledujicej kapitole, ktord povazujeme v kontexte tejto prace za pomerne kli¢ovi, sa preto
na mnohé z tychto problémov pokisime upozornit, popisaf ich spravanie a navrhnit optimalny spdsob

ich rieSenia, popripade zmiernenia ich neziadicich désledkov.

2.1 Data

Vsetky vypocty v tejto kapitole budeme vykondvat na censch opcif ziskanych z Bloombergu. Jedn4 sa
o eurdpske call opcie na akciovy index Eurostoxx 50 (SX5E). Opénd séria pochddza z dna 17.9.2012
a maturuje dna 15.3.2013. Cas zostavajici do expirécie opcif je teda rovny T' = 0.5 roka. Historické
ceny podkladového aktiva st ziskané takisto z Bloombergu.

Vstupom do jednotlivych modelov je aj hodnota bezrizikovej tirokovej miery. V nasSej praci za
taktito mieru budeme dosadzovat OIS (overnight indexed swap) sadzby z dia zaciatku Zivota danej
opcie s maturitou zhodnou s T'. V pripade, ze pre danii hodnotu 7' nemame k dispozicii konkrétnu
hodnotu OIS, pouzijeme linedarnu interpolaciu medzi predchadzajicou a nasledujicou maturitou, ktors
je k dispozicii pre dany den.

Aj ked celd tato kapitola bude ilustrovana prikladom série call opcii obchodovanych diia 17.9.2012
pre akciovy index Eurostoxx - 50 (SX5E), velmi podobné problémy vsak nastavali pre akykolvek
zvoleny datum a podkladové aktivum. Analyzou tohoto jediného pripadu teda aplikédcia vyslednych
postupov nestraca na vseobecnosti.

Ako dokaz toho, 7e dand opénd séria nie je z hladiska wolatility smile vynimoénd, uvddzame
na obrazku 1 wolatility surface vyvoja opénych sérii maturujucich dna 15.3.2013, obchodovanych v

¢asovom intervale od 22.3.2012 po 5.2.2013 s krokom jedného tyzdna.

2.2 Prva filtracia dat

Nasim prvym krokom po nacitani vSetkych dostupnych cien call opcii z Bloombergu bolo vykreslenie
ako call pricing function, ¢ize grafu zavislosti ceny call opcie od jej realizacnej ceny, tak aj volatility
smile, ¢ize grafu zavislosti implikovanej volatility od realizaénej ceny opcie. Oc¢akavali sme teda, ze

volatility smile nebude konstantnou funkciou, ako je predpokladané podla Black-Scholesovho modelu.
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Obr. 1: Casovy vyvoj wvolatility smile pre ¢asovy rad opénych sérif maturujicich dia 15.3.2013 z

réznych uhlov pohladu.

Tento jav sa nam potvrdil, avSak po zobrazeni volatility smile vSetkych povodnych opcii bolo zrejmé,

7e data bude potrebné vystavit d'alsej filtrdcii.
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Obr. 2: Call pricing function a volatility smile povodnej vzorky dat.

Graf trhovych cien povodnej série call opcif so zodpovedajicimi hodnotami implikovanych volatilit
je na obrazku 2. Zvislou ¢iarou je zobrazena hodnota at-the-money, teda hodnota podkladového aktiva
v ¢ase obchodovania opcif S; = 2583,60. Vidime, Ze algoritmus, ktory hlad4 hodnotu implikovanej
volatility zlyhal pre prvych sedem opcii, ktoré st najviac na in-the-money strane, pretoze implikovand
volatilita je pre tieto opcie nulové, ¢o zrejme nekoresponduje s realitou a je to numericky problém.
Prvou tpravou teda bude z nasej vzorky dat odstranit tie opcie, pre ktoré sa nepodari najst hodnotu
implikovanej volatility z intervalu (0,1). Dalej vidime, 7e nasledujiice opcie na in-the-money strane
spektra realizaénych cien nezodpovedaju tedrii volatility smile, ktord ho opisovala ako konvexnu fun-
kciu realiza¢nej ceny. Prvych péf opcif je rasticou konkdvnou funkciou realizaénej ceny a aj pre uréité
d’alsie opcie je konvexnost volatility smile porusend. Pre call opcie ¢asto plati, ze na vzdialenejsej in-

the-money strane si malo likvidné, a preto zavedieme d'alSie obmedzenie éasto spominané v ¢lankoch:
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z dat odstranime také opcie, pre ktoré plati:

K < 0.755; (32)

Po odstraneni opcii s nulovou implikovanou volatilitou a takych opcii, ktoré spfﬁajﬁ vzfah (32)
a teda su dostatocne hlboko v in-the-money pozicii dostavame upravené Call pricing function, resp.
volatility smile, zobrazené na obrézku 3. Zhodou okolnosti ndm obmedzenie (32) odstranilo prave tie
opcie, pre ktoré zlyhal algoritmus vypoétu implikovanej volatility. To vSak nemusi platif zakazdym
a teda obe obmedzenia maji svoj zmysel. Vidime, ze zaciatok nového grafu implikovanych volatilit
opit nesplna teoretické predpoklady (konvexita). Riesenfm by bolo sprisnif vzfah (32). To by viak v
inych pripadoch (kedy zagiatok grafu nie je konkdvnou rastticou funkciou) mohlo znamenat vylicenie
opcif, ktoré si v poriadku, a teda nadbytoéné odstrdnenie informécie. V nasom priklade zatial tieto
opcie ponechdme a pokisime sa tento problém vyriesit neskor.

Na tomto mieste sa este pokisime hlbgie analyzovat priciny zlyhania numerického algoritmu, ktory
pocita hodnoty implikovanych volatilit. Zrejme pre fixovani opénu sériu (a teda fixované hodnoty
Sy, r, (T —t), st jedingmi dald{mi vstupmi algoritmu, ktoré sa menia, hodnoty K;, C;(K;,t), teda
realizacnd cena a prislusna trhova cena call opcie. KedZe prvych pit opcii na in-the-money strane
spektra realizaénych cien zjavne podlieha ur¢itym nedostatkom, pokusili sme sa ich ceny manudlne
upravit nasledovnymi dvoma sposobmi: Cenu kazdej z prvych piatich opcif na in-the-money strane
sme zvysili (pri druhej analyze znizili) o 10

Tu mozno pozorovat nasledujice vlastnosti: implikovana volatilita je zrejme rastticou funkciou
trhovej ceny call opcie, nakolko pri zvySeni trhovej ceny mozno pozorovat vyrazny ndrast hodnot
implikovane]j volatility (pre prvych pit opcif). Pri znizeni trhovej ceny sme zrejme ceny zniZili tak
markantne, Ze zodpovedajice hodnoty implikovanych volatilit st opaf nulové. Z uvedeného ”heuris-
tického” postupu mozno vyvodit zdver, Ze nulovd hodnota a nasledovny rastici tvar volatility smile
povodnej vzorky dat je dosledkom podhodnotenia trhovej ceny call opcii nachadzajicich sa na zaciatku
spektra realiza¢nych cien. Toto podhodnotenie je zrejme doésledkom nizkej likvidity in-the-money call

opcii, a teda vyradenie tychto opcii z dat sa potvrdzuje ako spravne. V d’alsom budeme opit pracovat
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Obr. 3: Call pricing function a volatility smile po prvej filtracii dat.
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sposobom.

s povodnou (samozrejme ocistenou) vzorkou opcii.

2.3 Black-Scholes Benchmark (BS)

Pre kazdd sériu opcii okrem metéd, ktorymi sa tato praca zaoberd, odhadneme takisto rizikovo-
neutralnu pravdepodobnost implikovani Black-Scholesovym vzorcom. Ttto RND potom pouZijeme
ako ”benchmark”, ¢ize na jej zdklade budeme porovnavat ostatné RND. Black-Scholesove predpoklady

implikuji log normélnu rizikovo-neutralnu pravdepodobnost qps(St) dant predpisom:

2 2
[ n(Sp)—In(Sy) —(r= )T
20T

1
gBs(St) = Wors e St >0
T

Za hodnotu o mozno intuitivne dosadit dve hodnoty: hodnotu implikovanej volatility pre opciu, ktora
je v sucasnosti najblizsie k at-the-money pozicii, alebo najmensiu hodnotu implikovanej volatility z

volatility smilu. V naSej praci sa priklaname k druhej moznosti, teda zvolime hodnotu:
o = min{o;}
K3

Tento vyber zdévodinujeme tym, ze najmensia hodnota implikovanej volatility zrejme zodpoveda opcii,
ktord je v danej opénej sérii najviac likvidna a teda z hladiska informa¢ného bohatstva najkvalitnejsia.

Pre tplnost uviddzame pravidlo, na zéklade ktorého uréime definiény obor, na ktorom budeme
vsetky rizikovo-neutrdlne pravdepodobnosti ziskané pomocou parametrickych met6d (¢ize metéd BS,

DLN, GB2) pocitat: defini¢cnym oborom budd hodnoty S, pre ktoré plati:

ST S (ma:c(l, LsznJ - 2L(Kmar - szn)J)a [Kmar—l + 2((Kmam - Kmln)])a (33)

kde Ko, resp. Kpin sU najvicsia, resp. najmensia hodnota realiza¢nej ceny, ktord je v danej opénej
sérii k dispozicii. Takto zvoleny interval je dostato¢ne Siroky na to, aby aj s rezervou zachytil vSetky
"prakticky”nenulové funkéné hodnoty vyslednych RND. Kedze v praxi nepocitame funkéné hodnoty

na spojitej, ale na diskrétnej mnozine hodnot, uvedeny interval rozdelime na dostatoéne velky pocet
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(1000) ekvidistantnych podintervalov (x;,z;y1),7 = 0,...,1000 a vysledné hodnoty RND budeme

poéitat v bodoch x;,i =0, ...,1000. Pre nas priklad konkrétne platilo:
Kpnin = 2050, Kpar = 3200, St € {1:5,5: 5500}

Na obrazku 5 vidime Black-Scholesovu lognormalnu rizikovo-neutralnu pravdepodobnost pre nasu

sériu opcii:
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Obr. 5: Rizikovo-neutralna pravdepodobnost podla Black-Scholesovej metédy.

2.4 DLN metdda

Dalej sa stistredime na vyriesenie optimalizaénej tilohy (9) s cielom néjst piticu parametrov kombinacie
dvoch lognormélnych rozdeleni (0, a1, as, 81, B2).
KedZe musi platit ohrani¢enie:

0 € (0,1),

v zaujme Co najmensej dimenzionality problému optimalizdciu implementujeme tak, ze s krokom
0.01 budeme menit hodnotu parametra § od 0.01 po 0.50 a pre kazdd z tychto hodnot vykondme
optimalizéciu cez §tyri zvysné parametre. Naozaj staéi s parametrom 6 ist len ”do polovice”, ked'ze
hodnotami nad 0.5 by sme dostali symetrickua situéciu, iba v obratenom poradi jednotlivych kom-
ponentov zmesi. Tymto postupom tak ziskame 50-¢lennii mnozinu jednotlivych optimélnych rieseni:
(0.01,01,1,01.2, 811, 61,2), - -, (0.50, 50,1, 50,2, B50,1, B50,2). Za optimélne riesenie potom vezmeme
to, pre ktoré tcelové funkcia nadobiida globdlne minimum, t.j. najst také i,

ze pre parametre (6;, o 1, @; 2, 8;.1, Bi,2) G¢elova funkcia optimaliza¢nej ulohy (9) nadobida najmensiu
hodnotu z pomedzi vSetkych pétic uvedenej 50-¢lennej mnoziny.

Na samotnt optimalizdciu sme v Matlabe vyskusali aplikovat jednu deterministickd a jednu sto-
chastickd minimaliza¢ni procediiru. Deterministickd volné nelinedrna optimalizdcia je v Matlabe
Standardne zahrnuta. Nazov konkrétnej funkcie je ”fminsearch”. Okrem samotnej funkcie je vstupnym
parametrom takisto aj Startovaci bod. Po dlhodobejsom sktimani spravania sa tejto optimalizacie
sme zistili, ze vysledné optimalne hodnoty mierne zavisia aj od Startovacieho bodu. Pre komplex-

nost 1celovej funkcie je pravidlo, ktoré by uréovalo jednoznaéne (z hladiska kvality optimalizdcie)
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najvyhodnejsiu hodnotu startovacieho bodu pre prvii fazu hladania optima fazko popisatelné. Nagim
alternativnym rieSenim bolo vykonanie viacerych optimalizacii pre viacero ndhodne vygenerovanych
Startovacich bodov. Ked'ze vysledné RND sa aj pri viicsom poéte Startovacich bodov zoskupovali
zvicsa do dvoch alebo troch podobnych ”zhlukov” funkcii, za dostatotny pocet povazujeme 5 az 10
roznych Startovacich bodov. Celd procedira potom v zévislosti od vypocetného vykonu moze trvat aZ
niekolko desiatok minnit.

Pri generovani startovacich bodov sme postupovali nasledovne: Najprv sme zvolili ndhodntd hod-
notu parametra p; generovanim z rovnomerného rozdelenia na intervale (—1,1). V zévislosti od tohoto
parametra sme vygenerovali druhy parameter po zodpovedajici véacsiemu ocakavanému vynosu ako
hodnotu z rovnomerného rozdelenia na intervale (u1,1). Ked'Ze naSou intuiciou je, ze komponent s
vacsim ocakavanym vynosom bude disponovat vicsou rizikovostou 1, parametre volatilit sme vyge-
nerovali z nasledovnych rozdeleni: o7 ~ U(0,1),09 ~ U(o1,1). Takto vygenerované parametre sme

potom pretransformovali na parametre «;, 3; pomocou vztahov (8) a riesili optimaliza¢nt tlohu (9).

T T
Startovacie body optimalizacie
121 m— (49906 0.63674 0.92577 09563 ||
m— (19803 051502 0.76691  0.8863
m— ()22579 0.44118 0.99532 0.99657
0 —— 01541 047808 0545 0.65863
m— -(),15168 -0.0090324 0.21936 0.39499
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£ m— (60699 0.65587 0.97939 0.99841
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Obr. 6: RND podla DLN metédy pre 10 ndhodne vygenerovanych Startovacich bodov.

# | MISTART  H2START  O1START  O2START | BoPT  p1OPT  H20PT  OlOPT  O20PT fmin
1 0.499 0.637 0.926 0.956 0.1800 -0.4166 0.0888 0.0894 0.1450 4.5859
2 0.198 0.515 0.767 0.887 0.1900 -0.4056 0.0923 0.0962 0.1437 4.8258
3 0.226 0.441 0.995 0.997 0.1600 -0.4392 0.0817 0.0734 0.1478 5.4594
4 -0.154 0.478 0.545 0.658 0.1800 -0.4166 0.0888 0.0894 0.1450 4.5858
5 -0.152 -0.009 0.219 0.395 0.1500 -0.4509 0.0779 0.0639 0.1494 7.0934
6 0.945 0.967 0.605 0.821 0.1700 -0.4278 0.0853 0.0819 0.1464 4.7266
7 0.606 0.656 0.979 0.998 0.2000 -0.3949 0.0956 0.1024 0.1425 5.3022
8 -0.728 0.506 0.483 0.575 0.1800 -0.4166 0.0888 0.0894 0.1450 4.5858
9 -0.948 0.320 0.607 0.634 0.1800 -0.4166 0.0888 0.0894 0.1450 4.5858
10 -0.260 0.449 0.497 0.560 0.1800 -0.4166 0.0888 0.0895 0.1450 4.5858

Tabulka 2: Startovacie body a optimalne hodnoty parametrov DLN metédy.

107istili sme vsak, ze vysledky optimalizacie nezdvisia od toho, ¢ pri generovani startovaciecho bodu komponentu s

mensou hodnotou g priradime mensiu alebo vacsiu hodnotu o.
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Na obréazku 6 st zobrazené vysledné rizikovo-neutralne pravdepodobnosti pre 10 takto ndhodne vy-
generovanych Startovacich bodov (ktorych hodnoty st zobrazené v legende - ide o pévodné premenné
pred transforméciou, t.j. o parametre p;, ;). Pre informativnost je takisto dolezitd nasledujica ta-
bulka 2, v ktorej vidime vysledné hodnoty optimalnych parametrov 0, pu1, 1o, 01, 02 ako aj vysledni
optimélnu hodnotu ucelovej funkcie f,:n, zodpovedajice danej optimalizacii.

Uvedeny postup je vsak ¢asovo pomerne naro¢ny a takisto mierne nerobustny vzhladom na
Startovaci bod optimalizacie. Zistili sme vsak, Ze je mozné ho zefektivnit pridanim druhého kroku. Tym
bude pre ziskant mnozinu 50 riesen{ ndjst také i, ze pre parametre (0;, a; 1, v 2, B 1, Bi,2) icelovd fun-
kcia optimalizacénej tlohy (9) nadobida najmensiu hodnotu z pomedzi vietkych pétic tejto mnoziny
a nasledne uskuto¢nit optimalizaciu cez vsetkych 5 parametrov (0, a1, as, 81, 32). Dolezité ale je v
tomto druhom kroku za Startovaci bod zvolif optimdalne rieSenie z predchadzajticeho kroku, t.j. vektor
(0:, 1,52, Bi1, Bi2). Optimum ziskané touto minimaliza¢nou procedirou budeme potom povazovat
za vysledné optimaélne riesenie. Takouto Upravou sme dosiahli vyrazné zlepSenie robustnosti celej opti-

malizécie, ¢o potvrdzuji nasledujtici obrazok 7 a tabulka 3:

1.2 T T
Startovacie body optimalizacie
— 062945 0.96509 0.12699 0.92438
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Obr. 7: RND podla upravenej DLN metddy pre 10 ndhodne vygenerovanych startovacich bodov.

# H1START H2START O1START O2START OopT H1OPT H20PT 010PT 020PT f”m'in
1 0.629 0.965 0.127 0.924 0.1784  -0.4188 0.0883 0.0888 0.1452 4.5050
2 0.264 0.336 0.278 0.673 0.1785  -0.4187 0.0883 0.0888 0.1452 4.5050
3 0.915 0.997 0.158 0.975 0.1784  -0.4188 0.0882 0.0887 0.1452 4.5050
4 0.914 0.956 0.800 0.829 0.1784  -0.4188 0.0883 0.0887 0.1452 4.5050
5 -0.156 0.902 0.792 0.992 0.1784  -0.4188 0.0883 0.0887 0.1452 4.5051
6 0.311 0.336 0.849 0.990 0.1784  -0.4187 0.0883 0.0887 0.1452 4.5050
7 0.357 0.844 0.743 0.844 0.1784  -0.4188 0.0883 0.0887 0.1452 4.5050
8 0.311 0.429 0.706 0.715 0.1784  -0.4188 0.0883 0.0888 0.1452 4.5050
9 -0.446 -0.379 0.097 0.841 0.1785  -0.4187 0.0883 0.0887 0.1452 4.5051
10 0.390 0.583 0.950 0.952 0.1799  -0.4171 0.0888 0.0887 0.1450 4.5097

Tabulka 3: Startovacie body a optimalne hodnoty parametrov upravenej DLN metédy.
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Vyssia kvalita takto upraveného algoritmu je zrejm4. Nielenze sme dosiahli véi¢siu presnost danych
optimdlnych parametrov, dvoj-etapové vykonanie optimalizacie mé za néasledok to, ze najdenie optima
prakticky nezévisi od §tartovacieho bodu, a teda sme schopni dosiahnut vyrazni éasovi usporu. Nie
je totiz d'alej nutné generovat 10 Startovacich bodov, pre dostatoént istotu staéi uvedeny postup
spustit len raz. Vietky vysledné RND st prakticky rovnaké a hodnota tcelovej funkcie je dokonca o
niec¢o mensia ako v predchddzajiucom pripade, ¢o potvrdzuje kvalitativne zlepSenie celej procedury.
Vyslednou rizikovo-neutralnou pravdepodobnostou ziskanou pomocou DLN metédy bola teda krivka

znazornend na obrazku 8 vlavo.

35 T T T T T 0.22 T
O Original
x  DLN
3 0.21r 09 g At-the-money|]
o % &
x
¢}
L 1 L Q & 4
25 0.2 ©
2z x @
. 2r Z 019 ? E
E ;o ®
z z o e
o (]
15F = 018} ® g
E ®
¢} » s
1 0.17F 5 g A
&
0.5F 1 0.16 - b
0 . 0.15 . . . . .
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 2000 2200 2400 2600 2800 3000 3200
S(T) Strike price

Obr. 8: Vyslednd RND podla upravenej DLN metédy spolu s oboma lognormalnymi komponentami
kombinacie (vlavo) a porovnanie volatility smile povodnych cien call opcii a modelovanych cien call

opcii podla vysledného DLN rozdelenia (vpravo).

Tenkymi ¢iarami st zobrazené jednotlivé lognormélne komponenty zmesi a hrubou ¢iarou vysledna
DLN RND. Uz na pohlad je zrejmé, Ze v porovnani s BS metédou DLN metéda vyprodukovala roz-
dielnu rizikovo-neutralnu pravdepodobnost. Pri¢inou si prave dva komponenty, ktoré si navyse re-
lativne vzdialené od seba (z hladiska ocakavanej hodnoty) a jeden z nich m4 oproti druhému relativne
mald vahu, ¢o sa prejavilo v tom, ze vyslednda RND ma dve lokdlne maximda. Mozni bimodalitu
vyslednej RND umoznuje samotna konstrukcia metédy a jej vyskyt vobec nie je vynimoény, ¢o po-
tvrdzuji aj Ornelas, Takami (2010). To, ¢i je takéto spravanie sa metédy DLN vhodné a ako je mozné
ho potlagit, budeme skiimat neskér.

Zaujimavym moze byt viak porovnanie povodného wolatility smile (t.j. takého, ktory sme ziskali
z povodnej vzorky dét) a wvolatility smile, implikovaného parametrami, ktoré sme pocas vypoctu DLN
hustoty odhadli. Rozdielom teda bude pri vypocte implikovanej volatility pre jednotlivé realizacné
ceny nepouzit pévodné trhové ceny opcii, ale nami modelované ceny, ziskané dosadenim optimdlnych
parametrov (0o pr, ®10PT, ®20PT, B10PT, B20opT) do vztahov (7), resp. (8).

Porovnanie takto ziskanych wvolatility smile vidime na obrazku 8 vpravo. Je zrejmé, ze prave v
oblasti, v ktorej pri vyslednej DLN hustote nastalo uz spomfnané zhrbolatenie st modelované hod-
noty implikovanych volatilit najviac vzdialené od povodnych, ¢o je vSak sposobené prudkym rastom
implikovanych volatilit v tejto oblasti. Ked'ze sme vyssie uz ukdzali, Ze takyto tvar volatility smile je

sposobeny podhodnotenim trhovych cien opcii, désledkom takéhoto podhodnotenia je teda aj citlivost
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hodnét vyslednej RND ziskanej DLN metédou v tejto oblasti spektra realizaénych cien.

Druhou optimalizaé¢nou metédou, ktorou sme sa optimélne parametre pokusali najst, bolo tzv.
simulované zihanie. Jedna sa o stochastickd optimalizaéni metdédu prvykrat nezavisle vyvinutd V.
Cernym (1985) a S. Kirkpatrickom et al (1983). T4to metéda je takisto implementovand v Matlabe v
balicku Optimization toolbox. Nazov funkcie je ”simulannealbnd”. Pri spusteni tejto funkcie s i¢elovou
funkciou identickou ako v pripade deterministickej optimalizacie sme vSak nedospeli k rieSeniu. Navyse,
¢asovo bola tdto optimalizdcia podstatne ndroénejsia, preto sme d'alej pouzivali pre DLN metédu
iba upravenu (dvoj-etapovi) deterministicki optimalizdciu pomocou funkcie ”fminsearch”, s ktorej

robustnostou sme spokojni.

2.5 GB2 metdda

Pri hladan{ zovseobecnenej beta-2 (GB2) funkcie je takisto potrebné do jednotlivych procedir zadat
Startovaci bod. Ked'ze v zavislosti od styroch parametrov a,b,p,q sa tvary rozdeleni velmi vyrazne
menia a na ndhodné generovanie Startovacich bodov z rovnomerného rozdelenia na nejakom intervale sa
teda nie je vhodné spolahnit, na obrazku 9 uvddzame, ako sa tvary GB2 rozdelenia menia pri zmene

jedného zo Styroch parametrov (a,b - horné obrazky, p,q - dolné obrézky): Pri ur¢ovani vhodného
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Obr. 9: Tvar zovseobecneného beta-2 rozdelenia s meniacou sa hodnotou jednotlivych parametrov (a,b

- horné obrazky, p,q - dolné obrazky).

Startovacieho bodu sme postupovali tak, ze sme sa najprv pokusili vykreslit rozdelenie, ktoré by sa

tvarovo aj umiestnenim podobalo na BS RND. Postupovali sme heuristickou zmenou parametrov:
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Za najvhodnejsiu hodnotu sme z hladiska tvaru rozdelenia zvolili a = 2. Dalej sme skimali posun
rozdelenia v zavislosti od parametra b. V&imli sme si, Ze hodnoty tohoto parametra musia byt radovo
totozné s cenou podkladového aktiva Sy, a tak sme postupne volili hodnoty S; — 1000, .Sy — 500, .S, St +
500, Sy + 1000. Vo vseobecnosti je vhodné zvolit viacero hodnét parametra b ako = * Sy, kde = €
(0.5,1.5). Za najvhodnejsi parameter sme v nasom pripade vybrali S; + 1000. Néslednou zmenou
parametrov p,q sme za najvhodnejsiu kombindciu povazovali hodnoty p = 20,q = 40. Pri volbe
parametra g sme dbali na ohranicenie q—é > 0. Volbou parametrov (2, S;+1000, 20, 40) sme tak ziskali
uspokojivy tvar vysledného rozdelenia, centrovany priblizne na hodnotu S; = 2583.57 s rozumnou
disperziou.

Pre zachovanie robustnosti optimalizcie sme vSak aj pri GB2 rozdeleni pouzili sief Startovacich
bodov, pricom jednotlivé Startovacie hodnoty parametrov £ € {a, b, p, ¢} sme generovali z rozdelenia
U(0.5¢,1.5¢). Na obrazku 10 st vysledné GB2 RND funkcie pre 10 takto vygenerovanych réznych
Startovacich bodov. Nasleduje takisto tabulka 4 §tartovacich bodov, vyslednych optimalnych hodnot

parametrov a optiméalnej hodnoty tcelovej funkcie pre jednotlivé optimalizacie:

121 : :
Startovacie body optimalizacie
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= 24716538  4867.8223 27.96264  31.421085
% 061 —2.2915454  3050.9901 10.00323  33.541168
I3 — 14477969  4308.7957 25.01633  59.112783
——2.1294224 44549751 13.787019  55.235668
0.4k — 1.1449337  1837.2504  25.062271  32.069208
0.2 b
0 | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
S(T)

Obr. 10: Vysledné optimalne hodnoty GB2 rozdelenia pre viacero Startovacich bodov s pouzitim

deterministickej optimalizécie.

Pri uvedenom postupe sa nam teda opit potvrdila konzistentnost optimalizaénej funkcie fminse-
arch. Pocet Startovacich bodov 10 sa takisto javi ako dostatoény, ked'ze rozdiely medzi vyslednymi
RND nie st velmi velké a s vynimkou troch funkeif sa ndm opit vytvoril ”zhluk”vyslednych, velmi po-
dobnych RND. Z uvedenych RND, ktoré mame k dispozicii, vyberieme ti najlepsiu opit na zédklade
optimalnej hodnoty tcelovej funkcie dosiahnutej pri danej optimalizacii: v nasom pripade sa jednd
o siedmu optimalizdciu (hodnota tcelovej funkcie 6.250). Vsimnime si vSak, ze napriek tomu, zZe
vysledné RND st si velmi podobné, jednotlivé parametre a, b, p, ¢ vykazuji pomerne vyrazni vzajomni
odlignost. To vsak nie je znepokojivy fakt, kedze réznymi kombindciami tychto §tyroch parametrov

sme zrejme schopni dosiahnut kvalitativne podobné zovieobecnené Beta-2 rozdelenia.
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# | torarr DVSTART DPSTART 4START | e¢opp boPT  DPOPT  qOPT | fmin
1 2.63 3737.34 21.74 48.03 1.53 2901.6 39.24 47.49 8.798
2 2.73 2031.47 20.68 56.47 1.87 1836.5 39.55 21.56 7.941
3 1.70 4516.17 27.57 26.74 1.46 3189.0 40.83 56.18 8.897
4 2.65 3191.90 16.23 53.16 1.95 2069.9 32.25 21.51 8.172
5 2.84 2749.41 23.94 56.23 1.26 2194.6 69.21 57.21 8.398
6 2.47 4867.82 27.96 31.42 1.52 3088.2 38.28 50.82 8.886
7 2.29 3050.99 10.00 33.54 3.60 1596.2 21,17 4.31 6.250
8 1.45 4308.79 25.02 59.11 2.03 1747.3 36.80 17.29 7.722
9 2.13 4454.98 13.79 55.24 1.52 5702.6 29.27 98.01 9.676
10 1.44 1837.25 25.06 32.07 1.77 2047.7 38.77 26.33 8.200

Tabulka 4: Startovacie body a optimalne hodnoty parametrov deterministickej GB2 metédy.

Na rozdiel od DLN metédy sme vSak boli schopni otestovaf aj vykonnost stochastickej optima-
lizatnej metédy - simulovaného zihania. V tomto pripade bol ¢as potrebny na vypocet optimélnych
parametrov relativne kratky, aj ked priblizne dvojnasobny oproti ¢asu potrebnému pre funkciu ” fmin-
search”. Pre porovnanie teda takisto uvddzame vysledok rovnakej procediry (t.j. vygenerovania desia-
tich startovacich bodov rovnakym sposobom a néaslednej optimalizdcie), s tym rozdielom, ze namiesto

deterministickej metédy pouzijeme stochastickd procediru ”simulannealbnd”:

Lar T T

Startovacie body optimalizacie

12r —— 11700834  2505.8129  13.949815  53.405741
—— 25430615  2656.435 18.239098  35.621081
——1.0664809  2369.7088  28.705577  25.404555
— 2344628 3696.3267 26.375439  27.598164
——2.3310574  2931.2584  19.533343  39.555927

~ 08 23834296  3768.0411  18.097163  35.040983
£ — 11196393 4004.368  13.935621  59.826918
% ——2.0953372  4578.4047  17.355622  43.501451
08 — 1601658 2187.8801 20.281864  30.438562
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Obr. 11: Vysledné optimalne hodnoty GB2 rozdelenia pre viacero Startovacich bodov s pouzitim

stochastickej optimalizdcie (simulovaného zihania).

Na obrézku 11, resp. tabulke 5 vidime, Ze v tomto pripade vysledky optimalizacii nie st az tak
konzistentné, ako pri deterministickej optimalizdcii. Vykreslenie funkcie dokonca zlyhalo v troch z de-
siatich optimalizacif (€. 1,2,9). Ostatné vysledné RND st tvarovo pomerne podobné, aviak na pohlad
si medzi nimi rozdiely vyraznejsie ako pri pouziti{ ”fminsearch”. Pri¢inami si ako komplexnost a
numerickd zlozitost téelovej funkcie, tak aj stochastickost zahrnutd v optimalizaé¢nom algoritme si-
mulovaného zihania, ktory sme na vypocet vyslednej RND pouzili.

Vysledna GB2 RND ziskand deterministicky sa vSak od tej ziskanej stochasticky 1{3i vemi mierne,

obe tieto funkcie s na obrizku 12 vlavo. Potvrdzuje to aj vyslednd optimalna hodnota uéelovej
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# | esrarr VSTART DSTART 4START | eopp boPT  POPT dqoOPT fmin
1 1.17 2505.81 13.95 53.41 Inf 2515.7 21.69 51.16 4994.9
2 2.54 2656.44 18.24 35.62 Inf 2664.1 87.53 58.34 6876.7
3 1.07 2369.71 28.71 25.40 1.71 2372.0 36.15 31.84 8.49
4 2.34 3696.33 26.38 27.60 2.72 3687.7 35.82 94.09 370.4
5 2.33 2931.26 19.53 39.56 1.73 2956.3 30.24 38.7 8.92
6 2.38 3768.04 18.10 35.04 3.21 3782.3 8.70 29.10 52.32
7 1.12 4004.37 13.94 59.83 1.56 4009.8 27.57 55.17 48.91
8 2.09 4578.40 17.36 43.50 1.79 4569.8 15.14 42.03 463.6
9 1.60 2187.88 20.28 30.44 Inf 2210.8 4.35 65.57 13936
10 1.96 2077.36 10.68 48.97 2.77 2042.1 18.24 10.02 7.97

Tabulka 5: Startovacie body a optimalne hodnoty parametrov stochastickej GB2 metédy (simulo-

vaného zihania).

funkcie, ktora bola pre deterministickii metédu rovné 6.250 a pre stochastickii metédu 7.97. V oboch
pripadoch viak z hladiska déelovej funkcie GB2 metéda poskytovala horsie fitovanie dat oproti DLN
metdde, ked'ze v jej pripade sme dosiahli hodnotu uéelovej funkcie iba 4.5050. GB2 metdéda sa viak z
hladiska tvaru vyslednej RND ukdzala byt robustnejsia vzhladom na rozdielne tvary wolatility smile
v away-from-the-money pozicidch, o mdme moznost vidief aj na nasledovnom obrazku. V d’algich
vypoétoch budeme pouzivat aj v pripade GB2 metédy deterministickd optimalizéciu.
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Obr. 12: Porovnanie vyslednych GB2 rozdeleni ziskanych deterministickou a stochastickou optima-
lizaénou procedirou (vlavo) a porovnanie volatility smile povodnych cien call opcii a modelovanych

cien call opcif podla vysledného deterministického GB2 rozdelenia (vpravo).

Podobne ako pri DLN metdde, aj v tomto pripade sme schopni ziskat volatility smile implikovany
nasou odhadnutou GB2 rizikovo-neutralnou pravdepodobnostou a to s vyuzitim vztahov (14), kde za
parametre a, b, p, ¢ dosadime nami vypocitané optimalne parametre. Takyto volatility smile je spolo¢ne
s pévodnym zobrazeny na obrazku 12 vpravo.

Na zaklade porovnania uvedenych wolatility smile funkcii vidime, ze GB2 RND implikuje kle-
sajuci wvolatility smile, bez rasticej Casti na zaciatku spektra realiza¢nych cien, ako tomu je pri naSich
povodnych datach. Téato skutocnost sa odzrkadluje na tom, Zze graf vyslednej RND ziskanej GB2
metédou neporusuje v uvedenom intervale realizaénych cien zvonovity tvar funkcie, narozdiel od DLN
hustoty pravdepodobnosti, kde sme mohli pozorovat isté zahrbolatenie. MoZeme teda usidit, ze GB2

metdda je menej citliva na takéto disturbancie zdrojovych dat.
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2.6 SIV metéda

Pripomerime si minimaliza¢ni tlohu (19), pomocou ktorej ziskame vyhladzovaci splajn interpolujuci

v priestore delta-implikovana volatilita:
N 9 0o
. ) SR A VA . " 2
Irgn)\ ;:1 Vi (IVZ IVZ(@)> + (1= [m f(z,0)%dx

kde © je matica parametrov prirodzeného kubického splajnu f, IV; si pozorované implikované vo-
latility, I V; (©) si implikované volatility modelované pomocou splajnu s parametrami ©. Jednotlivé
odchylky pozorovani si vazené hodnotami v;, ktoré zodpovedaji vegam jednotlivych opcii. Druhym
¢lenom ucelovej funkcie je tzv. miera zakrivenia splajnu. Parameter (1 — A) uréuje vdhu priradent
penalizécii za zakrivenie splajnu. Cim je tento parameter v&csi (teda ¢im je A mensie), tym menej je
vysledny splajn zakriveny, avSak tym horsie aproximuje ziskané hodnoty implikovanych volatilit.

Na obrazku 13 je ilustrovany volatility smile nasej série opcii spolu s prislusnymi hodnotami v;, a
to ako v priestore realizaénd cena - implikovand volatilita (vega), tak aj v priestore delta - impliko-
vané volatilita (vega). Samotni interpolaciu je podla Malza (1997) vyhodnejsie vykondvat v druhom
spominanom priestore, ked’ze tdto spdsobi, Ze opcie v near-the-money pozicii maji pri vypoéte splajnu
vacsiu vahu, a to aj vdaka prevaZeniu hodnotami vega, tak aj tym, Ze tato transformécia umiestni
takéto opcie d'alej od seba.
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Obr. 13: Volatility smile spolu s hodnotou vega v priestore realizaénd cena/implikovand volatilita

(vega) - vpravo a delta/implikovana volatilita (vega) - vlavo.

Vidime, Ze opcidm v near-the-money pozicii, ktoré si na oboch obrdzkoch v strede (vlavo je
hodnota at-the-money zndzornend zvislou ¢iarou a vpravo je at-the-money totozna s hodnotou A =
0.5), st pri vypocte splajnu priradené najviicsie véhy.

Samotny vypocet prirodzeného kubického vyhladzovacieho splajnu je implementovany v Matla-
bovskom baliku Curve Fitting Toolbox v procedire ”csaps”. Je tu mozné takisto priradit vektor
véah jednotlivym pozorovaniam. Samotnu interpolaciu wvolatility smile vykondme na mnozine A €
(0;0.001;...;0.999; 1).

Poslednym parametrom, ktory pred spustenim interpoldcie treba uréit, zostdva teda parameter A

urcujici penalizéciu zakrivenia splajnu. Volba tejto hodnoty nie je jednoznaén4. Bliss a Panigirtzoglou
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(2001) navrhuji zvolit hodnotu A = 0.99 a zaroven uvddzaju, Ze vyslednd RND nie je pre hodnoty
A € (0.99,0.9999) prilis citliva.

My sme vyskusali viacero hodnét parametra A € {0.1,0.2,...,0.9,1} , rovnako ako hodnotu
AMATLAB, ktord Matlab pouzije v pripade, ze hodnota nie je manudlne zadand, ako najvhodnejsiu
hodnotu na zaklade algoritmu, ktory uvazuje vzdialenosti medzi jednotlivymi pozorovaniami. Pre

hodnotu Apyrarrap plati:
1

h37 (

AMATLAB =

kde h je priemernd vzdialenost susednych hodnét (v zmysle x-osi) vstupnej vzorky dét.

Na, obrizku 14 vlavo st zobrazené vysledné splajny pre viacero hodndt parametra A, ako aj pre
Matlabovski predvolend hodnotu Ayrarrap (prerusovand ciara). To, akd hodnota je teda optimélna,
urc¢ime na zaklade vyslednej RND. Po spatnom prevedeni splajnu do priestoru realiza¢na cena - call
pricing function, dvojndsobnom zdiferencovani a vyndsobeni diskontnym faktorom (vyuzivajic tak
vztah (2) ) sme ziskali jednotlivé RND zobrazené na obrazku 14 vpravo.

0.22 T T T T 14

0.21F 1.2y

0.2

o

o

©
T

0.8

a(s(m)

o
o
©

0.6

Implied Volatility

o
g
=]

0.4

- - -0.99837| |

o
o
o

0.2

o
o
o

0 f I I I I I I
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000 3200 3400 3600
Delta S(T)

Obr. 14: Interpolécia prirodzenym splajnom pre rézne hodnoty vyhladzovacieho parametra A (vlavo)
a zodpovedajtce rizikovo-neutrdlne pravdepodobnosti (vpravo). Prerusovanymi ¢iarami je zobrazend

interpoldcia s pouzitim parametra Ap;arrAB-

Z obrazku je zrejmé, Ze ¢im viicsia hodnota A, tym sa na hladkost (v nasej ilohe sa pod hladkostou
mysl{ linearita) vysledného splajnu kladd mensie ndroky a teda tym presnejsie splajn interpoluje
nase ddta. Vidime takisto, Ze hodnota Ay arrap je velmi blizka 1, kedZe interpoluje data presnejsie
ako splajn zodpovedajici A = 0.9. Vysledné RND poukazujui na skuto¢nost, ze nie si prili§ citlivé
na hodnoty A € (0, 1), ked'Ze medzi nimi nastavaji iba relativne drobné posuny pri zmendch nami
zvolenych parametrov A. Je v8ak zrejmé, Ze na intervale A € (0.9,1) st rozdiely vyraznejsie.

Na obrézku 15 si preto znazornené interpolujice splajny a RND funkcie pre jemnejsie delenie
na tomto intervale, teda pre hodnoty A € {0.90,0.91,...,0.99,1} a takisto pre Aprarrap. Hodnota
pouzitd Matlabom pri nezadani nami zvoleného parametra A bola Ay;arrap = 0.99837. Z vysledkov
mozeme vyvodit zdver, Ze vyraznt citlivost na volbu A vykazuje SIV metéda v podstate iba pre hod-
noty A z intervalu (0.99,1). Pre hodnotu 1 vidime vyrazni podobnost s hustotou ziskanou pomocou

DLN metédy. Tato podobnost sa najviac prejavuje v zahrbolateni RND na intervale, ktory zodpovedd
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Obr. 15: Interpolécia prirodzenym splajnom pre rézne hodnoty vyhladzovacieho parametra A (vlavo)
a zodpovedajuce rizikovo-neutrilne pravdepodobnosti (vpravo). Prerusovanymi ¢iarami je zobrazend

interpolacia s pouzitim parametra Ap;arraB-

takym vstupnym datam, ktorych kvalitu sme uz viac krat spochybnili. To, Ze uvedené zahrbolatenie
je najvyraznejsie pre A = 1 a s klesajucou hodnotou sa zmiernuje, je teda sposobené tym, ze tieto ne-
kvalitné ddta pri A = 1 interpolujeme najpresnejsie. Pri zmensen{ vdhy uréujicej presnost interpoldcie
(t.j. pri zmenseni \) sa efekt nekvality dat postupne stréca.

KedZe v nasledujtcej kapitole sa budeme zaoberat postupom, ako obmedzit vplyv nekvality
vstupnych dat (ktord sa zatial do urcitej miery nachddza aj v nasich datach), v dalgich vypoctoch
budeme pouzivat pri ziskavani SIV RND hodnotu vyhladzovacicho parametra A = AyjarraB-

Doélezitym zaverom vsak je, Ze pokial si nie sme ist{ kvalitou vstupnych dét a nechceme sa zaoberat
ich filtraciou, SIV metéda je velmi vhodnou metédou, nakolko volbou vyhladzovacieho parametra
vieme jej citlivost vzhladom na nekvalitu vstupnych dat obmedzit. V nasom pripade by vhodnou bola
zrejme jedna z hodnot A = 0.99, ApsarraB. Dalsou vyhodou SIV metédy je samozrejme aj to, ze sa
jedna o neparametricki metddu, a teda tvar vyslednej RND nie je vopred nijako obmedzeny a zavisi

vysostne od wvolatility smile uvazovanej opénej série.

2.7 GARCH metoda

Po ziskani viacerych odhadov rizikovo-neutralnych pravdepodobnosti sa zameriame na odhad redlnej
pravdepodobnosti ceny podkladového aktiva v Case expirdcie opcii. Na jej odhad uz nepouzijeme ceny
opcii, ale ¢asovy rad cien podkladového aktiva z minulosti.

N&s postup bude nasledovny: z ¢asového radu dennych cien podkladového aktiva ziskame vektor

S,
rtzln(Sttl) t=1,...,n,

ktory pouzijeme na odhad parametrov GARCH(1,1) modelu so Studentovym-t rozdelenim rezidui s

logaritmickych vynosov ako

poctom volnosti v. Dévodom na pouZitie tohoto rozdelenia je vyssie spomenuty fakt, Ze rozdelenie
’ 2 . . e v v ’ ~ . 7’ z. 7 ) e
vynosov aktiv v drvivej vécsine pripadov nekoresponduje s normdalnym rozdelenim, ale ma tazsie

chvosty, ktoré je schopné Studentovo-t rozdelenie s vhodne zvolenym poétom stupiiov volnosti v
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popisat lepsie. Pre Studentovo-t rozdelenie plati, Ze konverguje k normalnemu rozdeleniu pre v — oo.
Cim je hodnota parametra v mensia, tym ma rozdelenie tazsie chvosty. V praxi plati, ze Studentovo-
t rozdelenie s parametrom v > 20 je takmer totozné s normalnym rozdelenim. Specifikdcia tohoto

modelu je nasledovna:

re =+ 2

2z = 0.6, €; ~ Student — t(v) (35)

2 _ 2 2
o =w+ay;_, + Bo;_4

Ak pre ndhodné disturbancie €; plati, ze pochddzaji zo Standardizovaného Studentovho-t rozdele-

nia s v stupiiami volnosti, potom pre vektor vynosov plati:
Tt = U+ 2t = U+ Ot€q,

a teda r; pochddza zo Studentovho-t rozdelenia s v stupiiami volnosti, priemerom p a $kdlovacim
parametrom oy.

Spolo¢ne s odhadom parametrov w, «, 3 GARCH(1,1) modelu odhadneme takisto (pomocou me-
t6dy maximélnej vierohodnosti - mazimum likelihood estimation) najvhodnejsiu hodnotu parametra
v udavajiiceho poéet stupiiov volnosti Studentovho-t rozdelenia. Na to, aby sme mohli model pouzit,
teda potrebujeme vyriesif este problém urcenia spravnej deky historického ¢asového okna pouzitého
na odhad uvedenych parametrov, t.j. ¢isla n.

Na obrdzku 16 je graf historickych vynosov indexu Eurostoxx-50 od 1. janudra 2008 po si¢asnost

(t.j. po 17. septembra 2012):
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Obr. 16: Vynosy akciového indexu Eurostoxx-50 (SX5E) pocas obdobia 1. 1. 2008 - 17. 9. 2012.

Zvislymi ¢iarami st zvyraznené dni zodpovedajice 1,2,3 a 4 rokom pred sti¢asnostou.

Zvislymi ¢iarami st zvyraznené dni zodpovedajice 1,2,3 a 4 rokom pred stcasnostou, ¢ize z grafu

st dobre &itatelné vynosy pocas jednotlivych ¢asovych okien. Intuiciou je, ze volba ¢asového okna
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jedného roku sa nam zd4 nesprdvna, ked'ze toto okno nie je dostatoéne velké na to, aby rozumne
zachytilo volatility clustering vynosov, ktory je z tohto grafu zrejmy. Zaujimat nds preto budd najméi
odhady redlnej pravdepodobnosti pre Stvorrocné, trojrotné a dvojro¢né casové okno. Takyto postup
(t.j. ”heuristickd” analyza grafu vynosov pocas dlhsiecho obdobia) odporiéame vo vieobecnosti, ked'ze
¢asto najmi pohlad na graf vynosov sta¢i na zvolenie rozumného &asového okna, pricom takisto
netreba zabudnut, ze dizka tohto okna zavisi aj od casu do expirdcie T' (v naSom pripade pol roka).
Vo vieobecnosti je vhodné zvolif ¢asové okno zodpovedajiice niekolkonasobku ¢asu do expiracie 7T

Na obrazku 17 si vysledné redlne pravdepodobnosti ziskané odhadom GARCH modelu pre styri
rozne ¢asové oknd, generovanim dostatoéne velkého (10 000) poctu simuldcii vyvoja ceny podkla-
dového aktiva do ¢asu expirdcie opcii a naslednym vyhladenim histogramu tychto hodn6t pomocou
funkcie "ksdensity”. Ziskané funkcie takisto treba predelif ich integrdlom, aby skutoéne predstavovali
pravdepodobnostni hustotu.
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Obr. 17: Subjektivne (redlne) hustoty pravdepodobnosti pre akciovy index Eurostoxx-50 (SX5E) pre

rozne obdobia pouzité na odhad parametrov GARCH modelu.

Parameter 1 rok 2 roky 3 roky 4 roky
w 1.67e-06 2.95e-06 3.97e-06 4.98e-06
o 0.9333 0.9135 0.9122 0.9048
B 0.0582 0.0782 0.0719 0.0733
v 5.3195 6.8922 6.3947 7.7139
offset (u) 0.0001 -0.0002 -0.0002 0.0001

Tabulka 6: Maximum likelihood odhady jednotlivych parametrov GARCH modelu pre rozne éasové

okna.

Tabulka 6 takisto sumarizuje vysledné hodnoty parametrov GARCH modelu, ktorym sme tieto
realne pravdepodobnosti modelovali. Vidime, ze prakticky vSetky ¢asové oknd, medzi ktorymi sme
sa rozhodovali, implikuju kvalitativne podobné odhady redlnej pravdepodobnosti. Najviac sa od os-
tatnych 1isi jednoroéné ¢asové okno, ktoré poskytlo vysledni hustotu pravdepodobnosti mierne po-
sunutd kladnym smerom. KedZe uz z grafu historickych vynosov sme za vhodné toto obdobie ne-
povazovali, zo zvysnych troch sme sa v tomto pripade rozhodli za nas finalny odhad redlnej pravde-

podobnosti zobrat ten, ktory vznikne pri pouziti trojroéného éasového okna, &ize n = 3 * 252 = 756.
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2.8 Porovnanie vyslednych hustot pravdepodobnosti

Odhadom realnej pravdepodobnosti sme tak ziskali aj posledni hustotu pravdepodobnosti. Obrazok 18
pre porovnanie zobrazuje vSetky rizikovo-neutrdlne pravdepodobnosti (Black-Scholes, DLN, GB2, SIV)
ako aj redlnu pravdepodobnost ziskani pomocou GARCH modelu (zvislou ¢iarou je znézornend hod-
nota podkladového aktiva v sticasnosti, t.j. S;). Tabulka 7 sumarizuje vybrané statistiky (ocakavand
hodnota, standardnd odchylka, Sikmost, $picatost (excess kurtosis)) ndhodnych premennych Sz, ktoré
pochadzaju z jednotlivych rozdeleni.

Prva vec, ktord je zrejma, je fakt, Ze subjektivna pravdepodobnost mé v porovnani so vietkymi
rizikovo-neutralnymi pravdepodobnostami podstatne tazsie chvosty, ¢o sa prejavilo ako na hodnote
standardnej odchylky (priblizne dvojndsobnd v porovnani s ostatnymi metédami), tak aj na jej
Spicatosti. Lahsie chvosty vSetkych rizikovo-neutralnych pravdepodobnosti si zrejme implikované ce-
nami opcif, ktoré boli na odhad jednotlivych hustot pouzité, zatial ¢o pri odhade redlnej pravdepodob-
nosti sme pouzili len éasovy rad historickych cien podkladového aktiva. Tazsie chvosty si désledkom
relativne nizkeho stupiia volnosti Studentovho-t rozdelenia, z ktorého sme generovali disturbancie pri
simulacidch vyvoja ceny do ¢asu expiracie opcii.

Ak sa sustredime len na porovnanie rizikovo-neutralnych pravdepodobnosti medzi sebou, mozeme
si véimnut, Ze v porovnani s Black-Scholesovym lognormalnym rozdelenim st vietky ostatné hustoty
mierne zoSikmené dolava. Je to zrejme désledok tvaru wolatility smile, ktory (aZ na zaciatok grafu)
je klesajticou funkciou, zatial ¢o Black-Scholesov model predpokladd konstantni funkciu. Pre jeho
tvar je takisto vhodnejsie volatility smile nazyvat volatility smirk. Mozeme si takisto v&imnit mierne

zahrbolatenie v okol{ hodnoty St = 2100, ktoré sa prejavilo najmi na DLN a SIV hustotach.
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Obr. 18: Z&avereéné porovnanie jednotlivych rizikovo-neutralnych pravdepodobnosti, ako aj sub-

jektivnej pravdepodobnosti.
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Metéda Ocakavana hodnota  Standardna odchylka  Sikmost Spicatost (excess kurtosis)
Black-Scholes 2592.6 306.7 0.3565 0.2268
DLN 2592.3 346.6 0.0154 -0.3744
GB2 2583.6 347.8 0.1592 0.0704
SIvV 2466.8 261.1 0.1120 -1.2302
Real-World 2587.2 848.08 0.5003 0.6743

Tabulka 7: Statistické vlastnosti vyslednych pravdepodobnostnych rozdeleni.

2.9 Porovnanie vyslednych funkcii relativnej averzie voci riziku

Na zaver procedury este pre kazdu z vyslednych rizikovo-neutralnych pravdepodobnosti vypocéitame
na zaklade vztahov (30), resp. (31) funkcie relativnej averzie reprezentativneho investora (v nasom
pripade trhu) voéi riziku. Tieto funkcie st zobrazené na obrdzku 19, vlavo pre kompletny definiény

obor parametrickych RND, vpravo pre hodnoty Sy € (min K;, max K;).
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Obr. 19: Porovnanie funkcii relativnej averzie voéi riziku pre jednotlivé rizikovo-neutralne pravdepo-

dobnosti.

Vidime, Ze na intervaloch (0, min K;), (max K;, 5500) je interpretdcia vyslednych funkcif problema-
tic4, o je zrejme sposobené tym, ze zatial ¢o redlna pravdepodobnost na tychto intervaloch nadobtda
nenulové hodnoty, rizikovo-neutrdlne pravdepodobnosti st takmer nulové. Ked'ze rizikovo-neutrélne
pravdepodobnosti pocitame roznymi metédami na zaklade cien call opcii, stistredime sa na inter-
pretaciu rizikovej averzie na intervale medzi minimalnou a maximélnou realiza¢nou cenou, ktoré sme
pre dand opénu sériu mali k dispozicii.

Funkcie na tomto intervale s zobrazené na obrazku vpravo. Mozno pozorovat, ze pre kazdi RND
je funkcia porovnatelne rastica, z coho mozno vyvodit zéver, Ze investor pri naraste svojho bohatstva
znizi vahu investicie do rizikového aktiva a presunie ¢ast prostriedkov do bezrizikového aktiva, &o

znaci jeho averziu k riziku.
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2.10 Druha filtracia dat

Ked'Ze vo velkej vii¢sine pripadov sa instittcie a investori pri vypoé¢toch rizikovo-neutrdlnych pravde-
podobnosti nezaujimaju iba o jednu sériu opcii pre jeden datum ich expiracie, ale skimaju vyvoj a
zmeny tychto funkcif v éase, éasto pre velké mnozstvo opénych sérif, na takéto postupné sledovanie
vypoétov v kazdom kroku nemaji prostriedky. Obzvlast skimanie kazdého jedného wvolatility smile a
nésledné manudlne odstranenie (z hl'adiska kvality) nevyhovujicich opcif za iéelom predidenia distur-
bancii vo vyslednych hustotach je pri velkom mnozstve dét problémom, ktory si Ziada zaviest uréiti
automatizaciu. Preto v tejto ¢asti uvedieme jednoduchy algoritmus, vyvinuty nami v priebehu pisania
tejto diplomovej prace. Osvedéil sa ndm ako vhodny z hladiska automatickej filtracie nevyhovujicich
opcif pre velké mnozstvo rozliénych opénych sérif.

Vychadzat budeme zo splajnu interpolujiceho data v priestore delta/implikovand volatilita, ktory
zéroven pouzivame na vypocet RND pri neparametrickej SIV metéde. Ked'Ze sa jednd o vyhladzovaci

splajn, nase data neinterpoluje presne, ale s urc¢itymi odchylkami:
impl
e = |o;"" — f(Ki)l, (36)

kde f(K;) je hodnota vyhladzovacieho splajnu ziskaného riesenim minimalizacie (19) v bode K; a Ufmp !
je hodnota implikovanej volatility prislichajicej opcii s realizatnou cenou K;. Tieto odchylky sa pre
rozne opcie lisia. Ked'Ze za data najviac nachylné ku nekvalitdém povazujeme away-from-the-money
opcie a vd aka konstrukcii splajnu sa na interpolaciu tychto opcif kladie najmensi doraz, moézeme pred-
pokladaft, Ze hodnota ¢; je uréitou mierou nekvality opcie. Opcie, ktorym prislichaji velké hodnoty e;,
sa zrejme najviac odchyluji od hladkych tvarov volatility smile, ktoré sa splajnom snazime napodobit.

Po preskiimani histogramov hodnot e pre viacero opénych sérif pre rozne podkladové aktiva sme
za najvhodnejsie kritérium filtracie opcii zvolili nasledovné: z nasich zdrojovych dat po vykonani prvej
interpoldcie splajnom (19) odstréanime tie opcie, pre ktoré plati:

= loi™ — F(ED| > o Tar(e), (37)

teda odstranime opcie, ktorych implikované volatility sa od tych interpolovanych liSia o viac ako
polovicu standardnej odchylky vsetkych hodnét €. Dalej takisto odstrénime opcie, ktoré takymto
postupom zostali 6samotené”, t.j. pre ktoré plati, Ze obe susedné opcie boli v predchadzajicom kroku
odstranené. Dovod takéhoto kritéria je ten, Ze velka viicsina hodnot e; mé zvyEajne podobne nizke
hodnoty, az na zopar opcii, ktoré mézeme nazvat aj outliermi danej opénej série. Cielom je teda z
analyz odstranit prave takychto outlierov.

Pre filtrované data potom opit vypoé&itame novy vyhladzovaci splajn, ktory nasledne pouZzijeme
pre odhad RND pomocou SIV metédy. Pre oba vyhladzovacie splajny pouzijeme za vyhladzovaci
parameter hodnotu A = Apyarrap, dokladne popisant vyssie.

tll

Na obrazkoch 20, 21 a 22 je zobrazena nasSa filtracia povodnych dat **, spolu s histogramom

odchylok €; a vysledné funkcie rizikovo-neutralnych pravdepodobnosti, redlnej pravdepodobnosti a

117a povodné dita v tejto casti povazujeme déta, ktoré uz podstipili prvotni filtraciu (t.j. odstranenie opcif, pre

ktoré sa nepodarilo vypoéitat implikovant volatilitu a odstranenie opcii s realizaénou cenou mensou ako %St).
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relativnych averzif voéi riziku pre takto upravené déta. Statistické vlastnosti jednotlivych hustot prav-

depodobnosti potom sumarizuje tabulka 8.
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Obr. 20: Filtracia opcii pomocou vyhladzovacieho splajnu a histogram odchylok ¢; pre tito filtraciu

spolu s kritickou hodnotou %w/Var(e).
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Obr. 21: Zaveretné porovnanie jednotlivych rizikovo-neutralnych pravdepodobnosti, ako aj sub-

jektivnej pravdepodobnosti po filtracii dat.
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Obr. 22: Porovnanie funkcii relativnej averzie voéi riziku pre jednotlivé rizikovo-neutralne pravdepo-

dobnosti po filtracii dat.
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Metéda Ocakavana hodnota  Standardna odchylka  Sikmost Spicatost (excess kurtosis)
Black-Scholes 2592.6 306.7 0.3565 0.2268
DLN 2592.6 347.2 -0.0309 -0.3057
GB2 2583.6 349.7 -0.1769 0.0179
SIvV 2416.9 311.9 -0.0925 -2.9095
Real-World 2592.5 761.1 0.5761 1.0893

Tabulka 8: Statistické vlastnosti vyslednych pravdepodobnostnych rozdeleni po filtracii dat.

N4s filtra¢ny algoritmus teda z pévodnej opénej série odstranil celkovo 5 opcii, z toho 3 zodpovedali
problematickej casti zaciatku spektra realizacnych cien. Pre takto upravené déta sme zaznamenali
oproti povodnému pripadu niekolko zmien vo vyslednych RND hustotdch: RND ziskans metédami
DLN a SIV je vyrazne hladsia v tom zmysle, Ze uZ% nemoZno pozorovat vyrazné zahrbolatenie v
okoli S = 2000. Toto povazujeme za tspech nasho algoritmu, nakolko uvedené zahrbolatenia sme
nepovazovali za relevatntny zaver vyplyvajici zo situdcie na trhu, ale za disturbancie spésobené ne-
kvalitou dat. Vidime takisto, Ze parametrické metédy, t.j. DLN a GB2 vyprodukovali velmi podobné
rizikovo-neutralne pravdepodobnosti, ¢o mozno pozorovat aj na hodnotach jednotlivych centralnych
momentov rozdelen{ uvedenych v tabulke. Hustota ziskana SIV metédou je aj nad alej mierne posunutd
vlavo, a disponuje o nie¢o mensou hodnotou §tandardnej odchylky. Dévodom bude zrejme fakt, ze
SIV metéda neobsahuje implementaciu ohrani¢enia na forwardovi cenu podkladového aktiva, ktoré je
zahrnuté v optimalizacidch parametrickych metdd (9), resp. (17). Skutoéne, z uvedenej tabulky mozno

pozorovat Ze oakavand hodnota RND sa v pripade DLN metddy presne rovné forwardovej cene:

Epin[Sr] = Sie™" = 2583.6e2907+05 — 95926 (38)

Toto ohranicenie nie je dokonale dosiahnuté v GB2 metdde, av8ak zapriciniuje to, ze otakavand
hodnota RND m4 tendenciu blizit sa tejto hodnote a teda m4 vplyv na tvar a umiestnenie vyslednej
RND.

Co sa tyka zmien vo funkcidch relativnej averzie voéi riziku, mozno z nich vyvodit velmi podobné
zévery ako v predchddzajicom pripade. Mozno avsak pozorovat vicsiu hladkost funkcii zodpove-
dajucich DLN a SIV metédam, ¢o je samozrejme sposobené zmenou tvaru danych hustot.

V dalsich vypoétoch teda budeme zakaZdym nasledovat postup podrobne obsiahnuty v tejto ka-
pitole. Vsetky metédy a algoritmy popisané vyssie (ako implementdcie jednotlivych optimalizdcii,
tak aj jednotlivé filtracie ddt) maji za nésledok pomerne dobrii robustnost vysledkov voéi outlierom
sposobenych nekvalitnymi pozorovaniami, ktora vSak nema za nasledok znizenie presnosti a kvality
vyslednych rizikovo-neutralnych pravdepodobnosti.

Na zaver vSak povazujeme za potrebné zdoraznit, Ze aj napriek tomu, ze uvedeny filtraény algo-
ritmus vzdy zmierniuje neziadice dosledky nekvality dat, v niektorych pripadoch (ako napriklad nami
uvazovand opénd séria v tejto kapitole) dokonca vyrazne, nie zakazdym sa uvedené problematické
opcie podarf vsetky odstranif. Z4visi to najmi na tvare volatility smile, a to nielen v problematickej
oblasti realiza¢nych cien, ale v celom ich spektre. NajcitlivejSou metédou sa v tomto zmysle ukazala

byt DLN metdda.
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Ako priklad uvddzame opénu sériu SX5E zo dia 5.11.2012, maturujicu 20.12.2013 (7' = 1.18).
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Obr. 23: Rozdiely medzi DLN RND pred a po aplikacii nasho filtra¢ného algoritmu (vlavo) - priklad,
kedy sa hrbolatost DLN RND nepodari tiplne odstranit. Vpravo porovnanie vyslednych RND po

aplikacii nasho filtra¢ného algoritmu.

Na obrazku 23 vlavo vidime, ako sa zmenila vyslednd DLN RND po aplikécii filtra¢ného algoritmu.
Aj ked sa uvedent bimodalitu podarilo vyrazne zmiernit, tvar DLN RND sa aj tak podstatne lisi od
hustot ziskanych ostatnymi metédami, o mozno pozorovat na obrazku 23 vpravo. Takyto vysledok
mo7no pozorovat $pecidlne pre opéné série s dlhsim Gasom zostdvajicim do expirdcie. Pod dlhsim
casom rozumieme hodnoty 7' > 0.5 roka. Pre opéné série maturujice skor ako o pol roka nas filtracny
algoritmus vsak velmi efektivne odstraiioval takito "zvlastnost” RND funkcii.

Pri odhadovan{ rizikovo-neutralnych pravdepodobnosti pre velké mnoZstvo opénych sérif sa viak v
mnohych pripadoch vyvodzuju zavery nie z tvarov tychto hustot, ale z hodnét distribuénych funkcii z
nich vyplyvajtcich. Vi&sinou nds zaujimaju intervaly spolahlivosti pre rézne drovne pravdepodobnosti,
a teda skiimame skor kvantily vyslednych rozdeleni. Na kvantilovej irovni sa vSak takéto disturbancie
neprejavia v rozhodujicej miere, ked'ze obsah plochy pod problematickym intervalom byva v porovnani

so zvyskom funkcie relativne maly.
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3 Aplikacia metéd na realne trhové data

3.1 Opcie s réznou maturitou

V tejto ¢asti budeme skiimat sprdvanie sa odhadnutych RND pre opéné série emitované v ten isty
den, ale pre roznu maturitu opcii, ¢ize pre rozne T. K dispozicii sme mali ceny eurépskych call opcii
na akciovy index Eurostoxx-50 maturujice v marci, juni, septembri a decembri roku 2013. Opcie pre
tento akciovy index maturujui vzdy v treti piatok v danom mesiaci. V nasom pripade sa teda jednalo
o nasledovné casy expiracie: 15.3.2013, 21.6.2013, 20.9.2013, 20.12.2013.

7 dovodu dostupnosti dat sme uvazovali opcné série pre 5 roznych dni, od zaciatku oktébra 2012
po zaciatok februara 2013, vzdy s krokom jedného mesiaca, ¢ize ceny opcii pochadzaju z nasledovnych

dni: 3.10.2012, 5.11.2012, 3.12.2012, 3.1.2013, 4.2.2013.
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Obr. 24: 68-percentny a 95-percentny interval spolahlivosti ceny podkladového aktiva pre opcie emi-

tované dna 3.10.2012, expirujice v marci, jini, septembri a decembri 2013.
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Obr. 25: 68-percentny a 95-percentny interval spolahlivosti ceny podkladového aktiva pre opcie emi-

tované dna 5.11.2012, expirujice v marci, jani, septembri a decembri 2013.

Na obrdzkoch 24 a7 28 si zobrazené ¢asové vyviny 68-percentnych (vlavo) a 95-percentnych
(vpravo) intervalov spolahlivosti ceny podkladového aktiva SX5E v Easoch maturity nami uvazovanych

Styroch opénych sérif pre kazdy den (t.j. zvislé ¢iary grafov zodpovedaju ¢asu emitovania opcnej série a
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Obr. 26: 68-percentny a 95-percentny interval spolahlivosti ceny podkladového aktiva pre opcie emi-

tované dna 3.12.2012, expirujice v marci, jini, septembri a decembri 2013.
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Obr. 27: 68-percentny a 95-percentny interval spolahlivosti ceny podkladového aktiva pre opcie emi-

tované dna 3.1.2013, expirujice v marci, juni, septembri a decembri 2013.
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Obr. 28: 68-percentny a 95-percentny interval spolahlivosti ceny podkladového aktiva pre opcie emi-

tované dna 4.2.2013, expirujuce v marci, juni, septembri a decembri 2013.

d'alej ddtumom 15.3.2013, 21.6.2013, 20.9.2013 a 20.12.2013). Mo6Zeme z nich vyvodit niekolko zdverov:
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e Samozrejmostou je fakt, Ze ¢im dalej do budicnosti sa pozerdme, tym viicsia je naSa neis-
tota ohladom ceny podkladového aktiva, ¢o sa odzrkadluje na tom, Ze jednotlivé intervaly

spolahlivosti sa s ¢asom rozgiruju.

e Dalsou zrejmou skutocnostou je, ze subjektivne rozdelenie pravdepodobnosti ziskané GARCH
metédou je v porovnani s rizikovo-neutralnymi pravdepodobnostami vyrazne §irsie. Tato roz-
dielnost je spdsobend existenciou averzie voéi riziku. Subjektivna pravdepodobnost je zaroveii
naprie¢ jednotlivymi odhadmi pomerne stabilnd. Zmena RND teda moze byt oddvodnend aj

¢asovou zmenou rizikovej averzie.

e Pri porovnan{ jednotlivych RND pravdepodobnosti mame moznost vidiet velmi podobné vysled-
ky pre kratsie ¢asy zostavajuce do maturity opcii pre DLN a GB2 metédu. S rasticim ¢asom
tato podobnost zostéva zachovana, DLN metéda viak vykazuje vyssiu citlivost a flexibilitu, ¢o
mozno vidief najmi na druhej a tretej dvojici obrdzkov (vyrazny skok horného kvantilu medzi

marcovou, junovou a septembrovou maturitou opcif).

e Podobne ako DLN odhad sa ¢asto spraval aj odhad pomocou neparametrickej SIV metddy,
to vak plati iba pre dolné kvantily rozdeleni (v in-the-money intervale). Vyrazni odlignost
mozno badat medzi SIV metédou a ostatnymi metédami v hornych kvantiloch, kedy 68, resp.
95-percentné kvantily pre SIV RND nadobtidaji zakazdym vyznamne mensie hodnoty ako zod-
povedajice kvantily ostatnych RND. Zdévodnenie tohto spravania SIV metédy ponechavame
ako mozné rozsirenie tejto diplomovej prace. Nasou intuiciou vsak je, ze takéto spravanie stuvisi
s tym, ze SIV metdda je neparametricka a ako jedind spomedzi nami uvazovanych metéd neob-

sahuje podmienku na forwardové ohranicenie vyslednej RND.

3.2 Casovy rad opcii s fixnym ddtumom maturity

V tejto Casti sa zameriame na analyzu vyvoja rizikovo-neutralnych pravdepodobnosti s ¢asom pre
opéné série maturujice v ten isty, fixny dei. Konkrétne budeme sledovat vyvoj opcif na index SX5E
maturujicich 15.3.2013. Celkovo sme odhadli BS, DLN, GB2 a SIV pravdepodobnosti pre 21 opénych
sérii. Prvym dnom bol 23.3.2012 a poslednym 6.2.2013. Medzi jednotlivymi ditami bol ¢asovy interval
dvoch tyzdiiov. Cas zostavajiici do expirdcie opcif sa teda postupne skracoval z hodnoty 7' = 0.98 po
T = 0.10.

Jednotlivé ¢asové rady odhadov RND st na obrézkoch 29 a 30. Zavery:

e Pre vSetky metody sa ¢asovy rad odhadnutych RND sprava v silade s intuitivnymi ocakavaniami:
s ¢asom sa RND posiva v ramci osi S(T') podla toho, ako sa vyvija cena podkladového aktiva
a zaroven sa s casom vysledné RND funkcie zuzujui a tym opisuji zmensujicu sa neistotu
ohl'adom ceny podkladového aktiva v budicnosti spdsobent tym, Ze ¢as zostavajiici do tejto

fixnej budicnosti sa skracuje.

e Zatial o tvary BS hustot (ktoré si lognormaélne) sa s Easom vyrazne nemenia, zovieobecnenie

na kombinaciu dvoch lognormalnych rozdeleni, ktoré opisuje DLN metdéda, umoznuje podstatne
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Obr. 29: Casovy vyvin rizikovo-neutralnych pravdepodobnosti ziskanych metédami BS (vlavo) a DLN

(vpravo) pre opcie maturujice 15.3.2013.
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Obr. 30: Casovy vyvin rizikovo-neutralnych pravdepodobnost{ ziskanych metédami GB2 (vlavo) a SIV

(vpravo) pre opcie maturujice 15.3.2013.

vyraznejsiu flexibilitu v tvaroch RND. DLN metéda je teda schopné lepsie zachytit informéciu
plynicu z wvolatility smile, ktora sa odzrkadluje na meniacej sa sikmosti a Spicatosti RND.

Zvysenu flexibilitu mozno takisto pozorovat pre SIV metédu.

e Co sa tyka GB2 metddy, z obrazku takato flexibilita nie je vzdy o¢ividna. Pri porovnani vysled-
nych wvolatility smile implikovanych GB2 metddou vsak takisto konstatujeme zlepSenie oproti
B-S RND. Zakazdym sa zopakovala situdcia podobna tej, ktorti sme mali moznost pozorovat
vyssie na obrdazku ??. Aj ked implikovany wvolatility smile nekopiroval ten povodny s takou
presnostou ako pri DLN metdde, vzdy bolo vysledné porovnanie lepsie ako pre BS metédu (ktord
predpokladé konstantny tvar wvolatility smile. GB2 metdda je teda menej kvalitnou metédou z
hladiska goodness-of-fit, je viak rozumnym kompromisom oproti DLN metéde vd'aka robustnosti

vysledného tvaru RND vzhladom na disturbancie dat.

Pridantd hodnotu RND odhadnutych z cien opcii oproti standardnému BS pristupu mozno po-

zorovat na obrdzku 31, ktory potvrdzuje flexibilitu oboch parametrickych metéd. Vidime, Ze diia
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Obr. 31: Porovnanie BS, DLN a GB2 funkcie RND pre datum 6.7.2012. Opénd séria maturuje
15.3.2013.

6.7.2012 disponovali odhadnuté DLN a GB2 RND taziimi lavymi chvostami a takisto viésou hod-
notou Standardnej odchylky. Takyto tvar BS metéda nie je schopna zachytit, jej pouzitie by teda

poskytovalo len nekompletni informdciu ohladom o¢akavani trhu.

3.3 Casovy rad opcii s fixnou hodnotou 7T

V tejto casti sme sledovali, ako sa meni odhad RND s ¢asom, pricom zakazdym nami uvazovana opénd
séria maturovala o pol roka, ¢ize pre vSetky pripady platilo T' = 0.5. Toto sme sledovali pre tri rozne
dni, medzi ktorymi bol ¢asovy krok troch mesiacov. Konkrétne sa jednalo o nasledovné opcéné série
indexu SX5E: prva zo dna 17.9.2012, maturujica 15.3.2013, druha zo dna 21.12.2012, maturujtca
21.6.2013 a tretia zo dna 20.3.2013, maturujica 20.9.2013.
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Obr. 32: Casovy vyvin rizikovo-neutralnych pravdepodobnosti ziskanych metédami BS (vlavo) a DLN

(vpravo) pre opcie maturujice zakazdym o 6 mesiacov.

Takto odhadnuté RND st na obrazkoch 32 a 33. Zavery:

o Ked'ze vietky odhady RND sti ocistené o faktor ¢asu do expiracie (ten je vidy 6 mesiacov), zo
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Obr. 33: Casovy vyvin rizikovo-neutralnych pravdepodobnosti ziskanych metédami GB2 (vlavo) a SIV

(vpravo) pre opcie maturujice zakazdym o 6 mesiacov.

zmeny ich tvarov mozno vyvodit zodpovedajiice zmeny situdcie a nalady na (najmé eurépskom)
trhu. Pre vSetky metddy nastaly podobné zmeny tvaru medzi jednotlivymi trojmesa¢nymi inter-
valmi. Decembrové opcie maju v porovnani so septembrovymi vzdy vyrazne mensiu Standardnu
odchylku. Zaroven su posunuté smerom k vyssim hodnotdm Sp. Tieto dve skutocnosti st
dosledkom situdcie na trhu, ked'Ze ku koncu roka nastalo upokojenie trhov a prevlddali mierne
optimistické prognézy. Tie sa v priebehu prvého stvrtroku roku 2013 &iastocne vytratili, ¢o sa
prejavilo na opétovnom zvySeni neistoty a naraste Standardnej odchylky jednotlivych rozdeleni.
T4to neistota vyplyva najmé z dvoch kli¢ovych udalosti - tou prvou st parlamentné volby v
Taliansku, ktoré prebehli koncom februara 2013, a z ktorych sice vzisla vitazne stredolavicova
koalicia Piera Luigiho Bersaniho, ale potrebni viésinu bude mat iba v poslaneckej snemovni,
nie v Senate. Hlavnou pri¢inou je prekvapivo vysoké percento hlasov v prospech stredopravi-
covej koalicie, na cele ktorej stoji kontroverzny politik Silvio Berlusconi, zndmy svojimi proti-
konsolidaénymi postojmi. Prave této strana bude zohrdvat pri zostavovani vlddy v Taliansku
klti¢ovti lohu. Druhou pri¢inou je prehlbovanie finanénej krizy na Cypre. V sobotu 16.3.2013 sa
ministri financii eurozény a predstavitelia Medzindrodného menového fondu dohodli na udeleni
zachrannej pozicky pre Cyprus vo vyske 10 milidrd eur. Nésledne Cyprus zavrel banky a uzakonil

zdananie vkladov.

e Najslabsie na tieto udalosti v zmysle odhadu RND reagovala metéda GB2, kedze najmi me-
dzi decembrovou a marcovou RND nebadat vyznamny rozdiel. To vSak neplati pri ostatnych
metdédach. B-S a DLN metdédy z decembra na marec zvacsili standardné odchylky RND, SIV

metdéda navyse zaznamenala aj pesimisticky posun RND k nizsim hodnotdam St.
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3.4 Pripadova studia: Analyza dopadu prejavu Maria Draghiho zo dna
26.7.2012

Na zaver zobrazime vyvin BS a DLN RND pocas kratkeho obdobia v okoli dna 26.7.2012. V tento den
nastala kliéovd udalost eurozény roka 2012. V désledku kulminujticej neistoty na finanénych trhoch
na prejave pocas Global Investment Conference v Londyne prezident Eurdpskej Centralnej Banky
Mario Draghi uviedol, ze ECB je“pripravena urobit pre zachranu eura vsetko, ¢o sa d4”.'? Eurépske

trhy na ttto skutoénost zareagovali pozitivne.

14

14

© 28.7. - 238.7.
- = —=25.7. - = = 25.7.
1.2 26.7. — prejav Draghihol{ 1.2 26.7. - prejav Draghiho[q
-—-—=2717.
~~~~~~ 317
1r 1 1r AR 1
LAY
1y \‘ 5
_. 08t , _. 08t /( (3 A\ 1
g [ WAS \%
2 n /- \-
k= = e : Y\v
06 B 06F 2R A\ —
< M\
S 1
‘. A\
0.4 q 0.4 7 v\ v i
+ V\ -
7 v\'2
< 7 \ “»,
0.2 . B 0.2r § 4 O\ B
b A 4 N
YA \\/&, 2 \:\
0 \‘ L L L - 0 - L L L L = - =
1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
S(T) S(T)

Obr. 34: Casovy vyvin BS (vlavo) a DLN (vpravo) RND funkcii pocas kratkeho obdobia v okoli dia
prejavu Maria Draghiho 26.7.2012.

Na obrézku 34 vidime ¢asovy vyvin odhadnutych SX5E opcii z dnf 23., 25., 26. (defi prejavu), 27. a
31. jula 2012. Vsetkych 5 opénych sérif maturuje 15.3.2013. V tejto Casti sa zameriame na porovnanie
klasického BS lognormaélneho rozdelenia a zmesi dvoch lognormalnych rozdeleni.

Hoci obe metédy zaznamenali najmé v den prejavu a dein nasledujici po prejave vyznamny posun
vpravo smerom k vy$sim hodnotdm Sz, DLN metéda umozituje okrem toho zachytit aj zmenu sikmosti
vyslednej RND, ktord pri BS metdéde nenastdva. Toto zoSikmenie vpravo mozno sledovat najmi na
poslednej DLN RND zo diia 31. jila 2012. Na tomto priklade teda mozeme ilustrovat pridant hodnotu
RND odhadnutych z cien opcii a nimi implikovanych wvolatility smile oproti Standardnej BS RND, na
odhad ktorej je potrebna iba jedna hodnota volatility podkladového aktiva. Okrem posunu RND
pozdfz osi St totiz méZeme pre takéto RND sledovat aj vyvin zlozitejsich, pre analyzy trhu ¢asto
podstatnych vlastnosti. Vidno napriklad, Ze hoci Draghiho prejav viedol k rastu cien na akciovych
trhoch a k zniZeniu ich volatilily, prave DLN RND poukazuje na to, Ze na trhu zostala pomerne velkd

neistota tykajuca sa opatovného poklesu cien akcii. Je vSak nizsia, ako bola pred uvedenym prejavom.

2http:/ /ekonomika.etrend.sk/svet /ecb-urobi-pre-zachranu-eura-cokolvek.html

46



Zaver

Cielom tejto diplomovej prace bolo predstavit najvyznamnejsie parametrické a neparametrické met6dy
odhadovania rizikovo-neutralnych pravdepodobnosti zaloZenych na cenich opcii, opisat sposob ich
implementdcie a na¢rtnit ich mozné aplikacie a vyuZitie pre finanéné instittcie (ako napriklad Nédrodnd
banka Slovenska).

V préci sme predstavili tri najrozsirenejsie metody, ktoré sa spominaji v drvivej vacsine ¢lankov
zaoberajtcich sa problematikou odhadovania RND. Z tychto troch metdd st dve parametrické - metoda
predpokladajiica kombindciu dvoch lognormélnych rozdeleni (DLN) a zovSeobecnené Beta-2 rozdelenie
(GB2) a jedna neparametrickd, zalozend na interpoldcii volatility smile pomocou vyhladzovacieho
prirodzeného splajnu. Okrem nich sme takisto stru¢ne predstavili jednu z metéd odhadovania redlnej
pravdepodobnosti pomocou GARCH(1,1) modelu so Studentovym-t rozdelenim rezidui.

Pri praktickej implementdcii uvedenych metéd éasto vznikd velké mnozstvo technickych problémov,
suvisiacich ako s jednotlivymi optimalizacnymi procedirami, tak aj s prechodom z diskrétneho pries-
toru zdrojovych dat do spojitého priestoru vyslednych RND. Samostatnym problémom je takisto
spolahlivost zdrojovych dat, ktora v pripade opcii nie je vidy zaruéend. Podstatnd cast tejto prace
sa preto ststred uje nielen na opis jednotlivych problémov, ktoré moézu v praxi pri odhadovani RND
nastat, ale aj na obozndmenie &itatela s ich moznymi rieSeniami.

Jednym z ¢astych problémov je nespolahlivost zdrojovych cien opcif pre uréitii mnozinu dostupnych
realizaénych cien. T4to nespolahlivost vyplyva najmi z nizkej likvidity zodpovedajucich opcii. Ked'ze
je nepraktické pre kazdi opént sériu triedif ddta manudlne, pri vypoétoch vykonanych pocas pisania
tejto diplomovej prace sa ndm osved¢il nas filtraény algoritmus, zalozeny na interpolacii zdrojovych dét
v priestore delta/implikovand volatilita pomocou vyhladzovacieho splajnu. Aplikdciou tohto algoritmu
sa zakazdym vychylenost odhadov spésobena nekvalitou d4t vyznamne potlagila, uvddzame ho preto
ako jedno z dostupnych rieSeni tohto problému. Povazujeme ho zaroven za jeden z hlavnych prinosov
diplomovej prace, nakolko odhadovanie RND pre velké mnoizstvo opénych sérii je éastd tloha. Prave
v pripade velkého objemu dat je uréitd automatizécia, umoziiujica potlacenie neziadiiceho vplyvu
nekvality niektorych z nich, prinosom.

Poslednd kapitola uvddza niekolko moZnych analyz vyuZivajticich odhady rizikovo-neutrdlnych
pravdepodobnosti. Mézeme konstatovat, Ze vysledné RND, popripade vysledné éasové rady RND,
do znaé¢nej miery koresponduju s vyvojom situdcie a ocakavani na trhu. Pozorujeme takisto vyhody
a nevyhody jednotlivyrch metéd. Z hladiska goodness-of-fit metéda DLN zakazdym poskytuje lepsie
vysledky ako metéda GB2, ¢o sa vsak najmé pri vyskyte problematickych (nelikvidnych) dét preja-
vuje na zvlastnych, casto vyrazne bimodalnych tvaroch vyslednej RND. GB2 teda poskytuje vyraznu
robustnost vzhladom na nekvalitu vstupnych dat. T4 je vSak do velkej miery zachovand aj pri SIV
metdde, ktord navyse pre jej neparametrickost kladie najmensie obmedzenia na tvary vyslednych RND
funkecii.

KedZe zmena RND v &ase moze nastat bud v dosledku zmeny realnej pravdepodobnosti alebo v

doésledku zmeny rizikovej averzie investorov, skiimali sme vzfah medzi redlnou a rizikovo neutralnou
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pravdepodobnostou. Ukézalo sa, Ze v sledovanom obdobi mala redlna pravdepodobnost taZsie chvosty
a pri rasticej cene aktiva investori preferuju znizenie podielu rizikovej Casti investicie.

Hlavni vyhodu nami skimanych RND oproti standardnému Black-Scholes pristupu predstavuje
podstatne viésia volnost tvarov vyslednych funkcif, umoziujtcich viiésie informaéné bohatstvo RND,
najmé ¢o sa tyka momentov vyssieho radu. Vyznam informécie o celom pravdepodobnostnom rozde-
leni, ako aj jeden z moznych sposobov aplikdcie RND na analyzu zmien ocakavani ucastnikov trhu
sme demonstrovali na pripade prejavu Maria Draghiho dna 26.7.2012.

Medzi moné rozsirenia tejto diplomovej prace moze patrit hlbsia analyza vychylenia pravého
chvostu SIV RND oproti ostatnym metédam. Zaujimavym moze byt aj hlbgie tidium porovnania
rizikovo-neutralnych pravdepodobnosti so subjektivnymi pravdepodobnostami, porovnania rozliénych
metod zaoberajucich sa odhadmi subjektivnych pravdepodobnosti a analyza funkcii averzie voci riziku

z tychto pravdepodobnostnych rozdeleni vyplyvajica.
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