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Abstrakt

VILCEK, Igor: Investicné stratégie v sporivom pilieri dochodkového systému na Slovensku
[diplomovd praca]. Univerzita Komenského, Bratislava. Fakulta matematiky, fyziky a
informatiky; Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky. Veduci diplomovej préce:
Doc. Mgr. Igor Melicher¢ik, Phd.; Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky, Uni-
verzita Komenského, Bratislava. Bratislava: FMFI UK, 2013. 79 stran.

Ciel'om tejto préce je analyza investi¢nych stratégii v ramci druhého dochodkového
piliera na Slovensku. Ziskané vysledky st v8ak I'ahko rozsiritel né aj na prispevkovo
definované sporiace schémy inych statov. Ukazuje sa, Ze dynamické rozloZenie tispor
v Case na zdklade situdcie konkrétneho sporitel'a moze vyrazne zvysit’ hodnotu tspor
oproti pasivnemu sporeniu. Jadrom préce je dynamicky stochasticky model sporenia,
ktory vyust'uje do tlohy dynamického stochastického programovania. Jej rieSenim
je funkcia optimadlnej alokacie ispor medzi déchodkové fondy. Alokacna funkcia zo-
hl'adriuje fazu sporenia, doterajsi vyvoj zhodnotenia tspor, aktudlnu trokovi mieru
a legislativne obmedzenia. Berie tieZ do tivahy trhové a makroekonomické faktory
ako ocakavany vyvoj na finanénych trhoch alebo rast miezd. Ceny rizikovych aktiv
st modelované geometrickym Brownovym pohybom a okamZita tirokova miera pro-
strednictvom CIR modelu.

Okrem prispdsobenia modelu sticasnej legislative sti v praci navrhuté stresové sce-
ndre vyvoja finanénych trhov. Scendre st pouZzité na spédtné otestovanie vyslednych
optimélnych stratégii tak, aby si sporitel’ na zdklade svojho rizikového profilu a oca-
kavani vyvoja trhov mohol zvolit' jemu najblizsiu stratégiu sporenia. Praca d’alej roz-
Siruje doterajsi model o vyuZitie bezkupénovych dlhopisov s 'ubovolnou splatnost'ou
v ramci dlhopisovych fondov. Vykonana je tiez analyza senzitivity investi¢nych stra-
tégif vzhl'adom na rozli¢né vstupné parametre a pozornost’ je venovand aj tlohe bez
budtcich prispevkov.

Kl'tacové slova: optimdlne investi¢né stratégie, dochodkové sporenie, vol'ba déchod-
kovych fondov, stresové testovanie stratégii, celoZivotné portfélio, simulacie penzij-
ného portfoélia, prispevkovo definované dochodkové systémy, druhy pilier déchodko-
vého sporenia na Slovensku, dynamické stochastické programovanie, CIR model.



Abstract

VILCEK, Igor: Investment strategies in the second pillar of the Slovak pension savings system
[master thesis]. Comenius University, Bratislava. Faculty of Mathematics, Physics and
Informatics. Department of Applied Mathematics and Statistics. Supervisor: Doc. Mgr.
Igor Melichercik, Phd.; Department of Applied Mathematics and Statistics, Comenius
University, Bratislava. Bratislava: FMFI UK, 2013. 79 pages.

The aim of this paper is to analyze investment strategies in the funded pillar of the
Slovak pension system. Nonetheless, the majority of presented outcomes is applicable
to any other defined contribution pension scheme. I show that by means of dynamic
investing in time, which is based on the situation of the specific saver, one can substan-
tially increase value of his/her savings when compared against passive investment.
The core technique used throughout the paper is the dynamic stochastic accumula-
tion model which leads to the dynamic stochastic programming problem. Solution to
this problem provides the function of the optimal allocation of the savings between
stock and bond pension funds. The function accounts for the phase of the savings
process, current amount of savings, current interest rate and governmental regulati-
ons. It also incorporates macroeconomic and market factors such as wage growth or
expected trends in the financial markets. Prices of risky assets are modelled by me-
ans of the geometric Brownian motion and interest rates are modelled utilizing the
Cox-Ingersoll-Ross model.

In addition to adjusting model parameters to reflect the recent slovak regulations
I also propose simple stress scenarios of possible stock market trends. The scenarios
are utilized to backtest optimal investment strategies in a way that allows a saver to
choose the strategy which is closest to his/her risk profile and market expectations.
Moreover, I extend the existing model by allowing the use of the zero coupon bonds
of any maturity in the modelled bond fund. I also conduct the sensitivity analysis with
respect to various input parameters and I investigate the case of no future contributi-
ons.

Keywords: optimal investment strategies, pension saving, pension funds selection,
stress testing of strategies, lifetime portfolio, pension portfolio simulations, defined-
contribution funded systems, the funded pillar of the Slovak pension system, dynamic
stochastic programming, CIR model.



Obsah

Uvod

1 Predstavenie problematiky

1.1 Slovensky dochodkovy systém a jeho druhy pilier . . . . ... ... ...
1.1.1 Histériasystému . . . ... ... ... ... ... ... ...
1.1.2 Aktudlna podoba 2. piliera . . . ... ... ... ... .......
1.2 Motivacia. . . ... ... L
13 Literatara. . . ... ... ... ... ...

2 Teoreticka priprava

2.1 Tebria stochastickych procesov . . . ... ..... ... ..........
2.2 Teéria arokovychmier . . . . ... .. ... ... ... ... . ... ...
221 Casova strukttra Grokovychmier . . .. .. ............
2.2.2 Kratkodobd tirokovamiera . . ... ... ... ... ........
2.2.3 Jednofaktorové modely kratkodobej tirokovej miery . . . . . . . .
2.3 Teéria optimédlnehoriadenia . . . . .. ... ... ... ... ...
24 FunkcieuZitocnosti . . . ... ... ... Lo oo o

3 Dynamicky stochasticky model sporenia

31 Predpoklady . . ... ... ... .. ...
311 Modelsporenia . . . ... ... ... ... L L
3.1.2 Modelovanie vynosovakcii . . . ... ... ... ... ... ...
3.1.3 Modelovanie vynosov dlhopisov . . . . . ... ...........
3.2 Transformdcia na tlohu optimélneho riadenia . . . ... ... ... ...
33 Vlastnostitlohy . . . . ... ... .. ... ...
3.3.1 Existencia a jednoznacnost rieSenia . . . . .. ... .. ... ...
3.3.2 Uloha bez budtcich prispevkov . ... ...............
3.4 NumerickérieSeniedlohy . . ... .. .. ... ... .. ... . ......

4 Parametre, scendre a dita
4.1 Parametre . . . . . . . . . e e e
42 SCENATE . . . . v v i e e e e e e e e e
43 Stratégie . .. ... ...



5 Vysledky
5.1 Analyza zdkladného vystupu (benchmark) . . . ... .. ... ... ...
52 Analyzasenzitivity . . .. .. ... .. Lo oo
52.1 Zmenavo vyske prispevkov . . ... ... ... 0 L.
522 Bez zdkonnychobmedzeni . ... ..................
523 Zmenavaverziikriziku. ... ... ... 0 000000
524 Zmenav splatnostidlhopisov. . . ... ... ... o000
525 Zmenavrastemiezd . . .. ... ... o Lo
52.6 Zmenavhodnotedriftu . ... ... ... ... o 0L,
527 Zmenav trovnivolatility . ... ... ... ... . 0000
528 Sacasneibavijednomfonde . . . ... ... o Lo
53 Inéhorizonty sporenia . . . ... ... ... ... ... L L
54 Stresovétestovanie . . . .. ... ... Lo o oo
5.4.1 Empirické vyhodnotenie jednotlivych stratégii . . . . . ... ...
542 Investitcné odportacania . ... ... .. ... .. ... ... .. ..

Zaver

Priloha A: Statistiky stresovych scenérov



Uvod

Slovensky dochodkovy systém pocas poslednej dekddy poznacili ¢asté reformy, neus-
tale meniace pravidld sporenia na dochodok. NajvyraznejSou zmenou bolo zavedenie
trojpilierového systému v roku 2005, ktory dal sporitel om moZnost’ sporit’ si okrem
priebezného prvého piliera i v zdsluhovom druhom pilieri. Vyska nasporeného ma-
jetku v tomto pilieri, narozdiel od priebezného, zavisi od pracovnej aktivity individu-
alneho pracovnika a od vyvoja dochodkovych fondov, v ramci ktorych st prispevky
sporitel'a zhodnocované. Tento pilier tiez ddva sporitel'ovi moZznost’ zvolit' si dochod-
kovy fond najblizsi jeho rizikovému profilu. Podl'a najnovsej legislativy moze sporitel
rozloZit’ tspory do dvoch fondov sticasne a toto rozloZenie v ¢ase menit'. Pilier tym
poskytuje tcastnikovi moZznost’ aktivne ovplyvnit' vyvoj svojich tspor investi¢nymi
rozhodnutiami.

V prdci sa zaoberdm prdve matematickym modelom prispevkovo definovaného
dochodkového systému zaloZeného na sporeni prostrednictvom priebeznych prispev-
kov. Skiimat’ budem model odvodeny v [1], pricom ho prisposobim aktudlnej legisla-
tive a podmienkam na finan¢nych trhoch. Ciel om mojej prace je stanovit’ optimalny
pomer rozloZenia tspor v dvoch zdkladnych pontikanych déchodkovych fondoch -
akciovom negarantovanom (rizikovom) a dlhopisovom garantovanom. Tento opti-
maélny pomer sa bude menit’ v ¢ase, i podl'a doterajSieho vyvoja sporitel' ovych tspor
a kratkodobej tirokovej miery. Optimdlne investi¢né stratégie otestujem pre rozne sce-
nare vyvoja finan¢nych trhov a pre rozli¢né typy sporitel'ov.

Hlavnym prinosom mojej prace je prispésobenie dynamického stochastického mo-
delu stucasnej legislative a trhovym podmienkam. V praci vyuzivam aktualizované
parametre modelov, zohl'adiiujem najnovsie zdkonné obmedzenia a pretransformu-
jem model z [1] vyuZzivajici 1-ro¢né bezkupénové dlhopisy na bezkupénové dlhopisy
s I'ubovolnym ¢asom do splatnosti. Okrem toho vykondm analyzu senzitivity mo-
delu vzhl'adom k vybranym parametrom a porovndm ziskané optimélne investi¢né
stratégie, ako aj strednt hodnotu nasporeného dochodku, s pripadom neexistujicich
zédkonnych obmedzeni i so situdciou pred ostatnou zmenou zdkona.

Dalim prinosom je vytvorenie stresovych scendrov a spitné otestovanie optimal-
nych stratégii pre ne. Na zdklade nich viem odporucit’ typ investi¢cného rozhodnutia
pre konkrétny predpoklad o vyvoji trhov. Takisto identifikujem stratégiu, ktora ob-
stoji najlepsie ,,za kazdého pocasia”, teda v priemere najlepsie zhodnoti tspory pri
vSetkych scendroch, alebo stratégiu, ktorej najhorsi scendr je najmenej katastroficky.



V préci tiez odvodim vzt'ah, ktorym potvrdim Samuelsonov vysledok z [2], teda,
Ze v pripade nulovych budtcich prispevkov (t.j. jednorazovej investicie) je podiel ma-
jetku v rizikovom a bezrizikovom aktive nezavisly od ¢asu a od aktudlnej vel'kosti
majetku, priCom pre mnou rieSenti tlohu bude platit’ len druhd ¢ast’ tohto tvrdenia.

Vystup z prace je tieZ pouZitelny pre prispevkovo definované systémy, v ktorych
moZe sporitel’ sporit’ stcasne iba v jednom fonde. Vtedy si sporitel moZe z ponuky
fondov vybrat’ vypocitanému optimdlnemu pomeru tspor (v dlhopisovom garanto-
vanom a akciovom negarantovanom fonde) jeden najpribuznejsi déochodkovy fond,
¢o sa tyka vynosu i rizika. Nakol'ko si praca nekladie za ciel replikovat’ existujice do-
chodkové fondy, vysledok v podobe optimalneho podielu tspor v dvoch uvedenych
fondoch je tieZ prisposobitelny aktudlnej Struktire jednotlivych fondov na trhu, a to
napriklad vyberom iného fondu ako préve akciového alebo dlhopisového. VyZzaduje
si to vyhl'adat’ fond z ponuky sprévcov, ktory je rizikovym profilom najblizsi vypoci-
tanému optimélnemu rozloZeniu tspor v praci uvazovanych dvoch fondoch.

Préca sa ¢leni na nasledovné &asti:

V proej kapitole uvediem zdkladné poznatky z problematiky dochodkového spo-
renia na Slovensku, uvediem stru¢nd histériu doméceho dochodkového systému a
popiSem aktudlne fungovanie 2. piliera. Uvediem priklad motivujtci k aktivnym in-
vesti¢nym stratégiam v ramci 2. piliera a zhrniem literaturti zaoberajticu sa mnou sk-
manou problematikou.

V druhej kapitole stru¢ne uvediem v praci vyuZzivané pojmy, tvrdenia a zéklady pre
matematické modely. Nazriem do zdkladov tedrie stochastickych procesov, tedrie tro-
kovych mier, teérie optimélneho riadenia a tedrie funkcif uZito¢nosti, ktoré sa naprie¢
pracou budu prelinat’.

V tretej kapitole odvodim dynamicky stochasticky model sporenia publikovany v
[1] a z neho vychaddzajicu optimalizaé¢na dlohu o rozloZeni tspor medzi rdzne fi-
nancné aktiva, pricom ho prispdsobim aktuélnej legislative. V tejto casti tieZ odvodim
vlastnost’ nezdvislosti optimdlneho rozloZenia tspor od vysky nasporeného majetku
v pripade nulovych prispevkov.

V Sturtej kapitole objasnim pouzivané numerické i trhové parametre, dévody osvo-
jenia si konkrétnych parametrov, spdsob ich ziskania a vyuZité zdroje dét. Predstavim
tiez scendre vyvoja rizikového fondu, na zaklade ktorych v d’al3ej kapitole vykonam
stresové testovanie ziskanych optimdlnych stratégii.

V piatej kapitole najskor zanalyzujem a popiSem zakladny vystup z rieSenej tlohy,
ktory bude sluzit’ ako porovndvacia baza pre analyzu senzitivity. Nasledne vykondm
spominant analyzu vzhl'adom k viacerym, ako parametrickym, tak i zdkonnym, resp.
systémovym zmenam. V tejto Casti tieZ zanalyzujem rozli¢né horizonty a pociatocné
situdcie sporenia. Na zaver podrobim vypocitané optimdlne stratégie spolu s vybra-
nymi, v praxi pouzivanymi stratégiami stresovému testovaniu a predostriem inves-
ti¢cné odportcania pre rdozne typy sporitel’ ov.



Kapitola 1

Predstavenie problematiky

V prvej Casti mojej prace predstavim problematiku formovania slovenského déchod-
kového systému, so zameranim na druhy pilier. Zhrniem fungovanie systému od ¢ias
jeho zavedenia s dorazom na aktudlne zmeny. Uvediem tieZ priklad motivujtci k ak-
tivnej vol'be dochodkovych fondov namiesto pasivneho zotrvdvania v jednom type
fondu a zhrniem relevantn literattiru k danej problematike.

1.1 Slovensky déchodkovy systém a jeho druhy pilier

1.1.1 Histéria systému

Do roku 2005 fungoval na Slovensku povinny, priebezny, tzv. , Pay As You Go” (PAYG)
dochodkovy systém. V jednoduchosti, systém bol postaveny na vyplacani dochodkov
dochodcom z prispevkov aktudlne pracujiceho obyvatel'stva. Systém vSak, najmé pre
fenomén starnutia obyvatel'stva (a teda mensie mnozstvo pracujicich odvéadzajtcich
prispevky pre ¢oraz vdcsie mnozstvo dochodcov), ako aj pre vysokii nezamestnanost’
a vyhybanie sa prispevkom, presiel rozsiahlou reformou. T4 vsttpila do platnosti
1.1.2005 a zaviedla na Slovensku tzv. trojpilierovy systém sporenia:!

e Proy pilier bol a dodnes je povinny, spravovany Socidlnou poist'oviiou, a funguje
na rovnakom, priebeZznom PAYG principe.

o Druhy pilier je plne zasluhovy, tj. funguje na principe individudlneho spore-
nia jednotlivcov, ktori sti povinni pravidelne odvadzat’ prispevky na dochod-
kové ucty vedené dochodkovymi spravcovskymi spolo¢nost'ami (DSS). Tie pros-
triedky sporitel'ov zhodnocuji v ddéchodkovych fondoch. Pilier bol v rokoch
2005-2008 pre novosporitel ov povinny, momentélne povinny nie je.

e Treti pilier je dobrovolny, a funguje identicky ako druhy pilier, pricom na neho
nadviazané fondy spravuju doplnkové déchodkové spolocnosti (DDS).

1Z&kon &. 461/2003 Z. z. o socidlnom poisteni a Zakon ¢&. 43/2004 Z.z. o starobnom dochodkovom
sporeni.
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Miera odvodov na starobné ddchodkové sporenie do prvého i druhého piliera bola
stanovend na 9% z vymeriavacieho zdkladu na vypocet odvodov, resp. 18% v pripade
ucastnika sporiaceho iba v pilieri prvom. V rdmci druhého piliera spravovala kazda
DSS 3 fondy - konzervativny, vyviZeny a rastovy, sporitel si pritom mohol sporit’ su-
¢asne iba v jednom z nich. Do tretieho piliera si mohli sporitelia navySe odvadzat
¢ast’ zo mzdy, pricom zvycajne im prispieval aj zamestndvatel'.

Po finan¢nej krize v roku 2008 bola schvéalend novela zdkona, ktord vyrazne zme-
nila pravidla investovania pre DSS v ramci déchodkovych fondov druhého piliera.?
S platnost’ou od 1.7.2009 bola DSS okrem zniZenych poplatkov za spravu fondov tiez
uloZena povinnost’ vyhodnocovat’ na 6-mesacnej baze, t.j. kazdého pol roka, vykon-
nost’ vSetkych dochodkovych fondov. V pripade poklesu hodnoty majetku (déchod-
kovej jednotky) na konci tychto polro¢nych sledovanych (porovnavacich, resp. refe-
rencnych) obdobi dostali DSS zo zdkona povinnost’ doplatit’ z vlastného majetku roz-
diel, ktory predstavoval prave spominané znehodnotenie. Zarucit' na finan¢nych tr-
hoch pozitivnu vykonnost’ pocas 6-mesacného obdobia bolo ale mozné len investova-
nim do kratkodobych cennych papierov s nizkym vynosom. Investi¢né stratégie DSS
sa preto zmenili na silne konzervativne, ¢o sice zniZilo riziko, no eliminovalo i zna¢nt
¢ast’ vynosov.

Novela zdkona z roku 2011, vstupujiica do platnosti od 1.4.2012, opidt’ zdsadne
zmenila investi¢né moZnosti v rdmci druhého piliera.’> Hlavnou zmenou, ktoru pri-
niesla, bolo zvysenie po¢tu fondov z dvoch na Styri, zruSenie garancii v troch z nich
a zmena sledovaného referen¢ného obdobia v garantovanom fonde z 6 mesiacov na 5
rokov. Spravcovské spolo¢nosti boli povinné zmenit’ a premenovat’ doterajsie 3 existu-
juce fondy na dlhopisovy, zmieSany a akciovyj, a vytvorit’ novy, indexovy fond. Garancie
vSak zostali iba v dlhopisovom fonde. Indexovy fond musel zo zdkona pasivne ko-
pirovat’ so stanovenou povolenou odchylkou vyvoj spravcom zvoleného akciového
indexu. V zloZeni zvysnych dvoch fondov mali sprdvcovia vol'nost’, aZ na niektoré za-
konné obmedzenia ako napr. maximélne 80% petiaznych a dlhopisovych investicii v
akciovom fonde, dany maximalny podiel cennych papierov emitovanych jednym sta-
tom, a podobne.* Sporitelia navyse dostali moZnost’ sporit’ si v dvoch fondoch sti¢asne
(jeden z nich musel byt’ dlhopisovy) a rozloZenie tspor vo fondoch mohli pravidelne
menit’, pricom pred odchodom do ddchodku boli ich tspory postupne prevadzané do
dlhopisového fondu. Této reforma vSak nepriniesla takmer Ziadnu zmenu v investic-
nych stratégidch spravcov (s vynimkou vytvorenia indexového fondu), ked'Ze vcase
vstupovania do platnosti uz dostdvala redlnu podobu d’al$ia novela zakona.

2Zakon &.137/2009 Z. z.

3Zakon ¢. 334/2011 Z. z., resp. v tiplnom zneni Zakon ¢. 28/2012 Z. z. o starobnom ddchodkovom
sporeni.

4Zakon ¢. 334/2011 Z. z §82.
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1.1.2 Aktudlna podoba 2. piliera

Najnovsia novela, schvéalena v auguste 2012, ktora do platnosti® vstapila od 1.1.2013,
opat’ vyrazne meni fungovanie celého déchodkového systému na Slovensku. Okrem
otvorenia druhého piliera pre vstup a vystup sa vyrazne zmenil pomer odvodov v
prospech priebeZného systému prvého piliera. Medzi najpodstatnejSie zmeny patri:

- ZniZenie povinnych odvodov do 2. piliera z 9% vymeriavacieho zdkladu iba na 4%
v rokoch 2013-2016 a od roku 2017 postupné zvySovanie na kone¢nud troven
6% v roku 2024. Dal$ie prispevky si mdZu sporitelia dobrovol'ne pripoistit/, t..
navyse doplacat’ zo svojej mzdy, pricom dariovo zvyhodnené budu len d’alSie
2%. Odvody na starobné déchodkové sporenie v 1. pilieri teda stipli aZ na 14%.

- DSS st d’alej povinné spravovat’ iba dva fondy, dlhopisovy garantovany a akciovy
negarantovany, pricom zriadenie pripadnych d'alSich fondov nie je obmedzené.

- Sledované referenéné obdobie v garantovanom fonde sa predizilo na 10 rokov,
pricom DSS dostali moznost’ zvolit’ si i referen¢né obdobie 15 rokov.

- Poplatok za vedenie dochodkového tctu zostal na trovni 1% z mesacnych pris-
pevkov, naopak poplatok za zhodnotenie majetku sa zvysil na maximélne 10%
zo zhodnotenia tspor a maximélny poplatok za spravu dochodkového fondu
zostal vo vSetkych fondoch na trovni 0.3% z priemernej ro¢nej istej hodnoty
majetku sporitel'a.

- Sporitelia si opat’ mozu sporit’ v dvoch fondoch stcasne (z ktorych jeden musi
byt dlhopisovy) a na zdklade vlastného uvédZenia rozhodovat’ o konkrétnom
rozloZeni svojich tspor pocas doby sporenia.

- RozloZenie tspor v ramci fondov je na konci sporenia obmedzené zdkonom,
ktory DSS uklada povinnost’ postupne prevadzat’ sporitel ove tispory do dlho-
pisového fondu, a to po doviSeni 50. roku Zivota na trovni 10% tdspor, po 51.
roku 20% tspor, atd’. az po 100% tspor v dlhopisovom fonde pri veku sporitel'a
59 a viac rokov.

Prdve mozZnost’ aktivnej vol'by dochodkovych fondov sporitel om umozZriuje tvorbu
vlastnych dynamickych investi¢nych stratégii v rdmci sporivého piliera a dava zdklad
mojej préci. Dalej sa budem venovat’ vylu¢ne sporeniu a stratégiam v ramci druhého
piliera.

1.2 Motivacia

Autori v [3] uviedli vynikajtci motiva¢ny priklad, ktory si tu dovolim v pozmenenej
a roz$irenej verzii uviest'. Priklad ukazuje, preco sa pri sporeni oplati viac investovat’

5Zakon &. 252/2012 Z. z.
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do rizikového aktiva na zaciatku sporenia a nie na jeho konci. Priklad tiez utvrdzuje
v jednoduchej logickej tivahe, Ze ak uprostred horizontu sporenia vezmeme do tvahy
doterajsi vyvoj aktiv, budiicemu zhodnoteniu investicie by sme tym mali iba pomoct'.

Priklad 1.2.1 (2-ro¢né sporenie). Predpokladajme, Ze jedind na trhu posobiaca déchodkovd
sprdavcovskd spolocnost’ poniika sporitel' om na vijber z dvoch fondov - akciového a dlhopisového.
Predpokladajme sporitel'a sporiaceho si na dochodok po dobu dvoch rokov. Na zaciatku kazZdého
z tyychto dvoch rokov si odlozi na dochodok 1€. Okrem toho si na zaciatku kazZdého roka vyberie
jeden z pomiikanych fondov a prevedie do neho vsetky svoje ispory.

Predpokladat’ budem, Ze rocné vynosy akciového fondu sii ndhodné, normdlne rozdelené
so strednou hodnotou 6% a smerodajnou odchylkou 15% a viynosy dlhopisového fondu sii sta-
bilné, nendhodné, na virovni istych 3% rocne.® Na porovnanie uvediem este pripad, v ktorom
sii aj vynosy dlhopisového fondu ndhodné (pouZivany i neskér naprie¢ mojou prdacou avsak v
odlisnom modeli), normdlne rozdelené so Standardnou odchylkou 6% rocne.

Pozrime sa teraz, akd by v priemere bola hodnota takto investovanych tspor na
konci dvojro¢ného sporiaceho obdobia. Uvazovat’ budeme rozli¢né hypotetické stra-
tégie vol'by fondov v jednotlivych rokoch:

(S1) Bezpecnd investicia. Sporitel’ zostane cely ¢as v dlhopisovom fonde.
(S2) Rizikovd investicia. Sporitel’ zostane cely ¢as v akciovom fonde.

(S3) Istota, potom riziko. Sporitel si prvy rok spori v dlhopisovom fonde a druhy rok v
akciovom fonde.

(54) Riziko, potom istota. Sporitel si prvy rok spori v akciovom fonde a druhy rok v
dlhopisovom fonde.

(S5) Riziko, potom uvidime. Sporitel’ si prvy rok spori v akciovom fonde. Pokial’ tento
fond zarobi viac ako stanovenu hranicu (prah), neriskuje a spori druhy rok v
dlhopisovom fonde. Inak spori opat’ v akciovom fonde.

®Pocas ostatnych 3 rokov, t.j. v obdobi ked’ fondy v 2. pilieri podliehali prisnym regulatérnym kri-
téridm (akékol'vek znehodnotenie investicie po¢as obdobia 6 mesiacov museli DSS doplacat’ z vlast-
nych zdrojov), sa priemerné ro¢né zhodnotenie vietkych typov fondov pohybovalo okolo trovne 1.5%.
Do roku 2009 bola priemernd vykonnost dlhopisovych fondov okolo 4% p.a. a akciovych dokonca iba
1% p.a., avsak vyrazne ju poznacila finanéna kriza. Predpokladat’ roéné zhodnotenia 3%, resp. 6% sa
na dlhodobé zhodnotenie tspor, a preto mézu byt zhodnotenia podobnej tirovne ¢oskoro realne. Tiez
ide iba o ilustrativny priklad.

Udaje st &erpané z web stranky Ministerstva préce socidlnych veci a rodiny

http://www.employment.gov.sk/ii-pilier-statisticke-udaje-nominalne.html
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Stratégia noor o oy E(D) o(D) ERZESL g

(S1) Bezpetna investicia 3% 3% 0% 0% 2.0909 0 — 2.0909

(S2) Rizikova investicia 6% 6% 15% 15% 2.1836 0.3482 0.2662 1.6269

(S3) Istota, potom riziko 3% 6% 0% 15% 2.1518 0.3045 0.2000 1.6510

(S4) Riziko, potomistota 6% 3% 15% 0% 2.1218 0.1545  0.2000  1.8677

(S5) Uvidime, prah=3% 6% ? 15% ?  2.1460 0.2300 0.2397 1.6794

(S5) Uvidime, prah=6% 6% ? 15% ? 21509 0.2454 0.2445 1.6649

(S5) Uvidime, prah=9% 6% ? 15% ?  2.1558 0.2609 0.2488 1.6537

Tabul'ka 1.1: Vysledky stratégii pri predpokladanom normélnom rozdeleni vynosov akci-
ového fondu a istych vynosoch dlhopisového fondu.

Stratégia non o oo E(D) o(D) HBES gy

(S1) Bezpetna investicia 3% 3% 6% 6% 2.0909 0.1366 — 1.8687

(S2) Rizikova investicia 6% 6% 15% 15% 2.1836 0.3482 0.2662 1.6269

(S3) Istota, potom riziko 3% 6% 6% 15% 2.1518 0.3112  0.1955 1.6430

(S4) Riziko, potom istota 6% 3% 15% 6% 2.1218 0.1981 0.1560 1.8037

(S5) Uvidime, prah=3% 6% ? 15% ?  2.1460 0.2503 0.2202 1.6794

(S5) Uvidime, prah=6% 6% ? 15% ? 21509 0.2623 0.2287 1.6649

(S5) Uvidime, prah=9% 6% ? 15% ?  2.1558 0.2746 0.2366 1.6537

Tabul'ka 1.2: Vysledky stratégii pri predpokladanom normalnom rozdeleni vynosov oboch
fondov, s rozli¢énymi parametrami.

Ako prvé si z Tab. (1.1) a (1.2) mozZeme vSimnut/, Ze charakter vysledkov v ramci
oboch tabuliek, ak ich medzi sebou porovnéme, je vel'mi podobny.” Pre oba uvazo-
vané pripady rozdelenia vynosov plati niekol'ko zdkladnych pozorovani.

V priemere najziskovejSou stratégiou bolo sporenie vylu¢ne v akciovom fonde, av-
$ak i najrizikovejou. Statistika ,katastrofického scendra”® ukazuje, Ze v 5 pripadoch
zo 100 moZe byt’ hodnota nasporeného déchodku nizsia oproti bezrizikovému inves-
tovaniu do dlhopisového fondu aZ o 20%, ¢o je najviac spomedzi vSetkych stratégii.
Ukazovatel nadvynosu (resp. ,nadddchodku”) oproti bezrizikovému sporeniu na jed-

’Stredna hodnota nasporeného dochodku je rovnakd, nakol'’ko sme predpokladali rovnakd strednt
hodnotu vynosov dlhopisového fondu v rizikovom i bezrizikovom pripade. Najviditel'nejsi rozdiel
spociva v celkovo vyssej Standardnej odchylke (t,j. riziku) v pripade uvaZovania ndhodnych vynosov
dlhopisového fondu, ¢o ale nie je ni¢ prekvapujtice. Z tohto porovnania teda vyplyva len tol'ko, Ze sti
si oba modely (¢o sa porovnania jednotlivych stratégii tyka) kvalitativne vel'mi blizke.

85% kvantil ziskany z 10® Monte Carlo simuldcif, ozn. Q5.
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Y2

notku rizika® je ale opét’ najvyssi pre investiciu do akciového fondu.

Zdanlivo najhorsou aktivnou stratégiou sa javi byt’ stratégia Najprv riziko, potom
istota s druhou najnizsou priemernou hodnotou tspor. Dokonca ma v Tab. (1.1) spolu
so stratégiou Najprv istota, potom riziko i najnizsi ukazovatel’ nadvynosu na jednotku
rizika, resp. v Tab. (1.2) suverénne najnizsi. Tato stratégia je vSak jednoznacne najbez-
pecnejsou spomedzi (52)-(S5). Katastroficky scendr pre riu znamend iba o 10% niZsiu
hodnotu déchodku oproti bezrizikovej investicii.

Niekde uprostred sa umiestnili Uvidime stratégie, rozhodujtice sa na zaklade vy-
nosu akciového fondu v prvom roku. Vidno, Ze so zvySujicimi sa ndrokmi na dosia-
hnutie vynosu v prvom roku sttiipa v priemere celkovad nasporend suma, no i riziko, a
zhorSuje sa katastroficky scendr. Ukazovatel’ nadvynosu na jednotku rizika sa vsak so
zvySujucim sa prahom zlepsuje. Porovnajme teraz stratégiu s prahom 9% so stratégiou
Istota, potom riziko. MozZeme si vSimnut', Ze tato verzia stratégie Uvidime dosahuje v
priemere vys$iu hodnotu déchodku, niZsie riziko (volatilitu), teda aj vyssi nadvynos
na riziko, a takisto aj prijatel'nejsi vysledok v pripade katastrofického scendra. Aktiv-
nou stratégiou zaloZenou na zohl'adneni doterajSieho vyvoja sme teda dosiahli lepsiu
investi¢nu alternativu.

Hlavnym zistenim z tohto prikladu je pozorovanie, Ze vhodnym vyuZitim priba-
dajtcich dostupnych informdcii méZeme zmenou v rozloZeni Gspor dosiahnut’ ich
lepsie zhodnotenie. TieZ mozno odhadnit’, Ze silne rizikovo averzny sporitel’ by mal
zrejme zostat’ v dlhopisovom fonde, o nie¢o menej rizikovo averzny sporitel’ by sa
mal snazit' vyhl'addvat’ rizikové fondy najméa na zaciatku sporenia, riziku este viac
nakloneny investor by mal zacat' v akciovom fonde a neskor sa rozhodnut’ na zéklade
jeho vyvoja a sporitel s najva¢sim sklonom k riziku by mal ostat’ verny akciovému
fondu. Stratégiu Istota, potom riziko nemo6zem odporucit, ked'ze vo vSetkych mera-
nych ukazovatel'och je porazend dynamickou stratégiou Uvidime s prahom 9%.

Logika v pozadi tychto vysledkov je jednoduchd. Ked'Ze tesne pred ukonc¢enim
sporenia na dochodok je vel'kost’ takto nazhromaZdenych tspor vysokd (vzhladom
k predoslym rokom sporenia), neoplati sa tispory vystavit' vysokému riziku, napr. v
podobe investovania do akcii. Naopak, v obdobi, ked” sporitel’ len za¢ina sporit’ na
dochodok je potencidlny nadvynos z akciovej investicie, no s nim i spojené riziko,
ovel'a prijatel'nejSie. Ak nahliadneme do histérie, v priemere pontkali akciové trhy
dlhodobo vyssie vynosy ako trhy dlhopisové (¢o okrem histérie vyplyva i z funda-
mentdlnych principov fungovania trhovej ekonomiky). Pripadny pokles akciovych tr-
hov v pociatocnej fadze sporenia na déchodok sa tspor dotkne iba minimélne (ked'Ze
neovplyvni budtice prispevky), kym pripadny narast trhov moéZe potencidlne vyrazne
zvysit’ aspory.

Na druhej strane, rozloZenim tspor na zdklade ich doterajsieho vyvoja by sme uz
len intuitivne mali dosiahnut’ lepsi vysledok ako v pripade, Ze doterajsi vyvoj nebe-

E(D)—E(S1)

Pseudo Sharpeov pomer pre dochodok ==2 )
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rieme do tvahy. Zdkladnd myslienka, preco je tomu naozaj tak, je zaloZend na poznat-
koch z predoslych riadkov.

Ciel'om tejto Casti bolo ukazat’, Ze ma zmysel zaoberat’ sa matematicky exaktnymi
metédami, ktoré by ndm dali navod na optimélne rozloZenie tispor medzi déchod-
kové fondy v jednotlivych etapach sporenia a za danej situdcie na finan¢nych trhoch.
Presne toto je ciel om mojej prace.

1.3 Literatara

Zakladnou publikéciou, z ktorej moja préca vychddza, je ¢lanok Dynamic stochastic ac-
cumulation model with application to pension savings management z roku 2010 od Melicher-
¢ika a Sevéovida, [1]. Autori v iom nadviazali na ¢lanok [3] a odvodili dynamicky mo-
del sporenia zaloZeny na predpokladoch lognormalneho rozdelenia vzajomne v ¢ase
nezavislych vynosov rizikovych aktiv a v ¢ase zavislej, no len markovovsky, kratko-
dobej trokovej miery modelovanej prostrednictvom jednofaktorového CIR modelu.
Vystupom z autormi rieSenej optimalizacnej tlohy bola funkcia optimélnej alokécie
prostriedkov medzi uvaZované (rizikové a dlhopisové) aktiva, zavisld od ¢asu, vel-
kosti majetku a okamzZitej tirokovej miery. Clanok pritom uvaZoval 1-ro¢né bezku-
ponové dlhopisy a vystupy z modelu boli prispdsobené vtedajsej legislative. Autori
tieZ odvodili do6lezité kvalitativne a kvantitativne vlastnosti uvaZovanej tlohy, ako st
napr. existencia a jednoznacnost’ rieSenia.

Spominand préca [3] z roku 2006 sa zaoberala taktieZ dynamickym stochastickym
modelom sporenia, avSak predpokladala normélne rozdelenie (vzajomne v ¢ase neza-
vislych) vynosov ako rizikovych, akciovych aktiv, tak aj (vzadjomne v ¢ase nezavislych)
vynosov dlhovych cennych papierov. Tento predpoklad zredukoval dimenziu tlohy
(v zmysle relevantnych premennych pre funkciu optimalneho rozhodovania sa medzi
pontkanymi fondmi) z 3-rozmernej na 2-rozmernt, nakol'’ko aloka¢ny pomer v tomto
pripade zdvisel uz iba od casu a vel'kosti majetku. Rozdiel bol tiez v skuto¢nosti, Ze
pokial [1] poskytol exaktny optimdlny aloka¢ny pomer (na zéklade ktorého si sporitel
mohol vyhl'adat’ tomuto pomeru najpribuznejsi fond), tak v [3] bola tloha zaloZena
na rozhodovani sa medzi konkrétnymi déchodkovymi fondmi.

Na pracu [3] nadviazali okrem [1] i publikdcie Kilianovej [4] z roku 2006 a Sev-
¢ovic¢a s Macovou [5] z roku 2010. Prvy spominany ¢lanok sa zaoberal analyzou sen-
zitivity dynamického stochastického modelu z [3] vzhl'adom k dynamicky sa menia-
cim vynosom fondov pontikanych sporitel om. Skiimany bol pritom konkrétny pripad
spojitého exponencidlneho poklesu vynosov dlhopisov a jeho dopad na optimélne in-
vesti¢né rozhodnutia vystupujtice z modelu.

Analyzou senzitivity modelu odvodeného v [3] vzhl'adom k r6znym parametrom,
za platnosti starej legislativy, sa zaoberal aj Jakubik vo svojej diplomovej praci [6].
Nasledne na 1iu spolu so Sevéovitom a Melicher¢ikom nadviazali v élanku [7]. V tiom
bol okrem spominanej analyzy uvedeny i dokaz linearity vysky nasporenych tspor
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vzhl'adom k vyske pravidelnych prispevkov. Sticast'ou ¢lanku bol i dokaz nezavislosti
optimdlneho rozloZenia tspor od vysky prispevkov.

Jadrom druhej uvedenej prace, [5], bola spojitd verzia dynamického stochastického
modelu. Publikdcia sa konkrétne venovala dokladnej, podrobnej analyze nelinearnej
parabolickej diferencidlnej rovnice, ktord vzisla z problému optimalnej alokacie do-
chodkovych tspor skiimaného v [3]. V préci bol opat’ uvaZzovany predpoklad normal-
neho rozdelenia akciovych i dlhopisovych aktiv, podobne ako v [3], avSak vystupom
rieSenej tlohy uZ nebol Specificky fond, ale presny pomer optimalneho rozloZenia in-
vesticie medzi rizikové a nizko rizikové aktivum. Praca analyzuje viaceré kvalitativne
a kvantitativne vlastnosti rieSeni a porovnéva vysledky spojitého modelu s diskrétnou
verziou.



Kapitola 2

Teoreticka priprava

Najprv uvediem zdkladné pojmy tedrie stochastickych procesov a casti finan¢nej ma-
tematiky, ktoré budu d’alej vyuZzivané v praci. Stochastické procesy sltizia na modelo-
vanie ndhodnych, nedeterministickych javov, resp. premennych, ako napriklad vyvoj
cien akcif alebo tirokovych mier. Nazorna ukéazka je na Obr. (2.1) a Obr. (2.2). Tedriu
budovania stochastickych procesov, ako aj dokazy a matematicky podrobnejsie rozo-
braté tvrdenia moZno ndjst’ v [8] a [9]. Z tychto zdrojov ¢erpam definicie a tvrdenia
uvedené v Casti (2.1).

Nésledne popiSem zdklady tedrie tirokovych mier s dérazom na pojmy potrebné
k praci s CIR modelom vyvoja trokovych mier, ktory je jednym zo zdkladnych pilie-
rov mojej prace. V zasade rozliSujeme dva pristupy pri modelovani vyvoja trokovych
mier. Prvym je bezarbitrdZny pristup vyuZivajici modely krdtkodobej (okamZitej) Groko-
vej miery, ktoré st kalibrované na zdklade redlnej trhovej krivky trokovych mier (¢a-
sova Strukttra drokovych mier). Druhym st ekvilibriové modely, zaloZené na principe
dlhodobej trhovej rovnovahy, pricom vystup z modelu nemusi byt totozny s aktu-
alnou trhovou krivkou. CIR model sa zarad'uje do prvej z tychto skupin a preto sa
v praci budem venovat’ vyhradne modelom okamZitej tirokovej miery. Tedria tiroko-
vych mier je podrobnejSie uvedend opat’ v [8] a [9], odkial ¢erpam definicie a tvrdenia
uvedené v Casti (2.2). CIR model je odvodeny v [10].

Dalej uvediem niekol'ko zdkladnych pojmov teérie stochastického optimdlneho
riadenia, konkrétne diskrétnu tlohu na maximalizaciu funkcie koncového stavu a s
niou suvisiacu Bellmanovu rovnicu dynamického programovania. Prave optimdlne riadenie
mi posliZi ako nastroj na vyrieSenie problému vol'by optimdlneho rozlozenia tspor
medzi dochodkovymi fondami. Podrobné teoretické a praktické poznatky o teérii sto-
chastického i deterministického optimalneho riadenia pre diskrétne problémy mozno
najst’ v [11]. Uvedend publikicia je zdrojom definicif a tvrdeni z asti (2.3).

Ako posledné predstavim potrebné pojmy z tedrie uzito¢nosti, resp. funkcif uZitoc-
nosti. Prave funkcie uzito¢nosti umoZziiuju zohl'adnit’ v modeloch sporitel ovu averziu
k riziku. Pre typicka funkciu uZito¢nosti plati, Ze jej hodnota rastie s rasttcim ma-
jetkom, a ¢im je majetok vyssi, tym mad jednotka navyse pridana k tomuto majetku
pre sporitela mensiu hodnotu (uZito¢nost’). Po zvoleni konkrétnej funkcie uzito¢nosti

11
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je eSte potrebné urcit’ aj parameter rizikovej averzie investora, teda do akej miery je
ochotny akceptovat’ riziko. Uvod do teérie uZito¢nosti v mikroekonomickom kontexte
sa nachddza v [12], v stvislosti s finan¢nou matematikou v [8]. Z literattiry podrobne
sa venujucej danej problematike mozno spomenut’ [13] a ¢lanok zaoberajtci sa Speci-
ficky triedou tzv. CRRA funkcii uZitocnosti, ktoré budem vyuZzivat' v praci je napr. [14].
Definicie a tvrdenia uvedené v Casti (2.4) ¢erpdm z [8] a [12].

2.1 Tedria stochastickych procesov

Dané je mnozZina (2, obor vetkych moZnych hodn6t ndhodného experimentu w. Dalej
definujeme o-algebru meratelnych mnozin 7 C 2% a P - pravdepodobnostnti mieru
na ). Tym dostdvame pravdepodobnostny priestor (€2, 7, P), na ktorom d’alej pracu-
jeme.

Definicia 2.1.1 (Stochasticky proces). Jednorozmernij stochastickyj proces je t-parametricky
systém ndhodnyjch premennijch { X,,0 < t < oo} na pravdepodobnostnom priestore (2, F, P),
ktory md hodnoty v R.

Ako funkcia w je to pre kazdé t ndhodnd premennd

w— Xi(w),w e
a ako funkcia t, pre pevné w ide o trajektériu X priradenii w
t— Xi(w);0<t < .

Dalej fixujeme w a kvoli prehl’adnosti uvddzame pre stochastické procesy tvar X;. TieZ
uvazujeme (ak nie je uvedené inak) iba nezaporné casy ¢ > 0.

Stochasticky proces sa nazyva markovovsky, ak jeho hodnota v case ¢, zavisi iba od
jeho hodnoty v ¢ase ¢; a nie od hodnét v ¢asoch ¢;_1, ..., to.

Definicia 2.1.2 (Markovovsky proces). Stochastickyj proces sa nazijva markovovsky, ak

P(Xt - hi-i-l’Xti = h/i) Xti,:[ - hi—l) e 7Xt0 = hO) = P(Xt - hi+1|Xti - hl)

i+1 i+1

Definicia 2.1.3 (Brownov pohyb). Brownov pohyb {B;,t > 0} je stochasticky proces s
vlastnost'ami:

(i) trajektoria B, je s pravdepodobnost’ou 1 spojitd a By = 0,
(ii) pre l'ubovolné t a A majii prirastky Byya — By rozdelenie ~ N (uA, 0?A),

(iii) pre l'ubovolné delenie casov 0 < t, < --- < t,, su prirastky B;, — By,,..., B, — B, ,

nezdvislé nahodné premenné rozdelené ako v (ii), pricom A =t;, —t,_1,Vi=1,...n.
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Definicia 2.1.4 (Wienerov proces). Wienerov proces definujeme ako Brownov pohyb s
p=0,0>=1.

Definicia 2.1.5 (Geometricky Brownov pohyb). Nech B, je Brownov pohyb s vSeobecnymi
, 0% a zg > 0, potom geometricky Brownov pohyb Z, je stochasticky proces tvaru:

Z, = zpePt.

1450

S&P500 : redine data
GBP : 2,=1133, 11=0.0863, 0=0.2033

1400

T
|

1350

1300 M ", |
1200 r‘“ ‘h
1150 ," "4' -

1100

T
|

T

Hodnota

T

1050 *

1000 L L L L
Jan 2010 Jul 2010 Jan 2011 Jul 2011 Jan 2012 Jul 2012

Obr. 2.1: Uk4aZka ndhodne vygenerovaného geometrického Brownovho pohybu a akciovy in-
dex S&P500.

Pre pracu s funkciami, ktorych aspori jedna premennd je ndhodnou premennou riadia-
cou sa stochastickou diferencidlnou rovnicou, je potrebny odliSny matematicky apa-
rat ako pre funkcie deterministickych premennych. Specidlne potitanie diferencislu
tychto funkcii ndm umoZzni Itéova lema.

Lema 2.1.6 (Itéova lema). Nech f(z,t) € C*(R x [0,00) — R) a nech x je rieSenim sto-
chastickej diferencidlnej rovnice

dr = p(x, t)dt + o(z,t)dW ,
pricom W je Wienerov proces z (2.1.4), potom

8fd +%dt+— *(z,1)

0*f

ot

df =
dosadenim za dx a zdruZenim clenov pri dt a dW dostdvame

2
o= (5 + w03k + 300052

>dt+ o(x t)g—idw.
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Nasledovna veta ndm umozni lepSie pracovat’ so strednymi hodnotami ndhodnych
premennych.

Veta 2.1.7 (Zéakon iterovanych o¢akdvani). Nech X je ndhodnd premennd na (2, F, P) a
jej strednd hodnota E(|X|) < co. Nech G, H. sii také o-algebry, Co spliiajii

GCHCF.
Potom:

(i) E(E(X|H)) = E(X),

(ii) E(X|G) = E(E(X|H)|G).

2.2 Tedria urokovych mier

V préci budem pouZivat’ vyhradne spojité trocenie. To znamend, Ze ak ro¢ny trok na
dobu 7" — t rokov (kde ¢ je dne$ny cas, a T' ¢as splatnosti) ozna¢ime ako r(¢,7), tak
po vloZeni jednej penaznej jednotky bude mat’ sporitel’ na konci sporiaceho obdobia

o dizke T — t rokov nasporené
1. ertD(T—1)

Ked'Ze sa ale uroky na rdézne obdobia liSia, potrebujeme efektivne pracovat’ s celou
paletou réznych trokovych mier. Tato ,paleta” sa nazyva casovd struktiira iirokovijch
mier a predstavuje krivku, ktorej hodnoty ziskavame z trhovych cien dlhopisov.

2.2.1 Casova $truktira trokovych mier

Presnejsie, ak oznac¢ime P(ty,1) cenu dlhopisu v Case ¢ = ty, splatného v ¢ase T, s
nomindlnou hodnotou F, ro¢énym kupénom C' a frekvenciou vyplaty tychto kupénov
dizky é-roka tak pre cenu dlhopisu plati vzt'ah

T -t
5 )

P(to,T) = Z Cerltototi)i0) 4 pe-r(toT)(T—t)  p _

i=1

(2.1)

z ¢oho nasledne pre bezkupénové dlhopisy (C' = 0) s nomindlnou hodnotou F' = 1
dostdvame! ¢asovu Struktdaru trokovych mier v Case ty, vyjadrujicu roény trok za
vyuZitie pefiazi na dané obdobie 1" — %,

_ln P(to, T)

T(to, T) = T _ to

(2.2)

!Casovu $truktaru drokovych mier moZno potitat aj pre ind nomindlnu hodnotu cez vztah
P(tg.T)
r(te, T) = — 1nT_1tw0 , a aj pre kupénové dlhopisy, vyjadrenim z (2.1). TieZ je dolezité pre akt oblast/,

resp. aky Stat po¢itame tirokové miery, a z akych dlhopisov - vlddne alebo iné, rating dlhopisov a pod.
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V praxi sa ¢asova Struktara drokovych mier ziskava najmaé z trhovych cien vladnych
dlhopisov.? Ked'Ze vladne dlhopisy st emitované nepravidelne a pre rozne splatnosti,
nepozndme explicitne pre kazdt hodnotu splatnosti 7' — ¢, prislachajtci trok. Zauzi-
vané su preto rozli¢né techniky odhadu ¢asovej Struktary trokovych mier, napr. boots-
trap, pricom na ziskanie droku k splatnostiam ku ktorym nam chybaja trhové data sa
pouZziva napr. interpoldcia. Viac sa mozno dozvediet’ v [15].

2.2.2 Kratkodoba urokova miera

Vychodiskom pre modelovanie tirokovej miery ako stochastického procesu je pojem
krdtkodobej (okamZitej) Girokovej miery. T4 predstavuje trokova mieru, ktorou st tro-
¢ené pozicky na vel'mi kratke obdobie, matematicky limitne idtce k nule.

V praxi pod kratkodobu tirokovou mierou rozumieme napr. v Eurépe medziban-
kovt sadzbu za ktort si banky poziciavaji a ukladaja prostriedky ,cez noc”, tj. na
dobu 24 hodin, tzv. EONIA (European Overnight Index Average). EONIA sa denne zve-
rejiiuje’ a potita na zéklade priemeru sadzieb, ktoré hlésia jednotlivé bankové instita-
cie Eurépskej centralnej banke.

Matematické zavedenie pojmu kratkodobej tirokovej miery je nasledovné (citacia

z [8]):

Definicia 2.2.1 (Kratkodoba tirokova miera). Kritkodobd iirokovd miera (short rate) pred-
stavuje zaciatok krivky casovej Struktiiry iirokovych mier r, = r(t,t). Na zdklade (2.2), ak sa
posunieme o vel'mi kritky cas At, dostaneme

1 1

r(t,t+ At) = A7 In P(t,t+ At) = A [ln P(t,t + At) —In P(t,1)],

pricom sme vyuZili fakt, Ze P(t,t) =1 = InP(t,t) = 0. Ak At — 0, potom

. InP(t,t+At) —InP(t,t
o=l = g -G

Z definicie derivdcie funkcie vieme, Ze potom

re =r(tt) = _8% In P(t,1). (2.3)

2Casova strukttra trokovych mier z AAA vladnych dlhopisov eurozény:
http://www.ecb.europa.eu/stats/money/yc/html/index.en.html,

vynosové krivky pre americké a iné vladne dlhopisy :
http://www.bloomberg.com/markets/rates-bonds/government-bonds/us/

Shttp://www.euribor-rates.eu/eonia.asp
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2.2.3 Jednofaktorové modely kratkodobej tirokovej miery

V jednofaktorovych modeloch sa predpokladd, Ze trokova miera je stochasticky pro-
ces s jednym zdrojom ndhodnosti, pricom sa riadi prislusnou stochastickou diferen-
cidlnou rovnicou. Vo vSeobecnosti je tato rovnica tvaru

drt = :u(tv 7ﬁt>dt + U(tu Tt)th ) (24)

kde drift ju(t,r) a volatilita o(t,r;) si deterministické funkcie a W; je Wienerov proces
7 (2.1.4).

Takto definovany jednofaktorovy model implikuje skuto¢nost’, Ze proces trokovej
miery r; je markovovsky, t.j. jeho hodnota v ¢ase .y, zdvisi iba od hodnoty v case r,
a nie od starsich hodnot.

Podmnozinou vSeobecnych markovovskych jednofaktorovych modelov okamZitej tro-
kovej miery je tzv. Ornstein-Uhlenbeckov stochasticky proces, ktory ma drift tvaru

M(trt):"{’(e_rt)) "{79>O'

Ornstein-Uhlenbeckov proces ma tiez privlastok tzv. mean reversion, t.j. proces ktorého
hodnoty dlhodobo osciluji okolo rovnovéaznej irovne . Absoltutna vel'kost’ tychto
oscildcif zavisi na volatilite o(.) a silu pritahovania procesu k hodnote § udéava para-
meter k.

1.8 T T T T
CIR: r0=l.155, 6=0.4284, 0=0.598, k=0.3619

1.6 Eonia : redlne data ]
1W Euribor : realne data

14 |

12

Hodnota

-
g;
_—

=

e
Y
T S
|

. i |
'--"""n‘m’,.\,\.l. W“"' \ \ J -

.,Jm‘
0.2 i

0.4} | J‘ \
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t

Obr. 2.2: Ukédzka ndhodne vygenerovanej okamzitej irokovej miery z diskretizovanej rovnice
(2.5) prey = % (CIR model), v grafe s Eoniou a tyzdiiovym Euriborom.
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Casto vyuZivanou triedou jednofaktorovych modelov okamzitej tirokovej miery st
modely tvaru

dry = k(0 — ry)dt + or]dW,, k,0,0 >0, (2.5)

ktorych Specidlnym pripadom st v praktickych aplikdciach vo vel' kom pouzivany Va-
sickov model (v = 0) a CIR model (v = %). Prave CIR model vyuzivam v préci, pricom
popisany je v ¢asti (3.1.3).

Hlavnou vyhodou tychto modelov je, Ze pre ne pozndme rozdelenie okamZitej tiro-
kovej miery v explicitnom tvare, vieme odhadntt’ ich parametre metédou maximalnej
vierohodnosti a vieme na ich zéklade oceriovat’ derivaty trokovej miery (tj. pozndme
napr. cenu dlhopisov a teda i ¢asovu Struktiaru trokovych mier v explicitnom tvare).
Podrobné odvodenia mozno néjst’ v [9].

2.3 Tedria optimalneho riadenia

V préci rieSim diskrétnu tlohu stochastického optimélneho riadenia, pricom maxi-
malizujem ocakdvanu hodnotu funkcie koncového stavu, v etapach zodpovedajacich
rokom sporenia na dochodok. Ide teda o tlohu v tzv. Mayerovom tvare, jednorozmerna
v riadeni, dvojrozmernti v stavovej premennej, s ohrani¢eniami na riadenie, bez expli-
citnych ohraniceni na stavové premenné, s vol'nym koncom.

Pre lepSiu predstavu optimaliza¢nej llohy uz vopred uvediem, Ze budeme maxi-
malizovat’ o¢akdvanu uzito¢nost' z majetku nasporeného pri odchode na déchodok.
Stavovymi premennymi budt hodnota naakumulovanych tspor (d;) a hodnota okam-
zitej irokovej miery (). Riadiacou premennou bude podiel tspor uloZenych v riziko-
vom (d;), resp. garantovanom fonde (1 — ¢;). Stochasticky charakter bude mat’ vynos
ako rizikového fondu, tak aj garantovaného fondu.

Vo vseobecnosti (presny tvar dlohy je odvodeny v casti (3.2)) bude teda rieSend
tloha tvaru

maz Elp(dr)] (2.6)

diyr = fi(dyyre, @, ye, Py 0i(dyy 1)) (2.7)
reer = G (diyre, Ty Yr, Py 00(dy, 1)) (2.8)
ro = To, (2.9)
dy = dy, (2.10)
d,ri € R, 2.11)
b € M, (2.12)
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©, Jts Gt - zatial blizsie neur¢ené funkcie,

r, € X,y €Y - zatial bliZSie neuréené ndhodné premenné, postupnosti ich rea-
lizécii X = {xq,...,2r-1},Y ={vyo, ..., yr-1},

P, - deterministické parametre, P, = {7, B, 11, 07},

do, 7o - deterministicka pociato¢na hodnota majetku, resp. tiroku,

V - V={b(.),...,0r_1(.)}, stratégia, t.j. postupnost’ spatnych vizieb
0¢(.) = 64(dy, 1), )

S - trieda v8etkych pripustnych stratégii, t.j. tych ¢o splnaju (2.12),

M, - mnozina pripustnych &:(.), M, =1[0,4], A, €]0,1].

Ide o tlohu diskrétnej dynamickej stochastickej optimalizacie, pri ktorej v kazdom
¢asovom okamihu berieme do tvahy vSetku dostupnt informaciu do daného c¢asu.
Uloha toho istého tvaru je riesend i v [11], zhrniem preto iba vysledky najpodstatnejsie
pre d’alsi postup.

Na vyrieSenie tilohy spominaného typu vyuZijeme rovnicu dynamického programo-
vania. K tomu je potrebné zaviest’ pojem hodnotovej funkcie a vyslovit’ niekol'ko pred-
pokladov. Dokladné teoretické odvodenie je mozZné ndjst’ vo vysSie spominanej litera-
tare.

Zakladnu ulohu zna¢im ako Dy, podilohu rieSent na ¢asovom tseku [j, 7' — 1] ana-
logicky D;, cely systém tiloh ako D ). Presna definicia podulohy ako i d’al$ich pojmov
potrebnych k vybudovaniu tedrie pre vSeobecnejsi pripad je v [11].

Predpokladajme teda volny koncovy stav, tilohu bez stavovych ohraniceni (t.j.
kazdé riadenie 0, € M, je pripustné a ich I'ubovolnd postupnost’ tvori pripustna stra-
tégiu), diskrétne ndhodné premenné (X,Y st konecné alebo spocitatelné) a predpo-
kladajme, Ze pre kazdu podulohu D; existuje prislusna optimélna stratégia V, tj.:

mar By {p(dr)lr; = r,dj = d, X}, V5, Vi} = Ejjr-y {SO(CZTW;' =r,d; =d, X}, Y, f}j} :

Potom na zdaklade literatdary [11] mozZno zadefinovat’ hodnotovii funkciu nasledovne:

Definicia 2.3.1 (Hodnotové funkcia). Pre kazdé j € [0,T — 1] je V; : R* — R hodnotovou
funkciou pre 1ilohu D; a postupnost’ funkcii V- = {V;, ..., Vr_1} hodnotovou funkciou pre
systém 1iloh D), ak

%@xEUyT*” {Qp(dT)Vj =rd; = d")(j’yj’vj} , prej e 0,7 —1]

Vi(d,r) = { (2.13)

Qp(dT) ) P rej =T
Opaét na zdklade [11] plati tzv. rovnica dynamického programovania, a to v nasledovnej
podobe:

Veta 2.3.2 (Rovnica dynamického programovania). Nech sii splnené horeuvedené predpo-
klady, pricom uvaZujeme iilohu (2.6)-(2.12). Ak preVj =0,...,T —lapreVd,r € R funkcie
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0; , V; splitajii rovnicu dynamického programovania
Vild,r) = maxEy ) [Viea (f(dr,25,95,6,Py)s 95(dsr 25, 45,0, Py))] =

= E[j,j} [‘/j+1 (fj(darwrjvijgj(dvr)apj)agj(daraxjvyja5j(dar)773j)>] 3

VT<CZ) = gO(dT) Vd e R,

potom V = {Vq, ..., Vir_1} je hodnotovd funkcia a V; = {d, . .., 0r_1} je optimdlna stratégia.

Poznamka: Ked'Ze v nasej tlohe budti mat’ premenné d (majetok) a r (tirok), ako
aj ndhodné premenné x,y kontinudlny charakter, zavedieme diskretizéciu tychto pre-
mennych a tlohu budeme riesit’ numericky. Dostaneme teda len priblizné rieSenie
danej dlohy, ktoré sa vsak pri dostato¢ne hustej diskretizacnej sieti sprestiuje.

Kvoli diskretizacii ndm tieZ sice vznikntd dodato¢né ohranicenia na stavové pre-
menné v podobe okrajovych casti diskretizacnej siete, tieto ohranicenia ale zvolime
tak, aby neovplyvnili rieSenie danej tlohy. Konkrétne za horné ohranicenia zvolime
dostato¢ne vel'ké konstanty, a ako neskor uvidime, dolnymi ohrani¢eniami implicitne
zahrnutymi v modeli budt nulové hodnoty majetku, resp. troku, na zdklade priro-
dzenej logiky ako aj vystavby modelu.

Poslednym problémom spdsobenym diskretizaciou je pocitanie hodnotovej fun-
kcie V; za pomoci V4, v takom bode, ktory nie je sticast' ou diskretizacnej siete. S tymto
problémom sa vysporiadame vyuZitim interpolacie.

2.4 Funkcie uzito¢énosti

Definicia 2.4.1 (Funkcia uzito¢nosti). Funkcia U(x) majetku x je funkciou uZitocnosti ak
(i) je spojitd, t.j. U(z) € C°,

(ii) je kvdzikonkdvna, t.j. {x|U(z) > k} s konvexné Vk € R,

(iii) je monoténna,t.j. U(x) > Ul(y),x > y, resp. ostro monoténna, ak U(x) > U(y) ,x > y.

Pre rizikovo averzného investora je funkcia uzito¢nosti nielen kvéazikonkavnou, ale aj kon-
kdvnou, resp. rydzo-konkévnou a ostro monoténnou. Dalej budem uvazovat’ vyhradne
funkcie uzito¢nosti s tymito vlastnost’ami.

Funkcia uzito¢nosti sa vyuziva primarne v stivislosti s optimaliza¢nymi tilohami, v
ktorych maximalizujeme funkciu uZito¢nosti z majetku, resp. za pritomnosti stochas-
tickych javov jej ocakdavant hodnotu. Vol'ne povedané, zaujimat’ nas bude stratégia 9,
pre ktort bude ocakdvana hodnota funkcie uZito¢nosti (zohl'adriujtca rizikova aver-
ziu investora) maximalna.

Na zéklade vlastnosti, ze 'ubovolna rasttica transformacia (zloZenie h o U) funkcie
uzito¢nosti zachovava preferencie (pozri [12]) moZno d'alej vyuZzivat’ fakt, Ze vol'ba
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optimélnej stratégie (argument maxima) nezavisi od afinnych transformacii funkcie:
arg mgxx{A -U(x) + B} = arg mgxx{U(m)} , A>0,BeR. (2.14)

Definicia 2.4.2 (Arrow-Prattov koeficient averzie k riziku). Absoliitny (a(z)) a relationy
(a(x)) Arrow-Prattov koeficient averzie k riziku sii definované ako

o) = 5{}(2@ /aggp) el = —a? a(i(f) /azg;@ |

Vyznamnou a ¢asto vyuZzivanou triedou funkcii uZitoénosti st tzv. CRRA (Constant
Relative Risk Aversion) funkcie, nazyvané aj izoelastické funkcie uzito¢nosti. Medzi ich
najpodstatnejsie vlastnosti patri konstanty Arrow-Prattov relativny koeficient averzie
k riziku. Tato vlastnost’ implikuje fakt, Ze sporitel’ s CRRA funkciou uzito¢nosti drzi
pocas investicného horizontu konstanty pomer svojho majetku v rizikovom aktive
(fonde), nezavisle od vel'kosti tohto majetku.

Tvar CRRA funkcii uZito¢nosti je nasledovny (uvddzany bez multiplikativnych a
aditivnych konstant, na zdklade (2.14) irelevantnych pre maximalizdciu o¢akdvanej
uZzito¢nosti) :

—gt~ | prea>1
Ux) = Inz |, prea=1 (2.15)
g7, prea <1

CRRA funkcia uzito¢nosti je tieZ invariantnd (v zmysle maximalizacie o¢akdvanej uZzi-
to¢nosti) voci peniaznym jednotkdm, t.j. Skdlovaniu, ¢o mozno opét’ overit' na zéklade
uvahy podobnej (2.14). Uvediem cast’ pre a > 1 a skalovanie konstantou A > 0:

m?X{U(A cx)} = mgxx{—(A cp)ttey = Al mgmx{—(m)l_a} = Ao, m?X{U(ZL‘)} . .,

arg m&ax{U(A x)} = arg mgiX{U(x)} .
V praci budem pouZivat’ vylu¢ne CRRA funkciu uZito¢nosti tvaru
Ul)=—-2"" a>1. (2.16)

Za posledné desiatky rokov sa mnohé stadie zaoberali vhodnou vol'bou funkcie uZi-
to¢nosti (napr. [16]). Jednym z prvych, ktory odporucil vo vSeobecnosti vyuZivat préve
CRRA funkcie bol Arrow, v knihe [17], v ktorej sumarizoval dovtedajsi vyskum z tejto
oblasti. Dovodom vol'by funkcie uzito¢nosti tohto tvaru v mojej praci je (okrem Arro-
wovej prace) i narastajtci konsenzus v neddvnej literattre (napr. [18]), poukazujtci na
Statisticky zanedbatel'né rozdiely v Arrow-Prattovom relativnom koeficiente averzie
k riziku vzhl'adom k r6znym hodnotdm majetku.

DalSou vyznamnou ¢ast'ou pri praci s CRRA funkciou uZito¢nosti je vol'ba parametra
rizikovej averzie ,,a”, resp. vol'ba rozsahu parametrov, pre ktoré budeme tlohu alo-
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kécie prostriedkov do ddéchodkovych fondov skimat’. Publikovanych bolo opit’ nie-
kol'’ko studii zaoberajticich sa odhadmi tohto koeficientu, pricom v mnohych sa blizil
k hodnote 1, znaciacej nizku rizikova averziu investora. Naopak, viaceré iné ¢lanky
naznacovali i ovel'a vyssie hodnoty, v zdsade bola teda variancia takto ziskanych od-
hadov pomerne vysoka.

a=10

0.9 1 11 1.2 1.3 1.4 15

Obr. 2.3: CRRA funkcia uZito¢nosti tvaru (2.16) pre rdzne parametre averzie k riziku.

Ked'Ze sme ale presvedceni, Ze pokial uvazujeme sporitel'a na dochodok, ide jed-
noznacne o rizikovo averzného investora (t.j. a > 1), na zaklade [19], ¢lanku zhffiaju-
ceho $tadie neodportcajuce v praktickych aplikacidch pouZivat’ hodnotu koeficientu
vyssiu ako 10, sa budeme zaoberat’ iba koeficientmi z rozsahu a € [3,12], t,. pre-
kracujtc hodnotu 10 iba marginalne. Alternativne je samozrejme mozné odhadnat’
koeficient i manuédlne z vlastnych dat, viac sa da docitat’ v [14] a konkrétne vysledky
z Dénska st uvedené v [20]. Na Obr. (2.3) je zndzornend v praci pouZivana CRRA
funkcia uzito¢nosti pre rozlicné hodnoty koeficientu averzie k riziku, a.



Kapitola 3

Dynamicky stochasticky model
sporenia

Jadrom mojej préce je dynamicky stochasticky akumula¢ny model sporenia predsta-
veny v [1]. Model popisuje dynamiku sporenia na déochodok v druhom pilieri, t.j. mo-
deluje tt cast’ tspor, ktord podlieha vyvoju finan¢nych trhov.

Model dokaze zohl'adnit’ (kratkodobo) nahodny charakter vyvoja akciovych trhov
i arokovej miery, ich koreléciu, v ¢ase rozli¢cny (dlhodoby) trend vo vyvoji spomina-
nych veli¢in, aj v éase nekonstantnt volatilitu oboch premennych. Dalej v sebe zakom-
ponovéva v case rozlicny rast nomindlnych miezd (v diskrétnych ¢asoch), pricom je
moZzné ho rozsirit’ o ich stochasticky charakter alebo jednoduchsie o rast miezd v spo-
jitych ¢asoch. Berie tieZ do tivahy rizikovt averziu sporitel'a prostrednictvom funkcie
uzitocnosti, ktort je mozné nakalibrovat’ pre kazdého investora individuédlne. PouZi-
tel'ny je v pripade legislativy umoZiiujicej investovanie do dvoch fondov sticasne ako
aj iba do jedného.

3.1 Predpoklady

Pri modelovani sporenia na déchodok budeme predpokladat’ existenciu 2 fondov -
negarantovaného (akciového, rizikového) a garantovaného (dlhopisového, nizko riziko-
vého). Rizikovy fond budem aproximovat’ ako ¢isto akciovy fond (scendre jeho vy-
voja budem okrem iného vytvarat’ aj na zdklade historického vyvoja amerického ak-
ciového indexu S&P 500) a garantovany fond ako ¢isto dlhopisovy fond' drZiaci 3-
rotné? (splatnost’ 3 roky) bezkupénové dlhopisy (o je priblizne ekvivalentné v praxi
predpokladanému udrzovaniu durécie 3 v dlhopisovych fondoch).

1V pripade, ak je charakter realnych fondov na trhu vel'mi vzdialeny od tejto aproximécie, je mozné
vybrat’ si taky fond, resp. kombinéciu fondov, ktora sa vynosovym a rizikovym profilom najviac pribli-
Zuje vypocitanému optimédlnemu rozloZeniu dspor v aproximaénych fondoch.

ZModel odvodeny v d’alSej ¢asti umoziiuje rovnako vyuzit' aj bezkupénové dlhopisy s inou splat-
nost'ou, jedinym obmedzenim je predpoklad drzby dlhopisového portfdlia s tou istou splatnost’ou vset-
kych dlhopisov.

22
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Dalej predpokladdme, Ze v tychto fondoch m4 sporitel moZnost’ sporit’ si na do-
chodok po dobu 40 rokov.® Rebalancovat’ svoje ddchodkové portfélio, t.j. menit’ pomer
uspor uloZenych v rizikovom (d € [0, 1]) a v garantovanom fonde (1 — §), moze v dis-
krétnych ¢asovych okamihoch, vzdy na zaciatku roka. Zaujimat’ nds preto budu prave
ro¢né charakteristiky (vynos a riziko) fondov a sporenie budeme sledovat’ v ro¢nych
intervaloch.

RozloZenie tspor do dochodkovych fondov podlieha zdkonnym obmedzeniam
(napr. tesne pred odchodom na ddchodok je mozné sporit’ si iba v garantovanom
fonde, viac v casti (1.1)). Toto obmedzenie na Cast’ tspor v rizikovom fonde moze
byt v ¢ase premenlivé, znacit' ho budem A;, a teda ¢, € [0, A¢].

Predpokladat’ budeme tiez, Ze vynosy rizikového fondu st nahodné a v ¢ase od
seba nezdvislé, pricom st ale korelované s vynosmi dlhopisového fondu. Vynosy dl-
hopisového fondu uz budt od seba v case zédvislé, avsak len markovovsky. Tieto vlast-
nosti budt zrejmé z mnou pouzivanych modelov. Predpokladdme deterministické, v
¢ase nekonstantné parametre driftu (trendu) a volatility (rizika) pre akciovy fond a
konstantné parametre driftu a volatility pre dlhopisovy fond.

Nakol'ko v 2. pilieri ide o prispevkovo definované sporenie, predpokladdme, Ze
kazdoroc¢ne sporitel’ odvddza do sporiacej schémy dant, vopred zndmu cast’ (7;) zo
svojej ro¢nej nomindlnej mzdy (w;). Predpokladdme deterministickti valorizdciu mzdy
(o %) v diskrétnych, ro¢nych ¢asoch.

3.1.1 Model sporenia

Dosial naakumulovany majetok do ¢asu ¢t vratane zna¢ime s,. Po 1. roku mé sporitel
na konte iba vlozené prispevky (s; = 7w;). Nésledne sa majetok kazdy d’alsi rok
zhodnoti na zdklade zvoleného rozloZenia Gispor pre cast’ v rizikovom fonde spojitym
ro¢nym vynosom r(, ., a pre €ast' v dlhopisovom fonde spojitym ro¢nym vynosom
T?t,t +1) pricom v oboch pripadoch ide o stochastické (ndhodné) vynosy. Dostavame tak

pret =1,...,T — 1 rekurentntd rovnicu

S1 = T1W1
S ) (3.1)
Ser1 = S <5€T(t,t+1) + (1 — 5)6T(t,t+l)) + Ti41 Wiy -

Ked” vezmeme do tvahy, zZe absolitne vysky dochodkov, ako aj miezd, z roka na
rok kvoli inflacii (spravidla) rastti, opodstatnené je merat’ vel'kost' nasporeného ma-
jetku nie v absolttnych hodnotéch, ale v relativnych oproti priemernej mzde v hos-
podérstve. Inak povedané, pre dochodcu je podstatné nasporit’ si ¢o najvyssiu ¢iastku
nie ani tak absolttne ale skor v pomere k predoslej mzde, v zmysle udrzania si svojho
dovtedajsieho zivotného standardu. Z tohto dovodu je do modelu zavedena relativna
jednotka d; = ;t. Nasporeny majetok teda budeme chapat’ ako pocet rotnych miezd a

3Model je opdt’ I'ahko moZné prisposobit’ aj inému horizontu sporenia.



KAPITOLA 3. DYNAMICKY STOCHASTICKY MODEL SPORENIA 24

rovnica (3.1) nadobudne tvar

d1 = 1

dt+1 = St <5erft,t+1) + (1 _ 5)€T(bt,t+1)> + Tyt -

W41

(3.2)

Bertic do tivahy, Ze rast miezd je zndmy (ziskany napr. z makroekonomickej predikcie),
w1 = (14 Bi)wy, vieme (3.2) preformulovat’ na diferenént rovnicu

dl = T1
s b .
6€r(t,t+1)+(1_5)er(t,t+1) (3 3)
dt—i—l = dt 145, TE+1 -

Dosial’ boli roéné vynosy rizikového fondu (r(sm +1)) a dlhopisového fondu (T?t,t +1))
formulované len nekonkrétne. Na ich presnti formulaciu vyuZijeme poznatky z kapi-

toly (2.1) a (2.2) o stochastickych procesoch, resp. tarokovych mierach.

3.1.2 Modelovanie vynosov akcii

Predpokladdme, Ze aktiva v rizikovom fonde sa ako celok riadia geometrickym Bro-
wnovym pohybom. T.j. predpokladdme, Ze pre cenu, resp. hodnotu (S;) akciového
fondu v roénych ¢asovych okamihoch ¢t = 1,...,T plati

S, = Syttt Wi (3.4)

kde W, je Wienerov proces a p1°, o® parametre driftu a volatility. Z (3.4) vyuZitim (2.1.3)
moZeme nahliadnut/, Ze logaritmicky vynos takto definovaného akciového fondu je
normélne rozdeleny

s
8 (&Z) =1+ 0 (W= Wiet) = rforg ~ N (0%, (0°)%) (3.5)

¢o mdZeme po posunuti casového indexu prepisat’ do tvaru

Ty =1+ 0"V, kde W~ N(0,1). (3.6)
Takto definovany vynos je tieZ konzistentny so Standardnym vypoctom vynosu v
et _ Si=St-1 _ _S ~ S, __ S
tvare: 7, ;) = "g-— =g~ -1~ <Stj1> = T{14) -

Ak uvaZujeme v Case nekonstantné, no deterministické parametre driftu a volatility,
dostdvame obdobny vysledok. Ak vyuZzijeme, Ze W, = 0, tak vzt'ah (3.4) vieme pre-
pisat’ ako Sy = SpeXi=t W)Xz o (Wi-Wis1) 3 teda pre v Case nekonstantné parametre
dostdvame

S S S
Sy = SpeXim Wit Eim i Wi Wir) (ﬁ) =pi_y o (We=Wia), (3B7)
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Flrny = M+ o7V, W N(0,1). (3.8)

Vyuzitim Itéovej lemy, kde f := S(W,t), dW = 0dt + 1dW , o(W,t) := 1, dostaneme z
(3.4) stochasticku diferencidlnu rovnicu vyvoja akciového fondu

ds, = Bt + 5aw, + 112 25dt =

== ,LLSStdt + O'SStth + %(O'S)QStdt = (39)
= (0 + L(0*)?) Sudt + °S;dW, .

3.1.3 Modelovanie vynosov dlhopisov

Vynosy dlhopisového fondu budeme modelovat’ prostrednictvom mean reversion
modelu okamZitej irokovej miery (pozri cast' (2.2.3)) odvodeného v roku 1985 Co-
xom, Ingersollom a Rossom v [10], v skratke CIR modelu. OkamZit4 irokova miera sa
v nom riadi stochastickou diferencialnou rovnicou

dry = k(0 — ry)dt + o/ dWy,  k,0,0 >0, (3.10)

kde & (rychlost’ prit'ahovania k rovnovaznej hodnote), 6 (dlhodoba rovnovazna hod-
nota) a o (volatilita) moZu byt aj zavislé od casu.

DoéleZitou vlastnost'ou CIR modelu je kladnost’ trokovej miery, pokial je splnené
0 > 1o0% Dalej tiez vieme njst’ explicitné podmiené rozdelenie kratkodobej tirokovej
miery 7., ~ c(t)x'(?) (.) (necentrdlne chi-kvadrat rozdelenie), resp. limitné rozdelenie
pret — 00, ro ~ cxf.)(.), ktoré nebudem uvadzat’ detailne, nakol'ko ho nebudem

vyuZzivat'.

Pre d’alSie vypocty potrebujeme najmé rovnicu pre ro¢ny vynos dlhopisového fondu
(ré’t’t +1)), reprezentovaného 3-ro¢nymi bezkupénovymi dlhopismi. Tt ziskame v ex-
plicitnom tvare, pokial budeme poznat’ vzt'ah pre vypocet cien dlhopisov P(t,T) v
modeli, nasledovne (podobne ako pre akciovy fond):

P(t+1,T)
M) = In (W) =InPt+1,T)-InPtT). (3.11)

Na zédklade [10] je cenu dlhopisu v CIR modeli rovna

P(r,t,T) = A(t,T)e B&I (3.12)
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kde

g DD 2y
A(ta T) — ((R+)\+,Y)(67(T—t)1)+27) )
_ 27— 1)
B(t7 T) - (K+/\+’Y)(€7(T7t>*1)+2’7 ) (3'13)

Y = V(K + )2+ 202,

Vzorce je mozné odvodit’ vyuZitim parcidlnej diferencidlnej rovnice pre ceny dlhopi-
sov, pricom parameter A predstavuje trhovii cenu rizika (pozri napr. ([9])). Tiez je dole-
zité si uvedomit’, Ze cleny A, B nezéavisia od dvoch premennych ale v skuto¢nosti iba
od casu zostavajiaceho do splatnosti. Ak oznacime 7, := T" — ¢, dostdvame

P(ry, ) = A(my)e P (3.14)

Teraz uz vieme vyjadrit’ z (3.11) ro¢ny (v case t) vynos dlhopisového fondu (za cas
[t,t+ 1)) ako

Té’t,tﬂ) = In P(rivq,m— 1) —InP(ry, 7)) =

(3.15)
= rB(n) —In(A(n)) — re1B(m — 1) + In(A(m, — 1)) .

f)alej vyuZzijeme diskretizaciu (uvddzantd napr. v [21] alebo [22]) stochastickej diferen-

cidlnej rovnice pre CIR model (3.10) s casovym krokom 1 rok a dostdvame tak okam-

Zitt arokovd mieru v Case ¢ + 1, t.j. o rok:

rier = g(ry, ®) = 0+e "(ry—0)+ (ab ;—;(1 - 62“)> ;. D~ N(0,1). (3.16)
Ked" uz pozndme vzt'ahy pre vynosy akciového fondu (3.6) a dlhopisového fondu
(3.15, 7, = 3) definujeme i koreldciu tychto vynosov ako konstantu p. Plati teda

[if] N <[8] | B) ﬂ) | (3.17)

3.2 Transformaicia na tilohu optimalneho riadenia

V tejto Casti sformulujem tlohu o optimalnom rozloZeni tspor medzi dochodkové
fondy v 2. pilieri ako tlohu optimdlneho riadenia. Ciel om sporitel'a je maximalizovat’
ocakdvanu uZzito¢nost’ z celkového nasporeného majetku v ¢ase odchodu na docho-
dok.

Ako som uviedol v predoslej casti, sporitel modze kazdoro¢ne menit’ pomer ma-
jetku investovaného v jednotlivych fondoch, pricom vZdy pri tejto zmene pozné do-
terajsi vyvoj jednotlivych fondov (aproximovanych akciami, resp. 3-roénymi dlho-
pismi), ako aj vel'kost’ dosial’ nasporeného majetku. Ttato sporitel'ovu informéciu o
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minulosti v ¢ase 1 <t <T — 1 oznac¢ime I,.

Ked'Ze rast miezd a parametre driftu a volatility pre obe triedy aktiv predpokla-
dame ako deterministické, st sticast'ou kazdej z mnozin I; a pre prehl'adnost’ ich
nebudem oznacovat'. Tiez ak si uvedomime, Ze vynosy akciového fondu st v case
vzdjomne nezavislé, informécia o poslednom vynose ndm o budtcnosti ni¢ nehovori.

Informa¢nd mnozina I; teda pozostdva z informécii {r,...,r}, {do,...,d;}. Teraz
ale mdZeme zohl'adnit’ markovovsk vlastnost’ vyvoja tirokovych mier a fakt, Ze spo-
ritel' sa v pouZivanom markovovskom modeli rozhoduje na zdklade aktudlnej vysky
naakumulovaného majetku (a nie vyvoja tohto majetku v minulosti). Dostaneme tak
napokon [; = {d;, :}, tj. rozhodnutie sporitel'a o rozloZeni tispor v ¢ase ¢ zavisi iba od
hodnét dy, ry, Cize 6y = 64(dy, ).

Teraz teda mozeme sformulovat’ tlohu dynamickej stochastickej optimalizacie v
diskrétnych ¢asoch, toho istého tvaru ako v (2.6)-(2.12):

mazx  E[U(dr)] (3.18)
seA
diyr = Fyi(dyyre, @,9,04(dy, 1)) (3.19)
rer = g ®), (3.20)
’,"1 = 771 5 (3.21)
di = 1, (3.22)
de,mv € R, (3.23)
5t € [07 At] ) At € [07 1] ) (324)
t = 1,2,...,T—1
Fdr,ay.0) = d5€u§+a§y+(1,5)ers<7b>—1n<£4+<;,t))—g<m>B<n,—1>+1n(A<rb—1>> b,
g(r,x) = 0+e"(r—0)+ (o"/5=(1—-e2)x,
o, U - ndhodny vektor z (3.17), pricom realiz4cia zloZky @ tohto ndhod-
ného vektora je v danom ¢ase rovnaka pre (3.19) a (3.20),
T - velkost' prispevkov, t.j. dané percento z ro¢nej nomindlnej mzdy,
T - dana pociato¢na hodnota droku,
Ay - zadkonom dané horné obmedzenie na podiel Gspor v rizikovom
fonde,
) - stratégia, t,j. postupnost’ spatnych vazieb

6 = {01(dr,m1), ..., 0r—1(dr—1,77-1)},
A - trieda vietkych pripustnych stratégii, t.j. tych ¢o spltiaju (3.24).
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Ulohu e$te upravime do tvaru, v ktorom mozno na jej vyrieSenie vyuzit' rovnicu dy-
namického programovania. Na zdklade zdkona iterovanych oc¢akavani plati

E[U(dr)] = B[E[Udr)|di = d,ry = 1]

Tj. v (3.18) rieSend maximalizdcia £ [U(dr)] je ekvivalentnd maximalizacif vyrazu
E[E[U(dr)|d, = d,r = r]], ¢o je ekvivalentné maximalizacii E [U(dr)|d; = d,ry = 7].
Teraz, ak ozna¢ime podobne? ako v sekcii (2.3) &, stratégie z podilohy na ¢asovom
tseku [t,T — 1] a ekvivalentne triedu takychto pripustnych stratégii ako A;, mdZeme
definovat’ hodnotovt funkciu ako

mazEyr_y{Udp)|ry =r,dy =d, 6, , prete[l,T—1
Vt(d, 7") _ sy [t,T—1] { ( T)’ t t t} p [ ] (3.25)
U(d) : pret =T

Opédtovnym vyuzitim zakona iterovanych oc¢akavani
ElU(dr)dy = d,ry =r] = E[EU(dr)| dipr = d, 11 = 7] [ dp = d, 7y = 7]

dostdvame s vyuzitim definicie hodnotovej funkcie (3.25) a (3.19),(3.20) rovnicu dyna-
mického programovania ako v (2.3.2) Vd,r € R:

‘/;(d) 7’) _ Og%gtE {‘/t—&-l (Ft(d> r, (I)a \Ila 5)ag(r7 CD))} ) pret € [LT - 1] (326)
U(d) ; pret =T

Stredntt hodnotu v (3.26) vieme explicitne pocitat’, ked’Ze pozndme rozdelenie ndhod-
ného vektora (¥, ®)” z (3.17). Funkcia hustoty tohto ndhodného vektora parametrizo-
vand korela¢nym koeficientom premennych je dand ako

S = (3:27)
= &€ 20=e ) ’
24/ 1 — p?

teda (3.26) modZeme z definicie strednej hodnoty pisat’ ako

fo(z,y)

max {/R? Vier (Fy(d,r,2,y,0), g(r, )) fp(x,y)dxdy}, (3.28)

0<6<A

a zjednodusit' zavedenim substittcie

$=s AT x=£ﬂ+py’

na

2 {/Rz Ver (Ft(d’ r N1 = p? 4 py,y,0), g(r, €/ 1 — p? + py)) fol&, y)dédy} .

0<6<A
(3.29)

4Pre prehl'adnost’ nebudeme znacit' deterministické parametre (v sekcii (2.3) ako P;), ani postup-
nosti realizcif ndhodnych premennych ¥, ® do ¢asu ¢ (v sekcii (2.3) ako &3, V).



KAPITOLA 3. DYNAMICKY STOCHASTICKY MODEL SPORENIA 29

3.3 Vlastnosti tilohy

3.3.1 Existencia a jednoznacnost rieSenia

Aby malo tlohu (3.26) vobec zmysel rieSit’, potrebujeme ukazat’, Ze rieSenie St(dt, ),
t.j. argument maxima tlohy (3.26) existuje, a Ze je urcené jednoznacne. K tomu ndm
poslazi nasledovné tvrdenie podrobne dokdzané v [1].

Tvrdenie 3.3.1 (Existencia a jednoznac¢nost’ rieSenia). Nech d,r > 0 a nech U(d) €
C*,U'(d)>0,U0"(d) <0,pred >0, potomV¥t =1,...,T

(i) Dildr) o g PVilder) g,

ady od2

(ii) argument maxima iilohy (3.26) existuje a je jednoznacne urceny, ozn. oy(dy, 1),

(iii) Vi(dy, 1), St(dt, 1¢) Su spojité v oboch premennyjch a navyse Vy(dy, 1) , &(dt, 1¢) St spo-
jite diferencovatel' né v premennej d na I'ubovolnom ohranicenom intervale (0, dpnas), a2
na konecnyj pocet izolovanych bodov .

Dokaz: Prenasmodel sa dokaz nezmeni, nakol'ko zmena splatnosti dlhopisov oproti
modelu z [1] neovplyvni postup uvedeny v [1].

Zaujimavym pozorovanim je, Ze optimélne rozloZenie tispor nezavisi od vysky pris-
pevkov. Presnejsie, rozloZenie tspor pri prispevkoch o vyske 7 = {r,...,7r} je to-
tozné ako pre prispevky o vyske c7, kde ¢ > 0. Je teda invariantné vzhl'adom k per-
centudlnej zmene vsetkych prispevkov, ale uZ nie k zmene ¢asovej struktary tychto
prispevkov.

Tvrdenie 3.3.2 (Nezavislost' rieSenia od vysky prispevkov). Riesenie iilohy (3.18)-(3.24),
resp. (3.26) pre funkciu uzitocnosti tvaru U = —d'~*, a > 1 nezdvisi od vyjsky prispevkov
7, v zmysle ich relativnej zmeny. Navyse velicina d, z (3.19) je linedrnou funkciou vysky
prispevkov. TedaVt =1,...,T — 1:

St(dta T't, CTt) = 3t(dt> T't, Tt) )
kde ¢ > 0 je konstanta, a preVt = 1,...,T, plati:

di(emy) = cdy(y) -

Dokaz: Pre prvu cast’ je zaloZeny na fakte, Ze pre hodnotovi funkciu z (3.25) a uve-
dent funkciu uZito¢nosti plati Vi(ed,r,cry) = ¢*Vi(d,r, ), ¢ > 0, tj. jej maximali-
zécia je invariantnd vzhl'adom k vyske prispevkov. Vyuzitd je spdtna indukcia. Pre
druhd ¢ast’ je jednoducho vyuzity tvar (3.19) a doprednd indukcia. Myslienka dokazu
oboch casti tvrdenia je uvedend v [23] a podrobne rozpisany dokaz (pre tlohu s v
¢ase nezdvislymi normalne rozdelenymi vynosmi dlhopisov i akcii a konstantnymi
prispevkami, pre ktort sa ale v dokaze ni¢ nementi) je moZno néjst’ v [7].
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3.3.2 Uloha bez budiicich prispevkov

Zaujimavé je tieZ sktimat’ Specidlny pripad tlohy (3.18)-(3.24), v ktorej stt budtice pris-
pevky nulové. Vklad sporitel'a je teda jediny, a to na zaciatku horizontu sporenia.
Ulohou je maximalizovat’ otakdvant uZitoénost' zo zhodnoteného majetku na konci
horizontu vhodnym dynamickym prerozdel ovanim majetku medzi rdzne fondy, t,j.
investovanim. Touto tlohou sa uZ zaoberal Samuelson v [2] pre diskrétny pripad i
Merton v [24] pre spojity pripad, pri¢om ich hlavnym vysledkom bolo, Ze v pripade
nulovych budtcich prispevkov je podiel majetku v rizikovom a bezrizikovom aktive
nezdvisly od ¢asu a od aktudlnej vel'’kosti majetku.

Je na mieste polozit’ si otdzku, ¢i aj pre nasu tlohu (bez prispevkov) toto pozoro-
vanie plati. Samuelson i Merton vychaddzali z nasledovnych predpokladov:

(i) investor investuje a rebalancuje pocas investi¢ného horizontu iba pociato¢ny vklad,
bez budtcich prispevkov,

(ii) investovat’ je moZzné do bezrizikového aktiva s deterministickym vynosom alebo
do rizikového aktiva, ktorého vynos je stochasticky,

(iii) pre vynosy rizikového aktiva plati, Ze st iid (nezavislé, rovnako rozdelené),
(iv) investor maximalizuje CRRA funkciu uZzito¢nosti,
(v) priinvestovani nevznikaju Ziadne transakéné ndklady.

Vsetky predpoklady st konzistentné s nasou tilohou, avsak uvedeni autori nezakom-
ponovali do svojich modelov rast miezd z&visly od ¢asu, ani v ¢ase nekonstanté para-
metre driftu a volatility rizikového aktiva, a takisto ani stochasticky charakter bezrizi-
kového aktiva. Tym sa teda nezavislost' rieSenia tilohy od ¢asu porusi, avsak intuitivne
by sa nemala porusit’ nezavislost' od vel'’kosti majetku. Nasledujtce tvrdenia ukazu,
Ze je tomu naozaj tak.

Tvrdenie 3.3.3 (Tvar hodnotovej funkcie v pripade nulovych prispevkov). Ak v iilohe
(3.26) poloZime 7, = 0,t > 1 t.j. ide o iilohu bez budiicich prispevkov, potom hodnotovii
funkciu mozno zapisat’ v tvare

Vi(di, me) = Le(r)U(dy)

kde U je CRRA funkcia uZitotnosti tvaru U = —d*~ | priom a > 1 je dand konStanta.

Dokaz: (Spatnou indukciout =7T,T —1,...,1). Pret = T vieme z definicie hodno-
tovej funkcie, Ze
Vr(dr,rr) = U(dr) .

Z tvrdenia mame
VT(dT, TT) = LT(TT)U(dT) .
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Ak polozime Ly (rr) = 1, tak prvy krok indukcie je splneny.

f)alej nech plati indukény predpoklad Vi1 (dit1,7i4+1) = Lig1(ri1)U(dig1) - Z tvaru
funkcie F; pre nulové prispevky, z definicie hodnotovej funkcie a z indukéného pred-
pokladu dostdvame

Vt(dtﬂ”t) = Oglciﬂg E [Vt+1 (Ft(dtﬂ”ta o, V. 5t)ag(7”7 cp))] =
= OggtcggtE [LtH(Q(Tt, (I)>>U<Ft(dta T, CI); ‘I’a 5t))] =
B oiett + (1 —0p)e™\ ]
= ogf%iE |:Lt+1 (g(re, @)U (dt 1+ a
) €£t + (1 Y )em l-a
_ _ l1—a N t t g
= dy OSW(%ZS”AtE Liy1(g(re, ®)) ( 1+ 43 )
= U(di)Li(ry),
pri¢om sme oznacili:

§& = putojy,

ne = B(rg)ri —InA(tg) — g(ry,®)B(tp — 1) + In A(7 — 1),
o : 0ie + (1= d)em\

Ly(ry) = OgsltlgnAtE Lit1(g(re, @)) ( 115 '

O

Désledok 3.3.1 (RieSenie tlohy v pripade nulovych prispevkov). Ak v ilohe (3.18)-
(3.24), resp. (3.26) poloZime 7, = 0,t > 1 t.j. ide o iilohu bez budiicich prispevkov, a U je
tvaru U = —d*~*, a > 1 potom

8t(dt> Tt) = St(rt) )

teda riesenie nezdvisi od aktudlnej vijsky naakumulovaného majetku.

Dokaz: Vyplyva z predchddzajiceho dokazu, konkrétne predposledného vzt'ahu, z
ktorého vidno, Ze argument minima nezvisi od d;. [l

Ukézali sme teda, Ze v tlohe bez prispevkov nezavisi zloZenie portfélia sporitel'a
od vel'kosti majetku. Z toho vyplyva, Ze v pripade ak vel'’kost’ majetku d, je , vel'ka” re-
lativne voci vyske prispevkov (t.j. prispevky st takmer zanedbatel'né), tak optimélny
podiel rizikového fondu v portféliu 5t(dt, 1) ,takmer” nezdvisi od vysky majetku.
Teda ak fixujeme r; = 7, pre vysoké hodnoty d; mozno aproximovat’ hodnotu rozho-
dovacej funkcie 4, (.) konstantou &, (d;, 7) =~ ¢. Toto zjednodusenie neskor spozorujeme
i vo vysledkoch, ked’ sa (v pripade rezu s konstantnym tirokom r,) rieSenie 4, (.) ustali

pre vel'ké hodnoty d na konstantnej hodnote.
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Rovnaky vysledok, t.j. konStantny optimélny pomer rizikového fondu (resp. akcii)
a garantovaného fondu (resp. dlhopisov) v portféliu v pripade nulovych prispevkov,
sa podarilo odvodit’ aj autorom v [5]. V spominanej praci bola analyzovana nelinedrna
parabolickd parcidlna diferencidlna Hamilton-Jacobi-Bellmanova rovnica, ktora vzisla zo
spojitého dynamického stochastického akumula¢ného modelu.

Okrem rozdielu v spojitej a diskrétnej verzii sa uvedeny clanok lisil aj predpokla-
dom normaélneho rozdelenia vynosov jednotlivych fondov. Fondy sa v ¢ldnku diferen-
cuju na zédklade percentudlneho zasttipenia akcii a dlhopisov, presnejsie, podielu akcii
(6) a dlhopisov (1 — §), pri¢om pre ich vynos plati 74(8) ~ N (fir,7) , kde
fio =05 + (1= 0)py, 67 :=0%(07)* +26(1 = d)aiorps + (1= 6)*(07)*.

3.4 Numerické rieSenie ulohy

Nasim ciel'om je teraz dat’ odpoved’ na otdzku kedy, za akej situacie (trokové miery,
nasporend suma) a ako mé sporitel’ optimdlne rozloZit' svoje tspory medzi déchod-
kové fondy. Chceme teda pre konkrétny ¢as ¢, hodnotu majetku d; i Grokov mieru 7;
urdit’ optimélny aloka&ny pomer d,. UmoZni ndm to préve riedenie tlohy (3.26).

Budeme ju rieSit’ rekurzivhe od t = T'— 1 az pot = 1 a budeme vychadzat' z
tvaru (3.29). Premenné r,d,&,y, sti vSak kontinudlneho charakteru a nemame za-
rucené Ziadne vlastnosti maximalizovanej funkcie vzhl'adom k ¢ (ako napr. konvex-
nost’), ktoré by ndm umoznili analytické ndjdenie rieSenia (napr. prostrednictvom dife-
rencidlneho kalkulu). Ulohu teda budeme riesit’ numericky, pricom kazdd z premen-
nych r,d, &, y, 0 diskretizujeme na konecny pocet hodnot, ¢im dostaneme ohranic¢ent
diskretiza¢nd siet’.

Rekurzivna schéma rieSenia tloh tohto typu je podrobne popisand v [11]. Pre dany
konkrétny uzol trojrozmernej (resp. pre konkrétnu ¢asovu vrstvu, ¢, dvojrozmernej)
diskretizanej siete (d,]) uréime optimalne § prebranim v3etkych moznosti (ktorych
je na zaklade naSej diskretizacie iba konec¢ne vel'a), pricom pre kazdu vy¢islime hod-
notu integralu (3.29) a t1, pre ktorti bude integradl maximalny, prehldsime za optimélne
0. Dostaneme tak pribliZné rieSenie spojitej tlohy, ktoré sa ale pre dostatotne hustt
diskretiza¢nd siet’ bliZi skuto¢nému rieSeniu.

PresnejSie, pri diskretizécii volime pre vSetky premenné ekvidiStantné delenie da-
nej premennej p. Zaddvame pritom okrajové body, t.j. minimalnu (p,;,) a maximalnu
(Pmaa) hodnotu a pocet diskretiza¢nych bodov (p,,), tj. frekvenciu diskretizacie. Vzdia-
lenost’ (psiep) medzi jednotlivymi uzlami potom dostdvame jednoducho zo vzt'ahu

__ Pmaz—Pmin

Pstep = -

Diskrel’gz;’lcia danej premennej je teda tvaru {pmin, Pmin+Psteps Dmin+2Dsteps - - - » Pmaz 1
pricom za ,p” modZeme dosadit’ premenné r,d, £, y, 6. Konkrétny bod diskretizacnej
siete (dpin + - dstep, Tmin+7 Tstep), 1 =0,...,d,—1,7=0,...,r,—1, mdZeme potom
v danej ¢asovej vrstve t znadit' ako (di, 7).

TerazprevVt=1,...,7—-1,i=0,...,d,—1,j=0,...,7, — 1 ndjdeme prebranim
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vetkych moznosti & = {Omin, Omin + Osteps - - - » Omaz = A} pre dany uzol (d, ri) také o,
pre ktoré je integral

/Vt+1(Ft(di,ri,évl—p2+py,y, Lg(rl, &/ 1—p +py>fo§y)d§dy
]RQ

maximdlny, ¢im dostaneme hl'adant optimalnu rozhodovaciu (aloka¢nii) funkciu
o,(di, 1), udévajiicu optimélny podiel uspor v akciovom fonde v danej situacii (di, 7).

Integrovat’ vSak nebudeme cez celé R?, ale vyuZitim lichobeznikového pravidla pre
numerickl integraciu vypocitame aproximadciu integralu ako vazent sumu funkénych
hodnot cez diskrétnu oblast’ {&,in = &1, -+ 5 &maz = Ent X {Umin = Y15+ s Ymaz = Un},
kde &, = vy, a kde &nae = Ymar = —Emin = —Ymin SO dostatoéne vel'ké. PouzZitim
spominanej Newton-Cotesovej zloZenej kvadratiry dostdvame pre dané § aproximdciu
vyssie uvedeného integrédlu (ostatné zafixované premenné neuvadzam):

1
I<5) = 42?:1 2?21 fO(fi; yj) [f()(gl)yl)v(flv Y1, 6) + fU(gna yl)v<€n>y17 5) +

+ fO(fnyyn)V(gny Yn, 6) + fo(gla yn)v(ghy?w 6) +

+ 2Zfo &)V (& w6 +2Zfo 6,9V (61,96, 8) + (3.30)
+ 2Zf0 §n7y1 gn;i’/za +22f0 5@73/71 (5%3/7176) +
=2
n—1 n—1
+ 4ZZfO 67,7yj 5“3/]7 )]
=2 j=2

Pripominam eSte, Ze autori v [1] pouZili kvoli vel' kému rozptylu hodnot integrova-
nej funkcie $kalovanie hodnotovej funkcie na zabezpecenie lepsej numerickej stability.
Ja skélovaciu techniku nevyuZivam pre uSetrenie vypoctového casu, nakol'ko moje
numerické experimenty’ vykazovali totozné vysledky pre vypocet so Skalovanim aj
bez neho.

Dal&im problémom, s ktorym je potrebné vysporiadat’ sa pri numerickej aproxi-
macii (3.29) je pocitanie funkcie V; v bodoch mimo nasej diskretiza¢nej siete (ked'Ze
F(.),g9(.) € R). Ako som uz spomenul v ¢asti (2.3), problém vypoctu hodnotovej fun-
kcie v netabelovanych bodoch riesim vyuzitim interpola¢nych technik, konkrétne ku-
bickych interpola¢nych splajnov implementovanych v softvéri MATLAB.

Poslednym problémom stivisiacim s vyssie uvedenou interpoldciou je nemoZznost’
exaktne extrapolovat’ hodnotovt funkciu pre uzly za okrajovymi bodmi, t.j. mimo
diskretizacnej siete. Tento problém sa prejavil najmé pri pocitani vyslednych hodnot
funkcie optimélnej alokécie d; pre hrani¢ne vysoké hodnoty majetku d, t.j. v blizkosti
dmaz- Totiz na zédklade tivahy z Casti (3.3.2) by sa pre vysoké hodnoty d funkcia optimal-

>Vypocet bol vykonany v softvéri MATLAB.
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nej alokdcie mala ustdlit’ na konstante. Pri numerickych vypoctoch sa to vsak blizko
hodnét d,,., nedialo. Tento problém som vyriesil zvySenim hodnoty d,,., priblizne na
Groven dyaz = 2dmqe, pricom prakticky vyuZivam iba vysledky po hodnotu ~ d;”%,
pri ktorych je rieSenie stabilné. Tieto kroky st opdtovne zdovodnené i v Pozn. (2), v
Casti (4.1), v ktorej sa zaoberdm konkrétnymi numerickymi parametrami tlohy.



Kapitola 4

Parametre, scenare a data

4.1 Parametre

Parameter ‘ Hodnota ‘ Typ1

‘ Popis

Numerickd schéma

ny i% Eiiy krok v smere y na 2-rozmernej {¢;} x {y;}
Yrmin DY | oblasti pri aproximdcii integralu
Ymaz 3 lel’ly
5% i?g Eﬁﬁy krok v smere { na 2-rozmernej {; } % {y;}
mn DY | oblasti pri aproximdcii integralu
é-maz 3 le]fly
ng 500 fixny
Amin 0.0397 fixny | krok diskretizdcie hodnot majetku?
dmaa: 30 ﬁXl’ly
N, 45 fixny
Tmin 0.001 fixny | krok diskretizdcie hodnot troku
T"maz 0.09 ﬁX]fl},’
i) 30 f}xn}’l krok diskretiz4cie podielu v akciovom
Omin 0 fixny fonde
6maa: 1 ﬁXl’l}/I

Tabul'ka 4.1: Hodnoty pouzitych parametrov.

IFixny parameter je vo vSetkych vypoctoch nemenny. VoI'ny parameter som pri rdznych porovna-
niach, ktoré st napr. stii¢ast'ou analyzy senzitivity, menil. V tabul'’ke uvedend hodnota vSak plati vzdy,

pokial v texte nie je spomenuté inak.

2Pri numerickych vypoctoch je pouzitd hodnota d,,q, = 30, avSak pri grafickom vyobrazeni zobra-
zujem majetok po niz§iu maximdlnu hodnotu. Dévod je ten, Ze na zdklade tivahy z Casti (3.3.2), sa pre
vysoké hodnoty d funkcia optimdlnej alokdcie ustali na konstante. Pri numerickych vypoctoch sa tak
blizko hodnét d;y, ., nedialo, kvoli nemozZnosti exaktne extrapolovat’ hodnotovt funkciu pre uzly mimo
diskretizacnej siete. Navyse vysoké hodnoty premennej d pre nés vacsinou nie st relevantné (ak su, tak
ich zobrazujem). Pri prispevkoch vysky 4% zo mzdy k nasporeniu sumy d,q, zd’aleka nedochddza.

35
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Parameter | Hodnota | Typ | Popis

CIR model
. 0.8993 fixay fllil;”’ resp. rychlost’ mean-reversion , prit'ahova-
0 0.0226 fixny dlhostlob.a rovnovazna hodnota okamzitej tro-
kovej miery
ob 0.148 fixny | volatilita, tj. vel'kost’ fluktudcii short rate
A 0 fixny | trhov4 cena rizika®
.. | splatnost’ bezkupénovych dlhopisov v modeli
B 3 volny (v rokoch)
Geometricky Brownov pohyb
s 0.0844 | vol'ny | drift v GBP?, defaultne uf = p* = 0.0844
o} 0.1417 | vol'ny | volatilita v GBP, ¢} = ¢® = 0.1417
Ostatné parametre
p 001082 | volny k?relacny koeficient akciovych a dlhopisovych
vynosov z (3.17)
2 z 5 . . -
- Tab.(43) | volny V}/Iska. prispevkov® ako podiel z hrubej nomi
nélnej mzdy
B Tab.(4.3) | voI'ny | medziro¢ny rast nomindlnych miezd
A, Tab.(44) | volny lgglslat1vne obmedzenia na podiel tspor v ak-
ciovom fonde
9 vol'ny | parameter rizikovej averzie sporitel'a
T 0.005 fixny | pociato¢nad hodnota short rate

Tabul'ka 4.2: Hodnoty pouzitych parametrov, pokracovanie.

Parametre numerickej schémy som zvolil tak, aby pre tilohu neboli nijako obme-
dzujtce. T,j. krajné hodnoty st dostato¢ne malé, resp. dostatocne vel'ké, a kroky do-
stato¢ne vysoké, aby nespdsobovali vyrazny odklon od skuto¢ného rieSenia tlohy.

Parametre pouzivané v CIR modeli som odhadol z aktudlnych dat® metédou ma-
ximdlnej vierohodnosti na zaklade [26] (v ¢lanku je uvedeny aj kéd v programe MAT-
LAB ur¢eny na odhady CIR koeficientov z redlnych dat). Nakol'ko som odhadoval

3V jednoduchosti, parameter vyjadruje vztah medzi hodnotami parametrov v redlnej a rizikovo
neutrdlnej miere. V [25] je uvedend nasledovna intepretacia - o¢akdvany trhovy vynos z dlhopisov r*
je vyssi ako bezrizikovy vynos r, pokial A < 0; naopak, ak A > 0, tak trhom poZzadovany vynos z
dlhopisov je nizsi ako bezrizikovy vynos, r* < r. Viac o trhovej cene rizika napr. v [9].

4DSS si uctuju poplatok 10% zo zhodnotenia tspor a za spravu 0.3% z ro¢nej ¢istej hodnoty majetku.
Tieto poplatky je potrebné odrétat’ od vynosov fondov. V numerickom vypocte poplatky zohl'adiiujem.

Poplatok za vedenie dochodkového tétu predstavuje v prepocte 1% z roénych prispevkov. Vo
vypoctoch teda vzidy uvazujem 7 = 0.997.

®Denné data z obdobia 1999-2012, zdroj: http://www.euribor-info.com/en/eonia
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parametre v redlnej miere, hodnotu parametra \ vyjadrujiceho vzt'ah medzi para-
metrami v redlnej a v rizikovo neutrdlnej miere preberdm z [1]. Za povSimnutie stoji,
Ze mnou odhadnuté parametre sti hodnotovo vel'mi blizke parametrom vyuZzivanym
v [1], ktory sa odvoldva na prebratie parametrov z ¢lanku [25] z roku 2005.

Koeficient rizikovej averzie vystupujiici v exponente funkcie uZito¢nosti volim na
zaCiatku rovnako ako autori v [1], neskér ho budem menit'.

Rast nomindlnych miezd na Slovensku pocas najbliZsich 40 rokov som ziskal z
najaktudlnejsich dostupnych prognéz. Konkrétne hodnoty za rok 2013-2015 su prie-
merom prognéz Néarodnej banky Slovenska, Institttu financnej politiky a Slovenskej
sporitel'ne,” a tidaje za roky 2016-2051 st z publikécie Slovenskej akadémie vied, [27].

Rok Medzir. rast mzdy Rok Vyska prispevkov

2013 4.37% 2013-2016 4%

2014 4.75% 2017 4.25%

2015 5.2% 2018 4.5%
2016-2020 6.4% 2019 4.75%
2021-2025 5.9% 2020 5%
2026-2030 5.6% 2021 5.25%
2031-2035 5.2% 2022 5.5%
2036-2040 4.9% 2023 5.75%
2041-2051 4.5% 2024-2051 6%

Tabul'ka 4.3: VI'avo: Prognéza medziro¢ného rastu priemernej hrubej nominalnej mzdy na
Slovensku. Vpravo: Predpokladand vyska prispevkov v percentdch z roénej hrubej mzdy.

Vek sporitel'a | Rok sporenia® | Maximalny povoleny podiel Ay

49 a menej 1. —28. 100% 1
50 az 58 29. — 37. 10 - (59 — vek)% 0.1- (59 — vek)

59 a viac 38. — 40. 0% 0

Tabul'ka 4.4: Legislativne obmedzenia na podiel tspor v akciovom fonde.

Hoci cielom tejto prace nie je odhadovat’ budtci vyvoj na akciovych trhoch, je
dolezité pri vypoctoch uvazovat' s odhadmi, ktoré nie sti od reality privel' mi vzdia-
lené. Zakladnt pouzivanu hodnotu driftu ;* som preto odhadol z dét’ ako ro¢ny lo-
garitmicky vynos, na zdklade vzt'ahu (3.5). Z Obr. (4.1) vidno, Ze ro¢ny vynos z in-
vestovania do akcif sa pri rozlicnych 40-ro¢nych obdobiach pohyboval v rozmedzi

’NBS: http://www.nbs.sk/_img/Documents/_Publikacie/PREDIK/2012/P2Q-2012.pdf
IFP: http://www.finance.gov.sk/Default.aspx?CatID=8226
SLSP: http://www.nbs.sk/_img/Documents/_Publikacie/PREDIK/2012/P2Q-2012.pdf

8Za predpokladu, Ze si sporitel’ spori presne 40 rokov.
Historické ro¢né vynosy amerického akciového indexu S&P500 vratane reinvestovanych dividend

(total return). Mesatné data, zdroj: http://www.econ.yale.edu/"shiller/data.htm
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5% — 12%p.a.. V praci budem pouzivat’ hodnotu p* = 8.44% p.a., tj. roény vynos z
celého obdobia 1871-2012.

14 - 10.13
S&P500 (skalované, S,=1)
12+ w 0.12
10+ M f/ —10.11
- 0.1

[e0]
T
2
>
\)il
L

0.09

0.08

log(S)
[e)]
T
f\
Il
|JS

v
x/"’/ V —0.07

2k Klzavy rocny vynos
pocas 40 rokov -0.06
0 ~__ Rocny vynos

pocas 1871-2012 | 70-05

1 1 1 1 1 1 1 004
1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000

Rok

Obr. 4.1: Lava os: Historicky vyvoj akciového indexu S&P500 s reinvestovanymi dividendami.
Logaritmicka skala, Sy = 1. Prava os: Klzavy (po mesiacoch) ro¢ny vynos indexu, pocitany
spdtne z obdobia 40 rokov a ro¢ny vynos indexu pocas celého vyobrazeného obdobia.

Hodnotu o7, tj. volatilitu akciovej zlozky, som tiez odhadol z dat na zdklade (3.5).
Opét’ nemam v amysle predikovat’ tiito premennt, ale pouzivat’ zmysluplny odhad.
Na Obr. (4.2) je zndzorneny priebeh Standardnej odchylky vynosov v ¢ase. Pocas 40-
ro¢nych obdobi bola jej hodnota stabilnd, pricom ju ovplyvnila najméa vel'ka hospo-
darska kriza (v rokoch mimo 1929-1930 priblizne 12% p.a. a v rokoch zahftiajtcich
krizové obdobie priblizne 19% p.a.). Pocas 10-roénych obdobi sa mimo krizy pohybo-
vala v pasme 10% — 14% p.a. a v krize sa vysplhala az na 31% p.a. . Ja budem pouzivat
smerodajni odchylku vynosov z celého uvedeného obdobia, 0° = 14.17% p.a..

Korela¢ny koeficient akciovej a dlhopisovej zlozky'?, tj. (3.17), som taktieZ odha-
dol z dat."! Jeho denny vyvoj v rokoch 1962-2012 je na Obr. (4.3). V préci pouzivam
hodnotu z celého uvazovaného obdobia, p = —0.01082.

9K orelaény koeficient uz nemozno pre na$ model potitat’ z dét jednoducho ako korel4ciu vynosov
akciového indexu (3.5) a vynosov 3-roénych dlhopisov (3.11). Odhadnut’ potrebujeme korelaény koefi-
cient z (3.17), tj. p(¥, ®). Potrebujeme teda najskor vyjadrit’ ® zo vzt'ahu (3.16) a nasledne vypoditat’ z
dat korelaciu takto vyjadrenej premennej s vynosmi akciového indexu, resp. s premennou .
1S&P500, denné déta, zdroj: http://finance.yahoo.com/ .
Americkd short rate (Effective Federal Funds Rate), zdroj: http://research.stlouisfed.org/fred2/
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Obr. 4.2: L'ava os: Historicky vyvoj akciového indexu S&P500 s reinvestovanymi dividendami.
Logaritmickd skéla, Sp = 1. Pravé os: Klzava (po mesiacoch) ro¢nd standardna odchylka, po-
¢itand spédtne z obdobia 40, resp. 10 rokov a jej hodnota pocas celého vyobrazeného obdobia.
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Obr. 4.3: Lava os: Historicky vyvoj akciového indexu S&P500. Logaritmicka skéla, Sy = 1.
Prava os: Klzavy (po diioch) korelaény koeficient premennych ¥ a @ z (3.17), pocitany spétne
z obdobia 3, resp. 10 rokov a korelaény koeficient pocas celého vyobrazeného obdobia.
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4.2 Scenare

Pod moZnymi scendrmi vyvoja akciovych trhov budem d’alej rozumiet’ predpokla-
dané budtce hodnoty driftu x;. Vytvoril som scendre 2 typov. Prvym typom stt mnou
umelo vytvorené, s realitou nekoreSpondujtice scendre. Medzi ne patria Groviiové
zmeny v drifte (pod ¢im rozumieme dlhodobo konstantna troven p; = g, avsak
rozli¢nej vysky) a linearny ndrast driftu v case. Tieto typy scenarov su sice vzdialené
od reality, no na druhej strane umoziiujt akusi stabilnt aproximéaciu budtceho vyvoja
trhov. Preco stabilnd, to zodpoviem v nasledujtcich riadkoch.

Druhym typom scendrov st scendre zaloZené na historickych roénych vynosoch
podkladovych aktiv pocas vybranych 40-ro¢nych obdobi. Optimélne rieSenia vycha-
dzajtce z tychto scendrov preto ,pasuji” iba do vel'mi Specifickej situdcie daného kon-
krétneho vyvoja. Takato aproximécia moZného budticeho zhodnotenia akciovych fon-
dov preto nie je vel'mi stabilnd, nakol'ko je aZ prili§ konkrétna. Na tcely stresového
testovania vSak poslaZi dobre. VSetky scendre st spisané v Tab. (4.5) a scendre 2. typu
st vyobrazené na Obr. (4.4).

Podkladové

Scenar Roky Aktvum Popis

(SC1) - - dlhodob4 uroven if = 11%
(SC2) - — dlhodoba droven p* = 9%
(SC3) — — dlhodob4 aroven p* = 7%
(SC4) - - dlhodoba droven ;1 = 5%

linedrny ndrast z 2% na 11.5%,

(SC5) - - 1 = 2% +0.25 - (t — 1)%

(SC6) | 1900 — 1939 S&P500 scendr rastu s depresiou na konci'?

(SC7) | 1915—1954 S&P500 scendr stagndcie, boomu, recesie a zotavenia'®

(SC8) | 1950 — 1989 S&P500 scenar dlhodobého zdravého rastu'®

(SC9) | 1929 — 1968 S&P500 scendr recesie, zotavenia a rastu'’

(SC10) | 1880 —1919 S&P500 scendr stagndcie a mierneho rastu'”

(SC11) 1‘32; : ?8(133 Nikkei225 | scenér dlhodobej recesie s oZivenim na konci'!

Tabul'ka 4.5: Scendre vyvoja akciovej investicie.

0Hjstorické rotné vynosy amerického akciového indexu S&P500 s reinvestovanymi dividendami
(total return). Zdroj: http://www.econ.yale.edu/~shiller/data.htm

1Scendr je vytvoreny umelo spojenim 22 rokov dodnes trvajiceho obdobia japonského poklesu ak-
ciovych trhov, na ktoré je nadpojené predoslé obdobie rastu. Historické ro¢né vynosy japonského akci-
ového indexu Nikkei225. Zdroj: http://indexes.nikkei.co.jp/en/nkave/archives/data
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4.3 Stratégie

Stratégie, ktoré vystavim stresovému testovaniu na uvedenych scendroch st uvedené
v Tab. (4.6). Pozostavaju jednak z optimdlnych stratégii vypocitanych pre jednotlivé
scendre, no i zo 4 navyse pridanych, pasivnejsich stratégii. Prva investuje po celd dobu
do dlhopisového fondu, druhd po celt dovolent dobu do akciového fondu, tretia za-
¢ina v akciovom fonde a kazdy rok linearne prestiva tspory do dlhopisového fondu a
posledna $tvrta sa riadi zndmym pravidlom ,drz v akciach (100 — vek)% tspor”.

Stratégia Popis
(ST1)-(ST11) Optimaélne ¢ prisltichajice danému scendru
(ST12) 5=0
(ST13) d = min{A,, 1}
(ST14) 6, = max{0, 1 — &}
(ST15) 0 = min{A,, 1 — %

Tabul'ka 4.6: Investi¢né stratégie, neskor podrobené stresovému testovaniu.

Hypotetické zhodnotenie M0=1
5 T I T I T I T T T T T T T T T T T T
US 1900-1939
US 1915-1954
US 1950-1989
US 1929-1968
US 1880-1919
Jap 1991-2012,1949-1967

In(M)

1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41
Rok

Obr. 4.4: Zndzornenie scendrov (SC6)-(SC11). Déata sti na mesacnej frekvencii.
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Vysledky

V tejto Casti uvediem konkrétne numerické vysledky konzistentné s aktudlne platnou
legislativou na Slovensku. Pokial neuvediem inak, pouZité parametre st z Tab. (4.1)
a Tab. (4.2). Najskor predstavim typicky vysledok mojich analyz, graf funkcie 5t(dt, T¢)
a zakladné Statistické charakteristiky hodnoty tspor v ¢ase, pre konkrétnu optimélnu
stratégiu. Nasledne vykondm empirickt analyzu senzitivity vystupov vzhl'adom k
vybranym parametrom. Nakoniec podrobim optimadlne stratégie stresovému testova-
niu, na zéklade vlastnych vytvorenych scenédrov, popisanych v casti (4.2).

5.1 Analyza zdkladného vystupu (benchmark)

Vystupom z modelu, alebo inak povedané optimalnym riesenim, je funkcia d;(dy, 7).
Hodnota funkcie ndm hovori, aky je optimélny pomer tspor investovanych v akci-
ovom fonde, pokial sa nachddzame v roku sporenia ¢, mdme dosial' nasporené tspory
o vyske d, a aktudlna , overnight” irokové miera je rovna r;. Ide teda o funkciu 3 pre-
mennych, ktorej vyobrazenie v 2-rozmernom priestore nema vel'mi vel'’ka vypovednu
hodnotu (Obr. (5.3)). Na Obr. (5.1) preto zobrazujem najprv iba rezy tejto funkcie, pre
jednu z premennych konstantnt. Tieto grafy, hoci neredlnych situécii, pomdahaja od-
halit’ vlastnosti funkcie optimalnej alokacie vzhl'adom k jednotlivym parametrom a
napovedat’ o jej Struktire.

Hoci vyobrazenie funkcie &, (d;, ;) predstavuje problém, optimalne rozloZenie tGspor
za kazdej do tivahy pripadajticej situdcie pozname. Funkciu médme sice tabelovant iba
v diskrétnych bodoch, no této siet’ je dostato¢ne hustd, a preto vZzdy mozZeme jednodu-
cho néjst’ v tabul'ke {di}7¢, x {r] ', hodnotu najbliz$iu naej situdcii a na zéklade nej
jednoznacne urcit’ optimalny pomer tspor v akciovom a dlhopisovom fonde. Vycha-
dzajtc z pevnych a zndmych hodnot nasporeného majetku (d; = 7 ro¢nych platov)
a okamzitej tirokovej miery (r; = 0.5%) na zaciatku obdobia sporenia (hodnoty je
samozrejme mozné kedykol'vek zmenit'), a tieZ z toho, Ze pozndme rozdelenie vyno-
sov akciového i dlhopisového fondu, tak méZeme vytvarat’ simuldcie. Jedna simula-
cia predstavuje simulované zhodnotenie tispor v ¢ase, pricom zhodnotenie fondov v

42
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budtcnosti je generované pomocou generédtora pseudonahodnych ¢isel (v mojom pri-
pade generatora z normdlneho rozdelenia, na zéklade (3.6), (3.15) a (3.16)) a v kazdom
tase sa rozhodujeme na zéklade optimalnej aloka¢nej funkcie d;(d;, ;). Po vykonani
dostatocného mnoZzstva simulécii z nich vieme ziskat’ empirické rozdelenie, a teda ich
strednti hodnotu, standardnti odchylku a 5%-ny kvantil. To st presne charakteristiky,
ktoré budem sledovat'.

Rez r=0.5%

— 13

11.5

8 = 1611 6
d t

1 Rez t=10

1.5

r

Rez d=1
0.085
0.071¢

0.057 ¢
= 0.043¢
0.029

0.0156+

0.001

Obr. 5.1: Nal'avo graf rezov funkcie d;(dy, r;) udévajticej na z-osi optimélny pomer tspor v
akciovomA fonde pre dana si’Euéciu (dt1 r¢). Napravo yrstevniceAt}’/chto rezov. Y poradi zhora
nadol: 5t(dt; Tt = 0.005) = (5(t, d) s (510(d10, 7“10) = (5(d, 7‘) s 5t(dt = 1, Tt) = (5(t, 7").
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Vysledné grafy su v stilade s intuiciou.! Z prvej dvojice obrazkov z Obr. (5.1) vidno,
Ze s rasticimi tsporami klesa ich optimalny podiel investovany do akciového fondu
a ustal'uje sa na hodnote priblizne § = 0.55, teda klesa zavislost optimélneho riesenia
od vysky tspor. TaktieZ vidno, Ze s bliziacim sa odchodom do déchodku podiel tispor
v akciovej zloZke opat’ klesa. Vysledok je v stilade s motiva¢nym prikladom z Gvodu
préce i ttvahou z casti (3.3.2). Linedrny charakter funkcie tesne pred dochodkom je
sposobeny legislativnymi obmedzeniami.

Druhd a tretia dvojica obrdzkov hovori o vzt'ahu rozloZenia tspor a okamZitej iro-
kovej miery. Klesajticost’ pomeru investicii v akciovom fonde pri rastticej short rate je
tiez logicka, nakol'ko pri vyssSej okamzitej tirokovej miere pozaduje aj trh vy$si vynos
od emitentov dlhopisov, tie sa tak stavaju atraktivnejSou investi¢nou alternativou.

L r=0.005 (const.) r=g(r,®)
° Vrstevnice 8
55 1 55f | —=—E(d)
0.8 E(d)
— — E(d)<o(d)
‘‘‘‘‘ E(d)+0(d)
0.6 4 q 4
o ° o
0.4 25
=
0.2 Ka
1 Ks -
o :
==
0 ‘ ‘

5 100 15 20 25 30 35 40

Obr. 5.2: Nal'avo vysek z vrstevnice rezu r; = 0.005 funkcie 6;(dy, ;) (zndzornenej v prvej dvo-
jici z Obr. (5.1) napravo) spolu so strednou hodnotou a smerodajnou odchylkou tspor ziska-
nymi zo 100 000 Monte Carlo simulécii pre » = 0.005. Napravo stredna hodnota a Standardna
odchylka tspor pre r ako ndhodny proces (3.16).

V pripade zjednodusenia v podobe uvazovanej konstantnej okamZitej arokovej
miery vieme (Obr. (5.2) vlI'avo) zobrazit’ do jedného grafu vrstevnicu funkcie o (dy, e =
0.005), ako aj strednd hodnotu a smerodajnti odchylku tspor vypoéitanych z Monte
Carlo simuldcii.? Vidiet, Ze pri pouZiti parametrov z Tab. (4.1) a Tab. (4.2) je stredna
hodnota naakumulovanych tspor pri odchode na déchodok na pomerne nizkej tirovni
necelého 2.5-ndsobku priemernej ro¢nej mzdy v ¢ase dochodku. Spdsobené to je pre-
dovsetkym nizkou vyskou prispevkov a predpokladanym vysokym rastom nominal-
nych miezd.

Podobny graf, t.j. stredntt hodnotu a smerodajna odchylku tspor vypocitanych z
Monte Carlo simulécii, vieme (Obr. (5.2) vpravo) vyobrazit’ aj pre trokovi mieru nie

INehladkost’ kriviek je spdsobena diskretizaciou premennych, zhladzovacie filtre nepouZivam.

2Strednd hodnota a smerodajna odchylka dspor siaha az do ¢asu dochodkuy, tj. ¢t = 40, kym po-
sledné rozhodovanie o alokécii tispor prebieha v poslednom roku pred déchodkom ¢ = 39. To vysvet-
l'uje, preco vyobrazené Statistiky siahaji az do ,bielej”, neurcenej Casti grafu.
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konstantnd, ale modelovanti ako ndhodny proces na zdklade ¢asti (3.1.3). Spolu s fun-
kciou 3 premennych &, (dy, ;) by sa vSak uZ tieto Statistiky vyobrazovali len obtiazne,
graf preto funkciu nezahfna. VSimnuat' si eSte moéZeme, Ze strednd hodnota tspor az
do 36. roku sporenia rastie a nasledne zac¢ne klesat’ (pre » = 0.005), alebo sa ustéli (pre
r ndhodné). Spdsobené je to prave legislativnymi obmedzeniami, ktoré v sti¢innosti
s predpokladanym vysokym rastom nomindlnych miezd sposobuju relativny pokles
uspor meranych v jednotkdch priemernej ro¢nej mzdy v hospodéarstve. Rozdiel medzi
poklesom tispor pred dochodkom pre » = 0.005 a ustdlenim pre r» ndhodné je vysvetli-
telny tym, Ze v prvom pripade, pri alokovani vSetkych tispor do dlhopisového fondu
s vel'mi nizkym vynosom, ich relativna hodnota klesa. Naopak v druhom pripade je
vynos dlhopisov o nieco vyssi (ked’Ze dlhodoba rovnovédzna hodnota okamZitej tiro-
kovej miery je na tirovni 2.2%), a teda i strednd hodnota tspor.

8cupl

“ sors
: o oag 0-062 :

2 e o019 0038
4 0.04 0005

Obr. 5.3: Vyobrazenie optimalnej aloka¢nej funkcie 3 premennych &;(ds, ;) s vyuZitim farby
ako stvrtého rozmeru. Farba uddva optimélny pomer tspor v akciovom fonde pre dand situ-
aciu (dt, T’t).

Na Obr. (5.4) vl'avo (r ndhodné podl'a (3.16)) tieZ vidno, Ze v stlade s intuiciou, na
zaciatku horizontu sporenia, pri nizkej hodnote tspor, je prvych niekol'’ko rokov opti-
malne byt’ zainvestovany vylu¢ne v akciovom fonde. Postupom ¢asu sa optimélny
podiel aspor v rizikovom fonde zniZuje, pricom narasta i rozptyl investi¢nych roz-
hodnuti pre rozne situdcie (d;, ;). Koniec sporiaceho obdobia je ovplyvneny najma
legislativnymi obmedzeniami. Optimdalny pomer tspor v akciovom fonde je v tomto
¢ase maximalny, aky dovol'uje legislativa.

Z Obr. (5.5) vlavo vidno, Ze rozdelenie tispor méa pozitivny sklon, t.j. medidn je
nizsi ako priemer. TieZ moZzno z Obr. (5.5) vpravo odsledovat, Ze toto rozdelenie by
sa normalnym rozdelenim neaproximovalo prili§ dobre, prave pre rozli¢nt Sikmost/,
tucny pravy chvost rozdelenia a chudy l'avy.
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Obr. 5.4: VIavo strednd hodnota a Standardné odchylky optimédlneho podielu v akciovom
fonde 6;(ds, r¢) v Case, ziskané zo 100 000 Monte Carlo simuldcif (r ndhodné podla (3.16)).
Vpravo histogram hodnot d;(d¢, ), kumulativne pre V¢, zo simulécii.
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Obr. 5.5: VI'avo normalizovany histogram rozdelenia hodnoty nasporeného majetku v ¢ase do-
chodku pre vyssie skimany pripad r ndhodné (Obr. (5.2) vpravo). Vpravo kvantilovy diagram
empirického rozdelenia tispor oproti koreSpondujicemu odhadnutému normalnemu rozdele-
niu.

Statistiky strednej hodnoty a smerodajnej odchylky majetku (pre r nahodné) st
uvedené v Tabul'ke (5.1) pod ndzvom benchmark, ked’Ze horeuvedeny vystup nam
bude slazit’ ako porovndvacia baza pre analyzu senzitivity. Spominand tabul'ka obsa-
huje aj 5. percentil (5%-ny kvantil) rozdelenia tspor zo simulécii, t.j. akysi ,katastro-
ficky scendr” ktory by mohla dosiahnut’ hodnota tspor s 5% pravdepodobnost’ou.

V d’alsom texte sa uz nebudem zaoberat’ rezmi funkcie 0;(dy, ;). Vypocty a vyob-
razenia budu vykonané vyhradne v stilade s modelom kratkodobej tirokovej miery zo
sekcie (3.1.3), t.j. pre r ndhodné.
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5.2 Analyza senzitivity

V tejto asti budem porovnavat optimélne stratégie 0,(d;, ;) za rozliénych predpokla-
dov na parametre tlohy, tj. napr. trhové (drift) alebo makroekonomické (rast miezd)
podmienky. Konkrétne, uvediem c¢asovy vyvoj strednej hodnoty nasporeného ma-
jetku, stredntt hodnotu vyvoja optimélneho rozloZenia tdspor a Statistiky nasporeného
majetku v ¢ase dochodku. Menit’ budem pritom vZdy iba jeden parameter pri ostat-
nych konstantnych. Porovnavaciu zakladmiu tvoria parametre z Tab. (4.1) a Tab. (4.2),
t.j. benchmark analyzovany v predchadzajtcej casti. Prehl'ad vsetkych vysledkov je
uvedeny na konci sekcie v Tab. (5.1) a Tab. (5.2).

5.2.1 Zmena vo vyske prispevkov

= 4%
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Obr. 5.6: 7 = 4%. Nal'avo strednd hodnota a smerodajnd odchylka tspor ziskanad zo 100 000
Monte Carlo simuldcif vyvoja vynosov akciového a dlhopisového fondu. Vpravo strednd hod-
nota a standardné odchylky optimélneho podielu v akciovom fonde 0;(dy, r+) v Case.

Povodny navrh vlady pocital s trvalym znizenim odvodov do druhého piliera na tro-
ven 4%. Dosledky na vysku déchodku nasporeného v tomto pilieri, ako aj zmenu opti-
maélnej alokdcie st vyobrazené na Obr. (5.6).

Cast vl'avo znazorfiuje vyvoj strednej hodnoty tspor v ¢ase pri znizenom odvode
spolu s ich standardnou odchylkou. Strednd hodnota nasporeného majetku by pri
takto nastavenom odvode klesla priblizne na troveni 1.79-ndsobku priemernej roc-
nej mzdy sporitel'a v ¢ase dochodku. Bola by teda skoro o 30% niZ$ia ako pri stcasne
platnom nastaveni. Volatilita nasporeného majetku by sa sice taktieZ vyrazne zniZila,
priblizne o 26%, av$ak vyznamne by sa zhorsil i katastroficky scenar, teda 5%-ny kvan-
til rozdelenia tspor, ktory by klesol na troveti priblizne 1.15-nadsobku ro¢nej mzdy.

Prava cast’ grafu vyobrazuje strednt hodnotu funkcie optimalneho rozloZenia tispor
medzi dochodkové fondy v case. PresnejSie, znazornuje strednt hodnotu optimal-
neho podielu tspor v akciovom fonde a smerodajnt odchylku tohto podielu. Pri do-
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kladnom porovnani vyvoja optimélnej aloka¢nej funkcie z modelového prikladu (Obr.
(5.4) vl'avo) s pripadom uvedenym vyssie si moZno vSimnat/, Ze vyvoj funkcii v ¢ase
je velmi podobny, avsak nie totozny. Vysledok je plne v stilade s Tvrdenim (3.3.2).
Tvrdenie sice hovori, Ze optimalny podiel tspor v akciovom fonde je nezavisly od
relativnej, rovnakej, zmeny vysky vSetkych prispevkov, avSak nehovori uz ni¢ o ne-
zévislosti optimélneho podielu od vysky prispevkov v pripade Strukturdlnej zmeny
prispevkov (r6zna zmena vysky prispevkov v réznych ¢asoch). To je presne nas pri-
pad, ked’ sme zmenili v ¢ase nekonstantné (7 € [4%, 6%)]) pravidelné prispevky na v
¢ase konstantné prispevky (7 = 4%), €o sa prejavilo i na zmene optimélnej alokécie.
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Obr. 5.7: 7 = 9%. Nal'avo strednd hodnota a smerodajnd odchylka tspor ziskana zo 100 000
Monte Carlo simuldcif vyvoja vynosov akciového a dlhopisového fondu. Vpravo stredna hod-
nota a standardné odchylky optimdlneho podielu v akciovom fonde 0;(dy, r+) v Case.

Z Obr. (5.7) si mozeme vsimnut/, Ze zachovanim starej trovne prispevkov, 9% z
mesacnej mzdy, by vyrazne vzréstli vietky pozorované Statistiky. Sporitel’ by tak na
dochodok odchadzal v priemere s vySe 4-ndsobkom ro¢nych, v ¢ase dochodku oca-
kavanych, platov. Vysledok opét’ presne koreSponduje s Tvrdenim (3.3.2), konkrétne
s Cast'ou o linearite vysky tspor vzhladom k jednotnej relativnej zmene vysky pris-
pevkov. Kym prispevky vzrastli z 4% na 9%, teda o 125%, vyska nasporeného majetku
vzrastla z 1.7922 na 4.0357, ¢o priblizne zodpoveda 125% (malé odchylka je spdsobena
Monte Carlo simuldciami). V pripade vyssich prispevkov by sa tiez zvysila aj volati-
lita Gspor a katastroficky scendr (v 5 a menej percentach pripadov) by predstavoval
nasporené tispory o vyske 2.58 a menej ro¢nych platov.

Porovnanim vysledkov pre prispevky o konstantnej vyske 9% s konstantnymi pris-
pevkami 4% tiez vidno, Ze priebeh vol'by optimalneho rozloZenia tspor v ¢ase medzi
akciovy a dlhopisovy fond je totoZny pre nizke i pre vysoké prispevky. Numericky
vysledok je teda totoZny s teoretickym z Tvrdenia (3.3.2).
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5.2.2 Bez zakonnych obmedzeni

Bez obmedzeni
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Obr. 5.8: A; = 1. Nal'avo strednd hodnota a smerodajna odchylka tspor ziskand zo 100 000
Monte Carlo simuldcif vyvoja vynosov akciového a dlhopisového fondu. Vpravo stredna hod-
nota a Standardné odchylky optimélneho podielu v akciovom fonde 6;(d, r;) v ¢ase.

Zruenie zakonnych limitov na podiel tspor v akciovom fonde v ¢ase bliZiaceho sa d6-
chodku sa prejavilo na naraste strednej hodnoty tspor o vyse 12%. Sticasne so stred-
nou hodnotou tspor sice vzrastla aj ich volatilita, no zlepsil sa katastroficky scendr
reprezentovany 5. percentilom. VSimnut’ si mozno, Ze v ani jednom z grafov vyobra-
zenych na Obr. (5.8) tentokrat nenastdva zlom. Strednd hodnota tspor sice v pociatoc-
nej fdze sporenia rastie rychlejsie ako v neskorsich obdobiach (kvoli vyssej rizikovej
expozicii na zaciatku), avSak rast na celom ¢asovom horizonte je viac ,rovhomerny”
ako v modelovom priklade. Dané to je prirodzene absenciou obmedzeni.

Z casti vpravo vidno, Ze strednd hodnota aloka¢ného pomeru i smerodajné od-
chylka je aZ do 31. roku sporenia totoznd ako pre benchmark. Nésledne pozvolna
klesa spolu s volatilitou a ustal'uje sa okolo tirovne 0.37. Pri¢inou st opat’ chybajtce
zédkonné obmedzenia, ktoré v pripade benchmarku zacali byt aktivnymi obmedze-
niami v priemere prave okolo 31. roku sporenia. Tento vysledok podporuje hypotézu,
Ze zruSenim obmedzeni by sa zvysil potencidl vyssich dochodkov, no rovnako i riziko
poklesu. Strednd hodnota Gspor ocistend o 1 standardnt odchylku je ale v pripade
neexistujtcich obmedzeni vyssia (pozri Tab. (5.2), (P4)).

5.2.3 Zmena v averzii k riziku

Vyrazny pokles sporitel'ovej averzie k riziku (reprezentovany zniZenim koeficientu
rizikovej averzie na tiroveni a = 5) tieZ vyustil v intuitivne ocakdvané vysledky. Zl'avej
¢asti Obr. (5.9) vidno, Ze okrem strednej hodnoty (priblizne 18%-ny ndrast) vyrazne
vzrastla i volatilita nasporeného majetku v ¢ase odchodu na déchodok (takmer o 80%)
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a zhorsil sa i katastroficky scendr. Cenou za zvysSeny rizikovy apetit je teda mensia
stabilita, resp. vyssia fluktudcia vo vyske tspor.

Uvedené vysledky sa I'ahko vysvetlitelné prostrednictvom pravej casti obrazka.
Z nej mozno vy¢itat' vysokd koncentraciu tspor v rizikovom fonde, po celt dobu
sporenia. Alokacia majetku do akciového fondu je obmedzend az v zévere horizontu
sporenia, a to nttene, legislativnymi obmedzeniami. Sporitel’ s malou averziou voci
riziku si teda v priemere (dodrZujtc optimalnu investi¢na stratégiu) naspori vyssi
dochodok, avsak musi pocitat’ s moznymi vyraznymi odchylkami.
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Obr. 5.9: a = 5. Nalavo strednd hodnota a smerodajnd odchylka tspor ziskand zo 100 000
Monte Carlo simuldcif vyvoja vynosov akciového a dlhopisového fondu. Vpravo strednd hod-
nota a standardné odchylky optimélneho podielu v akciovom fonde 0, (d;, r;) v Case.

Obr. (5.10) vyobrazuje zéavislost' vlastnosti nasporenych tspor v ¢ase dochodku
(lava cast’), priemerného optimalneho rozloZenia Gspor pocas celej doby sporenia
(stredna cast')® a Casovej struktury rozloZenia tspor (pravé cast’) od koeficientu ri-
zikovej averzie.

Sledované zavislosti st v stlade s o¢akdvaniami. S rastticim koeficientom averzie
voci riziku klesd priemernd vyska nasporeného majetku v ¢ase dochodku a klesa aj
jeho volatilita (Obr. (5.10) vl'avo). Vysvetlenie pontkaji Obr. (5.10) v strede a vpravo
- zniZujuci sa podiel aspor v rizikovom fonde spdsobuje klesajticu priemernd vysku
uspor. Zaujimavym pozorovanim je tiez vel'mi nizka zavislost’ 5%-ného kvantilu tspor,
ktory sa s meniacim sa koeficientom averzie k riziku naopak nemeni takmer vobec.
Podobne zanedbatel'na je i zavislost’ standardnej odchylky optimélneho rozloZenia
uspor vzhl'adom ku koeficientu rizikovej averzie.

3Tato informdcia moze byt skresl'ujtica. Nakol'ko priemerujeme optimalne rozloZenie tspor zo
vSetkych ¢asov, mdZe nastat’ napr. situdcia, Ze vysledny priemer je rovnaky v pripade postupného zvy-
Sovania podielu tspor v akciovom fonde z 0 na 1 a aj v pripade postupného zniZovania tohto podielu
z 1na 0. Strednd hodnota i volatilita tispor v tychto pripadoch by sa vsak radikélne lisila. Dokladnejsia
analyza si teda vyzaduje uviest’ aj Struktiru optimélneho rozloZenia tispor v ¢ase pre kazdu hodnotu
koeficientu averzie k riziku. T4to pridavna informadcia je vSak uz menej prehl'adnd, ako vidno z pravej
Casti Obr. (5.10).
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Obr. 5.10: Senzitivita vzhl'adom k a. Nal'avo strednd hodnota, smerodajna odchylka a 5%-ny
kvantil dspor v ¢ase dochodku v zavislosti od koeficientu averzie k riziku, ziskané zo 100 000
Monte Carlo simulécii vyvoja vynosov akciového a dlhopisového fondu. V strede zavislost’
strednej hodnoty a standardnej odchylky optimalneho podielu v akciovom fonde é;(dy, ;) od
koeficientu averzie k riziku (kumulativne zo vSetkych ¢asov). Vpravo E [04(dy, )] v Case, pre
rozne a.

5.2.4 Zmena v splatnosti dlhopisov
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Obr. 5.11: 7, = 5. Nal'avo strednd hodnota a smerodajnd odchylka tspor ziskana zo 100 000
Monte Carlo simulacii vyvoja vynosov akciového a dlhopisového fondu. Vpravo stredna hod-
nota a $tandardné odchylky optimdlneho podielu v akciovom fonde d;(dy, r¢) v Case.

Z Tab. (5.1) a Tab. (5.2), (P6), ako aj z Obr. (5.11) je zrejmé, Ze zmena v splatnosti dl-
hopisov dosial' najmenej ovplyvnila ako vyvoj strednej hodnoty, tak aj optimélne roz-
loZenie tspor v ¢ase medzi jednotlivé fondy, ktoré zostalo takmer totozné ako pre
modelovy priklad.
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Obr. 5.12: Senzitivita vzhI'adom k 7,. Nal'avo strednd hodnota, smerodajna odchylka a 5%-ny
kvantil Gspor v ¢ase dochodku v zavislosti od splatnosti dlhopisov, ziskané zo 100 000 Monte
Carlo simuldcii vyvoja vynosov akciového a dlhopisového fondu. V strede zavislost’ strednej
hodnoty a $tandardnej odchylky optimalneho podielu v akciovom fonde d;(d;, r¢) od splatnosti
dlhopisov (kumulativne zo vietkych ¢asov). Vpravo E[0;(dy, 71)] v Case, pre rozne 7.

Nizku citlivost’ sledovanych Statistik tspor v ¢ase dochodku vzhl'adom k roznej
dizke splatnosti bezkupénovych dlhopisov (z ktorych pozostdva nami modelovany
dlhopisovy fond) moZno I'ahko vypozorovat' i z Obr. (5.12) vlI'avo. Vidno, Ze stredna
hodnota tdspor, ich smerodajnd odchylka a tieZ aj 5%-ny kvantil st takmer nezdvislé
od splatnosti 7.

5.2.5 Zmena v raste miezd

V pripade analyzy senzitivity vzhl'adom k vySke nomindlnych miezd, resp. vzhI'adom
k intenzite ich rastu som zvolil scendr poklesu miezd. Konkrétne pocas najblizsich
rokov, t;j. 2013-2015 zostdva rast miezd na trovni akd je uvedena v Tab. (4.3), avSak
pocas zvysného obdobia sporenia nastane pokles kazdej z uvedenych ro¢nych hodnot
rastu miezd o 1 percentudlny bod. T,j. Bt =Gprel <t <3a Bt = [ — 1% pre
4 <t <39
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Obr. 5.13: Nizky rast miezd. Nal'avo strednd hodnota a smerodajné odchylka Gspor ziskana
z0 100 000 Monte Carlo simuldcii vyvoja vynosov akciového a dlhopisového fondu. Vpravo
strednd hodnota a Standardné odchylky optimdlneho podielu v akciovom fonde d;:(d, ) v
Case.

Pokles miezd sa v stilade s intuiciou odzrkadlil v néraste strednej hodnoty tspor,
nakol'ko sa zniZil porovnavaci zédklad, vo¢i ktorému meriame vel'kost’ nasporeného
majetku. Hrubo odhadnuté, mzdy v tomto scendri sa v priemere zniZili priblizne o
18% a rovnako o priblizne 18% vzrastla strednd hodnota nasporeného majetku no i
Standardnd odchylka tspor. Tato zavislost’ vSak nie je explicitne vyjadrena (teda ni-
¢im nemdme zarucené, Ze tato priblizna zhoda vel'’kosti zmeny rastu miezd a strednej
hodnoty nasporeného majetku nebola iba ndhodou) a mohla by byt spolu s inymi
dosial’ sledovanymi zavislost'ami objektom budtceho skiimania.

Co sa tyka optimalneho rozloZenia tspor, zmeny oproti modelovému prikladu nie
st vyrazné. Model vSak alokuje tspory do dlhopisového fondu o nie¢o skor, ¢o je
zrejme spOsobené nasporenim vyssej sumy v skorSom case a teda i znizovanim rizika
v skorsom c¢ase. Na zdklade modelu by teda v pripade ocakdvania vyrazného poklesu
miezd mal sporitel’ prestivat’ ispory do konzervativnejSich fondov v skorSom case.

5.2.6 Zmena v hodnote driftu

Obr. (5.14) zobrazuje vysledky v pripade predpokladaného poklesu hodnoty driftu z
8.44% na 5%. Potencial vynosu nadobudnutého investovanim do akcii sa tak vyrazne
znizuje. To sa prejavilo jednak na niZ$ej hodnote nasporenych tspor v ¢ase odchodu
na dochodok, no i na mensej Standardnej odchylke, t.j. riziku. Funkcia optimalneho
rozloZenia tspor tieZ alokuje prostriedky do dlhopisového fondu v skorSom case a v
priemere optimalny podiel tspor v akciovom fonde klesol.

V pripade, Ze sporitel o¢akdva nizke akciové vynosy, neznamend to, Ze by sa mal
tplne vyhnut’ sporeniu v rizikovom fonde. Numerické vysledky implikujt iba skorsi
a rychlejsi prechod k dlhopisovym investiciam.
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Obr. 5.14: ;ij = 5%. Nal'avo strednd hodnota a smerodajnd odchylka dspor ziskana zo 100
000 Monte Carlo simulécif vyvoja vynosov akciového a dlhopisového fondu. Vpravo strednd
hodnota a standardné odchylky optimélneho podielu v akciovom fonde d;(d¢, ) v Case.

Vysledky v pripade linedrneho nérastu hodnoty driftu z nizkych drovni na vy-
sokl droveni st vyobrazené na Obr. (5.15). Nizky potencial akciovych vynosov v prvej
polovici sporiaceho obdobia spdsobil celkovo o nie¢o nizsiu stredntt hodnotu tspor
pred dochodkom. Oproti modelovému prikladu sa zniZila aj volatilita, no 5. percentil
sa zhorsil. Sposobené je to tym, Ze v ttvodnej faze investovania model kvoli nizkym
hodnotdm driftu uz po 3 rokoch za¢ina alokovat’ ¢ast’ aspor do dlhopisového fondu a
nasledne tato cast’ (kvoli rastdcemu driftu) mierne zvysuje.

Linearny narast z u’=2% na [’=11.5%

14

—a— E(d) — E(50pt)

550 -~ E(d)*o(d) ] VI B0y ||

40

Obr. 5.15: Linedrny ndrast driftu z i = 2% na pf = 11.5%. Nal'avo strednd hodnota a smero-
dajna odchylka tspor ziskand zo 100 000 Monte Carlo simuldcii vyvoja vynosov akciového a
dlhopisového fondu. Vpravo strednd hodnota a standardné odchylky optimalneho podielu v
akciovom fonde 5t(dt, ) V Case.

Interpretécia vyvoja samotnej aloka¢nej funkcie rozloZenia tspor (Obr. (5.15) vpravo)
je uz o nieco zlozitejsia. Jedno z moznych vysvetleni by mohlo byt nasledovné. Po-
¢as prvych 3 rokov, na zaklade logiky dlhodobého investovania, aj napriek nizkemu
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vynosu z akcif, model vklada vSetko do akciového fondu (treba mat’ napamati zacia-
to¢nt hodnotu short rate na trovni 0.5%, akcie st teda stale atraktivnejsie). Nasledne
model znizi akciovi expoziciu, zrejme kvoli pribliZeniu sa vynosov dlhopisov k svo-
jej dlhodobej trovni, ktord je vyssia ako v prvych rokoch. V d’al$ich rokoch model
postupne investuje do akcii viac, ked'Ze ich drift rastie. Priblizne okolo 11. roku ale
opét’ nastdva zlom, ktory uz je v stilade so zakladnym vystupom - s rastticim ¢asom
klesa alokdcia do rizikovych aktiv. Tento pokles je ale vyrazne pomalsi ako v pripade
zékladného vystupu, spdsobené to je prave neustdle rasticim akciovym driftom. Ko-
niec sporiaceho obdobia je opét’ ovplyvneny reguldciami, ktoré nttene znizuja pomer
uspor v akciovom fonde.
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Obr. 5.16: Senzitivita vzhl'adom k ;. Nal'avo strednd hodnota, smerodajna odchylka a 5%-ny
kvantil tspor v ¢ase dochodku v zévislosti od driftu akcii, ziskané zo 100 000 Monte Carlo
simuldcii vyvoja vynosov akciového a dlhopisového fondu. V strede zavislost strednej hod-
noty a dtandardnej odchylky optimélneho podielu v akciovom fonde d;(dy, ) od driftu akci
(kumulativne zo vetkych tasov). Vpravo E[0;(ds, ;)] v Ease, pre rozne i°.

Obr. (5.16) vl'avo, zobrazujtci zavislost’ strednej hodnoty vysky tspor dr a opti-
malneho podielu dspor v akciovom fonde 4,(d;, 7;), prinasa vysledky podla otaka-
vani. S rastticim akciovym driftom vystupujicim v exponente vo funkcii (3.19) narasta
ako strednd hodnota dspor, tak aj ich volatilita a 5%-ny kvantil. VSimnut' si moZeme,
Ze zavislost’ sledovanych Statistik od driftu nie je linedrna, ¢o je zrejme spdsobené vy-
stupovanim driftu p° v exponente.

Narast strednej hodnoty a volatility tspor samozrejme stivisi so zvySujlacim sa
(taktieZ nie linedrne) optimalnym podielom akciovej zloZky, do ktorej model alokuje
uspory. Vidiet' to zo strednej a pravej casti Obr. (5.16). Taktiez plati, Ze Standardnd od-
chylka optimélnych investi¢nych rozhodnuti ((9)) klesa s rasttcim driftom, navzdory
tomu, Ze volatilita samotnych tspor stapa.

5.2.7 Zmena v turovni volatility

Na Obr. (5.17) sti zobrazené vystupy pre zvySeny parameter volatility akciovych tr-
hov. Z I'avého obrazku si moZno vSimnat, Ze strednd hodnota nasporeného majetku
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ako aj volatilita klesli. Vysvetlenie pontika prava cast’ obrazku. Pri vysokej volatilite
dlhopisového fondu. Tym zniZuje priemerny vynos, no i rizikovost'.

Implikaciou pre silne rizikovo averzného sporitel'a (a = 9) o¢akavajiaceho vysoku
volatilitu na trhu je teda na zdklade nasho modelu konzervativnejsie investovanie.
Toto odporticanie ale opdt’ neznamena tiplné zavrhnutie akciovych fondov, ako vidno
z horeuvedenej analyzy.
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Obr. 5.17: 0} = 20%. Nal'avo strednd hodnota a smerodajna odchylka tspor ziskana zo 100
000 Monte Carlo simulacii vyvoja vynosov akciového a dlhopisového fondu. Vpravo stredna
hodnota a standardné odchylky optimélneho podielu v akciovom fonde d;(d¢, ;) v Case.

Azda najzaujimavejSou z pozorovanych zavislosti, no i najt'azsie interpretovatel -
nou, je zavislost’ vysky tspor od akciovej volatility. Obraz o nej nam poskytuja grafy
na Obr. (5.18). Z I'avej ¢asti uvedeného obrazka mozZno vy¢itat, Ze strednd hodnota i
volatilita tspor v ¢ase dochodku najskor v pripade o* = 10% vzrastie oproti o* = 5%,
no nasledne klesd az po hodnotu ¢* = 30%, od ktorej za¢ina mierne narastat’. Popri
tom 5%-ny kvantil dspor s rasttcou volatilitou klesa.

Mozné vysvetlenie tohto javu je nasledovné. Zo strednej a pravej casti Obr. (5.18)
vidno, Ze v pripade 0® = 10% mierne klesne optimélny podiel tspor v akciovom fonde
oproti 0 = 5%. To by za normédlnych okolnosti malo znamenat’ pokles strednej hod-
noty i volatility tspor. Tieto Statistiky vSak naopak vzrastd, pretoZe hoci o mélo po-
klesne podiel tspor v akciovom fonde, vyrazne sa zvysi volatilita (na relativnej baze
sa zdvojnésobi). To m4 za nasledok vyrazné zvysenie potencidlu rastu akciovej zlozky,
ktory prevysi spominany maly pokles podielu tispor uloZenych v akciovom fonde a
teda stredna hodnota i volatilita tspor vzrasta.*

4Fakt, Ze s ndrastom volatility vzrastie i stredna hodnota tispor moZe stvisiet' s tym, ako akciovy
fond modelujeme. Ked'Ze vyuZzivame lognormadlne rozdelenti nahodnt premennt, resp. geometricky
Brownov pohyb, pre ktory plati E[X (t)] = X (0)et*+ =, pozorovany vysledok moze (no nemusi, ked'ze
rovnako ako v predoslych skiimanych pripadoch nemame explicitne vyjadrent zéavislost’ sledovanych
Statistik od tirovne volatility) savisiet’ s tymto vzt'ahom.
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Nasledne, so zvysujicou sa akciovou volatilitou model signifikantne znizuje alo-
kaciu tspor do akciového fondu, ¢o prevysuje efekt rastiicej akciovej volatility a od-
rdZa sa na poklese strednej hodnoty tspor ako aj ich Standardnej odchylky. Plati to aZ
po hodnotu ¢° = 30%, ked’ moéZeme opit’ spozorovat’ pre hodnoty ¢* = 35%, resp.
o°® = 40%, iba maly pokles optimélneho podielu tspor v akciovom fonde. Ked'Ze ale
akciové volatilita vzrastd, na zdklade rovnakej tivahy ako v predchddzajicom odstavci
mierne narastd i strednd hodnota a volatilita aspor.

s 09 —e— =%
—e—E(d;) —=—E(G) ——c®=10%
3 —o—ofd) 08 B8, 12 —e— =15%
25 udﬂ 1 TEERSEoREEREISHISEERSS %
07 —— P=5%
2 08 % o*=30%
- Lo E F=35%
15 0 o*=40%
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Obr. 5.18: Senzitivita vzhI'adom k ¢°. Nal'avo stredna hodnota, smerodajnd odchylka a 5%-
ny kvantil ispor v ¢ase dochodku v zdvislosti od volatility akcii, ziskané zo 100 000 Monte
Carlo simuldcif vyvoja vynosov akciového a dlhopisového fondu. V strede zavislost’ strednej
hodnoty a standardnej odchylky optimalneho podielu v akciovom fonde d;(d;, ;) od volatility
akcii (kumulativne zo vietkych Casov). Vpravo E[0;(d;, ;)] v Ease, pre rozne o°.

5.2.8 Stucasne iba v jednom fonde

Pred aprilom 2012 legislativa neumozZtiovala sporenie si v dvoch fondoch stcasne. V
tejto Casti zanalyzujem vysledky prave pre spominany pripad. Predpokladdm teda,
Ze sporitel si v.danom roku moZe uloZit’ ispory bud’ vyhradne do negarantovaného,
akciového fondu, alebo vylu¢ne do garantovaného, dlhopisového fondu. Dalej pred-
pokladam obmedzenie stanovujtice povinné sporenie v dlhopisovom fonde najneskor
15 rokov pred odchodom do déchodku. V reci formulécie tlohy z casti (3.2) dosta-
neme 6 € {0,1} a A, =1 prel <t < 24, resp. A, = 0 pre 25 < t < 39, ¢im sa
numericky vypocet vyrazne urychli.
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Obr. 5.19: DrZzba tspor sticasne iba v 1 fonde. Nal'avo strednd hodnota a smerodajna od-
chylka tspor ziskand zo 100 000 Monte Carlo simul4cif vyvoja vynosov akciového a dlhopiso-
vého fondu. Vpravo stredna hodnota a Standardné odchylky optimalneho podielu v akciovom
fonde &(dt, r4) v Case.

Z Obr. (5.19) vI'avo moZno vypozorovat, Ze optimdlne investi¢né rozhodnutie je
v tomto pripade vyrazne ovplyvnené stanovenym obmedzenim na sporenie v akci-
ovom fonde od 25. roku sporenia. Strednd hodnota tspor rastie v stlade s intuiciou
najrychlejSie pocas obdobia bez investi¢nych obmedzeni, nakol'’ko model alokuje po-
¢as vacsiny tohto obdobia tispory do akciového fondu. S tym koreSponduje i najvyssia
hodnota standardnej odchylky nasporeného majetku prave v case ,zlomu”, t.j. uvede-
nia obmedzeni do platnosti. Vyniiteny presun tspor do dlhopisovych aktiv sa po¢ntc
25. rokom prejavil na vyraznom znizeni volatility, no na konci investi¢ného horizontu
aj na niZSej strednej hodnote tspor.

Pravé cast’ obrazka vypovedd o optimélnej vol'be fondu v ¢ase. Presnejsie, vSim-
nat’ si mozno, Ze model za¢ina alokovat’ tspory do dlhopisového fondu v neskorsom
¢ase, ako tomu bolo pri mozZnosti sporit’ si v dvoch fondoch sticasne. Sposobené je to
nevyhnutnost'ou vol'by prave jedného fondu, pricom optimélnym rieSenim v takmer
celej prvej polovici horizontu je negarantovany fond. Priblizne od spominanej polo-
vice horizontu sporenia za¢ina model volit’ ako optimdlny i dlhopisovy fond, avSak
tato vol'ba je od 25. roku vyrazne ovplyvnena obmedzenim. Najvyssi rozptyl vo vol'be
optimélneho fondu je rok pred uvedenim obmedzenia do platnosti.
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Predpoklad Hodnota E(dr) o(dr) Qs%(dr)
(P1) Benchmark Tab. (4.1) a (4.2) 2.4947 0.6441 1.6226
(P2) Nizke prispevky 7 = 4% 1.7922 0.4747 1.1454
(P3) Staré prispevky 7 = 9% 4.0357 1.0757 2.5808
(P4) Bez obmedzeni Ar=1 2.8063 0.8028 1.7302
(P5) Nizsia riz. averzia a=5 2.9284 1.1535 1.5875
(P6) Dlhsia splatnost’ TB=25 2.4984 0.6487 1.6195
(P7) Nizky rast miezd Ba_so = Ba_sg — 1% 2.9597 0.7774 1.8997
(P8) Pokles driftu s = 5% 1.6873 0.2326 1.3415
(P9) Lin. narast driftu w; ako v (SC5) 2.2122 0.5093 1.5049
(P10) Narast volatility of =20% 2.1803 0.4912 1.4893
(P11) Stcasne v 1 fonde 5, € {0, 1} 2.0326 0.4924 1.4054

Tabul'ka 5.1: Vysledky analyzy senzitivity - porovnanie s benchmarkom

Predpoklad  E(dy) — o(d) f; Wr) = Blar\oldr)
o(dr)
(P1) 1.8506 1.2065 3.8732
(P2) 1.3175 0.8428 3.7752
(P3) 2.9600 1.8843 3.7517
(P4) 2.0035 1.2008 3.4958
(P5) 1.7748 0.6213 2.5386
(P6) 1.8496 1.2009 3.8511
(P7) 2.1823 1.4049 3.8072
(PS) 1.4546 1.2220 7.2527
(P9) 1.7029 1.1937 4.3439
(P10) 1.6891 1.1978 4.4385
(P11) 1.5402 1.0478 41277

Tabul'ka 5.2: Vysledky analyzy senzitivity - analyza vynosu a rizika
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5.3 Iné horizonty sporenia

V praktickom Zivote sa Casto stdva, Ze sporitel si nespori na dochodok po celtt moznu
predpokladant dobu 40 rokov. Deje sa tak ¢i uz z dovodu zamestnani sa v neskorSom
veku, préce v zahrani¢i pod inym déchodkovym systémom (a ndslednom navrate na
Slovensko) alebo sa jednoducho sporitel’ rozhodol vstapit, resp. vstapil do 2. piliera®
az v neskorsej faze svojho Zivota. Zdkon® tuto moZnost’ pripusta, nakol'’ko aktuédlne
stanovuje minimdlnu dobu sporenia na 10 rokov. Rovnako moZe nastat’ situdcia, Ze
sporitel si uz dosial’ sporil v rdmci 2. piliera a disponuje v iom uZ urc¢itym majetkom,
avsak planuje zmenit’ svoju investi¢nu stratégiu v ramci tohto piliera.

Ciel'om tejto casti je analyza vyvoja tspor sporitel'a, ktory si spori na horizonte
kratSom, ako bolo dosial’ analyzovanych 7' = 40 rokov, pre vybrané konkrétne hori-
zonty. V analyze st pouzité fixné parametre pre zdkladny priklad, benchmark, uve-
dené v Tab. (4.1) a Tab. (4.2). Menit’ sa bude doba sporenia 7', pricom uvaZzovat' bu-
dem horizonty sporenia o dizke 10, 15, 20, 25, 30 a 35 rokov. Pre kazdy z uvedenych
horizontov tieZ uvddzam rozli¢nt Startovaciu hodnotu majetku d;. T4 zahftia ako no-
vosporitel'a (d; = 7), tak aj sporitel'a s uz skor naakumulovanymi tisporami o vyske
dy = dy. Zvolené potiatotné hodnoty majetku pre skiimané horizonty sporenia st uve-
dené v Tab. (5.3). Nasledujtce vysledky st ziskané zo 100 000 Monte Carlo simulécii s
vyuzitim horeuvedenych pociatoénych parametrov.

T |d? ¢ 49 4P 4B P
10/ o 11 16 21 26 31
15| 09 13 1.7 21 25
20 n 07 10 13 16 1.9
25| 05 075 10 1.25 1.5
30| m 02 04 06 08 1.0
35| 7 01 02 03 04 05

Tabul'ka 5.3: Zvolené vstupné parametre - pociato¢nd hodnota majetku dg')

zonty sporenia.

pre rozne hori-

Na Obr. (5.20) st zndzornené optimdlne investi¢né stratégie pre rozli¢né horizonty
sporenia a pociato¢nti hodnotu majetku, s ktorym sporitel’ do sporiacej schémy vstu-
puje. Presnejsie, nakol'ko sa jednd o simulédcie,” vyobrazena je strednd hodnota opti-

5V pripade jeho otvorenia, ¢o sa napriklad presne stalo v neddvnom obdobi 1.9.2012-31.1.2013.

6Zékony ¢.334/2011 Z. z. a ¢. 252/2012 Z. z., resp. v iplnom zneni Zakon ¢. 28/2012 Z. z.

7Uvédzané optimélne rozloZenie tspor medzi fondy, ako aj $tatistiky strednej hodnoty, $tandard-
nej odchylky a kvantilu tispor pre rdzne horizonty sporenia predstavujt priemerné hodnoty zo vzorky
100 000 sporitel'ov. Nekoresponduju teda presne s realitou daného $pecifického sporitel'a (reprezento-
vaného jednou Monte Carlo simuldciou). Pre identifikdciu optimalnej investi¢nej stratégie pre jedného
konkrétneho sporitel'a s danym horizontom sporenia je nutné kazdy rok ¢ ur¢it’ optimélny podiel tispor
v akciovom fonde na zadklade aktudlnej vysky majetku d; a tirokovej miery r;. To samozrejme model
umoZiiuje, no pre obsiahlost’ a neprehl'adnost’ tejto informécie ju neuvddzam.
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malneho podielu tspor v akciovom fonde v ¢ase, pre konkrétnu dobu sporenia 7" a
Startovaciu vysku tspor d\.

Z grafov moZno vypozorovat’ dva zdkladné javy, ktoré sa v stlade s logikou mo-
tivatného prikladu z tvodu prace. Optimélna investi¢na stratégia sa s klesajiicou
vstupnou vyskou tspor stdva agresivnejSou, tj. alokdcia do akciového fondu rastie.
Doévodom je, Ze v pripade nizkych tspor je optimélne podstapit’ vyssie riziko, s po-
tencidlom signifikantného vynosu, oproti pripadu vysokych tspor, v ktorom je opti-
malna vysSia troveti ochrany naakumulovanej investicie. TieZ plati, Ze ¢im je sporiaci
horizont kratsi, tym je optimélna stratégia konzervativnejsia, tj. alokuje vacsi podiel
tspor do garantovaného fondu. Spdsobené to je vysokou citlivost'ou naakumulova-
nych tspor v obdobi tesne pred dochodkom voci pripadnym trhovym vykyvom.
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Obr. 5.20: Optimdlne rozloZenie tspor v Case pre rozli¢ny horizont sporenia a Startovaciu
vysku tspor. Kazdy z grafov reprezentuje konkrétny horizont sporenia (v poradi zl'ava do-
prava 35, 30, 25, 20, 15 a 10 rokov). KaZdy graf znazorruje stredntt hodnotu optimdlneho po-
dielu v akciovom fonde St(dt, r¢) v Case, ziskant zo 100 000 Monte Carlo simulécii, pre ro6zne

pociato¢né hodnoty tspor dg') uvedené v Tab. (5.3).

Z Tab. (5.4), Tab. (5.5) a Tab. (5.6) vidno, Ze s rastticou vstupnou hodnotou ma-
jetku (t.j. vyskou tspor, s ktorou vstupujeme do uvedeného horizontu sporenia) rastt
vsetky pozorované statistiky. Strednd hodnota nasporenych tspor, ich standardnd od-
chylka (volatilita), ako aj 5%-ny kvantil sa teda (v rdmci tohto empirického experi-
mentu) rastiice vzhl'adom k pociatocnej vyske tspor.

Zavislost' pozorovanych Statistik od horizontu sporenia uz nie je tplne jedno-
znacnd, kvoli rozliénym Startovacim hodnotdm majetku. Pre identickta pociato¢na
hodnotu tspor dgA) = 7, plati, Ze s rasttcim horizontom sporenia narastaju i sledo-
vané Statistiky strednej hodnoty, volatility a kvantilu, ¢o je iplne prirodzené. Pre roz-
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licné Startovacie hodnoty tspor to uz platit’ nemusi. VSimnut’ si to moZzno napriklad v
poslednom stipci Tab. (5.4), kde stredna hodnota tspor v pripade 10-ro¢ného sporia-
ceho horizontu prevysuje dochodok nasporeny na 35-ro¢nom horizonte. Spésobené to
je vysokou zvolenou Startovacou hodnotou majetku aZ na drovni viac ako 3 ro¢nych
miezd v pripade 10-ro¢ného sporenia oproti iba polovici ro¢nej mzdy, ako zvolenou po-
¢iatocnou hodnotou majetku pre 35-ro¢né sporenie. Efekt rozli¢nej Startovacej pozicie
v tomto pripade prevazil efekt dlzky sporiaceho horizontu.

T 4 4P 49 4P 4B g
10 | 0.3793 1.2446 1.6470 2.0450 24420 2.8414
15 | 0.6324 1.3604 1.6653 1.9620 2.2620 2.5593
20 | 0.9231 1.5348 1.7727 1.9935 2.2040 2.4223
25 | 1.2575 1.7262 1.9489 2.1566 2.3505 2.5374
30 | 1.6293 1.8108 2.0251 2.2240 2.4166 2.5912
35 | 2.0460 21177 2.2479 2.3666 2.4813 2.5871

Tabul'ka 5.4: E(dr). Stredna hodnota taspor na konci horizontu sporenia, ziskana zo 100 000
Monte Carlo simuldcii, pre rozlicné horizonty sporenia a pociato¢né hodnoty nasporeného
majetku uvedené v Tab. (5.3).

T 4 4P 49 4P 4B g
10 | 0.0115 0.1257 0.1738 0.2167 0.2585 0.3042
15 | 0.0452 0.2176 0.2696 0.3157 0.3654 0.4100
20 | 0.1184 0.3069 0.3621 0.4062 0.4485 0.4938
25 | 0.2224 0.3830 0.4487 0.5107 0.5605 0.6095
30 | 0.3393 0.4066 0.4872 0.5562 0.6239 0.6774
35 | 0.4787 0.5041 0.5572 0.6066 0.6562 0.6935

Tabul'ka 5.5: o(d7). Standardna odchylka tspor na konci horizontu sporenia, ziskana zo 100
000 Monte Carlo simuldcif, pre rozli¢né horizonty sporenia a pociato¢né hodnoty nasporeného
majetku uvedené v Tab. (5.3).

T| 4 4B 49 4P 4B P
10 | 0.3616 1.0563 1.3866 1.7205 2.0522 2.3828
15 | 0.5667 1.0446 1.2743 1.5042 1.7306 1.9626
20 | 0.7594 1.0997 1.2566 1.4149 1.5618 1.7167
25 | 0.9504 1.1967 1.3238 1.4431 1.5705 1.6869
30 | 1.1571 1.2515 1.3571 1.4639 1.5646 1.6586
35| 1.3886 1.4245 14870 1.5410 1.5967 1.6527

Tabul'ka 5.6: Q59 (dr). 5%-ny kvantil tspor na konci horizontu sporenia, ziskany zo 100 000
Monte Carlo simuldcii, pre rozlicné horizonty sporenia a pociato¢né hodnoty nasporeného
majetku uvedené v Tab. (5.3).
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5.4 Stresové testovanie

V tejto ¢asti podrobujem vybrané investi¢né stratégie stresovému testovaniu v zmysle
zmeny akciového driftu a na zdklade vyslednych statistik hodnotim ich vynosovy a ri-
zikovy profil. Na tcely tejto analyzy st pouZité ako historické, tak aj umelo vytvorené
scendre zahfnajlce napr. troviiovi zmenu konstantného driftu alebo konkrétny vy-
voj driftu z daného historického obdobia, najmé pre americky akciovy trh. Scendre st
uvedené a popisané v Casti (4.2) a v Tab. (4.5). Testované stratégie pozostavaji jednak z
optimélnych stratégii koreSpondujtcich k jednotlivym scendrom, no aj z d'alsich, v do-
chodkovom sporeni rozsirene pouzivanych, stratégii. Uvedené a podrobne popisané
sa v Casti (4.3) a v Tab. (4.6). Numerické a modelové parametre st s vynimkou akci-
ového driftu (ktory sa meni na zaklade scendrov) fixné a rovnaké ako pre zakladnt
ulohu (benchmark). N4jst’ ich moZno v Tab. (4.1) a Tab. (4.2).

5.4.1 Empirické vyhodnotenie jednotlivych stratégii

Pre kazda z 11 x 15 = 165 moZznych kombindcii pouZitia danej stratégie za daného
scendra som vykonal 100 000 Monte Carlo simulécii vyvoja dochodkovych tspor. Ur-
¢itostny ekvivalent, strednd hodnota, standardnd odchylka a 5%-ny kvantil naspore-
ného dochodku, ako aj nasporeny majetok ocisteny o ,,takmer-bezrizikovo” nasporeny
majetok (sporenim si iba v dlhopisovom fonde) skalovany na jednotku rizika st pre
kazdy scenar a kazdu stratégiu uvedené v Prilohe A.

Nakol'ko s rastticou rizikovost'ou stratégie spravidla narastéd stredna hodnota vysky
nasporeného majetku, no rastie i volatilita (teda riziko vyraznej odchylky od tejto
strednej hodnoty), nebolo by spravne vyhodnocovat' jednotlivé stratégie iba na za-
klade vysky strednej hodnoty tspor. Prave z tohto dovodu zavadzam okrem popis-
nych Statistik strednej hodnoty, Standardnej odchylky a kvantilu tspor aj dva ukazo-
vatele reflektujtce v jednej hodnote ako vynos, resp. stredntt hodnotu vysky tspor,
tak aj rizikovt averziu sporitel'a (ukazovatel urcitostny ekvivalent), resp. riziko fluk-
tudcie tejto vysky (ukazovatel pseudo Sharpeov pomer).

Za hlavny ukazovatel bertici do tivahy rizikovy profil sporitel'a budem uvazo-
vat’ inverziu zo strednej hodnoty uzitotnosti z uspor (U~ (E[U(dr)])), resp. urcitostny
ekvivalent. Invertovanim dostdvame pre kazdt kombinéciu stratégie a scendra jednu
skaldrnu hodnotu, merant rovnako ako doposial' v jednotkdch ro¢nej mzdy v case
sporenia na dochodok. V tejto hodnote je teda zohl'adnené zhodnotenie tspor i aver-
zia k riziku. Stihrnne je vyobrazend na Obr. (5.21), konkrétne hodnoty st uvedené v
Tab. (9) v Prilohe A.

Ako doplnkovy ukazovatel pouZivam upravena verziu vo finan¢nej praxi obl'a-
beného ukazovatel'a nadvynosu na jednotku rizika, tzv. Sharpeov pomer. V. mojom pri-
pade je pocitany ako strednd hodnota tspor pri konkrétnej stratégii a scendri, o¢istena
o strednti hodnotu tspor pri tom istom scendri, nasporenych investovanim vylucne
do dlhopisového fondu, a tento rozdiel je nasledne skdlovany volatilitou tispor. Do-
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stdvame tak ukazovatel reprezentujiici zhodnotenie tispor v pomere k ich volatilite.
Vyobrazeny je na Obr. (5.28), hodnoty stt uvedené v Tab. (13).
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Obr. 5.21: Ur¢itostny ekvivalent nasporeného dochodku U~ (E[U(dr)]) pre jednotlivé straté-
gie za daného scendra.

Pre lepSiu prehl'adnost’ uvddzam este raz Obr. (5.21) rozloZeny na tri podobrazky -
Obr. (5.22), Obr. (5.23), Obr. (5.24), kazdy reprezentujtci jednu skupinu stratégii, resp.
ich urcitostny ekvivalent, pri vSetkych scenaroch.

V sledovanom ukazovateli ur¢itostného ekvivalentu na Obr. (5.21) vizudlne domi-
nuji optimélne stratégie (5T6)-(ST11) kvoli vysokym hodnotdam ukazovatel'a v pri-
pade presného nastatia daného koreSpondujticeho scendra. To je v stdlade s logikou,
ked'Ze napr. v pripade nastatia scendra konjunktiry dominuje jednoznacne optimélna
stratégia konjunktdry, ,$ita tomuto scendru na mieru”. Uvedené stratégie vSak nie st
zd'aleka také flexibilné ako ostatné stratégie. Vidno, Ze v pripade nastatia iného sce-
nara ako koreSpondujticeho k danej stratégii, patria stratégie (5T6)-(ST11) k najhorsim.

Zvysné stratégie st (s vynimkou najdefenzivnejsej stratégie (ST12) investovania do
dlhopisového fondu po celd dobu sporenia) na Obr. (5.21) len t'azko rozliSiteI'né. Ich
vyhodnocovanie ul'ah¢ia pridavné dekompozi¢né obrazky (5.22), (5.23) a (5.24). Spo-
minana dlhopisova stratégia (5T12) je v sledovanom ukazovateli vo védcSine scendrov
najhorSou alternativou. Spdsobené je to az prili§ konzervativnym profilom stratégie,
ktory sporitel'ov ukracuje o mozné dlhodobé zhodnotenie.
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Obr. 5.22: Ur¢itostny ekvivalent nasporeného dochodku U~ (E[U(dr)]) pre jednotlivé straté-
gie za daného scenara. Dekompozicia ¢. 1.
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Obr. 5.23: Ur¢itostny ekvivalent nasporeného dochodku U~ (E[U(dr)]) pre jednotlivé straté-
gie za daného scendra. Dekompozicia ¢. 2.
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Obr. 5.24: Urtitostny ekvivalent nasporeného dochodku U~ (E[U(dr)]) pre jednotlivé straté-

gie za daného scendra. Dekompozicia €. 3.

Co sa tyka statistiky strednej hodnoty tspor na déchodku pre jednotlivé stratégie
za danych scenarov (Obr. (5.25) a Tab. (10)), plati v tomto pripade spravidla ¢im viac
agresfvna a rizikovejSia stratégia, tym vyssia stredna hodnota tspor. Vynimkou st

——— (3T12) bond

=== (53T13) stock

——— (3T14) linear

(ST15) 100-age%

opét stratégie zostavené na zaklade historického vyvoja akciovych trhov (ST6)-(ST11),

ktoré vynikaju v pripade nastatia koreSpondujticeho scendra a v zvysnych scendroch
st podpriemernymi. NajhorSou je podl'a ocakavania stratégia investovania do dlho-
pisového fondu (ST12). NajlepSou v scenaroch (SC1)-(SC5), resp. najlepsou v priemere
je spominand najagresivnejsia stratégia investovania do akciového fondu maximélnou

moZnou mierou, (ST13).
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Obr. 5.25: Stredna hodnota nasporeného dochodku E(dr) pre jednotlivé stratégie za daného
scendra.

Nakol'’ko s vy$$im potencidlnym vynosom je spojené i vyssie riziko, Obr. (5.26) a
Tab. (11) popisujtice Standardnt odchylku tspor na déchodku pre jednotlivé stratégie
za danych scendrov st kvalitativne podobné predoslému Obr. (5.25). NajrizikovejSou
(s vynimkou scenarov (5C6)-(SC11)) je akciova stratégia (5T13), pokym dlhopisova
stratégia (5T12) je stratégiou s najniz$imi vykyvmi.

5%-ny kvantil jednotlivych stratégii za danych scendrov, t.j. akysi , katastroficky”
scendr v 5% najhorsich pripadoch je vyobrazeny na Obr. (5.27) a jeho hodnoty sa uve-
dené v Tab. (12).
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Obr. 5.26: Standardna odchylka nasporeného dochodku o4, pre jednotlivé stratégie za daného

scenara.
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Sledujic nadvynos na jednotku rizika (Sharpeov pomer) je najispesnejSou straté-
giou bezpochyby (ST4), optimélna stratégia pre scendr konstantného driftu na trovni
5%. Najvyssiu hodnotu Sharpeho pomeru dosahuje v 7 z 11 scenarov. Vd'a¢i za to pre-
dovsetkym nizkej volatilite a nie o tol'’ko niZ§iemu vynosu v porovnani so zvySnymi
stratégiami. Medzi najhorsie v sledovanom ukazovateli patria (ST6)-(ST11), (opdt’ s
vynimkou nastatia scendra, pre ktory st optimdlne) a vysoko rizikova (ST13), straté-
gia vylucne akciovych investicii.
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Obr. 5.28: Pseudo Sharpeov pomer nasporeného ddéchodku E o (dr) pre jednotlivé stra-

tégie za daného scenara.

5.4.2 Investi¢né odporicania

Dosial boli jednotlivé stratégie podrobené stresovému testovaniu vyhodnotené iba
empiricky, s vyuzitim obrdzkov. Prirodzenou otazkou, ktord vsak vyvstdva z uvedenej
analyzy je, ktorti konkrétnu z uvedenych stratégii mozno vybrat’ ako ,najlepSiu za
kazdého pocasia”.

Odpoved’ na tato otdzku samozrejme zdvisi od toho, ako definujeme hodnotiace
kritérium pre stratégie. Pre niektorych sporitel'ov by to mohla byt napriklad straté-
gia, ktord ma zo vSetkych najvyssiu strednt hodnotu tspor spriemerovant zo vset-
kych scenarov, tzv. max-mean pristup. Pre hazardérov napr. stratégia, ktorej najlepsi
scendr v zvolenom sledovanom ukazovateli (stredna hodnota tspor, urcitostny ekvi-
valent alebo Sharpeov pomer) je najlepsi, tzv. max-max pristup. No a napr. pre rizikovo
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averzného sporitel'a moze byt najlepsSou stratégiou t4, ktorej najhorsi scendr daného
ukazovatel' a je najmenej katastroficky, tzv. max-min pristup.

V tejto casti uvediem najlepSie stratégie v zmysle vSetkych hore spomenutych kri-
térii, i niektorych d’'alsich. Kazdé kritérium pritom aplikujem na jeden konkrétny uka-
zovatel'. Sporitel si tak moZe zvolit’ ukazovatel’ a kritérium najviac relevantné pre jeho
rizikovy profil, resp. postoj k investovaniu. Ja budem za primérny, najviac relevantny
ukazovatel povazovat’ urcitostny ekvivalent (U~ (E[U(dr)])).

UM BUdy)) | BB
Max-Min (ST4) 5% (ST4) 5%
Max-Mean (ST11) recession (ST4) 5%
Max-Median (ST5) 2to12 (ST4) 5%
Max-E[U] (ST3) 7% (ST4) 5%
Max-Max (ST11) recession (ST11) recession

Tabul'ka 5.7: Najlepsie stratégie v zmysle ukazovatel'a uvedeného v stipci, aplikovanim krité-
ria uvedeného v riadku na v3etky scendre. Stratégie st identifikované na zdklade vysledkov
stresovych scendrov uvedenych v Tab (9)-(13) v Prilohe A.

E(dr) o(dr)® Qs%(dr)
Max-Min (ST13) stock (ST12) bond (ST12) bond
Max-Mean (ST13) stock (ST12) bond (ST11) recession
Max-Median (ST13) stock (ST12) bond (ST5) 2to12
Max-E[U] (ST13) stock (ST12) bond (ST3) 7%
Max-Max (ST11) recession (ST12) bond (ST11) recession

Tabul'ka 5.8: Najlepsie stratégie v zmysle ukazovatel'a uvedeného v stlpci, aplikovanim krité-
ria uvedeného v riadku na vsetky scendre. Stratégie st identifikované na zdklade vysledkov
stresovych scenarov uvedenych v Tab (9)-(13) v Prilohe A.

ZTab. (5.7) a Tab. (5.8) mozno vycitat’ konkrétne investi¢né odportcania zostavené
na zéklade $pecifického kritéria (riadky) sledujtic $pecificky ukazovatel (stipec). Kon-
krétne napriklad sledujtc jeden z najrelevantnejSich ukazovatel'ov (bertici do tivahy
mieru zhodnotenia tspor aj rizikovi averziu sporitel'a), ur¢itostny ekvivalent (1. stipec
Tab. (5.7)), plati, Ze stratégia maximalizujiica najhorsi mozny scendr je (ST4), tj. opti-
malna stratégia pre pripad konstantného 5%-ného driftu.

8Pre pripad volatility sledujeme samozrejme opatné kategérie, tj. Min-Max, Min-Mean, Min-
Median, Min-E[U] a Min-Min.
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Pre rovnaky ukazovatel je stratégiou maximalizujiicou priemer zo vsetkych scendrov
stratégia (ST11), optimalneho investovania na zaklade historického scendra recesie.
Sposobené to viak je najma vel'mi vysokou hodnotou ukazovatel'a v pripade nastatia
(5C11), ktora vyrazne ovplyvnila cely priemer. Vidno to aj z piateho kritéria, kritéria
maximalizdcie maximdlneho scenéra, ktoré taktiez spiﬁa (ST11). Rovnako to vidno i z
faktu, Ze stratégia, ktord maximalizuje medidn scenarov je odlisnd, konkrétne (ST5), t.j.
optimaélna stratégia v pripade linedrneho nérastu driftu. Stratégiu (ST11) by som preto
pre nestabilitu a moZzné vysoké fluktudcie sporitel' om neodportcal.

étvrtym (4. riadok v Tab. (5.7) a Tab. (5.8)) z pouzitych kritérii (a poslednym do-
sial nespominanym) je maximalizdcia strednej hodnoty uZitocnosti zo vSetkych scendrov.
Stratégiou spliiajticou toto kritérium je (ST3), optimélna stratégia pre pripad konstant-
ného 7%-ného driftu.

Rovnaky rozbor mozno vykonat’ aj pre ostatné ukazovatele. Napr. v pripade d’alSieho
ukazovatel'a zohl'adfiujticeho vynos i riziko, Pseudo-Sharpeho pomeru (2. stlpec Tab.
(5.7)), je na zéklade Styroch z piatich kritérii najlepSou stratégiou (5T4), optimélna
stratégia pre pripad konstantného 5%-ného driftu. Sposobené to je nizkou volatilitou
uspor pri investovani drZiac sa uvedenej stratégie, pri zachovani strednej hodnoty
tspor len o mélo nizsej ako v pripade ostatnych stratégii. Sporitel'ovi, ktorého zau-
jima predovsetkym vyska tspor v pomere k ich volatilite tak mozno odporucit’ prave
stratégiu (ST4).

Na druhej strane, sporitel'ovi, ktorého hlavnym ciel'om je eliminovat’ akékol'vek
vykyvy vo vyske tspor v podobe ich volatility, mozno odporucit’ stratégiu investo-
vania vylu¢ne do dlhopisového fondu, (ST12). Tato stratégia je najlepsou na zdklade
vSetkych kritérii, pokial’ sledujeme volatilitu tispor. Sporitel sa vSak vol'bou tejto stra-
tégie musi zmierit’ s niZ§im potencidlom vynosu oproti ostatnym stratégidam.

Mala cast’ riziko vyhl'adavajacich sporitelov, ktord nesleduje volatilitu a teda i
mozny vyrazny pokles, a zaujima sa predovsetkym o potencidl ¢o moZzno najvyssieho
zhodnotenia tspor modze siahnut’ po stratégii maximalnej moZznej alokécie tspor do
akciového fondu, (ST13). Uvedend stratégia je najispesnejSou v 4 z 5 sledovanych
kritérii. Stratégiu vSak odportcam s vystrahou moZnych vysokych odchylok od nasi-
mulovanej strednej hodnoty.



Zaver

V préaci som sa zaoberal analyzou investi¢nych stratégii v druhom dochodkovom pi-
lieri na Slovensku. Sporenie v rdmci tohto prispevkovo definovaného piliera som mo-
deloval na zaklade dynamického stochastického akumula¢ného modelu, publikova-
ného v [1]. Model som rozsiril o vyuzitie bezkupénovych dlhopisov s I'ubovolnou
splatnost'ou v modelovanom dlhopisovom fonde. Okrem toho som pouZzil aktualizo-
vané parametre pre CIR model a geometricky Brownov pohyb, a priblizil tym vystupy
blizsie stucasnej trhovej realite. Zakonné obmedzenia pri sporeni a vysku prispevkov
som prispdsobil tak, aby reflektovali sticasnt legislativu, a medziro¢ny rast miezd som
aktualizoval o dostupné prognozy.

Hlavnym prinosom préce bolo okrem prisposobenia dynamického stochastického
akumulac¢ného modelu stcasnej legislative, a jeho rozsireni o dlhopisy s I'ubovolnou
splatnost'ou, vytvorenie vlastnych stresovych scendrov vyvoja akciovych trhov. Na
zéklade tychto stresovych scendrov boli optimélne investi¢né stratégie, spolu s heuris-
tickymi, v praxi ¢asto pouZivanymi stratégiami, spatne otestované a podrobené d’alsej
analyze. Praca sa tiezZ venovala tilohe bez budtcich prispevkov (jednorazovej investi-
cii), pre ktorti bolo odvodené tvrdenie o nezavislosti optimélnej investi¢nej stratégie
od vel'’kosti majetku. Tvrdenie bolo d'alej v praci vyuZivané pri numerickych vypoc-
toch, pri vysokych hodnotach nasporeného majetku (pri ktorych sa vyska prispevkov
voci vel'kosti majetku stdvala zanedbatel'nou).

V préci ziskané vysledky boli v stilade s o¢akdvaniami i s povodnym ¢lankom [1].
Potvrdzujd, Ze dynamickou vol'bou ddchodkovych fondov v ¢ase vieme dosiahnut’
lepsi pomer vysky tspor vodi riziku oproti pasivhemu investovaniu. Rovnako utvr-
dzujta v logike agresivnejsich investi¢nych stratégii v pociato¢nej fdze sporenia, a po-
stupnému prechodu ku konzervativnejsim stratégiam v case bliZiaceho sa dochodku.

Vystupy z préace d’alej umoznujt nahliadnut’ senzitivite sledovanych Statistik do-
chodkovych tispor vzhl'adom k meniacim sa vstupom do modelov, parametrom, trho-
vym i makroekonomickym podmienkam. V stilade s prirodzenou logikou sa ukazalo,
Ze zdkonnym zniZenim pravidelnych prispevkov z 9% mesa¢nej mzdy na 4% sa vy-
razne zniZuje potencidl nasporenia dostato¢ne vysokého dochodku v rdmci 2. piliera.
TieZ sa ukazalo, Ze sticasné vladne obmedzenia na podiel tdspor v akciovom fonde v
¢ase bliZiaceho sa dochodku nie sti optimélne, ked'Ze v pripade ich neexistencie by ich
model prekrac¢oval. Rovnako sa ukazuje, Ze umoZznenie sporitel' om sporit’ si v 2 fon-
doch stcasne zvysuje stredntt hodnotu nasporenych tspor, a teda i potencial lepSieho
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dochodku.

Uvedené vysledky tiez zahftiajt analyzu roznych horizontov sporenia v kombina-
cii s rozliénymi vstupnymi hodnotami tspor. Opét’ sa ukazuje, Ze ¢im neskor sporitel
vstupuje do druhého piliera, tym by mal byt' konzervativnej$i. Na druhej strane, s
¢im menSim vstupnym kapitdlom zacina sporit’, tym agresivnejsSiu stratégiu by mal
na zdklade modelu zvolit'.

Stresové testovanie analyzovanych investi¢nych stratégii umoznilo odsledovat’ cha-
rakter a vel'’kost’ zmien pozorovanych Statistik nasporeného dochodku, pod vplyvom
neocakdvanych zmien na akciovom trhu. Prezentované boli investi¢cné odportcania
pre rozli¢né rizikové profily sporitel'ov sledujicich rézliéné ukazovatele. Ako pri-
klad, pre rizikovo averzného sporitel'a maximalizujiceho vystup z najhorSieho moz-
ného scendra mozno odporucit’ optimalnu stratégiu predpokladajicu dlhodobo kon-
Stantny, 5%-ny vynos akciového trhu. Tato stratégia sa ukdzala byt’ najlepSou spome-
dzi uvazovanych stratégii v zmysle oboch relevantnych ukazovatel'ov - urcitostného
ekvivalentu i nadvynosu na jednotku rizika. Pre spominané ukazovatele sa ukazala
byt lepSou oproti inym, v praxi vyuZivanym, heuristickym stratégidm, a tieZ oproti
stratégiam predpokladajicim konkrétny vyvoj akciového trhu na zdklade historie.

Vo vSeobecnosti mozno na zdklade uvedenych analyz pre rizikovo averznych spo-
ritel'ov odporucit’ skor optimdlne stratégie pocitané za predpokladu dlhodobo kon-
Stantnych trovni vynosov akciového trhu. To aj napriek tomu, Ze v pripade niekto-
rych ukazovatel'ov dosahovali o nie¢o horsie vysledky ako stratégie pocitané za pred-
pokladu konkrétneho historického vyvoja akciového trhu. Druhd menovana skupina
stratégii totiZ nie je stabilnd, a v pripade nenastatia konkrétneho predpokladaného
scendra je ndchylnd na vysoké straty. Slizi preto skor na tcely stresového testovania a
nie ako investi¢né odportcanie.
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Priloha A: Statistiky stresovych
scenarov

Na tomto mieste sa nachadzaju vysledné statistiky testovanych stratégii pre jednotlivé
scendre, sltiZiace na tcely vyhodnotenia stresového testovania z casti (5.4). Testované
scendre st uvedené a popisané v casti (4.2) a v Tab. (4.5). Analyzované stratégie sa

uvedené a popisané v casti (4.3) a v Tab. (4.6).

Uvedené tabul'ky postupne obsahujt urcitostny ekvivalent (invertovant stredna
hodnotu funkcie uZito¢nosti z nasporeného dochodku), stredntt hodnotu nasporeného
dochodku, standardnti odchylku nasporeného déchodku, 5%-ny kvantil nasporeného
dochodku a pseudo Sharpeov pomer (strednd hodnota nasporeného dochodku o¢is-
tend o strednd hodnotu ,takmer-bezrizikovo” nasporeného dochodku (investovanim
iba do dlhopisového fondu), skdlovand na jednotku rizika) pre dant realizovan stra-

tégiu pocas konkrétneho uvazovaného scendra.

(SC1)  (SC2)  (SC3)  (SC4)  (SC5)  (SC6)  (SC7)  (SC8)  (SC9)  (SCl0)  (SC11)
(ST1) | 2.3973 1.9989 1.7069 1.4769 1.7644 1.8677 1.8093 1.9440 2.8468 1.7181 2.6374
(ST2) | 2.3715 2.0138 1.7286 1.4974 17765 1.8346 1.8712 2.0087 2.7228 1.7670 2.5792
(ST3) 2.2751 1.9854 1.7404 1.5383 1.7694 1.8193 1.9358 2.0481 2.4820 1.7651 2.2996
(ST4) | 2.0453 1.8651 1.7003 1.5553 1.7002 1.7636 1.8995 1.9490 2.1279 1.6977 1.9170
(ST5) | 2.2927 1.9879 1.7300 1.5206 1.7908 1.8014 1.9678 2.0223 2.6202 1.7558 2.5819
(ST6) | 1.9055 1.7208 1.5675 1.4352 1.5999 3.7828 1.3318 1.6125 2.0329 1.7407 1.8637
(ST7) 1.9022 1.7269 1.5744 1.4472 1.6117 1.7292 4.6670 1.6849 1.9180 1.4325 2.4881
(ST8) | 2.0424 1.8086 1.6173 1.4605 1.6608 1.8307 1.8456 3.1086 2.5062 1.9953 1.7199
(ST9) 2.0111 1.7908 1.6066 1.4565 1.6662 1.4457 1.4515 1.8310 4.3875 1.4142 3.1052
(ST10) | 1.8893 1.7206 1.5732 1.4507 1.6030 1.8783 1.8146 1.9282 2.0895 2.6929 1.3839
(ST11) 1.8167 1.6624 1.5346 1.4207 1.5859 1.4454 1.7049 1.6331 2.2571 1.2482 6.9757
(ST12) 1.4009 1.4009 1.4011 1.4009 1.4010 1.4010 1.4009 1.4009 1.4008 1.4008 1.4010
(ST13) | 2.3765 1.9876 1.6919 1.4640 1.7586 1.8984 1.7649 1.9078 2.8916 1.6817 2.5760
(ST14) 1.9478 1.7843 1.6445 1.5292 1.6317 1.7272 1.7740 1.8200 2.0518 1.6721 1.8662
(ST15) | 2.1586 1.9033 1.6975 1.5273 1.7551 1.7250 1.8820 1.9580 2.4377 1.6845 2.4031

Tabul'ka 9: Ur¢itostny ekvivalent U~ (E[U(dr)]) majetku na dochodku danej stratégie pri da-

nom scenari.
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(SC1)  (SC2)  (SC3) (SC4) (SC5)  (SC6)  (SC7)  (SC8)  (SC9)  (SCl0)  (SC11)

(ST1) 3.6946  2.9373  2.3842 1.9590 2.4413 2.5751 2.6376 2.9499 4.3304 24378  3.8541
(ST2) 3.2623  2.6963 2.2526 1.8989 2.2931 23771 2.5649 2.7949 3.6819  2.2985 3.3734
(ST3) 2.7650 2.3872 2.0717 1.8085 2.0902  2.1971 2.4068 2.5197 3.0046 2.0912 2.7375
(ST4) 2.2449 2.0358 1.8505 1.6882 1.8439 1.9556  2.1268 2.1576  2.3424 1.8486 = 2.1463
(ST5) 2.8908 2.4806 2.1375 1.8522 2.2106 2.2165 2.5296 2.5739 3.3229 21723  3.3022
(ST6) 2.4681 2.1636 1.9167 1.7093 1.9530 5.9081 1.5361 1.9917 2.6489 2.2141 2.3927
(ST7) 2.4062 2.1170 1.8799 1.6860 1.9146 2.0677 7.7920 2.0579  2.4211 1.6645 3.2386
(ST8) 2.7234 2.3261 2.0083 1.7583 2.0491 2.3544 2.3776 4.7501 3.4103 2.6240 2.1264
(ST9) 2.6690 2.2992 1.9969 1.7574 2.0698 1.8250 1.7032 2.3810 7.5978 1.7226  4.3753
(ST10) | 2.3708 2.1005 1.8757 1.6897 1.9034 2.3534 2.3200 2.4128 2.6277 3.7337 1.5574
(ST11) | 2.2613 2.0292 1.8319 1.6634 1.8986 1.7341 2.1177 1.9848 2.9111 1.4168 11.1651
(ST12) | 1.4025 1.4025 1.4027 1.4025 1.4026 1.4026 1.4025 1.4025 1.4024 1.4024 1.4026
(ST13) | 4.3313 3.2350 2.4903 1.9893 2.5670 2.9657 2.5994 3.0133 5.4328 2.4980  4.1038
(ST14) | 2.1466 1.9325 1.7559 1.6134 1.7301 1.8544 1.9194 1.9924 2.2511 1.7834 1.9878
(ST15) | 2.6696 2.2817 1.9785 1.7383 2.0409 2.0281 2.2318 2.3519 3.0659 1.9640  2.9275

Tabul'ka 10: Strednd hodnota E(d7) majetku na dochodku danej stratégie pri danom scenari.

(SC1)  (SC2)  (SC3) (SC4) (SC5)  (SC6)  (SC7)  (SC8)  (SC9)  (SCl0) (SC1l)

(ST1) 1.3000 0.9765 0.7593 0.5843 0.7584 0.7916 0.9087 1.0547 1.4726 0.7725 1.2205
(ST2) 0.9394 0.7489 0.5993 0.4816 0.5959 0.6363 0.7584 0.8259 1.0332 0.6002 0.8749
(ST3) 0.6070 0.5091 0.4292 0.3620 0.4236 0.4800 0.5635 0.5685 0.6568  0.4254 0.5729
(ST4) 0.3352 0.2945 0.2611 0.2333 0.2556 0.3087 0.3484 0.3356 0.3584 0.2649 0.3531
(ST5) 0.6886 0.5799 0.4886 0.4129 0.5086 0.5107 0.6268 0.6216 0.8093 0.4981 0.8223
(ST6) 0.6929 0.5715 0.4739 0.3924 0.4805 2.1152 0.3193 0.5091 0.7474 0.6019 0.6563
(ST7) 0.6460 0.5262 0.4334 0.3584 0.4313 0.4689 2.9224 0.5118 0.6461 0.3490 0.8861
(ST8) 0.8108 0.6475 0.5155 0.4164 0.5157 0.6568 0.6596 1.6949 1.0397 0.7524 0.5310
(ST9) 0.7960 0.6411 0.5181 0.4214 0.5324 0.4876 0.3704 0.6859 2.9588 0.4252 1.3868
(ST10) | 0.6204 0.5150 0.4278 0.3581 0.4303 0.6055 0.6399 0.6275 0.6840 1.1514 0.2846
(ST11) | 0.5718 0.4879 0.4163 0.3561 0.4340 0.4030 0.5387 0.4752 0.7852 0.2714 3.7180
(ST12) | 0.0224 0.0222 0.0223 0.0222 0.0223 0.0224 0.0222 0.0223 0.0224 0.0223  0.0222
(ST13) | 2.1561 1.4453 0.9793 0.6809 0.9808 1.2323 1.0148 1.3224 2.6563 0.9711 1.6464
(ST14) | 0.3548 0.2862 0.2324 0.1912 0.2149 0.2558 0.2827 0.3201 0.3564 0.2336  0.2527
(ST15) | 0.6614 0.5187 0.4116 0.3292 0.4199 0.4332 0.4935 0.5412 0.7867 0.4084 0.6804

Tabul'ka 11: Standardné odchylka o4, majetku na ddchodku danej stratégie pri danom scendri.



(SC1)  (SC2)  (SC3) (SC4) (SC5)  (SC6)  (SC7)  (SC8)  (SC9)  (SC10)  (SC1l)

(ST1) 2.0558 1.6864 1.4211 1.2224 1.4713 1.5647 1.5058 1.6323 2.4450 1.4360 2.2495
(ST2) 2.0100 1.6940 1.4505 1.2486 1.4866 1.5348 1.5734 1.6998 2.2980 1.4836 2.1796
(ST3) 1.9095 1.6700 1.4650 1.2963 1.4914 1.5282 1.6262 1.7215 2.0861 1.4888 1.9345
(ST4) 1.7528 1.6044 1.4659 1.3409 1.4678 1.5071 1.6180 1.6656 1.8231 1.4604 1.6331
(ST5) 1.9302 1.6732 1.4527 1.2761 1.5012 1.5083 1.6610 1.7051 2.2018 1.4738 2.1754
(ST6) 1.5875 1.4323 1.3080 1.2027 1.3362 3.2692 1.1245 1.3439 1.6898  1.4497  1.5527
(ST7) 1.5843  1.4428 1.3177 1.2184 1.3527 1.4515 4.0709 1.4071 1.5989 1.2073 2.0776
(ST8) 1.7044 1.5059 1.3475 1.2203 1.3839 1.5263 1.5352 2.6392 2.0955 1.6668 1.4350
(ST9) 1.6762 1.4880 1.3410 1.2181 1.3894 1.2049 1.2217 1.5243 3.8732 1.1826 2.6123
(ST10) | 1.5737 1.4388 1.3181 1.2200 1.3429 1.5699 1.5093 1.6074 1.7439 2.2564 1.1758
(ST11) | 1.5158 1.3887 1.2848 1.1955 1.3270 1.2092 1.4223 1.3627 1.8805 1.0582  6.0869
(ST12) | 1.3664 1.3666 1.3667 1.3668 1.3667 1.3664 1.3666 1.3664 1.3662 1.3663 1.3669
(ST13) | 2.0282 1.6696 1.4021 1.2113 1.4616 1.5886 1.4650 1.5934 2.5260 1.4003 2.1888
(ST14) | 1.6695 1.5451 1.4362 1.3461 1.4309 1.5012 1.5362 1.5660 1.7600 1.4596 1.6284
(ST15) | 1.8049 1.5968 1.4297 1.2950 1.4795 1.4501 1.5797 1.6392 2.0353 1.4185 2.0120

Tabul'ka 12: 5-percentny kvantil )55, majetku na dochodku danej stratégie pri danom scenari.

(SC1)  (SC2)  (SC3) (SC4) (SC5)  (SC6)  (SC7)  (SC8)  (SC9)  (SCl0) (SC1l)

(ST1) 1.7632 1.5717 1.2929 0.9524 1.3697 1.4812 1.3592 1.4671 1.9883 1.3401 2.0087
(ST2) 1.9797  1.7274 1.4186 1.0305 1.4945 1.5316 1.5328 1.6859 2.2062 1.4929 2.2528
(ST3) 2.2445 19343 1.5590 1.1215 1.6235 1.6553 1.7823 1.9650 2.4392 1.6188 2.3304
(ST4) 2.5130 2.1503 1.7158 1.2242 1.7271 1.7916 2.0787 2.2498 2.6225 1.6839 2.1064
(ST5) 2.1615 1.8591 1.5042 1.0891 1.5889 1.5940 1.7982 1.8844 2.3729 1.5455 2.3103
(ST6) 1.5379  1.3317 1.0849 0.7818 1.1456 2.1301 0.4182 1.1574 1.6678 1.3485 1.5086
(ST7) 1.5536  1.3579 1.1014 0.7909 1.1873 1.4184 2.1863 1.2805 1.5765 0.7505 2.0721
(ST8) 1.6291 1.4265 1.1752 0.8544 1.2537 1.4492 14782 1.9751 19311 1.6234 1.3631
(ST9) 1.5910 1.3986 1.1472 0.8421 1.2533 0.8665 0.8115 1.4265 2.0939 0.7526  2.1437
(ST10) | 1.5607 1.3553 1.1061 0.8020 1.1638 1.5704 1.4337 1.6100 1.7913 2.0247 0.5441
(ST11) | 1.5018 1.2842 1.0314 0.7326 1.1431 0.8227 1.3276 1.2254 1.9213 0.0525  2.6257
(ST13) | 1.3584 1.2679 1.1108 0.8618 1.1872 1.2685 1.1794 1.2181 1.5173 1.1281 1.6407
(ST14) | 2.0974 1.8518 1.5205 1.1024 1.5245 1.7664 1.8281 1.8426 2.3808 1.6307 2.3162
(ST15) | 1.9158 1.6949 1.3995 1.0199 1.5205 1.4442 1.6806 1.7542 2.1142 1.3747 2.2412

E(dT)fE(dgﬂSTIQ))

Tabul'ka 13: Pseudo Sharpeov pomer majetku na déchodku ( e

pri danom scendri.

) danej stratégie



