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Abstrakt

VLÁRSKY, Jozef: Zosil¬ovanie konceptu Nashovho ekvilibria v dynamických hrách

[diplomová práca]. Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky

a informatiky. Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky. Vedúci diplomovej práce:

doc. RNDr. Ján Pekár, PhD. Bratislava: FMFI UK, 2013. 47 s.

Diplomová práca obsahuje vypracovanie zosil¬ovacieho konceptu Nashovho ekvilib-

ria v dynamických hrách. V prvej kapitole si de�nujeme základné predpoklady teórie

hier. V ¤al²ej kapitole si uvedieme Nashove ekvilibria a rôzne typy zosil¬ovacích kon-

ceptov. V poslednej £asti zrealizujeme herné experimenty na porovnanie hernej teórie

s realitou.

K©ú£ové slová: v²eobecné poznanie racionality, extenzívna forma hry, Nashove

ekvilibrium, dokonalé ekvilibrium vzh©adom na podhry, sekven£né ekvilibrium, spätná

indukcia, herné experimenty.



Abstract

VLÁRSKY, Jozef: Re�nements of Nash equilibrium in dynamic games [Diploma's the-

sis]. Comenius University in Bratislava. Faculty of Mathematics, Physics and Informa-

tics. Department of Applied Mathematics and Statistics. Supervisor: doc. RNDr. Ján

Pekár, PhD. Bratislava: FMFI UK, 2013. 47 p.

The Diploma's thesis includes drawing up the issue of re�nements of Nash equilib-

rium in dynamic games and its searching methods. The introductory chapter contains

basic requirements of game theory. In the next chapters we introduce Nash equilibrium

and some re�nement concepts. In the last chapter we run some game experiments to

compare game theory with real problems.

Key words: common knowledge of rationality, extensive form of game, Nash equ-

ilibrium, subgame perfect Nash equilibrium, backward induction, sequential equilib-

rium, game experiments
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Úvod

Koncept Nashovho Equilibria je základný nástroj pouºívaný na analýzu hier od

jeho uvedenia spred 60 rokov. Naj£astej²ie vyuºívaný v ekonómii, a v iných sociálnych

vedách. Môºme ho povaºova´ ako základnú poºiadavku (resp. nevyhnutnú podmienku)

pre strategickú stabilitu. Kaºdá predpove¤ hry, ktorá zahr¬uje racionálne správanie a

presné o£akávania musí by´ Nashovym Equilibriom.

Av²ak, v mnohých hrách nachádzame vä£²í po£et rozmanitých Nashovych Equilibrií.

Podmienky, ktoré charakterizujú tieto equilibriá sú £asto nedostato£né k tomu aby sme

sa dostali k jednozna£nému výsledku. Potrebujeme preto ¤al²ie kritéria strategickej

stability ako dodatok ku kritériam zahrnutých v Nashovom koncepte. Tento prístup

dal moºnos´ k nárastu ²irokej ²kále zosil¬ovania konceptu Nashovho Equilibria (¤alej

NE).

V prvej kapitole si predstavíme základné kamene, na ktorých je postavený koncept

NE. �alej si ukáºeme koncept dynamických hier, s ktorými budeme operova´ a pred-

stavíme si NE. V ¤al²ích kapitolách si ukáºeme rôzne zosil¬ovacie metódy (okresania),

ktorými sa zbavujeme nedôveryhodných equilibrií. V závere£nej £asti uskuto£níme kon-

krétne herné experimenty a budeme skúma´ racionalitu hrá£ov, ktorá z nich vyplýva.
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Kapitola 1

V²eobecné racionálne poznanie a

konzistentné zoskúpenie presved£ení

O£akávania oh©adom toho, £o budú hra´ ostatní hrá£i ovplyv¬ujú £o je racionálne

urobi´ pre m¬a. Fixovanie presved£ení, ktoré poznajú racionálni agenti o ostatných

agentoch, je klú£ový aspekt racionálneho rozhodovania v hrách.

Prínos v²eobecného racionálneho poznania (Common Knowledge of Rationality, skr.

CKR):

Ak chceme sformova´ o£akávanie, £o budú robi´ ostatní hrá£i, je prirodzené uva-

ºova´ model, ktorý ur£uje ich správanie a pouºi´ ho na predikciu okolností, ktoré nás

zaujímajú? Môºme predpoklada´, ºe doty£ná osoba je negramotný £lovek, alebo robot,

alebo ktoko©vek. Ale vä£²inu £asu budeme predpoklada´, ºe hrá£i sú racionálni ako my.

Preto treba uvaºova´ súperov ako racionálnych hrá£ov. Toto je idea na základe, kto-

rej hrá£i formujú o£akávania. Predpokladáme, ºe kaºdý hrá£ má v²eobecné racionálne

poznanie. Formálne sa to dá predstavi´ ako nekone£ný re´azec daný:

1. kaºdý hrá£ je racionálny

2. kaºdý hrá£ vie, ºe 1.

3. kaºdý hrá£ vie, ºe 2.

4. kaºdý hrá£ vie, ºe 3. A takto aº do nekone£na.

A preto je v²eobecné poznanie nato©ko ºiadané v teórii hier. Idea je podobná ako

v prípade, ºe kamerujete televíziu, v ktorej ide obraz produkovaný tou istou kamerou

- nekone£ná sebare�exia.

Ve©a ©udí, ktorí aplikujú teóriu hier v praxi predpokladajú CKR a dokonca posú-

vajú hranice e²te ¤alej, na získanie e²te presnej²ích predpovedí racionálneho správania.
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Predpokladajú, ºe presved£enia hrá£ov sú konzistentné navzájom. Konzistentné zoskú-

penie presved£ení (Consistent Alignment of Beliefs skr. CAB) dáva analytickú silu her-

ným teoretikom ako uvidíme neskôr. Av²ak presun z CKR na CAB je pod©a niektorých

odborníkov kontroverzný. Neformálne povedané CAB je o tom, ºe ºiadny racionálny

hrá£ nemôºe by´ prekvapený iným racionálnym hrá£om. �iºe, ak sa my²lienky dru-

hého hrá£a vyvíjajú pozd¨º racionálnej línii, a ja viem, ºe ten hrá£ je racionálny a aj

ja som racionálny, tak aj moje my²lienkové pochody sa dostanú na rovnakú racionálnu

líniu ako pochody druhého hrá£a. Teda moje presved£enia o tom, £o bude súper hra´

sú konzistentne ur£ené v zmysle, ºe ak by som aj vedel £o bude súper hra´ nijako to

neovplyvní moje presved£enie. A to platí aj pre ostatných hrá£ov.
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Kapitola 2

Elementy teórie hier

2.1 Reprezentácia hier

Herný teoretici rozli²ujú 2 základné typy hier. Prvým typom je hra v normálnej (ma-

ticovej) forme (OBR.1). Vä£²ina statických hier, kde sa hrá£i rozhodujú sú£asne sa

zapisuje pomocou tejto formy. Táto matica prezentuje kombinácie v²etkých moºností

v²etkých hrá£ov s výsledkami (výplatami) na danej pozícii (zloºke) v matici.

OBR.1 - maticový tvar
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R1 a R2 v st¨pci sú v²etky akcie hrá£a R a C1 a C2 v riadku sú zas v²etky akcie

hrá£a C. Hviezdi£ky indikujú výplatu ako stratégiu najlep²ej reakcie na súperovu akciu.

Druhý typ prezentácie hry je prostredníctvom herného stromu (OBR.2). Tieº na-

zývaný extenzívny alebo dynamický typ. Tento typ je predmetom aj celej diplomovej

práce, ke¤ºe budeme pozorova´ dynamické hry. Hry v normálnej forme nám ni£ nevedia

poveda´ o dynamike hry a procesoch, ktoré sa v nej odohrávajú. A práve nato nám

slúºi extenzívna, stromová forma hry.

(a) (b)

OBR.2 - extenzívny tvar

Na OBR.2 v hre (a) za£íná hru hrá£ R a v (b) za£ína hrá£ C. V závislosti od

vybranej cesty z jedného uzla (bod, kde si daný hrá£ volí svoju akciu) do ¤al²ích

uzlov sa postupne dostávame k výsledku hry, ktorý je prezentovaný danými výplatami

(spodná £as´ stromu) kaºdého hrá£a.

Na OBR.2 (b) máme aj zakreslenie preru²ovanej £iary pri výbere akcie hrá£a R.

Táto £iara de�nuje informa£nú mnoºinu daného hrá£a. V tomto prípade preru²ovaná

£iara znamená to, ºe hrá£ R pri svojom výbere akcie NEVIE akú predchádzajúcu akciu

si zvolil hrá£ C. Na druhej strane na OBR.2 (a) sa pri výbere hrá£a C nevyskytuje

ºiadna preu²ovaná £iara a teda hrá£ C presne VIE, £i predchádzajúca akcia hrá£a R

bola R1 alebo R2.
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2.2 Dominancia a ekvilibrium

De�nícia 2.1:

Stratégia hrá£a R je najlep²ou odpove¤ou (reakciou) na nejakú akciu hrá£a C, po-

vedzme stratégiu Ci, ak hrá£ovi R poskytuje najvä£²iu výplatu pri Ci. Rovnako to platí

aj pre hrá£a C.

Ak sa pozrieme spä´ na OBR.1, ke¤ hrá£ C zvolí C1, tak najlep²ou odpove¤ou

hrá£a R je akcia R1, ke¤ºe pri nej obdrºí výplatu 10 nako©ko pri akcii R2 len 9. A teda

R1 je najlep²ou odpove¤ou hrá£a R, ak hrá£ C volí C1. Podobne sta£í uvaºova´ aj pri

zvy²ných moºnostiach.

De�nícia 2.2:

Stratégia je dominantná, ak je najlep²ou stratégiou (maximalizuje hrá£ovu výplatu)

bez oh©adu na výber stratégie ostatných hrá£ov.

V zmysle predo²lej de�nícii môºme poveda´, ºe akcia R1 je dominantná stratégia,

resp. stratégia R2 je dominovaná stratégiou R1.

De�nícia 2.3:

V²eobecné racionálne poznanie (CKR) nultého rádu opisuje situáciu, v ktorej je

kaºdý hrá£ racionálny, ale ani jeden z hrá£ov nevie ni£ o racionalite druhého. Naopak

CKR prvého rádu opisuje kaºdého hrá£a ako racionálneho,a navy²e kaºdý verí v raci-

onalitu druhého hrá£a. Teda CKR n-tého rádu sp¨¬a: Hrá£ R verí, ºe hrá£ C verí, ºe

hrá£ R verí..., ºe hrá£ C verí,ºe R je racionálny. (n-krát sa vyskytuje slovo "verí")

Skúsme CKR aplikova´ na hru na OBR.1: CKR nultého rádu znamená R: R1 (":"je

priradenie výberu) a z toho CKR prvého rádu implikuje, ºe C b R: R1 a teda C: C2

(písmeno b (belief) znamená, ºe hrá£ C verí v racionalitu R). Dostávame sa tak do

ekvilibria (R1, C2). Toto je minimálna de�nícia ekvilibria (výsledku) hry postavená

len na dominantnosti a CKR prvého rádu. Ak by hra bola vä£²ia, môºme pouºi´ proces

postupnej eliminácie dominovaných stratégií pri zvy²ovaní rádu CKR. A tie, ktoré

zostanú po eliminácii sú racionalizované stratégie.

2.3 Nashove stratégie a Nashove ekvilibrium

V 50-tych rokoch minulého storo£ia John F. Nash prezentuje vo svojich prácach v

dne²nej dobe najpopulárnej²í nástroj vyuºívaný v teórii hier. V²íma si hlavne vä£²í

po£et racionalizovaných stratégií a h©adá re²trikcie na presved£enia hrá£ov, ktoré im
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prislúchajú. Na ilustrovanie jeho argumentu, uvaºujme hru na OBR.ex.

OBR.ex - roz²írená verzia

Uvaºujme stratégiu R1. Nasledujúca úvaha hrá£a R je jediná mnoºina presved£ení,

ktorá racionalizuje moºnos´ R1.

Budem hra´ R1, pretoºe o£akávam, ºe C bude hra´ C1. Pre£o by som to mal o£a-

káva´? Lebo C o£akáva, ºe budem hra´ R3. Môºte sa ma opýta´, pre£o si myslím, ºe

si to C myslí. Moºno preto, ºe o£akáva, ºe budem chybne rozmý²la´ nad tým, ºe bude

hra´ C3, kde v skuto£nosti o£akávam, ºe bude hra´ C1. Samozrejme, ak by vedel, ºe

plánujem hra´ R1, hral by C3. Ale on to nevie a z toho dôvodu a s mojimi o£akávaniami

je R1 správna vo©ba pre m¬a. Samozrejme, ak by vedel, ºe budem hra´ R1, tak bz som

asi nemal. Je to môj dohad, av²ak, tým, ºe o£akáva vo©bu R3, o£akávam jeho vo©bu

C3. V skuto£nosti o£akávam, ºe bude hra´ C1 a ja budem hra´ R1.

Môºme to zosumarizova´ zápisom spomínaným vy²²ie:

R: R1 pretoºe

R b C: C1 pretoºe

R b C b R: R3 pretoºe

R b C b R b C: C3 pretoºe

R b C b R b C b R: R1 .

Môºme vidie´, ºe CKR ²tvrtého rádu je dostato£ný nato aby sme vytvorili konzis-
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tentné presved£enie s danou stratégiou. Zvy²ovaním rádu CKR sa ni£ nezmení, ke¤ºe

predo²lá "slu£ka"sa opakuje po ²tyroch iteráciach. Teda stratégia R1 je zaloºená na

o£akávanich, ktoré sú obhájite©né v CKR rádoch men²ích neº nekone£no.

Rozdielny, ale podobne konzistentný sled my²lienok existuje na podporu akcie R2

a R3.

Skrátený zápis pre úvahu o R3:

R: R3 pretoºe

R b C: C3 pretoºe

R b C b R: R1 pretoºe

R b C b R b C: C1 pretoºe

R b C b R b C b R: R3 .

Skrátený zápis pre úvahu o R2 je e²te jednoduch²i a vyºaduje CKR len druhého

rádu:

R: R2 pretoºe

R b C: C2 pretoºe

R b C b R: R2 .

Nash povaºoval stratégiu R2 za ve©mi pozoruhodnú nie len preto, ºe je najjedno-

duch²ia, ale hlavne preto, ºe je to jediná stratégia podporená presved£eniami, ktorá

nepredpokladá, ºe hrá£ C spraví chybu o£akávaním nie£oho, £o hrá£ R neplánuje hra´.

�iºe, ak porovnáme na jednej strane úvahy o R1 a R3 a na druhej strane R2, je zrejmé,

ºe R1 a R3 sú racionálne, len v prípade, ak hrá£ R predpokladá, ºe ho hrá£ C zle pre£íta.

Na druhej strane R2 nevyºaduje ºiadny takýto predpoklad. Vskutku, R2 vyºaduje, ºe

R o£akáva, ºe C pre£íta R správne. Preto, ak akceptujeme predpoklad, ºe presved£e-

nia hrá£ov musia by´ konzistentne zoskúpené, budeme nasledova´ Nash-a a jediným

príslu²ným východiskom hry bude (R2,C2).

De�nícia 2.4: Presved£enia sú nekonzistentne zoskúpené, ke¤ akcia, z ktorej vychá-

dzajú tieto presved£enia, dokáºe niekoho "roz£úli´". Presved£enie jedného hrá£a (nech

je X) je "roz£úlené", ak druhý hrá£ (Y ) zahrá akciu, s ktorou hrá£ X nepo£ítal. Na-

opak, presved£enia sú konzistentne zoskúpené (CAB), ke¤ akcie kaºdého hrá£a (zaloºené

na presved£eniach o druhých hrá£och) sú obmedzené do miery, ºe neroz£úlia ºiadneho

hrá£a.

Rovnakú analýzu aplikujeme aj na hrá£a C. Stratécie C1 a C3 sú rozumné len v

prípade, ºe C o£akáva chybu hrá£a R, av²ak C2 je hrané, ke¤ C re²pektuje racionálnu

predpove¤ hrá£a R oh©adom my²lienok C.

15



Ukazuje sa, ºe jediný výsledok, ktorý kore²ponduje vzájomnému re²pektu hrá£ov

predpoveda´ korektne, je (R2,C2)- Nashove ekvilibrium (postavené na Nashovych

stratégiach).

De�nícia 2.5: Mnoºina racionalizovaných stratégií (jedna pre kaºdého hrá£a) je

NE, ak ich zahrnutie potvrdzuje o£akávania hrá£ov o výbere iných hrá£ov. Inak pove-

dané, Nashove stratégie sú jediné racionalizované, ktoré po zahrnutí potvrdzujú o£a-

kávania, na ktorých sú zaloºené. Preto sa povaºujú aj ako samopotvrdzujúce stratégie

alebo ako koncept ekvilibria vyºadujúci CAB.

Pozadie za NE sa dá z istého h©adiska povaºova´ za briliantné. Prediera sa uzlami

pavu£iny presved£ení a prichádza vo forme jednoduchého výsledku, ktorý kore²ponduje

najvy²²iemu levelu vzájomného re²pektu mentálnej kapacity kaºdého hrá£a. V praktic-

kom slova zmysle, Nashove stratégie pomáhajú k jednozna£nej²ím ekvilibriám. A preto

si aj ve©a herných a sociálnych teoretikov osvojilo koncept NE.

Pre£o predpokladáme, ºe racionálni hrá£i majú vzájomne konzistentné presved-

£enia, ke¤ kaºdá stratégia kaºdého hrá£a môºe by´ podporená mnoºinou vnútorne

konzistentných presved£ení? Odpove¤, ktorú by dal Nash, je, ºe sú racionálni a re-

²pektujú racionalitu druhého. Sú prirodzene ´ahaní do NE, ke¤ºe je to jediné miesto,

ktoré re²pektuje rovnos´ racionality kaºdého hrá£a. Vnútorná konzistencia nie je dosta-

£ujúca pokia© predpokladáme CKR, t.j. vzájomný re²pekt najvy²²ieho rádu vyºaduje

aby presved£enia boli vzájomne konzistentné (CAB).

V rovnakom zmysle je niekedy rozoberané, ºe cie© hocijakej analýzy hier sa dá

porovnáva´ s napísaním knihy o tom ako hry hra´, a minimálna poºiadavka, ktorú kaºdá

malá rada oh©adom ako hra´ hry musi sp¨¬a´, je jednoduchá: rada musí zosta´ dobrou

radou aj potom ako je kniha publikovaná. Inými slovami, nebola by to najlep²ia rada,

ak by ju ©udia nechceli nasledova´ potom ako bude obecne známa (t.j. po publikovaní

knihy). Tento test ako jediné sp¨¬a NE (R2,C2), ke¤ºe hrá£ R nasleduje radu knihy,

tak aj hrá£ C by ju chcel nasledova´, a naopak. Toto v²ak nie je moºné aplikova´ na

ostatné racionalizované stratégie. Pre príklad, uvaºujme, ºe rada v knihe je (R1,C1):

potom R nechce nasledova´ radu, ak bude o£akávané, ºe C zahrá poradenú akciu C1 a

naopak.

Obe verzie problematiky vzh©adom nato £o vzájomná racionalita znamená sa zdajú

dosta£ujúce. Av²ak existuje tu jedna zvlá²tnos´. Vedie oh©ad na to, ºe hrá£i vedia o

vzajomnej racionalite, k tomu, ºe ani jeden z nich neurobí v hre chybu? Kaºdý, kto
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sa rozprával s dobrými ²achistami (£o sú moºno majstry strategického, racionálneho

myslenia), zistí zaujímavé spory. Dvaja vyrovnane racionálni hrá£i, ktorí hrajú proti

sebe, automaticky nepredpokladajú, ºe ich protihrá£ nerobí chyby. Paradoxne pointa

²achu je vynúti´ ur£itú chybu. Sú potom hrá£i ²achu iracionálni? Inklinuje to k odpovedi

nie, ale pre£o? A aký je rozdiel v porovnaní s Nashovou intuíciou?

Rozdiel je v tom, £i je racionálne pre hrá£ov rozmý²la´, £i by mohli oklama´ svojho

súpera, v zmysle, ºe budú kona´ na základe presved£enia, ºe súper si myslí, ºe budú

robi´ nie£o iné, £o v skuto£nosti spravia. Nash vraví, ºe takýto prístup nie je racionálny,

pri£om ²achisti tvrdia opak, a obe odpovede dávajú zmysel. V²etko závisí na tom, £i

daný hrá£ verí, ºe v hre existuje jedine£ne racionálna cesta alebo nie. Ak takáto cesta

existuje, tak pravdu má Nash, naopak ak neexistuje takáto cesta, potom je nejasné, £o

by mal kaºdý hrá£ o£akáva´ od ostatných a preto je moºné pre hrá£a kona´ na základe

presved£enia, ºe súper si myslí, ºe bude hra´ nie£o kompletne iné. Za týchto okolností,

jediné obmedzenie mojich o£akávaní, o tom, v £o verí súper o mne, je také, ºe súper

nemôºe o£akáva´, ºe budem hra´ stratégiu, ktorá je dominovaná ostatnými, £o poru-

²uje predpoklad CKR. Inými slovami, kaºdá racionalizovaná stratégia je konzistentná s

CKR, a presun z CKR na Nashove stratégie vyºaduje predpoklad CAB. Teda to dáva

zmysel, ke¤ existuje jedine£ná racionálna cesta na hranie hry.
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Kapitola 3

Dynamické hry a koncepty

zosil¬ovania Nashovych ekvilibrií

V tejto kapitole sa pozrieme na hry s dynamickou ²truktúrou. To sú hry, kde hrá£i

nehrajú svoje akcie sú£asne, ale postupne v ´ahoch. Sú prezentované diagramom v

extenzívnej forme. Ukáºeme si výhody oproti hrám v statickej forme. �tudovanie dy-

namických ²truktúr v hrách môºe vies´ k jednozna£nej²iemu výsledku, £o sa týka zís-

kavania NE. Základný kame¬ pri analýze dynamických hier je typ uvaºovania nazvaný

spätná indukcia. V kapitole si tieº ukáºeme vz´ah NE a spätnej indukcii, ktorý vedie k

prvým zosil¬ovacím konceptom - dokonalé ekvilibriá vzh©adom na podhry. A neskôr si

predstavíme aj iné zosil¬ovacie koncepty ako sekven£né ekvilibriá, vhodné ekvilibriá, a

ekvilibriá postavené na indukcii napred.

3.1 Dynamické hry, extenzívna forma a spätná induk-

cia

Na ilustrovanie rozdielu, uvaºujme hru ako na za£iatku predo²lej kapitoly.
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OBR.3

V predo²lej kapitole sme sa na základe analýzy tejto hry v normálnej forme pri

simultánnom rozhodovaní dostali k dominantnému ekvilibriu (R1,C2). Toto ekvilib-

rium je zárove¬ aj NE, ke¤ºe v²etky ekvilibriá dominantných stratégií sô zárove¬ aj

NE, opa£ne to v²ak plati´ nemusí. Pretransformujme si OBR.3 do extenzívnej formy

(OBR.4), kde iniciálny (za£iato£ný) hrá£ bude R a hrá£ C, ktorý sa po R rozhoduje

vie akú akciu zvolil R.
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OBR.4

Akú moºnos´ si R vyberie? Ak si vyberie R1, kde sa môºe dosta´ k výplate 10, na

druhej strane najlep²iu výplatu pri R2 má 9. Znamená to, ºe by hrá£ R mal automaticky

voli´ R1? Odpove¤ je nie. Racionálny hrá£ R si musí zodpoveda´ 2 otázky:

(a)�o spraví hrá£ C, ak si vyberiem R1?

(b)�o spraví hrá£ C, ak si vyberiem R2?

Prichádzame k odpovedi, ktorá nasleduje predpoklad CKR prvého rádu. Potom

R zodpovie otázku (a) takto: "vyberie si C2, lebo 5 je vy²²ia výplata neº 4". A (b)

takto:",vyberie si C1, lebo 9 je viac neº 3". A preto si R uvedomí, ºe je lep²ie vybra´

si R2 (R berie na vedomie racionálne reakcie hrá£a C), £o mu priná²a výplatu 9 v

porovnaní s 1, ktorú by o£akával ak by volil R1. Vidíme, ºe ak je známe £o si vybral

R, tak sa dostaneme do výsledného ekvilibria (R2,C1). Na dôkaz tohto sta£í uvaºova´,

ºe hrá£i sú racionálni, a hra sp¨¬a predpoklad CKR prvého rádu. V²imneme si, ºe toto

ekvilibrium je odli²né od ekvilibria, pri simultánnom rozhodovaní (R1,C2).
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3.2 Dokonalos´ vzh©adom na podhry

3.2.1 Podhry, Nash, CKR a spätná indukcia

V sekcii vy²²ie sme spätne odôvod¬ovali s pomocou CKR prvého rádu. Tento typ

odôvod¬ovania je klú£ový pri konkrétnom koncepte zosilnenia NE, ktorý sa aplikuje

na dynamické hry ako dokonalos´ vzh©adom na podhry. Na vysvetlenie formálnosti si

musíme najskôr zade�nova´ podhru.

De�nícia 3.1: Podhra je £as´ dynamickej hry, resp. jej podmnoºina. Uvaºujeme

stromový diagram extenzívnej hry: podmnoºina diagramu sa ozna£uje ako podhra, ke¤ sú

splnené podmienky: (a) podhra musí za£ína´ z uzla, (b) potom musí vetvením pokra£ova´

k nasledovníkovi z iniciálneho uzla, (c) potom musí skon£i´ pri výplatách, ktoré asociujú

ku koncovým uzlom a nakoniec (d) iniciálny (za£iato£ný) uzol musí by´ z jednoprvkovej

mnoºiny informa£ného úseku kaºdého hrá£a.

�asti (a), (b) a (c) sú zrejmé. Pozrime sa v²ak na to, £o je jednoprvková mnoºina

informa£ného úseku. Spätne, ak sa pozrieme na OBR.2 (a), tak hrá£ C presne vie, v

ktorej vetve hry sa nachádza, ke¤ príde na rad jeho akcia, ke¤ºe predpokladáme, ºe

akcia R bude zverejnená pred vo©bou hrá£a C. Av²ak na OBR.2 (b) preru²ovaná £iara

indikuje, ºe hrá£ R, ke¤ príde na rad, nevie, v ktorej vetve sa nachádza. Dôvod je ten,

ºe akcia C nie je zverejnená pre hrá£a R.

Pri konkrétnom bode hry, informa£ný úsek hrá£a reprezentuje rôzne pozície hrá£a,

ktoré je schopný rozli²ova´. Preto na OBR.2 (b) hrá£ R vie, ºe sa nachádza v jednom

z dvoch uzlov (nevie v²ak v ktorom), a preto tieto dva uzly v kope vytvárajú mnoºinu

informa£ného úseku hrá£a R. V tomto zmysle vidíme rozdiel, kde na OBR.2(a) má

hrá£ C dve rozdielne mnoºiny informa£ného úseku, pri£om na OBR.2(b) má hrá£ R

jednu mnoºinu informa£ného úseku, ktorá obsahuje dva uzly. Jednoprvková mnoºina

(singleton) je informa£ný úsek, ktorý obsahuje len jeden uzol - ak je hrá£ v tomto

informa£nom úseku, tak presne vie, v ktorej £asti hry sa nachádza.

Podarilo sa nám ozrejmi´ vlastnos´(d). Jej ú£el je poveda´ to, ºe podhra musí za£ína´

v bode, kde hrá£, ktorý je na rade vie £o sa udialo predtým. Od tohoto momentu za£ína

nova £as´ hry - podhra, ktorú moºno analyzova´ separátne. Napr. na OBR.2 (b) je

jediná podhra celá hra, ke¤ºe R nemá jednoprvkovú mnoºinu informa£ného úseku, a

preto pod©a de�nície podhry, sa dá podhra aplikova´ len na iniciálneho hrá£a C (len

v tomto iniciálnom uzle má informa£ný úsek jednoprvkovú mnoºinu) na za£iatku hry.

Naopak hra na OBR.2 (a) má aº tri podhry - celá hra (iniciálny uzol R), podhra v uzle
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po výbere akcie R1, a podhra v uzle po výbere R2.

Intuícia oh©adom konceptu dokonalých ekvilibrií vzh©adom na podhry (Subgame

Perfect Nash Equilibrium, SPNE) je, ºe nevyºadujeme stratégiu, ktorá ur£uje akcie v

niektorej £asti hry (podhry), ktoré nie sú najlep²ími odpove¤ami na kaºdú inú v danej

podhre. Teda v hre s maticovým zápisom máme NE (R1,C2), pri£om transformáciou

na extenzívny tvar a vyuºitím konceptu podhier získavame ekvilibrium (R2,C1). Toto

ekvilibrium sa nazýva Vzh©adom na podhry dokonalé ekvilibrium (SPNE).

De�nícia 3.2: Stratégie sú SPNE v hre v extenzívnej forme, ke¤ stratégie tvoria

Nashove ekvilibrium v kaºdej podhre.

Pre£o sa dokonalos´ vzh©adom na podhry odvoláva na Nasha? Odpove¤ou je, ºe

kombináciou CKR spolu so sekven£ným uvaºovaním spätnou indukciou sú hrá£i nútení

udrºa´ si konzistentné zoskúpenie presved£ení, v zmysle, ºe R hrá R2 veriac, ºe C bude

hra´ C1, a C bude hra´ C1 veriac, ºe R bude hra´ R2 pretoºe R vie, ºe C bude hra´

C1 ak bude zahrané R1. Pekne povedané, je to práve spätná indukcia v kombinácii s

CKR, ktorá nám prezentuje CAB.

Spätná indukcia sa dá vyuºi´ aj v úplnej autonómii. Zoberme si hru "preteky do

20". Dvadsa´ kariet ozn. od 1-20, dvaja hrá£i, postupne si kaºdý hrá£ môºe vybra´

jednu alebo dve karty zo vzostupne zoradeného balíka, a hrá£, ktorý sa prvý dostane

k dvadsiatej karte vyhráva. Nech som hrá£ R a za£ínam hru, akú kartu si vyberiem na

za£iatku 1 alebo 2? Mojim cie©om je dosta´ sa na kartu s ozna£ením 17, ke¤ºe druhý

hrá£ sa dostane potom len ku karte 18 alebo 19 a následne ja si vyberiem 20 a vyhrám

hru. Uvaºovaním spätnou indukciou zis´ujem, ºe pred kartou 17 sa mi sta£i dosta´ na

kartu 14, predtým 11, predtým 8, 5 aº 2, £iºe ak za£nem kartou 2, bez oh©adu na

CKR, £isto len spätnou indukciou sa jedine£nou racionálnou cestou dostanem k výhre.

A spätná indukcia bez CKR nemá ºiadnu implikáciu ku CAB.

De�nícia 3.3: Rozdiel medzi spätnou indukciou a Nashovou spätnou indukciou sa

ukazuje u predpokladoch CKR. Prvá predpoklady o CKR nevyuºíva pri£om druhá áno.
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3.2.2 Dokonalos´ vzh©adom na podhry a výber ekvilibria

Extenzívne hry majú vyhodu oproti statickým hrám v tom, ºe niekedy redukujú po£et

NE. Na upresnenie, existujú dynamické hry, ktoré majú v maticovej forme viacero NE,

av²ak menej dokonalých ekvilibrií vzh©adom na podhry. Zosil¬ujúci koncept dokonalých

ekvilibrií vzh©adom na podhry nám teda môºe pomôc´ s problémom výberu Nashovych

ekvilibrií.

Podrobnej²ie si to rozoberme v typickom príklade hry obchodného re´azca. Táto

hra sa nevz´ahuje len na obchodné re´azce, má viacero interpretácií. Stretneme sa s

¬ou napríklad v Pucinniho opere Gianni Schicchi.1 Jej maticový a extenzívny tvar je

na OBR.5 resp. OBR.6.

OBR.5

1interpretoval Harper, 1991, Handbook of defeasible reasoning and uncertainity managemenet sys-

tems, str. 415
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OBR.6

V maticovej forme nie je ºiadne dominantné ekvilibrium, ale nachádzame 2 Nashove

ekvilibriá - (R2,C1) a (R1,C2)(na OBR.5 ozna£ené hviezdi£kou). Av²ak, ak je hra pre-

zentovaná v extenzívnej forme (OBR.6), nachádzame len jedno SPNE: (R1,C2). Je to

zrejmé, ke¤ºe C1 nie je najlep²ou odpove¤ou v podhre, ktorá je vytvorená na rozho-

dovacom uzle hrá£a C a preto táto stratégia nemôºe by´ sú£as´ou SPNE. Jednoducho

povedané hrozba, ktorá vyplýva z hrania C1 nie je dôveryhodná, a dokonalos´ vzh©a-

dom na podhry vylu£uje stratégie, ktoré predstavujú nedôveryhodné hrozby.
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3.3 Spätná indukcia, presved£enia `mimo ekvilibriovej

cesty' a CKR

Zdôvodnenie spätnej indukcie sa javí silné. Hrá£i sa pozerajú vpred, pretoºe rozli²ujú,

ºe to £o budú hra´ teraz bude ma´ pre nich dôsledky v neskor²ích ²tádiách hry (v pod-

hrách). Na posudzovanie aké tie dôsledky môºu by´ sa predpokladá racionalita kaºdého

hrá£a v budúcnosti a v tejto báze sa rozhodujú, £o spravi´ teraz ako najlep²ie. Av²ak

pri predpoklade CKR sa môºu vyskytnú´ komplikácie, ktoré si rozoberieme niº²ie.

3.3.1 Presved£enia `mimo ekvilibriovej cesty' a `chvenia'

V predo²lej sekcii sme spätnou indukciou odstránili NE (R2,C1). Stratégia C1 nebola

dôveryhodná akcia C na uskuto£nenie, a preto R2 nemôºe by´ sú£as´ou ekvilibria tejto

hry, ke¤ºe je to najlep²ia odozva len na C1. Preto analýzou nevhodnosti akcie R2,

získame jediné SPNE (R1,C2).

Stratégia R2 je ozna£ená ako správanie `mimo ekvilibriovej cesty'. Niekto môºe

tvrdi´, ºe analýzou správania sa `mimo ekvilibriovej cesty' sme vy£lenili SPNE (R1,C2).

Ako keby sme vytvárali sklada£ku. Na jednej strane predpokladáme CKR, na druhej

strane, predtým ako zavedieme racionálnu stratégiu, musíme uvaºova´ £o by sa stalo,

ak by sa ukázal ´ah iracionálny v niektorom ²tádiu hry. Teda správanie sa v ekvilibriu,

musí by´ postavené na analýze správania sa mimo ekvilibria. Inak povedané, musíme

pripusti´ moºnosti úpadku od racionality aby sme vysvetlili, £o racionalita poºaduje.

Táto úvaha vedie k dvom prepojeným otázkam: Je táto procedúra úpadku raciona-

lity konzistentná s predpokladom CKR? Pre£o predpoklada´, ºe hrá£i sa budú správa´

racionálne, ke¤ sú `mimo ekvilibriovej cesty'?

Jedna odpove¤ na obidve otázky prichádza vo forme predstavenia `chvenia'. Nech

predpokladáme, ºe niekedy zídeme z ekvilibriovej cesty mimo kvoli malým, nahodným

chýbam ur£itého druhu. Potom máme vysvetlenie ako hrá£ dosiahne tieto pozície `mimo

ekvilibriovej cesty' sp¨¬ajúc CKR. Teda, dovtedy pokia© deviácia nepodkope CKR,

hrá£i môºu pokra£ova´ formova´ si presved£enia o tom, £o sa stane `mimo ekvilibriovej

cesty' za predpokladu racionality hrá£ov.

Na ilustráciu, ako my²lienka chvenia podporuje SPNE, uvaºujme znova hru na

OBR.6. SPNE (R1,C2) je jediné ekvilibrium hry kompatibilné s malým, náhodným

chvením v racionalite hrá£ov. Stratégia C1 nie je najlep²ou odpove¤ou na stratégiu R2

hrá£a R, ktorý si v²ak chybou môºe vybra´ R1 (kvôli chveniu). Namiesto toho, C2 je

najlep²ou odpove¤ou na obe akcie chvejúceho sa hrá£a R.

Existujú viaceré uºito£né aplikácie `chvenia', ktoré odstránia obavy oh©adom ako

za�xova´ presved£enia pri vychýlení sa z ekvilibriovej cesty, tak aby sme nepo²kodili
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CKR. Av²ak tento prístup má aj vlastné problémy.

Ako príklad uvaºujme hru stonoºky (OBR.7), ktorá ponúka kaºdému hrá£ovi dlhý

sled alternujúcich moºností.

OBR.7 - stonoºka

SPNE tejto hry je akcia D pri prvom rozhodovacom uzle, tým aj hra kon£í. Je to

odvodené Nashovou spätnou indukciou. Ukazuje sa, ºe v kaºdom momente hry sa hrá£

R rozhodne vºdy len pre akciu D. Dôvod je jednoduchý. Uvaºujme uzol 5, ak R zahrá

D obdrºi výplatu 102. Samozrejme, ºe preferuje 110, ale v uzle 6 bude hra´ C D, ke¤ºe

102 je viac ako 101. Podobne na uzle 3, a aj na uzle 1. Ak by na uzle 1 zahral A, tak

na uzle 2 by hrá£ C zahral D z obáv, ºe R by na uzle 3 ukon£il hru vo©bou D.

Toto SPNE pri uzle 1 je podporené dlhým sledom presved£ení mimo ekvilibriovej

cesty o tom £o sa stane v neskor²ích rozhodovacích uzloch ak sú dosiahnuté. Ak chceme

zachova´ tento sled konzistentný s CKR, tak k neskor²ím rozhodovacím uzlom sa do-

staneme prostredníctvom `chvenia'. �o musíme prija´, aby sme predpokladali chvenia,

ktoré nas privedú do koncového rozhodovacieho uzla? Vyzerá to tak, ºe chvenia musia

by´ systematickej²ou £as´ou hrá£ovho správania sa.
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3.4 Sekven£né ekvilibriá

Existujú niektoré typy dynamických hier, v ktorých sa zosil¬ujúce koncepty vo forme

dokonalosti vzh©adom na podhry nedajú aplikova´ na zredukovanie po£tu NE. Vrá´me

sa k hre na OBR.6, interpretujme si hru spomínanou operou Gianni Schicchi. Bohatý

muº zomrel a v závete odkázal v²etok majetok mníchom. Jeho príbuzním (C) sa to

nepá£i a preto si najmú nejakého imitátora (Gianni-ho, R), s ktorým sa dohodnú, ºe

spí²e pre nich nový závet pod©a ich ©ubovôle. Imitátor sa musí rozhodnú´, £i spí²e

tento závet (R2) alebo odstúpi od dohody a závet spí²e pod©a seba (R1). Príbuzní sa

musia rozhodnú´, £i budú tento podvod vy²etrova´ (C1) a obºalujú Gianni-ho alebo

ho nechajú tak (C2). Roz²írme si túto hru e²te o jednu novú Gianni-ho moºnos´.

Uvaºujme, ºe si Gianni najme zdiera£a, ktorý zasiahne vo£i príbuzným, ak sa rozhodnú

ho obºalova´. Príbuzní v²ak nevedia, £i si niekoho najal alebo nie. Toto roz²írenie hry

je zachytené na OBR.8, kde preru²ovaná £iara, ktorá prepája dva rozhodovacie uzly,

ur£uje informa£nú mnoºinu hrá£a (v tomto prípade C), ktorý je na rade.

OBR.8 - roz²írená verzia
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Rozhodnutie C pri výbere akcie C1 alebo C2 uº viac nevytvára podhru, ke¤ºe nevie,

v ktorom rozhodovacom uzle sa nachádza (z de�nície podhry nie je splnená vlastnos´

(d)). Inak povedané, neexistuje jedine£ná cesta spä´ od jeho rozhodnutia k po£iatku

rozhodovania. Nemôºme aplikova´ spätné uvaºovanie, a jediná podhra hry je samotná

hra ako celok. NE tejto hry sú stratégie (R1,C2) a (R2,C1), ktoré su zárove¬ aj SPNE.

Predsa len vieme nájs´ nie£o podozrivé oh©adom stratégie (R2,C1), ktorú by sme

vedeli nejako vylú£i´. Postup, ktorý vyuºijeme zah¯¬a princíp `chvenia'. Tieº si v²im-

nime, ºe sa v hre nevyskytujú ºiadne presved£enia o vierohodnosti vychýlenia hrá£a

R na R1 alebo R3, ktoré by povaºovali C1 za optimálnu odpove¤. Pri chvení sa okolo

rozhodovacieho uzlu R2 je najlep²ou optimálnou odpove¤ou vo©ba C2, teda R2 nemôºe

by´ sú£as´ou `ekvilibria chvejúcej sa ruky'2, ke¤ºe je to najlep²ia odpove¤ len na akciu

C1.

Chvenia nám majú pomoc´ objasni´ tento problém. V skuto£nosti Nashove zosil¬o-

vacie koncepty nie sú roz²írené verzie ekvilibrií `chvejúcej sa ruky', ale vz´ahujú sa na

koncept sekven£ných ekvilibrií. (Neskôr bude zrejmé, ºe v²etky ekvilibriá `chvejúcej sa

ruky' sú zárove¬ aj sekven£nými ekvilibriami, opa£ne to v²ak neplatí.)

Základná idea sekven£ného ekvilibria je rovnaká ako pri dokonalosti vzh©adom na

podhry. Stratégie by mali by´ racionálne v zmysle, ºe sú najlep²ou odpove¤ou v kaºdom

²tádiu hry. (Obidva koncepty teda vyuºívajú spätnú indukciu.) Jediný rozdiel je v

tom, ºe najlep²ia odpove¤ v kaºdom ²tádiu hry závisí na tom, kde si myslím, ºe sa

nachádzam v informa£nej mnoºine, ktorá de�nuje dané ²tádium hry. Odtia©, najlep²ie

odpovede musia by´ podmienené presved£eniam o tom £i verím, ºe som v tomto uzle

alebo v tamtom. V na²ej hre je to vierohodnos´ £i sa hrá£ nachádza na ©avej strane

informa£nej mnoºiny C rad²ej alebo na pravej. Toto vysvetluje £as´ (1) de�nície niº²ie.

Musíme tieº nie£o vedie´ o pôvode týchto presved£ení. Koncept sekven£ného ek-

vilibria predpokladá, ºe presved£enia sú konzistentné so sekven£nými racionálnymi

stratégiami (£as´ (2) de�nície niº²ie). Zmysel konzistencie je zloºitej²í,ale jednoducho

povedané, presved£enia oh©adom toho, kde sa nachádzam v informa£nej mnoºine, sa

dajú odvodi´ pouºitím Bayesovho pravidla a verzie chvejúcej sa ruky pri sekven£ne

racionálnych stratégiach.

De�nícia 3.4: Sekven£né ekvilibriá sú stratégie a presved£enia (de�nované pre

kaºdý rozhodovací uzol), ktoré sp¨¬ajú nasledovné dve podmienky.

(1)Stratégie musia by´ sekven£ne racionálne. Teda musia by´ najlep²ou odpove¤ou

vzh©adom k presved£aniam v kaºdej informa£nej mnoºine.

2Selten, R. (1975) A reexamination of the perfectness concept for equilibrium points in extensive

games. International Journal of Game Theory 4:25-55.
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(2)Presved£enia v kaºdej informa£nej mnoºine musia by´ konzistentné v zmysle, ºe

pravdepodobnosti priradené z aktualizácie presved£ení pouºitím Bayesovho pravidla3 sú

podmienené sekvencii v²etkých zmie²aných stratégií, ktoré konvergujú k stratégiam v

£asti (1).

Chvenie si popí²eme na príklade vy²²ie a bude sa vz´ahova´ ku úplne zmie²aným

stratégiam. Úplne zmie²ané stratégie sú v²etky £isté stratégie, ktorých pravdepodob-

nos´ hrania v danej hre je nenulová. Na to aby sme uvaºovali, £i je stratégia R2 sek-

ven£ne racionálna, musíme predpoklada´, ºe existuje nenulová pravdepodobnos´, kto-

rou sa hrá£ R dokáºe vºdy vychýli´ z R2 na R1 alebo na R3. Toto je základ presved£enia

hrá£a C, o tom kde sa nachádza v informa£nej mnoºine. Preto môºme C2 povaºova´

za najlep²iu odpove¤. Av²ak R2 nie je sekven£ne racionálne, lebo nie je najlep²ou od-

pove¤ou na C2. V porovnaní, ak budeme uvaºova´ R1 a povolíme chvenia hrá£a R na

R2 alebo R3, to je nový základ presved£ení pre C, znovu zistíme, ºe C2 je najlep²ou

odpove¤ou a R1 je najlep²ou odpove¤ou na C2, £o je na²e sekven£né ekvilibrium.

V tomto konkrétnom príklade sme nepotrebovali Bayesove pravidlo na generova-

nie presved£ení C, ke¤ºe stratégia sekven£nej racionality spolu s chveniami nám dáva

vierohodnos´ nachádzania sa na rôznych miestach v informa£nej mnoºine hrá£a C pria-

mo£iaro. V hrách, ktoré majú viacero ²tádií, vierohodnos´ toho, v ktorej £asti neskor²ej

informa£nej mnoºiny sa nachádzam, závisí od predo²lého vývinu hry a preto presved£e-

nia musia by´ prepojené so stratégiami a aplikáciou Bayesovho pravidla sa dostaneme

k výsledku. Na predstavenie tohto postupu uvaºujme v²eobecnú £as´ hry na OBR.9.

3Harsanyi, John C., 1967-1968. "Games with Incomplete Information Played by Bayesian Players,

I-III."Management Science.
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OBR.9 - v²eobecná £as´ vä£²ej hry

Stratégia sekven£ného ekvilibria priná²a pravdepodobnos´ 1/3, ºe sa hrá£ R na-

chádza na uzle x, pravdepodobnos´ 2/3, ºe sa hrá£ R nachádza na uzle x′, a pravde-

podobnos´ 1, ºe hrá£ R bude hra´ R1 v oboch vetvách hry. (R o£akáva, ºe sa bude

nachádza´ v daných uzloch s príslu²nou pravdepodobnos´ou, ke¤ºe skor²ia £as´ straté-

gie sekven£nej racionality C je zmie²aná stratégia, ktorá aktivuje polohu R, resp. tieto

pravdepodobnosti. V inom prípade môºme predpoklada´ hru s nekompletnou informá-

ciou a dva typy hrá£a C, jeden typ aktivuje pozíciu x a druhý typ aktivuje pozíciu x′

príslu²nými pravdepodobnos´ami.)

Na skompletizovanie kon²trukcie sekven£ného ekvilibria musí hrá£ C, pred hraním

C1 alebo C2, posúdi´ situáciu na základe vierohodnosti toho, £i sa nachádza v uzle

y alebo y′. Pozícia y sa v²ak dosiahne jedine za predpokladu, ºe hrá£ R zahrá R2 na

pozícii x. Pravdepodobnos´, ºe sa hrá£ C nachádza na pozícii y je teda podmienená

udalosti R2, ktorá je podmienená udalosti, ºe sa hrá£ R nachádza v uzle x. Pomocou

Bayesovho pravidla:

P (y|R2) =
P (R2|x)P (x)

P (R2|x)P (x) + P (R2|x′)P (x′)

Môºme predpoklada´, ºe ²anca vychýlenia sa na hranie R2 pri uzle x a x′ je rovnaká

(pravdepodobnos´ ε). Odtia©,
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P (y|R2) =
1
3
ε

1
3
ε+ 2

3
ε

ktorá konverguje k 1/3, ke¤ ε → 0.

Tento príklad je uºito£ný nielen ako demon²trácia Bayesovho pravidla pri po£ítaní

sekven£ne racionálnych presved£ení, ale aj ako ¤al²ia ilustrácia chvenia ako k©ú£o-

vého aspektu pri po£ítaní presved£ení mimo ekvilibriovej cesty. Informa£ná mnoºina,

ktorú sme uvaºovali vzi²la z uvaºovania mimo ekvilibria, pretoºe vzh©adom ku sekven£-

nému ekvilibriu uvaºujeme, ºe hrá£ R bude hra´ R1 s pravdepodobnos´ou 1. Odtia©

bez chvenia P (R2|x) = P (R2|x′) = 0, a preto nemoºno pouºi´ Bayesove pravidlo na

za�xovanie presved£ení hrá£a C. Inými slovami, kaºdé presved£enie môºe by´ pova-

ºované za racionálne, ke¤ºe Bayesove pravidlo nemôºe by´ aplikované na udalosti s

nulovou pravdepodobnos´ou. Av²ak, ak sa objaví malé chvenie, tak moºno aplikova´

Bayesove pravidlo, ke¤ºe pravdepodobnos´ hrania R2 uº nie je viac nulová. Inak pove-

dané, sekven£ne racionálne stratégie sú perturbované chvením, tým sa z nich stávajú

úplne zmie²ané stratégie pri tom ako hrá£i (agenti) formujú svoje presved£enia. Fakt,

ºe sú to úplne zmie²ané stratégie nám dáva moºnos´ na ne vºdy pouºi´ Bayesove pra-

vidlo na generovanie presved£ení, len v¤aka tomu, ºe perturbácia stratégií nás dostane

do kaºdej moºnej informa£nej mnoºiny danej hry.

3.5 Vhodné ekvilibriá a indukcia napred

Nie vºdy nám v²ak sekvene£né ekvilibriá sta£ia na h©adanie najlep²ích ekvilibrií. Uva-

ºujme variantu hry OBR.6 roz²írenú na OBR.10. V tejto hre má znova hrá£ R o jednu

akciu naviac. V tejto hre máme 2 NE, ktoré sú sú£asne aj sekven£né ekvilibriá (R1,C2)

a (R2,C1). (R1,C2) je sekven£né ekvilibrium, pretoºe malé vychýlenie na R3 nám stále

necháva ako najlep²iu odpove¤ hrá£a C moºnos´ C2. Podobne (R2,C1) je sekven£né

ekvilibrium, ak uvaºujeme, ºe vychýlenie na R3 je nepatrne vä£²ie neº na R1, potom

C1 je stále najlep²ou odpove¤ou. A to je práve problém. Sekven£né ekvilibriá síce berú

do úvahy presved£enia mimo ekvilibriovej cesty, nie v²ak dostato£ne. Hrá£ C si môºe

len myslie´, £i je vä£²ia ²anca, ºe sa R vychýli na R1 neº na R3.
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OBR.10 - roz²irená verzia hry na OBR.6

Jednou odpove¤ou na predo²lý problém je koncept striktnej dokonalosti. Ekvilib-

rium tohto konceptu nezávisí na ©ubovo©nej ²peci�kácii chvenia (£i je chvenie väc²ie,

men²ie...). Nane²´astie je ve©a hier, ktoré nemajú ºiadne striktne dokonalé ekvilibriá.

�al²ou odpove¤ou je moºnos´ uvaºova´ dôvody obmedzi´ konkrétne chvenia, ktoré

sú povolené. Napríklad, niekto môºe uvaºova´, ºe je vä£²ia ²anca vychýlenia sa z R2

na R1 neº na R3, ke¤ºe akcia R2 dominuje nad R3, ale nie nad R1. Ak si niekto

naozaj myslí, ºe sa chvenie vyskytuje pri experimentovaní hrá£ov, hrá£ R nemá dôvod

experimentova´ s akciou R3 pokia© je moºnos´ vä£²ieho zisku pri experimentovaní s

R1. Alternatívne Mayerson uvaºoval, ºe posúdenie hodnôt vychýlení bude ur£ova´ ich

vierohodnos´. Aplikované v tomto príklade, ak hrá£ C hrá C1, tak cena za vychýlenie

k R3 bude men²ia neº k R1, preto je správne od C uvaºova´ men²iu pravdepodobnos´

vychýlenia hrá£a R k R1, neº ku R3. V Mayersonovej terminológii je potom (R2,C1)

ozna£ené ako vhodné ekvilibrium.

V²etky zosil¬ovacie koncepty, ktoré boli doteraz prevedené spolupracovali so spät-

nou indukciou. Ako doplnok v²ak môºme uvaºova´ aj moºnos´ indukcie napred. Idea

spo£iva v tom, ºe hrá£i by mali príjma´ závery oh©adom toho ako sa hra vyvinie v

budúcnosti na základe minulosti. Je to nie£o v duchu hry na²ej stonoºky (OBR.7) pri

výbere akcie A. Na ilustrovanie tohto problému v²ak môºme uvaºova´ aj nasledovnú

hru (OBR.11).
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OBR.11 - hra na aplikáciu indukcie napred

V tejto hre by niekto mohol argumentova´, ºe hrá£ R bude hra´ R2 jedine ak bude

¤alej hra´ R4, pretoºe pri R3 je zisk 3 men²i neº keby sa hne¤ na za£iatku rozhodol

pre moºnos´ R1. V tomto prípade sa hranie akcie R2 dá povaºova´ ako signál pre

hrá£a C vzh©adom ku indukcii napred. Hrá£ C by mal odtia© vyvodi´, ºe sa nachádza

na pravej strane informa£nej mnoºiny a vybra´ si C2. Jednou moºnos´ou je vybra´ si

akciu R2 pri o£akávanej výplate 10 aplikovaním indukcie napred. Druhou moºnos´ou

je neriskova´ (moºnos´, ºe hrá£ C sa vychýli k C1) a vybra´ si R1. Teda zrejme si hrá£

R vyberie R2 a následne R4, a C, ktorý rozli²uje túto moºnos´ si vyberie C2. Úplne

na opa£nej strane v²ak stojí prístup Harsanyi-ho a Selten-a, ktorí aplikáciou zosilnenej

spätnej indukcie a rizikovej dominancie prídu k úplne inému ekvilibriu (R1,R3,C1).

Ich argument je podporený tvrdením, ºe ekvilibrium (R3,C1) bude vybrané v podhre,

ktorá za£ína pri druhom rozhodovacom uzle hrá£a R. Pre£o je to tak? V²imnime si

preru²ovanú £iaru, ktorá indikuje, ºe C nevie, £i sa R rozhodne pre R3 alebo R4. R vie,

ºe C nevie... a tak ¤alej. Ak R vedel, ºe C o£akávalo výber R3, tak R o£akáva výber

C1. V opa£nom prípade R o£akáva výber C2. Podobne, ak C vedel, £o R o£akával, tak

by vedel £o spravi´. Nikto to v²ak nevie a ani nemôºe vedie´. Harsanyi a Selten vyrie²ili

túto hádanku predpokladom rizikovej dominancie: s rovnakou ²ancou výberu R3 alebo

R4, bude C hra´ C1 a teda R bude hra´ R3,a preto hrá£ R je znepokojený svojim

výberom. Vyberie si R1 pre vy²²iu výplatu (4>3). Získavame spomínané ekvilibrium

(R1,R3,C1). Toto alternatívne ekvilibrium sa dá podpori´ aj spätnou indukciou. Práve

v¤aka nej sa táto stratégia správa ako sekven£né ekvilibrium, kde presved£enie hrá£a C
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o vierohodnosti, v ktorej informa£nej mnoºine sa nachádza, vyplýva z malého chvenia

ku R2. Pouºitím Bayesovho pravidla a pripustení ¤al²ieho chvenia z R3 na R4 si hrá£

C vytvorí malú pravdepodobnos´ toho, ºe sa nachádza na pravej strane informa£nej

mnoºiny. Vzh©adom k tejto informácii, ²anca, ºe hrá£ R si vyberie R4 je zanedbate©ne

nízka. Utvrdí sa v tom, ºe R si vyberie R3 a jeho najlep²ia reakcia bude C1. Znovu je

hrá£ R znepokojený, zis´uj, ºe pravdepodobnos´ hrania C2 je skoro nulová a preto sa

rozhodne pre (R1,R3).

Na tomto poslednom príklade bola prezentovaná indukcia napred a spätná indukcia.

Ich ú£inok bol protichodný. Ktorú by sme mali preferova´? Obidva prístupy majú svoj

vlastný u£inok. Pri hraní takýchto hier moºno poveda´, ºe výber ekvilibria ur£uje

princíp uvaºovania, ktoré agenti môºu zdiela´.
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Kapitola 4

Pozorovanie racionality ©udí pri

herných experimentoch

V tejto kapitole si predstavíme konkrétne herné experimenty, ktorých sa zú£astnilo

okolo 25 dvojíc ©udí z mojho okolia. Prevaºne ²tudenti, spoluºiaci a kamaráti. Zame-

riavam sa na ich rozhodovacie stratégie a porovnávam ich s ucelenou teóriou okolo

Nashovych ekvilibrií. Nashove ekvilibrium reprezentuje strategicky stabilnú situáciu,

kde ºiadny hrá£ nepredpovedá lep²ie vyústenie hry pri vychýlení sa zo svojho stra-

tegického rozhodovania. Samozrejme kaºdý hrá£ musí bra´ na zrete© stratégie, ktoré

moºu hra´ ostatní hrá£i. Kaºdý hrá£ musí by´ v pozícii predvída´ aké reakcie budú

vies´ zo súperových stratégii v odozve k jeho vychýleniu. Niekedy takéto reakcie, aj

ke¤ sú povaºované za NE, vykazujú suboptimálne správanie a teda aj menej výnosné.

4.1 Racionálne rozhodovania pri hrách s nedôvery-

hodnými hrozbami a prís©ubmi

Pozrime sa hne¤ na prvú hru na OBR.12, na ktorej som testoval základné predpoklady

racionálneho poznania u ©udí ako napr. v²eobecné poznanie racionality nultého, prvého

rádu, schopnos´ rozli²ova´ medzi akciami a následnými výplatami.

Táto hra má 2 NE: (B, a) a (A, b). Av²ak prvé equilibrium sa dá chápa´ ako stratégia

nesplnite©nej hrozby, hrá£ 1 sa obáva výberu akcie a u hrá£a 2, je to v²ak nesplnite©ná

hrozba, ke¤ºe ak je hrá£ 2 racionálny, tak nemá dôvod výberu akcie a. Aplikovaním

konceptu dokonalých ekvilibrií vzh©adom na podhry sa NE (B, a) vylu£uje.

Na druhej strane, equilibrium (A, b) je plne dôveryhodné.Vychádza z procedúri spät-

nej indukcie (postupnost optimalizácie problému rie²enej z budúcnosti do prítomnosti).
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Toto je jediné SPNE tejto hry.

V²imnime si, ºe v hre kaºdý hrá£ preferuje iné NE: hrá£ 1 preferuje equilibrium

(A, b), zatia©£o hrá£ 2 preferuje (B, a), to v²ak on nemôºe ovplyvni´. Teda, dokonalos´

vzh©adom na podhry je kritérium, ktoré jeden z hrá£ov nebude ignorova´ pri analyzo-

vaní situácie.

OBR12. - základný herný experiment

Pozrime sa na to ako sa darilo na²im ©udským hrá£om. Pod kaºdou výplatou sa

nachádza percentuálne znázornenie uskuto£neného pozorovania. Z 25 hrá£skych dvojíc

(teda z 25 hier) 24 hier (96%) skon£ilo v SPNE. To znamená, ºe hrá£i neuverili hrozbe

a racionálne sa rozhodli pre správnu akciu. Jediná dvojica (4%) sa vychýlila z ekvilib-

ria. Môºe to by´ spôsobené oby£ajnou ©udskou omylnos´ou alebo sympatiami v danej

dvojici. Samozrejme, túto hru hrala kaºda dvojica práve raz s tým, ºe som neumoºnil

dohody pred samotnou hrou ºiadnej dvojici. Týmto experimentom som za£al moje po-

zorovania, ke¤ºe som túto hru povaºoval za vstupný jednoduchý príklad, na ktorom si

hrá£i osvojili ako hra´ takéto hry a k £omu to vyus´uje.

V kontraste, uvaºujme ¤al²iu hru na OBR.13.

V tejto hre, sa môºme tieº hne¤ zbavi´ niektorých NE, ktoré niesú dokonalé vzh©a-

dom na podhry. Strategický pro�l ((A,D),b) de�nuje NE, v ktorom druhý výber hrá£a

1 (t.j. D) nie je dôveryhodný. Paradoxne, hrá£ 2 by rád uveril, ºe táto akcia je opti-

málny výber pre hrá£a 1 na jeho poslednom rozhodovacom uzle. Na druhej strane, ak
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hra vyºaduje koncept dokonalého ekvilibria vzh©adom na podhry, tak jediné prípustné

také equilibrium je ((B,C),a). (Dodato£ne sa v tejto hre nachádza aj NE v £istých

stratégiach - ((B,D), a), toto v²ak nie je dokonalé equilibrium vzh©adom na podhry,

aj ke¤ indikuje rovnaké výplaty ako ((B,C),a).) v tomto jedinom prípustnom equilib-

riu kaºdý hrá£ obdrºí výplatu 1. To je v²ak menej ako 2 pri NE ((A,D),b). Av²ak, ak

sú hrá£i racionálni so v²eobecným rozh©adom, sú nútení do equilibria ((B,C),a).

Ako uº bolo vysvetlené, základ konceptu dokonalého equilibria vzh©adom na podhry

je ten, ºe de�nujeme NE vo v²etkých moºných podhrách bez oh©adu na to £i sa do danej

podhry dostaneme alebo nie. Kaºdý uzol hry (t.j. vrchol, v ktorom sa hrá£ rozhoduje)

de�nuje informa£nú mnoºinu. Tieto hry sa volajú hry s úplnou informáciou, v ktorých

kaºdá akcia v kaºdom bode indukuje podhru pri£om kaºdý hrá£ je plne informovaný o

historií a vie, v ktorom vrchole sa nachádza.

OBR.13 - ¤al²í herný experiment

Znova 25 herných dvojíc sa zú£astnilo tejto hry. Kaºdá dvojica hrala hru práve

raz, neumoºnil som hrá£om ºiadne dohody pred hrou. Výsledky boli zaujímavé. K

jedinému dokonalému ekvilibriu vzh©adom na podhry inklinovalo len 56% dvojíc. U

ostatných 44% dvojíc vyustila hra mimo ekvilibriovej cesty. V 36% Hrá£ 1 v dvojici

naletel na nedôveryhodný prís©ub zo strany hrá£a 2, £o prinieslo hrá£ovi 2 najvy²²í
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zisk, zatia© £o hrá£ovi 1 nulu. �alej si v²imnime, ºe len jedna dvojica (4%) sa dostala

k vzájomne najlep²ej pozícii, kaºdá s výplatou 2. To sa dá interpretova´ omylnos´ou

hrá£a 2 alebo tým, ºe hrá£ 2 verí v neskor²iu hrozbu zo strany hrá£a 1. Táto hrozba je

v²ak znova nedôveryhodná, ke¤ºe racionálny hrá£ 1 si vyberie v poslednom uzle akciu

C. Experiment v²ak ukázal, ºe táto hrozba nie je aº tak nedôveryhodná, ke¤ºe jeden

hrá£ sa pre ¬u rozhodol, tým pádom potopil seba aj súpera a obidvaja i²li do mínusu.

Takéto správanie sa dá chápa´ ako premotivovane pomstychtivé, ktoré ani jednému

hrá£ovi nepriná²a ºiadny úºitok, ale práve naopak.

Pri tejto hre som rozmý²©al: £o keby som dovolil hrá£om ústne sa dohodnú´ pred

hrou, resp. vytvori´ �ktívnu kooperáciu. Hrá£i sa ústne dohadovali pred hrou, v rámci

toho, dosta´ sa k výplate 2 pre kaºdého hrá£a.

OBR.14 - herný experiment roz²írený o ústnu dohodu pred hrou

Vidíme, ºe ústna dohoda nijako neovplyvnila 20% skalných racionálnych hrá£ov,

ktorí správne predpokladajú, ºe ºiadna ústna dohoda e²te ni£ nezaru£uje, ke¤ºe ju

hrá£ 2 môºe hocikedy poru²i´. �al²ích 36% hrá£ov sa ukazuje ako poctiví hrá£i, ktorí

svoje dohody plnia. Zvý²il sa v²ak po£et hier, ktoré kon£ia záporne pre obe strany (aº

14%). Interpretácia tohto javu je jednoduchá: u hrá£a 1 stúpa pomstychtivos´, ke¤ºe

hrá£ 2 poru²il dohodu. Zvy²ných 30% bolo zmierených (hrá£ 1 v dvojici) s poru²ením
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zmluvy. Títo hrá£i 1 sa dajú v kontraste s pomstychtivými chápa´ ako hrá£i s chladnou

hlavou, ktorí sa rozhodnú pre men²ie zlo.

Porovnanie týchto dvoch experimentov (bez ústnej dohody a s ¬ou) hovorí o tom,

ºe ke¤ prinesieme hrá£om moºnos´ ústnej dohody (`ilúziu'), ktorá nemá z £isto raci-

onálneho h©adiska ºiadny význam, tak dvojice sa za£ínajú vychylova´ z jediného SPNE

a pravdepodobnos´, ºe hra skon£í mimo ekvilibria je o dos´ vä£²ia. (V na²om prípade

20% kon£í v ekvilibriu a zvy²ných 80% sa rozlezie mimo.)

4.2 Altruisti v stonoºke

Ilúzia vo forme nezáväznej ústnej dohody sa javí ako zaujímavý nástroj na ovplyv¬o-

vanie rozhodnutí, presved£ení a racionality hrá£ov.

Uvaºujme nový herný experiment v tvare stonoºky na OBR.15. Opä´ 25 dvojíc

hrá£ov hrá túto hru len raz, pri£om nie sú dovolené ºiadne dohody. Pre tento ²pe-

ciálny experiment som oslovil nových hrá£ov, ktorí nepoznajú ilúziu ústnej dohody a

sú nezávislí. Keby som uvaºoval predo²lých hrá£ov, tak výsledky by boli skreslené kvoli

nadobúdaniu skúseností hrá£ov po£as hrania experimentov.

OBR.15 - stonoºka

�o sa dá vyzisti´ z tejto hry po 25 hrách? Jediné SPNE tejto hry je pod©a teórie

stratégia D pri prvom rozhodovacom uzle. Teda pod©a Nashovej logiky a aplikovaní

spätnej indukcie sa 52% dvojíc s tým stotoº¬uje. U zvy²ných 48% dvojíc vidíme pokusy

dosta´ sa k vy²²iemu zisku, ktoré sú v²ak hne¤ uzemnené hrá£mi 2 v dvojiciach, ktorí

volia moºnos´ D (32%dvojíc). Len dve dvojice sa dostali aspo¬ po ²tvrtý uzol, kde

vysoká výplata uspokojila aspo¬ hrá£a 2. A len dvaja hrá£i 1 hrali vºdy moºnos´ A.
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Toto vyústenie experimentu môºme pochopi´ rôzne. Základná vec, o ktorú sa opiera

môj názor stojí v tomto prípade na cie©och hry. Hrá£ môºe o tejto hre uvaºova´ dvomi

spôsobmi. Bu¤ má prvotný cie© hry porazi´ druhého hrá£a alebo má prvotný cie© získa´

z hry £o najviac a na základe toho sa odvíja aj jeho výber akcií.

Porovnajme si túto hru s rovnakou hrou, ale s moºnos´ou, ºe sa hrá£i pred hrou

ústne dohadujú oh©adom toho, £o najdlh²ie v hre zotrva´. (OBR.16)

OBR.16 - stonoºka s ústnou dohodou

Ilúzia ústnej dohody znovu ovplyvnila vývoj hry, vidíme ºe hrá£i sa menej boja

odda´ hre. Ak uvaºujeme hru v £ase, tak jeho plynutím postupne vypadávajú dvojice,

na ²tvrtom uzly ukon£i hru najvä£²ie percento dvojíc pre vysokú výplatu u hrá£a 2.

Hra sa v²ak pri tomto experimente kraj²ie rozloºí pozd¨º celej stonoºky.

Pre£o je to tak? Jedna racionálna odpove¤, ktorá mi prichádza na um je tá, ºe

výplaty v mojich experimentoch sú rýdzo�ktívne, to znamená, ºe ak by i²lo o reálne

peniaze, tak ©udia by k danej situácii pristupovali inak. �al²ou odpove¤ou môºe by´ aj

typ ©udí v hre, tí ktorí sa neboja rizika, respektíve tí ve©mi optimisticky uvaºujúci, inak

ozna£ovaní aj ako altruisti. Altruisti preferujú ako cie© vy²²iu výplatu pred výhrou alebo

prehrou v danej hre v zmysle vy²²ej £i niº²ej výplaty v porovnaní s druhým hrá£om.

Takíto hrá£i môºu aj o svojich súperoch uvaºova´ s ur£itou pravdepodobnos´ou, ºe sú

altruisti a pod©a toho sa rozhodova´. Ak sú obidvaja hrá£i altruisti, mohli by to zisti´

hne¤ po druhom rozhodovacom uzle, ke¤ºe obaja hrá£i pokra£ujú v hre, vedia to uº

aj medzi sebou a majú najlep²í nábeh zahra´ hru k najvy²²ím výplatám.
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4.3 Racionalita pri zmene výplat

Sila spätnej indukcie je prezentovaná na experimente na OBR.17. Prvý hrá£, ktorý

za£ína hru si vyberá medzi bezpe£nou akciou B a riskantnou akciou R. Ak si vyberie

R, tak príde na rad druhý hrá£, ktorý si vyberá z moºností P potrestania obidvoch

hrá£ov alebo moºnosti N, ktorá vedie k optimálnemu SPNE. Máme v tejto hre e²te

jedno NE - (B,P), ktoré v²ak nie je SPNE. Druhý hrá£ nemá ºiadny dôvod vychýli´ sa z

(B,P), pretoºe potrestanie sa objavuje mimo ekvilibriovej cesty. A Koncept dokonalosti

vzh©adom na podhry vylu£uje toto NE, ke¤ºe o£akáva racionálne správanie v kaºdej

podhre.

Znovu uvaºujme 25 dvojíc, ktoré budú hra´ túto hru práve raz. �iadnu dohodu

vopred uº neuvaºujeme.

OBR.17 - pôvodná hra bez zmenených výplat

Vidíme takmer dokonalé racionálne správanie u na²ich hrá£och, a zárove¬ len jedna

dvojica (4%) sa vychýlila pravdepodobne dôsledkom omylnosti alebo chvenia. Zatia© je

to v poriadku. Po¤me v²ak bra´ výplatu ako parameter, ktorý môºme zvý²i´ tak aby

neovplyvnil ekvilibria. Pozrime sa ako si v tejto hre po£ínalo 25 dvojíc (OBR.18).
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OBR.18 - hra s novou výplatou

Jediná zmena je pri výplate hrá£a 2 pri akcii potresta´, tá sa zvý²ila tesne pod

hodnotu 80. Výber akcií indikuje, ºe hrá£i 1 neveria, ºe hrá£i 2 sú racionálni a skoro

dve tretiny z nich sa uchýli v bezpe£í ekvilibria, ktoré v²ak nie je SPNE! Pri£om len

necelá tretina hier dospeje k vzh©adom na podhry dokonalému ekvilibriu. �al²ou ziste-

nou zaujímavos´ou je, ºe ke¤ vynásobíme v²etky výplaty vä£²ou kon²tantou vytvoríme

dojem u hrá£ov 1 stále viac upú²´a´ od toho £i veria v racionalitu hrá£ov 2. A preto

oplatí sa nám veri´ v racionalitu ostatných hrá£ov? To je otázka pre kaºdého z nás.

Na záver týchto herných experimentov uvaºujme hru na OBR.19. V predo²lej hre

nemal hrá£ 2 ºiadny dôvod potrestania, ke¤ºe z akcie R mal zisk aj samotný hrá£ 2.

V nasledujucej hre v²ak hrá£ 2 nadobudne dôvod na potrestanie, ke¤ºe akcia R

mu prinesie niº²iu výplatu v obidvoch prípadoch, neº akcia B a zato by chcel hrá£a

1 potresta´. Táto hra má znovu dve NE, jedno je (B,P),a druhé je (R,N). Aplikáciou

dokonalosti vzh©adom na podhry prvé ekvilibrium vylu£ujeme a ostane nám SPNE -

(R,N).

Na OBR.19 na ¤al²ej strane je výstup hier 25 dvojíc. Hrozbe z potrestania uverilo

len 8% dvojíc, zatia© £o racionálny zvy²ok skon£il v SPNE.
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OBR.19

Po¤me túto hrozbu z potrestania trosku vykristalizova´ zmenou výplaty tak aby

sme znovu nepo²kodili ekvilibria na OBR.20.

OBR.20 - vyburcovanie iracionálneho potrestania

Táto hrozba vystra²ila hrá£ov 1 nato©ko, ºe sa skoro necelá polovica schyluje k

bezpe£nej vo©be B. Zvý²ná polovica sa rozdelila medzi racionálnych hrá£ov (24%) a

pomstychtivých (32%). Sú nedôveryhodné hrozby skuto£ne nedôveryhodné?
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Pri týchto experimentoch sme si porovnávali ucelenú Nashovu teóriu s experimen-

tami v realite. Vidíme, ºe v mnohých prípadoch sa teoria vychyluje od praxe. Jedno-

ducho povedané racionalita v skuto£nom svete nedosahuje úrove¬ akú predpokladajú

herní teoretici Nash a spol. Dostali sme sa ku kontrastu medzi ²tandardnou teóriou a

skuto£ním správaním hrá£ov.
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Záver

Cie©om diplomovej práce bolo priblíºi´ zosil¬ovacie koncepty Nashovho ekvilibria.

Zade�novali sme si potrebné predpoklady hernej teórie a uviedli Nashove ekvilibrium.

Predstavili sme si rôzne typy zosilnení a postupy ako ich aplikova´. V herných experi-

mentoch sme potom dali do kontrastu teoretický herný základ a realitu. Ukazuje sa, ºe

reálny svet sa nespráva dostato£ne racionálne vzh©adom k ucelenej racionálnej teórii.
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