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Abstrakt

VLARSKY, Jozef: Zosiliiovanie konceptu Nashovho ekvilibria v dynamickych hrdch
[diplomova pracal. Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky
a informatiky. Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky. Veduci diplomovej prace:
doc. RNDr. Jan Pekar, PhD. Bratislava: FMFI UK, 2013. 47 s.

Diplomova praca obsahuje vypracovanie zosiliovacieho konceptu Nashovho ekvilib-
ria v dynamickych hrach. V prvej kapitole si definujeme zékladné predpoklady teodrie
hier. V dalSej kapitole si uvedieme Nashove ekvilibria a rozne typy zosilhovacich kon-
ceptov. V poslednej ¢asti zrealizujeme herné experimenty na porovnanie hernej teorie

s realitou.

Klacové slova: vieobecné poznanie racionality, extenzivna forma hry, Nashove
ekvilibrium, dokonalé ekvilibrium vzhIladom na podhry, sekvenéné ekvilibrium, spitna

indukcia, herné experimenty.



Abstract

VLARSKY, Jozef: Refinements of Nash equilibrium in dynamic games |Diploma’s the-
sis|. Comenius University in Bratislava. Faculty of Mathematics, Physics and Informa-
tics. Department of Applied Mathematics and Statistics. Supervisor: doc. RNDr. Jan
Pekar, PhD. Bratislava: FMFI UK, 2013. 47 p.

The Diploma’s thesis includes drawing up the issue of refinements of Nash equilib-
rium in dynamic games and its searching methods. The introductory chapter contains
basic requirements of game theory. In the next chapters we introduce Nash equilibrium
and some refinement concepts. In the last chapter we run some game experiments to

compare game theory with real problems.

Key words: common knowledge of rationality, extensive form of game, Nash equ-
ilibrium, subgame perfect Nash equilibrium, backward induction, sequential equilib-

rium, game experiments
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Uvod

Koncept Nashovho Equilibria je zdkladny nastroj pouzivany na analyzu hier od
jeho uvedenia spred 60 rokov. Najcastejsie vyuzivany v ekonomii, a v inych socidlnych
vedach. Mozme ho povazovat ako zakladnt poziadavku (resp. nevyhnutni podmienku)
pre strategicki stabilitu. Kazda predpoved hry, ktoré zahriuje racionalne spravanie a
presné ocakavania musi byt Nashovym Equilibriom.

Avsak, v mnohych hrach nachadzame vac¢si pocet rozmanitych Nashovych Equilibrii.
Podmienky, ktoré charakterizuju tieto equilibria st ¢asto nedostato¢né k tomu aby sme
sa dostali k jednozna¢nému vysledku. Potrebujeme preto dalgie kritéria strategickej
stability ako dodatok ku kritériam zahrnutych v Nashovom koncepte. Tento pristup
dal moznost k néarastu Sirokej $kale zosilhovania konceptu Nashovho Equilibria (dalej
NE).

V prvej kapitole si predstavime zakladné kamene, na ktorych je postaveny koncept
NE. f)alej si ukdzeme koncept dynamickych hier, s ktorymi budeme operovat a pred-
stavime si NE. V dalgich kapitolach si ukdzeme rozne zosiliiovacie metody (okresania),
ktorymi sa zbavujeme neddveryhodnych equilibrii. V zéverecnej ¢asti uskutoé¢nime kon-

krétne herné experimenty a budeme skiimat racionalitu hracov, ktora z nich vyplyva.



Kapitola 1

VSeobecné racionalne poznanie a

konzistentné zoskupenie presvedcéeni

Ocakavania ohladom toho, ¢o budui hrat ostatni hra¢i ovplyviiuji ¢o je racionélne
urobit pre mna. Fixovanie presvedéeni, ktoré poznaji racionalni agenti o ostatnych
agentoch, je klucovy aspekt racionalneho rozhodovania v hréch.

Prinos v8eobecného racionalneho poznania (Common Knowledge of Rationality, skr.
CKR):

Ak chceme sformovat ocakavanie, ¢o budu robit ostatni hraci, je prirodzené uva-
zovat model, ktory urcuje ich spravanie a pouzit ho na predikciu okolnosti, ktoré nas
zaujimaju? Mozme predpokladat, ze doty¢na osoba je negramotny ¢lovek, alebo robot,
alebo ktokol'vek. Ale va¢sinu ¢asu budeme predpokladat, Ze hraci su racionalni ako my.
Preto treba uvazovat superov ako raciondlnych hracov. Toto je idea na zaklade, kto-
rej hraci formujia ocakavania. Predpokladame, ze kazdy hrac¢ ma vSeobecné racionalne

poznanie. Formélne sa to da predstavit ako nekonecny retazec dany:
1. kazdy hrac¢ je racionalny
2. kazdy hrac vie, ze 1.
3. kazdy hrac vie, ze 2.
4. kazdy hrac vie, ze 3. A takto a7z do nekonecna.

A preto je v8eobecné poznanie natol’ko ziadané v teoérii hier. Idea je podobna ako
v pripade, Ze kamerujete televiziu, v ktorej ide obraz produkovany tou istou kamerou
- nekonecna sebareflexia.

Vela Tudi, ktori aplikuju teériu hier v praxi predpokladaju CKR a dokonca posi-

vaju hranice eSte dalej, na ziskanie eSte presnejsich predpovedi racionalneho spravania.



Predpokladaju, ze presvedcéenia hracov su konzistentné navzajom. Konzistentné zosku-
penie presved¢eni (Consistent Alignment of Beliefs skr. CAB) déva analyticki silu her-
nym teoretikom ako uvidime neskor. AvSak presun z CKR na CAB je podla niektorych
odbornikov kontroverzny. Neforméalne povedané CAB je o tom, ze ziadny racionalny
hra¢ nemoze byt prekvapeny inym raciondlnym hracom. Cize, ak sa myslienky dru-
hého hraca vyvijaju pozdlZz racionélnej linii, a ja viem, Ze ten hra¢ je racionalny a aj
ja som raciondlny, tak aj moje myslienkové pochody sa dostant na rovnakiu racionalnu
liniu ako pochody druhého hraca. Teda moje presvedcenia o tom, ¢o bude stuper hrat
st konzistentne urc¢ené v zmysle, ze ak by som aj vedel ¢o bude super hrat nijako to

neovplyvni moje presvedcenie. A to plati aj pre ostatnych hracov.
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Kapitola 2

Elementy teoérie hier

2.1 Reprezentacia hier

Herny teoretici rozlisuju 2 zékladné typy hier. Prvym typom je hra v normélnej (ma-
ticovej) forme (OBR.1). Vécsina statickych hier, kde sa hraci rozhoduju sucasne sa
zapisuje pomocou tejto formy. Tato matica prezentuje kombinécie vSetkych moznosti

v8etkych hracov s vysledkami (vyplatami) na danej pozicii (zlozke) v matici.

C1 c2
4 5=
1*
4
g 3
0
1| rMature

OBR.1 - maticovy tvar
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R1 a R2 v stlpci st vietky akcie hraca R a C1 a C2 v riadku st zas vietky akcie
hraca C. Hviezdicky indikuja vyplatu ako stratégiu najlepsej reakcie na siiperovu akciu.
Druhy typ prezentécie hry je prostrednictvom herného stromu (OBR.2). Tiez na-
zyvany extenzivny alebo dynamicky typ. Tento typ je predmetom aj celej diplomove;]
prace, kedze budeme pozorovat dynamické hry. Hry v normalnej forme nam ni¢ nevedia
povedat o dynamike hry a procesoch, ktoré sa v nej odohravaji. A prave nato nam

slizi extenzivna, stromové forma hry.

c1)|C2 c1| |c2 R1 | |R2 R1 |R2

¥ ] ¥ 4 ¥ ¥ ¥ Ay
R:10 R:1 R:9 RO R10 R:1 R:9 R:0
C:. 4 C:5 C:9 C:3 C: 4 C:5 C:9 C:3
1 F 3 4 5 ] T &

OBR.2 - extenzivny tvar

Na OBR.2 v hre (a) za¢ind hru hra¢ R a v (b) za¢ina hra¢ C. V zavislosti od
vybranej cesty z jedného uzla (bod, kde si dany hraé voli svoju akciu) do dalich
uzlov sa postupne dostavame k vysledku hry, ktory je prezentovany danymi vyplatami
(spodna ¢ast stromu) kazdého hraca.

Na OBR.2 (b) mame aj zakreslenie prerusovanej ¢iary pri vybere akcie hraca R.
Tato ciara definuje informacni mnozinu daného hraca. V tomto pripade prerusovana
Ciara znamena to, ze hra¢ R pri svojom vybere akcie NEVIE aku predchadzajicu akciu
si zvolil hra¢ C. Na druhej strane na OBR.2 (a) sa pri vybere hra¢a C nevyskytuje
ziadna preuSovand Ciara a teda hrac¢ C presne VIE, ¢i predchadzajica akcia hraca R
bola R1 alebo R2.
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2.2 Dominancia a ekvilibrium

Definicia 2.1:

Stratégia hraca R je najlepsou odpovedou (reakciou) na nejaki akciu hrica C, po-
vedzme stratégiv C;, ak hrdacovi R poskytuje najvicsiu viplatu pri C;. Rovnako to plati
aj pre hrdaca C.

Ak sa pozrieme spiat na OBR.1, ked hra¢ C zvoli C1, tak najlepsou odpovedou
hraca R je akcia R1, kedze pri nej obdrzi vyplatu 10 nakolko pri akcii R2 len 9. A teda
R1 je najlepSou odpovedou hraca R, ak hra¢ C voli C1. Podobne sta¢i uvazovat aj pri

zvys$nych moznostiach.

Definicia 2.2:

Stratégia je dominantnd, ok je najlepSou stratégiou (mazimalizuje hrdacovu vyplatu)
bez ohladu na vijber stratégie ostatngjch hrdacov.

V zmysle predoslej definicii mézme povedat, ze akcia R1 je dominantna stratégia,

resp. stratégia R2 je dominovand stratégiou R1.

Definicia 2.3:

Vieobecné raciondlne poznanie (CKR) nultého rdadu opisuje situdciu, v ktorej je
kaZdy hrdc raciondlny, ale ani jeden z hrdcov nevie ni¢ o racionalite druhého. Naopak
CKR prvého rddu opisuje kazZdého hrdca ako raciondlneho,a navyse kazZdy veri v raci-
onalitu druhého hrdca. Teda CKR n-tého rddu spliia: Hrdé R veri, Ze hrd¢ C veri, Ze
hra¢ R veri..., Ze hrac¢ C veri,Ze R je raciondlny. (n-krdt sa vyskytuje slovo "veri")

Skisme CKR aplikovat na hru na OBR.1: CKR nultého radu znamena R: R1 (":"je
priradenie vyberu) a z toho CKR prvého radu implikuje, ze C b R: R1 a teda C: C2
(pismeno b (belief) znamend, ze hra¢ C veri v racionalitu R). Dostavame sa tak do
ekvilibria (R1, C2). Toto je minimalna definicia ekvilibria (vysledku) hry postavena
len na dominantnosti a CKR prvého radu. Ak by hra bola vi¢sia, mozme pouzit proces
postupnej eliminicie dominovanych stratégii pri zvySovani radu CKR. A tie, ktoré

zostand po eliminécii st racionalizované stratégie.

2.3 Nashove stratégie a Nashove ekvilibrium

V 50-tych rokoch minulého storocia John F. Nash prezentuje vo svojich pracach v
dnes$nej dobe najpopularnejsi nastroj vyuzivany v teoérii hier. V§ima si hlavne vacsi

pocet racionalizovanych stratégii a hlada restrikcie na presvedcenia hracov, ktoré im
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prislachaji. Na ilustrovanie jeho argumentu, uvazujme hru na OBR.ex.

C1 Cc2 C3
i i T
100 0 101
R1
100 0 50
z 5 a8
0 1 0
R2
50 1 60
3 [} =l
300 0 200
R3
|D ‘ |{] ‘ 200 |

OBR.ex - rozsirena verzia

Uvazujme stratégiu R1. Nasledujica tivaha hraca R je jedind mnozina presvedceni,
ktora racionalizuje moznost R1.

Budem hrat R1, pretoze ocakdvam, ze C bude hrat C1. Preco by som to mal oc¢a-
kavat? Lebo C ocakava, ze budem hrat R3. Mozte sa ma opytat, pre¢o si myslim, 7Ze
si to C mysli. Mozno preto, ze ocakava, ze budem chybne rozmyslat nad tym, ze bude
hrat C3, kde v skuto¢nosti o¢akavam, ze bude hrat C1. Samozrejme, ak by vedel, Ze
planujem hrat R1, hral by C3. Ale on to nevie a z toho dovodu a s mojimi oc¢akavaniami
je R1 spravna volba pre mna. Samozrejme, ak by vedel, Ze budem hrat R1, tak bz som
asi nemal. Je to moj dohad, avsak, tym, Zze oc¢akava volbu R3, o¢akédvam jeho volbu
C3. V skuto¢nosti o¢akavam, ze bude hrat C1 a ja budem hrat R1.

Mozme to zosumarizovat zapisom spominanym vyssie:

R: R1 pretoze

R b C: C1 pretoze

R b C b R: R3 pretoze

RbCbRDC: C3 pretoze

RbCbRbCDbR:RI.

Mozme vidiet, ze CKR stvrtého radu je dostatoény nato aby sme vytvorili konzis-
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tentné presvedcenie s danou stratégiou. Zvysovanim radu CKR sa ni¢ nezmeni, kedze
predosla "slucka'sa opakuje po Styroch iterdciach. Teda stratégia R1 je zaloZend na
oCakévanich, ktoré su obhéjitelné v CKR radoch mensich neZz nekone¢no.

Rozdielny, ale podobne konzistentny sled myslienok existuje na podporu akcie R2
a R3.

Skrateny zapis pre ivahu o R3:

R: R3 pretoze

R b C: C3 pretoze

R b C b R: R1 pretoze

RbCbRDC: Cl pretoze

RbCbRbCDbR:R3.

Skrateny zapis pre tvahu o R2 je eSte jednoduchsi a vyzaduje CKR len druhého
radu:

R: R2 pretoze

R b C: C2 pretoze

RbCbR:R2.

Nash povazoval stratégiu R2 za velmi pozoruhodnt nie len preto, Ze je najjedno-
duchsia, ale hlavne preto, ze je to jedina stratégia podporenéd presvedceniami, ktora
nepredpoklada, ze hra¢ C spravi chybu o¢akavanim nie¢oho, ¢o hra¢ R neplanuje hrat.
éiie, ak porovname na jednej strane ivahy o R1 a R3 a na druhej strane R2, je zrejmé,
ze R1 a R3 st racionalne, len v pripade, ak hra¢ R predpoklada, ze ho hra¢ C zle precita.
Na druhej strane R2 nevyzaduje ziadny takyto predpoklad. Vskutku, R2 vyzaduje, ze
R ocakava, ze C precita R spravne. Preto, ak akceptujeme predpoklad, ze presvedce-
nia hrac¢ov musia byt konzistentne zoskipené, budeme nasledovat Nash-a a jedinym

prislusnym vychodiskom hry bude (R2,C2).

Definicia 2.4: Presvedcenia si nekonzistentne zoskipené, ked akcia, z ktorej vychd-
dzagi tieto presvedcenia, dokdZe niekoho "rozéulit". Presvedcenie jedného hrdica (nech
je X ) je "rozéilené”, ak druhy hrdac (Y ) zahrd akciu, s ktorou hra¢ X nepocital. Na-
opak, presvedcenia si konzistentne zoskipené (CAB), ked akcie kazdého hraca (zaloZené
na presvedcéeniach o druhgjch hrdéoch) si obmedzené do miery, Ze nerozéilia Ziadneho

hrdca.

Rovnaku analyzu aplikujeme aj na hraca C. Stratécie C1 a C3 st rozumné len v
pripade, ze C ocakava chybu hrac¢a R, av8ak C2 je hrané, ked C resSpektuje racionalnu

predpoved hrac¢a R ohladom myslienok C.
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Ukazuje sa, ze jediny vysledok, ktory koreSponduje vzajomnému respektu hracov
predpovedat korektne, je (R2,C2)- Nashove ekvilibrium (postavené na Nashovych
stratégiach).

Definicia 2.5: MnoZina racionalizovanych stratégii (jedna pre kazdého hrdca) je
NE, ak ich zahrnutie potvrdzuje ocakdvania hrdacov o vijbere ingch hrdcov. Inak pove-
dané, Nashove stratégie siu jediné racionalizované, ktoré po zahrnuti potvrdzuji oca-
kdvania, na ktorych su zaloZené. Preto sa povazujiu aj ako samopotvrdzujice stratégie

alebo ako koncept ekuvilibria vyZadujici CAB.

Pozadie za NE sa da z istého hladiska povazovat za briliantné. Prediera sa uzlami
pavuciny presvedceni a prichadza vo forme jednoduchého vysledku, ktory koresponduje
najvyssiemu levelu vzajomného resSpektu mentalnej kapacity kazdého hraca. V praktic-
kom slova zmysle, Nashove stratégie pomahaju k jednoznacnej$im ekvilibridm. A preto

si aj vela hernych a socialnych teoretikov osvojilo koncept NE.

Preco predpokladdme, Ze raciondlni hrac¢i maji vzajomne konzistentné presved-
Cenia, ked kazda stratégia kazdého hraca moze byt podporend mnozinou vnitorne
konzistentnych presvedceni? Odpoved, ktorta by dal Nash, je, Ze su racionalni a re-
Spektuju racionalitu druhého. St prirodzene tahani do NE, kedZe je to jediné miesto,
ktoré respektuje rovnost racionality kazdého hraca. Vnitorné konzistencia nie je dosta-
¢ujuca pokial predpokladame CKR, t.j. vzdjomny respekt najvyssieho radu vyzaduje
aby presved¢enia boli vzajomne konzistentné (CAB).

V rovnakom zmysle je niekedy rozoberané, Ze ciel hocijakej analyzy hier sa da
porovnavat s napisanim knihy o tom ako hry hrat, a minimalna poziadavka, ktora kazda
mala rada ohfadom ako hrat hry musi spliiat, je jednoduché: rada musi zostat dobrou
radou aj potom ako je kniha publikovana. Inymi slovami, nebola by to najlepsia rada,
ak by ju Tudia nechceli nasledovat potom ako bude obecne znama (t.j. po publikovani
knihy). Tento test ako jediné spliia NE (R2,C2), kedZe hra¢ R nasleduje radu knihy,
tak aj hra¢ C by ju chcel nasledovat, a naopak. Toto vSak nie je mozné aplikovat na
ostatné racionalizované stratégie. Pre priklad, uvazujme, ze rada v knihe je (R1,C1):
potom R nechce nasledovat radu, ak bude o¢akavané, ze C zahra poradenu akciu C1 a
naopak.

Obe verzie problematiky vzhladom nato ¢o vzajomna racionalita znamené sa zdaja
dostacujuce. AvSak existuje tu jedna zvlastnost. Vedie ohlad na to, Ze hraci vedia o

vzajomnej racionalite, k tomu, Ze ani jeden z nich neurobi v hre chybu? Kazdy, kto
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sa rozpraval s dobrymi Sachistami (¢o st moZno majstry strategického, racionalneho
myslenia), zisti zaujimavé spory. Dvaja vyrovnane raciondlni hraéi, ktori hraju proti
sebe, automaticky nepredpokladaju, ze ich protihra¢ nerobi chyby. Paradoxne pointa
Sachu je vynutit urc¢ita chybu. Si potom hréadi Sachu iracionalni? Inklinuje to k odpovedi
nie, ale pre¢o? A aky je rozdiel v porovnani s Nashovou intuiciou?

Rozdiel je v tom, ¢ je racionédlne pre hracov rozmyslat, ¢i by mohli oklamat svojho
stipera, v zmysle, ze budu konat na zaklade presvedcenia, ze stiper si mysli, ze budi
robit nieco iné, ¢o v skutocnosti spravia. Nash vravi, ze takyto pristup nie je racionalny,
pricom Sachisti tvrdia opak, a obe odpovede davaju zmysel. VSetko zavisi na tom, ¢i
dany hrac¢ veri, Ze v hre existuje jedine¢ne racionalna cesta alebo nie. Ak takato cesta
existuje, tak pravdu ma Nash, naopak ak neexistuje takito cesta, potom je nejasné, co
by mal kazdy hrac¢ oc¢akavat od ostatnych a preto je mozné pre hraca konat na zaklade
presvedcenia, Ze stiper si mysli, ze bude hrat nie¢o kompletne iné. Za tychto okolnosti,
jediné obmedzenie mojich oc¢akavani, o tom, v ¢o veri stiper o mne, je také, ze stuper
nemdze ocakavat, ze budem hrat stratégiu, ktord je dominovana ostatnymi, ¢o poru-
Suje predpoklad CKR. Inymi slovami, kazda racionalizované stratégia je konzistentna s
CKR, a presun z CKR na Nashove stratégie vyzaduje predpoklad CAB. Teda to dava

zmysel, ked existuje jedine¢na racionéalna cesta na hranie hry.
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Kapitola 3

Dynamické hry a koncepty

zosilnovania Nashovych ekvilibrii

V tejto kapitole sa pozrieme na hry s dynamickou $truktirou. To st hry, kde hraci
nehraji svoje akcie sucasne, ale postupne v tahoch. St prezentované diagramom v
extenzivnej forme. UkdZeme si vyhody oproti hram v statickej forme. Studovanie dy-
namickych struktir v hrach moze viest k jednoznac¢nejSiemu vysledku, ¢o sa tyka zis-
kavania NE. Zékladny kamen pri analyze dynamickych hier je typ uvazovania nazvany
spiatna indukcia. V kapitole si tiez ukazeme vztah NE a spétnej indukcii, ktory vedie k
prvym zosiliiovacim konceptom - dokonalé ekvilibrid vzhladom na podhry. A neskor si
predstavime aj iné zosiliovacie koncepty ako sekvenc¢né ekvilibria, vhodné ekvilibria, a

ekvilibrid postavené na indukcii napred.

3.1 Dynamické hry, extenzivna forma a spatna induk-
cia

Na ilustrovanie rozdielu, uvazujme hru ako na zaciatku predoslej kapitoly.

18



Cc1 c2
4 5*
1*
-4
a* 3
]
4| rMature
OBR.3

V predoslej kapitole sme sa na zaklade analyzy tejto hry v normélnej forme pri
simultdnnom rozhodovani dostali k dominantnému ekvilibriu (R1,C2). Toto ekvilib-
rium je zaroven aj NE, kedZe v8etky ekvilibria dominantnych stratégii s6 zaroven aj
NE, opac¢ne to v8ak platit nemusi. Pretransformujme si OBR.3 do extenzivnej formy
(OBR.4), kde inicidlny (zaciato¢ny) hra¢ bude R a hra¢ C, ktory sa po R rozhoduje

vie aka akciu zvolil R.
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Akt moznost si R vyberie? Ak si vyberie R1, kde sa moze dostat k vyplate 10, na
druhej strane najlep$iu vyplatu pri R2 ma 9. Znamena to, ze by hra¢ R mal automaticky

volit R17 Odpoved je nie. Racionalny hra¢ R si musi zodpovedat 2 otazky:
(a)éo spravi hrac¢ C, ak si vyberiem R1?
(b)Co spravi hra¢ C, ak si vyberiem R2?

Prichddzame k odpovedi, ktorda nasleduje predpoklad CKR prvého radu. Potom
R zodpovie otazku (a) takto: "vyberie si C2, lebo 5 je vy$Sia vyplata nez 4". A (b)
takto:",vyberie si C1, lebo 9 je viac nez 3". A preto si R uvedomi, ze je lepsie vybrat
si R2 (R berie na vedomie racionédlne reakcie hraca C), ¢o mu prindsa vyplatu 9 v
porovnani s 1, ktori by ocakaval ak by volil R1. Vidime, 7e ak je zname co si vybral
R, tak sa dostaneme do vysledného ekvilibria (R2,C1). Na dokaz tohto staci uvazovat,
7e hra¢i st racionalni, a hra splita predpoklad CKR prvého radu. Vsimneme si, Ze toto

ekvilibrium je odli$né od ekvilibria, pri simultdnnom rozhodovani (R1,C2).
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3.2 Dokonalost vzhIadom na podhry

3.2.1 Podhry, Nash, CKR a spatna indukcia

V sekcii vysSie sme spitne oddvodnovali s pomocou CKR prvého radu. Tento typ
odovodnovania je klucovy pri konkrétnom koncepte zosilnenia NE, ktory sa aplikuje
na dynamické hry ako dokonalost vzhladom na podhry. Na vysvetlenie forméalnosti si

musime najskor zadefinovat podhru.

Definicia 3.1: Podhra je cast dynamickej hry, resp. jej podmnoZina. UvaZujeme
stromovyj diagram extenzivnej hry: podmnoZina diagramu sa oznacuje ako podhra, ked si
splnené podmienky: (a) podhra musi zacinat z uzla, (b) potom musi vetvenim pokracovat
k nasledovnikovi z inicidlneho uzla, (c) potom musi skonéit pri vgplatdach, ktoré asociuji
ku koncovym uzlom a nakoniec (d) inicidlny (zaciatocny) uzol musi byt z jednoprvkovej

mnoziny informacného useku kazdého hrdca.

Casti (a), (b) a (c) st zrejmé. Pozrime sa vSak na to, ¢o je jednoprvkovd mnozina
informa¢ného useku. Spétne, ak sa pozrieme na OBR.2 (a), tak hra¢ C presne vie, v
ktorej vetve hry sa nachadza, ked pride na rad jeho akcia, kedze predpokladame, Ze
akcia R bude zverejnena pred volbou hraca C. AvSak na OBR.2 (b) prerusovana ¢iara
indikuje, ze hra¢ R, ked pride na rad, nevie, v ktorej vetve sa nachadza. Dovod je ten,
7e akcia C nie je zverejnend pre hraca R.

Pri konkrétnom bode hry, informacny tsek hraca reprezentuje rozne pozicie hraca,
ktoré je schopny rozlisovat. Preto na OBR.2 (b) hra¢ R vie, Ze sa nachadza v jednom
z dvoch uzlov (nevie vSak v ktorom), a preto tieto dva uzly v kope vytvaraji mnozinu
informa¢ného tseku hraca R. V tomto zmysle vidime rozdiel, kde na OBR.2(a) ma
hra¢ C dve rozdielne mnoziny informac¢ného tuseku, pricom na OBR.2(b) ma hra¢ R
jednu mnozinu informac¢ného tuseku, ktora obsahuje dva uzly. Jednoprvkova mnozina
(singleton) je informacny usek, ktory obsahuje len jeden uzol - ak je hra¢ v tomto
informac¢nom tseku, tak presne vie, v ktorej ¢asti hry sa nachéadza.

Podarilo sa nam ozrejmit vlastnost(d). Jej ucel je povedat to, Ze podhra musi zacinat
v bode, kde hra¢, ktory je na rade vie ¢o sa udialo predtym. Od tohoto momentu zac¢ina
nova Cast hry - podhra, ktorid mozno analyzovat separatne. Napr. na OBR.2 (b) je
jedind podhra celd hra, kedZze R nemé jednoprvkovii mnozinu informac¢ného tseku, a
preto podla definicie podhry, sa da podhra aplikovat len na inicidlneho hraca C (len
v tomto inicidlnom uzle mé informac¢ny tsek jednoprvkovii mnoZinu) na zaciatku hry.

Naopak hra na OBR.2 (a) ma az tri podhry - celd hra (inicidlny uzol R), podhra v uzle
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po vybere akcie R1, a podhra v uzle po vybere R2.

Intuicia ohladom konceptu dokonalych ekvilibrii vzhfadom na podhry (Subgame
Perfect Nash Equilibrium, SPNE) je, Ze nevyzadujeme stratégiu, ktora urc¢uje akcie v
niektorej ¢asti hry (podhry), ktoré nie st najlepsimi odpovedami na kazdu int v danej
podhre. Teda v hre s maticovym zapisom mame NE (R1,C2), pri¢om transformaciou
na extenzivny tvar a vyuZitim konceptu podhier ziskavame ekvilibrium (R2,C1). Toto

ekvilibrium sa nazyva Vzhladom na podhry dokonalé ekvilibrium (SPNE).

Definicia 3.2: Stratégie si SPNE v hre v extenzivnej forme, ked stratégie tvoria

Nashove ekvilibrium v kaZdej podhre.

Pre¢o sa dokonalost vzhladom na podhry odvolava na Nasha? Odpovedou je, Ze
kombinéaciou CKR spolu so sekvenénym uvazovanim spatnou indukciou st hraci nitent
udrzat si konzistentné zoskipenie presvedceni, v zmysle, ze R hra R2 veriac, ze C bude
hrat C1, a C bude hrat C1 veriac, ze R bude hrat R2 pretoze R vie, ze C bude hrat
C1 ak bude zahrané R1. Pekne povedané, je to prave spatnad indukcia v kombinécii s
CKR, ktora nam prezentuje CAB.

Spatna indukcia sa d& vyuzit aj v uplnej autonoémii. Zoberme si hru "preteky do
20". Dvadsat kariet ozn. od 1-20, dvaja hraci, postupne si kazdy hra¢ moze vybrat
jednu alebo dve karty zo vzostupne zoradeného balika, a hrac¢, ktory sa prvy dostane
k dvadsiatej karte vyhrava. Nech som hra¢ R a za¢inam hru, aka kartu si vyberiem na
zaciatku 1 alebo 27 Mojim cielom je dostat sa na kartu s oznacenim 17, kedZe druhy
hrac¢ sa dostane potom len ku karte 18 alebo 19 a nésledne ja si vyberiem 20 a vyhram
hru. Uvazovanim spatnou indukciou zistujem, Zze pred kartou 17 sa mi stac¢i dostat na
kartu 14, predtym 11, predtym 8, 5 az 2, ¢ize ak za¢nem kartou 2, bez ohladu na
CKR, cisto len spatnou indukciou sa jedine¢nou racionalnou cestou dostanem k vyhre.

A spétna indukcia bez CKR nemé ziadnu implikaciu ku CAB.

Definicia 3.3: Rozdiel medzi spitnou indukciou a Nashovou spitnou indukciou sa

ukazuje u predpokladoch CKR. Prvd predpoklady o CKR nevyuZiva pricom druhd dno.
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3.2.2 Dokonalost vzhl'adom na podhry a vyber ekvilibria

Extenzivne hry maji vyhodu oproti statickym hram v tom, Ze niekedy redukuji pocet
NE. Na upresnenie, existuji dynamické hry, ktoré maji v maticovej forme viacero NE,
av8ak menej dokonalych ekvilibrii vzhladom na podhry. Zosiliwjtci koncept dokonalych
ekvilibrii vzhIadom na podhry nam teda moze pomoct s problémom vyberu Nashovych
ekvilibrii.

Podrobnejgie si to rozoberme v typickom priklade hry obchodného retazca. Téato
hra sa nevztahuje len na obchodné retazce, ma viacero interpretacii. Stretneme sa s
iiou napriklad v Pucinniho opere Gianni Schicchi.! Jej maticovy a extenzivny tvar je
na OBR.5 resp. OBR.6.

C1 c2

3‘.\:

e 2|

OBR.5

linterpretoval Harper, 1991, Handbook of defeasible reasoning and uncertainity managemenet sys-
tems, str. 415
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V maticovej forme nie je ziadne dominantné ekvilibrium, ale nachadzame 2 Nashove
ekvilibria - (R2,C1) a (R1,C2)(na OBR.5 oznacené hviezdickou). Avsak, ak je hra pre-
zentovanda v extenzivnej forme (OBR.6), nachddzame len jedno SPNE: (R1,C2). Je to
zrejmé, kedze C1 nie je najlepSou odpovedou v podhre, ktora je vytvorena na rozho-
dovacom uzle hraca C a preto tato stratégia nemdze byt siucastou SPNE. Jednoducho
povedané hrozba, ktora vyplyva z hrania C1 nie je doveryhodné, a dokonalost vzhla-

dom na podhry vylucuje stratégie, ktoré predstavuji nedoveryhodné hrozby.
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3.3 Spitna indukcia, presvedcenia ‘mimo ekvilibriovej

cesty’ a CKR

Zdovodnenie spitnej indukcie sa javi silné. Hraci sa pozeraju vpred, pretoze rozlisuji,
ze to ¢o budu hrat teraz bude mat pre nich dosledky v neskorsich stadiach hry (v pod-
hréach). Na posudzovanie aké tie dosledky mozu byt sa predpoklada racionalita kazdého
hraca v budicnosti a v tejto baze sa rozhoduju, ¢o spravit teraz ako najlepsie. AvSak

pri predpoklade CKR sa mo6zu vyskytnit komplikacie, ktoré si rozoberieme nizsie.

3.3.1 Presvedcenia ‘mimo ekvilibriovej cesty’ a ‘chvenia’

V predoslej sekcii sme spatnou indukciou odstranili NE (R2,C1). Stratégia C1 nebola
doveryhodnéa akcia C na uskuto¢nenie, a preto R2 nemoze byt sticastou ekvilibria tejto
hry, kedze je to najlep$ia odozva len na C1. Preto analyzou nevhodnosti akcie R2,
ziskame jediné SPNE (R1,C2).

Stratégia R2 je oznacCena ako spravanie ‘mimo ekvilibriovej cesty’. Niekto moze
tvrdit, Ze analyzou spravania sa ‘mimo ekvilibriovej cesty’ sme vy¢lenili SPNE (R1,C2).
Ako keby sme vytvarali skladacku. Na jednej strane predpokladame CKR, na druhe;j
strane, predtym ako zavedieme racionalnu stratégiu, musime uvazovat ¢o by sa stalo,
ak by sa ukézal fah iracionalny v niektorom $tadiu hry. Teda spravanie sa v ekvilibriu,
musi byt postavené na analyze spravania sa mimo ekvilibria. Inak povedané, musime
pripustit moznosti ipadku od racionality aby sme vysvetlili, ¢o racionalita pozaduje.

Této uvaha vedie k dvom prepojenym otézkam: Je tato procedura upadku raciona-
lity konzistentna s predpokladom CKR? Preco predpokladat, ze hrac¢i sa budua spravat
racionélne, ked st ‘mimo ekvilibriovej cesty’?

Jedna odpoved na obidve otazky prichadza vo forme predstavenia ‘chvenia’. Nech
predpokladame, 7e niekedy zideme z ekvilibriovej cesty mimo kvoli malym, nahodnym
chybam urcitého druhu. Potom mame vysvetlenie ako hrac¢ dosiahne tieto pozicie ‘mimo
ekvilibriovej cesty’ spliajuc CKR. Teda, dovtedy pokial deviicia nepodkope CKR,
hrac¢i mozu pokracovat formovat si presvedcéenia o tom, ¢o sa stane ‘mimo ekvilibriove]
cesty’ za predpokladu racionality hracov.

Na ilustraciu, ako myslienka chvenia podporuje SPNE, uvazujme znova hru na
OBR.6. SPNE (R1,C2) je jediné ekvilibrium hry kompatibilné s malym, ndhodnym
chvenim v racionalite hracov. Stratégia C1 nie je najlepSou odpovedou na stratégiu R2
hraca R, ktory si v8ak chybou moze vybrat R1 (kvoli chveniu). Namiesto toho, C2 je
najlepSou odpovedou na obe akcie chvejiceho sa hraca R.

Existuju viaceré uzitofné aplikacie ‘chvenia’, ktoré odstrania obavy ohladom ako

zafixovat presvedcenia pri vychyleni sa z ekvilibriovej cesty, tak aby sme nepogkodili
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CKR. Avsak tento pristup ma aj vlastné problémy.
Ako priklad uvazujme hru stonozky (OBR.7), ktora ponika kazdému hracovi dlhy

sled alternujtcich moznosti.

OBR.7 - stonozka

1 2 3 4 5 6
M—:-—c @A A > | JEii0
\r/ C: 101
‘I“I [ l' | T
D D D D D D
) v v v ¥ v
R:1 R:0 R: 4 R 3 R:102 R-101
C 0 Cc:2 C:1 C:100 C: 99 C:102
1 3 3 4 £ £

SPNE tejto hry je akcia D pri prvom rozhodovacom uzle, tym aj hra kon¢i. Je to
odvodené Nashovou spéatnou indukciou. Ukazuje sa, ze v kazdom momente hry sa hrac
R rozhodne vzdy len pre akciu D. Dovod je jednoduchy. Uvazujme uzol 5, ak R zahra
D obdrzi vyplatu 102. Samozrejme, Ze preferuje 110, ale v uzle 6 bude hrat C D, kedZe
102 je viac ako 101. Podobne na uzle 3, a aj na uzle 1. Ak by na uzle 1 zahral A, tak
na uzle 2 by hra¢ C zahral D z obéav, Ze R by na uzle 3 ukoncil hru volbou D.

Toto SPNE pri uzle 1 je podporené dlhym sledom presvedéeni mimo ekvilibriovej
cesty o tom Co sa stane v neskorsich rozhodovacich uzloch ak st dosiahnuté. Ak chceme
zachovat tento sled konzistentny s CKR, tak k neskorsim rozhodovacim uzlom sa do-
staneme prostrednictvom ‘chvenia’. Co musime prijat, aby sme predpokladali chvenia,
ktoré nas privedi do koncového rozhodovacieho uzla? Vyzera to tak, ze chvenia musia

byt systematickejSou ¢astou hracovho spravania sa.
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3.4 Sekvencné ekvilibria

Existuju niektoré typy dynamickych hier, v ktorych sa zosiliiujtice koncepty vo forme
dokonalosti vzhladom na podhry nedaji aplikovat na zredukovanie po¢tu NE. Vratme
sa k hre na OBR.6, interpretujme si hru spominanou operou Gianni Schicchi. Bohaty
muz zomrel a v zavete odkazal vSetok majetok mnichom. Jeho pribuznim (C) sa to
nepaci a preto si najmu nejakého imitatora (Gianni-ho, R), s ktorym sa dohodnu, ze
spiSe pre nich novy zavet podla ich Tubovole. Imitator sa musi rozhodnut, ¢i spise
tento zavet (R2) alebo odstipi od dohody a zavet spiSe podla seba (R1). Pribuzni sa
musia rozhodnit, ¢i buda tento podvod vysetrovat (C1) a obzaluji Gianni-ho alebo
ho nechaju tak (C2). RozSirme si tito hru eSte o jednu novit Gianni-ho moznost.
Uvazujme, ze si Gianni najme zdieraca, ktory zasiahne voci pribuznym, ak sa rozhodnu
ho obzalovat. Pribuzni v8ak nevedia, ¢i si niekoho najal alebo nie. Toto rozsirenie hry
je zachytené na OBR.8, kde prerusovana c¢iara, ktora prepaja dva rozhodovacie uzly,

urcuje informaéni mnozinu hrac¢a (v tomto pripade C), ktory je na rade.

v

/@\
2 R1 R3 -
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& &
/\ A
R:2 \ !
C: 2 C1 c2 C1 c2
1 | |I
l |
¥
R: 0 R:3 R: 0 R:2
c:0 1 c:A1 C:1
2 3 4 5

OBR.8 - rozsirené verzia
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Rozhodnutie C pri vybere akcie C1 alebo C2 uz viac nevytvéara podhru, kedZe nevie,
v ktorom rozhodovacom uzle sa nachadza (z definicie podhry nie je splnené vlastnost
(d)). Inak povedané, neexistuje jedine¢nda cesta spiat od jeho rozhodnutia k pociatku
rozhodovania. Nemdzme aplikovat spatné uvazovanie, a jedind podhra hry je samotna
hra ako celok. NE tejto hry st stratégie (R1,C2) a (R2,C1), ktoré su zaroveii aj SPNE.

Predsa len vieme najst nie¢o podozrivé ohladom stratégie (R2,C1), ktora by sme
vedeli nejako vylacit. Postup, ktory vyuzijeme zahfha princip ‘chvenia’. Tiez si v8im-
nime, 7ze sa v hre nevyskytuju Ziadne presvedcenia o vierohodnosti vychylenia hréica
R na R1 alebo R3, ktoré by povazovali C1 za optimalnu odpoved. Pri chveni sa okolo
rozhodovacieho uzlu R2 je najlepSou optimélnou odpovedou volba C2, teda R2 nemoze
byt stucastou ‘ekvilibria chvejticej sa ruky’?, kedZe je to najlepsia odpoved len na akciu
C1.

Chvenia ndm maji pomoct objasnit tento problém. V skuto¢nosti Nashove zosiliio-
vacie koncepty nie st rozsirené verzie ekvilibrii ‘chvejucej sa ruky’, ale vztahuja sa na
koncept sekvenénych ekvilibrii. (Neskor bude zrejmé, ze v8etky ekvilibria ‘chvejicej sa
ruky’ su zaroven aj sekvenénymi ekvilibriami, opa¢ne to v8ak neplati.)

Zékladna idea sekven¢ného ekvilibria je rovnaké ako pri dokonalosti vzhladom na
podhry. Stratégie by mali byt racionalne v zmysle, Ze st najlepsou odpovedou v kazdom
stadiu hry. (Obidva koncepty teda vyuzivaju spidtni indukciu.) Jediny rozdiel je v
tom, 7e najlep$ia odpoved v kazdom $tadiu hry zavisi na tom, kde si myslim, 7e sa
nachédzam v informacnej mnozine, ktora definuje dané stadium hry. Odtial, najlepsie
odpovede musia byt podmienené presvedceniam o tom ¢i verim, Ze som v tomto uzle
alebo v tamtom. V naSej hre je to vierohodnost ¢i sa hra¢ nachadza na lavej strane
informac¢nej mnoziny C radsej alebo na pravej. Toto vysvetluje ¢ast (1) definicie nizsie.

Musime tiez nieco vediet o povode tychto presvedceni. Koncept sekven¢éného ek-
vilibria predpoklada, ze presvedcenia sii konzistentné so sekvenénymi racionélnymi
stratégiami (Cast (2) definicie niz8ie). Zmysel konzistencie je zlozitejsi,ale jednoducho
povedané, presvedcenia ohladom toho, kde sa nachiadzam v informacnej mnoZine, sa
daji odvodit pouzitim Bayesovho pravidla a verzie chvejicej sa ruky pri sekvencne

racionalnych stratégiach.

Definicia 3.4: Sekvencné ekvilibria su stratégie a presvedcenia (definované pre
kazdy rozhodovact uzol), ktoré spliiaji nasledovné dve podmienky.
(1) Stratégie musia byt sekvenéne raciondlne. Teda musia byt najlepSou odpovedou

vzhladom k presvedcaniam v kaZdej informacnej mnoZine.

2Selten, R. (1975) A reexamination of the perfectness concept for equilibrium points in extensive

games. International Journal of Game Theory 4:25-55.
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(2) Presvedéenia v kaZdej informacnej mnoZine musia byt konzistentné v zmysle, Ze
pravdepodobnosti priradené z aktualizicie presvedcend pouZitim Bayesovho pravidla® si
podmienené sekvencii vsetkych zmieSangjch stratégii, ktoré konvergquju k stratégiam v
casti (1).

Chvenie si popiSeme na priklade vyssie a bude sa vztahovat ku tplne zmieSanym
stratégiam. Uplne zmie§ané stratégie st vietky ¢isté stratégie, ktorych pravdepodob-
nost hrania v danej hre je nenulova. Na to aby sme uvazovali, ¢i je stratégia R2 sek-
ven¢ne racionalna, musime predpokladat, 7e existuje nenulova pravdepodobnost, kto-
rou sa hra¢ R dokaze vzdy vychylit z R2 na R1 alebo na R3. Toto je zaklad presvedcenia
hraca C, o tom kde sa nachadza v informa¢nej mnozine. Preto mézme C2 povazovat
za najlepsiu odpoved. AvSak R2 nie je sekvencne racionalne, lebo nie je najlepSou od-
povedou na C2. V porovnani, ak budeme uvazovat R1 a povolime chvenia hra¢a R na
R2 alebo R3, to je novy zaklad presvedceni pre C, znovu zistime, ze C2 je najlepsou

odpovedou a R1 je najlepSou odpovedou na C2, ¢o je nase sekvencné ekvilibrium.

V tomto konkrétnom priklade sme nepotrebovali Bayesove pravidlo na generova-
nie presvedceni C, kedze stratégia sekvencnej racionality spolu s chveniami nam dava
vierohodnost nachadzania sa na réznych miestach v informac¢nej mnozine hraca C pria-
mociaro. V hrach, ktoré maju viacero stadii, vierohodnost toho, v ktorej ¢asti neskorsej
informacnej mnoziny sa nachadzam, zavisi od predoslého vyvinu hry a preto presvedce-
nia musia byt prepojené so stratégiami a aplikaciou Bayesovho pravidla sa dostaneme

k vysledku. Na predstavenie tohto postupu uvazujme vSeobecnu ¢ast hry na OBR.9.

3Harsanyi, John C., 1967-1968. "Games with Incomplete Information Played by Bayesian Players,

I-IIT."Management Science.
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OBR.9 - vSeobecna cast vicsej hry

Stratégia sekven¢ného ekvilibria prinasa pravdepodobnost 1/3, 7e sa hra¢ R na-
chadza na uzle z, pravdepodobnost 2/3, 7e sa hra¢ R nachadza na uzle 2/, a pravde-
podobnost 1, Ze hra¢ R bude hrat R1 v oboch vetvach hry. (R ocakéava, ze sa bude
nachadzat v danych uzloch s prislugnou pravdepodobnostou, kedze skorsia cast straté-
gie sekvencnej racionality C je zmieSand stratégia, ktord aktivuje polohu R, resp. tieto
pravdepodobnosti. V inom pripade mézme predpokladat hru s nekompletnou informa-
ciou a dva typy hraca C, jeden typ aktivuje poziciu x a druhy typ aktivuje poziciu x’
prislusnymi pravdepodobnostami.)

Na skompletizovanie kon§trukcie sekven¢ného ekvilibria musi hra¢ C, pred hranim
C1 alebo C2, posudit situaciu na zaklade vierohodnosti toho, ¢i sa nachadza v uzle
y alebo y'. Pozicia y sa v8ak dosiahne jedine za predpokladu, ze hra¢ R zahra R2 na
pozicii x. Pravdepodobnost, Ze sa hra¢ C nachadza na pozicii y je teda podmienené
udalosti R2, ktord je podmienena udalosti, ze sa hra¢ R nachadza v uzle x. Pomocou

Bayesovho pravidla:

P(R2|z)P(x)
(R2|z)P(x) + P(R2|z") P (')

PyIR2) = -

Mozme predpokladat, Ze Sanca vychylenia sa na hranie R2 pri uzle x a 2’ je rovnaka
(pravdepodobnost ¢). Odtial,
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i
P(y|R2) = +———

se+ 2¢

ktora konverguje k 1/3, ked ¢ — 0.

Tento priklad je uzito¢ny nielen ako demonstracia Bayesovho pravidla pri pocitani
sekvencne racionélnych presvedceni, ale aj ako dalSia ilustracia chvenia ako kluco-
vého aspektu pri pocitani presvedceni mimo ekvilibriovej cesty. Informac¢na mnozina,
ktord sme uvazovali vziSla z uvazovania mimo ekvilibria, pretoze vzhladom ku sekvenc-
nému ekvilibriu uvazujeme, Ze hra¢ R bude hrat R1 s pravdepodobnostou 1. Odtial
bez chvenia P(R2|x) = P(R2|z’) = 0, a preto nemoZno pouzit Bayesove pravidlo na
zafixovanie presvedceni hraca C. Inymi slovami, kazdé presvedcenie moze byt pova-
7ované za racionalne, kedze Bayesove pravidlo nemoze byt aplikované na udalosti s
nulovou pravdepodobnostou. Avsak, ak sa objavi malé chvenie, tak mozno aplikovat
Bayesove pravidlo, kedZe pravdepodobnost hrania R2 uZz nie je viac nulova. Inak pove-
dané, sekvenc¢ne racionalne stratégie si perturbované chvenim, tym sa z nich stévaju
tplne zmieSané stratégie pri tom ako hrac¢i (agenti) formuju svoje presvedcenia. Fakt,
7e st to Uplne zmieSané stratégie ndm déva moznost na ne vzdy pouzit Bayesove pra-
vidlo na generovanie presvedceni, len vdaka tomu, %e perturbacia stratégii nas dostane

do kazdej moznej informac¢nej mnoziny danej hry.

3.5 Vhodné ekvilibrid a indukcia napred

Nie vzdy nam vSak sekvenecné ekvilibria stacia na hladanie najlepsich ekvilibrii. Uva-
zujme variantu hry OBR.6 rozsireni na OBR.10. V tejto hre mé znova hra¢ R o jednu
akciu naviac. V tejto hre mame 2 NE, ktoré st sucasne aj sekvenéné ekvilibria (R1,C2)
a (R2,C1). (R1,C2) je sekven¢né ekvilibrium, pretoZe malé vychylenie na R3 nam stale
nechava ako najlepsiu odpoved hrac¢a C moznost C2. Podobne (R2,C1) je sekvenéné
ekvilibrium, ak uvazujeme, ze vychylenie na R3 je nepatrne vacSie nez na R1, potom
C1 je stale najlepsou odpovedou. A to je prave problém. Sekven¢né ekvilibria sice beru
do tvahy presvedcenia mimo ekvilibriovej cesty, nie vSak dostatocne. Hra¢ C si moze

len mysliet, ¢i je vic§ia Sanca, Ze sa R vychyli na R1 nez na R3.
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OBR.10 - rozsirena verzia hry na OBR.6

Jednou odpovedou na predosly problém je koncept striktnej dokonalosti. Ekvilib-
rium tohto konceptu nezavisi na Tubovolnej §pecifikacii chvenia (¢i je chvenie viicsie,
mensie...). Nanestastie je vela hier, ktoré nemaja ziadne striktne dokonalé ekvilibria.

Dalsou odpovedou je moznost uvazovat dovody obmedzit konkrétne chvenia, ktoré
st povolené. Napriklad, niekto moéze uvazovat, ze je vac¢sia Sanca vychylenia sa z R2
na R1 nez na R3, kedZe akcia R2 dominuje nad R3, ale nie nad R1. Ak si niekto
naozaj mysli, ze sa chvenie vyskytuje pri experimentovani hracov, hra¢ R nem4 dovod
experimentovat s akciou R3 pokial je moZnost vi¢sieho zisku pri experimentovani s
R1. Alternativne Mayerson uvazoval, ze postdenie hodnot vychyleni bude urcovat ich
vierohodnost. Aplikované v tomto priklade, ak hra¢ C hra C1, tak cena za vychylenie
k R3 bude mensia nez k R1, preto je spravne od C uvazovat mengiu pravdepodobnost
vychylenia hra¢a R k R1, nez ku R3. V Mayersonovej terminologii je potom (R2,C1)

oznacené ako vhodné ekvilibrium.

Vsetky zosiliovacie koncepty, ktoré boli doteraz prevedené spolupracovali so spét-
nou indukciou. Ako doplnok v8ak mo6zme uvazovat aj moznost indukcie napred. Idea
spoCiva v tom, Ze hra¢ by mali prijmat zavery ohladom toho ako sa hra vyvinie v
budtcnosti na zaklade minulosti. Je to nie¢o v duchu hry nasej stonozky (OBR.7) pri

vybere akcie A. Na ilustrovanie tohto problému vSak moézme uvazovat aj nasledovnu

hru (OBR.11).
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OBR.11 - hra na aplikiciu indukcie napred

V tejto hre by niekto mohol argumentovat, ze hra¢ R bude hrat R2 jedine ak bude
dalej hrat R4, pretoze pri R3 je zisk 3 mensi nez keby sa hned na zaciatku rozhodol
pre moznost R1. V tomto pripade sa hranie akcie R2 da povazovat ako signal pre
hraca C vzhladom ku indukcii napred. Hra¢ C by mal odtial vyvodit, Ze sa nachadza
na pravej strane informac¢nej mnoziny a vybrat si C2. Jednou moznostou je vybraft si
akciu R2 pri ocakavanej vyplate 10 aplikovanim indukcie napred. Druhou moznostou
je neriskovat (moznost, ze hra¢ C sa vychyli k C1) a vybrat si R1. Teda zrejme si hra¢
R vyberie R2 a nasledne R4, a C, ktory rozlisuje tuto moznost si vyberie C2. Uplne
na opacnej strane vSak stoji pristup Harsanyi-ho a Selten-a, ktori aplikdciou zosilnene]
spétnej indukcie a rizikovej dominancie pridu k tplne inému ekvilibriu (R1,R3,C1).
Ich argument je podporeny tvrdenim, ze ekvilibrium (R3,C1) bude vybrané v podhre,
ktora zacina pri druhom rozhodovacom uzle hriac¢a R. Preco je to tak? VSimnime si
prerusovanu ¢iaru, ktoréd indikuje, ze C nevie, ¢i sa R rozhodne pre R3 alebo R4. R vie,
ze C nevie... a tak dalej. Ak R vedel, 7ze C ocakavalo vyber R3, tak R ocakava vyber
C1. V opa¢nom pripade R ocakava vyber C2. Podobne, ak C vedel, ¢o R ocakaval, tak
by vedel ¢o spravit. Nikto to vSak nevie a ani nemoze vediet. Harsanyi a Selten vyriesili
tato haddanku predpokladom rizikovej dominancie: s rovnakou Sancou vyberu R3 alebo
R4, bude C hrat C1 a teda R bude hrat R3,a preto hra¢ R je znepokojeny svojim
vyberom. Vyberie si R1 pre vyssiu vyplatu (4>3). Ziskavame spominané ekvilibrium
(R1,R3,C1). Toto alternativne ekvilibrium sa da podporit aj spitnou indukciou. Prave

vdaka nej sa tato stratégia sprava ako sekvencéné ekvilibrium, kde presvedcenie hrac¢a C
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o vierohodnosti, v ktorej informac¢nej mnozine sa nachidza, vyplyva z malého chvenia
ku R2. Pouzitim Bayesovho pravidla a pripusteni d'alsieho chvenia z R3 na R4 si hrac¢
C vytvori mala pravdepodobnost toho, Ze sa nachddza na pravej strane informacne]
mnoziny. Vzhladom k tejto informacii, Sanca, 7e hra¢ R si vyberie R4 je zanedbatelne
nizka. Utvrdi sa v tom, Ze R si vyberie R3 a jeho najlepsia reakcia bude C1. Znovu je
hra¢ R znepokojeny, zistuj, ze pravdepodobnost hrania C2 je skoro nulova a preto sa
rozhodne pre (R1,R3).

Na tomto poslednom priklade bola prezentované indukcia napred a spatna indukcia.
Ich Géinok bol protichodny. Ktorti by sme mali preferovat? Obidva pristupy maja svoj
vlastny ucinok. Pri hrani takychto hier mozno povedat, Ze vyber ekvilibria urcuje

princip uvazovania, ktoré agenti mozu zdielat.
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Kapitola 4

Pozorovanie racionality Tudi pri

hernych experimentoch

V tejto kapitole si predstavime konkrétne herné experimenty, ktorych sa zucastnilo
okolo 25 dvojic Tudi z mojho okolia. Prevazne $tudenti, spoluziaci a kamarati. Zame-
riavam sa na ich rozhodovacie stratégie a porovnavam ich s ucelenou teériou okolo
Nashovych ekvilibrii. Nashove ekvilibrium reprezentuje strategicky stabilni situaciu,
kde ziadny hra¢ nepredpovedé lepSie vyustenie hry pri vychyleni sa zo svojho stra-
tegického rozhodovania. Samozrejme kazdy hra¢ musi brat na zretel stratégie, ktoré
mozu hrat ostatni hrac¢i. Kazdy hra¢ musi byt v pozicii predvidat aké reakcie budu
viest zo superovych stratégii v odozve k jeho vychyleniu. Niekedy takéto reakcie, aj

ked su povazované za NE, vykazuju suboptimalne spravanie a teda aj menej vynosné.

4.1 Racionalne rozhodovania pri hrach s nedo6very-

hodnymi hrozbami a prisl'ubmi

Pozrime sa hned na prva hru na OBR.12, na ktorej som testoval zakladné predpoklady
racionalneho poznania u I'udi ako napr. vSseobecné poznanie racionality nultého, prvého

radu, schopnost rozlisovat medzi akciami a naslednymi vyplatami.

Tato hrama 2 NE: (B, a) a (A,b). AvSak prvé equilibrium sa da chapat ako stratégia
nesplnitelnej hrozby, hra¢ 1 sa obava vyberu akcie a u hraca 2, je to vSak nesplnitelna
hrozba, kedze ak je hra¢ 2 racionalny, tak nemé dévod vyberu akcie a. Aplikovanim
konceptu dokonalych ekvilibrii vzhladom na podhry sa NE (B, a) vylucuje.

Na druhej strane, equilibrium (A, b) je plne doveryhodné.Vychadza z procediri spat-

nej indukcie (postupnost optimalizacie problému rieSenej z budicnosti do pritomnosti).
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Toto je jediné SPNE tejto hry.

Vsimnime si, 7ze v hre kazdy hrac preferuje iné NE: hra¢ 1 preferuje equilibrium
(A, D), zatial¢o hra¢ 2 preferuje (B, a), to vSak on nemdze ovplyvnit. Teda, dokonalost
vzhladom na podhry je kritérium, ktoré jeden z hra¢ov nebude ignorovat pri analyzo-

vani situécie.

.-"-’-' -\_\--"'-\_
A B
v v
Hrac2 Hrac1:0
Hracz: 2
4%
/
a ]

v v

Hrac1: -1 Hrac1: 1
Hrac2: 1 Hrac2: 1

"' 0%  *96%

OBR12. - zédkladny herny experiment

Pozrime sa na to ako sa darilo nas§im Iudskym hra¢om. Pod kazdou vyplatou sa
nachidza percentudlne znézornenie uskuto¢neného pozorovania. Z 25 hracskych dvojic
(teda z 25 hier) 24 hier (96%) skoné¢ilo v SPNE. To znamend, 7ze hraci neuverili hrozbe
a racionalne sa rozhodli pre spravnu akciu. Jedina dvojica (4%) sa vychylila z ekvilib-
ria. MoZe to byt sposobené obycajnou [udskou omylnostou alebo sympatiami v danej
dvojici. Samozrejme, tito hru hrala kazda dvojica prave raz s tym, ze som neumoznil
dohody pred samotnou hrou ziadnej dvojici. Tymto experimentom som zac¢al moje po-
zorovania, kedZe som tuto hru povazoval za vstupny jednoduchy priklad, na ktorom si

hraci osvojili ako hrat takéto hry a k ¢omu to vyustuje.

V kontraste, uvazujme dal$iu hru na OBR.13.

V tejto hre, sa moézme tiez hned zbavit niektorych NE, ktoré niesu dokonalé vzhla-
dom na podhry. Strategicky profil ((A4, D),b) definuje NE, v ktorom druhy vyber hraca
1 (t.j. D) nie je doveryhodny. Paradoxne, hra¢ 2 by rad uveril, ze tato akcia je opti-

méalny vyber pre hrac¢a 1 na jeho poslednom rozhodovacom uzle. Na druhej strane, ak
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hra vyzaduje koncept dokonalého ekvilibria vzhladom na podhry, tak jediné pripustné
také equilibrium je ((B,C),a). (Dodato¢ne sa v tejto hre nachadza aj NE v ¢istych
stratégiach - ((B, D), a), toto v8ak nie je dokonalé equilibrium vzhladom na podhry,
aj ked indikuje rovnaké vyplaty ako ((B,C),a).) v tomto jedinom pripustnom equilib-
riu kazdy hra¢ obdrzi vyplatu 1. To je vSak menej ako 2 pri NE ((A, D),b). Avsak, ak
st hradi racionalni so v§eobecnym rozhladom, st nuteni do equilibria ((B, C),a).

Ako uz bolo vysvetlené, zaklad konceptu dokonalého equilibria vzhladom na podhry
je ten, Ze definujeme NE vo v8etkych moznych podhrach bez ohl'adu na to ¢ sa do danej
podhry dostaneme alebo nie. Kazdy uzol hry (t.j. vrchol, v ktorom sa hra¢ rozhoduje)
definuje informa¢nt mnozinu. Tieto hry sa volaji hry s uplnou informéaciou, v ktorych
kazda akcia v kazdom bode indukuje podhru pricom kazdy hrac je plne informovany o

historii a vie, v ktorom vrchole sa nachadza.

¥
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raci:
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hracz: -1 hrac2: 3
: 4% +36%

OBR.13 - dalsi herny experiment

Znova 25 hernych dvojic sa zucastnilo tejto hry. Kazda dvojica hrala hru préave
raz, neumoznil som hricom ziadne dohody pred hrou. Vysledky boli zaujimavé. K
jedinému dokonalému ekvilibriu vzhladom na podhry inklinovalo len 56% dvojic. U
ostatnych 44% dvojic vyustila hra mimo ekvilibriovej cesty. V 36% Hra¢ 1 v dvojici

naletel na neddéveryhodny prislub zo strany hréca 2, ¢o prinieslo hracovi 2 najvyssi
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zisk, zatial ¢o hracovi 1 nulu. Dalej si véimnime, e len jedna dvojica (4%) sa dostala
k vzajomne najlepSej pozicii, kazda s vyplatou 2. To sa da interpretovat omylnostou
hraca 2 alebo tym, ze hrac¢ 2 veri v neskorsSiu hrozbu zo strany hraca 1. Tato hrozba je
vSak znova nedoveryhodnd, kedZe racionalny hrac¢ 1 si vyberie v poslednom uzle akciu
C. Experiment vSak ukézal, ze tato hrozba nie je az tak neddoveryhodna, kedze jeden
hra¢ sa pre nu rozhodol, tym padom potopil seba aj stipera a obidvaja isli do minusu.
Takéto spravanie sa da chapat ako premotivovane pomstychtivé, ktoré ani jednému
hracovi neprinisa ziadny uzitok, ale prave naopak.

Pri tejto hre som rozmyslal: ¢o keby som dovolil hra¢om tstne sa dohodnut pred
hrou, resp. vytvorit fiktivnu kooperéaciu. Hradi sa tustne dohadovali pred hrou, v ramci

toho, dostat sa k vyplate 2 pre kazdého hréaca.

¥
hraci: 1 _ a
hrac2: 1 / \
' 20% “R
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: 12% +32%

OBR.14 - herny experiment rozsireny o tistnu dohodu pred hrou

Vidime, ze tstna dohoda nijako neovplyvnila 20% skalnych racionélnych hréacov,
ktori spravne predpokladaju, Ze ziadna ustna dohoda eSte ni¢ nezarucuje, kedze ju
hra¢ 2 moze hocikedy porusit. Dalsich 36% hracov sa ukazuje ako poctivi hraci, ktori
svoje dohody plnia. Zvysil sa v§ak pocet hier, ktoré konéia zéaporne pre obe strany (aZ
14%). Interpretacia tohto javu je jednoduchéa: u hrac¢a 1 stipa pomstychtivost, kedze

hrac¢ 2 porusil dohodu. Zvysnych 30% bolo zmierenych (hra¢ 1 v dvojici) s porusenim
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zmluvy. Tito hraci 1 sa daju v kontraste s pomstychtivymi chapat ako hraci s chladnou
hlavou, ktori sa rozhodni pre mensSie zlo.

Porovnanie tychto dvoch experimentov (bez tstnej dohody a s hou) hovori o tom,
7e ked prinesieme hra¢om moznost ustnej dohody (‘iliziu’), ktorda nemé z ¢isto raci-
onalneho hladiska ziadny vyznam, tak dvojice sa zacinaju vychylovat z jediného SPNE
a pravdepodobnost, Ze hra skon¢i mimo ekvilibria je o dost véicésia. (V naSom pripade

20% kon¢i v ekvilibriu a zvysnych 80% sa rozlezie mimo.)

4.2 Altruisti v stonozke

[lizia vo forme nezaviznej tstnej dohody sa javi ako zaujimavy ndastroj na ovplyvio-
vanie rozhodnuti, presvedceni a racionality hracov.

Uvazujme novy herny experiment v tvare stonozky na OBR.15. Opat 25 dvojic
hracov hra tito hru len raz, pricom nie st dovolené Ziadne dohody. Pre tento Spe-
cidlny experiment som oslovil novych hracov, ktori nepoznaju iltziu tstnej dohody a
st nezavisli. Keby som uvazoval predoslych hracov, tak vysledky by boli skreslené kvoli

nadobudaniu skidsenosti hracov pocas hrania experimentov.
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Hrac20  Hracz2  Hracz1  Hracz100
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OBR.15 - stonozka

Co sa da vyzistit z tejto hry po 25 hrach? Jediné SPNE tejto hry je podla tedrie
stratégia D pri prvom rozhodovacom uzle. Teda podla Nashovej logiky a aplikovani
spatnej indukcie sa 52% dvojic s tym stotoziuje. U zvySnych 48% dvojic vidime pokusy
dostat sa k vyssiemu zisku, ktoré su vSak hned uzemnené hra¢mi 2 v dvojiciach, ktori
volia moznost D (32%dvojic). Len dve dvojice sa dostali aspon po §tvrty uzol, kde

vysoké vyplata uspokojila aspon hraca 2. A len dvaja hraci 1 hrali vZdy moznost A.
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Toto vytustenie experimentu moézme pochopit rozne. Zakladna vec, o ktoru sa opiera
moj nazor stoji v tomto pripade na cieloch hry. Hra¢ moze o tejto hre uvazovat dvomi
sposobmi. Bud mé prvotny ciel hry porazit druhého hrac¢a alebo méa prvotny ciel ziskat
z hry ¢o najviac a na zaklade toho sa odvija aj jeho vyber akcii.

Porovnajme si tato hru s rovnakou hrou, ale s moznostou, ze sa hraci pred hrou

tstne dohaduju ohladom toho, ¢o najdlhsie v hre zotrvat. (OBR.16)
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OBR.16 - stonozka s tistnou dohodou

Ilizia tstnej dohody znovu ovplyvnila vyvoj hry, vidime Ze hraci sa menej boja
oddat hre. Ak uvazujeme hru v Case, tak jeho plynutim postupne vypadavaju dvojice,
na Stvrtom uzly ukonc¢i hru najvicsie percento dvojic pre vysokiu vyplatu u hraca 2.
Hra sa vak pri tomto experimente krajsie rozlozi pozdlz celej stonozky.

Preco je to tak? Jedna racionalna odpoved, ktora mi prichddza na um je ta, Ze
vyplaty v mojich experimentoch s rydzofiktivne, to znamend, ze ak by iSlo o realne
peniaze, tak Tudia by k danej situacii pristupovali inak. Dalsou odpovedou moze byt aj
typ [udi v hre, ti ktori sa neboja rizika, respektive ti velmi optimisticky uvazujuici, inak
oznacovani aj ako altruisti. Altruisti preferuja ako ciel vys$iu vyplatu pred vyhrou alebo
prehrou v danej hre v zmysle vyssej ¢i nizsej vyplaty v porovnani s druhym hracom.
Takito hra¢i moézu aj o svojich siperoch uvazovat s urcitou pravdepodobnostou, ze st
altruisti a podla toho sa rozhodovat. Ak st obidvaja hraci altruisti, mohli by to zistit
hned po druhom rozhodovacom uzle, kedze obaja hraci pokra¢uju v hre, vedia to uz

aj medzi sebou a maju najlepsi nabeh zahrat hru k najvyssim vyplatam.
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4.3 Racionalita pri zmene vyplat

Sila spéitnej indukcie je prezentovand na experimente na OBR.17. Prvy hrac¢, ktory
zaCina hru si vyberd medzi bezpec¢nou akciou B a riskantnou akciou R. Ak si vyberie
R, tak pride na rad druhy hra¢, ktory si vybera z moznosti P potrestania obidvoch
hracov alebo moznosti N, ktora vedie k optimalnemu SPNE. Mame v tejto hre este
jedno NE - (B,P), ktoré vsak nie je SPNE. Druhy hra¢ nemé ziadny dévod vychylit sa z
(B,P), pretoze potrestanie sa objavuje mimo ekvilibriovej cesty. A Koncept dokonalosti
vzhladom na podhry vylu¢uje toto NE, kedzZe ocakava racionalne spravanie v kazdej
podhre.

Znovu uvazujme 25 dvojic, ktoré buda hrat tito hru prave raz. Ziadnu dohodu

vopred uz neuvazujeme.

Hrac1: 100 /_,/ :“a

HracZ: 60 P N
1
4% / \
Hrac1: 30 Hrac1: 110
Hracz: 20 Hrac2: 80
3
i)
0% 96%

OBR.17 - povodna hra bez zmenenych vyplat

Vidime takmer dokonalé racionalne spravanie u nasich hracoch, a zaroven len jedna
dvojica (4%) sa vychylila pravdepodobne dosledkom omylnosti alebo chvenia. Zatial je
to v poriadku. Podme v8ak brat vyplatu ako parameter, ktory moézme zvysit tak aby

neovplyvnil ekvilibria. Pozrime sa ako si v tejto hre po¢inalo 25 dvojic (OBR.18).
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Hrac2
Hrac1: 100 / ~.

v l\
Hrac2: &0 P M
1
60% / \
Hrac1: 30 Hrac1: 110
Hrac2; 79 Hrac2: 80
2 3
12% 28%,

OBR.18 - hra s novou vyplatou

Jedind zmena je pri vyplate hraca 2 pri akcii potrestat, td sa zvysila tesne pod
hodnotu 80. Vyber akcii indikuje, ze hraci 1 neveria, ze hraci 2 su racionalni a skoro
dve tretiny z nich sa uchyli v bezpeci ekvilibria, ktoré vsak nie je SPNE! Pri¢om len
necela tretina hier dospeje k vzhladom na podhry dokonalému ekvilibriu. Dalsou ziste-
nou zaujimavostou je, ze ked vynéasobime vSetky vyplaty va¢sou konStantou vytvorime
dojem u hracov 1 stale viac upustat od toho ¢i veria v racionalitu hracov 2. A preto
oplati sa nam verit v racionalitu ostatnych hracov? To je otazka pre kazdého z nas.

Na zaver tychto hernych experimentov uvazujme hru na OBR.19. V predoslej hre
nemal hra¢ 2 ziadny dovod potrestania, kedze z akcie R mal zisk aj samotny hrac 2.

V nasledujucej hre vSak hra¢ 2 nadobudne dévod na potrestanie, kedze akcia R
mu prinesie nizsSiu vyplatu v obidvoch pripadoch, nez akcia B a zato by chcel hraca
1 potrestat. Tato hra méa znovu dve NE, jedno je (B,P),a druhé je (R,N). Aplikaciou
dokonalosti vzhladom na podhry prvé ekvilibrium vylu¢ujeme a ostane nam SPNE -
(R,N).

Na OBR.19 na dalsej strane je vystup hier 25 dvojic. Hrozbe z potrestania uverilo

len 8% dvojic, zatial ¢o racionalny zvysok skoné¢il v SPNE.
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Hr:
Hrac1; 100

Hrac2: 80 P N
o /N
Hrac1: 70 Hrac1: 110
Hracz: 20 Hrac2: 70
* 0% P 92%
OBR.19

Podme tuto hrozbu z potrestania trosku vykristalizovat zmenou vyplaty tak aby

sme znovu neposkodili ekvilibria na OBR..20.

Hr:
Hrac1: 100

Hrac2: 80 P N

' 44% / \
Hrac1: 70 Hrac1: 110
Hrac2: 69 Hrac2: 70
1 32% P 24%

OBR.20 - vyburcovanie iracionalneho potrestania

Tato hrozba vystragila hracov 1 natolko, Ze sa skoro necela polovica schyluje k
bezpetnej volbe B. Zvy$na polovica sa rozdelila medzi raciondlnych hracov (24%) a

pomstychtivych (32%). St nedéveryhodné hrozby skuto¢ne nedéveryhodné?
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Pri tychto experimentoch sme si porovnévali uceleni Nashovu teoériu s experimen-
tami v realite. Vidime, Zze v mnohych pripadoch sa teoria vychyluje od praxe. Jedno-
ducho povedané racionalita v skuto¢nom svete nedosahuje troven aku predpokladaju
herni teoretici Nash a spol. Dostali sme sa ku kontrastu medzi Standardnou tedriou a

skuto¢nim spravanim hracov.
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Zaver

Cielom diplomovej préace bolo priblizit zosilhovacie koncepty Nashovho ekvilibria.
Zadefinovali sme si potrebné predpoklady hernej teorie a uviedli Nashove ekvilibrium.
Predstavili sme si rozne typy zosilneni a postupy ako ich aplikovat. V hernych experi-
mentoch sme potom dali do kontrastu teoreticky herny zdklad a realitu. Ukazuje sa, ze

redlny svet sa nesprava dostato¢ne racionalne vzhladom k ucelenej racionélnej teorii.
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