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Abstrakt

Wagnerova, Erika: Pouzitie metod semidefinitného programovania v optimal-
nom navrhovani experimentov. [Diplomova pracal. Univerzita Komenského v Bratisla-
ve. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; Katedra aplikovanej matematiky a Statis-
tiky.

Vedici diplomovej prace: Mgr. Lenka Filova, Phd.

Bratislava: FMFI UK, 2013. /43 s./

Cielom tejto prace je vypocet aproximativneho navrhu (A-optimélnych a V-optimal-
nych navrhov) experimentu s linedrnym modelom pomocou semidefinitného programova-
nia. Je zndme, Ze hladanie A-optiméalneho ndvrhu mozno formulovat ako problém semidefi-
nitného programovania, teda je mozné riesit ho v polynomickom ¢ase. KIt¢ovou myslien-
kou je ukédzaf, Ze po vhodnej parametrizacii je V-optimalny navrh ekvivalentny A-
optimalnemu. Vypocet V-optimalneho navrhu je ekvivalentny vypoctu A-optimalneho
navrhu pre parametrizovany model. Formulacia pomocou semidefinitného programova-
nia je vyhodna, pretoze umoznuje do tlohy zahrnit dodatoéné konvexné ohranicenia na
navrh, ako napriklad margindlne ohranicenia a ohranic¢enia na cenu. Problém vypoctu V-
optimalneho navrhu pomocou semidefinitného programovania ilustrujeme na prikladoch
ako st polynomicky model, central composite design a kvadraticky model s marginalnymi

ohraniceniami a ohranic¢eniami na cenu.

Klti¢ové slova: semidefinitné programovanie, A-optimalny navrh, V-optimalny névrh,

reparametrizacia modelu, marginalne ohranicenia, ohranicenia na cenu.



Abstract

Wagnerova, Erika: Using semidefinite programming methods in optimal design
of experiments. [Master’s thesis|. Comenius University Bratislava. Faculty of mathe-
matics, physics and informatics; Department of applied mathematics and statistics.
Supervisor: Mgr. Lenka Filova,Phd.

Bratislava: FMFI UK, 2013. /43 p./

The aim of this work is to compute approximate experimental design (A-optimal
and V-optimal design) for linear regression models by semidefinite programming. It is
well known that, the A-optimal design problem can be cast as semidefinite programming
problem. Thus it can be solved in polynomial time. The key idea is to show that V-
optimality is equivalent to A-optimality under a particular parametrization. Computing
V-optimal design is equivalent to computing A-optimal design for parametrization of
the model. The formulation of optimal design as semidefinite programming problem has
advantage that we can easily include convex constraints on the design, for instance the
marginal and cost constraints. Problem of computing V-optimal design by semidefinite
programming is illustrated with examples such as polynomial model, central composite

design and quadratic model with marginal and cost constraints.

Keywords: semidefinite programming, A-optimal design, V-optimal design, parametriza-

tion of model, marginal constraints, cost constraints.
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Uvod

Semidefinitné programovanie (SDP) patri do triedy tloh konvexného programovania a
zjednocuje niekolko Standardnych optimaliza¢nych problémov, ako napriklad linedrne a
kvadratické konvexné programovanie. Jedna sa o minimalizéciu linearnej funkcie vzhladom
na linedrnu kombinéciu symetrickjch matic, ktora spliia nelinedrnu podmienku kladnej
semidefinitnosti. SDP bolo pocas 90. rokov 20. storocia jednou z najaktivnejéich oblasti
vyskumu optimalizacie. Dovodom tejto popularity bol hlavne rozvoj efektivnych algorit-
mov, metdd vnitorného bodu, ktoré konverguju k optimalnemu rieseniu v polynomickom
¢ase v kombinacii s mnozsvom aplikécii, kde SDP mozno pouzif na rieSienie NP-tazkych
problémov. SDP nachadza vyuzie v oblastiach ako kombinatorickd optimalizacia, op-
timalne riadenie a v neposlednom rade optimalny navrh experimentov. Je zname, Ze
napriklad kritéria A- a E-optimality je mozné formulovat ako tlohu SDP. Takéto for-
mulacia navySe umoziiuje zahrnif do ulohy dodato¢né konvexné ohranicenia na navrh,
napriklad na celkovi cenu experimentu.

Cielom tejto prace je aplikovat metédy semidefinitného programovania v situédciach,
kde zlyhavaju gradientné metédy vypoctu optimalneho navrhu (napr. V-optimélny navrh,
tloha s dodatoénymi ohrani¢eniami na navrh). Nésledne tieto postupy ilustrovat na
konkrétnych modeloch, pricom sa zaoberame len linedrnymi regresnymi modelmi.

Praca pozostava zo styroch kapitol. V prvej kapitole sa zaoberame tedriou optimal-
neho navrhovania experimentov. Druha kapitola je venovana zakladnej teérii semidefinit-
ného programovania a formulacii kritérii optimality pomocou konvexného programova-
nia. Tretiu kapitolu venujeme vztahu A-optimality a V-optimality. Ukazujeme, za akych
podmienok mozno kritérium V-optimality previest na kritérium A-optimality, a teda
riesit ako lohu SDP. Inymi slovami po vhodnej parametrizacii pévodného modelu vieme
kritérium V-optimality formulovat ako kritérium A-optimality v novom modeli. Stvrta
kapitola pozostava z prikladov, kde ciefom je najst V-optimalny navrh pre modely ako st
polynomicky model stupna d na intervale, kvadraticky response surface model s doda-
to¢nymi ohrani¢eniami na celkovii cenu experimentu a marginadlnymi ohranic¢eniami a

central composite design.



1 Optimalne navrhovanie experimentov

V tejto kapitole sa obozndmime so zakladnou tedriou optimalneho navrhovania experi-
mentov. Definujeme si linearny model a uvedieme niekolko predpokladov, ktoré sa s
tymto modelom spajaji. Vysvetlime rozdiel medzi exaktnym a aproximativnym navrhom
a uvedieme ich zéapis. Uvedieme niekolko kritérii optimality, ktorym sa budeme venovat

aj v dalsich kapitolach. Tedriu sme Cerpali z [2] a [11].

1.1 Linearny model

Majme experiment, ktory pozostéava z N merani. Nasim cielom je ¢o najpresnejsie odhad-
nat vektor nezndmych parametrov 5. V bodoch x1, s, ..., x, uskutoénime ry,rs, ..., 7,

merani premennej y, pricom » ., 7, = N . V tychto bodoch nameriame hodnoty y(z;):

y(x;) = fx)'B+e, i=1,...,n, (1.1)
kde y(z;) je pozorovanie v bode x;,  je m-rozmerny vektor neznamych parametrov,

flx)T = (fi(xy), fa(xi), ..., frm(2))T st zndme funkcie, ktoré st spojité na X.
g; je ndhodna chyba v i-tom merani. Predpokladame, Ze chyby jednotlivych merani st

nekorelované t.j.:

0 ak i=7
E(g;)=0 pre i=1,....,n a cov(g,¢;)= )
o ak i#j
Linearny model (1.1) je mozZné zapisat maticovo:
y=F3+e¢, (1.2)
kde
n f1($1) f2($1) fm(ﬂﬁl) fT($1)
Y2 fi(za)  fa(z2) .. fin(x2) [T (x2)
y = . , F= . . . . = . )
Yn filxn)  fo(xn) oo fr(zn) fT(xn)
B €1
g = 6,2 , €= 6,2
Brm En
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Ako sme uz spominali, S je vektor neznamych paramerov, ktory mozno odhadnuft

pomocou metddy najmensich stvorcov. Odhad B je teda rieSenim optimalizacnej tlohy:
i —FB|| = min(y —F8)"(y — FB) = min y'y — 2y "FB + (FB)"(F 1.3
in [ly — F5|| = min(y — F5)"(y —Ff) = min yy — 2y Ff + (F5) (Ff)  (13)
Derivovanim (1.3) dostaneme systém normélnych rovnic:
FTFp =FTy

Za predpokladu, ze F s rozmermi n X m je nendhodnd matica s plnou hodnostou t.j.

h(F) = m, odhad vektora parametrov bude mat tvar:
§=(F'F)'Fly
O strednej hodnote a variancii odhadu /3 plati:
E() =6, Var()=o*F"F)",

pricom ak nasim cielom je porovnavanie niekolkych nédvrhov jedného experimentu, hod-
nota o2 nie je podstatna, pretoze tato hodnota bude pre vsetky navrhy konkrétneho

experimentu rovnaka. Pre podrobnejsie vysvetlenie problematiky pozri [11].

1.2 Navrh experimentov

Majme model y(x) = By + S1x1 + [axs + € a checeme néjst D-optimalny névrh (pozri
1.3.3) na mnozine X = [—1,1], pricom N je pocet merani. D-optimalny navrh urci, ze

polovicu merani mame uskuto¢nif v bode x = —1 a polovicu merani v bode x = 1. Pre

N
2
N nie je parne, situdcia sa komplikuje a vysledny navrh bude zavisiet od hodnoty V.

N péarne to znamend, ze v bode x = —1 aj v bode x = 1 uskutocnime & merani. Pokial

Predpokladdme, ze z1,x9,...,2, € X, kde X oznacuje vyberovy priestor experi-

mentu, pricom X je kompaktna mnozina. = oznacuje mnozinu vSetkych navrhov na X.

Definicia 1.1. Exaktny ndvrh pre N merani v n roznych bodoch definujeme ako mieru

T T2 Ce e
gN = )
ri/N ro/N ... r,/N
kde r; su celé cisla poctov merani v bodoch x; a plati Z?:l ri=N.

Definicia 1.2. Informacni maticu exaktného ndvrhu pre N merani definujeme ako

FTR B Z_Zn:l Tzf(l’z)f(%)T

N N

F' je matica z linedrneho modelu (1.2).

M(¢n) =

11



V praxi potrebujeme pracovat s exaktnymi navrhmi. Problém néajdenia optiméalneho
navrhu experimentu sa zjednodusuje na hladanie aproximativneho navrhu, ¢im zaned-
béame podmienku celoé¢iselnosti poc¢tov merani v bodoch z;. Potom je moZné néjst z
aproximativneho navrhu exaktny za pomoci celoéiselnej aproximécie (napr. Pukelsheimova

zaokruhlovacia metdda pozri [12]).

Definicia 1.3. Aproximativny ndvrh je vyjadreny mierou & na X, ktord v n réoznych

5 ry X2 ... Tp
= )
w; W2 ... Wy

kde &(x;) = w; st vdhy v bodoch x;, pre ktoré plati

bodoch definujeme ako

=1

€ je pravdepodobnostnd miera, preto musi pre nu platit podmienka fx &(dx) =1.

Definicia 1.4. Informacni maticu aprozimativneho ndvrhu definujeme ako
M(©) = [ flanfla)e(de) = - wifai) i)
X i=1

Varianciu odhadu odpovede y mozno zapisat nasledovne

Var{j(z)} = Var{f"(z)B8} = fT(z)Var{B}f(z) = o*f (x)(FTF) " f(x).

Pri porovnévani roznych navrhov experimentu je ¢asto uzitocné varianciu preskélovat

2

vzhladom na o* a vziaf do itvahy podet opakovani experimentu N, ¢im dostavame vari-
)

an¢nua funkciu X
Var{y(x)}

o2

d(x, &) = N

Definicia 1.5. Varianénd funkcia exaktného navrhu je definovand ako

d(z,&n) = flx)" M~ (Ex) f().

Definicia 1.6. Variancénad funkcia aprozimativneho ndvrhu je definovand ako

d(z,8) = f(x)" M~ (&) f ().

12



1.3 Kiritéria optimality

Na zéklade kritérii optimality sa rozhodujeme, ktory navrh je pre nas dostatocne dobry.
Tedria pontka Siroku gkalu kritérii optimality. Mnohé z nich st nazvané podla pismen

abecedy. My upriamime pozornost len na niekolko z mnoha kritérii. Viac napriklad v [2].

Definicia 1.7. Kritériom optimality nazijvame funkciu
U {M} — (0,00),

kde M je oznacuje mnozZinu vsetkych informacnych matic.
Ndvrh £ je W—optimdlny prdve vtedy, ked " = argmaxeez V{M (§)}.

M (&%) nazgvame V-optimalnou informacnou maticou.

Symbolmi S, a ST ozna¢me mnozinu symetrickych kladne definitnych resp. kladne

semidefinitnych matic typu m x m.
Definicia 1.8. Kritérium ¥ je pozitivne homogénne, ak spliia podmienku
U(al) =a¥(C) VC eS8y a>0.
Vlastnost pozitivnej homogenity potrebujeme, aby sme mohli korektne definovat efi-
cienciu navrhu, ktortt budeme potrebovat na merianie kvality navrhu.

Definicia 1.9. Eficienciu ndvrhu & vzhladom na kritérium ¥ definujeme nasledovne

o W(M(©))
e FMNY) = S 0

Uvedieme si niekolko najznamesich kritérii optimality, ktoré st v praxi najcastejsie

pouzivané (D- pripadne A-optimalita) a doplnime ich o dalsie kritéria, ktoré sa daju

formulovat ako ulohy konvexného programovania (LP, SDP, maxdet).

1.3.1 A-optimalita (,,average”)

Kritérium A-optimality je definované ako
0 ak M € ST\ ST,

m(tr(M(£)~1)~t ak M € S™..

A-optimalny néavrh minimalizuje sticet variancii odhadov parametrov

DA(M(E)) = minZA;l,

A(M(E)) =

kde A\; © = 1,...,m st vlastné hodnoty informacnej matice.

13



1.3.2 c-optimalita

Zaujima nas odhad linedrnej kombinécie parametrov modelu t.j. ¢! 3 s miniméalnou vari-
anciou, kde ¢ € R™ je znamy vektor konstant a [ je vektor neznamych parametrov.
KedZe maximalizacia kritéria by v tomto pripade nemala vhodni interpretaciu volime
pristup minimalizicie a optiméalny névrh £* hladdme ako argument minima. Kritérium

c-optimality je definované ako

00 ak ¢ nepatri do stlpcového priestoru M
U (M(E)) =

var ¢ oc CM(€)~'e  ak ¢ patri do stipcového priestoru M.

Kritérium mozno formulovat ako alohu LP [7].

1.3.3 D-optimalita (,,determinant”)

Toto kritérium je jedno z najdolezitejsich a najcastejSie pouzivanych v praxi. D-optimalny

navrh £* maximalizuje

0 ak M € ST\ ST,

Sp(M =
(M(£)) det(M (€)™ ak M € STy

Pripadne mozZno pouzit konvexnu verziu kritéria, kde sa minimalizuje
Dp(M(€)) = — In(det M(£)).

D-optimalny nédvrh minimalizuje zovSeobecnentu varianciu odhadov parametrov
m
Op(M(€7) =min [ [ A7,
i=1

kde \; s vlastné hodnoty informacnej matice. D-optimalny navrh je invariantny vzhladom
na nedegenerované linedrne transformécie t.j. D-optimalny ndvrh modelu y(z) = 37 f(z)
je totozny s D-optimalnym navrhom modelu y(z) = (8A)T f(z), kde det A # 0.

1.3.4 E-optimalita (,,eigenvalue” alebo ,,extreme”)

E-optimalny navrh maximalizuje najmensiu vlastni hodnotu informacnej matice t.j.
maximalizuje

0 ak M € ST\ ST,

Amin(M(€)) ak M € ST,

Pp(M(E)) =

14



1.3.5 V-optimalita (,,variance”)

Kritérium minimalizuje priemernt varianciu na oblasti R, pricom priemerovanie robime
vzhladom na pravdepodobnostné rozdelenie i na oblasti R. Opiit kvoli vhodnejSej in-

terpretdcii optimalny navrh &* budeme hladaf ako argument minima. Kritérium bude

X
vyzerat

Dy (M()) = /R (@M €) f (x)uldr) = /R A, €)pu(de). (1.4)

Tomuto kritériu sa budeme podrobnejsie venovat v kapitole 3.

15



2 Semidefinitné programovanie

V tejto kapitole sa budeme venovat zékladom problematiky semidefinitného programova-
nia (alebo SDP). Sformulujeme Standardna tlohu SDP a jej dudlnu tlohu, vysvetlime
zakladné principy duality v SDP a naznac¢ime niekolko aplikécii SDP. Pre viac informacii
pozri napriklad [1], [3], [4] alebo [13].

Zaujem o $tadium SDP vzrastol hlavne vdaka objaveniu novych aplikacii v rdznych
oblastiach ako napriklad kombinatorické optimalizdcia (MAX CUT problém), tedria op-
timalneho riadenia, Statistika, optiméalne navrhovanie experimentov (viac v [3] alebo [13])
v kombinacii s rozvojom novych efektivnych algoritmov pre riesenie iloh SDP pomocou

metdd vnutorného bodu, ktoré k optimalnemu rieseniu konverguji v polynomickom case.

2.1 ZovsSeobecnenie ulohy linearneho programovania

[13] uvéadza, ze na tlohu SDP sa da pozrief ako na rozsirenie tlohy linedrneho pro-

gramovania (LP)

min 'z

x
alr==b, i=1,...,m
x>0
Podmienka nezapornosti x > 0 je v pripade SDP nahradena zovSeobecnenou nerovno-
stou vzhladom na priestor kladne semidefinitnych matic. Vdaka tejto nelinedrnej pod-
mienke je SDP ovela vSeobecnejsie ako LP a Siroku $kalu konvexnych tloh mozno for-

mulovat a velmi efektivne riesit ako tilohu SDP.

2.2 Formulacia tlohy SDP a jej dualnej tlohy

V tdlohe SDP optimalizujeme linedrnu funkciu symetrickej matice X, vzhladom na m
linearnych maticovych nerovnosti za podmienky kladnej semidefinitnosti matice X . Takato
podmienka je sice nelinearna a nehladka, ale konvexna.

Problém mozno zapisat v tvare

min CeX
AZ‘.X:bi, izl,...,m (21)
X >0

16



X € 8", ¢o je priestor symetrickych n xn matic, b € R™ je znamy vektor, matice A; € S™
a C' € S" s tiez zname.

Nerovnost X > 0 zna¢i obmedzenie matice X na kladne semidefinitni maticu, ohranice-
nie 7 > 7 indikuje Lownerove parcialne usporiadanie t.j. pre realne symetrické matice
A a B plati ze, A = B (A = B), ked matica A — B je kladne definitna (kladne

semidefinitnd). Zapis C' @ X oznacuje skalarny sucin symetrickych matic C' a X

C o X — tT’(CTX) == ZCUXZJ
i3
Vsimnime si, Ze ak matica X by bola diagonélna, tloha (2.1) sa redukuje na tlohu LP.

Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladdme v tlohe (2.1) symetrickost matic C' a A;.
Ak by C nebola symetricka, bolo by mozné maticu C v (2.1) nahradit maticou £(C+C7),

ktora uz symetrickd je. Kedze

CoeX =tr(CT"X) =tr(CTX)) =tr(XC) = tr(CX) = CT o X,
tak
B CeX+CTeX B

5 CelX.

1
§(C -+ CT> o X
Obdobné argumentéacia plati aj pre matice A;.

Predpoklad symetrickosti ndm umoznuje formulovat dualnu tlohu k (2.1) v nasle-

dovnom tvare

max i blyz
=1

=1

S>=0

(2.2)

premené y € R™ a S € S". Bez ujmy na vsSeobecnosti predpokladame, ze A; pre i =
1,...,m su linedrne nezdvislé. Vsimnime si, ze S = C — > " A;y;, preto tlohu (2.2)

mozno zapisat aj v tvare
m
max E bzyz
i=1

C—iAiyiio

i=1

(2.3)
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Podobne ako tloha LP, tak aj tlohu SDP moZno zapisat v roznych formach. My sme
uvieli jej Standardnta formu, ktoréd je jednou z mnohych. Niekedy moze byt podmienka
kladnej semidefinitnosti aplikovana na linearnu kombinéciu viacerych matic, ako naprik-
lad v (2.3), inokedy sa méze v tlohe vyskytnit podmienka nezapornosti pre skalarne pre-
menné alebo Lownerova nerovnost pre maticové premenné. Mozeme mat obmedzenia na
kladnti semidefinitnost na niekolko maticovych vyrazov, pripadne kombinaciu niekolkych
alebo vsetkych uvedenych ohranicenii naraz. Taktto tlohu je mozné potom previest na
standardnia tlohu SDP, obyc¢ajne zavedenim novych premennych, ¢i uz skalarnych alebo
maticovych, pripadne zavedenim novych ohraniceni. Viac o formulacii primarnej a dual-

nej ulohy v SDP v [1] a [13].

2.3 Dualita v SDP

Na zaciatok tejto podkapitoly si zavedieme niekolko ddlezitych oznaceni, ktoré budeme

neskor potrebovat:

e p* resp. d* su optimélne hodnoty tloh (2.1) resp. (2.3).

e Uloha (2.1) je pripustna, ak mnozina {X € S"|A; e X =b; i=1,...,m, X =0}

je neprazdna.
e V opac¢nom pripade je (2.1) nepripustna.
e Uloha (2.3) je pripustna, ak mnozina {y € R™|C — >_7" A;y; = 0} je neprazdna.
e V opac¢nom pripade je (2.3) je nepripustna.

e Infimum na praznej mnozine definujeme ako +oo t.j. ak je tiloha (2.1) nepripustné,

tak p* = +o0.

e Suprémum na prazdnej mnozine definujeme ako —oo t.j. ak je tloha (2.3) nepri-

pustna, tak d* = —oo.

e Primérna tloha (2.1) je neohranicend, ak inf{C e X|A; ¢ X =b;, i=1,...,m, X =

0} je rovné —oo.
e Duaélna tloha (2.3) je neohranicena, ak sup{b”y|C' —>""", A;y; = 0} je rovné +oc.

Pre zjednodusenie formulécie uloh SDP zavedieme nasledovné znacenie:

Ak A je p x ¢ matica, potom vecA je vektor dizky pg, vytvoreny zo stipcov matice A
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nasledovne

1. NechA= | a1 ay ... a, |,kdeay, as,...a,s0 stlpce matice A dizky p, potom
a1
a
vecA = ?
a

q

2. Ak v je vektor dlzky pq, potom Mat,,v je px g matica, ktorej i-ty stlpec je vytvoreny
z (i — 1)p + 1-teho az ip-teho prvku vektora v.

Napriklad stistavu rovnosti
A;eX =0, pre i=1,...,m mozno jednoducho zapisat ako

AvecX = b,

kde A je matica typu m x n? t.j.

vec’ (A) by
A= vec’ (Ay) b= by
vecl (A,,) bm

Vdaka polyédrickému charakteru pripustnej mnoziny, tedria duality v LP predstavuje
velmi silny vysledok. Optiméalne hodnoty primérnej a dudlnej ilohy v LP st vzdy rovnaké,
aZ na patologicky pripad, ked obe tlohy st nepripustné. Treba si uvedomit, Ze vysledky
duality v pripade SDP st slabsie, ¢o uvidime nizsie. Slaba veta o dualite a silnad veta o

dualite pre SDP je podobné ako v LP. Uvedieme ich znenie.

Veta 2.1. Nech X je lubovolnd pripustnd matica primdrnej ulohy (2.1) a nech vektor y
je lubovolny pripustny vektor dudlnej wlohy (2.3). Potom C e X > bly.

Veta 2.2. Nech p* resp. d* oznacuji optimdlne hodnoty uloh (2.1) resp. (2.3). Potom
p* =d*, ak platia nasledujice podmienky:

1. Ak primdrna tloha (2.1) je striktne pripustnd, t.j. mnoZina {X € S™|AvecX =
b i=1,...,m,X > 0} je neprdzdna.
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2. Ak dudlna tloha (2.3) je striktne pripustnd t.j. mnoZina {y € R™|C' —Mat(ATy) =

0} je neprdzdna.

Je dolezité uvedomif si tskalia tedrie duality v SDP. Z vety o dualite 2.2 vyplyva, Ze
pri poruseni lubovolnej podmienky nemusi platit p* = d*, ktord v LP plati. V kontraste
s tedriou duality v LP je aj fakt, Ze v SDP mozno dosiahnut nenulovii duélnu medzeru.

Duélnu medzeru v SDP mozno zapisat ako

p—d=CeX-by=CoeX-) yAdeX=(C-> yA)eX=5eX.
i=1 i=1

Pokial plati slaba veta o dualite 2.1 a primarna aj dudlna tloha su striktne pripusté,
potom duélna medzera S e X = 0.

V suvislosti s dualitou eSte spomenieme vetu o komplementarite, ktorej znenie je ana-

logické so znenim vety o komplementarite v LP.

Veta 2.3. Nech X* je pripustné riesenie primdrnej ulohy (2.1) a y* je pripustné rieSenie
dudlnej tilohy (2.3). Nech S* = C — Mat(ATy*). Potom X* a y* st optimdlne riesenia
primdrej a dudlnej ulohy prave vtedy, ked X*S* = 0.

Pre hlbsie pochopenie tedrie semidefinitného programovania pozri [1], [13] a [4].

2.4 Formulacia kritérii optimality pomocou konvexného

programovania

Niektoré z problémov optimélneho navrhovania experimentov mozu byt formulované a
efektivne riesené ako uloha konvexného programovania, ktoré zahrnaju aj tlohy SDP
a maxdet. Takato formulacia je velmi vyhodna vtedy, ked kritérium optimality nie je
diferencovatelné (napr. E-optimalita), a teda nie je mozné pouzit gradientné metddy.
Formulécie tiloh optiméalneho navrhovania experimentov pomocou SDP ¢i maxdet navyse
umoznuju velmi jednoducho do tlohy zahrniat dodato¢né konvexné ohrani¢enia na navrh.
Viac o problematike v [3].
Predpokladajme diskretizaciu oblasti X = {x1,...,z,} a oznaéme vdhy w; = &(z;).
Névrh je teda vektor simplexu S, = {w € R" : w; + ...+ w, = L,wy,...,w, > 0}.
A-optimalny navrh

Maximalizicia stopy inverzie informac¢nej matice modelu sa d4 formulovat ako tloha
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SDP

m

min Z t;

i=1

n T
1 W; J\T; €T; €;
S @) e\ o
GZT tz
weES,,
kde m je pocet neznamych parametrov v modeli, t; i=1,....ma )\ i=1,...

nezname a e; € R™ je i-ty jednotkovy vektor.

Prevod na ilohu SDP. Vychéddzajme z tlohy hladania A-optimélneho névrhu

min tr(M(€))

weES,.

Diagondlne prvky matice M~!(£) moZno zapisat v tvare

M€ =e M (e, i=1,...,m.

i

(2.4)

(2.5)

Kritérium zapiSeme v tvare min > .7, el M~1(£)e;. Zavedenim pomocnych premennych

i=1"1

t1,...,t, uloha (2.5) nadobudne tvar

Teda

Aplikujeme kritérium kladnej semidefinitnosti pre Schurov doplnok.

A B
Veta 2.4. Nech X = .
BT C

Ak A = 0, potom X = 0 <= Schurov doplnok C — BTA7'B > 0.
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Po tejto prave problém hladania A-optimalneho navrhu nadobuda tvar tlohy SDP

D-optimalny navrh

Maximalizacia determinantu informacnej matice modelu

maxdet

sa d4 formulovat ako tloha

min In det(z w; f () f(z:)") ™"

wES,.

E-optimalny navrh

E-optimélny ndvrh maximalizuje najmensiu vlastnit hodnotu informac¢nej matice M ().

Problém najdenia E-optimalneho ndvrhu moZno preformulovat do SDP nasledovne

max t

iwif(xi>f<xi>T =t

wES,.
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3 A-optimalita vs. V-optimalita

Kritérium A-optimality a V-optimality sme uz definovali v podkapitole 1.3. V tejto kapi-
tole sa budeme venovat podrobnejsie vztahu medzi tymito dvoma kritériami a uvedieme
sposob akym mozno kritérium V-optimality previest na kritérium A-optimality, a teda

problém riesit pomocou SDP.

3.1 V-optimalita

Kritérium (1.4) minimalizuje priemernu varianciu odozvy vzhladom na pravdepodobnos-
tné rozdelenie i na oblasti R. Kritérium sa v literature uvadza pod nazvom I-optimalita
(kvoli ,, Integrated”) alebo V-optimalita (kvoli ,, Variance”). Numerickd hodnota kritéria
(1.4) sa oby¢ajne odhaduje pomocou priemerovania variancie na diskretizacii oblasti R.
Hladanie V-optimalneho névrhu teda vedie na diskretizaciu kritéria (1.4) [2].

KedZe kritérium V-optimality minimalizuje priemernt varianciu odpovede vzhladom
na oblast R, jeho pouzitie mé vyznam pri response surface navrhoch. Predmetom zaujmu
je prave odozva, ktora je ovplyviiovana p kvantitativnymi faktormi. Odozva je spojita
kvantitativna premennd a priemerna odozva (mean response) je hladkd nezndma funk-
cia p faktorov. Tieto faktory nadobidaji redlne hodnoty. Graficky je priemerna odozva,
ako funkcia kombinacie p faktorov, je p + 1 rozmerna plocha, ktora sa nazyva response
surface. Viac o response surface navrhoch v [2] a [6].

V dalsich prikladoch a aplikacidch volime pravdepodobnostné rozdelenie p rovnomerné

alebo normélne. Ak predpokladdme diskretizaciu R v r bodoch, tak u(x;) = % pre
@7
rovnomerné rozdelenie a yu(z;) = \/%76*7 pre normélne rozdelenie.

Informac¢nii maticu mozno zapisat v tvare

M(§) = szf(l'z)fT(fUz)

Diskretizaca kritéria (1.4) bude mat teda tvar

=1

min/ FH @) M) f(@)plde) m miny  paws) 1 () (O wjf () £7 (5)) 7 f ).
R =
Za dodato¢nych obmedzeni na vahy optimaliza¢nd tloha bude maf tvar

min Z /L(l'z)fT(ZUz)(Z wjf(%)fT(l'j))ilf(xi)
i=1 J=1 (3.1)
w e S,.

Ulohu (3.1) mo#no riesit napriklad pomocou funkcie fmincon v programe MATLAB.
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3.2 Formulacia V-optimality ako L-optimality

V tejto podkapitole uvedieme za akych predpokladov a ako mozno kritérium V-optimality
previest na kritérium A-optimality.
Nech L = [, f(x)f(x)" u(dx) je kladne semidefinitnd matica, potom (1.4) je Specidlnym

pripadom tzv. kritéria L-optimality

U (M(€)) = tr{M(§)L}, (3.2)

kde L je m x ¢ matica s hodnostou , h(L) = s < ¢, pozri [2].
Ak L je m x m matica s plnou hodnostou , h(L) = m, potom L mozno vyjadrit v

tvare L = AAT, kde A je m x m matica s hodnostou m, a teda

tr{M ()L} = tr{M~(§)AA"} = tr{AT M~ (£) A} (3.3)
PodTa (3.3) kritérium V-optimality mozno formulovat ako Wy (M (€)) = tr{ AT M~1(£) A}.
Vsimnime si, ze pokial by A = I, tak (3.3) sa redukuje na kritérium A-optimality.
3.3 Parametrizacia linearneho modelu (1.1)

Formulécia kritéria V-optimality pomocou kritéria L-optimality (3.3) nds navadza na
myslienku parametrizacie pévodného linearneho modelu. Uloha hladania V-optimalneho
navrhu pre povodny linedrny model sa meni na hladanie A-optimalneho névrhu pre
parametrizovany model, teda na problém SDP. Vysledny A-optimalny navrh pre parametri-
zovany model bude zodpovedat V-optimalnemu ndvrhu pre povodny model.

Predpokladajme, ze mame navrh v n réznych bodoch s vektorom vyslednych vah w € R"

t.j.
1T T2 ... Tp

g - { } '
wp Wy ... Wy

Majme linearny model, pre ktory chceme najst V-optimalny navrh

y(x;) = flo) ' B+e, i=1,...,n. (3.4)

Nech parametrizovany model, pre ktory chceme néajst A-optimalny ndvrh mé tvar
y(e) = gle) vy +e, i=1,...,n (3.5)

Informac¢né matice prislichajice danym modelom budeme oznacovat
M (&) = Zwif(ifi)f(l’i)T a M) = Z wig(xi)g<xi)T-
i=1 =1
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Kritéria optimality prislichajice danym modelom vyzeraji nasledovne
Ty (My(§)) = tr{A"M; () A} a Wa(M,y(§)) = tr{ M, (§)}.

Potrebujeme néajst vhodnt parametrizaciu, aby vysledny V-optimélny a A-optiméalny
navrh pre model (3.4) a (3.5) boli zhodné, teda chceme

Wy (My(8)) = Wa(M,y(€))
tr{ATM; () A} = tr{M;" ()}
ATMH A = M ()

Vhodnt parametrizaciu ndm pomoze najst nasledujica veta.

Veta 3.1. Nech f(z) a g(x) su vektory regresnijch funkcii v modeloch (3.4) a (3.5). Nech
L= [ f(x)f(x)"pu(dr), L = AAT a A je m x m matica s plnou hodnostou. Potom ak
g(z) = A7 f(z), tak M, (€) = ATM(€)A.

Dokaz. M;(&) = >0 fla) f(z)TE(x;)

= 3 AT ) S (A7 )
Teda

]

Pre parametrizaciu modelu (3.4) potrebujeme poznat maticu A, kedze mé plna hod-
nost a plati L = AAT, mozno ju Tahko najst napriklad pomocou Choleského rozkladu
matice L. Maticu L vypocitame ako L = [, f(x)f(x)" ju(dz). Vysledny navrh je invari-

antny na spdsob vypoctu matice A, pretoze z vyjadrenia V-optimality ako L-optimality
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priamo vyplyva, Ze pre volbu A je dolezitd podmienka L = AAT.
Uloha, ktort rieSime ma tvar
min tr{ATM1(&)A} - min tr{M~*({)AAT} - min tr{M‘l(ﬁ)L}‘
weE S, weE S, weE S,

3.4 Eficiencia A-optimalneho a V-optimalneho navrhu

S cielom merat kvalitu konkrétnych A-optimélnych resp. V-optimalnych nédvrhov zavedieme
definicie ich eficiencii (viac v [11]). Toto v8ak vyzaduje splnenie podmienky pozitivne;j
homogenity z definicie 1.8 pre konkavnu verziu A-optimalneho kritéria W4 (M (&)) =
m(tr(M(€)71))~! a V-optimalneho kritéria Wy (M (€)) = tr{ATM1(£)A}.

Definicia 3.1. Relativnu A-eficienciu ndvrhu & vzhladom na ndvrh ¢ definujeme ako
r(M(Q)

tr(M=1(¢))
Definicia 3.2. Relativnu V-eficienciu ndvrhu & vzhladom na ndvrh ¢ definujeme ako
tr(ATM1(Q)A)
tr(ATM1(¢)A)

Pozitivna homogenita oboch kritérii je zrejmé vdaka vlastnosti stopy matice

effa(€l¢)

ef fv(€l¢) =

tr{aX} = atr{X},

kde a € R a X je stvorcova matica.

3.5 Formulacia V-optimality ako SDP

Ukézali sme si, ze V-optimalitu je za istych podmienok mozné formulovat ako L-optimalitu
a nasledne pomocou parametrizacie modelu formulovat ako A-optimalitu. Uloha SDP,

ktort budeme riesit je modifikiciou (2.4) a bude vyzerat
min Z t;
i=1

( S w AT () )T (AT e ) (3.6)

=0, i=1,....,m

T

wES,.

Takéato ekvivalencia je uzitocna, kedze existuju dostupné algoritmy na hladanie A-
optimalneho navrhu napr. pomocou SDP a ako sme uz spomimali v podkapitole 2.4, v
takomto pripade je mozné zakomponovat do tlohy dodato¢né konvexné ohrani¢enia na

névrh.
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3.6 Parametrizacia response surface modelu

Butler v [5] uvadza, ze vdaka jednoduchym parametrizacidm A-optimdlne kritérium a
V-optimalne kritérium st pre polynomicky response surface model ekvivalentné, co je
Specialny pripad parametrizacie, ktora sme ukazali my v podkapitole 3.3 pre R = X a
p(x) rovnomernt mieru.

Majme polynomicky response surface model stupna M s k faktormi

y(x) = Z Brajtay? ... xt = Z Brfr(x), (3.7)

res res

T .. _
,r=(r1,ra,. ..

kde y(z) je priemerna odozva (mean response) v bode x = (z1, za, ..., Zx)
aS={r:r—+...+r <M}
O ekvivalencii A-optiméalneho a V-optimalneho kritéria po parametrizacii modelu hovori

nasledovné veta [5]:

Veta 3.2. V-optimalita a A-optimalita si pre response surface model (3.7) ekviva-
lentné, ak regresné funkcie f.(x) pre r € S si ortonormdlne v priestore L*(R,u(x))

tg. Jo fi(@) fe(z)p(z)dz = 61, kde 05, je rovné jednej ak j =k a inak je rovné nule.

Veta 3.2 zahtfnia mnoho parametrizacii response surface modelu a jednou z nich je
aj Legendrova parametrizacia, ktora je Specidlnym pripadom pre rovnomerné pravde-
podobnostné rozdelenie p(x) na kocke R = [—1, 1]*.

Je zndme, Ze integral normalizovanych Legendrovych polynémov stupiia r, P.(z), na
1

intervale [—1, 1] s pravdepodobnostym rozdelenim p(x) = 5 je rovny jednej t.j.

1
/ P.(x)P,(x)=dx = 1.
1) 2

Specialny pripad vety 3.2 pre Legendrove polynémy m4 nasledovné znenie [5]:

Dosledok 3.1. Pre rovnomerné pravdepodobnostné rozdelenie p(x) na kocke [—1,1]"

V-optimalita je po Legendrovej parametrizacii modelu ekvivalentd A-optimalite.
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4 Priklady a aplikacie

V tejto kapitole na niekolkych prikladoch ilustrujeme vypocet V-optimélnych navrhov
pomocou semidefinitného programovania ako napriklad kvadraticky model na Stvorci,
polynomicky model, kvadraticky model za marginalnych ohraniceni a ohranic¢eni na cenu
experimentu a central composite design. V niekolkych prikladoch okrem V-optimélneho
navrhu uvedieme pre porovnanie aj A-optimalny navrh. Vsetky vypocty boli preve-
dené pomocou programu SeDuMi, ktory riesi optimaliza¢né problémy nad symetrickymi
kuzelmi, teda aj ulohy SDP [14].

4.1 Legendrova parametrizacia pre kvadraticky model

na intervale [—1, 1]

Majme model
y(z) =B f(z) +e=Bo+ iz + foa” +e.

Nasim cielom je overif, ¢ parametrizicia uvedend vo vete 3.1 s rovhomernym pravde-
podobnostym rozdelenim na intervale [—1, 1] je totozné s Legendrovou parametrizéciou
modelu, pozri [5].

Parametrizacia modelu podla vety 3.1 méa tvar

1
glr) = A" f(@)=A"" | = |,

IL‘2

pricom L = AAT a L= [_, f(x)f(x)"%(dz). Konkrétne:

1 0 0,334
L= 0 0,334 0 )
0,334 0 0,2

1 0 0
A= 0 0,578 0 |,
0,334 0 0,3
1 0 0
Al = 0 1,73 0 , ateda
~1,12 0 3,35
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1
g(x) = 1,73
3,35x% — 1,12
Uvedené regresné funkcie ¢1(x), go(z) a gs(x) st na intervale [—1, 1] a pri rovhomernom
pravdepodobnostnom rozdeleni ortonorméalne polynémy vzhladom na priestor £2([—1, 1], %)

teda spliiaju podmienku

1 1 0 aki#j
/ ;

gi(x)g;(x) 5 dr =
1 1 aki=7.
Je znéme, Ze prvé 3 normalizované Legendrove polynémy na intervale [—1,1] pre

rovnomerné pravdepodobnostné rozdelenie p(x) maja tvar:

Py(z) =1, Py(z) =3z, Pyz)= \/g(SxQ —1). (4.1)

Po vykonanej parametrizacii modelu, g(z) = A7!f(x), regresné funkcie g;(z), g2(x) a
g3(z) predstavuji prvé tri normalizované Legendrove polynémy.Parametrizacia modelu
je ekvivalentna s Legendrovou parametrizaciou , teda podla vety 3.1 V-optimalny navrh
modelu na intervale [—1, 1] je po parametrizacii ekvivalentny s A-optimalnym navrhom.
Ulohu hladania V-optiméalneho navrhu mozno riesit ako tilohu SDP podla (3.6).
V-optimalny navrh pri rovnomernej pravdepodobnostnej miere na [—1, 1] pre poly-

nomicky model druhého stupna ma tvar

e 0 1
0,2512 0,4977 0,2512]
Vysledok je v stlade s tvrdenim pre exaktny navrh, ktoré uvadza [9]:

Veta 4.1. Nech N =4p+q, p € N, ¢ € {—1,0,1}, N # 5. Potom V-optimdlny ndvrh

pre N merani pre kvadraticky model na [—1,1] je dany:

—1 0 1
{ p 2p+q p}'
4.2 Legendrova parametrizacia pre kvadraticky model
na Stvorci [—1,1)?
Majme model
y(z) = Bo + i1 + Paxa + B + Baos + Prazia + €, (4.2)
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T
kde x = ( T1 T ) , r1,x9 € [—1,1]. Cielom je overit, ¢i parametrizacia modelu uve-
dend v podkapitole 3.3 na oblasti R = [—1,1]* s rovhomernym pravdepodobnostnym
rozdelenim p(x) je ekvivalentna s Legendrovou parametrizaciou modelu. Parametrizacia

modelu ma tvar:

1
X1

g@) =A@y =a| 7
22

T1T2

pricom L = AAT a L= f[_171]2 f(z) f(z)" dz. Konkrétne

1 0 0 0,334 0,334 0
0 0,33 0 0 0 0
L 0 0 0,334 0 0 0 |
0,334 0 0 0,2 0,112 0
0,334 0 0 0,112 0,2 0
0 0 0 0 0,112
1 0 0 0 0
0 0,578 0 0 0 0
e 0 0 0,578 0 0
0,334 0 0,299 0 0 ’
0,334 0 0 0 0,299 0
0 0 0 0 0 0,334
1 0 0 0 0
0 1,73 0 0 0 0
e 0 0 1,73 0 0 0 o teda
~1,118 0 0 3,347 0 0
~1,118 0 0 3,347 0
0 0 0 0 2,994
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1
1,732
1,73,

3,352 — 1,12
3,35z2 — 1,12

2, 5I1$2

Uvedené polynémy g;(x) pre i = 1,...,6 st na mnoZine [—1,1]* a pri rovhomernom

pravdepodobnostnom rozdeleni ortonormalne vzhladom na priestor £2([—1,1]%, 1), teda

2
I rl 1 0 aki#j
//gi(x)gj(a:)zdxldm:
1/ 1 aki=j.

Kedze polynémy st ortonormélne na £*([—1,1]?, 1), parametrizacia g(z) = A~!f(z) je
v stilade s tedriou parametrizacie response surface modelu na kocke [—1, 1]¥ podla vety
3.2.

Dimenzia tejto tlohy SDP sa d& vyrazne redukovat. Presnejsie, ako uvadza Heiligers v
8], majme grupu permutacii a zmien znamienok G na R* a grupu G = {Q, : g € G},
ktort tvoria také matice Q,, ze f(g(x)) = Q,f(x) pre vSetky z € G. Nech mnozina

vSetkych ndvrhov X je invariantnd vzhladom na G t.j.
g(X)=AX prevsetky ge€g
a nech kritérium optimality je invariantné vzhladom na G t.j.
U(M) =V (QMQT) pre vietky M € M vietky Q € G,
potom kazdy pripustny ndvrh &€ ma informaénd maticu invariantnd vzhladom na G t.j.

QM(§)Q" = M(€) vietky Q € G.
Kazdy invariantny navrh kvadratického modelu na k—rozmernej kocke mé body su-

, k . [
portu definované ako | J;_, E;, priom E; pozostava z

) 2! vektorov s i suradnicami
i

rovnymi +1 a k — [ stradnicami rovnymi 0. V nasom pripade to znamena, ze optimalny
aproximativny navrh kvadratického response surface modelu na $tvorci [—1, 1]2> mé& body
suportu v {(z1,x2) : ¥; € {—1,0,1}}, a teda pri hladani optimalneho navrhu sa staci
obmedzif na tieto body.

Vysledny V-optimalny navrh je zobrazeny v tabulke 1. Pre porovnanie vysledkov
uvadzame v tabulke 2 tiez A-optimalny.

Nase vysledky st v stlade s vyslednym V-optimalnym navrhom pre kvadraticky

model na §tvorci [—1, 1], ktory uvadza [5].
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T; w;
(£1,=£1) | 0,011
(0,0) | 0,2703
(£1,0) |0,0913
(0,+1) |0,0913

Ti %
(£1,+£1) | 0,1288
(0,0) 0,1039
(£1,0) | 0,0952
(0,£1) | 0,0952

Tabulka 1: V-optimélny ndvrh pre

kvadraticky model na $tvorci [—1, 1]%.

Obr. 1: V-optimélny navrh pre kvadra-

ticky model na $tvorci [—1,1]?

Tabulka 2: A-optimalny navrh pre

kvadraticky model na $tvorci [—1, 1]%.

1 . ...................... . ....................... .

0 . ....................... . ...................... .

T ® ®
1 DI 1

Obr. 2: A-optiméalny navrh pre kvadrati-

cky model na §tvorci [—1, 1]?
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4.3 V-optimalny navrh pre polynomicky model stupna d na
intervale [—1, 1]

Majme polynomicky model stupna d
y(z) = Bo + Bz + Boz® + ... + Bz’ + €. (4.3)

Nagim cielom je pre tento model najst aproximativny V-optimalny névrh na oblasti
X = [-1,1] pomocou SDP tak, ako sme uviedli v podkapitole 3.3. Predpokladajme
diskretizéciu intervalu [—1,1] v n bodoch t.j. X = {—-1 = zy,29,...,2, = 1} potom

tloha, ktort budeme riesit, bude mat podla vzoru (3.6) tvar

d+1

min g t;
i=1

v w AT f(zy DT(AHT e
6? tz
weES,,
kde f(x) = (1,z,2%, ..., 2%)7T je vektor regresnych funkcii. Maticu A ziskame pomocou

Choleského rozkladu matice L, ktord ma tvar

L= /[] F(@) f (@) (),

kde p(z) je normélne pravdepodobnostné rozdelenie.

Na obrazku 4.3 st zobrazené V-optimélne navrhy pre polynomicky model stupna
2,3,4 a b na intervale [—1, 1].

Vdaka tomu, ze sme pri vypocte uvazovali diskretizaciu intervalu [—1, 1], vo vysled-
nom navrhu mozno pozorovat, Ze niekolko bodov suportu je umiestnenych tesne vedla
seba (obrazok 4.3, d = 3,4,5). S cielom lokalizovat body suportu pre spojity interval
[—1,1], a nie jeho diskrétnu verziu, ndjdeme vazenu linedrnu kombinaciu tychto parov.
Majme dvojice po sebe nasledujicich bodov a k nim prislichajice vahy &(z;) = w; a

&(xi11) = wiy1. Poziciu bodu #; ndjdeme ako vaZenu linedrnu kombinéaciu

_ 1
T = ———— (Wi + Wi Tig1),
Wi + Wity

pricom novéa véha £(z;) = w; + w;y1. V-optimalne navrhy pre diskretizaciu n — oo st

zobrazené na obrazku 4.3.
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d=2

0,5268
0,2366 0,2366
T T T
-1 0 1
d=3
0,2519 0,2519
0,1444 0,1037 0,1037 0,1444
T 1 I: T
-1 -0,44 0,44 1
d=4
0,3038
0,2092 0,2092
0,1005 'LU,U3S4 '|' 0.0384_']' 0,1005
T T
-1 -0,64 0 0,64 1
d=5
0,1891 0,1891
0,0758 0,0926 0,0839 0.0526 0.0526 0,0899 0,0926 0,0758
-1 -0,76 -0,28 0,28 0,76 1

Obr. 3: V-optiméalny navrh pre polynomicky model stupiia d na intervale [—1, 1].

34




d=2
0,5268
0,2366 0,2366
T [ T
-1 a 1
d=3
0,3556 0,3556
0,1444 0,1444
-1 -0,4258 04258 1
d=4
0,2476 0,3038 0,2476
0,1005 -|- 0,1005
: T T .
-1 -0,6369 0 0,6369 1
d=5
0,2417 0,2417
0,0758 0,1825 0.1825 5758
. T T T T _
-1 -0,7501 -0,2756 0,2756 0,7501 1

Obr. 4: V-optimalny navrh pre polynomicky model stupnia d na intervale [—1, 1], n — co.
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4.4 Proces zhustovania uranového paliva

Majme uranové tyce pripravené na pouzitie v atomovej elektrarni ako palivo. Kazda
ty¢ obsahuje urdnové pelety s nejakou Specifickou hustotou. Délezitou stcastou procesu
je spekanie uranovych peliet, ktoré musia maf urc¢it hustotu, ale aj pdrovistost. Za
tymto Gc¢elom sa na zaciatku procesu pridavaju aditiva, vdaka ¢omu sa formuju péry na
peletach.

Model, s ktorym budeme pracovat je kvadraticky s dvoma vysvetlujicimi premennymi

y = Bo + Bzl + Bias + Py + Boa + Prawiwa + €.

Vektor regresnych funkcii bude vyzerat f(z) = (1,2%, 23, z1, To, 1172)" .

Pri experimente uvazujeme dve premenné z; a xs:

1. x je podiatocna hustota v 392 pozorovanych tyciach od 94, 9% do 96, 7% , konkrétne
X1 =1{94,9;95,1;95,2;95,3;95,4; 95, 5; 95, 6; 95, 7, 95, 8; 95, 9; 96, 0; 96, 1; 96, 2; 96, 3;
96, 4; 96, 5; 96, 6; 96, 7}.

2. x5 predstavuje percento aditiva UsOg, mnozina X, = {0, 10, 20}.

Vyberovy priestor experimentu X je dvojrozmernd diskrétna sief s rozmermi 18 x 3 t.j.
(2 )ex()

) Xy
Proces zhustovania urdnového paliva a jeho aproximativny D-optimalny névrh hlbgie
popisuje [10].
Dodato¢né marginalne ohrani¢enia na pocty tyci
Charakter experimentu si vyzaduje pridanie dodato¢nych ohraniceni na pocty tyci do
ulohy. Pre kazdu ty¢ s poc¢iatocnou hustotou d;, 7 = 1, ..., 18, mame k dispozicii konkrétny
pocet kusov tyci n;. VSetky pocty st uvedené na obrazku 5. Pre nas to znamena zahrnutie
dodato¢nych marginlnych ohraniceni na pocty kusov ty¢i do tlohy. Podla [3] zahrnutie

takychto dodato¢nych ohrani¢eni do illohy SDP je mozné zrealizovat velmi jednoducho.

Ozna¢me vektor poctov kusov tyc¢i s pociato¢nou hustotou d;,i = 1,...,18 ako n =
Xy 94.9 95.1 95.2 953 95.4 955 95.6 95.7 95.8
n 1 3 14 59 52 29 25 E5) 36
xi 95.9 96.0 96.1 96.2 96.3 96.4 96.5 96.6 96.7
") 29 36 38 12 10 8 2 3 3

Obr. 5: Zasttpenie pociatoénych hustdt pre 392 tyci [10]
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(n1,ma,...,mg)T, pricom celkovy pocet tyéi N = Zil n; = 392. Mame k dispozicii 54
mreZzovych bodov, v ktorych mozno merat a na vyber 18 réznych pociatoénych hustot
ty¢i. Kazdej z hustot d; zodpovedaju tri vahy £(d;,0),£(d;, 10) a £(d;, 20), ktoré urcuju
aku Cast z ty¢i s pociatocnou hustotou d; obohatit 0%, 10% resp. 20% aditiva. Tieto
vahy dokopy musia spliat podmienku, Ze k dispozicii mame presne n; ty¢i s poc¢iatocnou

hustotou d;. Tieto marginalne ohrani¢enia budi mat tvar
£(di, 0) + £(di, 10) + £(dy, 20) = ”N i=1,...,18

Ohranicenia na celkovi cenu experimentu
Vdaka jednoduchosti zahrnit dodato¢né ohrani¢enia do tlohy SDP sa moZeme zaoberat
aj ohrani¢enim na celkovi cenu experimentu. Predpokladajme, ze mame obmedzeny
rozpocet na realizaciu experimentu cenou TC a obohatenie o jedno percento aditiva U3Og
stoji jednu penaznu jednotku. Ohranicenie na celkovii cenu experimentu bude potom
vyzerat

18 18

10 ) © N¢(d;, 10) + 20> NE(d;, 20) < TC.
i=1 i=1
Hladanie A-optimalneho névrhu aj s dodatoénym ohrani¢enim na celkovi cenu ex-

perimentu vedie na tlohu SDP
min Z

(M(f) )zo, i=1,...,6
T

6
ti
=1
€;
€ tz
f(di,ﬂig) ZO, izl,...,54, T9 € {0,10,20}

> D idim) =1

22€{0,10,20} i=1

(4.4)

n;

=5 i=1...,18

18 18
10 ) © N&(d;, 10) +20 Y © N¢(d;, 20) < TC
i=1 i=1
Kvoli numerickym problémom bolo nutné urobit nasledovnu transforméciu dat
r1:0— —1
10— 0
20—1
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A

2o(i) = $2(@)/—\E(x2)

Var(zs)

Na obrazkoch 6, 7 a 8 mame znazornené aproximativne A-optimélne navrhy pre tlohu

(4.4) na dvojrozmernej sieti pre rozne T'C'. Velkost sivych diskov je timerné velkosti vah
v danych uzlovych bodoch. Navrh, ktorého merania sa priblizne rovnomerne rozdelené
medzi obohatenie o 20%, 10% a 0% aditiva pre pociato¢ni hustotu d;, postupne so znizu-
jucou sa hranicou sa celkovil cenu experimentu zvysuje vahy v ,,lacnejsich” uzloch na tkor
uzlov, kde sa obohacuje o 20%. Pri zniZeni celkovej ceny experimentu o 70% z povodne;j
ceny 3930 s najvacsie vahy v uzloch, kde sa neobohacuje, ¢o je najlepsie pozorovatelné
a ds = 95,4. V uzloch, kde nie je k dispozicii taky velky pocet ty¢i do = 95,1 st vahy
rozvrhnuté rovnomerne.
Navrh bez ohraniceni na celkovii cenu experimentu je zhodny s navrhom s ohrani¢enim
na celkovil cenu experimentu 7'C' = 3930. Takato cena experimentu je najnizsia mozna,
s akou dosiahneme maximalnu informaciu. V pripade zniZenia tejto hranice o polovicu,
TC = 1965, je eficiencia ndvrhu vzhladom na A-optiméalny navrh bez ohranicenia na
cenu 0, 78, teda polovi¢né naklady na experimentu nés stoja stratu 22% informécie. Pri
zniZeni ceny experimentu o 70% A-optiméalny navrh dosahuje eficienciu vzhladom na A-
optimalny navrh bez ohranicenia na cenu 0,57. Pri redukcii ndkladov na experiment o
70% sa stéle zachovava viac ako 50% informaécie.

Hladanie V-optimalneho navrhu vdaka parametrizécii ilohy (4.4) vedie opét na tlohu
SDP

€ tz

6
min Zti
i=1
AT M f)(A_l)T €;
T
&(d;, 0

(
7)) >0, i=1,...,54, = € {0,10,20}

(4.5)

Z Zf(di,l’z) =1

22€{0,10,20} i=1

£(d;, 0) + £(d;, 10) + £(d;, 20) = "N i=1,...,18

18 18
10 ) © N&(d;, 10) +20 Y NE¢(d;, 20) < TC

=1 i=1

38



ok P RPN N N T T YOO SN SN W SN SN IS SN S N
i) I ........... , _____ ............, _____ ..... _____ ____________

u— ___________ ............. _____ _____ ____________

A T S R TN N S SN N S SR S SR SR SR SR S
949 951952053054 955 0565 057 058 950 95 O51 952 053 95.4 UG5 U5 057

Obr. 6: Vysledny A-optimélny navrh pre tlohu (4.4) s ohranienim na celkovi cenu

experimentu 7'C' = 3930

20 ESUURURS RN S SUSP ST S S S SO0 SP-GONF SO ST SON S S SN

[}

_ ___________ ............. _____ _____ ____________

i i i i i i i i i i i i i i i | | |
94.9 95,1 552 953 954 855 956 957 958 958 95 961 962 963 954 565 966 967

Obr. 7: Vysledny A-optimélny navrh pre tlohu (4.4) s ohranienim na celkovii cenu
experimentu T'C' = 1965, redukcia nakladov o 50%

0k . ........... ,. ..... . ..... ,, ..... + ..... . ..... .o . ..... . ..... .. ..... .. ..... . ..... , ..... 4 .............

u_ ..... .“.......... ..... ..... ..... , ............

] ] I I I I I ] ] ] I ] I I I ] ] ]
949 0R1 952 953 9540955 056 057 058 959 OF OR1 952 953 964 965 056 OR7

Obr. 8: Vysledny A-optimélny navrh pre tlohu (4.4) s ohranienim na celkovi cenu

experimentu T'C' = 1179, redukcia nakladov o 70%
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Maticu A ziskame pomocou Choleského rozkladu matice L, ktora méa tvar

L= /m(x) [(@) (@) (),

kde p(x) je rovnomerné pravdepodobnostné rozdelenie. Parametrizacia, ktort sme vyko-
nali mé tvar g(z) = A~ f(x), teda tiloha hladania V-optimalneho ndvrhu pre povodny
model s vektorom regresnych funkcii f(x) sa po tejto parametrizacii meni na hladanie
A-optimalneho navrhu pre parametrizovany model s vektorom regresnych funkcii g(x),
ako uvadzame v (4.5).

Obrazky 9, 10 a 11 st grafickym znézornenim aproximativneho V-optimalneho navrhu
s ohranicenim na celkovil cenu experimentu na 3930, 1965 a 1179 penaznych jednotiek.
Podobne ako v pripade A-optimalneho navrhu s ohrani¢enim na celkovi cenu experi-
mentu 3930 aj V-optimalny navrh s takymto ohranicenim je tento névrh zhodny s V-
optimalnym navrhom bez ohrani¢enia na celkovii cenu experimentu. Opéaf moZno po-
zorovat jav, Ze s postupnym znizovanim 7T'C' sa vahy prestvaji do uzlov, kde obohaco-
vanie aditivom Us3Og stoji menej resp. ni¢. V pripade znizenia ohranicenia na celkovii
cenu experimentu o 50% eficiencia vzhladom na V-optimalny navrh bez ohranicenia na
cenu experimentu je rovna 0, 86, teda pri uspore nakladov o polovicu sa stale zachovava
86% informaécie. Pri zniZeni ohrani¢eni na celkovii cenu experimentu na 30% je eficiencia
V-optiméalneho navrhu vzhladom na V-optiméalny navrh bez ohranicenia na cenu experi-

mentu rovna 0, 69.
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Obr. 9: Vysledny V-optimélny navrh pre tlohu (4.5) s ohranienim na celkovi cenu
experimentu 7'C' = 3930

o] IS S FAS SN SF GUNNF S0 SNPGRS S S O SN S
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o

S T N NN NN NN U U NN NN T NN S U N N
949 951 952 953 954 955 056 957 958 950 95 951 952 963 954 U55 956 U5 7

Obr. 10: Vysledny V-optimélny névrh pre tlohu (4.5) s ohrani¢enim na celkovii cenu
experimentu T'C' = 1965, redukcia nakladov o 50%

0 , ........... ... ..... . ..... ., ...... PR ' ..... , ..... . ..... . ..... ... ..... ., ...... ' ..... , ............

I -eeeceeeee. . . ..

i i i i i i i i i i i i i i i i | i
94.9 251 952953 954955 956957 950959 96 951 952963 964 965 966 967

Obr. 11: Vysledny V-optiméalny navrh pre tlohu (4.5) s ohrani¢enim na celkovii cenu
experimentu T'C' = 1179, redukcia nakladov o 70%
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s ficiencia A-optimalneho navrhu s ficiencia V-optimalneho navrhu

Obr. 12: Porovnanie relativnych A-eficiencii a V-eficiencii (vertikdlna os) aproxi-
mativnych névrhov pre rozne redukcie celkovej ceny experimentu 7'C' (horizontélna os)

vzhladom na V- resp. A-optimélny névrh bez ohranicenia na cenu experimentu.

4.5 Central Composite Design

Central composite design je jeden z najznamejsich navrhov druhého stupna. Jedné sa
o navrh, ktory pozostava z n; faktorovych bodov (factorial points), z ny centralnych
bodov (central points) a n, osovych bodov (axial points). Faktorové body nadobtudajt
hodnoty +1 pre kazdy faktor. Osové body st body umiestnené v urcitej vzdialenosti «
od stredu navrhu v oboch smeroch kazdej definovanej osi t.j. ak pracujeme s p faktormi,
tak mame k dispozicii 2p roznych osovych bodov. Oblast X pozostava z 9-tich bodov
{(0,0), (£1, £1), (£, 0), (0, £«)}.

Uvazujme model s dvoma faktorovymi premennymi

y(z) = By + frxr + Poxs + 511$§ + ﬁzﬂg + Brox179 + €.

Nasim cielom je zistif priebeh vah A-optimalneho resp. V-optimalneho navrhu (factorial,
central a axial) pre meniacu sa oblast X t.j. pre rozne hodnoty a. Uloha hladania V-
optimalneho navrhu bola riesena po parametrizacii modelu s vektorom regresnych funkcii
f(z) na g(z) = A~' f(x) pomocou semidefinitného programovania podobne ako v pod-

kapitole 4.4 pre kazdé « zvlast. Maticu A potrebnt pre parametriziciu modelu ziskame
pomocou Choleského rozkladu L = AA" a L = [, f(x)f(x)" u(dz), kde oblast R =
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[—mazx(1, a), maz(1l, )] x [-maz(1,a), max(l,«)] a p(x) berieme rovnomerna a nor-
malnu pravdepodobnostni mieru na oblasti R.

Na obréazku 13 si moZzno vSimnut rovnost vah zodpovedajicim axial a factorial v pri-
pade, ked o = /2. V tomto pripade névrh reprezentuje 8 bodov rovnomerne rozvrhnutych
na kruznici a jeden bod v strede kruznice. Ako uvadza [6], takato volba o = (ny) 1, pri¢om
v nasom pripade ny = 4, zabezpecuje rotovatelnost navrhu (rotatability). Takyto navrh,
nesie rovnaké mnozstvo informéacie o odozve y v rovnakej vzdialenosti d v kazdom smere
od stredu navrhu. Vysledny A-optimalny navrh pre a@ = v/2 je znézorneny v tabulke 3.

Na obrézku 14 si mozno v§imnut, Ze oproti A-optimalnemu navrhu sa krivky zod-
povedajuce priebehu vah vo factorial a axial points pretni o nieco skor, a to v a = 1.
Prislusny V-optimélny navrh pre @ = 1 mozno najst v tabulke 4.

Na obrazku 15 je zobrazeny priebeh vah V-optiméalneho ndvrhu vzhladom na meniacu sa
oblast R pre normalnu pravdepodobnostnti mieru. Mozno si vS§imnut, ze urcité charak-
teristiky priebehu sa zachovali ako napriklad rovnost vah vo factorial a axial points je
tiez priblizne 1 points a podobne vyzera aj zmena priebehu stredového bodu na nenulovii

hodnotu. Névrh pre @ = 1 mozno najst v tabulke 5.
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Obr. 13: Priebeh vah A-optimélneho navrhu pre central composite design s dvoma fak-

torovymi premennymi vzhladom na meniace sa a.

a =2
central | 0,1365
factorial | 0,1079
axial | 0,1079

Tabulka 3: A-optimalny navrh pre o = /2.
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0.1k

|:| ]
0.1 i |

05 074 14 2z

Obr. 14: Priebeh vah V-optiméalneho navrhu pre rovnomernt mieru pre central composite

design s dvoma faktorovymi premennymi vzhladom na meniace sa a.

Tabulka 4:

a=1

central | 0,2697
factorial | 0,0912
axial | 0,0914
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Obr. 15: Priebeh vah V-optimalneho navrhu pre norméalnu mieru pre central composite

design s dvoma faktorovymi premennymi vzhladom na meniace sa a.

a=1,03
central | 0,306
factorial | 0,0866
axial 0,087

Tabulka 5: V-optimalny navrh pre oo = 1, 03.
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Zaver

Cielom préce bolo aplikovat metédy semidefinitného programovania v optimalnom navr-
hovani experimentov, a to najma v tych situaciach, kde klasické pristupy vypoctov op-
timalnych navrhov zlyhavajiu. Tieto postupy sme ilustrovali na niekolkych linedrnych
modeloch, kde tlohou bol vypocet V-optimalneho alebo A-optiméalneho navrhu s moznymi
dodato¢nymi linearnymi ohrani¢eniami na navrh. Vsetky vypocty boli prevedené pomo-
cou softvéru SeDuMi, ktory riesi optimalizacné problémy nad symetrickymi kuzelmi,
teda aj problémy SDP.

Zamerali sme sa predovSetkym na hladanie V-optiméalnych navrhov pomocou SDP.
Ukazali sme, Ze po vhodnej parametrizacii povodného modelu mozno kritérium V-optimali-
ty formulovat ako kritérium A-optimality v novom modeli a riesif ako tlohu SDP.
Parametrizacia vyplyvala z formulacie V-optimality ako L-optimality.

Overili sme, Ze hladanie V-optiméalneho névrhu pre kvadraticky model na [—1, 1] po
vykonani Legendrovej parametrizacie modelu je ekvivalentné s hladanim A-optimélneho
navrhu. Vysledny V-optimédlny navrh pre kvadraticky model na $tvorci [—1,1]? sme
hladali ako A-optiméalny ndvrh po vykonani Legendrovej parametrizicie na oblasti [—1, 1]
Vysledky V-optimalneho navrhu pre kvadraticky model na Stvorci st zname a st v stlade
s naSimi. Pri hladani V-optimélnych navrhov pre polynomicky model stupna d = 2,3,4,5
na intervale [—1,1] v désledku diskretizacie intervalu v n bolo mozné pozorovat, ze
niekolko bodov suportu bolo umiestnenych tesne vedla seba. S cielom lokalizovat body
suportu pre n — oo sme pouzili vazent linedrnu kombinaciu tychto bodov.

Prihliadnuc k interpretécii kritéria V-optimality, najdoélezitejSou aplikdciou bolo hlada-
nie V-optimalneho navrhu pre kvadraticky response surface model. Charakter experi-
mentu si vyzadoval do tlohy SDP zahrnit dodatotné marginalne ohranic¢enia a ohranice-
nie na celkovil cenu experimentu. Vypocty sme realizovali pre rézne ohranicenia na
celkovil cenu experimentu a vysledky porovnali s prislusnymi A-optimalnymi navrhmi.
Takisto sme porovnali relativne eficiencie V-optimalnych a A-optimalnyc navrhov pre
rozne redukcie celkovej ceny experimentu vzhladom na prislugné navrhy bez ohranic¢eni na
celkovu cenu experimentu. Poslednou aplikaciou bol vypocet V-optimalneho navrhu pre
central composite design pre dva faktory. Tu nds zaujimal najméi priebeh vah vzhladom
na postupne meniacu sa oblast X' pre V-optimdlny, ale aj A-optimélny navrh, kde v

priebehoch mozno pozorovat odlignosti.
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Priloha

Proces zhustovania uranového paliva: V-optimalny navrh

s ohranicenim na celkovial cenu experimentu

function Vopt_uran_tc(TC)
%vztup TC je celkova cena experimentu

%A optimalny navrh pre parametrizovany model g=inv(A)x*f

nl [1 3 14 59 52 29 25 32 36 29 36 38 12 10 8 2 3 3]; %pocty tyci
n2
n3

d = 5;

sum(nl); %celkovy pocet tyci

length(nl);

%siet
x = [94.9 94.9 94.9 95.1 95.1 95.1 95.2 95.2 95.2 95.3 95.3 95.3 95.4 95.4...
95.4 95.5 95.5 95.5 95.6 95.6 95.6 95.7 95.7 95.7 95.8 95.8 95.8 95.9...
95.9 95.996 96 96 96.1 96.1 96.1 96.2 96.2 96.2 96.3 96.3 96.3 96.4...
96.4 96.4 96.5 96.5 96.5 96.6 96.6 96.6 96.7 96.7 96.7; 0 10 20 0 10...
20 0 10 20 0 10 20 0 10 20 0 10 20 0 10 20 0 10 20 O 10 20 0 10 20 O...
10 20 0 10 20 0 10 20 0 10 20 0 10 20 0 10 20 0 10 20 O 10 20];

X = x7;
n = size(x,1);
%hceny

cost = x(:,2);

fnormalizacia dat

e = mean(x(:,1));

s = std(x(:,1));

(x(:,1)-e)/s;

[xn, (101 -101-101-101-101-101-101-101-1...
01-101-101-101-101-101-101-101-101-101]1"];

Xxn

Xn

%vypocet matice A, L=AA"t, roznomerna pravdepodobnostna miera,
%R je obdlznik
L = zeros(d+1, d+1);

Li = zeros(d+1, d+1);
rl = xn(1, 1):0.01:xn(n,1);
r2 = -1:0.1:1;

dlzka_rl = length(rl);
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dlzka_r2 = length(r2);

for i = 1:dlzka_ril
for j = 1:dlzka_r2
Li = (1/dlzka_rixdlzka_r2)*[1, r1(i)"2, r2(j)~2, ri(i),...
r2(j), r1(d)*r2(j)1’*[1, r1(i)~2, r2(j)~2, ri(i),...
r2(j), ri(i)*r2(jdl;
L =L + Li;
end
end
%cholesky
A = chol(L, ’lower’);

A_inv=inv(A);

C = sparse(zeros((d+2)*(d+2), d+1));
Ai = sparse(zeros( ((d+1)*(d+2)+n+2+2#n3+1)"2,d+1+n) );
H = sparse(zeros((d+1)*(d+1), d+1));

E = sparse(zeros(n*n, n));

H_pom = sparse(zeros((d+2)*(d+2),d+1));

POM = sparse(zeros((d+2)*(d+2),1));

D = sparse(zeros((d+1)*(d+2)*(d+1)*(d+2), d+1));
M

sparse(zeros(n3°2, n));

Y%vektor b

b = sparse(-[ones(d+1,1); zeros(n,1)]);

Jmatica C
C_wl = sparse(zeros(n));
C_w2 = sparse([1:2], [1:2], [1, -11);
for i = 1:d+1
C(:,i) = vec(sparse([i,d+2],[d+2,i],1));
end
C_diag = mat(C(:,1));
for i = 2:d+1
C_diag = sparse(blkdiag(C_diag, mat(C(:,1))));
end

C_w3 = sparse(diag(nl)/n2);
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C_diag = sparse(blkdiag(C_diag, C_wl, C_w2, C_w3, -C_w3, TC));
%vytvorenie vektora c

c = vec(C_diag’);

%vytvorenie matic Ai
%Ai pre ti
for i = 1:d+1
Ai (((d+1)*(d+2) +n+2+2*n3+1) * ((d+1)*i + i-1) + (d+2)*i , i)=-1;
end
%Ai pre wi
for i = 1:n
H(:,i) = vec(-A_inv*[1, xn(i,1)"2, xn(i, 2)°2, xn(i,1),...
xn(i,2), xn(i,1)*xn(i,2)]’*[1, xn(i,1)"2,...
xn(i, 2)°2, xn(i,1), xn(i,2), xn(i,1)*xn(i,2)]1*(A_inv)’ );
E(:,i) = vec(sparse(i,i,1,n,n));
H_pom(:,i) = vec(sparse([mat(H(:,i)),zeros(d+1,1); zeros(1,d+2)]1));
M(:,i) = vec(sparse(ceil(i/3), ceil(i/3), 1, n3, n3));

end

for i = 1:n
POM
for j = 2:d+1

POM sparse(blkdiag(POM, mat(H_pom(:,i))));

mat (H_pom(:,i));

end

D(:, i)

vec (POM) ;

end

for i = 1:n
Ai(:,d+1+i) = vec(sparse(blkdiag(mat(D(:,i)), mat(-E(:,i)), C_w2,
mat(M(:, 1)), mat(-M(:,1i)), cost(i)*n2)));

end

Ai = Ai’;

K.s = size(C_diag’,1);

[xt, y, info] = sedumi(Ai, b, c, K);
wi = y(d+2:d+1+n);

ksi = [x, wil
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