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Abstrakt

V poslednej dekade prislo k vyraznému rozmachu na trhoch s plynom v Eurépe,
ktory sa zacal sustred’ovat’ do obchodovacich centier tzv. hubov. Tieto huby su navzajom
pospéjané prostrednictvom siete plynovodnych potrubi, cez ktoré je mozné plyn prepravit.
Praca sa zaoberd vplyvmi posobiacimi na vyvoj cien hubu a metédami na optimalizaciu
ceny za prepravu ur¢itého objemu plynu medzi dvoma hubmi. Tento poznatok sa nasledne
vyuziva na vypocet opcii zavislych od ceny plynu na viacerych huboch ana najdenie
arbitraznych prilezitosti medzi jednotlivymi trhmi. Potvrdila sa ocakavané zavislost' hubov
Vv kontinentalnej Eurdpe od cenového vyvoja na britskom hube NBP, ako aj vplyv
kratkodobych zmien cien ropy na huby zapadnej Eur6py v kontraste s hubmi strednej
Eurdpy zavislymi od dlhodobych zmien v trende vyvoja cien ropy. Prostrednictvom Monte
Carlo metddy sa odhaduje cena opcii zavislych na podkladovom aktive vyvijajicom sa na
viacerych trhoch, ktoré sa ukazuji byt lacnejSie nez v sicasnosti vyuzivané opcie.
Posledné Cast’ vyuZziva poznatky tedrie extrémnych hodndt na urcenie pravdepodobnosti

nastania arbitraZze medzi jednotlivymi trhmi.

KPacové slova: plynové huby, Grangerova kauzalita, vector error correction model,

Kleinov algoritmus, Monte Carlo simulacie, v§eobecné Paretovo rozdelenie



Abstract

In the last decade there has been a significant expansion of gas markets in Europe, which
began to concentrate into trading centers so called hubs. These hubs are connected to each
other through a network of gas pipelines, through which can be the gas transported. This
thesis deals with the impact of indicators on the development of gas prices and methods to
optimize the shipping costs of the specific volume of gas between the two hubs. This
knowledge is then used to calculate the options depending on the price of gas on several
hubs and to find opportunities for arbitration between different markets. The expected
dependence of continental Europe hubs on price development in the United Kingdom was
confirmed, as well as the impact of short-term changes of oil prices on Western Europe
hubs, in contrast with the hubs of Central Europe depending on long-term changes in the
trend of the development of oil prices. The price of options dependent on underlying asset
developing on several markets, estimated by means of the Monte Carlo method, which
turns out to be cheaper than the currently used options. The last part is used to determine
the probability of the occurrence of arbitrage between different markets through the
knowledge of extreme value theory.

Keywords: gas hubs, Granger causality, vector error correction model, Klien algorithm,

Monte Carlo simulations, generalized Pareto distribution
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Uvod

Komoditny trh s plynom v Eurépskej nii sa ststred’'uje do zopar obchodnych uzlov
prezyvanych hubov. Ceny na jednotlivych huboch spolo¢ne reaguju na zmeny istych
klicovych parametrov, akymi st cena ropy, kurz dolara voci euru a vyvoj cien plynu vo
Velkej Britanii, avSak cenové rozdiely (spready) medzi hubmi su takisto volatilné. Huby
su medzi sebou vzajomne poprepajané sietou plynovodov. Obchodnici maji moznost’ si
zakupit’ na ur€ité obdobie prepravnu kapacitu medzi dvojicou hubov a pouzit’ ju na fyzicka
prepravu uz zakupenych mnozstiev plynu do koncového hubu, alebo ju pouzit na
Spekulativny trading na spread, kedy su postupne uzatvarané transakcie na nakup a predaj
podkladového aktiva — plynu na zamknutie hedging—spreadu pre danu ¢ast’ prepravnej

kapacity.

Cielom diplomovej prace je s pomocou optimalizacie prepravy plynu navrhnut’
stratégiu vyuzitia prepravnej cesty na Spekulativny trading na spread alebo finan¢nych
derivatov, ktora sa moze stat’ zakladom stratégie obchodnika pri cenovych ponukéach na

prepravnu kapacitu.

Praca je cClenend na Styri Casti. V prvej Casti su popisané huby — ich historia,
¢lenenie arozdiely medzi nimi. Taktiez je tu znazornena existujuca siet’ plynovodov
vV Eurdpe. Druha cast’ sa zaobera ekonometrickym modelovanim cien na jednotlivych
huboch, ich vzajomné ovplyviiovanie, vplyv britského trhu a cenovy vyvoj severskej ropy
Brent. V dalSej casti je teoreticky opisané fungovanie a principy optimalizacného
programu, ktory je nasledne aplikovany na ndjdenie najlacnejSej cesty prepravy plynu na
sieti plynovodov. V poslednej cCasti sa vyuziva tento poznatok pri ohodnocovani
kosikovych opcii zavislych na cene plynu na viacerych trhoch, ich porovnavanie
s jednoduchymi opciami a zistuje sa za pomoci teorie extrémnych hodndt moznost

uplatnenia Spekulativneho tradingu na spread medzi jednotlivymi hubmi.



1. Uvod do poznatkov obchodovania s plynom

V poslednych 15 rokoch preslo obchodovanie s plynom v Eurdpe velkym vyvinom.
Dovtedy bol obchod zalozeny takmer vylu¢ne na dlhodobych kontraktoch medzi
krajinami, pricom cena sa odvijala na zdklade niekol’kych parametrov, napriklad svetovych
cien ropy a kurzu dolara. V Severnej Amerike bol vSak trend vyvoja iny, kde sa cely
obchod s plynom zhlukoval do niekol’kych uzlov — hubov prepojenych medzi sebou siet'ou
plynovodov. Tieto huby tvoria vlastne burzy pre obchodovanie s plynom, teda ceny sa
odvijaju na zaklade aktualnej ponuky adopytu. Podobne ako pri trhoch s inymi
komoditami aj tu vznikaju rézne derivaty odvodené od ceny plynu ako napriklad futures,
opcie a swapy. Prechod k trhovému ocenovaniu komodity ma vécSinou za nasledok
znizenie jej ceny. V druhej polovici devétdesiatych rokov dvadsiateho storoCia sa preto
zacina v Eurdpe rozvijat' (liberalizovat) obchod s plynom a postupne sa preberajua
a rozvijaju prvky systému fungujice v Severnej Amerike. Hlavnymi dodéavatel'mi plynu na
trh v Europe st Rusko, Vel'ka Britania, Norsko, Alzirsko a Libya (pred ob¢ianskou vojnou,
tieto africké krajiny zasobujii plynom hlavne juzni Eurdpu), ktoré ju prepravuji do

odberatel’'skych krajin prostrednictvom siete plynovodov.

Ako prva krajina, v ktorej sa vytvoril trh s plynom bola Velka Britania (v roku
1996). Ako koncové miesto odovzdania sa stanovil hub NBP (National Balancing Point)
azmluvou NBP’97 sa S$tandardizovali OTC obchody (Over-The-Counter obchody
realizované mimo burzy). To malo za nasledok vznik a rozmach trhu s derivatmi (hlavne
futures) v roku 1997. V nasledujtcich rokoch sa neustale zvySoval pocet obchodnikov a
doslo k exponencidlnemu rastu objemu obchodov na trhu. V roku 1998 bol postaveny
plynovod IUK spajajuci Velku Britaniu s Belgickom, o ktorom sa predpokladalo, Ze sa
pri¢ini o vznik celoeurdpskeho trhu s plynom. Avsak bankrot spolo¢nosti Enron v roku
2001 a kolaps distribuc¢nej spolo¢nosti Eastern Gas Marketing (vlastnenej TXU Europe)
mal za nasledok S$tvorro¢ny pokles objemu obchodov. Od roku 2006 sa trh zacina
zotavovat’ a opat’ dochadza k jeho rozmachu (v roku 2010 dosiahol tirovne z roku 2001).
Postavenim novych plynovodov (Langeled, BBL) dochadza k d’alSiemu prepojeniu siete
plynovodov Britanie a kontinentalnej Eurdpy, atym aj k zjednoduseniu a zlacneniu
prepravy plynu. To ma za nasledok nérast obchodovania medzi spolo¢nostami v UK av
severozapadnej Casti Eurdpy, priCom dochédza k vyrovnavaniu cien na tychto huboch.

Rast likvidity na huboch zarucuje obchodnikom vyrovnavanie ndkladov spojenych za
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prepravu plynu medzi jednotlivymi tzemiami. Britsky hub NBP je (zatial) dostato¢ne
velky a likvidny na to, aby urcoval ceny v ostatnych castiach Eur6py. Praca sa bude
zaoberat’ otazkou do akej miery a ¢i ma vyvoj ceny plynu vo Velkej Britanii vplyv na
pohyb cien na trhoch kontinentdlnej Eurdpy. Nie vSetky huby plnia rovnaké funkcie,

a preto sa delia do skupin obchodnych, tranzitnych a prechodnych hubov.

Obchodné huby (,,trade hubs®) su také, ktoré uz dosiahli ur¢itu troven v objeme
celkovych obchodovatel'nych objemov . Existuju ako virtudlne miesta s otvorenym a
jednoduchym pristupom k obchodu pre ucastnikov na trhu. Teda na nich obchoduje velké
mnozstvo spolo¢nosti a potvrdilo sa, ze su spolahlivymi trhmi. Z eurépskych hubov medzi

ne patria britsky NBP a holandsky TTF (v stcasnosti rastie TTF rychlejSie ako NBP).

Druhd skupina — tranzitné huby, zahfiia tranzitné miesta na prepravu plynu, na
ktorych mézu ucastnici trhu obchodovat. Avsak ich hlavnou ulohou je ulah¢it’ tranzit
velkého mnozstva plynu pre jeho d’al$iu prepravu.[1] V zapadnej Eurdpe su vyznamné dva

tranzitné huby — Baumgarten v Raktusku (CEGH) a Zeeburge v Belgicku.

Poslednou skupinou st tzv. prechodné huby (,.transition hubs*), ktoré st virtualnym
obchodnym miestom, ale este nedosiahli Grovenn obchodnych hubov. Vécsina z nich sa
vyznacuje rastom obchodovatel'nych objemov, pricom maju potencidl nadobudnut’ status
obchodnych hubov. V praci sa uvazuju dva huby tohto typu: Gaspool a NCG v Spolkovej
republike Nemecko.

Spolocnost’” obchodujuca medzi dvoma hubmi (preddvajici) musi zabezpecit’
prepravu plynu do hubu, na ktorom sa nachddza partnerska spoloc¢nost’ (kupujtci). Na

obrazku nizsie je mapa zobrazujlica huby a existujucu siet’ plynovodnych potrubi v Eurdpe.



Siet plynovodov v Eurépe




2. Modelovanie vyvoja cien plynu na Eurépskych huboch

V tejto Casti budeme skamat’ vplyv zapadoeurdpskych trhov (prevazne holandsky
TTF aanglicky NBP) na vyvoj cien na hube NCG. Komoditny trh s plynom v EU je
ststredeny do zopar obchodovacich uzlov - hubov. Ceny na tychto huboch sa riadia

spoloénym trendom (vyvoj cien ropy a plynu v UK).

Graf 2.1 cien v eurach za 1IMWh plynu na eurépskych huboch
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2.1  Analyza dat a navrh modelu

Z grafu nemoino jednoznacne urcit, ¢i je vyvoj cien staciondarnym, alebo
nestacionarnym radom. Prostrednictvom Dickey Fullerovho testu (ADF) sme nevyludili
nestacionaritu jednotlivych radov (okrem anglického NBP, p-hodnota 4%), aj ked p-
hodnoty Casto len mierne prekracovali 5% (5,5% NCG). Vsetky udaje o cenach komodit
boli poskytnuté z SPP. Mame k dispozicii 1073 udajov o cenach plynu na kazdom hube
v obdobi od 4.1.2010 do 11.12.2012 (predpokladdme, Ze na huboch sa obchoduje len
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v pracovnych dioch- trading huby, poc¢as nepracovnych dni cena stoji). V kontinentalnej
Eurépe je cena plynu veurdch za 1 MWh avo Velkej Britanie sa udava v penciach za
therm (energia, ktora vznikne spalenim 100 kubickych stép zemného plynu, ¢o je priblizne

34,1 MWh).

Pri zostavovani modelu vyuZijeme poznatky, ze na vyvoj cien plynu na huboch
pOsobi svetova cena ropy a ceny plynu v krajinach, kde sa tazi (UK, Norsko). Na zaklade

korelacie (priblizne) vieme ako spolu jednotlivé ¢asové rady stvisia.

Kedze sa prevazne jednd o nestaciondrne rady, aby sme zabranili vzniku spurious
regression musime rady najskor diferencovat. Takouto diferenciaciu vSak stracame
informéciu o dlhodobych vztahov medzi premennymi, o ktord v modeli nechceme prist.
Tymto sa zaoberaju tzv. error correction modely. Nech veli¢iny y, a x; su integrované

(nestacionarne) ¢asové rady prvého stupna I (1), potom ich odhadom dostaneme:
Ye =Dbo + bixt + e,

pri¢om tato regresia vykazuje zdanlivo dobré vysledky (vysoka hodnota parametra R? at-
Statistik). AvSak pri jej reziduach e; je pritomna silna autokorelacia (Casto si aj sami
nestacionarne), ¢o potvrdzuje nizka hodnota Durbin — Watsonove;j $tatistiky. Aby sa vSak
prediSlo strate informacie o dlhodobych vztahoch medzi premennymi, ktoré nastant
skimanim odhadu ich diferencii, priddva sa do rovnice tzv. error crorrection ¢len, o su
vlastne rezidua pdvodnej rovnice, ktoré zachovavaji informéacie o dlhodobom vzt'ahu

medzi premennymi. Error correction ¢len ma tvar:
er = y: — (by + byxy)

V pripade, Ze je tento Clen stacionarny, existuje kointegracia a tym stabilné dlhodobé
vztahy medzi premennymi. Granger a Engle v roku 1987 zistili, ze kointegra¢ny vektor e,
moZe byt odhadnuty prostrednictvom metddy najmensSich Stvorcov. Néasledne sa testuje
stacionarita Dickey — Fullerovym testom, ale v tomto pripade pre ne platia iné kritické
hodnoty.*

Aet == aet_l + Et

1 sy . ;.
Prednasky zo seminaru z ekonémie



Teda pre model plati:
Ay, = ag + a;Axe + agc(YVe—1 — bo — x¢—1) + &

kde y;, x; s I(1) a y;—q — by — xt—41 je 1(0). To znamena, ze rezidua pévodného modelu

musia byt stacionarne (aby nevznikla spurious regression).

Po zisteni stvislosti platiacich medzi radmi ziskavame model:
NCG, = ay + a;TTF; + a,TTF;_1 + azNBP; + a,NBP,_; + resid,

Odhadnuty model spurious regression
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Z obrazku je vidno, Ze rezidua su stacionarne (¢o potvrdil aj Engle Granger ADF- kritické
hodnoty su iné ako pri obyCajnom ADF). To znamena, ze mdzeme vytvorit error

correction model:

Aln(NCG); = ay + a4 AIn(TTF)¢ + a,AIn(TTF)¢_1 + azAln(NBP),; + a,AIn(NBP);_4

+ ayresid;_1 + &



Model vykazuje vysoku hodnotu adjusted R? 0,5 a Durbin-Watsonova $tatistika je 2,09.

V datach nebol zisteny ocakavany vplyv svetovych cien ropy na plyn. Po pridani
vynosu ropy (rozdiel logaritmov cien ropy) do modelu sa ndm model vylepsi iba mierne-
narast adjusted R% na 0,51, pokles DW na 2,07. Toto moze byt sposobené tym, Ze cenu
obchodovatelného plynu v EU uréuju najmi producenti ako UK a Norsko, ktorych
produkcia je relativne stabilnd, ale nepokryje celkovu spotrebu Eurdpy (vacsinu dopytu

zabezpecuju dodavky z Ruska).

Dependent Variable: D(LOG(NCG))

Method: Least Squares

Date: 12/17/12 Time: 20:39

Sample (adjusted): 1/06/2010 12/11/2012
Included observations: 1071 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

D(LOG(TTF)) 0.410173  0.028734  14.27504  0.0000
D(LOG(TTF(-1)))  0.370859  0.028273  13.11701  0.0000
D(LOG(NBP_E))  0.031457  0.026257  1.198036  0.2312

D(LOG(NBP_E(-1)))  0.122352  0.025846  4.733885  0.0000
RESID_SKE2(-1)  -0.028656  0.001345 -21.29784  0.0000

C 0.000123 0.000658 0.186298 0.8522
R-squared 0.510633 Mean dependent var 0.000636
Adjusted R-squared 0.508336 S.D. dependent var 0.030701
S.E. of regression 0.021527  Akaike info criterion -4.833425
Sum squared resid 0.493536  Schwarz criterion -4.805546
Log likelihood 2594.299  F-statistic 222.2565
Durbin-Watson stat 2.088448  Prob(F-statistic) 0.000000

2.2  Grangerova kauzalita

Na zéklade Grangerovej kauzality sa zistuji predikéné vlastnosti (vzt'ahy) medzi
parametrami. UrCuje sa na zéklade F- testu vo VAR modeli (vector autoregressive model,
jedna sa o zovSeobecneny AR model). Tento model skima vzajomné zavislosti medzi

jednotlivymi premennymi aich lagmi (predpokladame, Ze vSetky parametre st



endogénne). VAR model s dvoma premennymi (X, y) a q lagmi (predpokladame, ze q = 1)

ma nasledujuci tvar:
Xe = @y — P12YVe + V11Xe—1 + V12Ve-1 T Exe
Vi = @ = Po1Xt + V21Ye-1 + Va2Xe—1 + &yt

Vo VAR modeloch sa predpoklada, ze premenné t.j. x, y su endogénne a stacionarne a &,
gy st nekorelované disturbancie. Pri odhade musime zohl'adnit’ predpoklady modelu

(endogénne premenné), t.j. rovnice je nutné upravit’ na redukovant formu:
Xt + P12y = a1+ V11Xe-1 + V12Ve-1 + Ext

Bo1xe + Ye = @y + V21Ve-1 + Vo2 Xe-1 + €yt

Vyjadrenie v maticovom tvare:
(g )=+ C2 TGN+
BX, = A+TX,_,+E,

Po d’alsich upravach dostaneme:

Xt =7 + A1Xt_1 + Et

Tato rovnicu je uz mozné (vzhladom na vlastnosti parametrov) odhadnut pomocou
metody najmensSich Stvorcov. Pocet oneskoreni (lagov) q v modeli urCujeme na zéklade
Akaikovho a Schwartzovho informa¢ného kritéria. Testovanim Grangerovej kauzality
zistujeme vzajomny vplyv vSetkych dvojic parametrov aich oneskoreni (lagov).
Existencia kauzality znamend vplyv daného parametra na vyvoj druhého. V pripade

zistovania kauzality premennej x na y skimame VAR(q) model:
Xt = a1 + PraXe—1 + o+ PrgXi—q F V11Ye—1 T VigVi—q + €1t
Ve =z + BorXe—1 + o+ PagXe—q + V21Ve-1 T+ VogVi—q + €2t

Neexistenciou kauzality by sa potvrdilo, Ze premenna y nema vplyv na vyvoj parametra X,

teda:



Ho: y11="+=v14=0
Grangerovym testom sa zistuje aj opacna kauzalita (t.j. y na x), teda polozime:
Hy: oy =+ = BZq =0

Zamietnutim oboch nulovych hypotéz by sa potvrdil vzajomny vplyv oboch parametrov na

SV0j VyVOj.

V predchéadzajucej Casti sme sa zaoberali hypotézou, Ze ceny z UK vplyvaji na
vyvoj cien eurdpskych hubov. Hypotézu testujeme pomocou Granger causality testu-
Vv teste (na VAR model) musia byt pouzité stacionarne rady, teda budeme brat’ do uvahy
relativne zmeny cien plynu. Budeme uvazovat’ vyvoj cien na 3 huboch: TTF (Holandsko),

Gaspool (Nemecko) a NBP (UK).

Pairwise Granger Causality Tests
Date: 12/17/12 Time: 11:42
Sample: 1/01/2009 12/11/2012

Lags: 1
Null Hypothesis: Obs  F-Statistic ~ Probability
DNBP does not Granger Cause DGASPOOL 734 13.7375 0.00023
DGASPOOL does not Granger Cause DNBP 1.4E-05 0.99706
DGASPOOL does not Granger Cause DTTF 734 0.59887 0.43926
DTTF does not Granger Cause DGASPOOL 27.1164 2.5E-07
DNBP does not Granger Cause DTTF 734 3.31873 0.06890
DTTF does not Granger Cause DNBP 2.57103 0.10927

Z testu sme zistili, Ze relativne zmeny cien plynu UK hubu vplyvaji na nemecky trh
a naopak, nemecky trh neposobi na anglicky (podl'a o¢akdvania). Takisto sa naplnili naSe
ocakavania oh'adom nemeckého a holandského trhu. AvSak uplne sa nesplnil predpoklad
0 vplyve anglického trhu na holandsky, kedy nie je mozné pri 5% hladine vyznamovosti
vylucit' neexistenciu vplyvu NBP na TTF. To mdze byt sposobené tym, ze holandsky
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a britsky hub s najvicsie v Europe (povazuju sa za jedny zo svetovych centier obchodu s
plynom) a navzajom vel'mi prepojené, zatial ¢o nemecky Gaspool je eSte len vo vyvine
ariadi sa vyvojom vac¢sich hubov. Celé tabul'ka testu Grangerovej kauzality sa nachadza

Vv prilohe.

2.3 Vplyvtrhu s ropou

Tato cast’ sa zaobera vplyvom zmien ceny ropy na vyvoj trhu splynom v
jednotlivych eurdpskych huboch. V tivode bolo spomenuté, Ze pre huby v zépadnej Eurdpe
je typicky mens$i podiel dlhodobych kontraktov dodavok plynu a prevazuju hlavne
obchody (kratkodobé kontrakty) medzi jednotlivymi subjektmi na trhu. Tieto obchody
zahfaju zmluvy o dodavke urcitého mnozstva plynu na dohodnuté miesto (Casto medzi
distribuénymi spolo¢nostami), alebo sa jednd 0 nakup resp. predaj réznych produktov
(derivatov) odvodenych od ceny plynu (ich podkladové aktivum). Dal$im typickym
znakom je lepS$i pristup subjektov na trh (hlavne trhové huby NBP a TTF). V strednej
Eurdpe sa vSak nachadzaji menej rozvinuté huby (s menej liberalizovanym a mensim
trhom) alebo plnia iné funkcie (ako napr. tranzitny hub CEGH). Oproti zapadnym trhom
vo vicSe] miere prevazuji dlhodobé kontrakty s producentskymi krajinami (hlavne s
Ruskom), ktoré ovplyviluju vyvoj obchodnych cien plynu. Tieto dlhodobé kontrakty su
medzinarodné zmluvy medzi krajinami (producentskou a koncovou) o kazdoro¢nom
nakupe vopred uréeného mnozstva plynu za urcita dobu (okolo 20 rokov), priCom jej cena
je funkciou istych parametrov (ako ceny ropy, kurzu dolara). Teda ceny na huboch
v zapadnej Europe by mali rychlejSie reagovat’ na nalady spojené s trhom s ropou oproti
hubom v strednej Eurdpe (tie by mali byt skor nachylné na dlhodobé zmeny trendu vo

VyVvoji cien ropy).

Préca sa najskor zaobera vplyvom cien na zapadoeurdpskych huboch, trhu s ropou
a kurzu eura adolara na vyvoj ceny NCG. Na zéklade korelacii jednotlivych ¢asovych
radov sa zist'uju zavislosti panujice medzi vysvetlujicou a vysvetlovanymi premennymi,
atym sa navrhne pociatoény model. AvSak aby nedo$lo diferencidciou premennych
k strate dlhodobych zavislosti medzi premennymi pouzije sa error correction ¢len, ktory sa

ziska ako reziduum z rovnice:

11



NCGt = ao + alTTFt + azTTFt_l + a3NBPt_1 + T'eSldt

V pripade, Ze error correction Clen je staciondrnym radom, je mozné¢ ho zahrnut do

modelu. Stacionarita sa vySetruje Dickey — Fullerovym testom s upravenymi kritickymi

hodnotami.

Null Hypothesis: RESID_NCG3 has a unit root
Exogenous: Constant

Lag Length: 1 (Automatic based on SIC, MAXLAG=19)

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -15.45632 0.0000
Test critical values: 1% level -3.439056
5% level -2.865272
10% level -2.568813

*MacKinnon (1996) one-sided p-values.

Z testu je zrejmé, ze sa jednd o stacionarny rad. Z teoretickych uvah vyplyva, Ze by na
vyvoj vysvetlovanej premennej mala vplyvat’ dlhodoba zmena trendu vo vyvoji ceny ropy

reprezentovana premennou vyjadrujicou zmenu ceny ropy za posledny Stvrtrok (priblizne

68 dni). Potom odhadovany model bude v tvare:
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Dependent Variable: DNCG

Method: Least Squares

Date: 03/23/13 Time: 10:30

Sample (adjusted): 1/06/2010 12/06/2012

Included observations: 731 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 0.000729 0.000871 0.837139 0.4028
DTTF 0.180483 0.038505 4.687310 0.0000
DTTF(-1) 0.365489 0.030233 12.08908 0.0000
DNBP(-1) 0.099168 0.027638 3.588085 0.0004
DGASPOOL 0.282413 0.040282 7.010834 0.0000
ROPA_EUR_14(3) -0.016303 0.008108 -2.010707 0.0447
USD(-1) 0.286958 0.120262 2.386117 0.0173
RESID_NCG3 0.041561 0.001873 22.19356 0.0000
R-squared 0.638365 Mean dependent var 0.000948
Adjusted R-squared 0.634863 S.D. dependent var 0.035564
S.E. of regression 0.021490  Akaike info criterion -4.831574
Sum squared resid 0.333896  Schwarz criterion -4.781293
Log likelihood 1773.940 F-statistic 182.3217
Durbin-Watson stat 2.049412  Prob(F-statistic) 0.000000

Model vykazuje lepsie vlastnosti ako to bolo v predchadzajucom pripade, avSak bol zisteny
negativny vplyv parametra ropy na vyvoj ceny plynu. Vzhladom na velké mnoZstvo
dlhodobych kontraktov naviazanych na cenu ropy na danom trhu subjekty ocakavaju so
zvySujlicou sa cenou ropy narast cien plynu v dlhodobom obdobi, preto sa snazia zbavit

svojich aktiv, ¢im nastava pokles v cene plynu.

Podobne ako v prvom pripade praca rozobera aj dalsi stredoeuropsky hub —
raktsky Baumgarten (BAGA). Model by mal opét’ ukazat’ stivis medzi zmenou trendu ropy
a vyvojom cien na hube. Najskor sa zostavi pomocny model na ziskanie error correction

¢lena:

BAGA; = ag + a;USD; 3 + a, BRENT _14,,3 + az3NBP, + resid;
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Null Hypothesis: RESID_BAGA1 has a unit root
Exogenous: Constant
Lag Length: 2 (Automatic based on SIC, MAXLAG=19)

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -6.076717 0.0000
Test critical values: 1% level -3.439093
5% level -2.865289
10% level -2.568822

*MacKinnon (1996) one-sided p-values.

Z testu je zrejma stacionarita rezidui. A teda model je mozné zapisat’ v tvare:

Dependent Variable: DBAGA

Method: Least Squares

Date: 03/23/13 Time: 11:35

Sample (adjusted): 1/06/2010 12/06/2012

Included observations: 731 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C -0.000959 0.001049 -0.914088 0.3610
DNCG 0.084365 0.032949 2.560494 0.0107
DNCG(-1) 0.101001 0.028850 3.500909 0.0005
DGASPOOL 0.366866 0.039097 9.383571 0.0000
DNBP 0.181137 0.033594 5.391930 0.0000
DNBP(-1) -0.057408 0.028275  -2.030370 0.0427

ROPA_EUR_14(3) 0.029347 0.009911 2.961109 0.0032
RESID_BAGA1 0.009345 0.001005 9.296932 0.0000

R-squared 0.425840 Mean dependent var 0.000912
Adjusted R-squared 0.420281  S.D. dependent var 0.033885
S.E. of regression 0.025799  Akaike info criterion -4.466046
Sum squared resid 0.481236  Schwarz criterion -4.415765
Log likelihood 1640.340 F-statistic 76.60445
Durbin-Watson stat 2.469507  Prob(F-statistic) 0.000000
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Potvrdila sa zavislost medzi zmenou trendu ropy Brent a cenami na rakiiskom hube
BAGA. Model vsak vykazuje miernu zapornu autokoreléciu rezidui (na zdklade Durbin —

Watsonovej Statistiky), ale spada do odporuc¢aného intervalu (1.5, 2.5).

Ako poslednému sa budeme venovat holandskému TTF (Title Transfer Facility),
ktory je trhovym hubom. Z otvorenejSieho pristupu subjektov na trh, ktoré zabezpeci vel'ké
mnozstvo obchodujucich by malo zaru¢it pohotové reakcie na aktudlny vyvoj

v ekonomike, politike a cenach ropy. Pomocny model je v tvare:

TTF, = ag + agNCG; + agNBP; + ayGAS; + agUSD,_, + resid;
Pri¢om nasledne skimame stacionaritu rezidui:
Null Hypothesis: RESID_TTF has a unit root

Exogenous: Constant

Lag Length: 2 (Automatic based on SIC, MAXLAG=19)

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -9.822748 0.0000
Test critical values: 1% level -3.439105
5% level -2.865294
10% level -2.568825

*MacKinnon (1996) one-sided p-values.

Z testu je zrejmé, Ze error correction Clen je stacionarnym radom. Potom odhadovany

model zapiSeme v tvare:

Dependent Variable: DTTF

Method: Least Squares

Date: 03/24/13 Time: 11:59

Sample (adjusted): 1/11/2010 12/05/2012

Included observations: 727 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 9.26E-05 0.000694 0.133434 0.8939
DNCG 0.432289 0.024413 17.70720 0.0000
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DNCG(1) 0.376503 0.022980 16.38419 0.0000

DNBP(3) 0.339416 0.022173 15.30742 0.0000
DGASPOOL(2) -0.236419 0.023645  -9.998759 0.0000
ROPA1(-5) 0.080052 0.043195 1.853272 0.0643
USD(2) -0.295303 0.105115  -2.809330 0.0051
RESID_TTF 0.029748 0.001580 18.83067 0.0000
R-squared 0.735323 Mean dependent var 0.001019
Adjusted R-squared 0.732747  S.D. dependent var 0.036131
S.E. of regression 0.018678  Akaike info criterion -5.111957
Sum squared resid 0.250846  Schwarz criterion -5.061460
Log likelihood 1866.196  F-statistic 285.3604
Durbin-Watson stat 2.008654  Prob(F-statistic) 0.000000

Tu vsak na rozdiel od stredoeurdpskych trhov nevplyva dlhodoby trend vyvoja cien ropy.

Trh skor reaguje na aktuadlne pohyby cien ropy, kurzov audalosti vo svete, ¢o je

charakteristické pre trhové huby.

2.4 Vector error correction model

Kazdy VAR model je moZzné upravit do tzv. vector error correction modelu,

v ktorom nie je potrebné vyZzadovat od (endogénnych) premennych stacionaritu. Tieto

modely odvodil vo svojich pracach Johansen. Pre VAR(2) model plati:
Xe=a+ A Xeq + A Xy + E;
Xe—Xeer =a+ Ay X —Xeg + A Xe 2 + Ey
AX; =a+ A Xeq — Xeoq + AyX—y — AXo_q + AsXo_y + E;
AX, =a+ (A + Ay — DXp_q — AyAX,_, + E,
Teda, plati:

AXL- =a+ FXt—l + AAXt—l + Et
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Podobne ako pri Dickey — Fullerovom teste jednotkového korena sa aj tu zistuje ¢i je

parameter (matica) I" signifikantne odli$na od nuly (nulovej matice). [2]

Ked’ze pre britsky hub NBP bolo na zdklade Grangerovej kauzality zistené, ze huby

Vv kontinentalnej Eurdpe nemaju vel’ky vplyv na vyvoj britského trhu s plynom (skor bola

potvrdena opacna zavislost), a teda nie je vhodné ceny na ostatnych huboch povazovat’ za

exogénne premenné. V nasledujucej Casti sa na zaklade teoretickych poznatkov odhadne

VAR model. Ked’Ze vyvoj cien plynu na eurdépskych huboch a ropy Brent (v Severnom

mori) st nestacionarnymi radmi, je preto vhodné na zistenie kointegracie (za predpokladu

endogénnosti premennych) pouzit’ Johansenov test:

Date: 03/21/13 Time: 15:22

Sample (adjusted): 1/06/2010 12/06/2012
Included observations: 731 after adjustments
Trend assumption: Linear deterministic trend
Series: NBP_E NCG TTF BRENT_EUR

Lags interval (in first differences): 1 to 1

Unrestricted Cointegration Rank Test (Trace)

Hypothesized Trace 0.05
No. of CE(s) Eigenvalue Statistic Critical Value Prob.**
None * 0.396087 661.6300 47.85613 0.0001
Atmost 1 * 0.311504 292.9687 29.79707 0.0001
At most 2 * 0.023689 20.12599 15.49471 0.0093
At most 3 0.003552 2.601208 3.841466 0.1068

Trace test indicates 3 cointegrating eqn(s) at the 0.05 level
* denotes rejection of the hypothesis at the 0.05 level

**MacKinnon-Haug-Michelis (1999) p-values

Test potvrdil tri kointegraéné vektory pre model vyvoja cien na trhoch eurdpskych hubov.

Nasledne sa odhaduje VEC model a porovnava s kvalitou predoslych.
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D(BRENT

Error Correction: D(NBP_E) D(NCG) D(TTF) _EUR)
R-squared 0.639863 0.561595 0.102602 0.028523
Adj. R-squared 0.633315 0.553624 0.086285 0.010860
Sum sq. resids 212.0752 187.6778 474.3270 1171.464
S.E. equation 0.544618 0.512334 0.814490 1.280004
F-statistic 97.71972 70.45483 6.288284 1.614842
Log likelihood -584.3461 -539.7989 -877.7525 -1207.302
Akaike AIC 1.641553 1.519339 2.446509 3.350622
Schwarz SC 1.729733 1.607519 2.534689 3.438802
Mean dependent 0.016969 0.018999 0.018971 0.035356
S.D. dependent 0.899385 0.766837 0.852080 1.287012
Determinant resid covariance (dof adj.) 0.057526
Determinant resid covariance 0.053233
Log likelihood -3068.518
Akaike information criterion 8.583041
Schwarz criterion 8.960956

Model vykazuje pri odhade britského hubu NBP relativne vysoku hodnotu R? oproti

obyCajnym regresnym modelom, kedy sa ceny na eurdpskych trhoch brali ako exogénne

premenné.

Po rozsireni regresii o zlozku ropy doSlo k zlepSeniu vlastnosti modelov. Bolo

zistené, Ze trhové huby v zdpadnej Eurdpe reaguju na aktualne zmeny v cenach ropy, zatial’

¢o rozvijajuce huby (v strednej Eurdpe) su citlivé na zmenu trendu dlhodobého vyvoja cien

ropy.
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3. Model na optimalizaciu prepravy plynu

Tato Cast’ sa zaobera optimalizaciou prepravy plynu prostrednictvom plynovodov
medzi 'ubovol'nym zaciatoénym a koncovym hubom. V predoslych Castiach bol vytvoreny
digraf nad sietou uz existujucich plynovodov, v ktorom za hrany povazujeme casti
plynovodnych potrubi aza vrcholy miesta zmeny spravcov potrubi (hranice) alebo
samotné huby. Tokom budeme uvazovat’ objem prepravy plynu potrubim za jednotku ¢asu,
vnasom pripade v jednotkdch kWh/deni. Na internete su dostupné informacie
0 maximalnych prepravnych kapacitach jednotlivych Casti potrubi (t.j. horné ohranicenie
toku na hrane) a takisto cena za jednotku prepraveného mnozstva plynu. Funkcia cien je
linearna vzhl'adom na objem prepravovaného plynu. Pri obchode sa dohaduje prepravna
kapacita aobdobie, pocas ktorého je mozné dany objem prepravit, priCom cena
prepravovanej objemovej jednotky plynu klesd s velkostou zakupeného obdobia (t.].
zakupenie prepravnej kapacity na mesiac je lacnejSie ako na deil). PocCas transportu plynu
dochadza k stratdm — cCast’ plynu, tzv. technicky plyn sa pocas transportu spotrebuje na
udrziavanie a meranie tlaku v plynovode. Objem technického plynu spotrebovaného pri
preprave zavisi od dizky potrubia a prevy$enim medzi zagiatoénou a koncovou stanicou
plynovodu. Meranim a porovnavanim tlaku na I'ubovolnych dvoch staniciach sa zistuju
rozdiely tlaku plynu v potrubi, rozdielne hodnoty by znamenali jeho Ginik medzi danymi
dvoma bodmi. Ked'Zze zistujeme celkovll cenu potrebnl na prepravenie urcit¢ho objemu
plynu je nutné do celkovej funkcie ceny (vzhladom na jej zachovanie linearnosti)

zakomponovat hodnotu technického plynu. Teda plati:
Cijxij = C;jxij + C{‘jtxij = Cl*j(l + pl-j)xl-j

Kde x;; je mnozstvo plynu, ktoré chceme prepravit' astou plynovodu (hrany) ij, tx;; je
mnozstvo technického plynu potrebného na prepravu objemu x;; po hrane ij, c;; je cena za
prepravent jednotku objemu plynu na hrane ij a ¢;; je celkova cena, ktort zaplatime aby
sme dostali objemovu jednotku plynu do koncovej stanice. Plati tx;; = p;;x;;, kde p;; je

funkcia zavisla od dizky hrany ij a prevysenia za¢iatoéného a koncového bodu, p : R? —

(0,1). Teda funkcia celkovej ceny na prepravu jednotky plynu je:
cij = cij(1 +pyy)

Ulohou tejto ¢asti prace je vyhl'adat’ tak( cestu v sieti plynovodov (grafe), Zze néklady na

prepravu plynu (toku) budii minimalne.
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Uvazujme digraf G = (V,E), kde V je mnozina vrcholov, E mnozina hran a nech
existuju vrcholy s,teV (s je zaCiatoény vrchol at koncovy). Nech b,a: E —» R* su
kapacitné funkcie prirad’'ujuce hranam kapacitné obmedzenia (b,a — maximalny, resp.

minimalny mozny prietok hranou i, j) a pre kazda hranu (i, j)e E plati:
bi j = a; j

Potom s-t tokom nazyvame taka funkciu x: E — R*, ktora spiiia nasledujiice podmienky

(kapacitné obmedzenia a podmienku kontinuity):
a;j <xi; <bj; V(,j)EE (kapacitné obmedzenia)

Pre podmienku kontinuity plati, Ze velkost’ toku pritekajiceho do I'ubovolného (okrem
zaciato¢ného a koncového, t.j. pre vnatorné vrcholy) vrcholu v e V sa rovna vel'kosti toku
odchadzajiiceho z dan¢ho vrcholu. Tym sa zamedzi hromadeniu toku vo vnutornych

vrcholoch digrafu. Teda plati:

Xip = Z xyj VveV/{st}
i:(i,v)eE Jj:(v,j)€eE

Z tejto podmienky je zrejmé, ze velkost’ celkového odchadzajuceho toku (rozdiel medzi
odchadzajicim a prichadzajicim) zo zaciatoéného vrcholu sje rovnd celkovému

prichddzajicemu toku do koncového vrcholu t:

ji(s,J))€EE i:(i,s)eE i:(i,t)eE ji(t,j))€EE
Dokaz:
ij+ Z Z ij'l' Z th= Z xiS+ Z Z xi,,+ Z Xit
Jj:(s,j)EE veV /{s,t} j:(v,j)€E j:(t,j)€eE i:(i,s)€E veV /{s,t}i:(i,v)eE i:(i,t)eE

Z podmienky kontinuity stredny ¢len z rovnice vypadne a Upravou dostaneme pdvodnu

rovnicu, ktora sme chceli dokazat’ o

Nech N je mnozina vietkych pripustnych s-t tokov (spihajiicich predchadzajice

podmienky). Za velkost' toku f(x) bude povazovany rozdiel medzi odchadzajucim
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a prichadzajicim tokom zo zaciatoéné¢ho, alebo (ako bolo dokazané) rozdiel medzi

prichadzajicim a odchadzajicim tokom do kone¢ného vrcholu:

f(x) = Z Xsj — z Xis = z Xit — Z Xtj
Ji(s)eE i:(i;5)€eE i:(it)eE ji(ET)€eE
To znamend, ze velkost toku v digrafe moze nadobudat’ aj zdporné hodnoty (v pripade
véacsieho odchadzajiceho ako prichadzajuceho toku do s ), alebo nulovy tok, ktory
nazyvame cirkulaciou. Teda cirkulacia je tokom, pre ktory navysSe plati zovSeobecnena
podmienka kontinuity, ktora zamedzuje hromadeniu toku vo vsetkych vrcholoch digrafu.

To vyplyva priamo z definicie velkosti toku:

fx) = z Xsj — Z Xis = Z Xit — Z xsj =0

j:(s,j)EE i:(i,s)eE i:(i,t)eE j:(s,))eE
Z Xpmj = Z Xim ME{s,t}
j:(m,j)€eE i:(i;m)eE

Cirkulacie budeme neskor vyuzivat’ v Kleinovom algoritme na preusporiadanie tokov na

hranach digrafu z dovodu znizenia nakladovej funkcie prepravy toku.

Nech existuje funkcia cien c: E —» R*, ktora prirad’'uje hrandm cenu za jednotku
mnozstva prepraveného toku z vrcholu i do vrcholu j. Model predpoklada, ze néklady su
linearnou funkciou prepravovaného toku. Z toho dévodu definujeme nékladova funkciu

v: R?* > R* vyjadrujucu celkovii cenu za prepravu s-t toku v digrafe G.

V= Z CijXij

(i,))eE

V digrafe G existuje viacero ciest medzi zadiatoénymi a koncovymi bodmi, po
ktorych mozno prepravit s-t tok 0 velkosti f (resp. maximalny tok). Z ekonomickych
pri¢in je preto vhodné hladat’ cestu s najmensou cenou. Teda pri preprave s-t toku o
velkosti f (resp. maximalneho) je tlohou minimalizovat’ nakladovt funkciu pri zachovani
celkového toku, ¢o mdézeme sformulovat’ do ulohy linedrneho programovania (Specidlna

dopravna tloha):
miny = min Z CijXij
(i,))€E
aij < Xij < bij V(i,j)é'E
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Xipy = Z xyj VveV/{st}

i:(i,v)eE J:(v,j)€E
f= z Xsj — Z Xis
J:(s,j)€eE i:(i,5)€E

Pomocou metdd linedrneho programovania je mozné dany problém vyrieSit, avSak
uprednostnime jednoduchsi grafovy pristup, ktory riesi ulohu prostrednictvom Kleinovho

algoritmu.

3.1  Kleinov algoritmus

Zakladnou mysSlienkou je najdenie maximalneho s-t  toku (napr. Ford-
Fulkersonovym algoritmom) v digrafe, ktory nasledne postupne zlactiujeme po zapornych
rezervnych polocykloch. Rezervnym polocyklom R myslime Cast’ digrafu, ktord nie je
orientovanym cyklom (ale zmenou orientacie niektorych hran by sa nim stal). Sipy
polocyklu orientované v smere obiehania polocyklu nazyvame suhlasné a protismerné
oznacujeme ako nesuhlasné. Tok sa nasledne zvacsuje v smere obehu polocykKlu, t.j. sa na
suhlasnych Sipoch zvysi a naopak na nesuhlasnych znizi (teda zmena toku spdsobena
upravou je vlastne cirkulaciou). Od poévodného toku x Vv polocykle pozadujeme, aby na
suhlasnych hranach bol mensi ako horna kapacita a na nesuhlasnych vacsi ako dolna
kapacita. Potom existuje také ¢islo § > 0, 0 ktoré je mozné tok zvysit na sthlasnych
aznizit na nestthlasnych Sipoch (tym dostaneme novy tok x). Ztoho vyplyva, Ze sa
velkost toku v polocykle nezmenila (velkost' s-t toku sa taktieZz pri tejto operacii
zachovava). Cenu polocyklu c(R) definujeme ako cenu potrebni na prevedenie tejto
upravy na jednotku toku, t.j. je sictom cien na sthlasnych Sipoch (priddvame jednotku
toku) a zaporne vzatych cien na nesthlasnych (zniZzujeme tok). Polocyklus so zapornou

hodnotou ceny nazyvame zapornym.
Pre cenu polocyklu z obrazka nizsie plati: ¢(Q) = ¢15 + €23 — €13

Dalej éiSlO 6 ZiSkame' 6 = min(b12 — X12, b23 — X33, x13)
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Rezervny polocyklus Q, kde ¢ierne hrany st v smere obiehania polocyklu a ¢ervena proti smeru

Tvrdenie 3.1: Upravou zdporného polocyklu znizime cenu s-t toku.

Dékaz: Cena upraveného toku x ' je sucet ceny povodného toku x a hodnotou vzniknutou

jeho upravou. Teda plati:
c(x") =c(x) + 6c(R)

Ked’ze R je zapornym polocyklom, teda: c(R) < 0 ana zaklade tedrie vieme, ze & > 0,

potom musi platit’ c(x") < c(x), ¢o sme chceli dokazat' o

Z predchadzajuceho tvrdenia vyplyva, Ze v snahe o minimalizaciu ceny za prepravu
toku bude kl'i¢ové nachadzat’ zaporné polocykly v digrafe G. Z toho dovodu sa vytvori
rezervny digraf G, v ktorom hrana z vrcholu i do j existuje prave vtedy, ked’ je v danom
smere mozné navysit’ tok v povodnom digrafe G a jej cena bude najmenSou cenou za toto
navysenie. Pritomnost’ zaporného polocyklu v povodnom digrafe znac¢i zdporny cyklus, na
ktorého detekciu sa vyuziva Floydov algoritmus. Cislo § sa zvoli maximéalne mozné

(oznacuje vel'kost rezervného toku na hrane).

Veta 3.1.1% Maximalny s-t tok X je najlacnejsi prave vtedy, ked neexistuje zdaporny
rezervny polocyklus pre x.[2]

’Veta 5.7, Kapitola 5. Toky
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Dokaz: « pre s-t tok x neexistuje v digrafe G rezervny polocyklus, teda pre kazdy

polocyklus R plati:
VReG:c(R)=0
Potom pri akejkol'vek uprave toku x pomocou Kleinovho algoritmu by sa cena s-t toku x’
navysila:
c(x") =c(x)+ 6c(R)
Teoria predpoklada, Ze &islo 6 > 0, v dosledku &oho vyplyva c(x") > c(x), teda upravou
sa uz nemdze cena toku znizit. Este je nutné dokazat’, ze cena I'ubovolného s-t toku x’

teCiceho v G bude vicSia ako cena x. Toto tvrdenie je mozné dokazat' sporom, t.j.

predpokladdme existenciu toku x*:
Ax*eN:c(x) <c(x)

Nasledne sa vytvori pomocny vektor y = x* — x, ktory ale nemusi byt nutne tokom

v digrafe G, pretoze na niektorych hranach moze nastat’ pripad, ze b;; = x;; = x;; = a;;

a tym by bol tok y zaporny (tiekol by proti smeru orientacie hrany). Preto sa vytvara vektor
y* anovy vektor cien c*, ktory definujeme v rezervnom digrafe G sposobom:

= ak bij = Xij = x;j = aij, tj y < 0, potom y]iki = —Yij a Cj*i = —Cjj

= ak bij = Xlikj = Xij = aij, tj y = 0, potom yl*] = Yij aC;j = Cij

. akbij le*] = Xij Zaij,potom yl*JZO
To znamena, ze vektor y* je tokom snulovou velkostou — cirkulaciou (o vyplyva

z vektora y). Pre cenu toku y plati:

cy’) = Z Cijyij = z cijyij=c(y) =cx*) —c(x) <0
(i,))eE’ (i,))eE

KedZe cirkulacia y* je tvorend cyklami, ktorych stcet cien je zaporny, potom musi
existovat’ v rezervnom digrafe G taky cyklus R, Ze plati c(R") < 0 a k nemu prisluchajici

zaporny polocyklus R v digrafe G, ¢o je v spore s predpokladom o
— nech s-t tok x na digrafe G je najlacne;jsi, teda plati:

Vx' eN:c(x") =c(x)
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Potom Kleinovou upravou toku x dostaneme:
c(x") =c(x)+ 6c(R) = c(x)
6c(R)=0

Kde § > 0, z ¢oho vyplyva, ze c(R) = 0, teda vSetky polocykly v digrafe st nezaporné, ¢o

bolo treba dokazat’ o

Kleinov algoritmus nie je polynomialny algoritmus, ale vhodnou vol'bou zapornych
polocyklov je mozné ho polynomidlnym vytvorit. Praca rozobera metdodu vyberu

polocyklov s najmensou strednou hodnotou ceny hrany.

3.2 Algoritmus Forda — Fulkersona

V predchadzajicej Casti (na Kleinov algoritmus) bolo potrebné najst maximalny
tok medzi zaciatoénym a koncovym vrcholom (s-t tok). Tento problém je mozné riesit
pomocou LP — maximalizaciou velkosti toku pri podmienkach kontinuity a kapacitnych
obmedzeni. Zo zaciatku pre jednoduchost’ budeme predpokladat, Ze dolné ohraniCenie

vSetkych hran je 0, teda pre kapacitné obmedzenia plati:
0< Xij < bij V(i,j)GE

Neskor sa praca venuje zovSeobecneniu na l'ubovolné kapacitné obmedzenia. Nech
G = (V,E) je digrafom svrcholmi V ahranami E, hodnota b(e) oznacuje kapacitné

obmedzenie toku na hrane e € E. Tok f(x) nazyvame maximalny ak pre l'ubovolny iny

tok f(x) plati f(x) = f(x).

Hlavnou ideou pre hladanie maximdalneho toku je néjdenie TI'ubovolného
pripustného, ktory sa vzapéti zvySuje po tzv. zvicSujlicej s-t poloceste. Tato cesta je
charakteristicka tym, ze na kazdej jej hrane suhlasného (s-t) smeru je tok mensi ako
kapacita (t.J. ma kladn® rezervu) a na hranach nestthlasného smeru pozadujeme tok vacsi
ako 0. Rezervu hrany definujeme ako rozdiel medzi kapacitou a tokom Vv pripade hrany
stihlasného smeru a hodnotou toku v pripade nesthlasného smeru. Nasledne sa definuje
¢islo ¥y > 0 oznacujlice minimalnu hodnotu rezervy na zvacSujicej poloceste, o ktoru
zvysime tok x. Tok v digrafe, pre ktory neexistuje zvacSujlca s-t cesta oznacujeme ako

blokujuci. Vrcholy digrafu G je mozné rozdelit’ na dve disjunktné podmnoziny S,T c V,
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pricom zaciato¢ny vrchol s e S akoncovy teT. Maximalny tok je mozné rozpoznat

pomocou kapacity rezu definovanej:

b(S,T) = Z b(e)

eteSe eT

Lema 3.2% Velkost Iubovolného s-t toku x nepresahuje kapacitu lubovolného s-t rezu
(S, 1), t].

f(x) < b(S,T)
[2]

Doékaz: Celkovy odtok zo zaciatocného vrcholu s je totozny s celkovym odtokom medzi

vrcholovymi mnozinami (S, T). Teda:

Flx) = Z x(e) Z x(e) = Z x(e) Z x(e) < b(S,T)

e~=s et=s e~=S,et=T et=S,e =T

Prvy ¢len je mensi alebo rovny, ako kapacita rezu a druhy c¢len je nezéporny, z ¢oho

vyplyva nerovnost’ o
Nasledujuca veta vyjadruje situaciu, kedy je s-t tok optimalny.
Veta 3.2.1*: Nasledujiice tvrdenia sii ekvivalentné:

1. s-ttok x je maximdlny
2. neexistuje zvdcSujuca s-t polocesta pre tok x
3. existuje taky s-trez (S,T), Ze f(x) = b(S,T) [2]

Dokaz: 2.— 3. predpoklada sa, ze neexistuje zvacsSujiica s-t polocesta pre tok x
v digrafe G = (V,E). Nech mnozina S c V,s € S je mnozina vsetkych vrcholov na digrafe
G, pre ktoré existuje zvacSujuca sa s-m (m € S) polocestaa T =V /S,t e T. Nech (i,j) € E
je takéd 'ubovol'na hrana digrafu G, ze i € S a j € T, potom musi byt tok fiou prechadzajici
rovny b;;. Ak by to neplatilo, potom by existovala zvécSujica s-j polocesta a tym by sa
vrchol j zaradil do mnoziny S. Sucasne pre kazda hranu (j,i) € E plati, Zze cez fiu

pretekajuci tok je rovny 0, v opatnom pripade by existovala zvdcSujica s-j polocesta

*Lema 5.1, Kapitola 5. Toky
*Veta 5.1, Kapitola 5. Toky
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(znizenim toku cez hranu (j, i) by sa navysil s-j tok), a teda vrchol j by patril mnozine S.

Teda by platilo:

Flx) = Z x(e) — Z x(e) = Z b(e) — 0 = b(S,T) O

e =S,et=T et=Se =T e =S,et=T

3.— 1. na zaklade predpokladu plati f(x) = b(S,T) adalej zpredoslej lemy
vieme, ze pre lubovolny tok plati: f(x) < b(S,T). To znamend, Ze tok uz nemozno

zZvAacsit’ o

1. — 2. ak by existovala zvacSujuca s-t polocesta pre tok x, potom by sa dal navysit’
na hodnotu x*, f(x*) > f(x), ¢o by bolo v spore s predpokladom 0 maximalnej velkosti

s-t toku x o

Jednym z moznych spdsobov hl'adania zvéacsSujucich polociest je vytvorenie pomocného
rezervného digrafu G = (V,E"), kde E' sa hrany rezerv. Medzi 'ubovolnymi dvoma
vrcholmi i,j € V' (smer i-j toku je sthlasny s S-t tokom) existuje orientovana hrana prave
vtedy, ked’ medzi nimi v povodnom digrafe G existuje (i,j) € E atok fiou pretekajuici je
mensi ako kapacita hrany, alebo (j,i) € E s kladnym tokom, pri¢om hodnota (i,j) € E’
digrafu G je rovna rezerve hrany (i,j) digrafu G. Stcasne sa vytvori hrana (j,i) € E'
v rezervnom digrafe G s hodnotou vyjadrenou ako stdet toku hrany stthlasného smeru (t.].
(i,j) e E vpbévodnom digrafe G) arozdielom medzi kapacitou atokom na hrane
nesuhlasného smeru (t.j. (j,i) € E, ¢o je vlastne rezerva danej hrany v pripade t-s toku).
Nasledne hladame s-t cestu v rezervnom digrafe G, pri¢om &islo ¥ vyberame na zaklade
najmensej hodnoty rezervy na tejto ceste, ¢im sa zaruci splnenie kapacitnych podmienok
navysSeného toku. V snahe o zabranenie zacykleniu si navstivené vrcholy s-t cesty znac¢ime

VvV pomocnom vektore.
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Tok v digrafe a nasledné vytvorenie rezervného digrafu

(1.2)

(1,8)

Na zédklade rezervného digrafu moézeme vybrat zvacSujliicu sa polocestu s-A-B-t

s hodnotou y = 3.

Tato Cast’ sa bude zaoberat’ rozsirenim Ford — Fulkersonovho algoritmu na toky

s hornymi aj dolnymi kapacitnymi ohranic¢eniami.
a;j < Xij < bij V(i,j)GE

Ako bolo spomenuté v predchadzajlicej Casti, je nutné v prvom kroku najst 'ubovolny
pripustny tok, ktory sa vzapiti zvySuje po zvidcSujucej s-t poloceste. Na rozdiel od
zjednoduSen¢ho modelu tu pripustny tok nemusi existovat’ (obr.), a teda praca predstavi
algoritmus, pomocou ktorého sa uréi. Zakladom je pretransformovat pévodny digraf G
sdolnou ahornou medzou na digraf shornymi medzami, v ktorom sa pomocou
predchadzajicich metdd vie uréit’ maximalny tok. Tok na kazdej hrane (i, j) € E v digrafe

spihajici kapacitné ohrani¢enia sa d4 zapisat’ v tvare:

Xij = a;j + yij
Kde y;; je mozné charakterizovat ako tok na hrane (i,j) € E snovym kapacitnym
obmedzenim 0 <y;; <b;; —a;; Vvupravenom digrafe G = (V,E). Avsak

v snahe zachovat” informéciu o dolnej medze a;; (resp. o nenarueni toku vychadzajiceho

z vrcholu i v pévodnom digrafe) je potrebné vytvorit pomocny vrchol t' e V* a pomocnu

hranu (i,t) € E*, ktora bude odvadzat zvysny tok zvrcholu ieV s kapacitnym
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obmedzenim 0 < y;,' < a;;. ESte sa v8ak musi zaru€it’ zachovanie toku vchadzajiceho do
vrcholu j € E, t.j. vytvori sa novy pomocny vrchol s € V* ahrana (s, j) € E*, po ktorej
bude prudit’ tok s ohranienim 0 <y ; < a;;. KedZe pévodné zaliatotné a koncove
vrcholy sa stali vnovom digrafe tranzitnymi je nutné v snahe o splnenie podmienky
kontinuity pridat hranu, po ktorej bude odvadzany s-t tok, tj. vzniknu dve hrany
(s,t),(t,s) € E* (nebudt kapacitne obmedzené, ¢im sa dosiahne univerzalnost’). Teda
tipravou povodného digrafu G = (V, E) vznikol novy digraf G = (V,E"), kde V' =V u V*
a EE=EUE”* iba s hornymi kapacitnymi ohrani¢eniami. Pripustny tok sa ziska

maximalizaciou s -t toku v upravenom digrafe.

Uprava digrafu

Pripustny tok v povodnom existuje, ak je jeho velkost’ na kazdej hrane rovna aspoi
dolnej hranici. Z konstrukcie upraveného digrafu G je zrejmé, Ze takyto s-t tok existuje, ak
st hrany vychadzajuce zo zaGiatoéného a koncového vrcholu s -t toku upraveného digrafu
nasytené. V opatnom pripade s-t tok neexistuje. Toto tvrdenie je sformulované

V nasledujucej vete.

Veta 3.2.2°: V digrafe G s dolnymi a hornymi medzami existuje pripustny s-t tok x prdve
vtedy, ked' vdigrafe G' Iubovolny maximdlny s-t tok y nasycuje vSetky hrany pri

vrcholoch s at.[2]

> Veta 5.6, Kapitola 5. Toky
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Dokaz: Hrany pri zaciato¢nych vrcholoch st nasytené, ak pre celkovy tok plati:
FO)= ) b -0= ) a(e)
e~=s' eecE

Kde b(e) je horné ohrani¢enie hran v upravenom digrafe G' a a(e) je dolné ohranigenie
hran v pévodnom. Nech existuje s -t tok y na G’ taky, Ze plati predchadzajuca rovnost
a chceme dokazat, ze tok x vychadzajici z y je s-t tokom. Z teérie vieme, ze tok x na

I'ubovolnej hrane digrafu G je mozné rozlozit’:
Xij = ajj + yij

Pricom plati podmienka 0 < y;; < b;; — a;;, tj. x;; spifia kapacitné podmienky. Teraz
treba este dokazat’ podmienku kontinuity. Podmienka kontinuity pre tok y v G tvrdi, Ze pre

Pubovolny vrchol v € V plati:
Yout ) ¥(E) = v+ ) ¥(©)
et=v e =v

Pricom z predpokladu o0 nasytenosti toku y na hranach pri pociatoénych vrcholoch

vyplyva, ze:

you= . (@),  yur= Y a(e)

et=v e~ =v

Doplnenim posledného poznatku do rovnice dostavame:

da@+ Y ye)= ) a@+ ) y@

et=v et=v e~ =v e~ =v
ECEPIO
et=v e~ =v

To znamena, Ze tok x spiiia aj podmienku kontinuity a je teda pripustnym s-t tokom v G. o

Pre opacny smer plati, ze ak je tok x pripustny, teda na kazdej hrane ma velkost’ rovnu
aspofi hodnote dolnej medze, potom pre tok y z konStrukcie digrafu vyplyva, ze 0 < y;; <

b;j — a;; a tok na vSetkych hranach pri vrcholoch s at jenasyteny O
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V pripade, ze sa naSiel pripustny tok, zvySuje sa jeho hodnota podobne ako
V jednoduchS§om modeli pomocou zvacSujucich sa polociest. AvSak hodnota rezervy sa
definuje ako rozdiel medzi hornou medzou atokom v pripade hrany suhlasného smeru

a hodnotou rozdielu toku a dolnou medzou v pripade nestihlasného smeru.
Veta 3.2.3% Kazdy s-t tok mozno rozlozif na acyklicky a cirkuldciu [2]

Dokaz: Na digrafe G = (V, E) existuje niekol’ko s-t tokov o velkosti f(x) = ¢, kde ¢ > 0
je ¢&islo. Dokazom je, Ze napriklad maximalny tok y' na G ziskany pomocou algoritmu
Forda — Fulkersona je mozné na uréitych hranach navysit' pridanim cirkulacie. Takto
vytvoreny tok y by mal rovnaku velkost ako povodny: f(y) = f(y) ana kazdej hrane
digrafu G by platilo y > y'. T.j. pre lubovolny s-t tok x pretekajiici digrafom G existuje
taky najmensi tok x', pre ktory plati f(x) = f(x) ax > x na kazdej hrane digrafu.
Najmensi tok x  neobsahuje cyklus (je acyklicky), v ktorom by ur¢itd ¢ast’ jeho toku
cirkulovala, pretoze by sa dal vytvorit’ novy tok o rovnakej vel'kosti toku, ktory by bol na

hranach G mensi, alebo rovny ako x . Cirkul4ciu tvori rozdiel medzi tokmi x a x O

3.3  Algoritmus vyhPadavania zapornych polocyklov

Téato Cast’ je zamerana na detekciu zapornych cyklov v digrafe, pomocou ktorej sa
zistuje pritomnost’ zapornych polocyklov v Kleinovom algoritme. Floydov algoritmus je
povodne urceny na hl'adanie najkratSej cesty medzi 'ubovol'nymi dvoma vrcholmi digrafu.
Zakladnym predpokladom spravneho urcenia najkratSich ciest algoritmom je, Ze digraf
neobsahuje zdporny cyklus. V opa¢nom pripade vyslednd matica najkratSich ciest ma
aspon jednu zapornu hodnotu na diagonale, o znaci, ze existuje taky sled z vrcholu i do i
(do seba — ide o cyklus) so zdpornou dizkou (jedna sa o zaporny cyklus). Takto najdeny
zaporny cyklus v pomocnom rezervnom digrafe G' poukazuje na zaporny polocyklus

Vv pévodnom digrafe G, ktory je nasledne upravovany Kleinovym algoritmom.

V predchédzajucej casti o Kleinovom algoritme bolo ukdzané, Ze sa nejedna

0 polynomialny algoritmus, avSak vyberom polocyklov s najmensou priemernou hodnotou

®Veta 5.6 (a), Kapitola 5. Toky
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ceny hrany sa stdva polynomidlnym. Tento vyber je mozné realizovat s vyuzitim

nasledujuce;j vety:

Veta 3.3.1": Nech G = (V, E) je digrafom so zdrojom s, orientovanymi cyklami, n poctom
vrcholov a funkciou cien c. Pre kazdy vrchol v € V a prirodzené cislo k oznacujeme F; (v)
ako najkratsiu cestu z vrcholu s do v s poctom prave k hran. Ak medzi danymi vrcholmi
neexistuje Ziadna cesta, polozime F;(v) = oo. Potom pre minimdlnu priemernii cenu hrany
cyklu u plati:

RO R0 n_l}

1(6.0) = g |

(3]

Dokaz: Na zacCiatok sa bude brat’ do uvahy len digraf G = (V,E) obsahujuci nulovy
anezaporné cykly. To znamend, Ze minimalna priemernd cena hrany cyklu v danom
digrafe je 0. Navyse pre l'ubovol'ny vrchol v v digrafe s nezapornymi cyklami a n vrcholmi

plati:
E,(v) = d(s,v)

Kde d(s,v) je hodnota najkratSej cesty zo zaciato¢ného vrcholu s do v a v digrafe
s nezapornymi cyklami bude prechadzat' najviac n — 1 vrcholmi (hranami). Teda pre

I'ubovol'ny vrchol digrafu v plati:

E,(v) = mkin{Fk(v), 1<k<n-1}
mlglx{Fn(v) —-FWw),1<k<n-1}=0

Teraz je potrebné ukazat’, Ze pre isty vrchol v bude hodnota predchadzajiceho vyrazu
rovna 0. Nech existuje taky vrchol digrafu v’, pri ktorom &ast’ najkratiej cesty d(s,v')
bude prechadzat’ Castou cyklu s nulovou hodnotou. Je zrejmé, ze podobné cesty, ktoré ale
prechadzaji tymto cyklom (Pubovolny pocet krat) maju rovnaka dizku (hodnotu) ako
d(s,v") — lisia sa len poctom prejdenych hran. Navyse pre kazdy vrchol, ktorym prechadza
d(s,v) (oznaéme ich ako mnozinu M) bude &ast tejto cesty konciaca v danom vrchole

najkratSou. Potom je mozné vybrat taky vrchol digrafu v e M, ze prechodmi nulovym

’ Veta 10.6.11, Circulations
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cyklom sa vyberie taka cesta, ktord obsahuje n hrén a je aj najkratSou. To znamena, ze

plati:

minmax{F,(v) — F,(v),1<k<n—-1}=0
veV k

Co je hodnota (cena) nulového cyklu. A z toho priemerna cenu ziskame:

U =minmax
vevV  k

{Fn () — F()

1<k<n—-1'=0
n—k Lssn }

Nésledne sa uvaha zovSeobecni na l'ubovolny digraf (uZ méze obsahovat aj zaporné
cykly). Aby sa vyuzili predoslé myslienky, je nutné si hrany digrafu G upravit’ tak, ze
najmensia hodnota cyklu upraveného digrafu G' = (V, E") bude 0. Teda:

c'(e) = c(e) —u(G,c)

Z ¢oho vyplyva, ze najkratsia cesta zo zaciato¢ného vrcholu s do v zahifiujiica m hran ma

tvar:
Fn(v) = Fn(v) —mu(G, c)
Potom plati:

FEW) -FW) GO - - EW) —kw) B -FW)
n—k B n—k B n—k

Teda pre minimélnu priemernt hodnotu hrany cyklu upraveného digrafu plati:

u = minmax
veV k

{Fn' ) — F(w)

1<k<n-1
n—k lsksn }

F,(v) = F(v)

n—k

<k<n-— —
veV  k 1sksn 1} H

= minmax {

AkedZe u' = 0, potom dostavame vyraz, ktory bol potrebny dokazat’ o

Pred hladanim cyklu s naymensou minimalnou hranou sa upravi povodny digraf G
pridanim orientovanych hran s nulovou hodnotou zo zaciatocného vrcholu s do kazdej

hrany v € V. Nasledne sa definuje hodnotova funkcia:
Fo(s) =0,Fj(v) =00 Vv *s

Potom sa postupne pocita:
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F,(v) = rl?ei&l{Fk_l(u) + c(uv),uv e E}

Pricom sucasne sa vytvara pre kazdy vrchol v € V mnozina navstivenych vrcholov U, kde
sa pridavaju vrcholy u € V po kazdom vypoéte F,(v) — vrchol, pri ktorom je hodnota

Fj (v) minimalna. Tymto sposobom sa pocita Fy (v) pre k = 1, ..., n a tym ziskame vyraz:

E - F
k n—k

pre kazdy vrchol v eV. Potom sa vyberie mnozina navstivenych vrcholov U (Ktorou
prechddza najkratSia cesta) na vrchole v, pri ktorom je dany vyraz najmens$i. Cyklus
utvoreny z podmnoziny mnoziny vrcholov U je cyklom s najmensou priemernou hodnotou

hrany.

Pred kazdou upravou toku prostrednictvom Kleinovho algoritmu sa s vyuzitim
predchédzajicich poznatkov najde (zdporny) cyklus s najmenSou priemernou hodnotou
hrany, cez ktory bude cena znizovana. Teda vzdy sa na upravu vyberie cyklus s najmensou

priemernou hodnotou hrany, ¢im sa zabezpeci, Ze algoritmus bude polynomialny.

3.4  Program

Program ur¢i najlacnejsi tok v zadanom digrafe G = (V,E) prostrednictvom
upraven¢ho Kleinovho algoritmu (s vyberom cyklov s najlacnejSou hodnotou hrany). Teda
vstupmi st §tvorcové matice parametrov digrafu (rozmerom je pocet vrcholov v G), t..
matica cien P, v ktorej hodnota na mieste i,j je rovna cene orientovanej hrany spajajicej
vrcholy i,j eV ak ij € E. V pripade, ze ij € E, potom hodnota P;; = co. Matice hornych
a dolnych ohraniceni tokov v digrafe MaxTok, MinTok ahodnotu x, ako maximalnu
velkost (objem) toku, ktord je mozné vyslat zo zaliatoéného vrcholu. Dalej matica
zacCiatocného toku v digrafe zT ok, ktora sa zvacsa udava ako nulova a vektor zaciato¢ného
a koncového vrcholu zacV (obvykle je rovny 1,n). Vystupom je matica najlacnejSicho

toku Tok a cena, za ktoru tento tok prepravime fx.

Cely program sa sklada z viacerych podprogramov, ktoré sa vzdjomne vyvolavaju,
pricom spustacom vsetkych podprogramov je funkcia
optimnew (P, MaxTok, MinTok, zT ok, x, zacV). Jej tlohou je preusporiadat matice
parametrov digrafu podla polohy zaciato¢ného a koncového vrcholu (zaciatocny vrchol
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musi byt’ v poradi ako prvy a koncovy posledny). Stcasne vyvoldva hlavny program, t.j.
funkciu Kleinovho algoritmu Kleinnew(P, MaxTok, MinTok, zT ok, x), ktora vypocita
najlacnejsi tok a jeho cenu. Najskor vyvoléd funkciu LB_inic(MaxTok, MinTok, zT ok, x)
na urCenie maximalneho toku v digrafe prostrednictvom algoritmu Forda — Fulkersona
zovSeobecneného na toky s hornymi aj dolnymi kapacitnymi ohrani¢eniami. Nasledne sa
vytvara pomocna matica pomocného rezervného digrafu G, kde sa hl'ada zaporny cyklus
(zodpovedajuci zapornému polocyklu v pdvodnom digrafe) funkciou Floydnew(pomM),
po ktorom sa znizuje cena toku. Tato funkcia vyberie zaporny cyklus s najmensou
priemernou hodnotou hrany (pomocou funkcie meancycle fungujicej na principoch vety
3.3.1).

Graficka ukazka fungovania Kleinovho algoritmu na digrafe znazorneného na
obrazku nizsie, kde hodnoty na i-tej hrane (b;, p;) vyjadruji horné tokové obmedzenie

hrany a cenu za jednotku prepraveného toku.

Digraf

(10,3)

Pomocou algoritmu Forda — Fulkersona sa najde maximalny tok, ktory sa nasledne

upravami zlaciiuje. Cena toku v digrafe po pouziti FF je 173.

Vytvorenie pomocného rezervného (cenového) digrafu

(4.4)
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Negativne cykly (A-B-S a A-B-C) v rezervnom digrafe indikuju pritomnost’ negativnych
polocyklov. Cez polocyklus A-B-S (polocyklus s najmenSou priemernou hodnotou ceny

hrany) sa nasledne zniZuje cena toku, priCom hodnota § = 2. Po tychto Gpravach doslo

K znizeniu ceny toku na hodnotu 169.

Tok v digrafe po uprave

(6,10)

Priklad pre digrafy s dolnymi tokovymi obmedzeniami, kde hodnoty nad i-tou
hranou (a;, b;, p;) oznacuju dolné tokové obmedzenie, horné tokové obmedzenie a cenu za

prepravu jednotkového toku hranou:

Zadanie: ndjst najlacnej$i maximalny tok v digrafe a jeho rie$enie

Cena najlacnejSieho maximalneho toku v danom digrafe je rovna hodnote 143.
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3.5 Navrh digrafu

Tato Cast’ sa zameria na tvorbu digrafu z existujucej siete plynovodov spajajicich
jednotlivé eurdpske huby. Hlavné vrcholy, medzi ktorymi sa hl'add optimalna preprava
toku budu charakterizovat’ huby. Ostatné vrcholy tvoria miesta (stanice), kde dochadza
k zmene podmienok prepravy. Co pokryva rozdielne ceny za prepravent jednotku objemu
zdovodu zmeny spolo¢nosti, ktoré¢ spravuji jednotlivé useky plynovodov (k tomu
najcCastejSie dochadza pri prechode Statnou hranicou), meniace sa vlastnosti plynovodného
potrubia, ako napriklad rozdielne prevySeniec medzi jednotlivymi tsekmi vyZzadujice
odlisné mnozstvo technického plynu potrebného k preprave, alebo stanice, na ktorych sa

spajaju viaceré plynovodné potrubia (krizovatky).

Digraf europskej siete plynovodov spajajucich huby s cenami za dennt rezervaciu

&

Pricom cena hrédn (na obrazku vysSie) vyjadruje cenu (v eurach) za prepravu jednej
megawatt hodiny plynu (mnozstvo plynu, ktorého spalenim sa ziska energia 1MWh)
Vv priebehu jedného dna. V praci bude potrebnd informacia o cene rezervacie prepravnej

kapacity na mesiac (obrazok niZsie).
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Digraf eurdpskej siete plynovodov spajajucich huby s cenami za mesacnu rezervaciu
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4. Aplikacia optimalnych ciest

V tejto Casti sa budeme zaoberat’ vyuzitim poznatku o vol'be optimalnej cesty na
prepravu plynu medzi jednotlivymi hubmi. Na zaciatku sa praca venuje tvorbe
a ocefiovaniu opcii a roznych opénych stratégii, ktoré nasledne porovnava. Dalej analyzuje

moznost arbitrdze medzi jednotlivymi trhmi.

41  Opcie

V poslednych rokoch nastal spolu s rastom hubov v Europe rozmach v obchodovani
s derivatmi odvodenymi od cien plynu. Jeden z tychto derivatov su prave opcie, ktoré
umoznuju jej vlastnikovi pravo na ktpu (call), alebo predaj (put) podkladového aktiva za
vopred dohodnuta cenu E. Rozdiel medzi opciou na finan¢nych a komoditnych trhoch je
V tom, Ze pri komoditach sa nevyplacaji dividendy. Pre investorov maji vyznam zaistenia
voci velkému poklesu (respektive narastu) ceny plynu na trhoch. Praca sa zaobera

eurdpskymi opciami (vanilla option), ktoré je mozné€ uplatnit’ iba v Case expiracie T.

Pri oceniovani opcii sa uvazuje, ze vyvoj ceny podkladového aktiva je ndhodny
(stochasticky), pricom ju moéZeme vyjadrit’ pomocou geometrického Brownovho pohybu

(diferencialny tvar):
dSt = ,uStdt + UStth

Kde S; je cena podkladového aktiva v Case t, parametrami u, o a Weinerovym procesom
W, zabezpecujlicim ndhodnost’ vyvoja ceny (stochasticky ¢len). Pricom Weinerov proces

je stochastickym procesom s vlastnostami®:

1. S pravdepodobnost'ou 1 su trajektorie W; spojité a plati W, = 0
2. Nahodna premennd W; ma normalne rozdelenie N (0, t)
3. Diferencie W, — W, maji rozdelenie N(0,At). Dalej plati, ze W, ma nezavislé

prirastky, teda W, , W, — W, ... , W, — W, __ su nezavisl¢ pre vietky 0 < t; <

1

e < t, [4]

8 Kapitoly z finan¢nej matematiky
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Lema 4.1 (Itdva lema):”> Nech f(x,t) je hladka funkcia dvoch premennych, pri¢om

premenna x je rieSenim stochastickej diferencialnej rovnice:
dx = u(x,, t)dt + o(x, t)dW

Potom prvy diferencial funkcie f(x,t) je mozné vyjadrit v tvare:

df = %dx + <Z + 1oz(xt,t) —f> dt
2
<g]; + u(xe, t) _f + = ! O'Z(Xt; t) f) dt + o(xy, t) f

5]

Teda pre funkciu ceny opcie V (S, T) mozno na zaklade Itovej lemy odvodit’ diferencialny

tvar:

dv = aV+ saV 1 ZX y— 0%V dt + Sa dw
ot P asT279° Bs2 9°%5s

Ten sa nasledne vyuzije pri odvodzovani Black — Scholesovej rovnice na ocenovanie

derivatov, ktora je v tvare:

c’)V+1 220V
G T30 S gzt s

Kde r je trokova miera bezrizikového dlhopisu. Ked’Ze v ¢ase exspiracie je vyplata (call)

opcie rovna max(Sy — E,0), potom rieSenim Black — Scholesovej rovnice dostivame
(4.2):

V,o(S,t) = SN(dy) — Ee "T-IN(d,)
(4.1)
Kde d; a d, st vyjadrené:

<r+ 2)(7" 0 +in(3)

oVvT —t

d1=

d2=d1_O-VT_t

9 . P . , v . . v .
Analytické a numerické ocenovania financnych derivatov
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Funkcia ceny pre put opciu sa taktiez d4 podobne odvodit' (avSak vyplata je v tvare
max(E — S7,0)), alebo pomocou put — call parity, kedy nakupom call a vypisanim put
opcie (s rovnakymi parametrami) dostavame forward s expira¢nou cenou E. Teda pre cenu

put opcie plati (4.2):
Vop(S,t) = Ee"T"ON(—d,) — S N(—d,)

Opcie maji velky vyznam pre distribu¢né spoloc¢nosti, ktoré sa ich nakupom
poistuju voci nepredvidatelnym udalostiam na trhu a z toho vyplyvajicim stratam. Ked'ze
Vv Eurdpe existuje viacero hubov s vlastnym vyvojom cien plynu (uréenych ponukou a
dopytom) je mozné vytvorit’ opcie zavislé na cenach plynu uréenych viacerymi trhmi. Teda
nakupom (resp. predajom) dohodnutého mnozstva plynu na trhu sniz§imi cenami
a naslednou prepravou na dohodnuté miesto (hub) by sa znizili ndklady na financovanie
tohto derivatu (dlznikom), atym by nastal pokles ceny (oproti opcie zavislej na
podkladovom aktive na jednom trhu), ¢o by malo za nasledok pokles ceny zaistenia proti
prudkym narastom (poklesom) cien plynu. Tym by doslo k véacsej ziskovosti distributorov,
ktory by mal v kone¢nom ddsledku za nésledok niz§ie ceny plynu. Vlastnik tejto opcie by
mal pravo na nakup jednotkového mnozstva (objemu) plynu v ¢ase exspiracie T za vopred
dohodnutii cenu E, pri¢om opcia by bola zavisla od podkladového aktiva na viacerych
trhoch. Teda pre dva trhy a s nulovymi nakladmi na prepravu medzi nimi by vyplata call

opcie bola rovna:
max(min (5,52) — E,0) = max(min(S% — E,S? — E),0)
= min(max(S% — E,0),max(S% — E,0)) = min(V#,V3)

Opciu si majitel’ uplatituje vtedy, ak vSetky ceny podkladovych aktiv prekrocili hranicu E,
Vv opa¢nom pripade je vyhodnejSie si ju neuplatnit’ a ktipit’ aktivum lacnejSie na inom trhu
(pri call opcii tam kde je pod hodnotou E). Na obrazku je nakresleny mozny priebeh
vyvoja cien plynov na dvoch trhoch (nemeckom NCG a holandskom TTF) pocas obdobia

pol roka. Parametre danych procesov boli odhadnuté z dostupnych historickych dat.
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Mozny scendr vyvoja trhov
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Pri oceniovani derivétu tohto druhu sa do uvahy musi zahrntit’ vplyv cien vietkych n
podkladovych aktiv, ich vzajomnej korelacie na cenu opcie. Priom cenu aktiv je mozné

popisat’ geometrickym Brownovym pohybom, kedy Vi = {1, ..., n} plati:
ds} = p;Stdt + o;SEdW}

Kde p; sa oznacuje ako trend vyvoja i-teho trhu a o; je Standartna odchylka (ro¢nd)

vypo&itana z m historickych tidajov.'

(5]

Pricom vzajomné vplyvy medzi jednotlivymi hubmi su vyjadrené pomocou korelacie

medzi prirastkami Weinerovych procesov:

10 Vypocet historickej volatility
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E(dW.dW[) =R

Kde R je korelaéna matica (na diagonale by mala mat hodnotu +/t, ktorii vSak teraz
neuvazujeme), pricom p;; je korelacia medzi cenami na i-tom a j-tom trhu. AvSak aby
bolo mozné aplikovat’ Itovu lemu pre viacrozmerné ndhodné premenné musi vo
Weinerovom procese B pre kazdé i # j platit’ E (dB}dBtj ) = (. Teda poévodny proces W,

je nutné upravit’ pomocou rovnice dW; = AdB;, kde A je h'adana matica.
E(dW.,aw]l) =R, E(dB.dB}) =1
S vyuzitim vzorca na Gpravu Weinerovho procesu dostavame:
E(AdB,dBTAT) =R
AE(dB,dBT)AT = AT AT =R

Matica R je symetricka, ateda je mozné pomocou Choleskeho rozkladu najst’ taku
dolnotrojuholnikovi maticu A, ze plati AAT = R (za predpokladu, ze R je kladne

definitn4). Potom hodnoty v matici 4 je mozné ziskat’ vzorcom:

1 -
Aj = | Pij Z AimQjm |, 1>]
1 m=1

Nésledne upravime pdévodnu diferencidlna rovnica opisujucu pohyb cien plynu na trhoch
i={1,..,n}

n
ng = ‘ulS,_fdt + O'iSti Z al]dBil
=

Pri¢om z Itdvej lemy sa ziska diferencialna rovnica pre cenu opcie V (S1, ..., S™, T) v tvare:

n n
av 1
— Ez z SajSalka]k+zaSulS dt+zaSG‘SzalkdBk
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z ¢oho mozno odvodit’ Black - Scholesovu rovnicu ocenovania derivatov. T4 je vSak prili§
zlozitd na ziskanie rieSenia uz aj pre dva trhy (nie je mozné riesit’ ulohu pomocou rovnice
vedenia tepla, ako to bolo v jednorozmernom pripade). Preto sa na najdenie rieSenia
pouziva Monte Carlo metéda generujica mnozstvo scenarov vyvoja cien na trhu a
naslednym urenim ceny derivatu ako diskontovanej hodnoty vyplaty (v zadiatocnom

¢ase). V pripade, Ze uvazujeme opciu zavisli od cien na dvoch trhoch dostdvame:

dsl = ,Lllsldt + 0‘151d31

dS; = 1St + 0,5, (pdBy + /1= p2dB,)
Z tychto rovnic je mozné pomocou Itdvej lemy ziskat’ vztah na vypocet ceny aktiva v ¢ase
T. Zavedenim pomocnej premennej Y; = [n (S;) a naslednym diferencovanim dostaneme:

1 11, 1,
dY=§(,uSdt+oSdB)—E§G S dtz(,u—ch )dt+0dB

St 1,
YT—Yozln(—>=(u——a >T+GBT
So 2

Aplikéciou na diferencidlnu rovnicu ceny na prvom trhu dostdvame:
15 1
S% — S&e(m—g%)T"’UlBr

Podobne postupujeme aj v druhom pripade, ktory je vSak o nieco zlozitejsi (stochasticky
¢len obsahuje sucet dvoch Weinerovych procesov). Hodnotu druhého podkladového aktiva

je mozné zapisat’ v tvare:
1
S% — Sge(ﬂz_jazz)T‘l'Uz(pB%'*' 1_sz’12")

Hodnota trendu cien komodit na trhoch pq, u, sa urci ako vynos bezrizikovej akcie 7.
Prostrednictvom tychto vztahov sa v kazdej interacii vypocita diskontovana hodnota
vyplaty opcie (danej na zdklade vzorca zo zaciatku). Na to sa z tychto hodndt (cien opcii v
danom scenari v €ase vypisu opcie) vypocita priemer, ktory sa nasledne ur¢i ako cena

opcie (v Case vypisu). V naSom pripade bolo zvolenych 1 000 000 iteracii.

V praxi sa vSak Casto vyuziva stratégia nakupu najlacnejSej opcie na vybranych
trhoch. Vlastnik ziskava pravo na kipu (predaj) jednotkového mnoZstva plynu na danom

trhu v exspiraénom ¢ase T za cenu E. Pri uplatneni opcie sa vlastnikovi zarucuje transport
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zakupeného mnozstva plynu do miesta uréené¢ho v zmluve (zvéacSa trh, kde bol derivat
zakupeny) pri call opcii (respektive z daného miesta pri put opciach). Pri podobnych
zacCiato¢nych cenach na trhu (ako je to v pripade cien plynu na eurépskych huboch) nizsia
hodnota opcie znamena mensiu volatilitu trhu, ¢o sa prejavi v menej vyraznom vplyve
stochastického ¢lena na vyvoj cien aktiva (oproti inym trhom). V pripade, Ze sa cena plynu
na niektorom z volatilnejSich trhov v exspira¢nom ¢ase dostane pod hodnotu ceny trhu, na
ktorom je dislokovana opcia, potom su naklady na financovanie derivatu vicsSie ako v
pripade zlozenej opcie. Tato skutocnost’ sa odrazi na cene, ktora je vyssia ako pri zloZenej
opcii. Ked'Ze jej cena je zavisla iba od jedného podkladového aktiva, ateda existuje

exaktné rieSenie Black — Scholesovej rovnice, je mozné ju zapisat’ v tvare:
V.(S,t) = min(Voe (SL,0), ..., Ve (ST, 1))

Kde V.. (S L t) je cena eurdpskej opcie zavisla na podkladovom aktive vyvijajicom sa na i-
tom trhu, ktord je mozné vyjadrit pomocou vzorca (4.1). Stale je vSak tato stratégia

vyhodnejsia ako nakup opcie s podkladovym aktivom vyvijajucim sa na jednom trhu.

V predoslych pripadoch sme neuvazovali naklady na prepravu plynu medzi
jednotlivymi hubmi. Ako bolo spomenuté v tedrii, opcia je pravo na nakup alebo predaj
aktiva za cenu E, teda ak chceme aby sa pri uplatneni na domovskom trhu zachovala cena
E je nutné do nej zahrnlt’ aj cenu za prepravu. To znamend, Ze upravena exspiracna cena

pre i-ty trh bude mat’ tvar:
E{ = E —c(xi)

Kde c(x;) je cena za prepravu jednotkového mnozstva plynu (v pripade put opcie c(xy;) )
z i-teho trhu na domovsky trh, ktory je dohodnuty v zmluve (pre put opcie je vysledna
exspira¢na cena suftom povodnej aceny za prepravu). V pripade, ze sa opcia
V exspiraénom &ase uplatni, na i-tom trhu sa nakupi jednotkové mnozstvo plynu za cenu E;
a nasledne sa za cenu c(x;;,) prepravi na domovsky trh (vlastnik opcie pri uplatneni zaplati

cenu E).

Pre call opciu s exspiracnym ¢asom pol roka, realiza¢nou cenou 20 eur, urokovou
mierou 5% kapenou na holandskom hube TTF (s moznost'ou vyuzitia trhov v okolitych
krajinach — NBP vo Velkej Britanii a NCG v Nemecku) sa odhadnu ceny v pripade

prepravnej opcie, opénej stratégie a jednoduchej opcie. Standardnd odchylka a korelacia
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medzi jednotlivymi trhmi (v poradi TTF, NCG a NBP) bola uréend z historickych dat

nasledovne:

OrTr = 0,593 ONncg = 0,5634 ONBp = 0,627

1 0,3953 0,6906
R = (0,3953 1 0,2889)

0,6906 0,2889 1

Ceny za prepravu jednotkového objemu plynu medzi trhmi st vypocitané na zaklade

optimalizacného algoritmu:

0 0,467 0,178
X = (0,418 0 0,596)

0,178 0,645 0
Pricom ceny opcii a opénych stratégii boli na zaklade danych informacii odhadnuté:

e Prepravna opcia: Voo = 0.2498
e Opcna stratégia: V,s = 1.3214
e Jednoduchd opcia:  V;, = 1.3214

Z vysledkov je mozné pozorovat’, Ze v pripade prepravnej opcie je cena vyrazne niz$ia
oproti ostatnym. AvSak cena opcnej stratégie sa neliSi od obyc€ajnej opcie, o indikuje, ze
cena na domovskom trhu je najvyhodnejSia z pomedzi ostatnych hubov (vzhl’'adom aj na
naslednu prepravu). V pripade nulovych cien za prepravu by sa hodnota opc¢nej stratégie

zniZila, a teda by bola vyhodnejsia ako jednoduché opcia.

e Prepravnd opcia: Voo = 0.2328
e Opcna stratégia: V,s = 1.3178
e Jednoduchd opcia: V;, = 1.3214

4.2 Arbitraze medzi trhmi

Téato Cast’ je zamerand na hladanie stratégie vyuzitia arbitraZnych prilezitosti
vyskytujucich sa medzi jednotlivymi trhmi. S dostupnymi udajmi o cenach za prepravu
medzi jednotlivymi hubmi (z Casti tvorby grafu) a historickych dat popisujacich vyvoj cien
na jednotlivych huboch je mozné zistit' pocet a obdobie, v ktorom arbitraze nastavaju.

Z grafu (2.1) historického vyvoja cien (zobrazené¢ho v ekonometrickej ¢asti) bolo mozné si
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vSimnut’ periodicky vyskyt vacsich cenovych rozdielov (spreadov) medzi jednotlivymi
trhmi. To moze byt spdsobené viacerymi faktormi, ako napriklad rozdielna klima
sposobena geografickou polohou jednotlivych krajin, ¢o sa prejavuje hlavne zvySenym
dopytom po plyne domacnostami (na kurenie) v prechodnych obdobiach. Tie vSak
vzhladom na polohu hubov nastavaju inokedy, €o vytvara cenové rozdiely medzi
trhmi. Vzhl'adom na neznadmy presny vyskyt arbitraznych prilezitosti (daju sa zistit’ iba
priblizné obdobia) sa bude uvazovat’ s Cenami prepravnych kapacit rezervovanych na
obdobie jedného mesiaca. AvSak pri kazdej preprave plynu hranicou dochadza k zmene
spolocnosti spravujucich plynovodnu siet, ¢o mé za nasledok navysSenie celkovej ceny za
prepravu. Tym sa aj vdcsie cenové rozdiely medzi vzdialenymi trhmi nebudi méct’ vyuzit
(a preto sa budlil cenové rozdiely na trhoch aj nad’alej vyskytovat). Z tohto dovodu je

vyskyt arbitrazi pravdepodobnejs$i medzi susednymi nez vzdialenymi hubmi.

Pomocou optimaliza¢ného algoritmu bola vypocitana cena za mesacnu rezervaciu
jednotky prepravené¢ho objemu plynu (v MWh), ktory bude mozné prepravit’ na miesto

urcenia v priebehu dané¢ho dna.

Pre dal$i postup je potrebné vykreslit cenové spready medzi jednotlivymi hubmi.
NajlacnejSia preprava medzi dvoma hubmi je medzi nemeckym NCG a GASPOOL (z
dovodu, Ze sa nachadzaju v jednej krajine). Preto sa ako prvy vykresli graf dennych

cenovych rozdielov medzi hubom NCG a GASPOOL.

Graf cenovych rozdielov medzi nemeckymi trhmi

NCG_GAS

0 e NCG_GAS
10/1/2009 10 1 10/1/2012
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Z grafu je vidno, ze za dany casovy usek ani raz neprekroCil cenovy spread hodnotu
prepravy, a tym by sa nedala uskutocnit’ arbitraz. Jednym z doévodov je podobnost
a blizkost” oboch hubov vzhl'adom na to, Ze pdsobia na jednom trhu. V druhom pripade sa

budeme venovat’ najlikvidnejSim hubom v Eurdpe ato Britskému NBP a Holandskému
TTF.

Graf cenovych rozdielov medzi hubom TTF a NBP

TTF_NBP

0 e TTF_NBP
04/03/0 04/01/09 /01/10 /01/11 01/12

Tu uz v8ak zopar krat nastala arbitrdZna prileZitost. Tieto velké cenové rozdiely sa
periodicky vyskytuji len v uréitych obdobiach. Zaujima nas preto rozdelenie
a pravdepodobnost’ vyskytu cenovych rozdielov presahujucich ur¢iti hladinu (hodnotu
ceny za prepravu medzi hubmi), na zdklade ktorej by sa dala urcit’ vyhodnost’ tychto
operacii. V tomto pripade by sa dali vyuzit metddy na vypocet value at risk, kde sa
pomocou tedrie extrémnych hodnot aplikovanej na straty prekracujice isti hodnotu dokaze
relativne presne urcit’ hranica, ktora straty prekrocia iba s istou pravdepodobnostou. Tieto
postupy sa daji podobne vyuzit’ aj na dostatocne vel'ké hodnoty spreadov prekracujuce istu
prahova hodnotu u. PriCom spravanie danych udalosti je mozné vyjadrit pomocou

podmienenej pravdepodobnosti:

PX<x+unX>u) PX<x+u)—-PX<u)
P(X >u) B 1-P(X <u)

E(x)=PX<x+ulX>u)=

_Fx+w)-F(w
~ 1-F@)
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Veta 4.2.1 (Pickands—Balkema—de Haan):* Pre velku triedu rozdeleni nahodnych veli¢in

X mozno najst’ taka funkciu B (u), Ze plati:

lim sup {Fu(x)—GPngﬁ(u)(x)}

UDXF 0sx<xp—u
(6]

Kde x5 je pravym krajnym bodom rozdelenia, u je prahovou hodnotou a GPD; g, (x) je
distribu¢na funkcia zovSeobecneného Paretovho rozdelenia (General Pareto Distribution)

s parametrami &, 8 (u), pri¢om plati:

| =

( —
GPDg gy (x) = { 1- (1 * %x) f

X

1—e B

Predchadzajuca veta tvrdi, Ze so zvySujucou sa prahovou hodnotou je podmienena
pravdepodobnost’ vyjadrujuca spravanie prekro¢eni nahodnej veli¢iny blizka rozdeleniu
zovSeobecneného Paretovho rozdelenia. Jednou =z charakteristik zovSeobecneného
Paretovho rozdelenia je, Ze priemernd podmienend velkost’ prekroCeni nad prahovou

hodnotou je line4rna v zavislosti od prahovej hodnoty u.

B +4u
1-¢

eSPP = E(X —ulX >u) =

Na zaklade tohto poznatku je mozné urcit’ prahovu hodnotu u tak, ze podmienené hodnoty
prekroceni budii mat’ GPD rozdelenie. V praxi je vSak rozdelenie nahodnej premennej X
Casto nezndme, a preto je mozné hodnotu priemernej podmienenej velkosti prekroceni
urcit’ empirickym vypoctom:

_ Sy max(X; — u;,0)

n
i=1 1Xl->ul-

u

Pricom u sa uré¢i ako hodnota X;, od ktorej je funkcia e, v zavislosti od X linearnou.

" prednagka EVT 1
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Graf funkcie priemernej podmienenej velkosti prekroceni

Mean excess function
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Na zaklade grafu bola prahova hodnota uréena: u = 2.29553

Potvrdila sa linearita funkcie priemernej podmienenej velkosti prekroceni od
hodnoty spreadov, ¢o znaéi, ze ich podmienené prekroCenia maji GPD rozdelenie.
Parametre tohto rozdelenia sa odhadni pomocou metdody maximum likelihood (numericka
implementacia sa v matlabe nachadza pod funkciou gpfit, ktory praca vyuziva v programe

mle.m). Pricom v naSom pripade plati:
£§=0.0195 B =0.9359

Z dostupnych informécii je uZ mozné odhadnut’ pravdepodobnost’, Ze nastane taka
udalost’, pri ktorej hodnota spreadu prevysi troven ceny za prepravu jednotky plynu medzi
hubmi (kedy nastdva arbitrdZna prilezitost). Pre hodnoty spreadu X (s nezndmym
rozdelenim, ktoré popisuje distribu¢nd funkcia F) prekracujiice prahovli hodnotu u plati:

_Fx+w)-F()

() 1—F(u)

= Fgpp (%)

Kde hodnota F(u) vyjadruje pravdepodobnost’, Ze spread neprekro¢i prahova hodnotu u,

teda je mozné odhadnut’:
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N —N,
N

Fu=PX<u)=

N, je pocet prekroceni prahovej hodnoty spreadom.

N — u
F(x +u)— N

—_— F Nu’
= Fgpp(x) N
Hodnota x sa zvoli tak, aby platilo: X = x + u = pr, kde pr je cena prepravy z hubu NBP

do TTF. Chceme urcit’ pravdepodobnost’ a nastatia situacie, kedy X > pr. (4.2)

N —N,
N

Ny
l—a=F(pr)= WFGPD(pr —u)+

1 1
N, E N —N, N, 3
1—a=W{1—[1+%(pr—u)] }+ =1—W 1+—=(pr—-uw)

1

Lor-w|

Ny
=—]1
a N[ +ﬁ

za predpokladu, Ze hodnoty X; st nezavislé a rovnako rozdelené. Pri hodnotach spreadov je
vSak pritomna autokorelacia, a teda nie je splnend podmienka nezavislosti. Pre zavislé data

zo0 zovseobecneného Paretovho rozdelenia (GPD") plati:

Fgppr(x) = (FGPD(x))e

Kde 68 <1 je extremalny index a Fgpp je distribuéna funkcia nezavislych dat

zovSeobecneného Paretovho rozdelenia.

V pripade jednotkového extremalneho indexu je odhad pravdepodobnostnej urovne rovny
0.3242%, teda v priebehu jedného roka je strednd hodnota vyskytu takychto pripadov
0.817 krat (v priebehu celého pozorovaného obdobia je strednd hodnota 4.08, Co priblizne
zodpoveda realnym udajom). To vSak ni¢ nehovori o obdobiach, kedy tieto udalosti

nastavaju.

Postupom, ktorym sa budeme teraz zaoberat je mozné obist’ odhad extreméalneho
indexu. Z dat cenového spreadu zistujeme pritomnost’ autokorelacie (z korelogramu),

a teda je mozné ich modelovat’ pomocou AR(1) procesu (4.2.1):

spread; = ay + a;spread;_q + &
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AvsSak bola zistend autokorelacia druhych mocnin rezidui, ¢o spolu s autokorelaciou
druhych mocnin spreadov indikuje pritomnost” zhlukovania sa volatility (tzv. volatility
clustering — volatilita je v ¢ase premenliva). Je preto vhodné si vytvoritt GARCH(1,1)

model cenovych spreadov . Pre odhad volatility plati (4.2.2):
of =c+ B10fy +y,8f

Z lava: korelogram druhych mocnin spreadov, druhych mocnin rezidui AR(1) modelu a standardizovanych rezidui

GARCH modelu
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Correlogram of V' Correlogram of Residuals Squared [ Correlogram of Standardized Residuals
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O standardizovanych rezidudch z GARCH modelu predpokladame (test vylucil
normalne rozdelenie), Ze Cast’ prekracujica istll hranicu u mé GPD rozdelenie. Na urcenie
prahovej hodnoty sa postupuje podobne ako pri datach cenovych spreadov (pomocou
funkcie priemernej podmienenej hodnoty prekro€eni), pricom hodnota u bola urcena
1.952. Tento poznatok bol nasledne vyuzity pri odhade parametrov zovSeobecneného
Paretovho rozdelenia Standardizovanych rezidui metédou maximalnej vierohodnosti:

& =0.2368,5 = 0.7050

Hodnota straty, ktort aktivum prekroc¢i s pravdepodobnostou 1 —a sa nazyva
Value at Risk. Povazuje sa za najvdcSiu hodnotu straty, ktord by nemala byt
s pravdepodobnostou a aktivom prekroend v danom Casovom obdobi. T4 je urcena ako
a% kvantil zrozdelenia strat. V pripade GPD rozdelenia $tandardizovanych rezidui
z GARCH modelu strat (ktoré sa daju modelovat’ na zaklade (4.2.1), (4.2.2) ) sa tento

kvantil resp. hodnota Value at Risk ur¢i nasledovne (4.2.3):
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VaRg = p+ Q(a)o;

Kde je p strednd hodnota spreadov z GARCH modelu a Q(a) je hodnota, ktora
Standardizované rezidua prekro¢ia s pravdepodobnostou 1 —a (teda a% kvantil
z rozdelenia GPD). Tuto ideu je mozné aplikovat’ na na§ model. Hodnotu ceny za prepravu
plynu je mozné povazovat za Value at risk s hladanou pravdepodobnostnou troviiou
1—a. Vzhladom na nezavislost S$tandardizovanych rezidui je (1 —a)%

kvantil rozdelenia GPD mozno z (4.2) vyjadrit’ v tvare (4.2.4):

Ql—-a)=u +§[(N£ua:)_f — 1]

Z ¢oho je mozné vyjadrit hodnotu pravdepodobnosti prekroCenia ceny za prepravu

spreadom (4.2.5):

1
_Nu §((pr—w) <
“‘W[”E(T_“>]

Kde u je prahova hodnota §tandardizovanych rezidui, N, je pocet Standardizovanych

rezidui prekracujucich prahovu hodnotu a N je celkovy pocet Standardizovanych rezidui.

Na obrazku nizSie je zobrazena pravdepodobnost prekrocenia hranice ceny za
prepravu spreadom Vv zavislosti od ¢asu (resp. Standardnych odchylok v jednotlivych

¢asoch).

Graf pravdepodobnosti prekrocenia
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Z obrazku je vidno, ze zvySené pravdepodobnosti koreSpondujt s obdobiami, kedy

k prekroceniu doslo.

AKo bolo uz spomenuté, z grafu je mozné pozorovat periodicky sa vyskytujuce
vzory (pokles a narast cenovych rozdielov) a udalosti, pri ktorych cenovy rozdiel trhov
prekrocil hodnotu prepravy. Tento jav indikuje v datach pritomnost’ sezoénnosti. Na jej
vySetrenie najskor upravime data z dennych (pri dennych datach nema vel'mi zmysel
hovorit’ o sezoénnosti) na tyzdiové (nie je dostatok dat pre analyzu mesacnych udajov).
Jednym zo spdsobov je, Ze tyzdiovy Udaj vyjadruje extrém dennych hodnoét, ktoré nastali
v dany tyzden (je rovna najviacsej absolltnej hodnote dennych dat cenovych rozdielov pri

zachovanom znamienku) alebo je priemerom dennych hodn6t v danom tyzdni.

Zobrazenie sezénnosti pomocou autokorelacnej funkcie

-
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Autokorelacna funkcia ukazala vplyv medzi datami v roénych odstupoch (najvicsia
hodnota v oboch pripadoch je pri 52. ¢lene, ¢o je jeden rok). Vyskyt arbitraznych
prilezitosti bol najCastej$i v mesiaci september, kedy bola aj vel'mi Casta pritomnost’
extrémnych cenovych rozdielov medzi TTF a NBP (a v okolitych mesiacoch — oktober a
august). Teda v pripade stratégie vyuzitia buducich arbitraznych prilezitosti je

najvyhodnejsSie (z dostupnych udajov) si zaktpit’ prepravné kapacity prave v tomto obdobi.
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Zaver

Praca sa zaoberala metédami optimalizacie ceny toku v grafoch anaslednou
aplikaciou tohto poznatku na uréenie stratégie v obchodovani s plynom a ocenovanie
finan¢nych derivatov odvijajicich sa od cien plynu na eurdpskych trhoch. Taktiez boli

predmetom skiimania Gc¢inky istych parametrov na ceny eurépskych hubov.

Na zéklade ekonometrickych modelov bol preukdzany vplyv trhov v zdpadnej
Eurépe (britsky NBP a holandsky TTF) na vyvoj cien stredoeurdpskych hubov, avSak
opacna zavislost sa podla ocakdvani az na jednu vynimku (nemecky hub NCG)
nepotvrdila. Dalej bol zisteny vplyv dlhodobych zmien v trende vyvoja cien ropy na
stredoeurdpskych huboch v dosledku ich zavislosti na medziStatnych kontraktoch na
dodavky plynu, ktorych cena je zavisla od svetovych cien ropy. Naopak zdpadoeurdpske
trhy, na ktorych je podiel dlhodobych kontraktov zanedbateI'ny (ceny sa riadia ponukou a

dopytom) su ovplyvitované aktudlnymi pohybmi cien ropy.

Na vyber optimalnej cesty prepravy plynu sa vyuzival Kleinov algoritmus
popisany v tretej kapitole. Tento poznatok sa d’alej vyuzival pri konstrukcii opcii zavislych
od cien plynu na viacerych trhoch aopcnej stratégie najlacnejSej opcie na trhu
(vyplacajucej sa na mieste nakupu — domovsky trh). Na ocenenie opcii prvého druhu sa
z dovodu neexistencie exaktného rieSenia (zaloZenej na zlozitej diferencidlnej rovnici)
vyuzivala Monte — Carlo metdda, zatial ¢o pre opénu stratégiu existuje jednoduché
analytické rieSenie (pre eurdpske typy opcii). Ukazalo sa, Ze tieto derivaty su lacnejSie
(hlavne prvy druh opcii) ako bezne obchodované opcie odvijajice sa od ceny plynu na
jednom hube. Vyuzivanim uvedenych derivatov by klesla hodnota zaistenia pred ndhlou
zmenou ceny podkladového aktiva (¢im by sa znizilo riziko straty distribu¢nym

spolo¢nostiam), o by v konecnom dosledku mohlo zapri€init’ pokles cien plynu.

Dalej sa poznatok o optimalnej preprave plynu vyuziva v nachidzani arbitraznej
prilezitosti sposobenej nerovnovahou cien medzi jednotlivymi hubmi. Vzhl'adom na
vysoku cenu prepravnej kapacity bol vyskyt arbitrdzi iba medzi susednymi hubmi.
Vzhladom na zriedkavy vyskyt udalosti, kedy cenovy spread prekracoval hodnotu
prepravy, bolo mozné tieto prekrocenia modelovat’ vyuzitim tedrie extrémnych hodnét. To

umoznilo zistit' pravdepodobnosti nastania arbitrdznych udalosti. V istych periodicky sa
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opakujucich obdobiach sa v désledku sezénnosti cenového spreadu objavovala zvySena
pravdepodobnost’ prekroCenia ceny za prepravu (najmé v jesennych mesiacoch). Prili§
zriedkavy vyskyt arbitraznych prilezitosti spdsobeny vysokou cenou prepravnej kapacity je
hlavnou pri¢inou relativne velkych cenovych rozdielov plynu na eurépskom trhu (oproti

trhu v Severnej Amerike).
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Prilohy

Test Grangerovej kauzality

Pairwise Granger Causality Tests
Date: 03/25/13 Time: 11:19
Sample: 1/02/2009 12/11/2012

Lags: 1
Null Hypothesis: Obs F-Statistic Probability
DNCG does not Granger Cause DTTF 734 5.10626 0.02413
DTTF does not Granger Cause DNCG 196.464 1.0E-39
DGASPOOL does not Granger Cause DTTF 734 0.59887 0.43926
DTTF does not Granger Cause DGASPOOL 27.1164 2.5E-07
DNBP does not Granger Cause DTTF 734 3.31873 0.06890
DTTF does not Granger Cause DNBP 2.57103 0.10927
DBAGA does not Granger Cause DTTF 734 0.94817 0.33051
DTTF does not Granger Cause DBAGA 32.5999 1.6E-08
DGASPOOL does not Granger Cause DNCG 734 203.748 5.9E-41
DNCG does not Granger Cause DGASPOOL 14.2366 0.00017
DNBP does not Granger Cause DNCG 734 128.942 1.2E-27
DNCG does not Granger Cause DNBP 11.6174 0.00069
DBAGA does not Granger Cause DNCG 734 107.028 1.7E-23
DNCG does not Granger Cause DBAGA 26.0137 4.3E-07
DNBP does not Granger Cause DGASPOOL 734 13.7375 0.00023
DGASPOOL does not Granger Cause DNBP 1.4E-05 0.99706
DBAGA does not Granger Cause DGASPOOL 734 3.69150 0.05508
DGASPOOL does not Granger Cause DBAGA 25.8270 4.7E-07
DBAGA does not Granger Cause DNBP 734 0.00158 0.96831

DNBP does not Granger Cause DBAGA 9.99828 0.00163




function[Tok, fx] = optimnew (P,MaxTok,MinTok, zTok, x, zacV)

clc
d = length(P(1,:));
zac = zacV(l,1);

kon = zacV (1, 2);

$preusporiadanie grafu

s = 0;
while s<3
if s==
pomM = P;
elseif s==

pomM = MaxTok;
elseif s==

pomM = zTok;
end

m = pomM;
if zac~=1
$vymena riadkov

m(l,:) = pomM(zac,:);
m(l,1) = 0;
m(l,zac) = pomM(zac,1);
m(zac,:) = pomM(1l,:);
m(zac,zac) = 0;
m(zac,l) = pomM(1l,zac);
%ostatne upravy
for k=1:d
if k~=1 & k~=zac
m(k,1) = pomM(k,zac);
m(k,zac) = pomM(k,1);
end

end
pomM = m;
elseif kon~=d

$riadky
m(d,:) = pomM(kon,:);
m(d,d) = 0;
m(d kon) = pomM (kon,d);
m(kon,:) = pomM(d, :);
m(kon, kon) = 0;
m(kon,d) = pomM(d, kon) ;
%stlpce
for k=1:d
if k~=d & k~=kon
m(k,d) = pomM(k, kon) ;
m(k, kon) = pomM(k,d);
end
end
end
if s==
P = m;
elseif gs==

MaxTok = m;
elseif s==2
zTok = m;

end
s = st+l;
end
[Tok, fx] = Kleinnew (P,MaxTok,MinTok, zTok, x) ;
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Optimaliza¢ny algoritmus
function[Tok, fx] =

Tok =
d = length (MaxTok(1l,:));
pomM = zeros(d);
koniec_kl = 0;

fx = 0;

%uprava P na pocitanie ceny toku
Pup = zeros(d);
for k=1:d
for 1=1:d
if P(k,1)~=inf
Pup (k,1) =
end
end
end

P(k,1);

while koniec kl==
spomocna matica G hat

for k=1:d
for 1=k:d
if k==
pomM(k,1) = 0;
else
if MaxTok (k,1l)==MinTok (k,1l) && MaxTok (1l,k)==MinTok (1, k)
pomM(k,1l) = inf;
pomM(1l,k) = inf;
elseif MaxTok (k,1l)~=MinTok (k,1l) &&
MaxTok (1, k)==MinTok (1, k)
if Tok (k,1l)==MaxTok (k, 1)
pomM(k,1l) = inf;
pomM(1,k) = -P(k,1);
elseif Tok(k,1l)>MinTok(k,1)
pomM(k,1) = P(k,1);
pomM(1l,k) = -P(k,1);
else
pomM (k,1) = P(k,1);
pomM(l,k) = inf;
end
elseif MaxTok (k,1l)==MinTok (k,1l) &&

MaxTok (1, k) ~=MinTok (1, k)

Kleinnew (P, MaxTok,MinTok, zTok, x)

LB inic (MaxTok,MinTok, zTok, x) ;

%cena toku

if Tok (1, k)==MaxTok (1, k)

pomM (1, k)

pomM (k, 1)
elseif Tok(1l,k

pomM (1, k)

pomM (k, 1)
else

pomM (1, k)

pomM (k, 1)
end

else
if MaxTok (k, 1)
pomM (k, 1)
pomM (1, k)
elseif MaxTok (

= inf;

= -P(1,k);
>MinTok (1, k)

= P(lrk);

= _P(llk);

= P(1,k);
= inf;

=Tok (k, 1)
= -P(l,k);
-P(k,1);
k,1)~=Tok(k,1)

&& MaxTok (1, k)==Tok (1, k)

&& MaxTok (1, k)==Tok (1, k)
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if Tok(k,1l)>MinTok (k, 1)

pomM(k,1) = min(P(k,1),-P(1,k));
pomM (1, k) = -P(k,1);

else
pomM(k, 1) = min(P(k,1),-P(1,k));
pomM(1l,k) = inf;

end

elseif MaxTok (k,1l)==Tok(k,1l) && MaxTok(l,k)~=Tok(1l,k)
if Tok(1l,k)>MinTok (1, k)

pomM(1l,k) = min(P(1l,k),-P(k,1));
pomM(k,1l) = -P(1l,k);

else
pomM(1l,k) = min(P(1l,k),-P(k,1));
pomM(k, 1) = inf;

end

else

if Tok(k,1l)==MinTok(k,1l) && Tok(l,k)==MinTok (1, k)
pomM(k,1) = P(k,1);
pomM(1l,k) = P(l,k);

elseif Tok(k,l)==MinTok (k,1) &s
Tok (1, k) >MinTok (1, k)
pomM (k, 1) min(P(k,1),-P(1,k));
pomM(1l,k) = P(1l,k);
elseif Tok(k,1l)>MinTok(k,1) &&

Tok (1,k)==MinTok (1, k)

pomM(k,1) = P(k,1);
pomM(1l,k) = min(P(1,k),-P(k,1));
else
pomM(k,1) = min(P(k,1),-P(1,k));
pomM(1l,k) = min(P(1l,k),-P(k,1));
end
end
end
end
end
end
%cena toku
fx = sum(sum(Pup.*Tok));
$%%%%%%%%%%%%%hladanie cyklov neg dlzky%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% [piv,MnVrch,mi] = Floydnew (pomM) ;
d = length(pomM(1, :));
piv=2;
[mi,MnVrch] = meancycle (pomM,piv,d);

$skuska, ci uz nie je zap cyklus
if sum(MnVrch(l,:))==
koniec_kl = 1;

else
gmatica polohy wvrcholov cyklu
poc = 0;
pom = 1;

while pom~=0
poc = poc + 1;
pom = MnVrch(l,poc+l);
if poc==d
pom = 0;
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end
end

for k=l:poc-1

K(k,1l) = MnVrch(l,k);
K(k,2) = MnVrch(1l,k+1);
end
K(poc,1l) = MnVrch(l,poc);
K(poc,2) = MnVrch(1l,1);

deltaM = zeros(1l,poc);
for k=l:poc

if pomM(K(k,1),K(k,2))==P(K(k,1),K(k,2))
if Tok(K(k,1),K(k,2))~=MaxTok(K(k,1),K(k,2))
deltaM(1l, k) = MaxTok(K(k,1),K(k,2)) -
Tok (K(k,1),K(k,2));
else
deltaM(1l,k) = MinTok (K(k,2),K(k,1)) -
Tok (K(k,2),K(k,1));
end
else
if pomM(K(k,1),K(k,2))==-P(K(k,2),K(k,1))
if Tok(K(k,2),K(k,1))~=0
deltaM(1l,k) = MinTok(K(k,2),K(k,1)) -
Tok (K(k,2),K(k,1));
else
deltaM (1, k) = MaxTok(K(k,1),K(k,2)) -
Tok (K(k,1),K(k,2));
end
end
end
end
delta k = min(abs(deltaM(1l,:)));

for k=l:poc
if deltaM(1,k)>0
Tok (K(k,1),K(k,2)) = Tok(K(k,1),K(k,2)) + delta k;
else
Tok (K(k,2),K(k,1))
end
end
Tok;
end
end

Tok (K(k,2),K(k,1)) - delta k;

Ford — Fulkersonov algoritmus s dolnymi obmedzeniami
function[Tok]=LB inic (B, BL, zTok, x)
Tok = zTok*0;

if x<min (min (BL))

error ('pozadovany tok je priliz maly, musi byt aspon taky ako
najvacsia min hranica')
end

$zistenie ci mame spravne podmienky
if sum(sum(BL>B))>0
error ('zle podmienky, dolna hranica nesmie prekrocit hornu')
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end

%$zistenie ci pociatocny tok splna vsetky podmienky grafu, ak nie
zostavime
$pripustny zaciatocny tok
if sum(sum(zTok))~=0

if zTok<BL | zTok>B

error ('zaciatocny tok nesplna podmienky')
else
Tok = FF(B,BL, zTok, x) ;

end
%ak nemame zaciatocny tok, ideme vytvorit pripustny tok
else

$vytborenie pomocneho grafu A

$pridanie pomocnych vrcholov s' a t'

A = zeros(length(B)+2);

$hrany povodneho grafu zmensime o dolnu hranicu a aby sme zachovali
toky a

$odtoky do jednotlivych vrcholov, pridame pomocne hrany vedene z
vrchola

%s' a do t!

A(2:1length(B)+1,2:1length(B)+1) = B - BL;

$pri tvorbe umeleho grafu musi byt zakomponovany povodny graf, t.j.

musi byt zachovana podmienka nehromadenia sa toku- medzi zac a kon

$vrcholom musia byt vytvorene hrany

A(2,length(A)-1) = inf;
A(length(A)-1, 2) = inf;
for j=2:1ength(B)+1
A(1,3) = sum(BL(:,3-1));
A(j,length(A)) = sum(BL(3-1,:));
end
szeros (length (A)) je zaciatocny tok v novom grafe, pTok je pripustny

zaciatocny tok
pTok = FF(A,zeros(length(A)),zeros(length(A)),x);
$nasytenost zac a kon hran zabezpecuje prip riesenia
if pTok(1l,:)==A(1,:)
Tok = pTok(2:1length(B)+1,2:1length(B)+1) + BL;
Tok = FF(B,BL, Tok,x);

else
error ('neexistuje pripustne riesenie')
end
end
function[Tok] = FF(B,BL, zTok, x)

d = length(B(1,:));
Tok = zTok;

koniec = 0; %$technicka konst na FF
$test pripustnosti vstupov
for k=2:(d-1)
if sum(Tok(:,k))~=sum(Tok(k, :))
1

koniec = 1;
end
end
pomMl = zeros(d);
pomM2 = pomMl;

pomM = pomMl;
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odtok = sum(Tok(1l,:)) — sum(Tok(:,1));

$Ford-Fulkerson alg

while koniec==
navV = zeros(1l,d);
Vrcholy = zeros(d,2);
$vytvaranie pomocnej matice

for k=1:d
for 1=1:d
if k==
pomM1 (k,1) = 0;
pomM2 (k,1) = 0;
end
if k <1
pomMl1 (k,1) = B(k,1l) - Tok(k,1);
pomM2 (k,1) = Tok(l,k) - BL(1l,k);
end
if k > 1
pomMl1 (k,1) = Tok(l,k) - BL(1l,k);
pomM2 (k,1) = B(k,1l) - Tok(k,1);
end
end
end
pomM = pomMl + pomM2;
$maximalizacia toku
k =1;
navVv(l,k) = 1;
stop = 0;
pom = 1;
deltaV = ones(1l,d)*inf;
while stop<2
1l = d;
stop = 0;
while stop==
if pomM(k,1)==0
1 =1-1;
else
if navv(l,1l)==
1 =1-1;
else
navVv(l,1l) =
Vrcholy (pom, :) [k,17;
deltaV(l,pom) pomM (k, 1) ;
pom = pom + 1;
stop = 1;
k = 1;
end
end
%lepsie je to s rezom
if 1 ==
pom = pom - 1;
if pom==
stop = 2;
koniec = 1;
else

k = Vrcholy(pom,1);

stop = 1;
end
end



%dorazili sme na koniec
if navv(l,d)==1
stop = 2;
end
end
end

delta = min(min(deltaV(l, :)), (x-odtok));
%algoritmus zvacsenia toku na polceste
if koniec==0
for i = 1:d
if Vrcholy (i, 1)~=0

k = Vrcholy (i, 1);

1 Vrcholy(i,2);

pom = Tok(k,1l) + delta;

if pom < B(k,1)

Tok(k,1l) = Tok(k,1l) + delta;
else
Tok(k,1l) = B(k,1);
Tok(1l,k) = Tok(l,k) - (pom - B(k,1));
end
end
end
end
%$testovanie ohranicenia odtoku zo startovacieho vrchola
odtok = sum(Tok(1l,:)) - sum(Tok(:,1));
if x==odtok
koniec = 1;
end

end

Algoritmus hPadania najmensich zapornych polocyklov
function[mi,MnVrch] = meancycle (W,piv,d)
Fm = zeros (d+2,d+1);

Cesta = zeros (d+2,d+1);

mi = 0; %priemerna dlzka najlacnejsieho cyklu

$vytvorenie pomocnych hran zo zaciatocneho vrchola do vsetkych vrcholov
% (ak neexistuju) s hodnotou O

Ws = ones (d+1)*inf;
for i=1:d+1
Ws(l,i) = 0;
end
Ws (2:d+1,2:d+1) = W;
W = Ws;
for 1=1:d+1
if 1==
Fm(1l,1) = 0;
else
Fm(1l,1) = inf;
end
Cesta(d+2,1) = 1-1;
end

$vytvorenie matic najkratsich ciest a mapovania
pomV = zeros(l,d);
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if piv~=1 %ak nie je zac vrchol sucastou neg
cyklu
for k=2:d+2
for 1=1:d+1
pomV = W(:,1)"'" + Fm(k-1,:);

pomp = inf;

if k==2
pomV (1,1) = inf;
Fm(k,1l) = min (pomV) ;
for i=1:d

if pomp>pomV(1l,1i)
pomp = pomV(1l,1i

) ;
Cesta(k-1,1) = i-1;
end
end
else

pomV(l,1) = inf;

pomV(l,1) = inf;

Fm(k,1l) = min (pomV) ;

for i=1:d+1
if pomp>pomV(1l,1i)
pomp = pomV (1,1);
Cesta(k-1,1) = i-1;
end
end
end
end
end
else
for k=2:d+1
for 1=1:d+1
pomV = W(:,1)" + Fm(k-1,:);
pomp = inf;

pomV(l,1) = inf;
Fm(k,1l) = min (pomV) ;
for i=1:d

if pomp>pomV(1l,1i)
pomp = pomV(1,1);
Cesta(k-1,1) = i-1;

end

end
end
end
end

CestaN = Cesta(2:d+2,2:d+1);
%najdenie cyklu s najmensiou priemernou dlzkou cyklu metodou
$M=F (n,v) -F(k,v) /n-k

M = zeros(d,d);%
for k=1:d
for 1=1:d
M(k,1l) = (Fm(d+2,1+1) - Fm(k+1,1+1))/(d+1-k);
end
end

pomV = zeros(1l,d);
pomV max (M(:,1:d));

pomp = inf;
for i=1:d-1
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if pomp>pomV (1l,1)

piv = i; %index, v kt je najlacnejsia cesta

pomp = pomV(l,i);
end
end
mi = pomp;
if mi>=0

koniec_kl = 0;
MnVrch = zeros(1l,d);
else
$najdenie minimalneho cyklu
CestaP = zeros(l,d+1);

CestaP(l,d+1l) = CestaN(d+l,piv);
1 = piv;
for k=d:-1:1
CestaP(1l,k) = CestaN(k,1);
1l = CestaN(k,1);
end
pomp = 0;
pocm = 1;
poc = 2;
MnVrch = zeros(1l,d);
MnVrch(1l,1) = CestaP(1,1);

while pomp~=CestaP (1, pocm)

MnVrch (1,poc) = CestaP(l,pocmt+poc-2+1);

poc = poc + 1;
if pocmtpoc-2==d+1
pocm = pocm + 1;
if pocm==d+1l
pomp = CestaP(1l,d+1);
if CestaP(l,1)~=CestaP(1,d+1)
MnVrch = MnVrch*O0;

end
else
poc = 2;
MnVrch = MnVrch*0;
MnVrch(1l,1) = CestaP(l,pocm);
pomp = 0;
end
else
pomp = CestaP(l,pocmt+poc-2+1);
end
end
end
Opcie
function[C] = opcia call(SO,E,T,r,sigma,R,X)

trials = 1000000;
n = length(R);

$tvorba matice E1 vzhladom na prepravu

h =1; sdomovsky trh

for i=1:n
El1(i) = E - X(i,h);
end
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$vytvorenie matice A pomocou
A = zeros(n);
for i=1l:n

for j=1:n
pom = 0;
if i==j

for m=1l:i-1
pom = pom + A(i,m)"2;
end

A(i,J) = sgrt(R(i,Jj) - pom);

elseif i>Jj
for m=1:j-1

pom = pom + A(i,m)*A(j,m);

end

A(i,3) = (R(1i,J) - pom)/A(J,]);

end
end
end

%$Monte Carlo metoda
c = zeros(l,trials);
S = zeros(1l,n);
for k=l:trials
z = normrnd (0,1, [n 1]);
for i=1:n
pom = 0;
for m=1:n
pom = pom + A(i,m)*z(m);
end

S(i) = S0(i)*exp( (r - (sigma(i)”2)/2)*T + sigma (i) *sqgrt (T) *pom

end

if S>E1
c (k)

end

min (S-E1) *exp (-x*T) ;

sopcna strategia a opcia domovska
V = zeros(1l,n);
for i=1l:n

dl = ( (r + (sigma(i)”2)/2)*T + log(SO(i)/E1(i)) )/ ( sigma (i) *sqgrt(T)
)7
d2 = dl - sigma (i) *sqgrt(T);
V(i) = SO0(i)*(1l-gfunc(dl)) - E1(i)*exp(-r*T)* (1l-gfunc(d2));
end
C(2) = min (V) ;
C(3) = V(h);
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Vypocet pravdepodobnosti prekroceni

num = xlsread('Dataplyn', 'residl');
resid = num(:,1);
var = num(:,3);

residl = -sort(-resid);
g = num(1l,2);

o)

y = residl (residl>qg) - g; % exceedances

[parameters, confidence interval]=gpfit (y);

x1 = parameters(1l);
beta=parameters (2);

alfa = 1/xi;

$GARCH
mi = 0.066510/(1-0.789369);

for i=l:length (var)
prep(i) = (5.334 - mi)/sqgrt(var(i));
end

Nu = sum(y>0);
N = length(resid);

for i=l:length (var)
p(i,1) = (Nu/N)*( ((xi/beta)* (prep(i)
end

- gq) + 1)~(-alfa)

)7
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