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Abstrakt v statnom jazyku

Bielakova, Zuzana: Odhady medianu v modeloch teérie ndhodného vyberu [Diplomova
préaca]. Univerzita Komenského v Bratislave, Mlynska dolina 84248, Bratislava, Fakulta
matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky.
Vedici prace: doc. RNDr. Katarina Jankova, CSc.

Bratislava, 2014.

Tato diplomova préca sa zaobera skimanim vlastnosti odhadov medidnu zédkladného
suboru pouzitim viacero pristupov. Ide o bodovy a intervalovy odhad pri viacerych ty-
poch vyberovych schém, ktorymi sa zaoberame, ale aj o rozne pristupy k odhadom pre
median (cez distribu¢ni funkciu, pomocou hustoty normélneho rozdelenia, cez hyperge-
ometrické rozdelenie pri jednoduchom nahodnom vybere bez navratu). Ohl'ad berieme
aj na rozsah zakladného siiboru a pripadné rozdelenie zédkladného suboru na oblasti.
Dalsi pristup je cez kontingenéni tabulku a pohl'ad cez poradové Statistiky vyberového
siboru. Vysledky ziskané vypoc¢tom porovname s hodnotami ziskanymi simulovanim
vyberov z exponencialneho rozdelenia a overime spolahlivost ziskanych intervalov spo-

Tahlivosti pre median.

KTacové slova: median, odhad, zakladny subor, vyberovy subor, interval spolah-

livosti



Abstract

Bielakova, Zuzana : Median estimation sampling theory [Master’s thesis|. Comenius
University Bratislava, Mlynska dolina 84248, Bratislava, Faculty of Mathematics, Phy-
sics, and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics.

Supervisor: doc. RNDr. Katarina Jankové, CSc.

Bratislava, 2014.

The main content of this thesis is to analyse properties of estimation of population
median using more approaches. We deal with point and interval estimate for more forms
of sampling designs and several approaches to estimate median (by distribution func-
tion, density of normal distribution, by hypergeometric distribution for simple random
sampling without replacement). We take into consideration size of population and it’s
division into strata. Another view is examining confidence intervals of median based
on contingence table and order statistics of the sample. We compare calculated results
with results obtained from simulation of sample from exponential distribution and we

verify confidence of obtained confidence intervals.

Keywords: median, estimation, population, sample, confidence interval
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Uvod

Zakladnym stborom rozumieme mnozinu objektov, na ktorych sledujeme vlastnosti
(znaky), ktoré vieme ¢iselne ohodnotit (napriklad pevnost materalu u suciastok, po-
diel osdb, rodin s uré¢itou vlastnostou pri mzdovom ohodnoteni, ... ). Z praktickych,
nakladovych ¢ ¢asovych dovodov sa informacia o znaku ziskava iba z podmnoziny
objektov, z tzv. vyberového siboru.

Teoéria ndhodného vyberu sa zaoberé vlastnostami odhadov ziskanych pomocou vy-
berového stiboru pre charakteristiky zakladného stiboru pri viacerych spoésoboch kon-
strukcie vyberového suboru.

Na zaciatku zavedieme pojmy pravdepodobnostného vyberu, pricom sa zameriame
na odhad thnu, ktory dalej pouZijeme na odhad distribuc¢nej funkcie a kvantilu za-
kladného suboru. K tejto tlohe pristipime z hladiska odlisnych konstrukcii vyberového
stuboru. Zvlast budeme pristupovat k tlohe pre subory malého rozsahu a velkého roz-
sahu, pri ktorom popiSeme asymptotické vlastnosti odhadov. V niektorych pripadoch
st odvodené vysledky priblizné, preto kvalitu odhadov preverime simulaciami.

Pri pristupe k odhadom chceme brat ohlad okrem rozsahu zékladného stuboru, aj
na jeho rozdelenie do oblasti, a preto odvodenia pri vybere z jednej oblasti rozsirime aj
na oblastny vyber. Pre rozne vyberové schémy odvodime interval spolahlivosti skiima-
nej charakteristiky stiboru. Poktsime sa popisat viacero spésobov urcovania intervalu
spolahlivosti pre ¢asto pozorovany druhy kvartil, median, a to aj pri $pecialnych pred-
pokladoch oblastného vyberu.

Ziskané teoretické vztahy aplikujeme pri vyberoch zo zakladného suboru, daného ko-
necnym poc¢tom prvkov z exponencialneho rozdelenia, a porovname tak rézne pristupy
k odhadom. Zaujimavé moze byt aj overenie miery spolahlivosti odvodenych intervalov

pre odhady.
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1 Problematika vyberu z kone¢ného zakladného su-
boru

Uvazujme zékladny subor (ZS) jednotiek ktorych je konecny pocet, matematicky ozna-
¢ime tito mnozinu jednotiek U = {1,2, ..., N} (ide napr. o kusy vyrobenych suciastok,
osoby v urcitej vekovej skupine, ... ). Na tychto objektoch siboru kone¢ného rozsahu,
{yr : k € U}, budeme pozorovat urcity znak (napr. pevnost suciastok, mzdové ohodno-
tenie 0sob, ...). U znakov sa budeme zaujimat o ich charakteristiky (stupen odolnosti
vodi tlaku, podiel 0s6b s danou vlastnostou, ... ).

Informacie o znaku sa uz zo spominanych dévodov ziskavaju iba na danej pod-
mnozine stiboru, vyberovom siibore (VS), ktorého spdsob tvorenia sa ur¢i vyberovymi

schémami. Medzi zdkladné vyberové schémy patri:

e Systematicky vyber:
Vychadzame uz z vytvoreného usporiadania jednotiek v zékladnom sibore. Vo
vSeobecnosti je charakterizovany dlzkou kroku a, podla ktorého vyberame ob-
jekty do vyberového suboru. Prvy objekt je vybrany nahodne spomedzi prvych
a objektov, kazdy dalsi je vzdialeny dizku kroku od predchadzajuceho. Takto

realizujeme vyber az po koniec zédkladného stiboru.

e Jednoduchy nédhodny vyber:
Jednotky sa ndhodne vyberaju zo zéakladného saboru. Méze ist o jednoduchy na-
hodny vyber s navratom alebo CastejSie pouzivany, bez navratu, kedy sa jednotka

po vybrati naspét do zakladného stiboru uz nevracia.

e Oblastny vyber:
ZS rozdelime na disjunktné oblasti a v kazdej nezavisle uskuto¢nime jednoduchy

nahodny vyber.

Tieto postupy st podrobnejsie popisané v [7] pricom v tejto publikicii ako aj vo
vacsine inych sa autor sustreduje na odhad priemeru zakladného stuboru, pripadne
thrnu. V porovnani s priemerom v mnohych pripadoch, najméa v pripade vyberu zo
sikmého rozdelenia sa dava prednost pouzitiu medianu. V naSej préaci sa zaoberame

prave tymito odhadmi.
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2 Pravdepodobnostny vyber a ré6zne vyberové schémy

Pristup pravdepodobnostného ndhodného vyberu, [7], rozumie pod vyberovym su-
borom nahodnti podmnozinu zakladného stboru, ozna¢me S, pricom P(S = s) = p(s)
pre s € 2Y. Teda pravdepodobnostny vyber, je dany rozdelenim nahodnej veli¢iny S,
ktoré je dana vyberovou funkciou p(.). Realizaciou vyberu potom ziskame podmnozinu
s, rozsahu n, ktoré predstavuje V.S zo zakladného suboru U, rozsahu N, s pravdepo-
dobnostou p(s), kde:

p(.) 2% = [0,1],

> eeauP(s) =1, p(s) > 0.

Indikadtorom vyberu k-tej jednotky rozumieme funkciu ndhodnej premennej S:

1 kes,
I(S) = (1)
0 ké¢bsS.

Vektorovo zapiSeme N tychto indikatorov zahrnutia objektov zakladného siboru:
Is = (L(S), .., Ik(S), ... . In(9)) -

Udalost S = s tak vieme prepisat ako Ig = i, kde :

!/

is:(i137"'7iksu"'7iNs)
a
. 1 ke€s,
s =
0 k¢s,

preto p(s) = P(S = s) = P(Ig = is).
f)alej ozna¢me pravdepodobnosti zahrnutia ! :

me=P(k €)= P(I(S)=1) = Y p(s), (2)

sk

P(k € s,l€s)=P(I(S)L(S) =1) = > p(s) prek # 1, 3
Tl =

Pk eskes)=PI(S)?*=1)=PI(S)=1)=m, prek=1

ls 5 k oznacuje vietky také vybery, ktoré zahffiaja ys,

s 2 (k, 1) oznacuje vsetky také vybery, ktoré zahfhaja y a y

12



Roznou volbou p(s) dostaneme uz nami spomenuté schémy, ale aj nové vyberové

schémy:

e Bernoulliho vyber
Ide o vyber v ktorom st indikatory I;(.S) nezavislé, rovnako rozdelené s paramet-
rom 7 € [0,1], ktory predstavuje pravdepodobnost zahrnutia kazdého objektu
v zakladnom subore do vyberového suboru. Pre pravdepodobnosti zahrnutia pri
Bernoulliho vybere plati:
T = T, (4)

e Modifikovany systematicky vyber
Je dany velkostou kroku a = %, aby a € Z. f)alej definujeme jeden z typov syste-
matického vyberu. Ndhodne zvolime m > 1, aby =* € Z a zrealizujeme nahodny
vyber m prvkov {yg,, - . ., Yx,, } spomedzi prvkov zakladného stuboru {yi, . .., Yma}-
Do vyberového siboru dalej vstupuje kazdy ma-ty prvok od prvych, ndhodne

zvolenych, az po koniec zdkladného siboru. Vyber s potom zahinha objekty:

s={Yi:k=k+({G—Dma,i=1,...m,j=1,...n/m}

Pre pravdepodobnosti zahrnutia objektov do vyberového stiboru plati:

m 1
= —= - 6
™= (6)

|k — 1] =amb,b={1,2,...},
Tl = (7)
(m’l) nak.

ma—1

Q=

e Jednoduchy nédhodny vyber bez navratu
Pri jednoduchom nahodnom vybere bez vratenia rozsahu n, je pre I'ubovolnu
podmnozinu s € 2° vyberova funkcia : p(s) = P(S = 5) = ﬁ a pre pravdepo-

n

dobnosti zahnutia plati:

(8)



I 6y

(9)

Priklad 2.1. Pre vgber rozsahu n = 2 z mnozZiny S = {1,2,3} dostdvame pod-
mnoZiny s = {1,2},s = {2,3},s = {1, 3} kaZdi s pravdepodobnostou %

balej uvedieme vlastnosti indikadtorov funkecii.

Lema 2.1. Pre lubovolni vgberovi funkciu p(s) a pre kazdé k = {1,..., N} plati:
E(Ix(5)) = 7.

V(Ix(9)) = me(1 — m)

C(Ix(S), i(S)) = miy — mem = Agg

Dokaz. Vyuzitim vlastnosti pravdepodobnosti indikdtorov :

P(Ix(S) = 1) = m, P(I(S) = 0) =1 — 7y,

vieme nasledovne odvodit poZadované charatkteristiky:

E(Ix(S)) = 1m, + 0(1 — 7)) = mg,

E(I}(S)) = E(Ix(9)) = mx, V(Ix(S)) = E(I(5)) — (E(Ix(9)))* = mi(1 — m),
C(L(5), 1u(S)) = E(In(S)L(S)) — E(1x(5)E(L(S)) = T — mpm. O

Indikatory zahrnutia st najjednoduchsie pripady Statistik, ktoré sa vyskytuji v prav-
depodobnostnom naéhodnom vybere. Spomenieme este niektoré dalsie a uvedieme ich
zakladné vlastnosti. Jednou z nich je ndhodna veli¢ina predstavujica velkost vyberu,
ne =Y ev Ik(S), dalej viberovy dhrn t, = Y, 2 vyberovy priemer, vyberova dis-

tribu¢na funkcia ¢i vyberovy medidn ktorym sa budeme zaoberat podrobnejsie neskor.

Lema 2.2. Pre statistiku ng, velkost vijberu, plati :

V(m)=Zm—<Zwk>2+Z S e

ke Ule U,k#l

14



Dokaz. Podla vlastnosti It (S):

E(ne) = EQ_reu k(5)) = 2pev EUKS)) = Xper ™,

Vins) =V herk(9) = 2 el =mk) + D 1cv D icvru (T — TaT) = D ey Tr—
(ZkeUﬂ—k)Q + D hev e U k£l Tk O

Pre nage dalsie tvahy buda zaujimavé vlastnosti thrnu a jeho odhadu, £, = res m

Lema 2.3. Nevychylenyj odhad ihrnu:
t= 2{::yk7
keU

predstavuje Statistika:

fwzzgk

kes

= Z Z A,

keUkeU

S Variancion:

ktorej nevychyjleny odhad je:

=> > A,

kes les

kde Akl g

|<§
> =

Dokaz. Nevychylenost uhrnu vyplyjva z:

B(Shen2) = F (Sheo 214(9)) = Shep 2 EUNS)) = Ty Lk = Sper -

Pre varianciu dhrnu plati:

V(in) = V(e ) = V(X iewieln(9) = Xiew eV (k) + Liev 2t van Dl =
D oke Uik T D ke v 2t vppr DTk = D pe v 21 v Dkl

Dalej plati : V(tx) = Y e v e w Ie(S)L(S) i

Podla rovnosti:

V f Z Z Aniwi B (Ix(S Z Z Apliiimg = ( )

keUleU keUleU

1de o nevychyleny odhad variancie. [J

Definicia 2.1. Budeme hovorit, Ze rozsah vyberu je pevne danyj, ak existuje ng také,

Ze p(s) = 0 pre také s , kde |s| # ns.

15



Lema 2.4. Za predpokladu, Ze rozsah vijberu je pevne dang, médzZme alternativne va-

rianciu pre odhad dany pravdepodobnostami m urcit ako:

V(ix) = —% SN Aule —0)*

keUleU
Doékaz. Za predpokladu, Ze velkost vijberu n je pevne dand moézZme rozpisal vztah (2.4):
‘A/<£7r) = Z Z Apinin — Z Z A (1)
keUleU keUleU
Z toho vieme cast upravit ako:
DD D) =3 00" Y A
keUleU keU leUu

Po dosadeni:

E Akl: E Wkl_g 7rk7rl:n7rk—n7rk:0,

leU leU leU

ziskavame povodny vztah (2.3). O

Lema 2.5. Nevychyleny odhad velkosti ZS, N, je .. ﬂ—lk .

Dokaz. E(3 ;. i) = E(ZkeUn_lklk(S» = ZkeUﬂ_lkE(Ik(S)) = ZkeU%”k =NU

16



3 Odhad pre p kvantil

3.1 P kvantil pri vybere z jednej oblasti

Median M, zakladného stuboru, je definovany ako poloviény kvantil, p = 0.5. Je to pr-
vok zékladného suboru, ktory rozdeluje prvky stiboru na polovicu, polovica je mensich
ako M, a polovica vac¢sich. Ak median nie je urceny jednoznacne a danej podmienke
vyhovuje interval objektov, prvé dva grafy na Obr.1, medidn ur¢ime bud ako infimum,
obréazok vlavo, alebo ako jeho stred, obrazok v strede. Obrazok vpravo zobrazuje me-

dian urceny jednoznacne.

0.5

My

Obr. 1: Median zakladného stiiboru

Vo v8eobecnosti plati, ze funkcia Fiy(y) vyjadruje, aky podiel prvkov v celom stubore
je mensich alebo rovnych ako pevne dané y.

Oznacme:

1 aky, <,
Ly = (10)

0 akyr >y.

Potom distribuénu funkciu Fy(y) v bode y vieme zapisat:

() = 5 3 Z, (1)

keU
a jej nevychyleny odhad pri pravdepodobnostnom vybere s pravdepodobnostami zahr-

nutia m, k € U:
} : Zky
o kEs Tl

= Tt
S T

(12)

17



Pomocou realizacie pravdepodobnostného vyberu s rozsahu n, ktory je dany prvkami
zékladného stboru {y, : k € s}, vieme odhadnit Tubovolny p kvantil zakladného
stiboru rozsahu N, ozna¢me 1, , kde p € [0, 1]. Ak pri nejednoznacnosti zvolime hodnotu
ako infimum z nadobudajicich hodnét, tak z vlastnosti distribucnej funkcie vieme p

kvantil vyjadrit nasledovne:

ryp = Fy' (), (13)

kde
Fy'(p) = inf{y : Fn(y) > p}. (14)
Na odhad r,,, ozna¢me 7,,, preto potrebujeme odhad distribu¢nej funkcie Fi(y),

ozna¢me F,,(y) a preto:
Py = E (D), (15)
kde:
E(p) = inf{y : Fuly) = p} (16)

predstavuje p kvantil vyberového suboru.
Pri vypoétoch odhadu medidnu mézeme pouzit postup, kedy najskor zoradime prvky

vyberového siboru {Y} : k € s} do neklesajicej postupnosti:
MO ORI O)

a priradime im prislusné pravdepodobnosti zahrnutia,ozna¢me: m 5, o5, . .., Ty s
. l 1 O . ooy
Potom pomocou postupnosti By = 0,B; = Zj:1m=Bn = N vieme ur¢it odhad

medianu z objektov vyberu s, v pripade nejednozna¢nosti ako infimum:

Yy  Bii <05N < B
M, = (17)
Yooy Bi1=05N

Priklad 3.1. Ndhodny vyber, rozne pravdepodobnosti zahrnutia.
Vigber rozsahu n =5 zo suboru rozsahu N = 50 zahfiia s = {17,2,33,29,28}:

18



ko|ye | m | =
171 8 | 0.10 | 10
214101010
33| 15]0.05 | 20
29 | 12 1 0.10 | 10
281 8 10.20| 5

3 55

Podla vztahu (12) potom vieme urcit:

k| Y | Fa(Ys)

1] 8 | (10+10+5)/55 = 25/55

2| 4 |10/55

3] 15| (10410 45+ 10 +20)/55 = 1
4112 | (10410 45+ 10)/55 = 35/55
5| 8 | (10+10+5)/55 = 25/55

Pyos = F;1(0.5) = inf{Yy, : Fu(Yy) > 0.5} = 12

Alternativne:

k| Yo | = | B

4 |10 |10

8 |10 [10+10=20

8 |5 [10+10+5=25

10+ 10+ 5+ 10 = 35

15 [20 | 1041045+ 10+ 20 = 55

O | = | W | N
—
[\]
—
)

By =25 < 0.5N =55/2 a By = 35 > 55/2 z coho dostdvame: i, o5 = V(s = 12.

Priklad 3.2. Jednoduchy ndhodny vyber bez ndvratu, rovnaké pravdepodobnosti zahr-

nutia.

Vigber rozsahu n =5 zo siboru rozsahu N = 50 zahrria s = {3,20,11,4,31}:

19



kolye | m | =

3121010110
20 | 28 [ 0.10 | 10
11 116 | 0.10 | 10
4 (51010110
31146 0.10 | 10

> 50

Podla vztahu (12) potom vieme urcit:

k| Yy | Fu(Ya)

1| 2 |10/50

28 | (10 + 10 + 10 + 10) /50 = 40/50
16 | (10 + 10 + 10)/50 = 30/50

5 | (10 +10)/50 = 20/50

46 | (10 + 10 + 10 + 10 4 10)/50 = 1

Tt | = | W | N

Fpos = FH0.5) = inf{Y; : F,(Yi) > 0.5} = 16

Alternativne:

k| Yu | = | B
1| 2 [10 |10
5 110 | 10410 =20

16 |10 | 10+ 10+ 10 =30

28 |10 |10+10+10410 =40
46 |10 | 10+10+ 10+ 10+ 10 =50

Tt | &=~ | W | N

By =20 < 0.5N =50/2 a By =30 > 50/2 z coho dostdvame: i, 55 = V{3, = 16.

20



3.2 P kvantil pri oblastnom jednoduchom ndhodnom vybere

bez navratu

Uvazujme stibor N objektov rozdelenych do K oblasti rozsahu Ny, No, ... Ng. Na-
hodnym vyberom bez vratenia ziskame n objektov, rozsahy vyberov z jednotlivych
oblasti oznacme nq,ns,...ng. Pravdepodobnosti zahrnutia jednotlivych objektov za-
kladného stboru potom zavisia od oblasti do ktorej st zahrnuté. Pravdepodobnost

zahrnutia objektu y, k € U, z oblasti 4,7 € {1,2,..., K}, vieme napisat ako:

n;
T — —.
N;

Odhad p kvantilu, 7,,, potom ziskame rovnakym postupom, priradenim pravdepo-

dobnosti zahrnutia, ako sme uviedli v ¢asti 3.1, pricom vychadzame z usporiadane;j

postupnosti vyberového siiboru zjednoteného z vyberovych suborov kazdej oblasti.
Dalej priradme kazdej oblasti vahu v;:

vi= 3 (18)

Potom distribu¢né funkcia siboru rozdeleného na K oblasti m4a tvar:

K

FN(y) = Z UiFNi(y)7 (19>

=1

a jej odhad:
K
Fu(y) =Y _viF,,(y), (20)
i=1

kde Fy,(y) je distribu¢na funkcia pozorovaného znaku v oblasti i, F,,, (y) je jej odhad a
pre kazdi oblast i st definované rovnako ako pri ndhodnom vybere v ¢asti 3.1, pricom
N = N;, n =n;. Fy,(y) teda predstavuje podiel prvkov oblasti i , pre ktoré plati, ze st
mensie alebo rovné ako y a F,,(y) podiel prvkov vo vybere z oblasti ¢, ktoré si mensie
alebo rovné ako y.

Intuitivne, ak sa hodnota n; priblizuje k N; pre i = {1,... K}, tak sa odhad r,, blizi

k hodnote p kvantilu zakladného stboru r, .
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4 Interval spolahlivosti pre p kvantil pri réznych vy-

berovych schémach

4.1 Pristup cez empiricki distribu¢ni funkciu

Podl'a Woodruffa v [7], [8] je zavedeny nasledujici postup pre ziskanie intervalu spolah-
livosti pre median. Postup pre median zovSeobecnime na Tubovolny prvok zékladného
stuboru 7, ktory urcuje p kvantil zakladného siboru (14). Ak pre nejaké dve konstanty

c1, Co plati:
Pric; < Fu(ry,) < e} = PT{Fn_l(Cl) STyp < Fn_l(c2)} =1-q,

tak

[ (en), B (e2)] (21)
urcuje (1 — a)100%-ny interval spolahlivosti pre 7, .
Neskor ukazeme, ze F,,(r,,) ma aproximacne normélne rozdelenie so strednou hodnotou
Fy(ryp) = p a disperziou V[F,(ry,,)]. Preto pre vypocet (1 — «)100% -ného intervalu

spolahlivosti pre p kvantil pouZijeme vztah:

€1 —p Fn(Typ)_p C2 — D )
Pr < < ’ < =1l-a
VI[Fa(ryp)]? = VI[Ea(ryp)]? = VI[Fa(ry,)]H?

7 toho vidiet, ze treba zvolit:

c1 = ptug(VIE(ry,))'"?, (22)
Co=Dp— u%(‘/[Fn(ry,p)])l/z- (23)

Neznamou ostéva hodnota variancie distribu¢nej funkcie V[F,(r, ,)]. Hodnotu variancie

distribu¢nej funkcie zédkladného stiboru vieme napisat ako podiel:

VIEy(ry,)] =V [Zkv—z’f] v [Zku_zk] |

N ZkEU 1

Pre dalsi postup uvedieme metdédu pouzivani na odhad variancie nelinearnej funkcie
dvoch ndhodnych veli¢in. V nasom pripade ide o funkciu podielu dvoch thrnov ¢, ts,
ktoré budeme odhadovat. Ozna¢me tito nelinedrnu funkciu charakteristik zakladného
stboru ty, to parameterom p = f(t1,ty) = %, pricom :

b = Z Zk,r%pa

keU
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t2221

keU

Potom odhad parametra j predstavuje podiel: p = f(i1,t5) = %, kde :

Z toho hladana variancia V'[F,(r,,)] = V[p].

Odhad p aproximujeme linedirnym odhadom pg, ktory ziskame z Taylorovho rozvoja

prvého radu:

~ ~

P dp s dp .
p=po=p+ gktl,tz)(fl —t1) + d—£2|(t1,t2)(752 )

1 ty
t—t ty —t
b =) =l b)

1/t
=pt (-
23

1 (Zkv'f'y,p - p)
Tk ’

2 kes

Potom variancia pg, aproximécia variancie p , ozna¢me AV[p], mé tvar:

~ 1 (Zkr _p> 1 (Zkr _p)
A =-A ¥ | = AV —r (S 24
V(] AV kz o 2 % o 1(S) (24)
1 Zor.  — p)?
L5 G 2PV g )
t2 U Ty
(Zk,’l”%p - p) (Zlary,p - p)
LSS s as) Do) s

t keU 1eU k£l

Zry_ Zvayp_
QZZAM k p) (Zi - p)‘

t keU 1eU

ry,p Dredstavuje p kvantil zékladného suboru, preto:

— t_l — ZkeU Zvaym —
to N

Pre odhad variancie p v mediane potom plati:




Navy$e hodnotu r,, nepozname, preto s premennou Zj , . nevieme pracovat a pouZi-

jeme odhad objektu 7, , a Zj;, . Dostdvame tak vztah:

- . 1 « (Zig,, —p) (Zig,, —Dp)
VI (Fyp)l = 5 > A N (26)

T
2 kes les k

Nasledne uz vieme urcit aproximacne hodnoty na vypocet hranic intervalu spolah-

livosti pre medidn dané vztahmi (22), (23).

Pozrieme sa na disperzie (25) a (26) pri roznych vyberovych schémach.
4.1.1 Bernoulliho vyber s parametrom 7
Podla vztahov (4), (5) plati:

0 k#1, (27)
T(l—7) k=1L

Akl =

Preto pre disperziu (24) pri Bernouliho vybere s ndhodnym rozsahom vyberu n plati:

VI ()] = g S (Ze,, — )" (28)

a na jej odhad pouzijeme podla (26):

VE ()] = S S (2o — 0) (20)

4.1.2 Systematicky, modifikovany, vyber s krokom «

Podla vztahov (6), (7) plati:
L% k=1 =ambb=1{1,2,.1}, (30)

1 0za) k.

Preto pre disperziu (24) pri systematickom vybere plati:

VIEC = m Dl Y @ Dy, P Z, — 0t

k€U €U, |k—I|=amb
(1—a) (31)
D e T R L D)
leU,|k—l|#amb
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a pre jej odhad podla (26) :

VG = —3 1 S ala—1)(Zes, — D) Zs,, —0)+

kes les,|k—1l|=amb

> = s, - D, )

les,|k—l|#£amb

(32)

V skutoc¢nosti, systematicky vyber predstavuje na rozdiel od Bernoulliho vyberu, typ
vyberu s pevne danym, nendhodnym, rozsahom vyberu n. Preto by sme na odvodenie

variancie distribucnej funkcie mohli pouzit jednoduchsi postup:

Zk,ryyp Zk,ry’p
V[E(ry,)] =V Zke"’—”lk -V Z’“ES—M (33)
Zkes T an
1 Zk; r 1 Zk T
= LAY 2 174 Zhrye 1
(an)? RZES T (an)? kze_; Tk k]

1 Zlg,r%p 1 Zk,ry,p Zl,ry,p
=P 2 VI 3 D Ol = e =

k T
keU keU leU,k#L
1 1-— Tk k Ty, p “"y P
= e Y D AT
(an) Tk m
keU keU leU,k+#l
j :j :Aklery eryp
keU leU

Z toho potom pre varianciu vyberovej distribu¢nej fukcie pri systematickom vybere

dostavame vztah:

V[FH(TZJJ’)] = (G:Z)Q Z[ Z (CL - 1)Zkﬂ"y,le:7“y,p+

k€U €U, |k—I|=amb

(1—a) (34)
Z —Zk,ry,le,ry,p] )
(ma — 1)
leU,|k—I|#amb
a pre jej odhad
N . 1
VIFu(Pyp)] = (an)? Z[ Z ala —1)Zys, , 21, ,+
kes les,|k—l|=amb
(35)

(1—a)
Z a<m _ 1) Zkfy,p Zlfy,p]'

l€s,|k—l|F#amb
4.1.3 Jednoduchy ndhodny vyber bez navratu

Pri jednoduchom ndhodnom vybere bez vratenia vieme V[F,(r,)] zjednodusit. Z vlast-

nosti pravdepodobnosti zahrnutia pri jednoduchom nahodnom vybere (8) dostéavame
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zo vztahu pre odhad distibu¢nej funkcie v bode r,,, podla (12):

nF,(ry,) = Z gy

kes

Z toho nF,(ry,,) vyjadruje pocet prvkov vo vybere, ktoré st mensie alebo rovné ako pr-
hodnotou a varianciou:

vok r, ,. Nahodna veli¢ina nF;,(r, ,) ma preto hypergeometrické rozdelenie so strednou

E[F,(ryp)] = Fn(ryp)

=D
N-—-nl
VI[E(ryp)] = N _1

EFN(T%p){l — Fn(ryp)} =

4.1.4 Oblastny jednoduchy ndhodny vyber bez navratu

a 7z ich nezéavislosti:

Vréatime sa teraz k oblastnému vyberu zavedenému v ¢asti (3.2).
Z hypergeometrického rozdelenia nahodnej premennej n; F,,, (r,,,) prei = {1,..., K}

E[Fm (Tyyp)] = FNi<ry7p)>
VI[Fn(ryp)] = Nzl

1
N1 7 ) = Fi(ry )} =
Z toho pre celkovy stbor:

_ g

niNi Fn,(ryp)[1—Fn,(1y)]. (37)
E[Fn(ryvp)] = ZviFNi (ryp) = P

K

_
2 N;

1
VI[Eu(ryp)] = Z v

)

i=1 ‘

1

a pre odhad variacie distribuc¢nej funkcie v odhade pre median:
’ . N, A .
VIF(Pyp)] = Z v} Ei (Pyp) {1 = Fo,(Pyp) }-
rovych schémach

(39)
4.1.5 Vypocet a simulacie variancii distribuc¢nej funkcie pri r6znych vybe-

n.
i=1 t

Ziskané vztahy st priblizné (vztahy pre varianciu odvodené z aproximaécie nelinear-
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empirickej distribuc¢nej funkcie v mediane zakladného suboru a v mediane vyberového
siboru ziskané vypoc¢tom, s hodnotami ziskanymi simulédciami pri zvolenych vybero-
vych schémach.

Pri vypoctoch variancii distribu¢nej funkcie a jej odhadoch budeme vychadzat z
uz nami definovanych vyberovych schém. Na zaciatku generujeme N dat zakladného
stiboru z exponencialneho rozdelenia s parametrom A = 0.2 a ur¢ime hodnotu medianu
zékladného siboru, ry 5.

Zvolme nadhodné rozdelenie prvkov zékladného suboru pomocou diskrétnej nahodnej
veli¢iny O do K oblasti rozsahu Ny, No, ..., Ng:

(

1 s pravdepodobnostou py,
2 S P2,
O — (40)
| K s Pk,

kde S8 pi=1.

7 dat zakladného siboru ur¢ime vypoctom, z uz odvodenych vztahov v tejto ka-
pitole, hodnoty variancii distribu¢nej funkcie v mediane zakladného suboru, r, o5 ,pre
jednotlivé vyberové schémy, hodnota V[F,,(7y05)].

Z vygenerovanych dat realizujeme vybery podla vyberovej schémy. Pri Bernoulliho
vybere vychadzame z celkového zakladného stiiboru pricom pravdepodobnost zahrnutia
uréime tak, aby stredna hodnota rozsahu vyberového stiboru bola rovnaki ako pri
ostatnych vyberovych schémach, kvoli moznosti porovnania ziskanych vysledkov, t.j.
T= %

Pri systematickom a jednoduchom ndhodnom vybere bez névratu vyberdme n prv-
kov zo zékladného stboru rozsahu N, pri systematickom nastavenim spravnej dlzky
kroku, a = %,a € Z.

Pri oblastnom proporciondlnom vybere (Oblastny p) realizujeme jednoduchy néa-
hodny vyber bez nadvratu zo vSetkych oblasti, do ktorych sme rozdelili prvky zakladného

siboru pomocou diskrétnej ndhodnej veli¢iny. Rozsah vyberu z jednotlivych oblasti je

ni,No, ..., Nk, pricom plati:
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a1 U NK n
E:E:...:N_K:N_ (41)

Pri neproporciondlnom oblastnom vybere (Oblastny np) s pevne danym rozsa-
hom vyberového suboru n, uré¢ime Tubovolné rozsahy vyberov z jednotlivych oblasti
ni,Na, ..., Nk, aby platilo Zfil n; = n.

Dalej zo ziskanych vyberov uréime hodnotu vyberovej distribu¢nej funkcie v me-
diane zakladného siboru, F,(ry05), a v jeho odhade, F,(7,05). Odhad medianu je z
jedného zrealizovaného vyberu kazdou vyberovou schémou, pri jednooblastnom vybere
pomocou postupnosti vdh z vyberového suboru ako uvddzame v ¢asti 3.1, pri oblast-
nom vybere z vyberového stiboru pomocou postupnosti vah podla 3.2. Z opakovanych
simulacif dalej uréime odhady variancii, oznacme V,[F,(r,.05)] a Vi[Fy(7y.05)] -

Vysledky ziskané simulaciou porovnadme s odhadom disperzii vypoctom, urcené
ako priemer z opakovani, podla vztahov odvodenych v predchadzajicej ¢asti, pri-
¢om opét pouzivame hodnotu medidnu zakladného siboru, V[Fn<7’y,0.5)], a jeho odhad,
VI[Eu(y05)]

Vypocéty a simulacie variancii (ziskané z opakovania 10000 krat) pre déata z exponen-
cidlneho rozdelenia s parametrom A = 0.2(zadelené do oblasti s pravdepodobnostami
pi = 1/K pre Vi), pri oblastnom vybere s dvoma oblastami, pre rozne pripady rozsa-
hov zakladného siboru a rozsahov vyberu, zobrazuja Tabulky 1,2,3,4. Pri nepropor-
cionalnom oblastnom vybere sme pri n = 0.1N pouzili rozsah vyberu s prvej oblasti
ny = 0.05N; a pri rozsahu n = 0.05N rozsah n; = 0.01NV;. Pri systematickom vybere
sme ziskali vypoctom rovnaké vysledky variancii oboma odvodenymi vztahmi v ¢asti
4.1. Tabulka 5 predstavuje 95%-ny interval spolahlivosti pre varianciu v odhade pre
medidn ziskanu simulaciami.

Z porovnania variancii ziskanych simulaciami a vypoc¢tom vidiet, ze kvalita vypoctov
zévisi od rozsahu zakladného a vyberového siboru ale vysledky mozu byt ovplyvnené

aj tvorbou zakladného siboru.
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N =1000 vyber n=0.1N

variancia Bernouliho | Systematicky | Jednoduchy | Oblastny p | Oblastny np

v, [F(ry05)] | 0.002303815 | 0.003122789 | 0.002276133 | 0.002248896 | 0.003333930

v, [F(7y05)] | 0.002169312 | 0.003355094 | 0.002181522 | 0.002196792 | 0.003321399

VIE,(ry05)] | 0.002250000 | 0.003195918 | 0.002252252 | 0.002249423 | 0.003323748

V[Fn(ry 05)] | 0.002269508 | 0.003185595 | 0.002252252 | 0.002208346 | 0.003209008

VI[F,( 7y.05)] | 0.002269508 | 0.003404758 | 0.002252252 | 0.002170244 | 0.003207874
Tabul'ka 1

N =100 vyber n=0.1N

variancia Bernouliho | Systematicky | Jednoduchy | Oblastny p | Oblastny np

v, [F(ry05)] | 0.02605165 | 0.02548449 0.02253325 | 0.02293128 | 0.02922419

7, [F(7y05)] | 0.02605165 | 0.02397637 0.02198509 | 0.02271550 | 0.02654872

VIF,(ry05)] | 0.02250000 | 0.02571429 0.02272727 | 0.02125622 | 0.03546756

V[Fn(Ty 05)] | 0.02512016 | 0.02592045 0.02272727 | 0.01833169 | 0.02044928

V[Fn(Ay 0.5)] | 0.02512016 | 0.02458665 0.02272727 | 0.01829140 | 0.01866342
Tabul'ka 2

N =1000 vyber n=0.05N

variancia Bernouliho | Systematicky | Jednoduchy | Oblastny p | Oblastny np

v, [Fo(ry05)] | 0.004793774 | 0.005664842 | 0.004725943 | 0.004759187 | 0.014787268

v, [F(7y05)] | 0.004749796 | 0.006078337 | 0.004706222 | 0.004496200 | 0.014742153

VIE,(ry05)] | 0.004750000 | 0.005680808 | 0.004754755 | 0.006998205 | 0.017870257

V[Fn('r’y 0.5)] | 0.004849473 | 0.005615773 | 0.004754755 | 0.004567982 | 0.011820413

VI[F,( 7y.0.5)] | 0.004849473 | 0.006078556 | 0.004754755 | 0.004364592 | 0.011802284

Tabulka 3
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N =100 vyber n=0.05N

variancia Bernouliho | Systematicky | Jednoduchy | Oblastny p | Oblastny np

s Fn(ry05)] | 0.06278202 | 0.04738782 0.04773070 | 0.04935461 | 0.07917928

s Fn(Ty05)] | 0.06288095 | 0.03568716 0.02001061 | 0.04294837 | 0.05253348

VIE,(ry05)] | 0.04750000 | 0.04797980 0.04797980 | 0.05575221 | 0.09724926
V[Fn(ry’0.5>] 0.06211286 | 0.04812130 0.04797980 | 0.02857774 | 0.01015443
V[Fn(Ay,o.g,)] 0.06211286 | 0.03598030 0.04797980 | 0.02496538 | 0.00767184
Tabul'ka 4
N =100 vyber n=0.05N

vyberova schéma V. [Fo(7y,0.5)]

Bernouliho 0.06123821, 0.06464886

Systematicky

( )
(0.04677165,0.04901598)
Jednoduchy (0.04671190,0.04920305)
( )
( )

Oblastny p 0.04695963, 0.05103527

0.05896502, 0.10162933

Oblastny np

Tabul'ka 5: 95% IS
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4.2 Pristup pri velkom rozsahu siiboru pomocou hustoty roz-

delenia, asymptotické rozdelenie medianu

Iny postup ako ziskat IS pre median je odvodit asymptotické rozdelenie vyberovych
kvantilov pouzitim aproximacie hustoty. Pre tuto tilohu existuje viacero postupov, v
tejto kapitole opiSeme jeden z nich podla [5], vyuZitim viacero tvrdeni.

4.2.1 Jednoduchy ndhodny vyber bez navratu

Nech {Uy, N =1,2,...} tvori postupnost konecnych zékladnych siborov. Kazdé Uy
je charakterizované postupnostou prvkov zédkladného saboru, y1 x,y2.N, - - -, YN N, S DI
slusnou distribu¢nou funkciou Fiy(y). Pre kazdé N uvazujeme vyberovy sibor s prvkami
{Yin,Yon,...,Y, n} rozsahu n s empirickou distribuénou funkciou F,(y). Oznacme p

kvantil zédkladného suboru:

rypn = Fx'(p) = inf{y € Uy : Fx(y) > p} (42)
a p kvantil vyberového suboru:
typn = Ft(p) = inf{y € Ux : Fu(y) > p}. (43)
Predpoklady:
(P1) Postupnost {r,, ~} je ohranini¢ena.

(P2) Existuje postupnost funkcii{ fx} taka, ze:

lim En(rypn +0n) —p
N—oo 5]\7

- fN<ry,p,N) =0,

ak
{61\7} ~ O(n_l/Q)a

kde {0y} ~ O(n~%/?) znamena, ze 3¢ > 0 : pre Vn > 0 : n™"/2 — ¢ < {0y} <

n=1/2 +é.

Uvedené predpoklady sa pouzivaji vo viacerych pracach. Lema 4.3 aj s dokazom je

z ¢lanku [5], pre uplnost uvadzame aj znamu Lemu 4.1 pouZzivana pri jej dokaze.
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Lema 4.1. (Centrdlne limitnd veta pre vibery z konecného suboru [6]).

Oznacme pre proky mnozZiny Uy :

1 yn <y
Zk,y,N -

0 yen>y

Dalej oznacme:

Ex=7) Ziyn=NFy(y),

icU

D} = Z(Zz‘,y,N — Fn(y))? = NFn(y)(1 — Fn(y)),

i€eU

Pri pevnom N zrealizuyme jednoduchym ndhodnym vigberom bez vrdtenia vyber s,

obsahujici n = n(N) < N prvkov. ﬁalej oznacéme nahodni pemenni:

Yo=Y Ziyn =nF,(y),
i€ES

ktord md hypergeometrické rozdelenie s disperziou:

Dy = \/NFN<y><1 - Fv) g i = Dy (1= ).

Yo =Ynn—nFn(y) =nF,(y) —nFy(y).

=

Polozme:

bl =y Y (G~ B

N |Zi,y,N—FN(Y)|>DnN ne

Potom ak pre kazZdé € > 0 :

lim dy.,(e) =0,

N—oo

tak:

N—o00 N,n
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Lema 4.2. (Sluckého lema. [1])
Nech {Xn}, {Yn} predstavugi postupnosti nahodngch velicin, kde:
(X5 X, 2 {vy} B . ® Potom {Xy+ Yy} 5 X +c.

Lema 4.3. Za platnosti predpokladov (P1) a (P2) plati:

p (M=t <) 4 agy)

ANy p.N
kde :
O (y) je distribucnd funkcia N(0,1) v bode vy,
n,N —n — oo,
0< §<d<1,

a _ <M>
Nyryp,N (N=-DnfZ (rypn) )"

Dokaz. Oznacme pre jednoduchost an,, v = @, TypN = Typ @ upravme pravdepodob-

nost:

Tup—T R

= < Fy(ryp + ya))

(p Fn(ryp +ya) < Fo(ryp+ya) — Fn(ry, + ya))
afn(ryp) N afn(ryp)

Oznacéme teraz :
p— FN(Ty,p + ya)

) o
Wy = En(ryp +ya) — Fn(ryp + ya)'
afn(ryp)
Vyraz (46) mozme vyjadrit aj: by = —%w a podla predpokladu (P2) :
limy, N—n—00 bv = —V.
Preto ak dokdzeme, Ze Wy Lw pre N — 0o, kde W ~ N(0,1), tak
Jim Plby < Wy) =1-&(-y) = 2(y),
2 Postupnost nahodnych velitin X;, Xa, ... konverguje k nshodnej velitine X podla distribuénej

funkcie, ozn. { X} 4 X ak limy—ooFxy(2) = Fx(2) v kazdom bode spojitosti funkcie Fx(x).
3Postupnost nahodnych veli¢in Y7, Ys,... konverguje k nahodnej veli¢ine Y podla pravdepodob-

nosti, ozn. {Yn} 5 Y ak pre Ve: limy oo P[[Yy — Y| >¢] = 0.
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¢o je poZadované turdenie.

Rozsirme Wy = Wi + (Wy — W3, kde W, = IlruplInGus) - gy

afn(ry,p)

1. Dokazeme, Ze Wy, 4w pomocou zovseobecnenej Centrdlnej limitnej vety pre

vybery z konecného siuboru.
2. Dokdzeme: |Wy — Wi| 2 0 vyuzitim Cebysevovej nerovnosti.
3. Aplikujeme Sluckého lemu na ziskané vysledky.

Pruvyj krok:
Plati, Ze nF,(ry,,) md hypergeometrické rozdelenie, preto pre y také, Ze:
maz(0,n — N(1 — Fn(ryp))) <y < min(n, NFy(ry,)) plati:
n—y
(W)

Aplikdciou Centrdlnej limitnej vety pre vybery z konecného suboru, ktori uvddzame v

(NFN(Ty,p)) (N(l—FN(Ty,p)))
Y

PnFy(ryp) =y) =

Specidlnom tvare pre nds pripad v Leme 4.1, chceme dokdzat normdlne rozdelenie W3;.

Ukdzeme platnost predpokladu (44):

Z‘Zi,y,N*FN(y)‘>DN,nE(Zi’y’N - FN(y))2

W S = TS (o — NP o
i \Zi,y,N—FN<y>\>¢NFN<y)<1—FN<y)>%i%:’fga(zi’y” — Fn(y))’ o
N=o00 NEN(y)(1 = Fn(y))
Podmienka (47) je splnend ak:
i NF()(1 = F() 5 (=) =+ (48)
Bez ujmy na vSeobecnosti mézme pre N — oo predpokladat, Ze N Fy(y) < % an < %

Potom je ale rovnost (48) ekvivalentnd s rovnostou

lim n = +o0.
N—oo

n

Preto ak N — oo tak aj n — oo a z vlastnosti 0 < & < 6 < 1 wvyplyva platnost
podmienky (48) a teda platnost predpokladu (47).

Preto dostaveme pre Wy :
lim P (Wy <y)=2(y).
N—o0
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Druhyj krok:
Plati, Ze:

_ Fn(ry,p +ya) — Fn(@m) FN(Ty,p +ya) — FN(r%p)
afn(ryp) afn(ryp)
Dalej vieme, Ze
n|Fo(ryp +ya) — Fa(ry,)l,
prey =0,1,....,min(n, N|Fy(ry, + ya) — Fn(ryp)|), md hypergeometrické rozdelenie

S Variancion:

Var(uly(r + 90) = Filrg)l) = (i
X[Fn(ryp +ya) — Fn(ryp) (1= [Fn(ryp +ya) — Fn(ryp)]). (49)

Potom z Cebysevovej nerovnosti [1] a pouZitim vztahu (49) pre kazdé € > 0:

1
P([Wy =Wx| >¢) < EVar(WN - Wy)
CI(N-w1 1
C (N =1 nafi(ry,)
X |En(ryp +ya) = Fn(ryp)[(1 = |Fn(ryp, +ya) — Fn(ry,)]).

(50)

Dalej vyuzijeme nasledugice limitné vlastnosti plynice z n, N —n — 00o:

(V1) predpoklad vety {ox} ~ O(n~Y?) a 0 < <oy <1,

(V2) =z predpokladu (P2) : Extvrtvd=En(rup) — 0 (p0),

(V3) a = O(n"1?).

Pouzitim (V1),(V2),(V3) pre n,N —n — oo je limita pravej strany nerovnosti (50)
rovnd nule.

7 toho plynie : [Wxy — Wi| 2 0.

Treti krok:

Aplikdciou Sluckého lemy 4.2 na doterajsie vysledky dokazu :

Wi 5w,

35



Wy —Wi| 50,
dostdvame

lim P (w < y) = lim P(by < Wy) = (y)

N—o0 N—oo

¢im je veta dokdzand. [

Polozme vo vztahu (42), (43) p = 0.5. Potom aplikiciou Lemy (4.3) pre median

zékladného siboru 7,05 a jeho odhad pomocou vyberového stboru 7, 5 plati:

p(feimtuns o ) 4 ) 51)
ANry.0.5
kde :
1 N_nl
" 2025, (52)

ANy o5 — f(Ty,o.s) N _1 E
a f(ry0s5) predstavuje podla (P2) hustotu jednotiek zakladného stiboru v mediane.

Hodnotu f(ry10_5) budeme odhadovat pomocou inverznej distribucnej funkcie nasle-
dovne: .
1 F-105+h)—FE105—h
f(ryos) 2h
kde h = n=1/2.

Preto pre (1 — «)100% -ny interval spolahlivosti pouzijeme vztah:
Pr (fy05 +Us Ny, 05 = Ty05 2 Pyos — Uslng, ;) = 1 — a, (54)

kde:

1\ /[N-n1
AN - = 20.25. 55
a/N, y,0.5 (f(ry,0.5)> ( )

N-—-1n
4.2.2 Oblastny jednoduchy ndhodny vyber bez navratu

Podl'a ¢lanku [2] pre varianciu medianu pri oblastnom vybere plati:

K Mg
1 1N
: “F, (ry05){1 — F,(ry05)} (56)

a = ——— v
N,ry.0.5 f(ry,O.S) p [ n;

a f(ryos) predstavuje hustotu v mediane.

Hodnotu —+——— budeme odhadovat pomocou inverznej distribu¢nej funkcie rovnako

(
ako v (53). Odhad intervalu spolahlivosti je dany (54), pricom

”i

/\ K
A ) Z Fulryos) {1 = Fo(ryos)l.  (57)
Ty 0. 5 — i

Z
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4.3 Pristup v pripade malého rozsahu stboru

V tejto casti sa zameriame na pristup k odhadu medianu v pripade malého rozsahu
zékladného suboru pri jednoduchom ndhodnom vybere bez navratu. Pozrieme sa na
ZS rozdeleny na jednu a viac oblasti. Pdjde o odvodenie odhadu variancie medianu cez

hypergeometrické rozdelenie, vychadat budeme z ¢lanku [2].

4.3.1 Jednoduchy ndhodny vyber bez navratu

Pri jednoduchom nahodnom vybere z celkového suboru plati, ze pravdepodobnost za-
hrnutia Tubovolného objektu y, k& € U, do vyberového stiboru je rovnaka pre kazdy
objekt vo vybere, m, = m, podla (8). Ozna¢me potom vahu kazdého objektu vo vybe-

1

rovom stibore w = & = 1
n

Usporiadanim objektov zékladného stiitboru dostavame postupnost:

Yy <ye) < Sy S Yary < Sy
a objektov vyberového siboru postupnost:

Yoy <Y < <Y <Yy < < Vi)

Takto usporiadané objekty ya),...,yw) a Yy, ..., Y(y) tvoria poradové Statistiky.
Néhodnou premennou 7'(l) ozna¢me pocet objektov vo vyberovom stibore, ktoré st

mensie alebo rovné ako hodnota objektu y.

Lema 4.4. Pre zdkladny sibor rozsahu N, s prvkami yqy, | € [1, N] a vyberovy subor

rozsahu n s prokami Yy, | € [1,n], medianom Y(meaqy a vahami objektov w = %, plati:

(Y(med) > y(l)) — (T(Hw < 0.5) (58)
Dokaz.
(T < 05) = (1Fu(u) ) < 05)
= (yo) < F,1(0.5)) = (Y1) < Yimea))
O
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Lema 4.5. Ndhodnd velicina T(l) md pre pevne dané I, | € [1, N] , Hypergeometrické
rozdelenie s parametrami NFn(yq)), N(1 — Fy(ya)), n, kde Fn(ya) oznacuje dis-
tribucni funkciu zdkladného siboru v bode yqy, NFn(ya)) pocet jednotiek zdkladného
siboru, ktoré nadobidaji hodnotu mensiu alebo rovni ako yiy a n, rozsah vyberu.

Pre také t splnajice podmienky:

o tw < 0.5,

o Max(0,n+ N(Fn(yp) — 1)) <t < Min(n, NFx(yqw)))

plati:
(NFN(y(l))) (N(I*FN(ZI(Z))))

p=PT0w<05)=>» ~— a nt )
(t) n

(59)

kde po = 1.

Dokaz. Z Hypergeometrického rozdelenia ndhodnej premennej T'(1) pre kaZdé t, vyho-

vujice podmienke plynicej z vlastnosti kombinacného cisla:
Mazx(0,n + N(Fn(yp) — 1)) <t < Min(n, NFy(ya))),

plati:
(NFNt(y(z))) (N(lffz_vt(y(z))))

(a)
Pridanim podmienky pre t : wt < 0.5 dostdavame pre kaZdé pripustné t:

(NFNt(y(l))) (N(lfFN(y(z)))>

n—t

p=PT(l)<05) =) o
(t) n

O

Podla Lemy4.4 a Lemy4.5 : p; = P(Y(mea) > Ya))-

Preto vieme vyjadrit rovnost:

P(Yimea) = ya)) = Pi—1 — Di-

Pri vybere rozsahu n objektov zo zakladného stiboru rozsahu N potom pre r-ty moment

nahodnej velic¢iny Y{;,,.q) dostdvame vztah:

N

E(Y(:nedﬂ = Z(pl—l - pl)y(rl)'

=1
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Nakoniec ziskavame vztah pre varianciu medianu:

V (Yimea) = E(Yﬁned)) E?(Yineay) = i (i1 — )y i (-1 — p)yw)®  (60)
=1 =1
a jej odhad :
V(¥ = B0 ) = Vi) = DBt =¥y — (Bt ~ BV . (61)
=1 =1
kde:

(NFn(y(l))) (N(l—Fn(y(z>)))

E D

(62)

n
Pri uréeni(1 — a))100%-ného intervalu spolahlivosti pre median vychadzame z normaél-

neho rozdelenia:

Yme - me
Prlue < (A 4)  Ylmed) < —ua | =1-—q.
2 V(Yv(med))l/2 :

Preto interval spolahlivosti:
[}/imed) + ua (V(Yv(med )) /27 Yv(med) - u%(v(yv(med)))lﬂ] (63)

4.3.2 Oblastny jednoduchy ndhodny vyber bez navratu

Pri jednoduchom nahodnom vybere z oblasti ¢,7 € {1,2,... K} plati, ze pravdepodob-
nost zahrnutia l'ubovolného objektu yx, k& € U z danej oblasti do vyberového stiboru

7, predstavuje podiel 7, = &+, Vaha wy, kazdého objektu vo vyberovom stibore potom
’ T

zévisi na oblasti 7 do ktorej je objekt zahrnuty, wy, = 3 = nNN

Nahodnou premennou T;(I) ozna¢me pocet objektov vo vybere z i-tej oblasti, ktoré

st mensSie alebo rovné ako hodnota objektu y;) zédkladného stiboru s K oblastami.

Lema 4.6. Pre zdkladny subor rozsahu N, s prvkami yqy, | € [1, N], rozdeleny do K
oblasti rozsahu N1, No, ..., Ni a vijberovy sibor rozsahu n, s prukami Yy, | € [1,n]
rozdelenyj do K oblasti s rozsahom ny,na, ..., ng, medidnom Y meq) a vahami objektov

w; plati:

(Yimea) > y0)) <= (Z Ty(l)w; < 0.5) (64)

=1
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Dokaz 4.1.
K N
E T;(Dw; < 0.5) = E: N )

= (Fu(yw) < 0.5) = (yo) < F,1(0.5)) = () < Yimea))

O

Lema 4.7. Ndhodnd premennd T;(l) md pre pevne dané l, | € [1, N] Hypergeometrické
rozdelenie s parametrami N;Fn,(ya)), (1—=NiFn,(y@))), s, kde Fn,(yq)) oznacuje distri-
bucnii funkciu zdkladného siboru pre oblast i v bode zdkladného siboru yay, NiFy,(ya))
pocet jednotiek v i —tej oblasti, ktoré nadobidagi hodnotu mensiu alebo rovni ako y
a n; rozsah viyberu z i-tej oblastu.

Pre také K-tice (ti,ty, ..., tx) spliiajice podmienky:

° Zfil tiw; < 0.5,

o Max(0,n;+N;(Fn,(yw) —1)) < t; < Min(ng, NiFn,(yo)) pre Vi € {1,2,..., K},

a pre l € [1, N] plati:

N Fy, (y(z)))( i(1=FN; (y(l))))

:P(ZTi(l)wi<O.5>: > H t W) ol (6p)

(t1,t2,..tg) 1=

kde pg = 1.

Doékaz 4.2. Z Hypergeometrického rozdelenia ndhodnej premennej T;(1) pre t spliiajiice

vlastnosti kombinacného cisla:
Maz(0,n; + Ni(Fi,(ya)) — 1)) <t < Min(n;, NiFy, (ya))), (66)

plati:

Oznacme T(1) = (T1(1), Tx(1), ..., Tk (1)). Pre danii K-ticu t = (t1,t, ..., tx) splia-
Jucu (66) pre Vt;,i € {1,2,..., K} plati:

K (NiFNi(y(l))) (Ni(l_FNi(y(l))))

t; n;—t;
- ()
i=1 n;
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Pre vietky pripustné K-tice (t1,ts, ..., tx) spliajice navyse podmienku Zfil tyw; < 0.5,

potom plati:

K K N FJ\;i.(y(l))) (Ni(l_FN%(y(l))))
PO Tilwi <05) = H L
=1 (t1,t2,...,t) 1= ng

Podla Lemy 4.6 a Lemy 4.7, p; = P(Y(meq) > ya))- Z toho vieme vyjadrit rovnost:

P(Yimed) = ya)) = Pi—1 — Di-

Pri vybere rozsahu n = n; + ny + -+ + ng zo zakladného suboru rozsahu N =
N1 + Ny + -+ + Ni potom pre r-ty moment ndhodnej premennej Y(;,cq) dostavame

vztah:
N
med Z Pi-1 — pl y(l
=1

Nakoniec ziskavame vztah pre varianciu madianu pri malom vybere:

V(Y(med)) = E(}/(zned)) - E2(Y(Med)) = XN:(PZ—l - pl)y(Zz) - (i(pzq —pz)y(z))2 (67)
=1 =1
a jej odhad:
V(¥ined) = E¥eay) = E*(Yimea) = zn:(ﬁz—l — DY - (Zn:(ﬁz—l —D)Yw)?, (68)
=1 =1
kde:

K (NiFni (y(z))) (Ni(lani(y(l))))

n= Z H s (N) e
=1

(69)
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5 Pokrytie medianu pri simulacidch uréenym interva-
lom spol'ahlivosti

V tejto Casti overime spolahlivost odvodenych intervalov spolahlivosti pre median po-
mocou simulécii. Na za¢iatku skonstruujeme ZS rovnakym postupom ako v asti (4.1.5).
Jednoduchym néhodnym vyberom bez navratu(JNV') realizujeme najskor vyber n
prvkov zo zakladného stiboru s jednou oblastou rozsahu N a oblastny vyber rozsahu
ni, N, ...,k z K oblasti, v naSom pripade ide navySe o proporcionalny oblastny vyber
(OBL,) s rozsahmi vyberu spliiajticimi (41).

Pre dalsie vypocty odhadneme median vyberového stuboru s jednou oblastou pomo-
cou postupnosti ako uvadzame v ¢asti 3.1 a pri oblastnom vybere postupnostou vah
objektov podla ¢asti 3.2. Budeme zachytavat pokrytie skuto¢ného medianu zékladného

suboru odhadnutym intervalom spolahlivosti pomocou:

1. Distribu¢nej funkcie (DF):
Vychadzame zo vztahu pre interval spolahlivosti (21) s pouzitim vztahu (36)
pre vypocet variancie pri vybere z jednej oblasti a vztahu (39) pri oblastnom
vybere. Median predstavuje polovi¢ny kvantil, preto dosadzujeme p = 0.5. Empi-
rické distribu¢né funkcie odhadujeme pre jednotlivé oblasti v uz ziskanom odhade

medidnu pri vybere z jednej aj K oblasti.

2. Hustoty (HST):
Isterval spolahlivosti ur¢ime z odvodeného vyrazu (54) pouzitim (55) pri vybere
z jednej oblasti a pouzitim (57) pri vybere z K oblasti pricom pouzivame odhad
empirickych distribu¢nych funkcii z predchadzajucich vypoc¢tov. Hodnotu hustoty

v mediane odhadneme pomocou empirickej distribu¢nej funkcie, ako uviddzame v

(53).

3. Vypoctu pre malé vybery (MV):
Podl'a vztahu (63) vieme urcit prislusny 95%-ny interval spolahlivosti pre jedno-
duchy nahodny vyber bez navratu z jednej aj viacerych oblasti. Pri vypocte va-
riancii sme najskor urcili p) pre [ € [1,n] podla vztahov (62), (69). Vo vypoctoch

vystupuje empiricka distribu¢na funkcia vyberového suboru s jednou oblastou a
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empirické distribu¢né funkcie jednotlivych oblasti pri oblastnom vybere, ktoré
sme uz pouzili pri predchazdajtcich spésoboch vypocétu variancie. Kvoli ¢asovej
narocnosti sme obmedzili vypocet p(y na hodnoty pgy > 0.0001. Dalej do odhadu

variancie (61) a (68) vstupuju objekty zrealizovaného vyberu.

Pri odhade 95%-ného intervalu spol'ahlivosti volime prislusné kritické hodnoty nor-
malneho rozdelenia wug g5, —ug.g25 a ur¢ujeme pravdepodobnost pokrytia medianu za-
kladného stuboru odhadnutym intervalom spol'ahlivosti pri opakovani 10000 krat. Zme-
nime rozsah zakladného suboru a rozsah vyberového siiboru a volime pocet oblasti
K = 2. Pravdepodobnosti pokrytia sia v Tabulke 6. Pri va¢Som rozsahu vyberu dosa-
hovala vo véc8ine pripadov pravdepodobnost pokrytia medianu odvodenym intervalom
spolahlivosti vysSsie hodnoty. Z vypoctov vidiet, Ze kvalita ur¢enych intervalov spo-
Tahlivosti zavisi od rozsahu zakladného a vyberového suboru ale vysledky mozu byt

ovplyvnené aj tvorbou zékladného stiboru.

N = 1000 N =100
n | JNV|OBL,| JNV | OBL,
g | 30% | 0.965 | 0971 | 0949 | 0.044
10% | 0.954 | 0.960 | 0.908 | 0.914
5% | 0.942 | 0.959 | 0.939 | 0.745
30% | 0.941 | 0.954 | 0.914 | 0.912
HST
10% | 0.934 | 0.939 | 0.963 | 0.944
5% | 0.943 | 0.957 | 0.895 | 0.764
30% | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
MV
10% | 1.000 | 1.000 | 0.988 | 0.985
5% | 1.000 | 1.000 | 0.949 | 0.855

Tabul'ka 6
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6 Optimalna alokacia pri oblastnom vybere

Ako sme videli pri oblastnom vybere, v ¢asti 4.1.5, rézne spdsoby rozmiestnenia vyberu
z oblasti, proporcionalny a neproporcionalny vyber, vedu k roznym hodnotam disperzii
odhadov. Dévodom je rozdielnost sledovaného znaku v oblastiach, teda velké rozdiely
v disperidch oblasti. Sformulujeme presnejsie tlohu, v ktorej budeme minimalizovat
disperzie (38) a (56), aby sme tak ziskali optimélne rozsahy vyberov z jenotlivych
oblasti pre minimalnu disperziu vyberov pri pevne danych, jednotkovych, nakladoch a
pevne danom rozsahu vyberu n = Zfil n;.

Ozna¢me celkové naklady na realizaciu oblastného vyberu C:

K
C = E Cinyg,
i=1

kde ¢; st naklady plyntce zo zistenia znaku u vzorky z i-tej oblasti. To vedie na tilohu

minimalizécie funkcie pri oblastnom vybere:

min {Z P

N1y MK

FN (ryp){1 _FNi(Ty,p)}} ) (70)

Z

pri vézbe:
K

E n,=mn

i=1

plynticej z pevne daného rozsahu vyberu.

Lagrangeova funkcia méa potom tvar :

L(ny,...,ng,\) = mmm {Zpl

Pomocou parcidlnych derivacii hladame lokalne extrémy Lagrangeovej funkcie, ktoré

n;

(1 = P ()} + (Z . n) } |

=1

moze nadobudat iba v stacionarnych bodoch, preto:

dLTL,...,TLK,)\ N21
m () L= F(r)} + A =0

dm

dLn,...,nK,)\) N2 1
m — R Pl 1= Py )} + 2 =0,

d?’LK
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dL(n1, ..., ng, \) <
5\ :;ni—nzo.

Z matice druhych derivacii Lagrangeovej funkcie vidiet, ze v kazdom staciondrnom
bode n; > 0 je matica kladne definitné, Lagrangeova funkcia je tak v danom bode
konvexné a preto ziskany stacionarny bod predstatvuje lokdlne minimum.

Z prvych K derivacii plati pre kazdé i € {1,2,..., K}:

Vin = S ) (1= ), ()

odkial po sc¢itani a vyuziti poslednej derivacie dostavame:

Vin =3 T 1 = By}, (72)

Vysledkom podielu (71) a (72) je optimélny podiel rozsahu z i-tej oblasti, k pevne

danému rozsahu vyberového stboru:

n; Nz‘\/FNi (ryp) {1 = Fii(ryp)} (73)

no SR NiF () {1 — Frn(ryp)}
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7 Dalsie metédy odvodenia intervalu spolahlivosti pre
median pri oblastnom vybere

V tejto casti uvedieme a zhodnotime dve metédy pre odhad medidnu pri oblastnom
vybere. Uvedené metody nie st univerzalne ale daju sa pouzit pri niektorych predpokla-
doch. Vychadzat budeme z ¢lanku [4], kde vyber predstavuje postupnost nezavislych,
rovnako rozdelenych pozorovani z oblasti s prislusnou spojitou distribu¢nou funkciou.
My sa pokusime na ziskané metody pozriet aj zo strany zédkladného siboru s kone¢nym

rozsahom, teda vyberom z nespojitych ditribu¢nych funkeii.

7.1 Pristup cez kontingencénu tabulku

Prvy postup vychédza zo zédkladného stiboru rozdeleného na dve oblasti s rovnakym

rozsahom oblasti v, = % = vy = % = % a vyuziva Fisherov exaktny test, vhodny na

testovanie zavislosti a homogenity v kontingen¢nej tabulke pri malom rozsahu pozoro-

vani.

Zakladny stbor je charakterizovany distribu¢nou funkciou Fy(y), pre ktoru plati:

1 1

Fn(y) = 3 Ny (y) + §FN2<y)-

Ak y = ry 05 potom z vlastnosti medianu vyplyva:

1 1
FN(Ty,o.s) = oM (%,0.5) + QFNQ(T?J,O.S)) = Bk
7 ¢oho:
Fny (ry05) + Fny(ry05) = 1. (74)

Oblastnym vyberom zo spojitych distribu¢nych funkcii oblasti ziskame vyberovy
subor rozsahu n, n = ny + no. Dalej oznacme n;(yg; < 7y05) potet prvkov vo vybere
z i-tej oblasti, i € {1,2}, ktoré st mensie ako median a n;(yx; > r,05) pocet prvkov
vo vybere z i-tej oblasti va¢sich ako median. Nahodna veli¢ina n(yr1 < 7y05) ma
binomické rozdelenie s parametrom ny a Fi, (r,05) a ndhodna veli¢ina ng(yg2 > 7y.0.5)
ma binomické rozdelenie s parametrom ny a (1 — Fi,(ry05)) = Fn, (ry,05) podla pred-

pokladu (74).
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Oblast 1 | ny(ye1 < O) | ni(yr1 > O)
Oblast 2 | na(yk2 > O) | na(yre < O)

Tabul'ka 7: Kontingen¢né tabulka.

Oblast 1 niF,,(9) ni(1— F,, (0))
Oblast 2 | no(1 — F,,(0)) neF,,(0)

Tabul'ka 8: Kontingen¢na tabulka cez ditribuéné funkcie.

Pre Tubovolné ©, vieme pre vyberovy subor zapisat vysledky do kontingen¢nej ta-
bulky, Tabulka 7.

Dalej vieme pomocou distribuénych funkeif Tabulku 7 previest na Tabulku 8.

V Tabulke 8, pre O, ktoré nepatri do vyberového suboru, ostava vzdy sucet hodnot
v kazdom riadku konstantny. Pri zavedeni testu na kontingen¢nu tabulku, Tabulka
8, testujeme ¢i rozdelenie nadhodnej premennej nq(yx; < ©) ma spolo¢ny parameter
s rozdelenim ns(yr2 > ©) a rozdelenie ny(yx1 > ©) s rozdelenim no(yro < O). Ide

o nulova hypotézu, v ktorej vystupuje ODDS ration, pomer Sanci. V kontingenc¢ne;j

011:012

tabulke 2x2: Oq1, O12, 021, O ide o podiel pomerov SN

. Hypotéza o homogenite
ma potom tvar:

Hy:ODDS = 1.

Vsetky také O, pre ktoré homogenitu nezamietame na urovni (1 — «)100%, predsta-
vuji (1 —a)100%-ny interval spolahlivosti pre odhadovany median r, 5 kvoli splneniu
predpokladu (74).

Pri vybere rozsahu n = n; + ny z oblasti zo spojitymi distribuénymi funkciami, z
exponencialneho rozdelenia s réznym parametrom A pre kazdu z oblasti, sa pozrieme na
pokrytie medidnu zakladného suboru nami uréenym 95%-nym intervalom spolahlivosti.
Ziskané vysledky pravdepodobnosti pokrytia pri réznych rozsahoch vyberu zobrazuje
Tabulka 9, ide o dolnu hranicu 95%-ného intervalu spolahlivosti pravdepodobnosti

pokrytia, ktora sme ziskali z vygenerovanych hodnét pravdepodobnosti pokrytia.
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n | pravdepodobnost pokrytia medianu | n | pravdepodobnost pokrytia medidnu

300 | 0.943653 30 | 0.9674957
100 | 0.9421689 10 | 0.9439626
50 | 0.9365658 5 | 0.8526653

Tabul'ka 9: Doln4 hranica pravdepodobnosti pokrytia 95%-nym IS uréenym Fisherovym

testom pri vybere z oblasti so spojitymi distribuénymi funkciami.

Pri vyberovych schémach v predchadzajicich kapitolach sme uvazovali vyber z ko-
necnej populacie. Vytvorime takuto situaciu a pozrieme sa na pravdepodobnosti pokry-
tia medidnu pri jednoduchom nahodnom vybere s ndvratom a bez navratu. Realizujeme
teda vyber z oblasti s nespojitymi distribuénymi funkciami. Dolnt hranicu 95%-ného
intervalu spolahlivosti pre pravdepodobnost pokrytia pri réznych rozsahoch a typoch

vyberu zobrazuje Tabulka 10.

N = 1000 N =100
pravdepodobnost pokrytia medidnu pravdepodobnost pokrytia medidnu
! s navratom | bez navratu ! s navratom | bez navratu
30% | 0.9258193 | 0.9482221 30% | 0.9478286 | 0.9721223
10% | 0.9144292 | 0.9420678 10% | 0.9464919 | 0.947755
5% | 0.8973252 | 0.9355419 5% | 0.9139355 | 0.9082801

Tabulka 10: Dolnéa hranica pravdepodobnosti pokrytia 95%-nym IS uréenym Fisherovym
testom pri vybere z konecného zdkladného suboru, jednoduchy ndhodny vyber s ndvratom a

bez navratu.

V tomto pripade, vyberom z kone¢ného zakladného suboru, st v niektorych pripa-
doch dosiahnuté vysledky horsie v porovnani s vysledkami dosiahnutymi pri nezévislom
vybere pozorovani s prislusnou spojitou distribu¢nou funkciou oblasti. Pri vybere s na-
vratom, mozu vznikat opakovania, pri vybere bez navratu nie je zachovana nezavislost,

ktora bola pri vybere zo spojitych distribu¢nych funkcii.
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7.2 Pristup cez poradové Statistiky

Poradové statistiky sme uz spominali pri bodovom odhade pre median usporiadanim
objektov vyberového suboru do neklesajicej postupnosti. Priamo sa daju vyuzit aj
pri intervalovom odhade pre median. OpiSeme dand problematiku a pozrieme sa na
vlastnosti pravdepodobnosti pokrytia uréenymi intervalmi spolahlivosti.

Nahodna veli¢ina nF,(r,,), predstavujica pocet prvkov vyberového stiboru, ktoré
st mensie alebo rovné ako r, ,, mé pri nezévislom vybere binomické rozdelenie s para-

metrami n, Fy(ry,) = p. Potom pre strednt hodnotu plati:
ElnE,(ry,)] = nFy(ry,) = np.

Usporiadajme prvky vyberového siboru Y7, Y5 ... Y, do neklesajicej postupnosti:

Potom pravdepodobnost, Ze interval uréeny r-tou a (n — r)-tou poradovou Statistikou
pokryva prvok r,, vieme vyjadrit ako sticet pravdepodobnosti:

Pr{Yiy < 1yp < Yoon] = Pr(r SnFu(ry,) < (n—1)) = Y Pr(nF(ry,) = ). (75)

Lema 7.1. Ak S predstavuje pocet nastatia udalosti pri d nezavislijch opakovaniach,
pricom p; oznacuje pravdepodobnost nastatia udalosti pri i-tom opakovani, E(S) = dp

je pevne dand a existuje také b,c € Z, Ze:

0<b<dp<c<d,

potom
L /d\ ‘
> ( .)p](l )< Prb<S<e) <1
j=b J
Dolnd hranica je dosiahnutd pre p1 = ps = -+ = pp, = p.

Aplikaciou Lemy 7.1 na S = nF,(ry,), pre 0 < r < np < (n — r) pri nezavislom
nédhodnom vybere, t.j. pri jednoduchom nahodnom vybere s navratom, zo zakladného
stuboru tvoreného jednou oblastou, dochadza k rovnosti pravdepodobnosti nastatia uda-
losti pri n opakovaniach p; = po = --- = p, = p. Potom podla Lemy 7.1 nadobuda
pravdepodobnost pokrytia r, , dolnt hranicu, t.j. > 7=) (’;) P (1 —p)" .
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Pre median, r, 5, je pravdepodobnost pokrytia:

Pr(r <nF,(ry,) <(n—r)) = z_: (?) 0.5". (76)

j=r
Podobne mé7me Lemu 7.1 aplikovat pri nezéavislom oblastnom vybere. Podl'a bino-

mického rozdelenia poc¢tu prvkov v jednotlivych oblastiach n;F,,(ry,):
E(niFn,(ryp)) = nib'n,(ryp)-

Ak zavedieme podmienku proporcionélneho oblastného vyberu, (41), tak vieme pre
takyto oblastny vyber odvodit rovnaka hodnotu dolnej hranice pravdepodobnosti po-
krytia ako pri vybere zo zédkladného stiboru nedeleného na oblasti. Pouzitim vlastnosti

proporcionalneho oblastného vyberu a vlastnosti distribu¢nej funkcie (19):

K
Z niFy, (ryp) = Z g”FN Typ) Z F”FN (ryp) = nFn(ryp) = np. (77)

i=1
Stredné hodnota poc¢tu prvkov mensich alebo rovnych ako r, , pri oblastnom vybere

v celom vyberovom sibore sa da pouzitim vztahu (77) napisat :

b (Z niFm(r%p)) = Z E(niFn,(ryp)) = Z ik, (ryp) = np. (78)

Aplikaciou Lemy 7.1 na S = Zf; niFy, (ryp), pre 0 < r < np < n —r dostavame
pre oblastny vyber dolné ohranicenie pravdepodobnosti pokrytia p kvantilu zakladného

stuboru, 7, ,:

Pre median je dolné hranica pravdepodobnosti pokrytia vyjadrena nerovnostou:

Pr<r<2nz i (Ty.05) n—r) >Z< )05"

Rovnost nastéva iba v pripade, ked pre kazdé i € {1,2..., K} plati Fi,(ry05) =
0.5. V danom pripade je pravdepodobnost pokrytia taka istda ako by sme dostali pri
vybere z celého zakladného stiboru nedeleného na oblasti. V pripade dvoch oblasti,
ak Fy,(ry05) = 0.5 tak Fy,(ry05) = 0.5 za predpokladu rovnakych rozsahov oblasti

zékladného suboru podla (74), ¢o vyuZzijeme pri grafickom zobrazeni.
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Zo ziskanych vlastnosti pravdepodobnosti pokrytia pri tychto typoch vyberov po-
tom musi platit, Ze pravdepodobnost pokrytia p kvantilu, uréené poradovou Statistikou
Yy a Y(,—p), pri proporcionalnom vybere z dvoch oblasti, neklesne pod pravdepodob-
nost pokrytia pri vybere zo zakladného suboru nedeleného na oblasti. Tuto vlastnost
ilustruje Obr.2. Ide o podobny ilustrativny priklad ako v [4]. Obr.2 sme ziskali opa-
kovanou realizaciou jednoduchého nahodného vyberu z exponencidlneho rozdelenia s
roznym parametrom A v kazdej oblasti (t.j. vyberom zo spojitych distribu¢nych funkeii)
a rozsahmi n; = 4, ny = 4. Hodnotu medianu zakladného siiboru sme urcili vypoctom,
pomocou predpisu distribuénych funkeii oblasti.

Na Obr.2 je vidiet pravdepodobnosti pokrytia intervalmi spolahlivosti urcenymi
poradovou Statistikou Y(,) a Y{,—,) pre r = {1, 2,3} pri r6znych hodnotach Fy, (ry0.5).
V kazdom z troch pripadov je pravdepodobnost pokrytia zodpovedajica vyberu zo
zékladného stboru nedeleného na oblasti (zodpoveda hodnota Fy, (r,05) = 0.5) pod

pravdepodobnostou pokrytia pri proporcionalnom oblastnom vybere.

PROPORCIONALNY OBLASTNY VYBER
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Obr. 2: Pravdepodobnost pokrytia pri vybere z oblasti so spojitymi distribu¢nymi funkciami,

proporcionalny oblastny vyber.

Nutnost podmienky proporcionalneho oblastného vyberu zachytava Obr.3 zavislosti
distribu¢nej funkcie prvej oblasti a pravdepodobnosti pokrytia medianu intervalom
spolahlivosti, ktory je dany poradovymi Statistikami vyberového suboru. Ide o nepro-
porcionalny oblastny vyber rozsahu n; = 2 a ny = 4 z dvoch oblasti v grafe nalavo kde

je interval spolahlivosti dany poradovou Statistikou Y, € {1,2,3} a pri rozsahoch
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vyberov ny; = 10,ny = 16 v grafe vpravo pre r € {9,10,12,13}.

Z oboch grafov Obr.3 je vidiet, Zze dochadza k pripadu, ked pravdepodobnost po-
krytia pri oblastnom, neproporcionalnom, vybere klesla pod pravdepodobnost pokrytia
pri vybere z jednej oblasti.

Obr.3 sme ziskali opat simuldciami pravdepodobnosti pokrytia v pripade predpo-

kladu exponencialneho rozdelenia s roznym parametrom pre kazdd z dvoch oblasti.
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Obr. 3: Pravdepodobnost pokrytia pri vybere z oblasti so spojitymi distribu¢nymi funkciami,

neproporciondlny oblastny vyber.

Aj v tomto pripade sa d'alej pozrieme na vyber z kone¢nej populacie. Uréime prav-
depodobnosti pokrytia medianu pri jednoduchom nahodnom vybere s navratom a bez
navratu vzdy z oblasti s kone¢nym rozsahom. Realizujeme teda vyber z oblasti s nespo-
jitymi distribuénymi funkciami. Diskrétne hodnoty predstavujuce zéavislost distribucne;j
funkcie prvej oblasti v mediane zakladného stboru a pravdepodobnosti pokrytia urce-
nym intervalom spolahlivosti, st zobrazené na Obr.4 a Obr.5 . Pri vypocte pravdepo-
dobnosti pokrytia najskor nastavime dve oblasti zakladného siboru (N; = Ny = 10) a
uré¢ime median zakladného stuboru, r, o 5. Oblasti nastavime tak (pomocou parametra A
pri datach z exponencidlneho rozdelenia), aby postupne Fi(r,05) € {0,0.1,0.2,...,1}.
Za kazdym realizujeme dalej proporcionalny oblastny vyber s navratom rozsahu n; =
no = 4, Obr.4, a neproporcionalny oblastny vyber s ndvratom rozsahu n; = 2, ny = 4,
Obr.5. Hranice intervalu spolahlivosti uréujeme poradovymi Statistikami Y(,) a Y,—p),

pre r = {1,2,3}. Pravdepodobnost pokrytia potom zratame opakovanim vyberu (10000
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krat) z oblasti zakladného suboru a ziskanim informaécie o pokryti medianu zakladného

stuboru danym intervalom spolahlivosti.
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Obr. 4: Pravdepodobnost pokrytia pri vybere z oblasti s nespojitymi distribuénymi fun-

kciami, proporcionélny oblastny vyber s navratom.

Z nasich simulécii pri jednoduchom nahodnom vybere s navratom z konecnej mno-
ziny, spomedzi prvkov z exponencidlneho rozdelenia s danym parametrom, vidiet, Ze sa
zachovéava vlastnost o neprekroceni pravdepodobnosti pokrytia pri oblastnom proporci-
onalnom vybere pod pravdepodobnost pokrytia pri vybere z jednej oblasti. Podobne z
Obr.5 vidiet opodstatnenost podmienky proporcionality oblastného vyberu pri kazdom
zvolenom r.

Ak porusime nezavislost pri vybere z kone¢nej mnoziny, ziskané hodnoty pravdepo-
dobnosti pokrytia a nezachovanie vlastnosti o neprekroceni pravdepodobnosti pokrytia

ilustruje Obr.6.
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Obr. 5: Pravdepodobnost pokrytia pri vybere z oblasti s nespojitymi distribuénymi fun-

kciami, neproporcionélny oblastny vyber s nédvratom.
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Obr. 6: Pravdepodobnost pokrytia pri vybere z oblasti s nespojitymi distribuénymi fun-

kciami, proporciondlny oblastny vyber bez navratu.
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Zaver

Cielom naSej prace bolo spracovat uz zname vysledky pre bodovy a intervalovy odhad
kvantilov pouzivané v teorii nahodného vyberu a analyzovat situacie pre rézne vyberové
schémy pravdepodobnostného nahodného vyberu.

Na zaciatku sme predstavili zakladni problematiku ndhodného vyberu cez rozne
vyberové schémy, zakladné pojmy a nahodné veli¢iny pouzivané pri pravdepodobnost-
nom vybere pre ich zadefinovanie. Predstavili sme spdsob bodového odhadu kvantilu
pri ndhodnom vybere z jednej aj viacerych oblasti. Sirsf pristup k odhadu prinieslo
viacero spdsobov odvodenia intervalového odhadu p kvantilu zakladného staboru.

V pristupe cez empiricka distribu¢na funkciu sme odvodili odhady variancii pri via-
cerych vyberovych schémach a simula¢ne overili ziskané vztahy. Pri tvorbe zakladného
stboru s kone¢nym rozsahom sme pouzili vyber z exponencialneho rozdelenia.

Pri pristupe cez asymptotické rozdelenie medianu, vhodné pri velkom rozsahu si-
boru, sme odvodili vztah pre varianciu medidnu cez hustotu normaéalneho rozdelenia.
Naopak, pri sttbore malého rozsahu sme predstavili odvodenie pouzitim hypergeomet-
rického rozdelenia nahodnej veli¢iny a to pri vybere bez navratu z jednej aj K oblasti.

Blizsie sme sa pozreli na oblastny nahodny vyber pri ur¢ovani intervalu spolahlivosti
pri dvoch oblastiach s urcitymi vlastnostami cez kontingen¢énu tabulku a poradové
Statistiky. Pri poradovych Statistikach sme poukézali na vyssiu kvalitu intervalového
odhadu pri proporcionalnom oblastnom vybere v porovnani s vyberom z jednej oblasti
a to aj pri vybere z oblasti s diskrétnou distribu¢nou funkciou za podmienky nezévislého
vyberu.

7 nasich nadobudnutych poznatkov pri pisani tejto prace, odvadzani vztahov a ove-
rovani simuléciami nie je urcenie najpresnejsieho sposobu odhadu p kvantilu, resp. naj-
Castejsie pouzivaného medianu, jednozna¢né. Na volbu vhodného pristupu mé vplyv
rozdelenie zédkladného stiboru do oblasti, rozdelenie pozorovanych znakov ale aj rozsah
vyberového stiboru, na ktory sme sa pozreli cez minimalizéciu disperzie.

Podarilo sa ndm tak preniknit do danej problematiky odhadov cez odvodenie vzta-
hov ich overenim simulaciami pri exponencidlnom rozdeleni a opisanim vlastnosti vy-
berov za urcitych podmienok. Ziskané postupy mozno aplikovat aj na iné situacie v

zavislosti od rieseného problému.
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