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Abstrakt

BUSTK, Martin: Matematické metddy v chemoterapii. |Diplomovéa praca] Univerzita
Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky. Katedra apliko-
vanej matematiky a Statistiky. - Veduci diplomovej prace: Mgr. Sona Kilianovéa, PhD.

- Bratislava: FMFI UK, 2014, 80 s.

Diplomova praca sa zaoberé aplikaciou matematickych metod v chemoterapii. Hlavnym
cielom je podrobne preskumat, pochopit a vysvetlit model rastu bunkovej populacie
zahriujuci jednotlivé bunkové fazy a na zaklade tohto modelu sa pokusit formulovat
ulohu optiméalneho riadenia pre optimalizaciu casu, velkosti a mnoZstva davok podava-
nej protinadorovej chemoterapie. Uvod préce obsahuje oboznamenie s pojmami, rozde-
lenie cytostatik a zakladné bunkové procesy, ktoré sa budu v praci neskoér vyskytovat.
Najvicsia cast prace sa venuje podrobnému preskimaniu a vysvetleniu zlozeného mo-
delu rastu bunkovej populécie a jeho rozsireniam. V zavere sa praca venuje zahrnutiu
cytostatickych ucinkov lie¢iv do zloZeného modelu rastu bunkovej populacie a navrhu

tloh optimalneho riadenia pre optimalizaciu davok v chemoterapii.

Krluacové slova: ZloZzeny model rastu bunkovej populédcie, matematicky model, proti-

nadorova chemoterapia, Paclitaxel, optimélne riadenie.



Abstract

BUSIK, Martin: Mathematical methods in chemotherapy. [Master thesis| - Comenius
University in Bratislava. Faculty of Mathematics, Physics and Informatics. Department
of Applied Mathematics and Statistics. - Supervisor: Mgr. Sona Kilianova, PhD. - Bra-
tislava, 2014, 80 p.

The master thesis deals with application of mathematical methods in chemotherapy.
The main objective is to examine in details, understand and explain the model of
cell-growth including individual cell phases and on the base of this model to try to
formulate problems of optimal control for optimization of time, amount and number of
doses of the applied cancer chemotherapy. The introductory part of the work includes
acquaintance with terminology, classification of cytostatic drugs and basic cellular pro-
cesses mentioned later in the work. The most extensive part of the work is devoted to a
detailed examination and explanation of the multi-compartment model of cell-growth
and expansion. The final part of the work is devoted to inclusion of effects of cytostatic
drugs into the multi-compartment model of cell-growth and to the scheme of optimal

control for optimization of chemotherapy doses.

Keywords: Multi-compartment model of cell-growth, mathematical model, cancer

chemotherapy, Paclitaxel, optimal control.
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UVOD UVOD

Uvod

Lie¢ba nadorovych ochoreni je jednym z velkych problém sucasnej mediciny. Do-
posial nie je uplne zname, preco a ako tato choroba vznikid. Hlavnym problémom je
uspenost jej liecby, ktora sa vSak podla typu a rozsahu znacne ligi. Toto ochorenie
je vo svete velmi rozsirené a pocet chorych na tato chorobu kazdorocne stupa. Na
liecenie rakoviny sa pouziva protinadorova chemoterapia, tzn. lieCenie cytostatikami.
Tieto latky maju za tucel znizit mnozstvo rakovinovych buniek v tele, ale tento postup
sa nedd uplne presne zacielit a uc¢inkuje aj na zdravé bunky. Prave tato nemoznost
konkrétneho zacielenia cytostatickej lie¢by nas viedla k myS8lienke pozriet sa na tento
problém z matematického pohladu.

V naSej praci budeme najviac cerpat z ¢lankov [6, 2, 3] od autorky B. Basse. Bu-
deme sa snazit podrobne prestudovat, vysvetlit a objasnit modely zameriavajtice sa na
rast bunkovej populacie, ktoré zohladnuju jednotlivé fazy bunkového cyklu. Hlavnym
cielom prace je pomocou tychto modelov ukizat moZnosti pri navrhu tlohy na opti-
malizaciu ¢asu, velkosti a mnoZstva podavanych cytosatik pri roznych ohranic¢eniach
vyuzitim tedrie optimélneho riadenia.

Praca je rozdelena do piatich kapitol. Na zaciatku prace v prvej kapitole sa budeme
venovat rozdeleniu cytostatickych latok podla spésobu podavania, sposobu poésobenia
a podla zasahu na bunkovy cyklus.

V Kapitole 2 si nacrtneme problematiku matematického modelovania v kontexte
liecby cytostatikami. Venujeme sa tiez prehladu momentalneho stavu poznania v tejto
oblasti a vysvetlime tedriu bunkovych faz, prechody medzi nimi a zakladné procesy,
ktoré v nich prebiehaj.

Modelom rastu bunkovej populécie sa budeme zaoberat v Kapitole 3. V stvislosti s
tymto vysvetlime metodu analyzy buniek pomocou prietokovej cytometrie, kedze v ko-
nec¢nom doésledku budeme modelovat prave vysledky tohto merania. Z matematickych
modelov sa najprv budeme venovat jednoduchému modelu rastu bunkovej populacie.
Potom na zaklade tohto modelu si vysvetlime a ukazeme zlozeny model rastu bunkovej
populécie. Ten bude rozdelovat bunky na subpopulacie podla jednotlivych faz bunko-
vého cyklu. V zavere kapitoly sa pokusime implementovat explicitné rieSenia ststavy

parcialnych diferencidlnych rovnic zlozeného modelu rastu bunkovej populécie.



UVOD UVOD

V stvrtej kapitole sa budeme venovat zahrnutiu ucinkov cytostatika Paclitaxel do
zlozeného modelu rastu bunkovej populacie. V prvej casti podla modelov z ¢lankov
[4, 3] si ukdzeme a vysvetlime zahrnutie u¢inkov cytostatika Paclitaxel do zlozeného
modelu a nasledne sa pokusime tento proces zovSeobecnit pre viacnasobné podanie. V
druhej Casti sa pokisime navrhnut vlastny pristup k zahrnutiu vSeobecnych cytostatik.

V poslednej kapitole pristupime k samotnému névrhu tlohy optimalneho riadenia
na minimalizovanie casu lieCby a poc¢tu rakovinovych buniek. V jej tvode sa budeme
najprv venovat transformaécii sustavy parcialnych diferencidlnych rovnic popisujicich
zloZzeny model do tvaru sutstavy obycajnych diferencidlnych rovnic. Nasledne sa bu-
deme venovat forme riadenia v pripade spojitej ulohy optiméalneho riadenia, tvaru a
odvodeniu stavovych rovnic a potom prejdeme k navrhu samotnej tlohy optimélneho
riadenia. Na zaver préace, v prilohe, si uvedieme implementaciu numerického riesenia

zloZzeného modelu do softvéru.
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1 PROTINADOROVA CHEMOTERAPIA

1 Protinadorova chemoterapia

Pojem chemoterapia sa v odbornej literatire chape ako liecebny postup zalozeny na
aplikovani chemickych latok (napr. aj antibiotik) do organizmu . Napriek tomu sa v
hovorovej re¢i ¢asto pod tymto pojmom mysli prave protinddorova chemoterapia. Jej
cielom je pomocou cytostatik, teda lieckov toxickych pre bunky, zastavit rast nadorovych
buniek. Nanestastie tento postup nie je presne zacieleny, takze postihuje aj zdravé

bunky:.

1.1 Rozdelenie cytostatik podl'a spésobu podavania

Sposob podévania cytostatik sa 1i$i podla typu a umiestnenia nadoru. Urcuje sa
vzhladom na stav pacienta, druh lie¢iva a moznych vedlajsich u¢inkov. Podla [12]
rozliSujeme cytostatika najmé podla sposobu podéavania a cesty, akou tieto latky apli-

kujeme:

e Peroralne podanie - tstami. Hlavnou vyhodou je ekonomicky a neinvazivny spo-
sob podania lieciva. Toto podanie je avSak podmienené malym negativnym vply-
vom na zazivaci trakt a dobrym vstrebavanim organizmu. Zvécsa ide o lie¢iva s

nizsim toxickym tuc¢inkom.

e Subkutanne a intramuskularne podanie - invazivne podanie pod kozu alebo do

svalu. Pre agresivitu aplikovanych latok sa nepouziva bezne.

e Intravendzne podanie - invazivne podanie do Zily. Je to najcastejsi sposob apli-

kacie.

e Intraarteridlne podanie - invazivne podanie do tepny. Pouziva sa najma pri liecbe
rozsiahleho metastatického poskodenia pecene, melanéme konc¢atin a pokrocilom

karcinéme hlavy a krku.

e Regionalne podanie - invazivne podanie lumbulalnou punkciou do chrbticového

kanalu. NajcastejSie sa vyuziva pri liecbe metastaz v mozgu.

e Podanie do dutin - Iba v zriedka pripadoch do oblasti pleuralnej dutiny, alebo

11



1.2 Rozdelenie cytostatik 1 PROTINADOROVA CHEMOTERAPIA

mocového mechidra. Aplikacia je velmi naro¢na, no s mensimi vedlaj$imi ué¢in-

kami.

1.2 Rozdelenie cytostatik podl'a spésobu posobenia

Lieciva maja za tulohu zni¢it nadorové bunky. Kazdéa skupina na nich inak pdsobi.

Podla [12] rozlisujeme:

o Alkylacné latky (derivaty dusitého yperitu) - prenasaji sa na bunkové zlozky,
hlavne na DNA buniek. Alkyldcia DNA ma za nasledok smrt bunky.

e Antimetabolity - vic8ina zasahuje do syntézy nukleovych kyselin. Na rozdiel od

alkyla¢nych cytostatik nemaju prilisny vplyv na hotové nukleové kyseliny.

e Protinadorové antibiotiké - boli ziskané z mikroorganizmov posobiacich proti bak-

tériam. Poskodzuji maligne a zéroven zdravé bunky.
e Rastlinné alkaloidy - st izolované z rastlin.

e Hormoény a latky blokujice tc¢inok hormoénov - steroidné hormoény sa viazu na

receptory v bunkach. Citlivost nadorovej bunky zavisi na pocte receptorov.

e Dalsie cytostatika.

1.3 Rozdelenie cytotastik podl'a zasahu na bunkovy cyklus

Lieciva dalej tiez modzeme delit aj podla toho, ¢i pésobia na bunkovy cyklus a ak
ano, v ktorych fazach bunkového cyklu tc¢inkujia (podrobnejsie bunkovému cyklu sa

budeme venovat v Kapitole 2.1). Podl'a [12] rozlisujeme:

e Nespecifické na bunkovy cyklus - nie st zavislé na bunkovom cykle, pdsobia aj

na bunky vo faze G (ked sa bunky nedelia).
° gpeciﬁcké na bunkovy cyklus

— Fazovo nespecifické - posobia bezohladu na fazu delenia bunky (pocas celého

cyklu).

— Féazovo specifické - posobia iba v urc¢itej faze delenia bunky.

12



2 PRINCIPY MATEMATICKEHO MODELOVANIA

2 Principy matematického modelovania v protinado-
rovej chemoterapii

Matematicky sa na vyvoj populacie buniek, ¢i uz zdravych alebo chorych, mozeme
pozriet ako na systém diferencidlnych rovnic a na protinadorova chemoterapiu ako na
optimaliza¢nt tlohu. Chemoterapia ovplyviuje rovnako ako rakovinové bunky tak aj
zdravé bunky. Cielom je, aby sa minimalizoval poc¢et rakovinovych buniek pocas doby
terapie pri udrzani toxicity normélneho tkaniva na prijatelnej arovni. Toto sa v tejto
praci pokusime formulovat ako tlohu optimélneho riadenia. Vzhladom na zloZitost
readlneho problému mé zmysel zacat so zjednodusenym modelom a postupne z neho
urobit zlozitejsi, no zaroven realistickejsi.

V ramci modelu popisujiceho tucinok protinadorovej chemoterapie s velmi dole-
zitym faktorom farmakokinetické a farmakodynamické vplyvy [14]. Farmakokinetika
popisuje, ¢o sa s lie¢ivom v tele deje od podania az po jeho uplné vylacenie. Popisuje
teda vplyv tela na dant latku cez rozne mechanizmy ako napriklad absorpcia. Farma-
kodynamika skuma, ako lie¢ivo pdsobi na organizmus, akymi drahami pradi a akym
mechanizmom tuc¢inkuje. Uroviiou koncentracie lie¢iva a mechanizmom téinku cytosta-
tika nespecifického na bunkovy cyklus sa zaoberdme v Kapitole 4.2. Vyvojom intenzity
uc¢inkov a mechanizmom tucinku cytostatika Paclitaxel v Kapitolach 4.1 a 4.1.1. Mo-
delovanie rozvoja rezistencie nadorovych buniek na lie¢ivd mozno povazovat za dal§iu
samostatni tlohu, kedZe to je jeden z hlavnych dévodov, pre¢o mnoho existujtcich pro-
tinddorovych chemoterapii zlyhéva. Doposial v8ak nie je znama presné pricina vzniku

tejto rezistencie a preto sa nou v tejto praci zaoberat nebudeme.

2.1 Bunkové cykly

Najnovsie matematické modely protinadorovej chemoterapie zahihaja v sebe aj vplyv
bunkovych cyklov (napr. 2, 4, 3]). Kazda bunka prechadza sekvenciu faz od narodenia
bunky az po bunkové delenie [14]. Vychodiskovym bodom je rastova faza Gy, po ktorej
bunka vstupuje do fazy S, kde dochédza k syntéze DNA. Potom nasleduje druha faza
rastu Go, v ktorej sa bunka pripravuje na mitozu, tj. fazu M. Tu v bunke dochadza k

deleniu. Kazdéa z novych dvoch dcérskych buniek moze prejst bud znova do fazy G,

13



2.2 Prehlad literatiiry 2 PRINCIPY MATEMATICKEHO MODELOVANIA

alebo nejakt dobu zotrvat v pokojovom stadiu bunky Gy, az kym sa znova nevrati do
G1. Vo faze Gy dochadza k morfologickej diferenciacii a bunka sa spat do fazy G; moze
vratit iba do urcitého stupna tejto diferencidcie. Pre zjednodusenie avsak vo zvysku
prace budeme predpokladat, Ze tento névrat z fazy G, do G nie je mozny, tak ako to
je ilustrované na Obr. 1. Cely tento proces bunkového cyklu sa potom znovu opakuje.
Poznanie tychto faz je dolezité, pretoze vacsina liekov najlepsie uc¢inkuje v urcitej faze

bunkového cyklu.

Faza G,
Faza S Faza M
~ 10 hodin ~ 0.5 hodiny

2 bunky

Obr. 1: Bunkovy cyklus, podla [4]

Medikamentozna liecba ovplyviiuje bunkovy cyklus mnohymi spdsobmi. Dolezitu
tlohu pri liecbe hraju blokovacie a odvadzacie ¢inidla (angl. blocking and recruitment
agents) [14]. Blokovacie ¢inidla maju za tlohu spomalit prechody buniek cez bunkové
cykly a tym pribrzdit rast nadoru. Naopak, odvadzacie ¢inidla maji na starosti, aby
nadorové bunky opustili spiacu fazu bunky Gy, v ktorej st malo citlivé na chemotera-
picki liecbu. V mitoze je bunkova stena velmi tenkéa a teda bunka je viac nachylna k
napadnutiu prave v priebehu tejto fazy. Na druhej strane, bunky vo faze G, si prilis

stabilné a v podstate nemézu byt znicené.

2.2 Prehlad literatury

V nasej praci sme najviac Cerpali z ¢lankov [6, 2, 4, 5, 3|, kde sa autorka B. Basse
zaoberala jednoduchym a zlozenym modelom rastu bunkovej populacie, ktoré budeme

neskor rozoberat v Kapitolach 3.2 a 3.3. Konkrétne v ¢lankoch [4, 5, 3| sa autorka

14



2.2 Prehlad literatiiry 2 PRINCIPY MATEMATICKEHO MODELOVANIA

venovala zloZzenému modelu, ktory rozdeluje bunky podla jednotlivych faz bunkového
delenia popisanych v Kapitole 2.1, a jeho prispdsobeniu pre nadorové bunky, tpravim
vzhladom na uc¢inky cytostatika Paclitaxel a odhadom parametrov pre konkrétne bun-
kové linie Novozélandského melanému ¢islo 4 a 13. Zakladmi jednoduchého modelu sa
uz v roku 1983 zaoberali v ¢lanku [8], ktory pomocou parcialnej diferencialnej rovnice
popisuje rast bunkovej populacie. Modelmi rastu bunkovej populécie sa zabobera aj
dizertatna praca |7|, ktora aj vdaka asistentovi Prof. G. Wakeovi, ktory spolupraco-
val aj s B. Basse, ma podobné zameranie a smer ako predoslé ¢lanky. Clanky [20, 18]
rozdelovali bunky iba do dvoch skupin na zdravé a nadorové, pricom predpokladali
ich vyvoj podla logistickej funkcie. Konkrétne ¢lanok [20] poziva tedriu optimalneho
riadenia v spojeni s Gompertzianovou funkciou pre rast bunkovej populacie na odhad-
nutie optimélneho cyklu podavania protinddorovej chemoterapie. Hlavnou nevyhodou
tohto pristupu je absencia zahrnutia bunkového cyklu, ¢o sposobuje problémy najma
pri zahrnuti farmakokinetickych u¢inkov do modelu. V ¢lanku [18] matematicky model
vychédzajuci opat z Gompertzianovej funkcie aplikovali na realne data ziskané z prie-
behu rakoviny prsnika. Vyvojom a analyzou matematického modelu, vo forme systému
obycajnych diferencidlnych rovnic, ktorymi sa riadi rast rakoviny na trovni bunko-
vej populacie so zahrnutim imunitného systému, ockovacich latok a chemoterapie sa
zaoberé ¢lanok [15]. Clanok [13], ktory vysiel v roku 2011, sa venuje problému opti-
mélneho riadenia v chemoterapii s rozsirenim modelu o rezistenciu na cytostatika, kde

sa opét predpoklada rozdelenie buniek iba do dvoch skupin na zdravé a nadorové.
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3 RAST BUNKOVE.J POPULACIE

3 Matematické modely rastu bunkovej populacie

Pri modelovani vyvoja bunkovej populacie je dolezité zvolit vhodnua vlastnost bunky
ako napriklad hmotnost, polomer, velkost alebo obsah DNA, na zaklade ktorej bude
tento model vytvoreny. Existuju dva rozdielne pristupy k modelovaniu rastu bunkovej
populacie. Prvy, jednoduchy model rastu bunkovej populécie, modeluje bunky cez ich
velkost, bez iného dalsieho rozdelenia na podtriedy. Tento model bol pévodne navr-
hnuty pre popisanie rastu populacie planktonu [6]. Druhy, zloZeny model rastu bunko-
vej populacie, modeluje bunky cez obsah DNA v nich a rozdeluje ich na subpopulécie
podla jednotlivych faz bunkového delenia |7]. Jedna z hlavnych vyhod modelovania
vyvoja rastu buniek pomocou obsahu DNA je v tom, Ze sa meria priamo z cytomet-
rického merania, pricom samotné velkost bunky je odhadované iba nepriamo, tak ako
spomenieme v Kapitole 3.1. Vzhladom na to a na rozdielne chemoterapické ucinky
v jednotlivych bunkovych fazach, ¢iasto¢ne popisanych v Kapitole 2.1, bude pre nés
vhodnejsi zlozeny model rastu bunkovej populécie. Napriek tomu si odvodime a in-
terpretujeme aj jednoduchy model rastu bunkovej populécie, ktory ndm pomoze pri

pochopeni zlozeného modelu.

3.1 Analyza DNA a odhad vel'kosti bunky pomocou prietokovej

cytometrie

Prietokova cytometria je metéda umoznujica studium jednotlivych buniek zalozena
na osvetlovani ¢astic unasanych pradom kvapaliny [16, 19]. Tato bioanalyticka metoda
patri v sticasnosti k jednym z najpouzivanejsich pri analyze roznych vlastnosti buniek.
Prietokovy cytometer je zviacSsa priamo pripojeny k pocitacu so Specidlnym progra-
mom, ktory dané merania zanalyzuje a vyhodnoti. Tato metoda je Siroko vyuzivana a
pouZziva sa aj na analyzu prokariotickych a eukaryotickych buniek. Jednou z jej prvot-
nych aplikicii bolo meranie obsahu DNA v bunkach. Prietokovy cytometer pracuje na
principe osvetlenia jednotlivych buniek, ktoré sfarbi podla ich obsahu DNA (¢im vAcsi
obsah DNA, tym vyraznejsie sfarbenie). Vysledkom je histogram, v ktorom na z-ovej
osi je intenzita fluorescentného sfarbenia a na y-novej pocet buniek. Priklad histogramu

uviddzame na Obrazku 2.
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Obr. 2: Analyza DNA pomocou prietokového cytometra podla [9], kde na z-ovej osi je

intenzita fluorescentného sfarbenia a na y-novej pocet buniek.

Najvyssi vrchol predstavuje pocet buniek vo faze Go/G;. Druhy s priblizne dvoj-
nasobnou intenzitou sfarbenia, ¢o zodpovedé priblizne dvojnasobnému obsahu DNA,
predstavuje bunky vo faze G5 a M. Standardne sa oba tieto vrcholy aproximuju Gaus-
sovskou krivkou. Potom pocet buniek vo faze G alebo vo fazach G5 a M vypocitame
ako plochu pod tymito krivkami. Bunky nachadzajice sa medzi tymito dvoma vrcholmi
priradujeme do fazy S (¢o zodpoveda procesu syntetizacie DNA). Dopliime este, Ze v
bunkéich nachédzajucich sa nalavo od najvyssieho vrcholu v Obréazku 2 dochadza k
znizovaniu obsahu DNA, pretoze sa nachadzaju v procese apoptozy, teda programova-
nej bunkovej smrti. Na presné urc¢enie po¢tu buniek v jednotlivych fazach sa pouziva
viacero aproxima¢nych technik, z ktorych niektoré si spomenuté v [16]. Prietokova
cytometria sa taktieZ vyuziva aj na meranie velkosti bunky. Tato velkost sa nepriamo
odhaduje z obsahu DNA. Teda rozdelenie buniek podla ich velkosti naprie¢ celou po-
puléciou mozeme vidiet na Obrazku 2, kde v tomto pripade z-ova os by predstavovala

vel'kost bunky.

3.2 Jednoduchy model rastu bunkovej populacie

V tejto casti popiSeme model rastu bunkovej populécie podla [6] bez ohladu na

jednotlivé fazy bunky. Na modelovanie ndhodného vyvoja velkosti bunky ako funkcie
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3.2 Jednoduchy model 3 RAST BUNKOVEJ POPULACIE

¢asu x = x(t) pouzijeme podla [17] stochasticku diferencidlnu rovnicu

dr = g(z,t)dt + \/D(z,t)dw, (1)

kde dx znamen4 zmenu velkosti bunky za ¢asovy okamih dt, g(z, t) predstavuje rychlost
rastu bunky, \/m je volatilita ¢asového vyvoja velkosti bunky a dw oznacuje dife-
rencial Wienerovho procesu. Ozna¢me kumulativnu distribuénu funkciu F = F(z,t) =
P(x(t) < z|x(0) = x4) procesu z(t), t > 0, ktory spliia rovnicu (1) a zacina tak-
mer isto z poc¢iatoénej podmienky zo. Potom funkcia hustoty f(z,t) = g—i je riesenim
Fokker-Planckovej rovnice (pre jej odvodenie pomocou Itovej lemy a testovacej funkcie
odkazujeme citatela na [17, str. 116]) a podla [17] dostavame rovnost

0 i O

il @0 =55 O (gl 0 f(2,1)). )

(DG, 0 f (1)) ~
Ak rovnicu (2) prenasobime po¢tom buniek N, dostaneme parcialnu diferencialnu rov-
nicu popisujicu vyvoj rozlozenia po¢tu buniek v ¢ase. Nech funkcia n(z,t) = N f(x,t),
potom n(x,t) bude predstavovat pocet buniek velkosti z v ¢ase t a budeme ju nazyvat
vyskytova funkcia hustoty (angl. number density function). Ak v rovnici (2) upravenej
pre funkciu n(z,t) polozime D = 0, odstranime dizperziu velkosti buniek, dostaneme
nelinearnu parcialnu diferenciélnu rovnicu prvého radu. Clen 2 (g(z, t)n(z,t)) potom

mozeme diskretizovat nasledovne:

% (g(z, )n(z, 1)) ~ (9(x + Az, t)n(z + AAg: 1)) — (g(z, t)n(z, t))7

kde Az oznacuje zmenu velkosti bunky za casovy okamih. MéZeme vidiet, Ze tento
¢len v sebe zahfnha prichadzajuce bunky, ktoré mali na zaciatku velkost mensiu ako x a
dorastli do intervalu (x,z + Ax) (tj. ¢len (g(z,t)n(z,t))) a odchadzajice bunky, ktoré
za Cas t z tohto intervalu naopak vyrastli (tj. ¢len (g(z + Az, t)n(x + Az, t))).
Nésledne podla [6] do rovnice (2) upravenej pre funkciu n(zx,t) pridame faktor de-

lenia buniek a amrtnosti. Predpokladajme, Ze ak sa bunka velkosti x rozdeli do dvoch

dcérskych buniek, ich velkost je rovnakd a rovna 7. Funkcia B(z,t) popisuje rych-

lost delenia buniek ([B] = §) a u(z,t) predstavuje mieru amrtnosti buniek ([u] = 1).

Rovnicu (2) upravime a dostavame vysledni rovnicu pre rast bunkovej populécie:

9 n(e.t) = 25 (Dl 1) + - . (e 1) =

4B(2z,t)n(2x,t) — (B(x,t) + p(x, t))n(z, t),

(3)
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3.2 Jednoduchy model 3 RAST BUNKOVEJ POPULACIE

O<z<oo, t>0,

kde D(z,t) je disperzny alebo diftizny koeficient ([D] = ’"72), g(z,t) rychlost rastu
bunky ([g] = ™) a n(x,t) vyskytova funkcia hustoty. Prvé dva cleny na pravej strane
rovnosti su reprodukéné. Z diskrétneho pohladu ak modelujeme pocet buniek velkosti
z intervalu (z,z + Ax), potom ¢len 4B(2z, t)n(2x,t) popisuje prisun buniek, ktorych
povodna velkost bola (2z,2z + 2Az) a rozdelili sa na bunky velkosti (z,z + Az).
Tu B(2z,t) je miera delenia buniek velkosti 2z v ¢ase t a n(2x,t) je pocet buniek
velkosti 22 v ¢ase t. Faktor 4 v tomto ¢lene pochédza z dvojnéasobnej dizky intervalu a
rozdelenia do dvoch deérskych buniek. Clen B(z, t)n(z, t) popisuje tbytok buniek, ktoré
mali velkost z intervalu (z,x + Ax) a rozdelili sa, kde opdt B(z,t) je miera delenia a
n(z,t) pocet buniek. Tieto prechody buniek spdsobené delenim sme ilustracne zobrazili
na Obrazku 3. Posledny ¢len p(z,t)n(z,t) predstavuje bunky velkosti z, ktoré v case

t umreli, kde u(x,t) je miera tmrtnosti a n(x,t) pocet buniek velkosti x v ¢ase t.

200

180

160

140

N
o
T

Pocet buniek
<]
o

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Velkost bunky

Obr. 3: Ilustracné zobrazenie vplyvu delenia buniek v rovnici (3) v pripade diskrétneho

pohl'adu na modelovanie buniek velkosti z intervalu (x,z + Ax).

Poznamenajme, ze funkcie D(x,t), g(x,t), p(z,t) a B(x,t) st nezaporné. Parcidlnu

diferencialnu rovnicu (3) doplnime este o okrajové podmienky podla [6]:

xll_{go n(z,t) =0, (4)

.0
xlggo %n(x,t) =0, (5)
(D, 1)n(0,1)) ~ 900, 0n(0,1) = 0. (©)
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3.3 ZloZeny model 3 RAST BUNKOVEJ POPULACIE

Podmienky (4) a (5) su v sulade s intuiciou, ako aj s vlastnostami funkcie hustoty. Ak
n(x,t) je pocet buniek velkosti x v ¢ase ¢, potom ak limitne ,,posleme* velkost bunky
x do nekone¢na, tak je prirodzené ocakavat n(oco,t) = 0. Zaroven podmienky (4, 5)
pre x = 0o zabezpecia spravnost rieSenia a zjednodusia jeho hladanie |7]. Na zéaver pre

tplnost treba este k rovnici (3) pridat podla |7] po¢iatoéni podmienku:

n(z,0) = no(z), x> 0.

3.3 Zlozeny model rastu bunkovej populacie

V nasledujicom modeli budeme podla faz bunkového delenia rozliovat Styri sub-
populacie buniek. Cielom bude namodelovat rast bunkovej populécie pomocou vysky-
tovych funkcii hustoty. Na to pouzijeme zéavislé premenné Gq(z,t), S(z,t), Ga(z,t) a
M (z,t), ktoré reprezentuji pocty buniek v jednotlivych fazach Gy, S, G, M popisa-
nych v Kapitole 2.1. Ako sme spominali v Kapitole 3.1, obsah DNA sa meria pomocou
prietokového cytometra, ktorého vysledkom je histogram s intenzitou flourescentného
osvetlenia danych buniek. Ak tito intenzitu x vhodne preskilujeme tak, aby novoroz-
delena bunka mala z = 1, neskor v S faze sa x postupne zdvojnasobilo, a potom pocas
mitozy a fazy Go platilo priblizne x = 2, bude premenna x vyjadrovat tzv. relativny
obsah DNA. Vzhladom na toto preskilovanie budu funkcie Gy (x,t), S(z,t), Ga(z,t) a
M (z,t) uz popisovat vyvoj relativneho po¢tu buniek. Prechody buniek medzi jednotli-
vymi fazami st vysvetlené pomocou Obrazku 1 v Kapitole 2.1. Pre tento model budeme
uvazovat relativny obsha DNA z iba na ohrani¢enej oblasti (0, L), kde L bude maxi-
malny relativny obsah DNA v bunke. Rovnice popisujice vyvoj bunkovej populacie

naprie¢ jednotlivymi fazami podla [2] su:

W@’ t) = 4bM(2z,t) — (k1 + pe,)Gi(z, ), (7)
aa—f(x, t) = D%(az, t) — usS(x,t) — gg—i(x,t) + kiGi(x,t) — I(z, 4, Ts), (8)
%(m,t) = I(Jf7t;TS) - (k2+MG2)G2(‘T7t>7 (9>
%_Af(x,t) — koGl t) — DM (1, £) — juas M (1), (10)

kde x vyjadruje relativny obsah DNA (0 < = < L) a t je Casova premenné merana v

hodinach (¢t > 0). Nezabudnime, 7e D, g, b, ki, ko, pg,, iis, fc, a [y S nezaporné
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3.3 ZloZeny model 3 RAST BUNKOVEJ POPULACIE

konstanty [2, 4].

Rovnica (7) popisuje G fazu. Prvy ¢len na pravej strane popisuje prisun novorozde-
lenych buniek z mitozy. Konstanta b € [0, 1] je miera delenia buniek za jednotku ¢asu
a faktor 4 pochidza podobne ako v (3) z dvojnasobnej dlzky intervalu a rozdelenia
do dvoch dcérskych buniek. Druhy ¢len v rovnici popisuje ubytok buniek z G fazy,
kde p¢, je miera amrtnosti per capita za ¢asovi jednotku a ky; € [0, 1] je prechodova
pravdepodobnost buniek z G fazy do S fazy.

Rovnica (8) opisuje S fazu. Vzhladom na to, Ze = predstavuje relativny obsah DNA
a prave v tejto faze dochédza k jeho syntéze, bude sa préave v tejto rovnici vyskytovat
rastovy a dizperzny ¢len. Cleny Dg%‘g a g%(m,t) pochadzaju rovnako ako v (3) z
Fokker-Planckovej rovnice, kde Dg%g je disperzny alebo diftzny ¢len a g je priemerné
miera narastu relativneho obsahu DNA v ¢ase. Na ilustra¢nych Obrézkoch 4 a 5 si
mozeme v8imnuat vplyv ¢lena D%ﬁ na tento model. Konstanta pg je miera tmrtnosti
per capita za ¢asovi jednotku. Clen [ (x,t; Ts) predstavuje pocet buniek, ktoré vstupili
do S fazy pred Ts hodinami a st pripravené na vystup z S fazy a vstup do G, fazy.
Hodnota parametra T's presne dana nie je, zavisi od typu buniek ktoré modelujeme, no

zviadsa sa rovnd priblizne 10. Vyznam a tvar ¢lena I(z,t; Ts) je podrobnejsie popisany

v Kapitole 3.3.1.

1400 T T T T T 1400
1200 1 12001
10007 H GO/G1 faza 1 1000t GO/G1 faza
X X
[} [}
T 800f € 800f
3 2
3 3
g 600r S 600f
o o
400 1 400
2000 J /S faza G2/M faza 1 00| /S faza G2/M faza
o A\ . ‘ e a— ‘
0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3
Relativny obsah DNA Relativny obsah DNA
Obr. 4: Ilustraény ¢asovy rez modelom (7)—  Obr. 5: Ilustra¢ny ¢asovy rez modelom (7)—
(10) pre D £0 . (10) pre D = 0.
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3.3 ZloZeny model 3 RAST BUNKOVEJ POPULACIE

Pre lepsiu ilustraciu a pochopenie procesov prebiehajicich v S faze sme vykreslili
pomocou numerickej schémy popisanej neskor v Kapitole 3.3.4 Obréazky 6 a 7. Tie ndm
zobrazuju vyvoj jednej generéacie buniek v S faze pocas desiatich hodin (bunky do tejto
fazy pridu v ¢ase ¢ = 0 a potom sem uZ neprichadzaji). Mozeme si vSimnuat, Ze pre
parametre zvolené podla |2, str.19] S faza v bunkéich pocas Ts hodin zvysi obsah DNA

na priblizne x = 2 a zéroven s tym aj zvysi disperziu rozdelenia tychto buniek.

Vyvoj v S faze

400

350

300

250

200

Pocet buniek

150

100

50

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
Relativny obsah DNA

Obr. 6: Vyvoj rozdelenia buniek v S faze pocas 10-tich hodin s ¢asovymi rezmi po 1 hodine

s pouzitymi parametrami podla |2, str.19]|, kde Ts = 10, D = 0.01, ¢ = 0.1, us = 0 so

zaciato¢nou podmienkou S(z,0) = \/;L?Teg exp (— (x2_9%)2), kde ap = 100 a 6y = 0.1.

Dalej prvy ¢len rovnice (9) predstavuje prichadzajuce bunky z fazy S do fazy Gs.
Druhy ¢len v rovnici podobne ako v (7) popisuje ubytok buniek, kde ky € [0,1] je
prechodova miera buniek z Gy fazy do M fazy a peg, je miera tmrtnosti buniek per
capita za jednotku casu.

Nakoniec prichddzame k faze bunkového delenia M, kde b je miera delenia buniek
za jednotku ¢asu a py; je opéat miera tmrtnosti buniek per capita za jednotku casu.

Aby bol model kompletny, treba este doplnit zaciatoéné a okrajové podmienky.
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Vyvojv S faze
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Obr. 7: Vyvoj rozdelenia buniek v S faze pocas 10-tich hodin s pouzitymi parametrami
podla [2, str.19], kde Ts = 10, D = 0.01, g = 0.1, us = 0 so zafiato¢nou podmienkou

§(r,0) = A exp (—(952‘9%)2), kde ag = 100 a 6 = 0.1.

V stlade s [2] sme si zvolili nasledovné pociatocéné a okrajové podmienky:

Gi(z,0) = —=2 G F P (11)

1\, \/Wexp 29(2) ) z )

0

S(x,0) = 0, 0<z<IL, (12)
Ga(z,0) = 0, 0<z<L, (13)
M(z,0) = 0, 0<z<L, (14)
Dg—i(O,t)—gS(O,t) =0, 0<t, (15)
Dg—i(L,t)—gS(L,t) =0, 0<t. (16)

Pre pociatocny stav systému predpokladame, ze vSetky bunky sa nachadzaju v G,
faze a st normélne rozdelené so strednou hodnotou 1 a disperziou 6%. Vzhladom na
obmedzenie nasho modelu pre x > 0, zapornu cast tejto krivky uvazovat nebudeme.
Teda, vzhladom na navrhnuté preskalovanie spomenuté v ivode Kapitoly 3.3, relativny
pocet buniek v ¢ase nula je rovny fooo G1(z,0)dx. Nezabudnime este na silny predpoklad
modelu, ze zavislé premenné Gi(x,t), S(z,t), Go(z,t) a M(z,t) bud exponencidlne
rastu alebo klesaju v ¢ase, ale ich rozdelenie v premennej x je v ustélenom stave [2]

(Steady DNA Distribution).
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3.3 ZloZeny model 3 RAST BUNKOVEJ POPULACIE

3.3.1 Odvodenie prechodového ¢lena z fazy S do fazy G

V tejto Casti sa budeme zaoberat ¢lenom I(x,t;7) z rovnic (8) a (9). Pripomenme
si, ze v S faze dochadza k syntéze DNA a bunky v nej stravia pevne dany ¢as 7 = Ty
hodin. Podla [2] ozna¢me skupinu buniek, ktoré vstupili do S fazy v ¢ase t ako I(x,t;7),

kde z je relativny obsah DNA a 7 je ¢as straveny v S faze. To teda znamena, Ze plati

Ts
S(:B,t):/ I(z,t;7)dT.
0

Model (7)-(10) predpoklada, ze skupina buniek, ktora vstipi do S fazy v case t, tu
zdvojasobi obsah svojho DNA (alebo zomrie) a potom z tejto fazy vystupi a vstipi do
tazy G, nie je nijako ovplyvnena skupinou buniek, ktora vstupila do S fazy v inom
¢ase. Kedze DNA sa prave v S faze zdvojuje podla rovnice (8), prechod buniek z tejto
fazy do Gy nemdzeme popisat standardne ako v rovniciach (7),(9),(10). Odchédzajice
bunky z S fazy musia teda spliat rovnaku rovnicu, akou sa tieto bunky v tejto faze
vyvijaju (avSak bez ¢lena kiGy(z,t) popisujiuceho prichadzajice bunky z G; fazy a

samotného ¢lena I(x,t;7) ), a teda podla [3] je I(x,t;7) rieSenim rovnice:

2
O oty + Lietiry = DV 0 tir) — s, tim)

o0l
at 87' axg <x7t;7—)7 (17>

t>0, 0<x<lL,

kde L je maximalny relativny obsah DNA. K rovnici (17) dopliime eSte okrajové pod-

mienky:

Iz, t;7=0) = Iy(x,t), t>0, 0<z<lL, (18)

ol
Da—(O,t;T) —gI(0,t;7) =0, t,7>0, (19)

x

ol
Da—(L,t;T) —gl(L,t;7) =0, t,7>0. (20)

T

KedZe diftzny koeficient D je velmi maly (radovo priblizne 107%), mézeme podla
[3] podmienky (19) a (20) aproximovat Dirichletovymi podmienkami /(0,¢;7) = 0 a
I(L,t;7) = 0. Nasledne, postupom podla [3], dostavame priblizné analytické riesenie

pomocou metoédy Greenovych funkcii pre I na kvadrante x,7 > 0 s Dirichletovou
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podmienkou pre x =0 a x = L,

(

Sy (e, tyy(r o, y)dy, 0<t<r, x>0,

I(x,t;7) = < Ip(z,t), T=0, (21)
0, t<T,
\
kde
( ) e HsT (z—gr—y)? 0 (22>
T, T,Y) 8 ———=¢ 47 x oy, 7> 0.
Y S JaDr Y

V ¢case t, poet k1Gy(z,t — Ts) buniek, ktoré vstupili do S fazy pred Ts hodinami,
je pripraveny na vystup z fazy S a prechod do fazy G,. Clen I(z,t;Ts) podla [2]
nachadzajuici sa v rovniciach (8) a (9) ziskame z rieSenia (21) substittciou Iy(x,t) =
ki1Gi(z,t —Ts)aT="Tg,

L
lel(xat - TS)’Y(T57 xyy)dyv t Z TSa TS’ > 07
I(x,t;Ts) = fo (23)

0, t<Tg, Tg>0.

Vysledné riesenie je aj v stlade s intuiciou. V rieSeni (23) si moézeme vsimnat ¢len
k1G1(y,t—Ts), ktory sa v ¢ase t ,,pozera® na bunky, ktoré prisli v case t — Ts z G fazy
a ,posiela” ich do G5 fazy. Treba doplnit, Ze toto rieSenie plati iba v pripade nulovosti
pociato¢nej podmienky pre fazu S. Pripad nenulovosti po¢iatocnej podmienky pre S
fazu si rozoberieme nizsie.

Vzhladom na zahrnutie ¢asu Ts do S fazy sa modZe vynarat otazka, prec¢o pri os-
tatnych fazach cas straveny v nich nezohladhujeme. Na toto v8ak existuje jednoduché
odpoved. V skuto¢nosti ¢as straveny v ostatnych fazach zohladneny je, a to pomocou
prechodovych pravdepodobnosti ki, ks a pri mitéze pomocou miery delenia b. KedZze v
tychto fazach sa relativny obsah DNA z nijako nemeni a nevyvija, nemusime rozlisovat
jednotlivé bunky tak ako v S faze.

Na tlohu ¢lena (23) sa skisme pozrieme graficky, mozno nam to pomoéze danému
problému lepSie porozumiet. Pomocou numerickej schémy popisanej neskor v Kapitole
3.3.4 vykreslime Obrazky 8 a 9, zobrazujice S fazu. Na ich vykreslenie sme pouzili

hodnoty testovacich parametrov z Tabulky 1.
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Parameter Popis Hodnota

Ax dlzka kroku priestorovej diskretizacie 1/80

At dlzka kroku ¢asovej diskretizacie 1/9

g priemerné miera rastu DNA v S faze 0.1
disperzny koeficient v S faze 0.0001

k1 prechodova pravdepodobnost buniek z Gy do S fazy 0.1

ko prechodova pravdepodobnost buniek z G5 do M fazy 0.1

b priemerna miera delenia 0.1

Ts ¢as straveny v S faze %

ey priemerna miera Gimrtnosti vo faze G, 0.005

s priemerné miera tamrtnosti vo faze S 0.005

ey priemerna miera tmrtnosti vo faze G 0.005

[, priemerné miera umrtnosti vo faze M 0.005

0 variancia Startovacieho rozdelenia 0.05

ag vyska Startovacieho rozdelenia 100

Tabul'ka 1: Vhodne zvolené testovacie parametre uréené pre ilustracné obrazky.

S faza

S faza

Obr. 8: Priebeh S fazy (8) s ¢lenom Obr. 9: Priebeh S fazy (8) bez clena
I(x,t,Ts) podla modelu (7)—(10) s paramet-  I(z,t,Tg) podla modelu (7)-(10) s paramet-

rami z Tab. 1. rami z Tab. 1.

Na Obréazkoch 8 a 9 moézeme vidiet porovnanie priebehu funkcie S(z,t) bez strato-
vého ¢lena I(xz,t;Ts) a s nim. Ako si mézeme v8imnut, tloha ¢lena I(z,t; Ts) spociva

vo vynulovani prebytoc¢nej ¢asti pre & > 2 v rovnici (8) popisujucej S fazu. To znamena,
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ze akonahle bunky v S faze zdvojnasobia svoj obsah DNA, uz sa tam dalej nezdrzuju a
prechadzaju do fazy Gy. Z toho teda intuitivne vyplyva, Ze élen I(x,t, Ts) musi spliiat
podobnu rovnicu ako S faza s rozdielom, Ze pre t < Tg sa rovna 0. Pri podrobnejSom
skiimani Obrazku 8 a jeho priebehu si mézeme vSimnut miernu nenulovost funkcie pre
x > 2. Tato nepresnost vznika kvoli aproximaénému rieseniu (21).

Teraz sa eSte pozrime na pripad nenulovosti zaciato¢nej podmienky pre S fazu.
RieSenie (23) plati iba v pripade nulovosti zaciato¢nej podmienky (12) pre S fazu.
V opa¢nom pripade nastava problém s tvarom rieSenia (23) na intervale t € (0,Ts),
pretoZe vtedy potrebujeme informaciu z fazy GG1 na intervale (=75, 0), ale ti nanestastie
neméame. Pre takyto pripad sme sa rozhodli ako dobrti aproximaciu na tomto intervale
zvolit konstantna hodnotu funkcie G v ¢ase t = 0. Podla toho sme navrhli a odvodili
tvar rieSenia nasledovne:

L
kG (y7t - TS)7<TS7'T7y)dy7 t 2 TS; TS > 07
I(x,t;7) =~ fo . (24)

L
fO lel(y7 0)7(T57$a y)dy> t < TSa TS > 0.

Tvar Greenovej funkcie (22) v rovnici (24) sa zachovéava. Pripadom nenulovej zacia-

tocnej podmienky, kde v case t = 0 vo faze S nie st eSte prichystané Zziadne bunky

na vystup (syntetizacia DNA v nich uz zacala ale eSte neprebehla do konca), sme sa

nezaoberali.

S faza S faza

Obr. 10: Vyvoj buniek v S faze podla mo- Obr. 11: Vyvoj buniek v S faze podla mo-
delu (7)-(10) pri nulovej zaiato¢nej pod-  delu (7)-(10) pri nenulovej zaciato¢nej pod-
mienke pre S fazu (pre ¢as ¢t > 10) s para- mienke pre S fazu (z ¢asu t = 10) s paramet-

metrami z Tab. 1. rami z Tab. 1.
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Obr. 12: Percentuélny vyvoj buniek naprie¢ ~ Obr. 13: Percentualny vyvoj buniek naprie¢
jednotlivymi fazami podla modelu (7)-(10) jednotlivymi fazami podla modelu (7)-(10)
pri nulovej za¢iatoCnej podmienke pre S fazu  pri nenulovej zaCiatoCnej podmienke pre S

(pre t > 10) s parametrami z Tab. 1. fazu (pre t = 10) s parametrami z Tab. 1.

Porovnanie presnosti aproximacie v pripade nenulovej podmienky pre S fazu si uka-
zeme na Obrazkoch 10-13. Na ich vykreslenie sme pouzili rovnaké hodnoty parametrov
ako pri Obrazkoch 8 a 9 (vid Tabulka 1). Obrazky 10 a 12 st namodelované od za-
¢iatku (t = 0) pomocou pociatoénych podmienok (11)—(14) (zobrazeny je iba vyvo]
buniek pre ¢asu ¢t < 10, teda presne od vtedy, kedy bunky za¢nu odchadzat z S fazy).
Obrazky 11 a 13 st vykreslené pouzitim aproximéacie (24) a za za¢iato¢né podmienky
sme zvolili hodnoty funkcii modelu z ¢asu ¢ = 10 vypocitanych podla zaciatoénych
podmienok (11)—(14).

Pri porovnani na Obrazkoch 10, 11 si mdézeme vSimnit nizsie hodnoty funkcie S
v pripade nenulovej pociatoc¢nej podmienky pre S fazu, ¢o potom sposobuje aj od-
chylky pri Obr. 12, 13. Tieto nepresnosti st sposobené konstantnou hodnotou funkcie
k1G1(y,t —Ts) = k1G1(y,0) na intervale (0, Ts) v navrhnutej aproximéacii (24). V sku-
tocnosti totiz tento priebeh bol iny a na jeho presnd simulaciu by sme potrebovali
informéciu z fazy G na intervale (=T, 0), ktora vSak predpokladame, Ze nepozname.

Mozeme predpokladat, Ze tieto problémy sa zniZzia, ak pouZijeme zaciato¢né pod-
mienky pri relativne rovnovaznom a ustélenom stave (po 60 hodinéach), vid Obrazky
14, 15, 16, 17. Dolezité je si vSimnut, ze v oboch pripadoch sa po uplynuti 50 hodin
percentualne hodnoty ustalili priblizne na rovnakych trovniach. V kontexte lie¢by cy-

tostatikami nebudeme nikdy vychadzat zo zaiatoénych podmienok (11)—(14) tak ako
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boli navrhnuté v 2] a nikdy nebudeme vyvoj buniek v G, faze na intervale (—Ts,0) a

preto treba s takymito nepresnostami a odchylkami ratat.

S faza

S faza

Obr. 14: Vyvoj buniek v S faze podla mo-
delu (7)-(10) pri nulovej zaciato¢nej pod-
mienke pre S fazu (pre t > 60) s parametrami

z Tab. 1.
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Obr. 16: Percentuélny vyvoj buniek napriec¢
jednotlivymi fazami podla modelu (7)—(10)
pri nulovej zac¢iatoCnej podmienke pre S fazu

(pre t > 60) s parametrami z Tab. 1.

Obr. 15: Vyvoj buniek v S faze podla mo-
delu (7)—(10) pri nenulovej zac¢iato¢nej pod-
mienke pre S fazu (pre ¢t = 60) s parametrami

z Tab. 1.
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Obr. 17: Percentuélny vyvoj buniek napriec¢
jednotlivymi fazami podla modelu (7)—(10)
pri nenulovej zaciato¢nej podmienke pre S

fazu (pre t = 60) s parametrami z Tab. 1.

3.3.2 Rozsirenie modelu o pokojovi fazu bunky G

Rozsirenie modelu o pokojovu fazu, vzhladom na cyklus bunkového delenia, alebo

pracovni fazu, vzhladom na konkrétnu funkciu vykonadvant v organizme, je velmi
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dolezité. Bunky pocas fazy G st najodolnejsie, niekedy dokonca az tplne rezistentné
vo¢i podavanej chemoterapii [14]. V tejto faze sa uz bunka nedeli a dochadza v nej k
morfologickej diferenciacii, ¢o znamené, ze bunka sa Specializuje na konkrétne ¢innosti
v tele. Do urcitého stupna deferenciacie sa moze eSte bunka vratit spat do bunkového
cyklu delenia. V tomto rozsireni vsak budeme predpokladat, Ze tento navrat nie je
mozny a ze do fazy G prechadzaji bunky z fazy G, urcitou konstantnou mierou kg, .

Na zéklade [2] rozsirime model (7)—(10) o rovnicu

0G

5, (0:) = kG, G (2, 8) — iy Gl 1) (25)

s podiato¢nou podmienkou

Go(z,0) =0, (26)

kde 0 <z < L, t >0, kg, je prechodova pravdepodobnost z fazy G; do pokojovej fazy
Go a pg, je miera umrtnosti buniek per capita za jednotku casu v tejto faze. Obe tieto
konStanty st nezaporné. Vzhladom na predpoklad, Ze bunky odchadzaju do Gy z G4

fazy, musime este upravit rovnicu (7) nasledovne:

0G

W(w,t) = 4bM (2x,t) — (k1 + pa, + kay)Gi(x, ). (27)

GO0 faza

800
600
400

200

Obr. 18: Ilustracia priebehu Gg fazy podla modelu (8)—-(10),(25) a (27) s parametrami z Tab.
1a?2.
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Zvysné rovnice pre fazy S, G5 a M upravovat netreba. Na testovacich parametroch
z Tabulky 1 doplnenych o novozavedené parametre kg, a pg, v Tabulke 2 si na Ob-
razku 18 vykreslime priebeh G, fazy pouzitim numerickej schémy z Kapitoly 3.3.4 a

jej vhodnou tpravou pre toto rozsirenie.

Parameter Popis Hodnota
ke, prechodova pravdepodobnost buniek z G; do Gy fazy 0.1
Tien priemerné miera umrtnosti vo faze G 0.005

Tabul'ka 2: Vhodne zvolené testovacie parametre G fazy urc¢ené pre ilustracné obrazky.

3.3.3 Rozsirenie modelu o apoptézu

Apoptoza alebo programovana bunkova smrt je proces, pri ktorom dochédza k zni-
zovaniu obsahu DNA v bunke, ¢o nakoniec vyusti az k samotnému odumretiu bunky.
Tento proces sposobuju aj liecebné metody ako ozarovanie a chemoterapia. Pre presnej-
Sie simulacie vysledkov prietokového cytometra modelom (7)-(10) je délezité do neho
zahrnat aj tento proces. Rovnicu pre vyvoj buniek v apoptéze odvodime podla [2]
podobne ako pre S fazu pouzitim Fokker-Planckovej rovnice. Rozdiel je v znamienku
pri miere rastu g4. Zatial ¢o v S faze sa relativny obsah DNA v bunkach zvySoval, pri
apoptoze sa znizuje. K rovnici na zaver este pridame sicet vSetkych tmrtnych clenov

v rovniciach (7, 8, 9, 10), a tak dostavame

0A 0*A 0A
E@’t) = DAw(x,t)—l—gA%(x,t)+uG1G1(x, t)+usS(x, t)+uc, Go(x, t)+pup M (z,t),
(28)

O<z<L, t>0,

s okrajovymi podmienkami

A(z,0) = 0, 0<z<L

A
ZDAw - gAA(Ovt) = 07 t> 07
Ox
A(L
DA%—QAA(Lﬂf) = 0, t>0,

ktoré su anal6giou podmienok pre S fazu. Obe konstanty g4 a D4 st nezédporné. Pre

predstavu si eSte vykreslime priebeh apoptézy vhodnym rozsirenim numerickej schémy
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z Kapitoly 3.3.4 a s testovacimi parametrami z Tabulky 1, ktoru eSte doplnime o

novozavedené premenné v Tabulke 3.

Apoptdza

Obr. 19: Ilustracia priebehu apoptozy podla modelu (7)—(10) rozsireného o (19) s paramet-

rami z Tab. 1 a 3.

Na Obrazku 19 si mézeme vSimnit, ako sa v bunkach, u ktorych sa zacala apoptoza,

znizuje obsah DNA, ¢o vedie az k samotnému odumretiu bunky.

Parameter Popis Hodnota
ga priemerné miera znizovania DNA v Apoptoze 0.1
Dy disperzny koeficient v Apoptoze 0.0001

Tabul'ka 3: Vhodne zvolené testovacie parametre apoptozy uréené pre ilustracné obrazky

3.3.4 Numerické rieSenie stistavy rovnic zloZeného modelu rastu bunkovej

populacie

Sustavu rovnic zloZzeného modelu rastu bunkovej populécie (7)—(10) s po¢iatoénymi
podmienkami (11)—(14) a okrajovymi podmienkami (15), (16) sme riesili pomocou soft-
waru MATLAB 2011 vo verzii 7.12.0. Na vypocet numerického rieSenia sme vyuzili
explicitni metodu sieti (metodu kone¢nych diferencii) ako v Casovej tak aj v priesto-

rovej premennej. Na aproximdciu derivacii sme pouzili konecéné diferencie (na ¢asové
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derivacie - dopredné diferencie). Hlavny problém pri tomto pristupe nastava v nelokal-
nosti ¢lena bM (2x,t) v rovnici (7), popisujicej vyvoj buniek vo faze G;. Cela sustava
»Zije* na intervale (0, z), avSak rovnica (7) si ,,pyta“ informaciu z rovnice (10) pre fazu
M na intervale (0, 2x). Tento problém sme vyriesili vd'aka integralnemu ¢lenu I(x,t; Ts)
vyskytujuceho sa v rovnici (8), popisujucej vyvoj buniek v S faze a v rovnici (9) po-
pisujicej vyvoj buniek vo faze (G5 . Tento ¢len ndm umoziuje pocitat rovnice pre fazy
(G1 a S na poloviénom intervale oproti rovniciam pre fazy Go a M. Integralny ¢len (23)
nachédzajuci sa v rovnici pre fazu G5 obsahuje v sebe informéciu z fazy G;. Kedze
rovnica pre fazu (G; sa pocita na polovi¢nom intervale oproti rovnici pre fazu G, moze
nam to v rovnici pre fazu Gy v ¢lene I(x,t; Ts) sposobit nepresnosti. Avsak uvedomme
si, ze z interpretacie tohto modelu, kde = predstavuje relativny obsah DNA, sa ,,daleko*
za hodnotu = = 2 netreba pozerat a hodnoty pre x >> 2 budu velmi blizke nule. Na
zéklade tohto sme si zvolili interval pre priestorovi premenni (0, 10), respektive (0, 5)
pre rovnice (7) a (8) popisujice vyvoj buniek vo faze G; a S. Podla tohto sme teda
navrhli nasledujicu explicitni schému:

if (mod(i,2) =0 and @ # 2)

Grlfy = Gl + A (40M] = () + 16, )Gl )

i/2
e )
5/2 = 55/2

s7, 257 457 A s7, —s7 , .
i/24+1 i/2 i/2—-1 ] _ i/2 i/2—1 Vi _ J
+At <D Ax? “551/2 9~ Az + k1G11/2 ]TSi/Q)

end

Gol™ = Gyl + At (Ing] — (ks + pa,)Gal)

MY = M7+ At (koGal — M — e M),

kde Gy = Gi(wi,tj), S] = S(wit;), Gol = Go(wi,t;), M} ~ Mz, t;), Iyl =~
I(zi,t;;Ts), t; = to + jAL, x; = 9 + iAz, At je dlzka Gasového kroku a Az dlzka
priestorového kroku. Nezabudnime eSte pripomenit, Ze integralny ¢len (23) sme poci-

tali pomocou lichobeznikového pravidla nasledovne:

L
/ lel(xat_TS)/y(T57xay)dy ~
0

AJ} (k‘lGl(O,t — Ts)’}/(Ts, Z, O) =+ lel(L,t — TS)'Y(TS, x, L))
2

(29)

n—1
+ Ax (Z lel(yiat - TS)7<T57I7yZ)> ) t Z TS7 TS > 07

i=1
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kde o = 0 < y1 < ... < Yn_1 < Yo = L a Az je dlzka priestorového kroku. Kvoli
informacii z fazy Gi, ktord do tohto Clena vstupuje, sme zachovali rovnaky krok aj
delenie ako v celej sustave. Na odhad hodnoty funkcie G v integralnom ¢lene (21) pre
parameter Ts predstavujici ¢as buniek stravenych v S faze, kvoli ktorému sa potrebna
hodnota nemusi nachadzat presne v bodoch delenia sme vyuzili linearnu interpoléa-
ciu. Pre samotny sposob a implementéciu navrhnutej numerickej schémy do softvéru
odkazujeme ¢itatela na Prilohu.

Tabulka 4 uvadza parametre modelu podla [2], ktoré boli odhadnuté pre novozé-
landsky zhubny melanom ¢islo 6 (NZM6). Pouzitim za¢iato¢nych podmienok (11)—(14)
sme vykreslili Obrazky 20-28.

Parameter Popis Hodnota

Az dl7ka kroku priestorovej diskretizacie 1/80

At dlzka kroku ¢asovej diskretizacie 1/10

g priemerné miera rastu DNA v S faze 0.1129
disperzny koeficient v S faze 0.0001

k1 prechodova pravdepodobnost buniek z G; do S fazy  0.0476

ko prechodova pravdepodobnost buniek z G5 do M fazy 0.3193

b priemerné miera delenia 0.9296

Ts ¢as straveny v S faze 5 11129

ey priemernéd miera imrtnosti vo faze G, 0

s priemerné miera amrtnosti vo faze S 0

JlTen priemerna miera imrtnosti vo faze Gy 0

J15Y; priemerné miera tmrtnosti vo faze M 0

0 variancia Startovacieho rozdelenia 0.05

ag vyska Startovacieho rozdelenia 100

Tabulka 4: Parametre odhadnuté podla |2| pre novozélandsky zhubny melaném ¢&islo 6

Na Obrazkoch 20-23 mozeme vidiet ¢asovy vyvoj buniek v jednotlivych fazach pocas
50-tich hodin. V§imnime si, Ze naozaj tak ako je spomenuté v Kapitole 3.3 pre bunky
vo faze G, plati priblizne # = 1, pre bunky vo faze S plati priblizne z € (1,2) a pre

bunky vo fazach Gy a M plati priblizne x = 2. Na Obr. 20 si mdzeme v8imnut, ze pocas
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prvych priblizne desiatich hodin populacia v G; faze klesa a potom uz iba rastie. To je
sposobené S fazou, z ktorej bunky zac¢nt odchadzat az po zdvojeni DNA, a teda pocas
prvych priblizne 10-tich hodin do GG; neprichadzaja ziadne bunky. Celkovo populécia v
kazdej faze rastie, o je sposobené pouzitim parametrov modelu, ktoré boli odhadnuté
pre NZM6. Rast tejto populacie vyplyva aj z nulovosti mier umrtnosti v jednotlivych
fazach (bunky sa iba mnozia a neumieraju). Celkovy priebeh a vyvoj populacie naprie¢
jednotlivymi fazami je zobrazeny na Obr. 24. Tu mdzeme vidiet velky rozdiel v pocte
medzi bunkami, pre ktoré plati problizne x = 1 a x = 2. Toto sposobuju prechodové
pravdepodobnosti ki, ko a priemernd miera delenia b. Cim mensie st hodnoty tychto
konstant, tym vAacsi ¢as bunky v jednotlivych fazach stravia, a tym vacsi pocet sa
ich tam v priebehu ¢asu nahromadi. To mdzeme pozorovat aj na Obrazku 26, kde
je znazoreny percentudlny vyvoj buniek v jednotlivych fazach vzhladom na ich cela
populéciu. Pre lepsie priblizenie celkového vyvoja bunkovej populécie sme eSte vykreslili

Obrazok 25, kde mozeme vidiet ¢asové prierezy pre t = 10, t = 20 a t = 30.

G1 faza S faza

Obr. 20: Vyvoj buniek v G; faze podla mo-  Obr. 21: Vyvoj buniek v S faze podla mo-
delu (7)-(10) s parametrami z Tab. 4. delu (7)-(10) s parametrami z Tab. 4.

Na podrobnejs$iu analyzu S fazy, ktord je vzhladom na vyvoj bunkovej populécie
pre nas najzaujimavejSia, pretoze prave tu dochadza k syntetizacii DNA, vykreslime
Obrazky 27 a 28. Na tychto obréazkoch moézeme vidiet ¢asovy a priestorovy rez S fazou
a pomaha nam to blizsie nahliadnut na priebeh tejto fazy. Na Obr. 27 si pocas 30-tich
hodin podrobnejsie v§imnime vyvoj rozlozenia buniek v tejto faze. Pre t = 10, rovnica
popisujtca S fazu ma na intervale (1, 2) rastuci charakter, pri¢om pre ¢t = 30 na tomto

intervale klesa. Toto je sposobené tym, ze do fazy S pocas prvych 10 hodin prichédza
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G2 faza M faza

150 \

Obr. 22: Vyvoj buniek v G5 faze podla mo-  Obr. 23: Vyvoj buniek v M faze podla mo-
delu (7)—(10) s parametrami z Tab. 4. delu (7)—(10) s parametrami z Tab. 4.

Spolocny graf pre vsetky fazy

2500 e
2000 \

1500

Obr. 24: Vyvoj buniek celkovo podla modelu (7)-(10) s parametrami z Tab. 4.

stale ¢oraz menej buniek (bunky sa ete nerozmnozuju a z fazy G, prichadza do fazy
S stale iba ki-tina zaciato¢nej podmienky (11)). Akonahle sa bunky za¢nu delit a
model sa zac¢ina dostavat do rovnovahy, priebeh rovnice pre S fazu sa zacina menit, na
intervale (1,2) nadobuda klesajuci charakter. Na Obrazku 28 si zasa mozeme vSimnit,
ze pre x = 1 je funkcia na celom intervale nenulové, pre x = 1.4 je spociatku prvych
par hodin nulova a pre x = 1.8 nadobtda nenulové hodnoty az pre priblizne t > 5. Toto
zobrazuje proces syntetizacie DNA, totiz ak za¢iname z podmienok (11)—(14) chvilu
trva, kym prvé bunky dosiahnu relativny obsah DNA z = 1.4 pripadne x = 1.8, az

nakoniec po Ts hodinéch dosiahnu = = 2.
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Celkovy vyvoj bunkovej populacie
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Obr. 25: Prierez vyvoja bunkovej populacie v ¢ase t = 10, ¢ = 20 a t = 30 podla modelu
(7)—(10) s parametrami z Tab. 4.
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Obr. 26: Percentuilneho vyvoj buniek v celkovej populacii vzhladom na jednotlivé fazy

bunkového delenia podla modelu (7)-(10) s parametrami z Tab. 4.
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Casovy prierez S fazou

45 T T T T
po 30 hodinach
40 po 20 hodinach
po 10 hodinach
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Pocet buniek
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Obr. 27: Casovy rez fazou S podla (7)-(10) s parametrami z Tab. 4.

Priestorovy prierez S fazou

70 T T T T T T T
priestorovy rez pre x=1.8
priestorovy rez pre x=1.4 |

60 priestorovy rez pre x=1 |

Pocet buniek

Cas

Obr. 28: Priestorovy rez fazou S podla (7)—(10) s parametrami z Tab. 4.
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4 Zahrnutie ucinkov cytostatik do zlozeného modelu
rastu bunkovej populacie

V tejto kapitole si ukdzeme a vysvetlime niekolko pristupov zahrnutia uc¢inkov cyto-
statickych latok do zlozeného modelu rastu bunkovej populacie. Ako prvé si podla [4, 3]
ukazeme zahrnutie cytostatika Paclitaxelu, ktory svojimi ti¢cinkami posobi na bunkové
delenie. Nésledne sa tento model pokusime zovSeobecnit pre rézne velkosti déavok a
jeho viacnasobné podanie. Potom si predstavime vlastny navrh zaclenenia cytostatika

nespecifického na bunkovy cyklus.

4.1 Modelovanie bunkovej smrti v nadorovych bunkach vysta-

venych cytostatiku Paclitaxel

Paclitaxel je mitoticky inhibitor pouzivany pri protinddorovej chemoterapii, ktory
podla Kapitoly 1.2 zaradujeme medzi rastlinné alkaloidy. Pacientovi sa podéva intra-
venozne, teda infuziou do 7ily. U¢inkuje cez spomalenie az tplné zastavenie delenia
buniek, ¢o vyusti nakoniec k ich bunkovej smrti. Tieto farmakodynamické tic¢inky spo-
menuté uz v avode Kapitoly 2 sa pokusime podla [4, 3] zahrnat do modelu (7)—(10),
kde pre jednoduchost zanedbame prirodzené miery dmrtnosti buniek ug,, ps, pa, a
s, ktoré moézeme jednoducho zahrnat do zvysnych parametrov modelu (napr. celko-
vym spomalenim rastu bunkovej populécie). Na viac informaécii o cytostatiku Paclitaxel
odkazujeme citatela na [10]. Pre tuto modifikiciu modelu budeme uvazovat, ze bunky
zomieraju iba v M faze a to v pripade, Zze v nej stravili Tj; hodin a nerozdelili sa. Ak
ako dosledok podania Paclitaxelu znizime mieru delenia pod jej bezni tiroven a mieru
umrtnosti pup pre t > T nastavime na nenulovii hodnotu dostaneme model zahriujici
ucinky tohto lieciva. Modifikujme teda model z Kapitoly 3.3 nasledovne:

G, faza:
06,

T (z,t) = 4bM (2x,t) — k1G4 (z,t), O<z <L, t>0, (30)

G1(z,0) = Go(x), 0<z < L.
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S faza:
oS 0?8 oS
“Z(x,t) =D=—=(z,t) — g=—(x, ¢
o (@.0) =D (@.8) = g5 (1) o
+ k1Gyi(z,t) — I(x,t;Ts), O0<ax<L, t>0,
D%(O,t} —gS(0,t) =0, t>0, 0<z<L,
oS
D%(L,t) —gS(L,t)=0, t>0, 0<z<L.
G5 faza:
0G,
W(l’,t} = I(l’,t,Ts) — kQGQ(QJ,t), t>0, O<x<lL, (32)
Gg(x,O) = G20<I), 0<z<L.
M faza:
M(x,t) = / M (z,t; 7ar)dTar, (33)
0

kde M (x,t;7yr) je relativny pocet buniek s relativnym obsahom DNA z v ase t, ktoré
stravili 7py hodin v mitoze. Vzhladom na to je intuitivne, Ze funkciu M (z,t) dosta-
neme zintegrovanim funkcie M (x,t; 7)) cez Ty na celom intervale. Zaroveii funkcia
M (x,t;7yr) je podla [4, 3] rieSenim parcialnej diferencialnej rovnice

oM

—(x, 1 + — (1 =
ot ( TM) 87M< ™) (34)

—bM (z,t;0s) — upM (z,t;704), t, 7 >0, 0<z<L,
s okrajovymi a pociato¢nymi podmienkami
M(z,t;7a = 0) = kyGa(z,t), t>0, 0<uxz<L,
M(x,t = 0;7y) = Mor, (z,70s), 7 >0, 0<ax<L.

Teda zaciatona podmienka pre rozdelenie buniek v M féaze je:

M(z,t =0) = My(z) = / M(z,t = 0;7a)d7as
0

- (35)
= / Moy, (z,7ar)dTar, T >0, 0<ax<L.
0
Apoptoza:
0A 0A t _
—(l‘,t) :gA_(xvt)+/ MMM<x7t;TM)dTM7 Y >07 O<l‘<L7 (36)
015 ax iy
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A(z,0)=Ay, O0<ax<L, A(Lt)=0, t>0.

V rovnici pre apoptoézu (36) vystupuje ako zdrojovy ¢len f;M ppM(x,t; 7o )drar. V
tomto integrali integrujeme cez 75; iba na intervale (T, t) pre t > Ty, pretoze pre
t < Ty je up = 0, teda aj integral sa rovna nule. Poc¢as apoptozy dochadza k znizovaniu
obsahu DNA v bunkéch. Rovnica pre apoptozu je podobna rovnici (8) pre S, akurat
neobsahuje disperzny ¢len a ma opa¢né znamienko pri prvej priestorovej derivacii. Ak
relativny obsah DNA klesne pod nulu, bunka zomrie a uz ju dalej v naSom modeli
neregistrujeme.

V Tabulke 5 si nastavme parametre podobne ako v Tabulkach 1 a 3, kde pozmenime
dlzky krokov (kvoli vypoctovej naroénosti funkcie s troma neznamymi M (z,t;7ar)) a

pridame premenné A7y a Ty .

Parameter Popis Hodnota
Ax dlzka kroku priestorovej diskretizacie 1/50
At dlzka kroku ¢asovej diskretizacie 1/6
ATy dl7ka kroku ¢asovej diskretizacie 1/6

g priemerné miera rastu DNA v S faze 0.1

Ja priemerné znizovania DNA v Apoptoze 0.1

D disperzny koeficient v S faze 0.0001
k1 prechodova pravdepodobnost buniek z Gy do S fazy 0.1

ko prechodova pravdepodobnost buniek z G5 do M fazy 0.1

b priemerné miera delenia pre ¢ € [0,40) 0.1

b priemerné miera delenia pre ¢ € [40, 100] 0

Ts Cas straveny v S faze 0%
T cas straveny v S faze 10

[hp priemernad miera amrtnosti vo faze M pre t € [0,40 + T)y) 0

[Lp priemerna miera tmrtnosti vo faze M pre t € [40 + Ty, 100] 0.1

0 variancia Startovacieho rozdelenia 0.05
ao vyska Startovacieho rozdelenia 100

Tabulka 5: Vhodne zvolené testovacie parametre uréené pre model (30)—(36) popisujici

ucinky Paclitaxelu.
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PouZzitim numerickej schémy popisanej v Kapitole 3.3.4 a jej vhodnou tpravou (pre
zmeny urobené v numerickej schéme odkazujeme citatela na Prilohu) vykreslime na-
sledujtice obrazky. V tomto modeli uvazujeme, ze bunky umieraja iba vo faze M. Po
40-tich hodinach sme v modeli zastavili delenie. KedZe bunky v M faze za¢nu umierat
az po Ty hodindch stravenych v nej, v nasom pripade bunky za¢nt umierat aZ po
uplynuti 40 4+ T, hodin. Z toho vyplyva, Ze spoc¢iatku je miera tamrtnosti v M féaze
nulova a po 40 + T hodinach ju nastavime na nenulovii hodnotu, tak ako mozeme

vidiet v Tab. 5.

G1 faza S faza

Obr. 29: Vyvoj buniek v Gy faze pre model  Obr. 30: Vyvoj buniek v S faze pre model
(30)—(36) po podani cytostatika Paclitaxel v (30)—(36) po podani cytostatika Paclitaxel v
case t = 40 s parametrami z Tab. 5. case t = 40 s parametrami z Tab. 5.

G2 faza M faza

300+

Obr. 31: Vyvoj buniek v G5 faze pre model  Obr. 32: Vyvoj buniek v M faze pre model
(30)—(36) po podani cytostatika Paclitaxel v (30)—(36) po podani cytostatika Paclitaxel v

Case t = 40 s parametrami z Tab. 5. ¢ase t = 40 s parametrami z Tab. 5.
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Apoptéza

Obr. 33: Vyvoj buniek v Apoptéze pre model (30)—(36) po podani cytostatika Paclitaxel v

Case t = 40 s parametrami z Tab. 5.

Gl faza
S faza
G2 faza
M faza
Apoptoza

Percenta %

a0t

! S~
0 ‘ ‘ e

0 20 40 60 80 100
Cas

Obr. 34: Percentualny vyvoj buniek pre model (30)—(36) naprie¢ jednotlivymi fazami po

podani cytostatika Paclitaxel v ¢ase ¢ = 40 s parametrami z Tab. 5.

Na Obrazkoch 29-33 je zobrazeny priebeh vyvoja buniek v jednotlivych fazach v
pripade, Zze v Case t = 40 sme podali do organizmu vysoki davku Paclitaxelu, ktora
sposobila tplne zastavenie delenia buniek, désledkom ¢oho zacalo ich postupné odumie-
ranie. Ako si mozeme vsimnut na Obrazku 32, spociatku, na intervale t € (40,404 T)y),
sa bunky za¢ni hromadit vo faze M, no po T); hodinach stravenych v tejto faze za-

¢nua pomaly odumierat, teda za¢ne u nich proces programovanej bunkovej smrti, tak
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ako mozeme vidiet na Obrazku 33. Bliz§i pohlad na vyvoj percentudlneho zastipenia

buniek v jednotlivych fazach poskytuje Obrazok 34.

4.1.1 DModifikidcia modelu popisujiceho ac¢inky Paclitaxelu v niddorovych

bunkach

V Kapitole 4.1 sme si predstavili myslienku zaclenenia t¢inkov cytostatika Paclitaxel
do modelu (7)—(10). V nasledujucej Casti sa pokusime tento proces zovSeobecnit pre
dlhsi casovy usek, pre rozne vel'kosti davok a pre viacnasobné podanie tohto cytostatika.
Nech funkcia f(t) je nezaporna a plati f(t) = 0 pre t € [T, 0] a f(t) € [0,1] pre
t € [0,00). Tato funkcia bude predstavovat intenzitu u¢inkov cytostatika Paclitaxel
v priebehu ¢asu. Napriklad, ak funkcia f(¢) sa bude rovnat 1, tak dojde k tplnemu
zastaveniu bunkového delenia. Predpokladajme, ze bunky buda umierat iba vo faze M
uroviiou umierania pp, ktord sa bude linedrne menit s troviiou spomalenia delenia.
Miera umierania pup sa bude menit oneskorene, pretoze bunky za¢nti umierat az po
T hodinéch stravenych v M faze, ¢o znamena, ze funkcia f bude pri miere umierania
vystupovat s posunutym argumentom t — T}y,. Teda pri miere delenia zavedieme clen
(1—f(t)) a pri miere umierania f(t—7h,). Kedze tvar rovnice (35) bol navrhnuty najma
kvoli apoptoze (tam sme potrebovali informéciu o ¢ase stravenom v M faze), tak ak
v modeli apoptézu zanedbame, moézeme rovnicu (35) nahradit klasickou zakladnou

rovnicou (10) pre M fazu a dostavame nasledovnu ststavu:

0G

(@ t) = A= fO)M(2z,1) — kG (1), (37)
g—f(x, t) = D%(m, t) — gg—i(x,t) + k1Gy(x,t) — I(z,t; Ts), (38)
%(;@, 0) = I(2,;Ts) — ksGala, 1), (39)
O wt) = kaGole,t) — (1= FOM(a,0) ~ [t~ TupeM (1), (40)

kde 0 <z < L at > 0. Tu b je beznad miera delenia buniek a pp je bezna miera

umierania buniek v pripade, Ze delenie v M faze je uplne zastavené. Pridajme eSte
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zaCiatocné a okrajové podmienky,

Gi(x,0) = Gp(r), 0<z<L,
S(xz,0) = Syp(z), 0<z<L,

Dg—i(o,t)—gS(O,t) =0, t>0, 0<z<lL,
Dg—i(L,t)—gS(L,t) =0, t>0, O0<z<lL,

Gy(r,0) = Gplz), 0<z<L,

M(z,0) = My(z), 0<z<L.

Na ilustraciu si ukdZeme priebeh vyvoja bunkovej populécie pouzitim modelu (37)—
(40) pre podanie rovnakého mnozstva cytostatika vzhladom na intenzitu u¢inkov pocas
doby 10 dni (240 hodin) v dvoch, respektive v §tyroch pravidelnych davkach. Predpo-
kladajme, Ze vyvoj intenzity u¢inku v organizme sa riadi pomocou teoretickych funkecii
zobrazenych na Obréazkoch 35 a 36 (tvarom tejto funkcie a riadenim v tlohe opti-
mélneho riadenia sa budeme zaoberat v Kapitole 5.2). Predpokladajme, Ze absorbcia a
vylucovanie lie¢iva bude v organizme prebiehat linedrne a rovnako rychlo bezohladu na
vysku davky. V pripade dvoch davok sme Paclitaxel podali v ¢asoch ¢t = 20 a ¢ = 140
s rovnakou uroviou uc¢inku (y = 0.5, to znamené, Ze Paclitaxel v okamihu podania
spomalil delenie buniek o polovicu) pre obe davky. Na Obrazku 36 mozeme vidiet vy-
voj urovne intenzity Paclitaxelu pre $tyri rovnomerné a pravidelné davky (s intenzitou
ucinkov y = 0.25, to zanmen4, ze Paclitaxel v okamihu podania spomalil delenie buniek
o Stvrtinu) v ¢asoch ¢t = 20, t = 80, t = 140 a ¢ = 200. Pomocou numerickej schémy
popisanej v Kapitole 3.3.4 a jej vhodnej modifikacie (pre nahlad zmien prevedenych
pri tejto modifikacii odkazujeme ¢itatela na Prilohu) s parametrami z Tabulky 5, kde
miera delenia b = 0.1 a up = 0.9 pre v8etky ¢, sme vykreslili Obrazky 37-40 pre dve
davky cytostatika Paclitaxel a Obrazky 41-44 pre styri davky cytostatika Paclitaxel.

Uz pri prvom pohlade na Obrazky 37-44 vidno, Ze v tomto pripade pristup s dvoma
vys$8imi davkami pocas desiatich dni bol zhladiska ubrzdenia rastu bunkovej populacie
uc¢innejsi nez pri styroch slabsich davkach. Toto potvrdzuje aj ¢asovy vyvoj poc¢tu bu-
niek v jednotlivych fazach pre oba pripady zobrazeny na Obrézkoch 45 a 46 a zaroven
aj vysledné ¢iselné porovnanie stavu relativneho poc¢tu buniek po uplynuti desiatich

dni v Tabulke 6. Nezabudnime na to, Ze vy$8iu ucinnost pristupu s dvoma vys§imi
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Obr. 35: Teoreticky predpokladany priebeh ~ Obr. 36: Teoreticky predpokladany priebeh
intenzity u¢inkov Paclitaxelu v pripade poda-  intenzity ucinkov Paclitaxelu v pripade po-
nia dvoch rovnako velkych davok pocas de-  dania Styroch rovnako velkych dévok pocas

siatich dni. desiatich dni.

G1 faza S faza

Obr. 37: Vyvoj buniek v G faze pre model  Obr. 38: Vyvoj buniek v S faze pre model
(37)-(40) po podani dvoch rovnako velkych  (37)-(40) po podani dvoch rovnako velkych
dévok cytostatika Paclitaxel pocas desiatich  davok cytostatika Paclitaxel pocas desiatich
dni s parametrami z Tab. 5, kde b = 0.1 a  dnf s parametrami z Tab. 5, kde b = 0.1 a

uwp = 0.9. wp = 0.9.

davkami potvrdzuje aj matematicky pohlad. Vyplyva to z toho, Ze bunky v M faze
umieraju proporcionalne, teda pri intenzite Gc¢inkov y = 0.5 umrie dvakrat viac buniek
ako pri intenzite uc¢inkov y = 0.25. Z ¢oho tiez vylyva, Ze integréal funkcie na Obrazku
35 pre dve davky je dvakrat vacsi ako integral funkcie na Obrazku 36 pre Styri davky.
Av8ak nezabudnime, Ze toto plati iba pre naSe teoretické funkcie, ktoré predpokladaja

linedrny vyvoj znizovania intenzity uc¢inkov cytostatika Paclitaxel. Vzhladom na tieto
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G2 faza

Obr. 39: Vyvoj buniek v G2 faze pre model
(37)—(40) po podani dvoch rovnako velkych
dévok cytostatika Paclitaxel pocas desiatich
dni s parametrami z Tab. 5, kde b = 0.1 a

up = 0.9.

G1 faza

Obr. 41: Vyvoj buniek v G faze pre model
(37)—(40) po podani $tyroch rovnako velkych
dévok cytostatika Paclitaxel pocas desiatich
dni s parametrami z Tab. 5, kde b = 0.1 a
pup =0.9.

M faza

Obr. 40: Vyvoj buniek v M faze pre model
(37)—(40) po podani dvoch rovnako velkych
dévok cytostatika Paclitaxel pocas desiatich
dni s parametrami z Tab. 5, kde b = 0.1 a

wp = 0.9.

S faza

Obr. 42: Vyvoj buniek v S faze pre model
(37)—(40) po podani $tyroch rovnako velkych
dévok cytostatika Paclitaxel pocas desiatich
dni s parametrami z Tab. 5, kde b = 0.1 a
pwp =0.9.

vysledky mozme v pripade funkcii z Obrazkov 35 a 36, vyvodit, ze z hladiska ubrzdenia

rastu bunkovej populacie bol pristup s dvoma silnejsimi davkami tc¢innejsi. V skutoc-

nosti v8ak treba brat ohlad aj na zdravé bunky, ktoré su takisto vystavené tucinkom

chemoterapie.
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G2 faza

Obr. 43: Vyvoj buniek v G2 faze pre model
(37)—(40) po podani styroch rovnako velkych
dévok cytostatika Paclitaxel pocas desiatich

dni s parametrami z Tab. 5, kde b = 0.1 a

up = 0.9.
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Obr. 45: Vyvoj relativneho poc¢tu buniek
podla modelu (37)-(40) pri podani dvoch da-
vok pocas desiatich dni s parametrami z Tab.

5, kde b=0.1a up =0.9.

Obr. 44: Vyvoj buniek v M faze pre model
(37)—(40) po podani styroch rovnako velkych
dévok cytostatika Paclitaxel pocas desiatich
dni s parametrami z Tab. 5, kde b = 0.1 a

wp = 0.9.
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Obr. 46: Vyvoj relativneho poc¢tu buniek
podla modelu (37)-(40) pri podani Styroch
dévok pocas desiatich dni s parametrami z

Tab. 5, kde b = 0.1 a up = 0.9.

Relativny pocet buniek G faza S faza Gy faza M faza Spolu
2 davky v priebehu 10-tich dni | 28.352  25.926  19.938  16.756  90.972
4 davky v priebehu 10-tich dni | 158.808 140.808 110.327 96.337  506.280

Tabulka 6: Vysledné relativne pocty buniek podla modelu (37)—(40) pre davkovanie dvoch,

respektive Styroch davok (spolo¢nej intenzity v sucte desiatich dni).
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4.2 Navrh zahrnutia Gc¢inkov cytostatik do zloZeného modelu

rastu bunkovej populacie

V tejto kapitole predstavime vlastny navrh zahrnutia ti¢inkov vSeobecnych cytostatik
do modelu (7)—(10) z Kapitoly 3.3, kde pre jednoduchost opét zanedbame prirodzené
miery dmrtnosti buniek pg,, ps, pa, a py. Budeme uvazovat cytostatika, ktoré ucin-
kuji v kazdej faze bunkového cyklu. Do kazdej rovnice pridame stratovy clen, ktory
bude predstavovat ucinky cytostatika na bunky, teda ako rychlo a akym spdsobom ich
bude zabijat v danej faze. Pomocou funkcie C'(t) zahriime do modelu farmakokinetické
vplyvy, spomenuté v ivode Kapitoly 2, v podobe vyvoja koncentracie cytostatika v or-
ganizme v ¢ase. Nech funkcia C(t) je nezaporna a plati C' : [0,00) — [0, 1]. Nezaporné
konstanty Cq,, Cs, Cg, a Cy budt predstavovat citlivost buniek v jednotlivych fa-
zach na cytostatikum. Teda budeme predpokladat, Ze citlivost buniek na cytostatikum

nijako nezéavisi od tdrovne koncentracie. Na zaklade tohto, pozmenime rovnice (7)—(10)

nasledovne:
%(w, t) = 4bM(22,1) — kG (2, 1) — C(t)C, G (, 1), e
%f(a:,t) = D%(w,t) - gg_i(a:, )+ kGi(e,t) = I(z,t;Ts) — C()CsS(x, 1), (42)
%(x,t) = I(z,t;Ts) — k2Ga(x,t) — C(t)Ce,Ga(x, 1), 43)
i)_ﬂf(as, t) = kyGo(x, t) — bM (z,t) — C(t)Co M (, 1), )

kdet > 0 a 0 < z < L. Pociato¢né a okrajové podmienky ostavaju totozné ako pri
modeli (37)—(40). Opét na ilustraciu si ukdzeme priebeh vyvoja bunkovej populécie
pouzitim modelu (41)—(44) pre podanie rovnakého mnozstva cytostatika pocas doby
desiatich dni v dvoch, respektive v $tyroch pravidelnych davkach. Predpokladajme, ze
vyvoj intenzity koncentracie v organizme sa riadi pomocou teoretickych funkcii pou-
zitych uz pri modeli z Kapitoly 4.1.1 s ich zobrazenym priebehom na Obrazkoch 35
a 36. Na vykreslenie nasledujucich obrazkov pouzijeme parametre z Tabulky 5, kde
miera delenia b = 0.1, pre vSetky ¢, ktoré doplnime o citlivosti v jednotlivych fazach
Cq, = 0.25, Cs =0, Cg, = 0.25, Cpy = 0.25. Tu je dolezité dodat, ze kvoli zachovaniu
kvality aproxima¢ného rieSenia (24) sme zvolili Cs = 0. V opa¢nom pripade by to-

tiz doslo k modifikacii parcialnej diferencialnej rovnice (17) popisujicej odchédzajice
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bunky z S fazy, teda doslo by aj k zmene jej rieSenia. Dalej je treba este podotknut, ze
v skutocnosti by tieto citlivosti boli naprie¢ jednotlivymi fazami znac¢ne odlisné. Totiz
tak ako sme uz spominali v Kapitole 2.1, bunky st na cytostatika najcitlivejsie v M
faze (tu mozeme ocakavat vyssiu hodnotu C)), pricom v ostatnych fazach je tento
uc¢inok nizsi. Potom podla numerickej schémy popisanej v Kapitole 3.3.4 a jej vhodnou
modifikaciou (pre nédhlad zmien prevedenych pri tejto modifikacii odkazujeme citatela
na Prilohu) si vykreslili Obrazky 47-50 pre dve davky cytostatika a Obrazky 51-54 pre
styri davky cytostatika.

Aj tu mézeme pozorovat, ze pristup z dvoma vyssimi davkami pocas desiatich dni
bol uc¢innejsi ako pristup so Styrmi slabsimi davkami. Pre priame porovnanie tychto
pristupov si znovu na Obrazkoch 55 a 56 ilustrujme vyvoj relativneho po¢tu buniek v
jednotlivych fazach pocas desiatich dni a v Tabulke 7 koncové relativne poc¢ty buniek.
Tak ako aj model popisany v Kapitole 4.1.1 aj tento nam potvrdil, Ze pristup s vacsou
davkou v dlhsich ¢asovych intervaloch je z hladiska tc¢innosti efektivnejsi. Opét tu vsak

nastava otazka udrzania trovne poctu zdravych buniek na prijatelnej hodnote.

G1 faza S faza

Obr. 47: Vyvoj buniek v G faze pre model = Obr. 48: Vyvoj buniek v S faze pre model
(41)—(44) po podani dvoch rovnako velkych  (41)—(44) po podani dvoch rovnako velkych
davok cytostatika pocas desiatich dni s para-  davok cytostatika pocas desiatich dni s para-
metrami z Tab. 5, kde Cg, = 0.25, Cs = 0, metrami z Tab. 5, kde Cg, = 0.25, Cs = 0,
Cg, =0.25 a C); = 0.25. Cg, =0.25 a Cpy = 0.25.
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G2 faza M faza

Obr. 49: Vyvoj buniek v G2 faze pre model  Obr. 50: Vyvoj buniek v M faze pre model
(41)—(44) po podani dvoch rovnako velkych  (41)—(44) po podani dvoch rovnako velkych
dévok cytostatika pocas desiatich dni s para-  davok cytostatika pocas desiatich dni s para-
metrami z Tab. 5, kde Cg, = 0.25, Cs = 0, metrami z Tab. 5, kde Cg, = 0.25, Cs = 0,
Cg, =0.25 a Cjr = 0.25. Cag, =0.25 a Cjy = 0.25.

G1 faza

Obr. 51: Vyvoj buniek v G faze pre model = Obr. 52: Vyvoj buniek v S faze pre model
(41)—(44) po podani styroch rovnako velkych  (41)—(44) po podani §tyroch rovnako velkych
dévok cytostatika pocas desiatich dni s para-  davok cytostatika pocas desiatich dni s para-
metrami z Tab. 5, kde Cg, = 0.25, C's = 0, metrami z Tab. 5, kde Cq, = 0.25, Cs = 0,
Cg, =0.25 a C)y = 0.25. Cqg, =0.25 a Cpy = 0.25.
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G2 faza

M faza

Obr. 53: Vyvoj buniek v Gy faze pre mo-
del (41)—(44) po podani styroch rovnako vel-
kych davok cytostatika pocas desiatich s pa-
rametrami z Tab. 5, kde Cg, = 0.25, Cs =0,
Cg, =0.25 a Cyy = 0.25.

—— Gl faza
90 Sfaza []
— G2 faza

——Mfaza ||

Relativny pocet buniek

Cas

Obr. 55: Vyvoj relativneho poc¢tu buniek
podla modelu (41)—(44) pri podani dvoch da-
vok pocas desiatich dni s parametrami z Tab.

5, kde b=0.1 a up =0.9.

Obr. 54: Vyvoj buniek v M faze pre model
(41)—(44) po podani $tyroch rovnako velkych
davok cytostatika pocas desiatich dni s para-
metrami z Tab. 5, kde Cg, = 0.25, Cs = 0,
Cag, =0.25 a Cjy = 0.25.
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Obr. 56: Vyvoj relativneho poc¢tu buniek
podla modelu (41)—(44) pri podani Styroch
dévok pocas desiatich dni s parametrami z

Tab. 5, kde b =0.1 a up = 0.9.

Relativny pocet buniek G, faza S faza  Go faza M faza Spolu
2 davky v priebehu 10-tich dni | 10.396  9.473 7.300 6.162 33.330
4 davky v priebehu 10-tich dni | 151.437 138.572 105.725 89.231  484.964

Tabul'ka 7: Vysledné relativne poc¢ty buniek pre davkovanie dvoch, respektive styroch davok

(spolo¢nej intenzity v su¢te 10-tich dni ) podla modelu (41)—(44).
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5 Navrh tlohy optimalneho riadenia pre optimaliza-
ciu podavania cytostatickych latok

Pre ulohu optimalneho riadenia sme sa rozhodli pouzit modely z Kapitol 4.1.1 a 4.2.
Vzhladom na to sa pri navrhu tlohy optimélneho riadenia ako najvacési problém javi
tvar stavovych rovnic v podobe ststavy integro-diferencialnych rovnic. V nasledujice;j
Kapitole 5.1 si podla [5] vzorovo transformujeme stustavu (7)-(10) do tvaru ststavy
oby¢ajnych diferencidlnych rovnic. Analogickym pouzitim tejto transformécie na mo-
dely (37)—(40) a (41)—(44) dostaneme tvary stavovych rovnic odvodenych v Kapitolach
5.3.1 a 5.3.2. Ich vyuzitim v zavere navrhneme tlohu optimalneho riadenia na mini-
malizovanie ¢asu lie¢by (tloha s volnym ¢asom) a minimalizovanie po¢tu nadorovych

buniek za pevny cas.

5.1 Transformacia ststavy parcidlnych diferencidlnych rovnic

zlozeného modelu do tvaru ststavy diferencidlnych rovnic

Na zaciatok v sustave (7)—-(10) podobne ako v [5] nahradime rovnicu (8) popisujicu S
fazu rovnicou (17) pre odchadzajice bunky z tejto fazy. Tento krok mézeme spravit na
zéklade nezavislosti zvysnych rovnic od rovnice (8). Tak ako je spomenuté v Kapitole

3.3.1 informéaciu z S fazy spétne ziskame ako S(z,t) = fTS I(x,t;7)dr. Potom podla

0

[5] dostavame nasledujtcu ststavu:

%(m,t} = 4bM (2x,t) — (k1 + pe,)Gi(x, 1), (45)
ol ol 0?1 ol
E(az,t, T) + E(m,t, T) = D@(.ﬁ,t, T) — psl(x, t; 1) — g%(m,t, T),  (46)
oG
8_t2<x>t) = I(mat;TS) - (k2+ﬂG2)G2<x7t)7 (47)
%—]\f(x,t) = koGa(x,t) — bM(x,t) — pupr M (z,t), (48)

kde 0 < x < L at,7 > 0, s po¢iatoénymi podmienkami

Gi(z,0) = Gplx), 0<z<L, (49)
I(x,0;7) = Ig(xz;7), 7>0, 0<z<lL, (50)
Go(z,0) = Golz), 0<z<L, (51)
M(z,0) = My(z), 0<z<IL, (52)
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a nulovymi okrajovymi podmienkami pre odchadzajuce bunky z S fazy:

oI

D%(O,tﬁ)—fﬂ(@,tﬁ) = 0, t,7>0, (53)
)i
D%(L,t; ) —gI(L,t;7) = 0, t,7>0. (54)

Podobne ako v [5] naslednou integraciou ststavy (45)—(48) podla = dostavame

%(t) — D (t) — (k1 + gy ) (8), (55)

%(m) + %(tﬁ) = D%(x,t;f) —gl(z,t;7) ) —nsni(t;T),  (56)
%(t) = nr(t;7 =Ts) — (ko + pg, )na(, 1), (57)

dz—tM(QS, t) = kono(t) — bnp(t) — pama(t), (58)

kde ni(t) = [ Gi(z, t)dz, no(t) = [ Golw,t)dz, nar(t) = [i M(z,t)dx a n(t;7) =
fOL I(x,t;7)dx pre t > 0 za predpokladu zamenitel nosti parcialnej derivacie a integralu.
Problém nastéava v rovnici (56), kde ostal po integrécii ¢len [Dg—i(x, t;7) — gl(z,t; 7')] OL.
Ten vSak vyuzitim okrajovych podmienok (53) a (54) je rovny 0, teda rovnicu (56)

upravime do tvaru

6n1 8n1

o G+ 5o (67) = —psna (7). (59)

V rovnici (59) eSte treba odstranit derivaciu podla 7. To vyriesime pomocou vhodnej

diskretizécie rovnice podla tejto premennej nasledovne:

d t; AT) — t;
g orany = JB0EA) =m(B0) 0 ARt 0, (60)
dt AT

dng,, (6 Ts) —ng(t;Ts — A1) .

E(taTS> - AT :uSn](t)TS)7 t> 07

Na zaver pre tplnost pridajme eSte pociatocné a okrajové podmienky:

n1(0) = nqo,

n2(0) = nao,

ny(0) = nao,
ni(t;7=0) = kini(t), ¢t>0.

Dostavame teda sustavu diferencialnych rovnic, kde celkovy pocet buniek v ¢ase t je

ni(t) + nr(t;0) + ... +ny(t; Ts) + no(t) + np(t). Takto upraveny systém uz modzeme
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pouzit ako stavové rovnice v Standardnej tlohe optimalneho riadenia so spojitym ca-
som. Pouzitim metody koneénych diferencii vieme tento systém diferencialnych rovnic
jednoducho prepisat na systém linearnych rovnic, ktory potom vyuzijeme pri navrhnuti
numerického explicitného riesenia stustavy (55)—(58) (pre navrh explicitnej schémy pre
model (55)—(58) odkazujeme ¢itatela na Prilohu). Hlavna otézka, ktora tu nastava,
je vhodna diskretizacia v premennej 7. Ak n je pocet dielikov, na kolko premennu 7
diskretizujeme, dostavame 3+ n diferencialnych (v pripade tlohy optimalneho riadenia
stavovych) rovnic. Tak ako spominame v Kapitole 5.3, v skuto¢nosti budeme mat sta-
vovych rovnic 2(3 + n), samostatne pre rakovinové bunky a ten isty pocet samostatne
pre zdravé bunky. Teda otazka vhodnej diskretizacie v premennej 7, v stvislosti s na-
rastajucim rozmerom pri tlohe optimalneho riadenia, je velmi dolezita. Nasim cielom
je zvolit ¢o najhrubsiu diskretizaciu v premennej 7, kvoli zniZeniu poctu stavovych pre-
mennych pri zachovani dostacujiicej presnosti. Na analyzu tohto problému sa pozrime
pomocou Obréazkov 57-62, ktoré sme vykreslili pomocou explicitnej schémy navrhnu-
tej pre model (55)—(58) s parametrami z Tabulky 4. Tu si ukdZeme porovnanie vyvoja
relativneho poc¢tu a percentualneho rozdelenia buniek naprie¢ jednotlivymi fazami, pre
diskretizacie At = Ts/2, AT = Ts/5 a AT = Ts/10 (zobrazené ¢iarkovane), kde ako
referen¢ny vyvoj budeme brat pripad AT = At (zobrazeny plnou ¢iarou). MoéZeme si
v8imnut, Ze pre diskretizaciu A7 = Ts/10 uz za¢ina byt chyba diskretizacie najma pri
percentualnom vyvoji takmer zanedbatelné.

f)alej Obréazky 63-66 zobrazuji porovnanie vyvoja relativneho po¢tu buniek a vy-
voja percentuédlneho zastipenia buniek v jednotlivych fazach pomocou explicitnej nu-
merickej schémy popisanej v Kapitole 3.3.4 pre siistavu integro-diferencialnych rovnic
(7)—(10) a explicitnej schémy pre transformovanu sustavu (55)—(58) s parametrami z
Tabulky 4. Na obrazkoch nie je badat Ziaden rozdiel v ¢asovom priebehu, ¢ uz per-
centualneho vyvoja alebo relativneho po¢tu buniek. To znamena, Ze z tohto hladiska
sa daju schémy (7)—-(10) a (55)—(58) povazovat za ekvivalentné. Model (7)-(10) vdaka
premennej = lepSie znazorniuje a objasiuje procesy dejice sa medzi jednotlivymi fa-
zami. Pri modeli (55)—(58) informéciu o premennej z nemame, avsak tento systém je
uz v tvare diferencidlnych rovnic, a tak ho priamo vieme pouzit pri tlohe optiméalneho

riadenia.
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Obr. 57: Porovnanie diskretizacie A7 = Obr. 58: Porovnanie diskretizacie A1 =

Ts/2 a At = At na vyvoji po¢tu buniek Tg/2 a A7 = At na percentuélnom vyvoji
naprie¢ jednotlivymi fazami podla explicit-  buniek naprie¢ jednotlivymi fazami podla ex-

nej numerickej schémy pre model (55)—(58) s plicitnej numerickej schémy pre model (55)—

parametrami z Tab. 4. (58) s parametrami z Tab. 4.
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Obr. 59: Porovnanie diskretizacie A7 =  Obr. 60: Porovnanie diskretizacie AT =

Ts/5 a At = At na vyvoji po¢tu buniek Ts/5 a A7 = At na percentudlnom vyvoji
naprie¢ jednotlivymi fazami podla explicit-  buniek naprie¢ jednotlivymi fazami podla ex-
nej numerickej schémy pre model (55)—(58) s plicitnej numerickej schémy pre model (55)—

parametrami z Tab. 4. (58) s parametrami z Tab. 4.
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Obr. 61: Porovnanie diskretizacie At =

Ts/10 a AT = At na vyvoji po¢tu buniek
naprie¢ jednotlivymi fazami podla explicit-
nej numerickej schémy pre model (55)—(58) s

parametrami z Tab. 4.
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Obr. 63: Percentuélny vyvoj buniek naprie¢
jednotlivymi fazami podl'a explicitnej nume-
rickej schémy pre model (7)—(10) s paramet-

rami z Tab. 4.
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Obr.

62: Porovnanie diskretizacie A7 =
Ts/10 a AT = At na percentudlnom vyvoji
buniek naprie¢ jednotlivymi fazami podla ex-
plicitnej numerickej schémy pre model (55)—

(58) s parametrami z Tab. 4.
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Obr. 64: Percentuélny vyvoj buniek napriec¢
jednotlivymi fazami podl'a explicitnej nume-
rickej schémy pre model (55)—(58) s paramet-

rami z Tab. 4.



5.2 Formulécia riadenia 5 NAVRH ULOHY OR

180 T T T T 180 T T T :
—— Gl faza —— Gl faza

1601 S faza [ 160+ Sfaza [
—— G2 faza —— G2 faza
1401 —— M faza [ 140r —— M faza |
3 %
g 120+ S 1201
2 2
% 100 3 100
o
2 a
> 80r z 801
2 %
g S 60
< 60 9]
& @
40F 40y
20
20+
i 0 L
0 ; ; .
o 0 20 0 20 50 0 10 20 cas 30 40 50

Obr. 65: Vyvoj relativneho po¢tu buniek  Obr. 66: Vyvoj (rovnako relativneho) poc¢tu
naprie¢ jednotlivymi fazami podla explicit-  buniek naprie¢ jednotlivymi fazami podla ex-
nej numerickej schémy pre model (7)-(10) s plicitnej numerickej schémy pre model (55)—

parametrami z Tab. 4. (58) s parametrami z Tab. 4.

5.2 Formulacia riadenia v tlohe optimalneho riadenia pre in-

tenzitu c¢inkov a troven koncentracie

Jednym z problémov pri ndvrhu riadenia v tlohe optimalneho riadenia je zmyslu-
plny predpoklad o tvare funkcie f(t) v pripade modelu (37)—(40) alebo funkcie C'(t) v
pripade modelu (41)—(44). Tieto funkcie popisuju intenzitu uc¢inkov repsektive vysku
koncentracie lie¢iva v organizme. V najjednoduchsom pripade by sme mohli predpokla-
dat, ze vyvoj koncentrécie/intenzity pésobenia liec¢iva sa znizuje linearne, logaritmicky
alebo exponencidlne, tak ako moézeme vidiet na Obrézkoch 67, 68, 69. V skuto¢nosti
sa vSak da predpokladat, ze vyvoj bude odlisny od tychto teoretickych funkcii.

Tu T1,T, a T3 (na ¢asovej osi) budu predstavovat ¢asové okamihy, kedy pacient dant
davku dostane. Na vertikilnej osi, hodnota I;,I, a I3 bude hovorit, ako velka davku
pacientovi poddme vzhladom na koncentraciu/intenzitu tcinkov v danom ¢asovom
okamihu. Teda v skutoc¢nosti by riadenie mali tvorit tieto dvojice tychto hodnot. Cielom
naSej ulohy optiméalneho riadenia mé byt optimalizovat pocet davok, ich velkost a ¢as
ich podania. Toto vSak pri takto definovanom diskrétnom riadeni prili§ mozné nie je.
Totiz ak by sme pri takomto riadeni nemali pevne zadany pocet davok, toto riadenie by
s vyS8im poctom davok ¢oraz viac konvergovalo k riadeniu, ktoré by vzniklo, ak by sme

pod riadenim uvazovali funkciu C'(¢) alebo f(t). Teda odteraz, pre lepsie predpoklady
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Obr. 67: Linearny vyvoj koncentracie/inten- ~ Obr. 68: Logaritmicky vyvoj koncentracie-

zity u¢inkov cytostatika v organizme. /intenzity ucinkov cytostatika v organizme.
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Obr. 69: Exponencialny vyvoj koncentréacie/intenzity u¢inkov cytostatika v organizme.

tlohy optimélneho riadenia a pre problém s uré¢enim poc¢tu dédvok budeme za riadenie
povazovat samotné funkcie C(t) a f(¢) namiesto dvojrozmerného diskrétneho riadenia

T; pre cas podania davky velkosti I;, kde ¢ € N.

5.3 Navrh dlohy optimalneho riadenia

Pre navrh tlohy optimélneho riadenia pouzijeme modely popisané v Kapitolach 4.1.1
a 4.2. Treba si uvedomit, ze jednou z najdolezitejsich tloh pri podavani chemoterapie je
udrZanie toxicity zdravého tkaniva na prijatelnej arovni. Preto pri tejto tulohe budeme
uvazovat dve navzajom nezévislé populacie. Jedna bude popisovat rast zdravych buniek
a druhé rast rakovinovych buniek. Pre tlohu optimélneho riadenia sme sa rozhodli

uvazovat iba fazy bunkového delenia, lebo v pripade, Ze by sme do modelu z Kapitoly
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4.1.1 zaclenili aj pokojova fazu G, tak ako je popisané v Kapitole 3.3.2, nevedeli
by sme v tomto pripade na tieto bunky vplyvat chemoterapeutickou lie¢bou (bunky
by ,uviazli“ vo faze Gy a nevedeli by sme ich podanim Paclitaxelu zni¢it). Pre toto
rozsirenie by bolo treba modifikovat a spresnit rozsirenie o G fazu, aby sa mohli bunky
z tejto fazy aj vracat spéat do procesu bunkového delenia. V pripade modelu z Kapitoly
4.2 by sa toto rozsirenie dalo zaviest jednoducho pridanim stavovej rovnice, zaciato¢nej
podmienky, v pripade tlohy popisanej v Kapitole 5.3.4 pridanim koncovej podmienky
a v pripade ulohy popisanej v Kapitole 5.3.4 apravou tcelovej funkcie. Zdravé bunky
budeme oznacovat ako z1(t) pre pocet buniek v G faze v ¢ase t, z;(t;7) pre pocet
buniek v S faze v Case t, ktoré tam stravili 7 hodin, z5(t) pre pocet buniek v Gy faze v
Case t a zp(t) pre pocet buniek v M faze v case t. Podobne si oznacime aj rakovinové
bunky ako 7(t), r(t;7), m2(t), ra(t). Kedze tieto nezavislé populacie maju aj iné
vlastnosti, budeme rozlisovat aj konstanty nasledovne: b, k1., ko, pre zdravé bunky a
b., ki, ko pre rakovinové bunky. Nase modely buda predpokladat rovnaki citlivost

zdravych aj rakovinovych buniek na cytostatika.

5.3.1 Tvar stavovych rovnic v tlohe optimalneho riadenia pre model z

Kapitoly 4.1.1

Pre navrh stavovych rovnic pre tulohu optiméalneho riadenia pouzijeme model po-
pisany v Kapitole 4.1.1, ktory analogicky podla postupu popisanom v Kapitole 5.1
transformujeme na ststavu obycajnych diferencidlnych rovnic. Z toho potom dosta-
vame tvar stavovych rovnic pre ulohu optimélneho riadenia:

Zdravé bunky:

L) = 20— fO)bo2u(t) — kra (), (61)
dzr  z(t0+ AT) — 2£(1;0)
L0+ A7) = - A : (62)
dZ[ . . ,‘Z[(t;T ) —Z](t;T —AT)
E(t Ts) = - - AT - ’
B0) = (6T~ haalt), (63
dZM

— (1) = koz(t) — (1= f(t)bza(t) — f(t = Tr)ppza(t),  (64)
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Rakovinové bunky:

) = 20 = f0)brrar(t) — kura(?), (65)
%(t,O—FAT) _ —TI(t;0+AA7—7)__TI(t;O), (66)
dry,, B _7“1(75; Ts) —ri(t; Ts + AT)
%(t’ Ts) = AT ’
d;“zr (t) = ri(t;Ts) — kopra(t), (67)
dTM

W@) = kora(t) — (L= f(#)brra(t) — f(t = Tar)uprm(t),  (68)

pre t > 0, kde pri ulohe optimalneho riadenia funkcia f je riadenie, pricom f(¢) = 0
pre t € [Ty, 0] a f(t) € [0,1] pre ¢t € [0,00). K stavovym rovniciam dopliime este

zaCiatocné a okrajové podmienky:

Zdravé bunky: Rakovinové bunky:
21(0) = z10, r1(0) = 710,
21(0;0 4+ 7) = 2z70(0 + A7), rr(0;0 4+ 7) = r10(0 + A7),
21(0; Ts) = z10(T5s), r1(0; Ts) = r1o(Ts),
29(0) = 290, 79(0) = 790,
2m(0) = 2a0, 7(0) = 7as0,
zr(t; 7 =0) = ky,21(¢), rr(t; 7 =0) = ky,r1(t)

Na zéaver pridajme eSte podmienky pre udrzania toxicity zdravého tkaniva na prijatel nej

drovni pocas lieCby:

kde Z1to0n, ZStoxs Z2toxs ZMtor SU Minimalne pocty zdravych buniek v jednotlivych fazach.

Problémom nastava eSte v pociato¢nych podmienkach pre bunky popisujacich S fazu.
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Rovnice (66)—(67) popisuju pocty buniek v S faze v ¢ase t, ktoré v nej stravili 7
hodin. Ak z cytometrického merania dostaneme informaciu o pocet buniek v S faze,
potom nevieme ako ich rozdelit medzi tychto n rovnic v pociatoénych podmienkach.
Jednou z moznosti, je ich rozdelit rovnomerne. Druhym rieSenim by mohlo byt ziskanie
informacie o pomeroch rozdelenia buniek medzi tymito rovnicami pomocou réznych
simulécii. Pripad rovnomerného rozdelenia poc¢tu buniek v S faze medzi n rovnic v
pociatocnej podmienke si ukdazme na Obrazkoch 70-73. Vykreslili sme ich pouzitim
explicitnej schémy pre model (55)-(58) s parametrami z Tabulky 4 a s diskretizaciou
AT = At. Obrazky 70 a 72 su vykreslené od zaciatku s nulovymi podmienkami (okrem
podmienky pre fazu G;) a zobrazeny je iba priebeh pre ¢ > 15. Obrazky 71 a 73 su
vykreslené pouzitim nenulovych zac¢iato¢nych podmienok z ¢asu ¢t = 15, kde podmienku
pre pocet buniek v S faze sme rovnomerne rozdelili medzi n rovnic popisujucich tito
fazu. Na obrézkoch nepadat takmer ziadne rozdiely ani pri blizsej analyze. Zaroven
sa zmenou diskretizacie na At = Tg/10 jemné nepresnosti nijako zasadne nezmenili.
Preto sa zda, Ze pristup rovnomerného rozdelenia buniek je vzhladom na jednoduchost

a presnost najlepsim rieSenim.
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Obr. 70: Vyvoj percentudlneho zastipenia  Obr. 71: Vyvoj percentualneho zastupenia
buniek naprie¢ jednotlivymi fazami pri nulo-  buniek naprie¢ jednotlivymi fazami pri nenu-
vych zaciatoénych podmienkach (okrem pod-  lovych zaciato¢nych podmienkach (ziskanych
mienky pre fazu G7) pre ¢ > 15 podla mo-  z Casového rezu pre t = 15) pre podla mo-
delu (55)-(58) vypocitany explicitnou sché-  delu (55)—(58) vypodcitany explicitnou sché-
mou (vid Priloha) s parametrami z Tab. 4 mou (vid Priloha) s parametrami z Tab. 4

pre At = At. pre AT = At.
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Obr. 72: Vyvoj po¢tu buniek v jednotlivych
fazach pri nulovych zaciatoénych podmien-
kach (okrem podmienky pre fazu G;) pre
t > 15 podla modelu (55)—(58) vypocitany
explicitnou schémou (vid Priloha) s paramet-

rami z Tab. 4 pre AT = At.

5.3.2
Kapitoly 4.2
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Obr. 73: Vyvoj po¢tu buniek v jednotlivych
fazach pri nenulovych zaciato¢nych podmien-
kach (ziskanych z ¢asového rezu pre ¢ = 15)
podla modelu (55)—(58) vypocitany explicit-
nou schémou (vid Priloha) s parametrami z

Tab. 4 pre AT = At.

Tvar stavovych rovnic v tilohe optimalneho riadenia pre model z

V druhom pripade pouzijeme model popisany v Kapitole 4.2 a opét vyuzitim trans-

formécie popisanej v Kapitole 5.1 dostaneme nasledovné stavové rovnice v podobe

sustavy obyc¢ajnych diferencialnych rovnic:

Zdravé bunky:

Tt = Beza(t) ~ (ke — Ca C(0) 2 (0), (69)

%(t; 0+A7) = Al AATT) —all) CsC(t)zr(t;0+ A7), (70)
gy = T ZAOT 0D ooz ),

%(t) = 21(t;Ts) — ko.22(7, ) — Ca, C(t) 22(2), (71)

el (z,1) Ko 2a(t) — bozar(t) — CarC()zaa (2), (72)
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Rakovinové bunky:

%(t) = 20,0 (t) — (k1r — Ca,C(t))r1(t), (73)

Yot ary = MEOEEDZNED gicno+ o), (7
%(t; Ts) = —rl(t; Ts) = Zf_t; Ts = A7) — CsC(t)ri(t; Ts),

%(t) = 11(t;Ts) — kayra(w,t) — Ca, C(t)ra(t), (75)

d;_f@, £) = kara(t) = brar(t) — CuC(O)ra(t), (76)

pre t > 0, kde pri ulohe optimalneho riadenia funkcia C(t) (C' : [0,00) — [0,1]) je

riadenie. K stavovym rovniciam doplime este zaciatocné a okrajové podmienky:

Zdravé bunky: Rakovinové bunky:
21(0) = 210, 71(0) = 710,
21(0;0 + 7) = 250(0 + A7), r7(0;0 + 7) = r10(0 + A7),
21(0; Ts) = z10(Ts), rr(0; Ts) = r10(Ts),
2(0) = 220, 72(0) = 720,
zm(0) = 20, r(0) = 7o,
zi(t; 7 =0) = k1,21(1), ri(t; T =0) = ky,r1(t)

Pridajme eSte podmienky pre udrzania toxicity zdravého tkaniva na prijatelnej tarovni

pocas liecby:

kde opat Zitow, ZStor, Z2tor, ZMtor SU Minimélne pocty zdravych buniek v jednotlivych
tazach. Problém rozlozenia po¢tu buniek v S faze medzi n rovnic sme si uz popisali v

Kapitole 5.3.1.
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5.3.3 Minimalizovanie c¢asu liecby

V tomto type tlohy optimalneho riadenia sa budeme snazit minimalizovat ¢as na
tplne vylieCenie pacienta, respektive budeme minimalizovat ¢as na znizenie poctu ra-
kovinovych buniek pod troven koncovych ohraniceni.

Ucelova funkcia:

min T, T-volné. (77)

Pridajme este koncové podmienky pre rakovinové bunky:

Koncové podmienky:

r(T) < nir,

ri(T;0)+ ...+ (T;Ts) < rer, (78)
ro(T) < 7ror,
rvu(T) < ruyr.

Spolu so stavovymi rovnicami z Kapitoly 5.3.1 alebo 5.3.2 dostavame teda minimali-
zafnu tlohu (lohu najrychlejsieho prechodu alebo ¢asovo optimalnu tlohu) s 2(n + 3)
rozmernou stavovou premennot a jednorozmernym riadenim. Uloha ma ¢iastoéne volny
koniec, mé ohrani¢enie na riadenie a v pripade premennych z;(t), z;(;0), ..., z(t; Ts),

29(t), zp (1), tiez na stavové premenné. Jedna sa o autonémnu tlohu.

5.3.4 Minimalizovanie poc¢tu nadorovych buniek za pevny cCas

V druhom pripade tilohy optimélneho riadenia sa budeme snazit minimalizovat pocet
nadorovych buniek za urcéity pevny cas T'. Z toho vyplyva, ze ucelova funkcia bude iba
v tvare funkcie koncového stavu, takze budeme hovorit, Ze tloha je v Mayerovom tvare.

Ucéelova funkcia:
min 1 (T) +r(T;0) + ... +r(T;Ts) + ro(T) + ra(T), T-viazané. (79)

Pridanim stavovych rovnic z Kapitoly 5.3.1 alebo 5.3.2 dostavame teda minimaliza¢nt
tlohu s 2(n + 3) rozmernou stavovou premennou a jednorozmernym riadenim. Uloha
mé volny koniec, ma ohrani¢enie na riadenia a v pripade premennych z;(t), z;(¢;0),

o 21(t; Ts), 2o(t), za(t), tieZ na stavové premenné. Jedna sa o autonémnu tulohu.
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5.3.5 Diskusia k rieSeniu tlohy optimalneho riadenia

Riesenim tuloh definovanych v Kapitolach 5.3.4 a 5.3.4 sme sa v tejto préaci neve-
novali z viacerych dévodov. Jednym z nich je absencia odhadnutych parametrov pre
stavové rovnice pre populacie zdravych a rakovinovych buniek. V pripade odhadnutia
parametrov modelu pre skutoéné data by bolo vhodné sa pomocou simulacii pozriet,
¢i je aj pre tieto parametre odporucana diskretizacia AT = Tg/10 ¢lena (56) podla
Kapitoly 5.3.1 dostacujtca. f)alej by bolo takisto vhodné sa pozriet na to, ¢i rovno-
merné rozdelenie po¢tu buniek medzi n rovnic je dobry a dostatocne presny pristup
aj pre tieto odhadnuté parametre. Ak by sa nase domnienky potvrdili aj pre takto
ziskané parametre, napriek tomu tu ostéva este jeden z najzavaznejsich problémov, a
to je numerické rieSenie uloh optimalneho riadenia (77) a (79). Treba si uvedomit, ze
tieto ulohy by bolo vhodné riesit na znacne dlho ¢asovom tseku (mesiac az pol roka).
V kombinacii s 2(n + 3) rovnicami (pre n = 10, dostavame 26 rovnic) pre stavové

premenné, by sa stala tato tiloha zna¢ne vypoctovo naroc¢né.
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Zaver

V tejto praci sme sa podrobne zaoberali modelmi pre rast bunkovej populacie a
pomocou tychto modelov sme navrhli tlohy optimalneho riadenia pre minimalizovanie
¢asu liecby a minimalizovanie poc¢tu rakovinovych buniek za pevne stanoveny cas.

V Kapitole 2 sme podrobne vysvetlili myslienku matematického modelovania v kon-
texte lie¢by chemoterapiou. Venovali sme sa zakladnému popisu faz bunkového cyklu
Go, Gy, S, Gy a M a vysvetlili sme zédkladné procesy, ktoré v nich prebiehaji.

V tretej kapitole sme sa zaoberali uz samotnymi modelmi rastu bunkovej populacie.
Na zaciatku v Kapitole 3.1 sme vysvetlili analyzu DNA a odhad velkosti buniek pomo-
cou prietokovej cytometrie. Jednoduchym modelom rastu bunkovej populacie sme sa
zaoberali ako prvym. Pomocou Fokker-Planckovej rovnice odvodenej zo stochastickej
diferencialnej rovnice (1) a rozsirenim o delenie buniek a prirodzent tmrtnost buniek
sme dostali jednoduchy model rastu bunkovej populacie (3). V Kapitole 3.3 sme sa
venovali zloZenému modelu rastu vyvoja bunkovej populacie (7)—(10), ktory rozdeluje
bunky na subpopulacie podla jednotlivych faz bunkového cyklu. S vyuZitim poznatkov
z jednoduchého modelu sme si podrobne odvodili a vysvetlili vznik a vyznam ststavy
parcialnych diferencidlnych rovnic (7)—(10). V rovnici (8) tejto sustavy vystupuje in-
tegralny ¢len I(z,t;Ts). V nasledujicej kapitole sme sa zaoberali dévodom vzniku
tohto ¢lena a tvarom jeho riesenia. Ukazali sme, Ze ¢len I(z,t; Ts) pochadza z rieSenia
parcidlnej diferencialnej rovnice (17) a nacrtli sme sposob odvodenia jeho aproximac-
ného riesenia (23). Tvar (23) plati iba v pripade nulovosti za¢iatoénych podmienok
pre fazy S, Gy a M. Pre pripad nenulovosti zac¢iatocénej podmienky pre S fazu sme
navrhli aproximacéné riesenie (24). Dalej v tejto kapitole sme sa zaoberali rozsirenim
modelu (7)-(10) o Gy fazu a apoptozu. Na zaver v tejto kapitole sme prezentovali na-
vrh numerického riesenia sustavy parcialnych diferencialnych rovnic (7)—(10) pomocou
metody koneénych diferencii a tiito schému sme nasledne aj naprogramovali v softvéri
MATLAB. V popise sme sa venovali najmé rieSeniu problému okolo nelokalnosti ¢lena
vyskytujtceho sa v rovnici (7).

V stvrtej kapitole sme sa venovali zahrnutiu ac¢inkov cytostatika Paclitaxel do zlo-
zeného modelu rast bunkovej populacie. Pre model (30)—(36) podla [4, 3] sme navrhli

zovSeobecnenie pre dlhsi casovy tsek a viacndsobné podanie cytostatika Paclitaxel v
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modeli (37)—(40). Nasledne sme sa pokusili o vlastny navrh zaclenenia vSeobecnych
cytostatik. Navrhli sme model (41)-(44), na ktorom, tak ako aj na modeli (37)—(40),
sme ukéazali porovnanie t¢inkov dvoch a Styroch davok cytostatika (v stuc¢te rovnake;
intenzity) v priebehu desiatich dni.

V zéaverecnej piatej kapitole sme najprv ukazali spdsob transformaécie stustavy par-
cidlnych diferencialnych rovnic (7)—(10) do tvaru sustavy oby¢ajnych diferencialnych
rovnic (55)—(58). Nésledne sme tento postup vyuzili na transforméciu modelov popisa-
nych v Kapitolach 4.1.1 a 4.2 a dostali sme tak tvary stavovych rovnic pre jednotlivé
modely. V zavere sme sa uz zaoberali konkrétnym névrhom spojitej tlohy optiméalneho
riadenia pre minimalizovanie ¢asu liecby a minimalizovanie poc¢tu rakovinovych buniek
za pevny ¢as, tvarom ucelovych funkcii a ohrani¢enim na koncové stavy pre jednotlivé
pripady.

Téato praca ukézala, Zze aj tak zlozity proces, akym liecba rakoviny je, sa da do urci-
tej miery popisat ako matematicka tloha. Nahliadli sme do principov matematického
modelovania a zaroven sme sa aj bliz§ie oboznamili s postupom liecby a priebehom
rakoviny. Viacero ¢lankov sa uz optimalnym riadenim v spojeni s liechou rakoviny za-
oberalo, no Ziaden neposkytoval pohlad na tato tlohu cez rozdelenie buniek podla
jednotlivych faz bunkového cyklu. Tento nami navrhnuty model je znac¢ne zjednodu-
Seny, avsak dal by sa roznymi modifikaciami vylepsit. Jednou z veci, na ktorej by sa dalo
dalej pracovat, je vylepSenie zac¢lenenia fazy GG popisaného v Kapitole 3.3.2 do modelu
(7)—(10). Totiz procesy prebiehajuce v tejto faze st zlozitejsie a za uréitych podmienok
sa bunky este mozu vratit spit do faz bunkového delenia. Dalej by sa dalo este pozriet
na tvar riadenia v tlohach popisanych v Kapitoldch 5.3.4 a 5.3.4. My predpokladame,
ze toto riadenie je funkcia na intervale [0,7], av8ak tu by bol realnejsi predpoklad
diskrétneho riadenia iba pre izolované body z tohto intervalu (doby podania davok).
Vzhladom na to by bolo vhodné sa pozriet aj na vyvoj intenzity t¢inkov /koncentrécie
lie¢iva v organizme, a tak zrealnit predpoklady o priebehu funkcie v Kapitole 5.2. V
tlohe optimalneho riadenia by sa dalo eSte pozriet na formu podmienok na ohranicenie
toxicity tkaniva. Tieto podmienky by bolo treba prekonzultovat s odbornikom a vhodne
podl'a toho upravit. Jednym zo zasadnejsim vylepSenim by bolo zahrnutie ohranic¢enia

na priestor, v ktorom bunkova populacia moze rast. Model tu prezentovany predpo-
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klada exponencidlny rast bunkovej populacie do nekone¢na, avsak v skuto¢nosti mame
vzdy obmedzeny priestor pre tento rast. To by sa dalo vyriesit ur¢itym zaclenenim logis-
tickej funkcie do sustavy rovnic (7)—(10). V nespolednom rade, velkou vyzvou zostéva
numerickéd implementécia rieSenia navrhnutych tdloh optimélneho riadenia popisanych

v Kapitolach 5.3.4 a 5.3.4.
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Priloha

SustavaMM.m
Kod pre vypocet ststavy zlozeného modelu (7)—(10) rastu bunkovej populécie pouzitim

explicitného riegenia (metodou konecnych diferenci).

function []=SustavaMM(g,D,k1l,%k2,b,Ts,miGl, miS, miG2, miM)

% explicitne riesenie sustavy rovnic G1,S,G2,M
% vstupl: SustavamMmM(0.1,0.0001,0.1,0.1,0.1,10,0.005,0.005,0.005,0.005)
% vstup2: SustavaMM(0.1129,0.0001,0.0476,0.3193,0.9296,1/0.1129,0,0,0,0)

tStart = tic;
% lntervaly pre x a t

x0 =

xXn = 10,

t0 = 0;

tm = 50;

% parametre startovacieho rozdelenia
a0 = 100; % vyska

thetal = 0.05; % volatilita

n = 800; & pocet deliacich bodov pre x

m = 450; % pocet deliacich bodov pre t

h = (xn—x0) /n; % (diferencia pre x)
h2 = h"2; % (diferencia pre x)"2
Tau = (tm—t0) /m; % (diferencia pre t)
% inicializacia

Gl = zeros(m+l,n+1l);

S = zeros (m+l,n+1);

G2 = zeros (m+1l,n+1);

M = zeros (m+1l,n+1);

% CFL podmienka

konverg = (Taux*g)/h;

o

test konvergencie

if (konverg<l)
disp ('Konverguje')
t = 0;
for 1 = tO0:Tau:tm % okrajove podmienky pre S
t = t+l;
S(t,2)=S(t,1)*((gxh)/D+1)
S(t,n+l)=S(t,n)*((g*h)/D+1);
end
x = 0;
for j = x0:h:xn % pociatocne podmienky pre G1,S,G2,M
x = x+1;
Gl(l,x) = (a0/sqgrt (2+pi* (thetal)"2))*exp(—((j—1)"2)/ (2 (thetal)"2));
S(1, x) = 0;
G2(1,x) = 0;
M(1l,x) = 0;
end
% vypocet pomocou explicitne schemy
t = 1;
for 1 = t0:Tau: (tm—Tau)
t = t+1;
x = 1;
for y = x0:h: (xn—h)
x = x+1;
if (mod(x 2)==0 && x#2)
Gl(t,x/2) = Gl(t—1,x/2) — Tau*(miGl + k1) *Gl (t—1,x/2)+ Tauxd+b*M(t—1,x);
S(t,x/2) = S(t—1, x/2) +
Taux* ((D/h2) x (S (t—1, x/2 1)—2*S(t—1,x/2)+S(t—1,x/2+1)) —
miSxS (t—1, x/2
- (g/(h))*(S(t—l,x/2)—S(t—l,X/2—l)) + k1+Gl(t—1,x/2) —
IclenL(x/2,x0,x%xn,h,t—1,t0,Tau,Ts,Gl,miS,g,D,kl));
end
G2(t,x) = G2 (t—1,x) — Tau* (miG2 + k2)*G2(t—1,x) + .
Tau*IclenL(x x0,%xn,h,t—1,t0, Tau, Ts,G1, mlS g,D, kl)
M(t,x) = M(t—1,x) + Tau*(kZ*G2(t 1, x) — mlM*M(t 1,x) — b*xM(t—1,x));
end
end
else
disp ('Nekonverguje')
end
tEnd = toc(tStart);
end
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SustavaMMA.m

Kod pre vypocet sustavy zlozeného modelu (7)—(10) rastu bunkovej populécie rozsireny

o apoptozu (19) pouzitim explicitného riesenia (metodou konecnych diferencir).

function

% explicitne riesenie sustavy rovnic G1,S,

% vstupl: SustavaMMA(0.1,0.1,0.0001,0.0001
tStart = tic;

% intervaly pre x a t

x0 = 0;

xn = 10;

t0 = 0;

tm = 50;

% parametre startovacieho rozdelenia

a0 = 100; % vyska

thetal = 0.05; % volatilita

n = 800; % pocet deliacich bodov pre x

m = 450; % pocet deliacich bodov pre t

h = (xn—x0) /n; % (diferencia pre x)
h2 = h"2; % (diferencia pre x)
Tau = (tm—t0)/m; % (diferencia pre t)
% inicializacia

Gl = zeros (m+l,n+1);

S = zeros (m+l,n+1);

G2 = zeros (m+1l,n+1);

M = zeros (m+l,n+1);

A = zeros (m+l,n+1);

CFL podmienka
konverg (g*Tau) / (h) ;
konverg2 (ga*xTau) / (h) ;

% test konvergencie

o

if (konverg<l && konverg2<l)
disp ('Konverguije')
t = 0;
for i = t0:Tau:tm % okrajove podmienky pre S a A
t = t+l;
S(t,2)=S(t,1)((gxh)/D+1);
S(t,n+1)=S(t,n)* ((gxh)/D+1);
A(t,2)=A(t,1)* ((gxh)/D+1);
A(t,n+l)=A(t,n)*((gxh)/D+1);
end
x = 0;
for j = x0:h:xn % pociatocne podmienky pre G1,S,G2,M,A
x = x+1;
Gl(1l,x) = (a0/sqrt (2xpix (thetal)"2))*xexp(—((j—1)"2)/ (2 (thetal)"2));
S(1,x) = 0;
G2(1l,x) = 0;
M(1l,x) = 0;
A(l,x) = 0;
Mp(l,x,1) = k2%xG2(1,x);
end
t =1;
for i = t0:Tau: (tm—Tau)
t = t+1;
x = 1;
for y = x0:h: (xn—2xh)
x = x+1;
% explicitna schema metody sieti
if (mod(x,2)==0 && x#2)
Gl(t,x/2) = Gl(t—1,x/2) — Taux (miGl + k1)=x*Gl(t—1,x/2)
S(t,x/2) = S(t—1,x/2) + ...
Taux ((D/h2) * (S (t—1,%x/2—1)—2%S (t—1,%x/2) +S (t—1,x/2+1)) —
misS*S(t—1,%x/2) ...
— (g/h)*(S(t—1,%x/2)=S(t—1,x/2—1)) + k1xGl(t—1,x/2) — ...
IclenL(x/2,x0,%xn,h,t—1,t0, Tau,Ts,Gl,miS,g,D,kl));
end
G2 (t,x) = G2(t—1,x) — Taux (miG2 + k2)*G2(t—1,x) + ...
TauxIclenl(x,x0,xn,h,t—1,t0,Tau,Ts,Gl,miS,g,D,kl);
M(t, x) = M(t—1,x) + Taux (k2+xG2 (t—1,x) — miM*M(t—1,x) — bxM(t—1,x));
A(t, x) = A(t—1,x) + Taux*((Da/h2)x(A(t—1,x—1)—2*A(t—1,x)+A(t—1,x+1))
(ga/h) * (A(t—1,x+1)—A(t—1,x)) ...
+ miGlx (Gl (t—1,x)) + miS*(S(t—1,x)) + miG2« (G2 (t—1,x))
miM+ (M(t—1,%x)));
end
end
else
disp ('Nekonverguje')
end
tEnd = toc(tStart);
end

[]=SustavaMMA (g,ga,D,Da,kl,k2,b,Ts, miGl, miS, miG2, miM)

G2,M s priadnim apoptozy

,0.1,0.1,0.1,10,0.005,0.005,0.005,0.005)

~2
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SustavaMM M.m
Kod pre vypocet ststavy zloZzeného modelu (30)—(36) rastu bunkovej populécie rozsi-
reny o ucinky Paclitaxelu pouzitim explicitného riesenia (metédou koneénych diferen-

cif).

function []=SustavaMM_M(g,ga,D,k1l,k2,b,Ts,Tm, miGl, miS, miG2,miM)

explicitne riesenie sustavy rovnic G1,S5,G2,M (Paclitaxel)
vstup: SustavaMM M(0.1,0.1,0.0001,0.1,0.1,0.1,10,10,0,0,0,0)
tStart = tic;

% intervaly x, t a z

x0

o o

xn = 10;

t0 = 0;

tm = 100;

z0 = 0;

zr = tm;

% parametre startovacieho rozdelenia
a0 = 100; % vyska

theta0 = 0.05; % volatilita

o

% zastavenie delenia v hodinach

stop = 40;

n = 500; % pocet deliacich bodov pre x

m = 600; % pocet deliacich bodov pre t

r = m; % pocet deliacich bodov pre z

h = (xn—x0) /n; % (diferencia pre x)
h2 = h"2; % (diferencia pre x)"2
Tau = (tm—t0) /m; % (diferencia pre t)
TauM = (zr—z0)/r; % (diferencia pre z)

TmIndex = round(Tm/TauM + 1);
stopIndex = round(stop/Tau + 1);

prepocet Tm na index matice
prepocet stop na index matice

o\° o

o

% inicializacia

Gl = zeros(m+l,n+1);

S = zeros (m+l,n+1);

G2 = zeros(m+l,n+1);

M = zeros (m+l,n+1);

A = zeros (m+l,n+1);

Mp = zeros (mtl,n+1l,r+1);
% CFL podmienka

konverg = (gxTau)/ (h);
konverg2 = (gaxTau)/ (h);

% test konvergencie
if (konverg<l && konverg2<l)
disp ('Konverguje')

t = 0;
for i’: t0:Tau:tm % okrajove podmienky pre S a A
t = t+1;
S(t,2)=S(t,1)((gxh)/D+1);
S(t,n+1)=S(t,n)* ((g*h)/D+1);
end
x = 0;
for j = x0:h:xn % pociatocne podmienky pre G1,S,G2,M,A
X = x+
Gl(1l,x) = (a0/sqgrt (2+pix (thetal)"2))*exp(—((j—1)"2)/ (2 (thetal)"2));
S(l,x) = 0;
G2(1,x) = 0;
M(1l,x) = 0;
A(l,x) = 0;
Mp(l,x,1) = k2xG2(1,x);
end
% vypocet pomocou explicitne schemy
t =1;
for i = t0:Tau: (tm—Tau)
t = t+l;

% zastavovac delenia a spustac umierania
if (t—1 > stopIndex)

b=0;
end
if (stopIndex + TmIndex < t—1)
miM=0.1;
end
% explicitna schema
x = 1;
for y = x0:h: (xn—2xh)
x = x+1;
if (mod(x,2)==0 && x#2)
Gl(t,x/2) = Gl(t—1,x/2) — Taux (miGl + k1)=xGl(t—1,x/2) + Tauxd+b*M(t—1,x);
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S(t,x/2) = S(t—1,%/2) + ...
Tau=* ((D/h2) = (S (t—1,x/2—1)—2xS (t—1,x/2)+S (t—1,x/2+1)) —
miS*S(t—1,x/2) ...
— (g/(h))*(S(t—1,%x/2)—S (t—1,x/2—1)) + k1xGl(t—1,x/2) —
IclenlL(x/2,x0,xn,h,t—1,t0,Tau,Ts,Gl,miS,g,D,kl));
end
G2 (t,x) = G2(t—1,x) — Taux (miG2 + k2)*G2(t—1,x) + ...

TauxIclenL (x,x0,xn,h,t—1,t0,Tau,Ts,Gl,miS,g,D,kl);
zaciatocna podmienka pre M(x,t,0)
Mp(t,x,1) = k2xG2(t,x);

z 1;
% vypocet M(x,t,tau)
for w = z0:TauM: (zr—2+TauM)

z = z+1;
Mp(t,x,z) = Mp(t,x,z—=1) + ...
TauMx (— (Mp (t, x,z—1)—Mp (t—1,%x,z—1)) / (Tau)— (miM+b) *Mp (t, x, z—1)) ;
end
M(t,x) = Integral3D (Mp(t,x,:),TauM);

% vypocet apoptozy
if (TmIndex < t—1 — stopIndex)
A(t,x) = A(t—1,x) + Taux((ga/(h))*(A(t—1,x+1)—A(t—-1,x))...
+miM*Integral3D (Mp (t, x, TmIndex:t—1l—stopIndex), TauM)) ;
end
end
end
else
disp ('Nekonverguje')
end
tEnd = toc(tStart);
end

SustavaMM ucinky.m
Kod pre vypocet sustavy zlozeného modelu (37)—(40) rastu bunkovej populécie rozsi-
reny o nami navrhnuty model zovSseobecnenia uc¢inkov Paclitaxelu pouzitim explicit-

ného rieSenia (metodou koneénych diferencir).

function []=SustavaMM_ucinky(g,D,kl1,k2,b,Ts,Tm, miGl, miS, miG2, miM)

% explicitne riesenie sustavy rovnic G1,S,G2,M (zovseobecnenie Paclitaxelu)
% referencne: SustavaMM_ucinky(0.1,0.0001,0.1,0.1,0.1,10,10,0,0,0,0.9
tStart = tic;

% intervaly pre x a t

bl
o
I

xn = 16;

t0 = 0;

tm = 240;

% parametre startovacieho rozdelenia
a0 = 100; % vyska

theta0 = 0.05; % volatilita

n = 500; % pocet deliacich bodov pre x

m = 1440; % pocet deliacich bodov pre t

h = (xn—x0) /n; % (diferencia pre x)

h2 = h"2; % (diferencia pre x)"2

Tau = (tm—t0) /m; % (diferencia pre t)

TmIndex = round(Tm/Tau) ; % prepocet Tm na index matice (—1)
Cucinky = C_2 (tm,t0, Tau); % vektor intenzity ucinkowv
% Cucinky = C_4 (tm,t0, Tau);

% inicializacia

Gl = zeros(m+l,n+1);

S = zeros (m+l,n+l);

G2 = zeros (m+l,n+l);

M = zeros(m+l,n+1);

% CFL podmienka

konverg = (Tauxgqg)/h;

o°

test konvergencie

if (konverg<l)

disp ('Konverguje')

t = 0;

for i = t0:Tau:tm % okrajove podmienky pre S
t = t+1;
S(t,2)=S(t,1)((gxh)/D+1);
S(t,n+1l)=S(t,n)* ((g*h)/D+1);

end

x = 0;

for j = x0:h:xn % pociatocne podmienky pre G1,S,G2,M
x = x+1;
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Gl(l,x) = (a0/sqgrt (2+pi* (thetal)"2))*exp(—((j—1)"2)/ (2 (thetal)"2));
S(1,x) = 0;
G2(1,x) = 0;
M(1l,x) = 0;
end
% vypocet pomocou explicitne schemy
t = 1;
for 1 = t0:Tau: (tm—Tau)
t = t+1;
x = 1;
for vy = x0:h: (xn—h)
x = x+1;
if (mod(x 2)——0 && X#2)
Gl(t,x/2) = Gl(t—1,x/2) — Taux (miGl + k1)=xGl(t—1,x/2) +
Tau*4*(l Cuc1nky(t—1))*b*M(t—1 x);
S(t,x/2) = S(t—1,x/2) +
Tau*((D/hZ)*( (t—1, x/2 1)—2+S(t—1,x/2)+S(t—1,x/2+1)) —
miS*S(t—1,x/2) .
- (g/(h))*(S(t—l,x/Z)—S(t—l,x/Z—l)) + k1+Gl(t—1,x/2) —
IclenlL(x/2,x0,xn,h,t—1,t0,Tau,Ts,Gl,miS,g,D,kl));
end
G2 (t,x) = G2(t—1,x) — Taux (miG2 + k2)*G2(t—1,x) + .
Tau*IclenL(x x0,xn,h,t—1,t0, Tau, Ts,G1, mlS,q,D kl)
if (TmIndex < t—1)
M(t,x) = M(t—1,x) + Taux* (k2xG2 (t—1,x) — Cucinky (t—TmIndex)miM+M(t—1,x) —
(1—Cucinky (t—1)) *bxM(t—1,x));
else
M(t,x) = M(t—1,x) + Taux* (k2+*G2(t—1,x) — OxmiMxM(t—1,x) —
(1—Cucinky (t—1)) *b*M(t—1,x)) ;
end
end
end
else
disp ('Nekonverguje')
end
tEnd = toc(tStart);
end

SustavaMM ucinkyC.m

Kod pre vypocet ststavy zloZzeného modelu (41)—(44) rastu bunkovej populécie rozsi-

reny o nami navrhnuty model zovSeobecnenia ti¢cinkov veobecnych cytostatik pouzitim

explicitného riesenia (metodou konecnych diferencir).

function

o o

tStart

o

x0
xn
t0
tm

o

ao

[1=SustavaMM_ucinkyC(g,D,k1,k2,b,Ts,Cgl,Cs,Cg2,Cm)

= ti

16;

OI
24

thetal

n
m
h =
h2

Tau

Cucinky
Cucinky =

—

RO oo
N
Il

A oo

o

if

5

00;

0;

r
= 0.

o
S

1440;

(xn—x0) /n;

= h»

(tm—t0) /m;
= C_.

2;

explicitne riesenie sustavy rovnic G1,S,G2,M (zovseobecnenie ucinkov cytosatik)
referencne: SustavaMM_ucinkyC(0.1,0.0001,0.1,0.1,0.1,10,0.25,0,0.25,0.25)

ci

% intervaly pre x a t

% parametre startovacieho rozdelenia
100

% vyska
05; % volatilita
pocet deliacich bodov pre x
% pocet deliacich bodov pre t

(diferencia pre x)
(diferencia pre x)"2
(diferencia pre t)

o° o\° o

2 (tm,t0,Tau); % vektor intenzity ucinkowv
C_4 (tm,t0, Tau);

inicializacia
zeros (m+1,n+1

’

zeros (m+1,n+1);

)
zeros(m+1,n+1;;
4

zeros (m+1,n+1);

=

CFL podmienka
onverg

Tau*qg) /h;

test konvergencie

(konverg<l)
disp('Konverguje‘)

t0:Tau:tm % okrajove podmienky pre S
t+1;
»2)=S(t,1)*((g*h)/D+1)

n+1)=8'(t,n) « ( (gxh) /D+1) ;
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end
x = 0;
for j = x0:h:xn % pociatocne podmienky pre G1,S,G2,M
x = x+1;
Gl(1l,x) = (a0/sqrt (2xpix (thetal)"2))*xexp(—((j—1)"2)/ (2 (thetal)"2));
S(1,x) = 0;
G2(1l,x) = 0;
M(1l,x) = 0;
end
% vypocet pomocou explicitne schemy
t =1;
for i = t0:Tau: (tm—Tau)
t = t+l;
x = 1;
for y = x0:h: (xn—h)
x = x+1;
if (mod(x,2)==0 && x#2)
Gl (t,x/2) = Gl(t—1,x/2) — Taux (Cgl*Cucinky (t—1) + k1)=*Gl(t—1,x/2) +
Taux4*xbxM(t—1,x);
S(t,x/2) = S(t—1,x/2) + ...
Taux* ((D/h2) = (S (t—1,x/2—1)—2xS (t—1,x/2)+S (t—1,x/2+1)) —
CsxCucinky (t—1)*S(t—1,%x/2) ...
— (g/ (h))*x(S(t—1,x/2)=S(t—1,x/2—1)) + k1xGl(t—1,x/2) —
IclenL(x/2,x0,xn,h,t—1,t0, Tau,Ts,G1l,Cs,qg,D,kl1));
end
G2 (t,x) = G2(t—1,x) — Taux (Cg2xCucinky (t—1) + k2)*G2(t—1,x) +
TauxIclenkL(x,x0,xn,h,t-1,t0,Tau,Ts,Gl,Cs,qg,D,kl);
M(t,x) = M(t—1,x) + Taux (k2+xG2(t—1,x) — CmxCucinky (t—1)*M(t—1,x) —
b*M(t—1,x));
end
end
else
disp ('Nekonverguje')
end
tEnd = toc(tStart);
end
IclenL.m

Kod pre vypocet integralneho ¢lena (23) pomocou LichobeZnikového pravidla a pouZi-

tim linearnej interpolacie.

function [I]=IclenL(x,x0,xn,h,t,t0,Tau,Ts,Gl,miS,g,D,kl)

o

% vypocet ¢lena I(x,t,Ts)
tReal = t0 + Taux* (t—1);
xReal = x0 + hx(x—1);
TsIndex = Ts/Tau;

vel = size(Gl);

prepocet indexu t na skutocné c¢islo
prepocet indexu x na skutocné c¢islo
prepocCet Ts na index matice (—1)
rozmer matice Gl

de o° o o

o

% vypocet integralu (I(x,t,Ts)) podla Lichobeznikoveho pravidla
if (tReal-Ts > 0)
% linearna interpolacia
if (t—TsIndex — floor (t—TsIndex) # 0)
Glstart=Gl (floor (t—TsIndex), 1)+ (t—TsIndex — ...
floor (t—TsIndex) ) ( (Gl (ceil (t—TsIndex), 1) — ...
Gl (floor (t—TsIndex), 1))/ (ceil (t—TsIndex) — floor (t—TsIndex)));
Glend=Gl (floor (t—TsIndex),vel(1,2))+ (t—TsIndex — ...
floor (t—TsIndex)) * ( (Gl (ceil (t—TsIndex),vel(1l,2)) — ...
Gl (floor (t—TsIndex),vel(1,2)))/ (ceil (t—TsIndex) — floor (t—TsIndex)));
else
Glstart=Gl (floor (t—TsIndex),1);
Glend=Gl (floor (t—TsIndex),vel (1,2));

end
% vyratané okraje intervalu (LichobezZnikové pravidlo)
I=(h/2) * (exp(—miS« (Ts) )/ (2+xsqrt (pi+D* (Ts))) xkl* (Glstart«* (exp (— ((xReal—gx (Ts) )—x0) "2/ (4+xDx (Ts)))) ...
+ Glendx (exp (— ((xReal—gx* (Ts))—xn) "2/ (4+«D* (Ts))))));
y=1;
for i=(x0+h) :h: (xn—h)
y=y+1;
% linearna interpolacia
if (t—TsIndex — floor (t—TsIndex) # 0)
Glrun=Gl (floor (t—TsIndex),y) + (t—TsIndex — ...
floor (t—TsIndex)) * ( (Gl (ceil (t—TsIndex),y) — ...
Gl (floor (t—TsIndex),y))/ (ceil (t—TsIndex) — floor (t—TsIndex)));
else
Glrun=Gl (floor (t—TsIndex),vy);
end
% vyrdtané stredy intervalu (LichobezZznikové pravidlo)
I=I+h* (exp(—miS* (Ts) )/ (2xsqgrt (pi*Dx (Ts)) ) *kl1xGlrun~* (exp (— (xReal—gx (Ts)—i) "2/ (4*D* (Ts)))));
end
else
I=0;
end
end
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Integral3D.m

Vseobecny kod na vypocet integralu pomocou Lichobeznikového pravidla.

function [I]=Integral3D(M,h)

vypocet integralu z 3D matice
a,b redlne c¢isla (nie indexy)
M 3D matica
1
(

b=length (M) ;
I=(h/2)* (M(:,:,1)+M(:,:,b));
for i=(1+1): (b—1)
I=I+hx (M(:,:,1));
end
end
C 2.m

Koéd na vypocet hodnoty funkcie pre dve davky liec¢iva podla Obrazku 35.

function [F]=C_2 (tm,t0, Tau)

o

% funkcia intenzity ucinkov/koncetracie pre dve davky

j = 0;
for i=t0:Tau:tm
J = J+1;
if (i<30)
F(j) = 0;
elseif (30<i && 1<150)
F(j) = max((1/120)*(90—1i),0);
elseif (150<i && 1<240)
F(j) = max((1/120)*(210—1),0);
else
F(j) = 0;
en
end
end
C 4.m

Kod na vypocet hodnoty funkcie pre $tyri davky lie¢iva podla Obrazku 36.

function [F]=C_4 (tm,t0, Tau)

% funkcia intenzity ucinkov/koncetracia pre styri davky

j=20;

for i=t0§Tau:tm
J = Jt1;
if (i<20)

F(j) = 0;
elseif (20<i && 1<80)

F(j) = max((0.05/6)«*(50—1),0);
elseif (80<i && 1<140)

F(j) = max((0.05/6)*(110—1),0);
elseif (140<i && 1<200)

F(j) = max((0.05/6)*(170—1),0);
elseif (200<i && 1<240)

F(j) = max((0.05/6)*(230—1),0);
else

F(3) = 0;
end

end
end

SustavaDF.m
Kod pre vypocet ststavy transformovaného zlozeného modelu (55)—(58) rastu bunkovej

populacie pouzitim explicitného numerického riesenia.
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function []=SustavaDF (k1l,k2,b,Ts,miGl, miS, miG2,miM)

explicitne riesenie sustavy nl,nS,n2,nM
vstup: SustavaDF (0.0476,0.3193,0.9296,1/0.1129,0,0,0,0)

o o

tStart = tic;

% interval pre t

t0 = 0;

tm = 50;

m = 500; % pocet deliacich dielov pre t

z = 10; % pocet deliacich dielov pre Ts
AT = (tm—t0)/m; % (diferencia pre t)

ATau = Ts/z; % (diferencia pre Ts)

pocetS = z; % pocet rovnic pre S fazu

% inicializacia

nl = zeros(l,m+1);

nS = zeros (pocetS,m+l);

n2 = zeros(l,m+1);

nM = zeros(l,m+1);

% pociatocne podmienky pre nl,nS,n2,nM

nl(l) = 0;

n2(1l) = 0;

nM(1l) = 0;

for 1 = l:pocetS
nS(i,1) = 0;

end

% vytvorenie matice N

N=[nl;nS;n2;nM];

size (N);

vytovrenie matice A pre explicitne riesenie
A=diag ( (AT/ATau) ones (pocetS+2,1),—1)+diag((1l— (AT/ATau)—miS+AT) xones (pocetS+3,1),0);
A(l,pocetS+3)= 2xb*xAT;

(1,1)= 1—(k1+miG1l) *AT;

(2,1)= k1*AT;

(pocetS+2,pocetS+2)= 1—(k2+miG2) »AT;

(

(

o

pocetS+3,pocetS+2)= k2*AT;
pocetS+3,pocetS+3)= 1— (b+miM) «AT;
ize (A);
% vypocet explicitneho riesenia
for t = 1:m
N(:,t+1)=A*N(:,t);
end
nl=N(1,:);
nS=sum (N (2:pocetS+1,:));
n2=N (pocetS+2, :);
nM=N (pocetS+3, :);

tEnd = toc(tStart);
end
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