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Abstrakt

GROMAN;, Gabriel: Minimazné optimdlne ndvrhy regresnych experimentov. |Diplo-
mova pracal - Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky a in-

formatiky; Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky. - Veduci diplomovej prace:

prof. RNDr. Andrej Pazman, DrSc. - Bratislava: FMFI UK, 2014, 79 s.

Diplomova praca sa zaoberd minimaxnymi optimalnymi navrhmi regresnych experi-
mentov. Ciefom préace je, v nadvéznosti na existujuce prednasky, oboznamit sa v li-
teratire s niektorymi existujicimi pristupmi a preverit nedéavno publikovani metodu
Nyquista na konkrétnych tlohach. Teoretickd Cast prace sa venuje samotnej teorii na-
vrhovania experimentov, lokalnym kritéridm optimality, kritériam optimality v neline-
arnom modeli a nutnym a postacujicim podmienkam optimality. f)alej je podrobne
rozpracovana tedria numerickych metod hladania optimélnych navrhov pre AVE krité-
rium, minimaxné kritérium a entropijnii regularizaciu minimaxného kritéria. Prakticka
cast prace obsahuje rieSenie konkrétnych prikladov pomocou dvoch roznych pristupov

a analyzu vysledkov.

Kracové slova: minimaxné optiméalne navrhy, AVE algoritmus, H-algoritmus,

entropijné regularizacia



Abstract

GROMAN;, Gabriel: Minimazx optimal designs of regression experiments. [Master The-
sis| - Comenius University in Bratislava. Faculty of Mathematics, Physics and Infor-
matics; Department of Applied Mathematics and Statistics. - Supervisor: prof. RNDr.
Andrej Pazman, DrSc. - Bratislava: FMFI UK, 2014, 79 p.

Master thesis deals with the minimax optimal designs of regression experiments. The
aim of the thesis is to become familiar by following the existing lectures with the exis-
ting approaches in literature and verify the recently published method by Nyquist in the
specific cases. Theoretical part is dedicated to the theory how to design experiments,
describes local optimality criteria, optimality criteria in nonlinear model and neces-
sary and sufficient optimality conditions. Further on the theory of numeric methods to
search optimal designs for AVE criteria, minimax criteria and entropy regularization
of minimax criteria is elaborated in details. Practical part contains solutions for the

specific cases based on two diverse approaches used together with the results analysis.

Keywords: minimax optimal designs, AVE algorithm, H-algorithm, entropy

regularization
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UVOD UVOD

Uvod

Jedna z najddlezitejsich casti vyskumu je faza navrhu. Na to, aby sme mohli dojst
k spolahlivym zaverom z fyzikalnych, biomedicinskych, farmaceutickych a inych vysku-
mov, musi navrh spliiat urcité poziadavky. Tieto poziadavky a samotna teoria tychto
oblasti je rozpracovana v roéznych ucebniciach a pracach. Jedna z malo docenenych
poziadaviek je dolezitost dobre naplanovaného navrhu. Starostlivo naplanované navrhy
mozu poskytnit presné Statistické zavery s minimalnymi nakladmi. Oblast optimalnych
navrhov experimentov spada pod Statistiku. Poskytuje teériu potrebnii na konstruk-
ciu optiméalnych, resp. priblizne optimalnych néavrhov. Ako je uvedené v [11], existuje
niekol'ko monografii o tejto oblasti Statistiky, ktoré sa zaoberaju matematickym spraco-
vanim problematiky. Niektoré priklady sua [2], [10] alebo [7]. V monografii [1] je mnoho
prikladov z navrhovania experimentov v oblasti inzinierstva a farmaécie.

Tato diplomova praca sa zaobera minimaxnymi optiméalnymi navrhmi regresnych
experimentov. Cielom préce je, v nadviznosti na existujuce prednéasky [8|, oboznamit
sa v literature s niektorymi existujicimi pristupmi a preverit na pocitaci efektivnost
nedavno publikovanej metédy Nyquista na niektorych konkrétnych tlohéch.

Diplomovéa préca je rozdelena do piatich kapitol. V prvej kapitole ¢itatelovi pribli-
zime samotni teériu navrhovania optimalnych experimentov v nelinedrnych modeloch.
Kapitola 2 opisuje numerické metédy hladania AVE optimalneho néavrhu. V tretej kapi-
tole opisujeme numerické metody hladania minimaxného optimélneho navrhu pomocou
H-algoritmu a entropijnej regularizacie. V tejto casti taktiez podrobnejsie rozoberame
pripad, ked mnoziny 2" a © st kone¢né. Nakoniec rieSime konkrétne priklady oboma
spomenutymi pristupmi a v poslednej kapitole s ndzvom Diskusia k riesenym prikladom

analyzujeme dosiahnuté vysledky.

13



1 OPTIMALNE NAVRHOVANIE EXPERIMENTOV V NELINEARNYCH
MODELOCH

1 Optimalne navrhovanie experimentov v nelinear-

nych modeloch

1.1 Zaklady nelineArneho modelu, lokadlne kritérium optimality

Nelinearna regresia vychadza z modelu

Yo = 77(957 0) + €4,

kde Ele,] = 0 a Var[e,] = 2. Narozdiel od linedrneho modelu, presnost odhadu fors
(dalej len é) zévist od skuto¢nej hodnoty @ parametra 6 a preto je pri navrhovani expe-
rimentov v nelinedrnom modeli potrebna apriérna vedomost o skuto¢nej hodnote 8.
V optiméalnom navrhovani experimentov je cielom najst taky navrh, ktory bude k opti-

méalnemu navrhu ¢o najblizsie, ktory bude ,,skoro“ optimalny |[8].

Definicia 1.1. Ndvrh je lubovolnd diskrétna pravdepodobnostnd miera & na %2, ktorej

nosi¢ {x € Z : &(x) > 0} je konecny. (Pozri [8])

gtatisticky by sme mohli navrh &(x) intepretovat ako relativny pocet merani v bode x.
Pri formulovani kritérii optimality sa vychadza z asymptotickej normality OLS, kde
pre dostato¢ne velké N plati
0~N (é, UQiMfl(g, e‘)) .
N
Z asymptotickej normality je zrejmé, Ze informacie o presnosti odhadov nesie infor-

macné matica, ktora si zadefinujeme v nasledujtcej definicii.

Definicia 1.2. Informacnd matica M (&,0) md tvar

M(faé) = Z f(:L‘,O_)fT(J],é)f([E),

zeX

kde  f(x,0) = 220),

Informacnii maticu M (€, 0) niekedy piSeme skrdatene M. (Pozri [8])

Informa¢na matica M (€, 0) je zavisla od skuto¢nej hodnoty @ parametra 6. Oznacme

mnozinu vSetkych navrhov experimentu = a mnozinu v8etkych informac¢énych matic M

—_
—
—_—

{¢: ¢ je navrh na 2},

M {M(£,0): ¢ =)

14



1 OPTIMALNE NAVRHOVANIE EXPERIMENTOV V NELINEARNYCH
1.2 Nutné a postacujice podmienky lokidlnej optimality MODELOCH

= aj M st konvexné.

Pri hfadani optimalneho navrhu chceme, aby bol nas navrh ¢o najpresnejsi. To zna-
mena, Ze hladame navrh s ¢o najmensou varianciou funkcie parametra, teda navrh s ¢o
L,najuicSou’ informacnou maticou. Tu sa nam vynéara otézka, ¢o znamena ,velkd“ in-
formacna matica. Odpoved na tiato otazku nam dava lokalne kritérium optimality.
Za tym tcelom treba zvolit nejaky bod 8* € © o ktorom apriéri predpokladéame, Ze je

blizko skuto¢nej hodnoty 6.

Definicia 1.3. Lokdlne kritérium optimality je funkcia ® : M (&,0%) € M — ®[M(&,0%)] €
R takd, ze ak M(£,0%) = M(n,0*) (teda Vyerm : u' M(£,0%)u > u' M(n,0%)u),
potom ®[M(£,6%)] < ©[M(n,67)]. [8]

Néavrh &* je lokdlne ®-optimalny (v lokalite bodu 8*) prave vtedy, ked

O[M (£,0%)] = min ®[M (£, 0™)].

£eE

(Pozri [8])

1.2 Nutné a postacujice podmienky lokidlnej optimality

V tejto podkapitole sa obozndmime s nutnymi a postac¢ujicimi podmienkami lokalnej
optimality, no eSte predtym dcitatelovi objasnime pojmy gradient a smerovi deriva-
cia. Nech ®[M] je diferencovatelna realna funkcia na otvorenej podmnozine R™*™.

Gradient funkcie ® je matica V® typu mxm v tvare |§|

{VO[M]}i; =

Smerova derivacia funckie ®[M| v bode M* a v smere M je definovana |§|

Platia nasledujtice vety. (Podrobnosti pozri [8])

Veta 1.4. Ak ® je konvexnd na M, tak smerovd derivdcia ezistuje (koneénd alebo

nekoneénd) v kazdom bode M* a v kaZdom smere M.

Stuvis medzi gradientom a smerovou derivaciou poskytuje Veta 1.5.

15



1 OPTIMALNE NAVRHOVANIE EXPERIMENTOV V NELINEARNYCH
1.3 Klasické lokélne kriteridlne funkcie a ich vlastnosti MODELOCH

Veta 1.5. Nech existuje VO[M]| v bode M*. Potom
OP[M*, M| = tr[VO[M*|(M — M™)].

Veta 1.6. Nech @ je konvexné lokdlne kritérium optimality. Potom ndvrh £ je lokdlne

d-optimdlny (t.j. (M (£*,0%)] = rglill O[M (£, 0%)]) prave vtedy, ked
SS)
VeOD[M (£7,0%), M (£,0%)] > 0.

V praxi sa tato veta tazko vyuziva, ovela jednoduhsie sa pracuje s nasledujicou vetou,

ktorej predpokladom je existencia gradientu.

Veta 1.7. Nech ® je konvexné lokdlne kritérium optimality a nech existuje gradient
VO[M] v bode M = M (&*,0%) (dalej len VO[M (£*,0%)]) pre vsetky 0*. Potom ndvrh
&* je lokdlne ®-optimdlny (t.j. ®[M(£*,0%)] = rgnill O[M(&,0%)]) prave vtedy, ked

o=

min £ (v, 0")VO[M (£, 07)] f(7,07) = c(¢", 07) = tr{M(£",6")VO[M(£",07)]}.

Pomocou nasledujucej vety vieme urcit, ako daleko je navrh p od optiméalneho névrhu.

Veta 1.8. Nech ® je konvexné lokdlne kritérium optimality a nech existuje gradient

VO[M (11, 0%)] pre vSetky 6*. Potom pre lubovolny ndvrh u plati

[D[M (11, 67)] — min @M (£, 87)]] < c(p, 67) — min £ (2,01 )VO[M (1, 07)]f (x,07).

1.3 Klasické lokdlne kriteridlne funkcie a ich vlastnosti

V tejto Casti uvedieme najcastejSie pouzivané lokilne kriteridlne funkcie spolu s ich

vlastnostami. (Podrobne rozpracované v [8])

o —In[det(M)], ak M je regularna,
D-optimalita ®[M] =
+00, inak.

konvexné funkcia, dokonca rydzo konvexné na mnozine kladne definitnych

matic,

D-optimélna informac¢né matica je jedina,

funkcia D-optimality je spojita,

pre regularnu maticu M ma gradient tvar: VO[M] = —M

16



1 OPTIMALNE NAVRHOVANIE EXPERIMENTOV V NELINEARNYCH
1.4 Kritéria optimality v nelinedirnom modeli MODELOCH

e navrh & je D-optimélny < max FT(z, 05 M (&, 0%) f(z,0%) = m.
TE!

S Vare[f] = tr{M™'}, ak M je regulérna,
A-optimalita ®[M] = =1
~+00, inak.

e konvexné funkcia,
e funkcia A-optimality je spojité,

e pre regularnu maticu M méa gradient tvar: VO[M| = —M 2,

L h"M~h, akhe.#(M),
C-optimalita (pre pevné h) ®[M] =
400, inak.

e konvexné funkcia,
e funkcia C-optimality je polospojita zdola na M,

e pre regularnu maticu M méa gradient tvar: VO[M| = —M~*hhT M.

MaXp,|h|=1 Varegh™0) = ak M je regularna,

1
E-optimalita ®[M] = Amin [M]?

400, inak.
e konvexné funkcia,

e funkcia E-optimality je spojita.

1.4 Kritéria optimality v nelineArnom modeli

Ako sme spomenuli na zaciatku tejto kapitoly, informacné matica v nelinedArnom mo-
deli zavisi od skuto¢nej hodnoty @ parametra 6. Preto pri hladani optimalneho navrhu
nemozeme pouzit len lokalne kritéria optimality, ale musime tuto zavislost nejako oSet-
rit, zohl'adnit. V nasledujicich podkapitolach ukazeme mozné pristupy, ako sa s tytmo

faktom mozno vysporiadat.

1.4.1 AVE (priemerovacie) kritérium optimality

AVE (z anglického average (priemer)) kritérium optimality vychadza z klasickych lo-

kalnych kritérii optimality a definujeme ho nasledovne.

17



1 OPTIMALNE NAVRHOVANIE EXPERIMENTOV V NELINEARNYCH
1.4 Kritéria optimality v nelinedirnom modeli MODELOCH

Definicia 1.9.

B(&,m) = / DM€, 0))dr(6) = E,{3[M(£,0))).

kde ® je klasickd kriteridlna funkcia optimality a w(.) predstavuje apridrnu pravde-
podobnostni mieru na mnozine ©, ktord vyjadruje apriorne ocakdvanie o skutocnej

hodnote 0 parametra 6.[8]

Veta 1.10. Ak ®[M (&, 0)] je konvexnd funkcia v & pre kaZdé O, potom B(§,m) je

konvexnd funkcia v & a linedrna v 7(.).[8/
B(&, ) nie je funkciou jedinej informacnej matici a preto si smerovi derivaciu defi-

nujeme v nasledujicej definicii.

Definicia 1.11. Smerovd derivdcia funkcie B v bode p a v smere £ je

B(p, &) = ﬁi%:- B[(1 - p)u +ﬁﬁ§,7r] — B(ujﬂ)‘

Veta 1.12. Ak existuje gradient V®[M (u,0)] pre vietky @ € © a ak mozno zamenit
poradie stredovania E.[.]a derivovania podla B, potom derivdcia funkcie B v bode p a
v smere & je

B(p,&m) = Y &) E{S T (x,0)VO[M (1, 0)]f (2,0)} — En{c(n. 0)},

Te€X

kde c(p,0) = tr{M (11, 0)VO[M (11,0)]} = X pu(2)f T (2,0)VO[M (11, 0)] £ (. 0).[5]

zeX
Nutné a postacujice podmienky optimality
Néavrh €™ je B-optimalny (nazyvame tiez AVE optimélny névrh) pri danej apriérne;

pravdepodobnostnej miere 7(.) prave vtedy, ked

B, ) = min B, ). 1)
Veta 1.13. Ndavrh ™ je B-optimdlny prave vtedy, ked
Veez OB(E™,&m) >0

Veta 1.14. Nech existuje gradient VO[M (7, 0)] pre vSetky @ € ©. Potom ndvrh £™

je B-optimdlny prdve vtedy, ked
min B {7 (2, 0)VE[M(E )] F(2.0)} = E-{c(¢", 0)} =
=Y (@) EAS T (2, 0)VOIM(E™, 0)] f(,6)}.

zeX
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1 OPTIMALNE NAVRHOVANIE EXPERIMENTOV V NELINEARNYCH
1.4 Kritéria optimality v nelinedirnom modeli MODELOCH

Nasledujicou vetou vieme ocenit, ako daleko je néavrh g od AVE optimalneho névrhu.

Veta 1.15. Nech ® je konvexné lokdlne kritérium optimality a nech existuje gradient

VO[M (u,0)] pre vsetky @ € ©. Potom pre lubovolny ndvrh u plati
‘B(pﬂ 7T) o Ignelél B(€> W)‘ < Err{c(:uv 0)} - gelgll Eﬂ'{f—r(x> O)VCD[M<Ma 9)]]‘.(337 0)}7

ke Befe(n,0)} = = () Ec(f7 (v, ) VH{M (1,0)] f,0)).

(Pre blizsie nahliadnutie k predchédzajicim definiciam a vetam pozri [8])

1.4.2 Minimaxné kritérium optimality

Minimaxné kritérium takisto vychadza z klasickych lokalnych kritérii optimality. Tymto

kritériom hladame optiméalny navrh £™ pri ,najhorsej“ moznej hodnote 8° parametra 6.

Definicia 1.16. [8] Majme klasické lokdlne kritérium optimality ®. Minimazné krité-

rium optimality je definované vztahom

¢"(§) = max (M (£, 0)].

Veta 1.17. Ak ®[M (&, 0)] je konvexnd funkcia v & pre kaZdé @ € ©, potom ®™(§) je
konvexnd funkcia. (Pozri [8])

Nutné a postacujice podmienky optimality
Néavrh £™ je ®"-optimalny (nazyvame tiez minimaxny optimélny navrh) préave vtedy,
ked
™ (E™) = min O™(€).

£eE

Veta 1.18. Nech &7 je taky ndvrh, Ze podmnozina mnoZiny © definovand vztahom
= ®|M(£7,0
M = argmax O[M (£, 0)]
je konecnd.

1. Ak je ndvrh & AVE optimdlny pre apriornu pravdepodobnost v taku, Ze

> v6) =1,

Oc.u

potom ndvrh £V je ®™-optimdlny na O©.
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1.4 Kritéria optimality v nelinedirnom modeli MODELOCH

2. Nawvyse, ak je mnozina © kompaktnd, tak plati aj obrdtend implikdcia.

Poznamenavame, Ze nase tvrdenie 1 Vety 1.18 je totozné s tvrdenim (i) Vety 2.1

v ¢lanku [4]. V spominanom ¢lanku je toto tvrdenie formulované takto

(i) Ak existuje v : M — [0,1] s podmienkou >, v(0) =1 a
Oc.a

Veez ) V(0)0P[M(E7.6), M(£,6)] > 0,
Oc./

potom ndavrh &7 je @ -optimdlny.

(Pre blizsie informécie a podrobny dokaz pozri [4])
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2 NUMERICKE METODY HLADANIA AVE OPTIMALNEHO NAVRHU

2 Numerické metody hl'adania AVE optimalneho na-
vrhu

Tato kapitola sa venuje algoritmu na hladanie AVE optimélneho navrhu, teda néavrhu

s kritériom definovanym nasledovne

B(&,m) = / D[M(£,0))dr(8) = E,{2[M(£,0))).

kde 7(0) je dané a hladame ™ = arg Ignig B(&,m).
SS)

Samotny algoritmus pozostava z 5 nasledujucich krokov. Mame dané 27, ©, 7(0):

Krok 1 V prvom kroku vytvorime diskrétny pociatocény navrh &, taky, ktorého infor-

macnd matica bude regularna (t.j. det [M (o, 0)] # 0, Yocsupp =(6))

q
§o = b I ,kdeZwizl.
=1

Wi W ... Wy

Uréime €4y, teda najvacsiu moznua ,,vzdialenost” nasho navrhu od optimalneho
navrhu, ktoru akceptujeme. Ako pravidlo zastavenia pouzijeme podmienku pri-

bliznej optimality podla Vety 1.15
|Ee{c(&n, 0)} — min B {f " (x,0)VO[M (£, 0)If (2, 0)}] < €xtop (2)

kde Ex{c(§n,0)} = > &) E{fT (x,0)VO[M(&,,0)]f(z,6)}.

zed
Pre D-optimalitu plati E.{c(&,,0)} = m, teda vyraz E {c({,,0)} ma hodnotu

rovnu poc¢tu parametrov. Overime, ¢i nas pociatoény navrh splia pravidlo zasta-
venia, ak ano, tak pociato¢ny navrh je priblizne AVE optimalny, ak nie, pokra-

¢ujeme Krokom 2.

Krok 2 Najdeme bod z,,, = arg;religr{; EA{fT(z,0)V®[M(E,,0)|f(x,0)} a zvolime
vhodnu dlzku kroku «,,. Najdeny bod x,,;, priddme do nasho navrhu, ¢im vytvo-
rime novy navrh

Enr1 = (1 — )& + by, (2),
1, ak x =z,

0, ak z # Tyin-

kde 0,,,,,(.) je diskrétny jednobodovy navrh, t.j. d,, . (z) =
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2 NUMERICKE METODY HLADANIA AVE OPTIMALNEHO NAVRHU

Krok 3 Zvolime A,,;, - minimélnu vzajomnu vzdialenost 2 bodov z; a z;. Ak je vza-
jomna vzdialenost bodov z; a x; mensia ako zvolené A,,;,, tak tieto body zlic¢ime
do jedného bodu wx, ktorého viha w;, = w; +w;. Tento postup opakujeme az do-
vtedy, dokym vzédjomnéa vzdialenost kazdych dvoch bodov nie je vacsia ako A,

Po tomto kroku pokrac¢ujeme Krokom 4.

Krok 4 Zvolime ¢islo w,,, > 0 a body, ktorych vaha je mensia ako zvolend wy,;,
z navrhu vyhodime a vahy ostatnych bodov prepocitame tak, aby v sucte davali 1,

¢im vytvorime redukovany névrh £ ;.

Krok 5 Overime podmienku pribliznej optimality (2) definovanu v Kroku 1, ak je

splnené, navrh je priblizne AVE optiméalny. Ak navrh nesplha pravidlo zastavenia,

tak sa s tymto navrhom vratime do Kroku ¢islo 2.

Tento postup opakujeme, az kym nenédjdeme pribliZzne AVE optimalny navrh, teda
navrh, ktory spliia pravidlo zastavenia (2). Chceme podotknit, ze spajanie a vymazé-
vanie bodov, teda Krok 3 a 4, sa zvicSa realizuje az po k-tej iteracii, kde sa ¢islo &
urCuje aposteriorne, teda zo skusenosti. Takisto chceme dodat, Ze krok «,, sa zvicsa
voli qu17 kde q je pocet bodov v navrhu &,. V tejto kapitole sme popisali vSeobecny al-
goritmus na skonstruovanie priblizne AVE optiméalneho néavrhu. Kazdy priklad je v8ak
Specificky a preto je niekedy pri konstruovani (priblizne) AVE optimalneho névrhu po-
trebné dodat este nejaké restrikcie, ktoré zabezpecia konstrukciu ,lepsieho* névrhu.
Preto nie je mozné popisat vSeobecny algoritmus, ktory je vhodny pre kazdy priklad.

V naSom algoritme sa stretneme s ratanim inverzie informacnej matice (gradient D-

optimality) a tak uvedieme uzito¢ny trik, pomocou ktorého si vypocet zjednodusime

(pre jednoduchost pouzijeme informa¢ni maticu v tvare M (,)). (Pozri [8])

M (&) = (1—an)M(E) + anf@mm)f-r(fmm)
M_1(§n+1) = [(1—a,)M(&) + Oénf(xmm)fT(xmm)]_l

1 -1 On 2 VET (g -1 -1
= mM (&) + (1—an)f< min) F (Zmin) M~ (&)
1 1 o,
T g™ I g o)
x[1+ uf—m F T (@min) M (&) £ @anin)] ™ F T (@nin) M (60)]
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3 Opis numerickych met6d hl'adania minimaxného opti-

malneho navrhu

3.1 H-algoritmus

V tejto casti predstavime a popiseme H-algoritmus, ktory vymyslel H. Nyquist a publi-
koval v praci [5]. Je to algoritmus na skonstruovanie minimaxného optimalneho navrhu,
ktory vyuziva vztah medzi minimaxnym optimalnym navrhom a AVE optimalnym na-
vrhom pre ,,najnepriaznivejsie rozdelenie. Pred popisom samotného algoritmu predos-

trieme citatelovi kratky avod [6]. Budeme pracovat za nasledujicich predpokladov.
Ay @ x je g-rozmerny vektor, 2 je kompaktnd podmnozina R?, x € 2 C RY.

Ay 0 O[M (&, 0)] je spojita, rydzokonvexna a diferencovatelné realna funkcia pre vsetky 0

na mnozine m X m symetrickych matic a je zdola ohranic¢ena.
Az M(&,0) je spojita funkcia premennej 6.
Ay : O je kompaktnd mnozina.

AVE optimalny navrh £™ s ohladom na apriérnu pravdepodobnostnt mieru 7 je
definovany v (1), teda plati
B(¢", m) = min B(¢, ). (3)
SS)
Pre zjednodusenie budeme pouzivat oznacenie B({™, ) = B(w). Predpoklady A; a As
zabezpecuju existenciu lokalnych a AVE optimalnych navrhov.
Minimaxny optimalny navrh £€™ je navrh, ktory splia nasledovné

O™ (¢™) = minmax P[M (&, ). (4)

€€ 0€O
Definujeme II ako mnozinu vSetkych pravdepodobnostnych rozdeleni na mnozine ©. Je
mozné ukazat, ze

max $[M (€, 0)] = max B(¢, m) (5)

a preto vyraz (4) mozno prepisat takto

O™ (™) = minmax B(&, ).

(eE rell
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Apriérne rozdelenie 7y s vlastnostou

B(&™,my) = max B(£™, )

mell

sa nazyva ,,najnepriaznivejsie rozdelenie* vzhladom k II. Zo vztahu (3) vyplyva

B(£™, mp) = max min B(&, 7).

well (€E

Z |6] je prebratéa nasledujica veta.

Veta 3.1. Predpokladajme, Ze ™ AVE optimdlny ndvrh vzhladom k nejakému mo € 11

md vlastnost

O[M (£™,0)] < B(mp) pre vSetky 6 € O. (6)

Potom

1. IgnelélrgeaﬁcB(f,W) = r?éiﬁ(lglelélB(g,W) = B(m),

2. mo je ,najnepriaznivejsie rozdelenie” vzhladom k 11,
3. €7 je minimazny optimdlny ndvrh, teda £ = £™.

Poznamenavame, Ze nerovnost (6) je vlastne pravidlo zastavenia pre dalej uvedeny
algoritmus.

Body 1,2 a 8 velmi suvisia s jednym z hlavnych vysledkov teorie hier, ktory hovori,
ze keby mnoziny 2  a © boli kone¢né, tak potom mnoziny = a II si kompaktné a
z toho, ze B(&,m) je konvexné v £ a konkévne v 7w by vyplyvali body 1,2 a 3. Pripadu
konec¢nosti mnozin 2" a © sa blizsie venujeme v Podkapitole 3.1.1.
Doékaz (podrobnejsie ako v [6]):

B(&,m) > min B(&, 7), Veez, Ve, (7)

£eE

kedZe nerovnost plati pre ¥ en, tak plati aj pre mazximum

max B(&, m) > maxmin B(§, ), Vees. (8)

mell well £€E

Predchddzagici vyraz plati pre Vecz, tak plati aj pre minimum

i B > in B(¢, 7).
min max B(¢, ) > max min B, 7) (9)
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Na druhej strane mdme

' B < B - 1
min max (é,ﬂ)_grlg (§,7), Veez (10)

Nerovnost plati pre Vees, teda aj pre AVE optimdlny ndvrh £

; < 0 — 0 )
min max B(¢, 7) < max B(E™, 7) = max O[M(£™, 0)] (11)

Z rovnosti (5) a vlastnosti (6) dostdvame

1 < 7o =
= o < = 1 < ]
max O[M(£™,0)] < B(m) min B(&,m) < max min B(¢, ), (13)

a preto v (9) a (13) musi byt rovnost.
U

Pri samotnom skonstruovani algoritmu zac¢neme tak, Ze vygenerujeme pociatocné
apriorne rozdelenie a najdeme k tomu prislachajici (priblizne) AVE optimalny néavrh.
V kazdej nasledujticej iteracii pozmenime apriérne rozdelenie a opéat najdeme (pri-
blizne) AVE optiméalny navrh. Takto pokra¢ujeme, az kym nenajdeme , najnepriaznivejsie
rozdelenie“ a k tomu prisltichajici (priblizne) AVE optiméalny navrh, ktory je zaroven
(priblizne) minimaxnym optimalnym navrhom. H-algoritmus krok po kroku opiSeme
nasledovne, tak ako v [6].

Méame dané 27, ©:

Krok 0 Nastavime hodnotu [ = 1 a formalne definujeme B(7(®)) = —o0. Definujeme
pomocnu siet bodov na intervale (0,1): H = {hq,...,hr}, kde 0 = hy < hy <
... < hy < 1. Zvolime nejaké podiatoéné apriorne rozdelenie 7V, skonstruujeme

(priblizne) AVE optimélny navrh 5”(1) a vy&islime B(W(l)).
Krok 1 Overime, ¢i
(I)[M(fﬁma )] < B(rY) pre vietky 0 € ©.

Ak je podmienka splnena, algoritmus zastavime, 7 je ,najnepriaznivejsie rozde-
lenie” a 5“(l> je (priblizne) minimaxny optimalny navrh. Ak podmienka splnena

nie je, tak pokrac¢ujeme Krokom 2.
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3.1 H-algoritmus OPTIMALNEHO NAVRHU

Krok 2 Najdeme bod 8 = arg rggg@[M(ﬁ”m,B)] a oznac¢ime &%) Diracovu mieru
v bode Y.

Krok 3 Generujeme T novych apriornych rozdelent: 7" = (1 — h)7® + h,6®. Pre
kazdé nové apriorne rozdelenie najdeme prislachajuci (priblizne) AVE optimalny
navrh f”ngl) a vycCislime B(7r§1+1)), t=1,....,7. OznaCme ty = arg max B(W?H)).

- : Ny I+1 . I4+1 . 1+1 +1
Dalej ozna¢ime 7+ = 7r7§0Jr ). Névrh {’“( ) definujeme ako 5”( = & (je to

(priblizne) AVE optimalny navrh pre 7(+1)),
Krok 4 Overime nasledujtce
B(W(ZH)) > B(?T(l)).

Ak podmienka nie je splnené, tak definujeme hustejsiu siet H a zopakujeme Krok

¢islo 3, ina¢ nastavime [ = [+ 1 a vratime sa do Kroku 1.

Tento algoritmus budeme preverovat na prikladoch. Napriek Theorem 2 z [6] vetu

o konvergencii algoritmu nepokladame za preukazant.

3.1.1 Podrobnejsie vysledky, ked mnoziny 2  a © st kone¢né

V tejto podkapitole ukdzeme, ako za predpokladu kone¢nosti mnozin 2~ a © mozno
dojst k bodom 1,2 a 3 Vety 3.1 bez vyuzitia predpokladu (6), respektive, ze Veta 3.1

je v tomto pripade nutnou i postac¢ujicou podmienkou optimality.

Tvrdenie 3.2. MnoZiny Z a © su konecné = mnoziny = a Il su kompaktné a kon-

VEeTne.

Tvrdenie 3.3. B(, ) je spojitd funkcia premennej & a w, podla & je konvexnd a podla

7 linedrna.

Veta 3.4. (Sion, 1905, [3])
Nech = a1l su konvexné a kompaktné mnoziny. Nech B(&, ) je podla & zdola-polospojitd
a kvdzikonveznd a podla m zhora-polospojitd a kvdzikonkdvna. Potom B(&, ) md vzhla-

dom na mnozinu = X Il sedlovy bod typu minmaz.

Téato veta hovori o existencii sedlového bodu typu minmax. Nasledtuca veta hovori o

vztahu medzi sedlovym bodom minmax a kombinovanymi extrémami.
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Veta 3.5. (Veta o minmaze, [3])
Funkcia B(&, ) definovand na = x II md sedlovy bod (£°,7°) typu minmaz vzhladom

na = X II prdve vtedy, ak existuji viyrazy

i B
¢ minmax & m),

in B
¢ maxmin (& ),

a ich hodnoty siu rovnaké. Potom tieZ plati

B(¢&*,7°) = minmax B(¢, 7) = maxmin B({, 7).

Vetou 3.4 sme ukazali, ze funkcia B(, 7) ma sedlovy bod typu minmax. Veta o min-
maxe v naSom pripade jasne hovori o existencii a rovnosti vyrazov min max B({,7) a
(eE rell

max rgnin B(&, ). Ukéazali sme, Ze tato rovnost, ¢ize bod 1 Vety 3.1 v tomto pripade
TE €=

plati aj bez predpokladu (6). Body 2 a 8 Vety 3.1 vyplyvaji z nasledujicej vety.
Veta 3.6. Nech £™ je minimazxny ndvrh, potom na mnoZine # , ktord je podla Vety
1.18 definovand
= dM(E™,0
M = argmax S[M (£, 0)]

existuje mo také, Ze ™ je AVE optimdlny ndvrh vzhladom na my a plati pravidlo zasta-

venia (6).

3.2 Entropijna regularizicia minimaxného kritéria

Pomocou entropie mozno aproximovat minimaxné kritérium na Specidlny druh AVE
kritéria (pozri |9] kap. 8.3.2). Z prvej kapitoly vieme, ze minimaxné kritérium je defi-
nované nasledovne

©"(§) = max (M (£, 0)].

Je mozné ukazat, ze ak © je interval, tak minimaxné kritérium sa da prepisat takto

a7 (¢) = sup / S[M(¢,8))9(6)do,

gna®
kde suprémum je cez vSetky hustoty ¢g(.) na ©. Suprémum sa nedosahuje pre ziadnu
hustotu ¢g(.) (teoreticky by mala zodpovedat tzv. Diracovej hustote). Vhodnou aproxi-
méciou mbézeme dosiahnut, Ze suprémum sa zmeni na maximum. Jednou z moznosti,

ako vhodne zvolit hustotu ¢(@), je entropijna regularizécia.
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Entropia méa tvar
- [ a(@)nlg(e))dp.
e

Pomocou entropie mézeme minimaxné kritérium aproximovat nasledovne

0(6) = mas { [ avionato)0 — § [ goyulao)an .

gna®©
kde A > 0 je dané a [, g(0)d@ = 1. Vidime, Ze sme minimaxné kritérium previedli na
tlohu s viazanym extrémom, ktort vyrieSime Lagrangeovou metoédou.

Lagrangeova funkcia ma tvar

o { [ olntc.0)o(@)00 - 5 [ g@nia@)ao 1| [ g@ra0 -1},

g na ©

kde u je Lagrangeov multiplikator, ktory stanovime dodato¢ne z podmienky. Hustotu
g(0) nahradime vyrazom ¢(6) + «d(0), kde §(.) je lubovolna hustota, « € R. Vyraz

zderivujeme podla o v bode a = 0. Pre V()

a
da

{/@ O[M (€, 0)][9(8) + d(6)]d6 — %/@[9(0) +ad(0)]inlg(0) + ad(8)]d6+

+ [ /@ 9(0) + ad(6)]d6 — 1] } —0.

a=0

Pre V() dostavame

| | 5(0) B
/@ DM (£, 0)]5(0)d6 — /@ 5(0)nlo(6))d6 — /@ 0(0) 55700+ /@ 5(6)d6 — 0.
Definujeme H(80),
H(0) = B[M(€,0)] — 11nlg(0)] — 5 + .

predosla rovnost mézeme pisat v tvare

/ H(6)5(6)d0 = 0.

Kedze vyraz plati pre Vs, tak z toho vyplyva, ze H(8) = 0, ¢o vedie k nasledujtcim
rovnostiam
1

H(0) = BIM(€,0)] — 1Inlg"(0)] — 1 + 1 =0,

§*(6) = =1 APM(E,0)]
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Konstantu e*~! vyratame z podmienky [, ¢*(6)d0 = 1

/@ g(6)d6 = 1,

/ HMLAIM(EO) g — 1
S)

exu—1/ ACIMED)] 79 — 1
e

Ap—1 _ 1
f@ eAPIM(E.9)] 9

Po tychto tpravach sme nasli hustotu ¢*(8), ktora maximalizuje nas vyraz a jej tvar

(&

je nasledovny
A P(M(£,0)]

g (0) = f@ APIM(£,0)] 10"
Po najdeni hustoty, ktora ndm maximalizuje nase modifikované minimaxné kritérium
ho nasledujicimi dpravami upravime do finilnej podoby a teda vytvorime nové krité-

rium, ktoré budeme oznacovat ®¢(¢).

07(6) = [ B(M(c.0)lg"(0)d0 . | o (O)inly" (O)}de

kde ¢g* uz nie je nejaka hustota, ale je to nami vyratana hustota ¢*(0) = A :AZ[M(Z ?)]] 5

Jo ®IM(E,0)]*MEONGY L [ MIMEDNDM (¢, )] — In] [, "M EO)dg]]do

o™ (¢) = f@ AO[M(£,0)] 19 f@ e M (£,0)] 10

ey - Jo PIMI(E,0)|*MEONdo ) fo D[M(E, 0)]eMEPNdg
(&) = f@ e P[M(£.0)] 0 D) f@ AO[M(£,0)] 19
1 [, Il €0 49X MIE0) 4g
A [, M E0]qg

Na zaver teda predostrieme finalnu aproximéciu minimaxného kritéria

(&) = d°(¢) = %ln [ /@ eA‘I’[M“’e)]dO} .

Minimaxny optimalny navrh £™ = arg rgnin ®™ (&) teda aproximujeme vyrazom
oL

+

€M = ¢° = argmin ®°(¢),

e

teda
¢ — are min - XO[M (¢ 6)]
&€ = argmin —In e de| ,
€eE A o
¢o mdzeme oznacit ako entropijny optimalny navrh.
Smerovi derivaciu funkcie ®¢, za predpokladu existencie gradientu, uvadzame v na-

sledujicej vete, ku ktorej prikladame aj dokaz.
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3.2 Entropijna regularizacia minimaxného kritéria OPTIMALNEHO NAVRHU

Veta 3.7. Ak existuje gradient VO[M (1, 0)] pre vSetky 8 € O, tak potom smerovd

derivdcia funkcie ®° v bode p a v smere £ je

Jo TN tr {VO[M (11, 0)|M (€, 0)} — c(p, 0) }dO

8<I>6(M 5) f@ AP[M (11,0)] 10
kde tr{V®[M (1, 0)|M(E,0)} = 2, §@)f T (2, 0)VO[M (11, 0)|f(x,0),
c(p, 0) = tr{Ve[M (1, 6)| M (1, )}= >, H )f T (2, 0)VO[M (1, 0)|f (. 6).
Doékaz:
de°[(1 — B)p + 5¢]
0P, &) =
(1, €) 5 .
d%ln [fe ew[M[(l—B)wB&ﬁHdg}
ag 50
1 d f@ A PM[(1=5)u+5¢.6]] 19
T [, M550 g dp -

[y ¥MWONGD[ M (11, 6), M (€, 0)]d6
= f@ AP [M (11,0)] 10

Jo Ot {VO[M (11, 0)][M (€, 0) — M (11, )] }dO
= [, XM 10)lqg

Jo ATt {VO[M (1, 0)| M (&, 0)} — c(u, 0)}dO
B Jo XM (1-0)ld0 ’

co je ekvivalentné s turdenim vety.

Nutné a postacujice podmienky optimality
Néavrh £°¢ je ®¢-optimélny (entropijny optimalny navrh) prave vtedy, ked
B(6%) = min @°(¢).

Veta 3.8. Navrh £° je ®C-optimdlny prdve vtedy, ked

Ve 09°(£5,6) 20
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Skusme si Vetu 3.8 podrobne rozpisat a odvodit konkrétnejsie pravidlo optimality.

Jo MO {VO[M (€7, 0)|M (S, 0)} — c(&°,0)}d0 0
[, M E0dg -
Jo XDt {VO[M (£, 0)|M (S, 6)}d6
[, XM E0lag -
Jo EX*ME O e, 0)}dO
[, XM E0)140
Jo EXPEO) Zy §@)f T (z,0)VO[M (£, 0)] f (x,0)d0

Ve 0D°(£°,¢) >0 &V,

<=)>v§

>

Ve T UM 0 1 -
[, PIME0) zﬂ/ & (x) T (2,0)VO[M (&, 0)] f(,0)d0
rex
= I M E 00
Jo PMEOL FT (2 0)VO[M (£, 0)] f (x,0)}dO
<:>Vx€£’ 2
I, APME 0 dg
Jo XTIHEON ng (@) f T (z,0)VO[M (£, 0)|f (z,0)d0
Z e

f@ eAPIM(£9,0)] 10

min Jo PMEOL FT (2 0)VO[M (£, 0)] f(x,0)}dO
< T MED) g =

Jo @FMEOL S €9(2) £ (2, 0)VBIM(E, 0)]f (v, 0)d6
zeZ
I M E 00

ze€X

= [ ool o))ap,
©

& min / HAPMEONLFT (1 9)VO[M (£°,0)|f(x,0)}dO =
©

a teda plati

Veta 3.9. Nech existuje gradient VO[M (£¢,0)] pre vsetky @ € ©. Potom nduvrh £° je
dc-optimdlny prave vtedy, ked

min / MMEOL T ( 9)VDM(E,0)]f(x,0)}d6 = / AMEON (¢ 9) )b,
C]

zeX C)

kde c(6°,0) = 3 &(x)f T (2,0)VOIM (5, 0)]f (. 0).

zeX
Pri samotnom konstruovani (priblizne) entropijného optimalneho navrhu budeme

postupovat podobne ako pri hladani (priblizne) AVE optimélneho navrhu v Kapitole 2.
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Narozdiel od algoritmu uvedeného v Kapitole 2 ako zastavovacie pravidlo budeme po-
uzivat nasledujuci vyraz
Jo M EONc(E,,0)}d0
[, eX*M(E.0140 B

minre%' f@ eACI)[M(Eme)]{fT(I? O)V(I)[M<§n> 0)]f($7 0)}d0
B [ XM (E.0)] 0

S 6sto}m (14>

kde {c(&,,0)} = > &(a)fT (2,0)VO[M (£, 0)]f(z,0). Ked nas navrh nespliia pra-
zeX
vidlo zastavenia, potrebujeme do navrhu pridat bod x,,;,, ktory je definovany nasle-

dovne

Do = arguiiy [ AP0 FT (1, 0)VOIM (6., 0)] (2,6) b,
TE [e)
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4 RieSenie prikladov
4.1 Priklad 1
Michaelis-Mentenov model rychlosti enzymatickej reakcie

Uvazujme jednoparametricky Michaelis-Mentenov model, ktory opisuje rychlost enzy-

matickej reakcie [6]. Model ma tvar

E—— +e€
Yz = 0+ z
Teda
T
8 —
n<x7 ) 0+x7
on(zx,0) x
0) = = — )
Informacnd matica ma tvar
22

M(,0) =) &)

1

Ked7Ze je tento priklad jednoparameticky, tak informa¢na matica je iba skalar. V tomto

priklade budeme ako lokalnu kritéridlnu funkciu pouzivat asymptotickd varianciu, teda
O[M(E,0)] = M(¢.0).

Méame dané

©={0;1<6<2},
2 ={x;1 <z <2}
Kritéria, ktoré pouzivame
B(¢,m) = E{®[M (&, 0)]},

O™ (€) = rpax DM, 0)),

1
(&) = 1in [ /@ eA‘I’[M(g’GHdO} .
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4.1.1 RieSenie pomocou H-algoritmu [6]

Pre skonstruovanie (priblizne) minimaxného optimalneho navrhu potrebujeme zadefi-
novat pomocni siet bodov hy = 0.25, hy = 0.5, hg = 0.75 a hy = 1. Takisto zvolime

pociatocné aprioérne rozdelenie
7 =1 pre § = 1.

Pre jednoduchost budeme pisat 7™ (6): 7#(V(1) = 1. Je potrebné zvolit aj e€yp, teda
maximéalnu ,,vzdialenost* od AVE optimélneho navrhu, ktora pri hladani priblizne AVE
optimélneho névrhu akceptujeme. Pokusili sme sa hladat AVE optimalne navrhy, teda
€stop SMe zvolili rovné nule. AVE optimalny navrh prislichajici apriérnemu rozdeleniu

7@ je jednobodovy navrh €7 (1) = 1, resp.

1
1

fﬂm -

Overime pravidlo zastavenia (6), teda vyéislime B(7")) = 16 a najdeme

(1) o 4
max S[M (£, )] = max( +1)°.

Predchadzajuci vyraz nadobtida maximum v bode # = 2 a tym maximom je hodnota
80.9893. Vidime, ze

max O[M (™" ,0)] = 80.9893 £ B(xV) = 16,

a teda pravidlo zastavenia (6) nie je splnené pre vSetky 6 € © (nasli sme jedno také) a
preto pokrac¢ujeme v algoritme d'alej. Pomocou vyssie definovanej pomocnej siete vyge-
nerujeme 4 nové apriorne rozdelenia, ktoré moézeme vidiet v Tabulke 1. AVE optimalne
navrhy prislichajice kazdému rozdeleniu st jednobodové a spolu s vy¢islenymi hodno-
tami B (7rt(2)) taktieZ uvedené v Tabulke 1. KedZe v8etky navrhy su jednobodové, tak
v tabul'ke uvadzame len body x, kde bod gt je bod v navrhu S”y). Chceme podotknit,
7e pri rieSeni prikladov niekedy uvadzame aj hodnotu et (resp. EWU)). Této hodnota re-
prezentuje ,,vzdialenost* konkrétneho navrhu f”tm (resp. §”<l)) od optimalneho navrhu.
)

Ako mozeme vidiet, vyraz B(m,”) je najvacsi pre t—4 a tak oznacime 7@(12):#(2). Navrh

5”(2> definujeme ako f”m :5“452), teda AVE optimalny navrh pre apriorne rozdelenie 7(?)
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e

0|72 | 72@) | o | B@®) | e

11 0.75 0.25 | 1.4794 | 29.6901
0.5 0.5 1.7190 | 41.6144
0.25 0.75 | 1.8800 | 52.9549

0 1.0 1.9999 | 63.9958

=~ W N
o | OO | O

Tabul'ka 1: Pr. 1, H-algoritmus. Vysledky druhej iteracie

je jednobodovy névrh f”(2>(1.9999) =1, resp.

1.9999
1

5”(2) _

Hodnota AVE kritéria tohto navrhu je B(7(?) = 63.9958. Krok 4, teda
B(n?) = 63.9958 > B(zxV) = 16

je splneny a tak méame kandidata na minimaxny optimalny néavrh. Preverime, ¢i tento

kandidat spliha pravidlo zastavenia (6). Najdeme

A o (0+2)
max S[M (7, 0)] = max ~— —.

Tymto maximom je hodnota! 63.995769224423420

max ®[M (™7, 0)] = 63.995769224423420 < B(r®) = 63.9958.
S

Vidime, Ze nerovnost plati pre maximum, tak je jasné, Ze tato nerovnost plati pre

vietky 6 € © a preto pravidlo zastavenia (6), ktoré ma tvar
q)[M(fﬁ(l)ﬁ)] < B(7Y) pre vietky 0 € O,

je pre navrh §“<2> splnené. Mozeme konstatovat, Ze rozdelenie 73 je , najnepriaznivejsie
rozdelenie” a navrh 5“(2) je minimaxny optimélny navrh, teda ™ = f”@). Hodnota mi-
nimaxného kritéria navrhu £ je ®™(£™) = 63.995769224423420 a cas skonStruovania
je 0.018354 sektnd.

!Matlab pouziva numerické metédy pri vypoéte maxima. Tieto hodnoty ponechavame v takomto
tvare (nezaokrihlime ich), pretoze ich chceme porovnat s hodnotami ziskanymi entropijnou regulari-

zaciou.
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Tento priklad prezentuje sam autor H-algoritmu H. Nyquist v ¢lanku [6]. Vysledky
prvej iteracie sa zhoduji s naSimi vysledkami. Vysledky druhej iteracie, ktoré autor
prezentuje, sa vSak s naSimi uz nezhoduju. Po dokladnom preskimani sme dospeli
k zaveru, ze autor Nyquist pri konStruovani minimaxného optimélneho navrhu niekde
pochybil a medzivysledky druhej iteracie prezentované v ¢lanku [6] st nespravne (pre
t=1, 2, 3), no aj napriek chybnym medzivysledkom autor dospel k rovnakému zéaveru
ako my, teda minimaxny optimélny névrh sa zhoduje s nasim minimaxnym optimalnym
navrhom. V Tabulke 2 uviddzame Nyquistove vysledky druhej iteracie z ¢lanku [6] spolu
so spravnymi hodnotami AVE kritéria navrhov, ktoré autor Nyquist oznacil ako AVE

optimalne.

Nyquistove vysledky spravne vysledky

t| 2 | #P@ |« | B | B@?) | e

1 0.75 0.25 | 1.0435 | 19.9979 || 31.7101 | 2.7252

0.5 0.5 1.1271 | 26.5465 || 45.6942 | 5.1772

0.25 0.75 | 1.3355 | 38.7690 || 56.2199 | 3.7015

=~ W N

0 1 2.0000 | 64.000 || 64.000 0

Tabul'ka 2: Pr. 1, H-algoritmus. Vysledky druhej iteracie podla H. Nyquista

Z Tabulky 2 mézeme vidiet, Ze najvéacsia hodnota AVE kritéria patri navrhu, ktory

) . : (2)

autor Nyquist skonstruoval pre apriérne rozdelenie 7@(12) a tak 7(® = m(f) a 5“(2) = 5”42 .
AVE optimalny navrh 5”(2) ma tvar S’T(2>(2) =1, resp.

2
(2

=
1

Hodnota AVE kritéria navrhu 5”(2) je B (7r(2)) = 64. Krok 4 je splneny, pretoze plati
B(n®) =64 > B(zxW) = 16.
Overime pravidlo zastavenia (6)

max $[M (€7, 0)] = 64 < B(x?) = 64.
€
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KedZe nerovnost plati pre maximum, plati pre vSetky 6 € © a tak pravidlo zastavenia
(6) je splnené. Rozdelenie 72 je ,najnepriaznivejsie rozdelenie®, navrh 5“(2) je mini-
maxny optimalny névrh, teda ™ = 5“(2) a hodnota minimaxného kritéria tohto navrhu

je ®™(Em) = 64.

opravené Nyquistove vysledky | nasSe vysledky
2 2 e 2 e 2
¢t w7 | w?@ | o | B@?) | o | B(m?)

0.75 0.25 | 1.0435 | 31.7101 || 1.4794 | 29.6901
0.5 0.5 1.1271 | 45.6942 || 1.7190 | 41.6144
0.25 0.75 | 1.3355 | 56.2199 || 1.8800 | 52.9549

0 1 2.0000 | 64.000 | 2.000 | 64.000

=W N

Tabul'ka 3: Pr. 1, H-algoritmus. Porovnanie nagich a Nyquistovych vysledkov druhej iteracie

V Tabulke 3 porovnavame vysledky, ku ktorym sme sa dopracovali my spolu s oprave-
nymi Nyquistovymi vysledkami. Z tejto tabulky je jasné, Ze pri jednotlivych apriérnych
rozdeleniach pre t=1, 2, 3 sme my nasli navrhy, ktorych hodnota kritéria je mensia ako
hodnota kritéria névrhov, ktoré uvadza autor. Z tychto tabuliek je teda jasné, Ze né-
vrhy prezentované v ¢lanku [6] pre t=1, 2, 3 nie st AVE optimélne. Tento postreh je
zretelny uz v Tabulkach 1 a 2, kde mozeme vidiet, Ze ,vzdialenosti nami skonstru-
ovanych navrhov od optimalnych s nulové, zatial¢o v autorovom pripade nulové nie
si. Pre t=1, 2, 3 autor Nyquist skonstruoval len priblizne AVE optiméalne navrhy a nie
AVE optimélne navrhy tak, ako sme to spravili my. Najdolezitejsi je vSak AVE opti-
malny navrh pre rozdelenie, ktoré sme nazvali , najnepriaznivejsie rozdelenie”. Nase
vysledky (po zaokrtihleni) sa pre toto rozdelenie s vysledkami autora zhoduju, a tak
mozeme konstatovat, Ze minimaxny optimalny navrh, ktory sme skonstruovali, je to-

tozny s minimaxnym optimélnym navrhom, ktory skonstruoval autor ¢lanku Nyquist.

4.1.2 RieSenie pomocou entropijnej regularizacie

Pri skonstruovani (priblizne) minimaxného optimalneho névrhu pomocou entropij-
nej regularizacie ((priblizne) entropijny optimalny navrh) je takisto potrebné zvolit
€stop -Maximélnu ,,vzdialenost” nasho navrhu od optimalneho, ktord akceptujeme. Aj

pri tomto algoritme sme sa pokusili najst nie priblizne optimélny névrh, ale optimalny
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navrh, takze opat sme zvolili €4,, rovné nule. Ako moézeme vidiet v Podkapitole 3.2,
ktora sa cela venuje odvodeniu vzorca, ktorym aproximujeme minimaxné kritérium,
je pri vypoctoch potrebné zvolit parameter A. V tejto Casti sa pokusime néajst entro-
pijny optimalny navrh a analyzovat citlivost algoritmu na parameter A. Tento model
je jednoparametricky a preto sme sa pri konstrukcii optimalneho navrhu pokisili body
do navrhu nie pridavat, ale priamo ich zamienat tak, ako to je popisané v nasledujicom
texte. Ako pravdilo zastavenia pouzivame pravidlo (14), ktorého podrobné odvodenie

uvadzame v Podkapitole 3.2.

Podrobnéa analyza algoritmu pri konstrukcii entropijného optimalneho

navrhu pre parameter \ =1

Zatneme jednobodovym névrhom &y(1) = 1, resp.

1
§o =
1

Overime pravidlo zastavenia (14), teda vy¢islime ,vzdialenost” navrhu &, od optimaél-
neho (znacime €). Hodnota ,vzdialenosti“ je eg = 20.9334 £ €y, = 0 a vidime, ze

tento navrh nie je optiméalny a preto bod 1 v naSom navrhu zamenime bodom

Tin = arg min / M@ £T (2 0)VB[M (&, 0)|f(x, 0)}dO = 1.9906886,
z€Z Jg

teda dostévame
1.9906886

1
Vyéislime ,,vzdialenost“ tohto navrhu, teda €; = 3.3328 x 10~*. Opét vidime, Ze €; nie

je rovné nule a tak pokrac¢ujeme v algoritme dalej. Do navrhu pridame bod

Tppin = arg ml}/ APMEONL T (1 0)VO[M (&1,0)]f(x,60)}dh = 1.9842217,
z€Z Jg

1.9842217
1
,Vzdialenost“ navrhu & od optimalneho je e; = 6.1678 % 1077, teda znova najdeme bod

Tmin & priddme ho do navrhu

1.9842482
1
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€3 = 2.2794 % 10712 a z,,;, = 1.9842480.

1.9842480
1

Opét overime pravidlo zastavenia (14) pre navrh &,, ¢ize vycislime €4 = 0 < €4, = 0.
Mozeme vidiet, Ze tento navrh splia pravidlo zastavenia a preto navrh &, je entropijny
optimélny navrh, teda £¢ = &. Hodnota entropijného kritéria optimélneho navrhu je
de(£°) = 59.851122032252. Hodnota minimaxného kritéria entropijného optimalneho
navrhu je ®(£¢) = 63.99775316607. Vsetky tieto vypocty mozeme vidiet v Tabulke 4,
kde prvy stlpec t predstavuje éislo iteracie. Kedze vietky navrhy st jednobodové,
podobne ako v predchédzajacich tabulkach, uvadzame len body z, kde bod x; je bod

navrhu &. V tabulke je uvedena aj ,,vzdialenost” navrhu & od optiméalneho, teda e;.

hodnota parametra A =1

t Tt €t

0 1 20.9334

1| 1.9906886 | 3.3328 x 1074
1.9842217 | 6.1678 x 107
1.9842482 | 2.2794 % 10712
1.9842480 0

= EOCR N )

Tabul'ka 4: Pr. 1, entropijna regularizacia. Vysledky pre hodnotu parametra A = 1

V nasledujucich tabulkach uvedieme vypocty pre rozne hodnoty parametra A. Musime
podotknut, Zze pre hodnotu A > 8 sa pri vypocte integralu vyskytuje ¢islo vacsie ako
realmax = 1.797693134862316 * 1038, Cislo realmax je v programe Matlab maximélne
redlne Cislo, teda ak sa vyskytne ¢islo vacsie ako realmax, program Matlab vnima toto
¢islo ako nekonecno a preto budeme analyzovat vypocty, kde je parameter A z inter-
valu (0,8). V tabulkich uvadzame ¢&islo iteracie t, bod v navrhu &, ktory znac¢ime x,
a ako poslednii hodnotu uvadzame ,vzdialenost“ navrhu & od optiméalneho, teda e;.
V Tabulke 7 mozeme vidiet zavereéné porovnanie entropijnych optimélnych navrhov
pre rozne hodnoty parametra A, kde navyse uvidzame hodnoty entropijného a mini-

maxného kritéria.
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7 nasledujucich tabuliek nie je mozné urcit, ¢i nam nas algoritmus so zvySujicou sa
hodnotou parametra A skonverguje rychlejsie. Je v8ak zrejmé, Ze ¢im je hodnota para-
metra A\ vyssia, tym je entropijny optimalny navrh blizsie k minimaxnému optimélnemu
navrhu, ktory sme skonstruovali pomocou H-algoritmu, teda k navrhu £”(2) = 1. Tieto

postrehy mozeme vidiet v grafickej podobe na Obrazku 1.

hodnota parametra A = 0.1 | hodnota parametra \ = 2
t €Ty € Ty €
0 1 15.6632 1 21.2246
1] 1.9029566 3.4379 % 1072 1.9953561 | 8.2088 x 10~°
2| 1.8353774 9.9134 % 1075 1.9921486 | 4.9334 % 10710
3| 1.8389386 2.8401 x 1077 1.992154959 | 3.3000 % 10713
41| 1.8387459 1.1135 % 107° 1.992154946 0
5| 1.8387563 1.3193 % 10~
6 | 1.8387557 8.5760 x 10713
7 | 1.838755776 | 4.3313 %10
8 || 1.838755774 0
Tabulka 5: Pr. 1, entropijna regularizacia. Vysledky pre hodnotu parametra A = 0.1, 2
hodnota parametra A =5 | hodnota parametra \ = 8
t Tt €4 Tt €¢
0 1 21.3992 1 21.4429
1| 1.9981443 | 1.3002 % 1075 1.9988399 5.0594 % 10~¢
2 | 1.9968673 | 3.6483 %10~ 1.99804277 | 1.2514 % 1071
3 | 1.9968683 0 1.9980431596 | 8.9836 * 10717
4 1.9980431594 0

Tabul'ka 6: Pr. 1, entropijna regularizacia. Vysledky pre hodnotu parametra A = 5,8
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Graf zavislosti bodu navrhu od parametra lambda
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Obr. 1: Pr. 1, entropijna regularizacia. Graf zavislosti bodu nédvrhu od parametra A

Z Tabulky 7 mozeme vidiet, Ze ¢im je hodnota parametra \ vysSia, tym je hod-

nota minimaxného kritéria skonstruovaného entropijného optimélneho navrhu nizsia.

Takisto vidime, Ze so zvySujicou hodnotou parametra A sa hodnota entropijného krité-

ria zvySuje a priblizuje sa k hodnote minimaxného kritéria. Tieto postrehy su graficky

znazornené na Obrazku 2, kde uvddzame graf hodnot minimaxného a entropijného kri-

téria entropijného optimalneho navrhu skonstruovaného pri danej hodnote parametra .

V nasledujucej tabulke navyse uvadzame aj ¢as vypoctu 7 v sekundach.

A x € o° o 7 /sek.
0.1 | 1.838755774537501 | 0 | 46.538718410019364 | 64.222013225906579 | 0.994032
1 | 1.984248047486815 | 0 | 59.851122032252285 | 63.997753166071924 | 0.541308
2 | 1.992154945936448 | 0 | 61.576455526116298 | 63.996255211756228 | 0.562583
5 | 1.996868329178078 | 0 | 62.846728273036717 | 63.995844521289463 | 0.538476
8 1 1.998043159447676 | 0 | 63.220362459269190 | 63.995797850449875 | 0.653617

Tabul'ka 7: Pr. 1, entropijna regularizacia. Zavere¢né porovnanie optimalnych navrhov pre

rozne hodnoty parametra A
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V Tabulke 7 si méZeme taktiez v8imnut, Ze so zvysujicou sa hodnotou parametra A sa
hodnota minimaxného a entropijného kritéria priblizuji k hodnote minimaxného krité-
ria navrhu, ktory sme skonstruovali pomocou H-algoritmu, teda k hodnote & (£™) =

= 63.995769224423420.

Graf hodnoty kritérii ndvrhov v zavislosti od parametra lambda
66 T T T T T T T

64 ¢ * * * *

*

62} % i

60 * B

56 b

hodnota kritéria

52} i

50 b

481 * - Minimaxné kritérium |4
* - Entropijné kritérium
Il Il

4 6 | | | | Il
0 1 2 3 4 5 6 7 8

hodnota parametra lambda

Obr. 2: Pr. 1, entropijna regularizacia. Graf hodnét kritérii v zévislosti od parametra A
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4.2 Priklad 2

Logisticka regresia
Uvazujme model logistickej regresie [6]
n(x,0) = O(x — 6).

Tento priklad mé Statisticky povod, ktory sa 1isi od situécie opisovanej v Kapitole 1 a
preto si vyzaduje kratky avodny komentar. Pre merania, ktoré vykonavame v bode x,
pozorujeme nahodnu veli¢inu y,, ktord méze nadobidat len dve hodnoty: 0 alebo 1.

Teda pravdepodobnost

(), ak y, = 1,
1 —1I(z), aky,=0,

Pu(y.) =

kde TI(z) je nezname. Cely experiment pozostava z takychto nezavislych merani v roz-
nych bodoch z € 2" alebo z nezavislych opakovani merani v tom istom bode z.
V logistickej regresii sa za regresnu krivku nepovazuje graf zavislosti I1(x) od z, ale

funkcia

J;G%Hn(@:l”(l?(—égﬂ)’

ktora ma svoje zdovodnenie v tedrii binomického rozdelenia pravdepodobnosti. Je

zrejmé, ze potom
en(@)

I(z) = Lo
Ako mézeme vidiet v zadani tohto prikladu, n(z, 0) = 0s(x — 6,), kde 6, je z intervalu
[0.5, 1.5] a 65 z intervalu [4, 5] st nezname parametre.

Vo vSeobecnych statistickych modeloch zévislych od vektora parametrov 6 je zauzi-
vané urcovat kvalitu experimentu pomocou Fischerovej informac¢nej matice
Oln(P(y|0)) dln(P(y|0))

00 00" ’

Eeg

kde P(y|0) je pravdepodobnost pozorovaného vektora y pri danej hodnote parametra 6.
Speciélne teda pre uvazovany experiment v pripade merania v jedinom bode x infor-

macnd matica ma tvar

JlnIl(x, @) dlnll(x, 0)

Jin(1 —I(x, 0)) dln(1 — I1(z, 0))

M(x,0) =1I(z,0) 50 507

90 20" +(1-II(x, 9))
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Odtial vyplyva, ze ak navrh £ je taky, ze £(x) je relativna pocetnost opakovani merani

v bode z, tak informa¢né matica navrhu £ ma tvar

= M(z,0)(x). (15)

reX

Standardny vypocet derivacie dava

Olnll(z,0) _ |z e"@9) 1 on(x, )
00 14 en(@9) 00’

din(1 —1l(z,0)) | e"@9) 1 on(z, 9)
00 1 4 en(@9) 0

Po dosadeni do (15) dostavame

= Y £(a)en@®) 1+ e"=0) an(x, 8) dn(x, 6)
(1+en@0)3 90  poT

xed
= 1 + eW 9>) 00 00"
Ak oznacime w(z, 0) = Gi% dostavame sa do situacie z Kapitoly 1, pricom

on(x, 0)‘

f(z,0) = \/w(x,0) 90

V nasom priklade teda mame

n(x,0) = 0(x — 61),
692(:{:—91)

(1 + 692($—91))27

0 ef2(z—01) —0,
f(x7 ): (1+692(x791))2

:L‘—01

w(z,0) =

a informac¢nd matica ma tvar

Z é’ 92 (z—01) 9% —02(33' — 91)
1—}—69296 91)) _92(37_91) (x_‘91>2

X

Ako lokélnu kriteridlnu funkciu pouzijeme D-optimalitu, teda

O[M (€, 0)] = —in[detM (€, 0)].
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Méame dané

@ = {(91,92);0.5 S 91 S 15,4 S 92 S 5},
X ={z;0 <z <2}

Kritéria, ktoré pouzivame
B(é-v 7T) = Eﬂ’{q)[M(ga 0)]}7

¢"(§) = max ®[M(&, )],

1
(&) = 1in [ /@ eM’[M@"’HdG} .

4.2.1 RieSenie pomocou H-algoritmu [6]

Priklad 2 (logisticka regresia) riesi sam autor H-algoritmu Nyquist v ¢lanku [6]. Po
dokladnej kontrole v nasledujticom texte predostrieme podrobnejsiu analyzu vysledkov
z [6].

Definujeme pomocni siet bodov hy = 0.2, ho = 0.4, h3 = 0.6, hy = 0.8 a hy = 1.

Zvolime pociatoéné apriérne rozdelenie 7

)

0.25, pre (64,02) = (0.5,4),

) 0.25, pre (64,02) = (0.5,5),
T =

025, pre (91,‘92) = (15,4),

pre (01,0:) = (1.5,5)

| 0.25, pre (61,65) = (1.5,5).

Priblizne AVE optiméalny néavrh (e”(l) = 0.0002) prislachajtci pociatoénému aprior-

nemu rozdeleniu je navrh

gﬁm 026 1.00 1.74
0.275 0.450 0.275

Overime pravidlo zastavenia (6), teda vy¢islime hodnotu AVE kritéria B(7V)) = 3.6906
a najdeme

(1) _
max ®[M (¢, 0)] = 3.8050.

Toto maximum sa nadobtda v bode 8% = (6, 6,) = (1,5). Vidime, Ze

rgaé((IJ[M(gﬂ(l), 0)] = 3.8059 £ B(xV) = 3.6906,
S
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a teda pravidlo zastavenia (6) nie je splnené pre vSetky @ € O (nasli sme jedno také)
a preto pokracujeme v algoritme dalej. Vygenerujeme 5 novych apriérnych rozdeleni
pomocou pomocnej siete bodov tak, ako to je opisané v Kroku 3 Podkapitoly 3.1.
Maximéalna hodnota AVE kritéria patri navrhu, ktory je skonstruovany pri apriérnom

rozdeleni pre t—1, teda 7(2) = 7r§2).

(0.2, pre (61,6,) = (0.5, 4),

0.2, pre (641,602) =(0.5,5),

7 = 0.2, pre (61,02) = (1.5,4),
0.2, pre (61,602) = (1.5,5),

)

| 02, pre (01,6) = (1,5).
Priblizne AVE optiméalny navrh (6”<2) = 0.0017) prislachajtci apriérnemu rozdeleniu
72 je navrh
] 031 09 110 169
: B 0.272 0.228 0.228 0.272

Hodnota samotného kritéria navrhu &7 je B(7?) = 3.6948. Je zrejmé, ze
B(r?) = 3.6948 > B(xV) = 3.6906,

takze Krok ¢islo 4 v Podkapitole 3.1 je splneny a tak mézeme pokracovat v algoritme.

Overime pravidlo zastavenia (6) a preto vy¢islime

e -
Iglea@XCD[M(ﬁ ,0)] = 3.7900,

ktoré sa nadobida v bode 8% = (6;,6,) = (0.5,5) a zéroven v bode 8% = (6;,6,) =
— (15,5).

réleaécQ)[M(éﬂ(Q), 0)] = 3.7900 £ B(x®) = 3.6948.

Pravidlo zastavenia (6) nie je splnené pre vsetky 6 € ©, teda navrh £ nie je priblizne
minimaxny optimélny navrh, preto musime v algoritme pokracovat d’alej nasledujucim

krokom. Generujeme 5 novych apriérnych rozdeleni nasledovne
Y = (1= h)r® 4 hy (6@ +6@) /2,

kde 6" je Diracova miera v bode 0. Apriérne rozdelenie, pre ktoré je hodnota AVE
o U 3

kritéria najvicsia je pre t=5, teda 73 = 7Té ),

O-5a pre (91702) = (O5a 5)7

0.5, pre (64,02) = (1.5,5).

NON
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PribliZzne AVE optiméalny navrh (6”<3) = 0.0005) prislachajuci apriérnemu rozdeleniu

73 je navrh
0.287 1.00 1.713
0.2675 0.4650 0.2675

£W<3> B

Hodnota AVE kritéria tohto navrhu je B(7®) = 3.7728. Opit vidime, Ze sa hodnota
AVE kritéria zvysila, teda Krok ¢islo 4 v Podkapitole 3.1 je opét splneny a tak moézeme
skontrolovat, ¢i navrh 5”(3) spliia pravidlo zastavenia. Predtym je nutné vy¢islit

(3) -
max ®[M (¢, 0)] = 3.7728.

Hodnota sa nadobida v bode 8®) = (61, 0,) = (0.5, 5) a zarovenr v bode 8¢ = (6,0,) =
= (1.5,5). Je zrejmé, ze

rgleagq)[M(é”(s), 6)] = 3.7728 < B(x®) = 3.7728.

KedZe tato nerovnost plati pre maximum, urcite plati pre vSetky 6 € ©. Pravidlo

zastavenia (6), teda
O[M(¢™”,0)] < B(¢™") pre vietky 6 € O,

je splnené a to znamena, ze rozdelenie 7 je ,najnepriaznivejsie rozdelenie a navrh
§”<3) je priblizne minimaxny optiméalny néavrh, teda ™ = §“<3>. Hodnota minimaxného
kritéria tohto navrhu je ®™(£™) = 3.7728.

Chceme podotknut, Ze o samotny vypocet tohto prikladu pomocou H-algoritmu sme
sa pokusali aj my. Problém, ktory sa pri skonstruovani samotného algoritmu vyskytol,
bolo hladanie priblizne AVE optimalnych navrhov. Autor Nyquist sa v ¢lanku [6] vobec
nezmienuje akym sposobom konstruoval priblizne AVE optimalne névrhy a preto sme
postup na konstrukciu takéhoto navrhu museli navrhnat my. Algoritmus na najdenie
priblizne AVE optiméalneho nédvrhu mézeme vidiet v Kapitole 2. Ako sme v tejto kapi-
tole spomenuli, kazdy priklad je Specificky a preto je ¢asto potrebné hladat konkrétne
restrikcie, ktoré vedu k najdeniu priblizne optimalneho navrhu. V tomto priklade sme
najlepsie vysledky dosahovali vtedy, ked sme body do navrhu pridavali symetricky,
teda

(7% Qp
gn—i-l - (1 - Ofn) _I_ 75$minl ('T) + 751’min2 <x)
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Body %in1 & Tpine uréime nasledovne. Najdeme bod x,,; tak, ako to je popisané
v Kroku 2 Kapitoly 2. Uréime stred mnoziny 2~ (znacime Z..q) a vzdialenost v, kde

U = |Zstred — Tmin|- Body Tmin1 & Tmine definujeme takto
Tminl = '%jstred -, LTmin2 = %Zstred + v.

V Kroku 2 Kapitoly 2 je uvedené, ze zvolime vhodnu dlzku kroku a,. Standardne
sa dlzka kroku voli qﬁ (resp. q% v nasom pripade), kde q je pocet bodov navrhu
&,. Kedze sa nam pri tychto krokoch nedarilo dosiahnut uspokojivé vysledky, tak sme
skusili pracovat s ,,optiméalnym® krokom «,, teda s krokom, ktory minimalizuje hodnotu
kritéria, ¢ize

a, = arg min B(§,1,7) = arg min /@CI)[M(fnJrl,O)]dW(B),

ae(0,1) a€(0,1)
respektive

s (), 0)]dr(6).

o, = arg min / O[M((1— ), + %%mnl (z) + 5
e

ac(0,1) 2

Najlepsie vysledky sme pri konstruovani priblizne AVE optimélnych navrhov dosahovali
vtedy, ked sme Krok 3 popisany v Kapitole 2 realizovali v kazdej iteracii a zaroven sme
nerealizovali Krok 4, ktory hovori o vymazavani bodov s , malou* vahou. Tento krok
sme nerealizovali, pretoze body, ktoré sme pridavali do névrhu, tvorili celkom jasné
zhluky. Ak sme v Kroku 2 do névrhu pridali bod s ,malou“ vahou, tak v Kroku 3 bol
tento bod spojeny s bodom, ktory mal vahu dostato¢ne ,velka* na to, aby sme ho
z navrhu nevymazali. V nasledujicom texte prezentujeme vysledky, ku ktorym sme sa
dopracovali a kvoli prehladnosti porovname , tvarov v tvar® nase vysledky s vysledkami

autora Nyquista. Vysledky prezentujeme v tabulkach, kde uvadzame

l z > ., .
f”” névrh vzhladom na apriérne rozdelenie 7,

m(l

) . w4 0 o .
€™ vzdialenost ndvrhu £ od optimalneho navrhu,

A™ minimélna vzajomné vzdialenost 2 bodov (popisané v Kapitole 2),

min

B(r®) hodnota AVE kritéria navrhu g(l)v

max O[M (f’r(l), 0)] hodnota potrebna na overenie pravidla zastavenia (6),
€
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e 0¥ bod, v ktorom sa nadobida, max M (™", 0)],
€

(D) v L. P . o e (O)
e pi™ " pocet iterdcii pri konstrukeii navrhu €7,

o o BN . . o 0 . )
e 77 Cas vypoctu pri konstrukcii ndvrhu £ uvedeny v sekundéch.

Definujeme pomocni siet bodov hy = 0.2, ho = 0.4, h3 = 0.6, hy = 0.8 a hs = 1. Pre

pociato¢éné apriorne rozdelenie 71, ktoré ma tvar

0.25, pre (64,02) = (0.5,4),

) 0.25, pre (64,02) = (0.5,5),
T =

025, pre (91,‘92) = (15,4),

| 0.25, pre (01,602) = (1.5,5),

sme skonstruovali navrh, ktory spolu s ostatnymi hodnotami uvadzame v nasledujicej

tabulke.

nase vysledky vysledky autora Nyquista
o 0.259 1.000 1.741 0.26 1.00 1.74
¢ 0.2749 0.4502 0.2749 0.275 0.450 0.275
e 0.000035 0.0002
AT 0.4
B(rW) 3.6906 3.6906
max d[M (™", 0)] 3.8076 3.8059
oW = (64,6,) (1,5) (1,5)
pi™ 382
7™ /sek. 24

Tabul'ka 8: Pr. 2, H-algoritmus. Porovnanie vysledkov pre rozdelenie M

7 Tabulky 8 mozeme vidiet, Ze ak by sme hodnoty v naSom navrhu zaokruhlili na tolko
desatinnych miest ako autor Nyquist, tak by bol nas navrh totozny s autorovym. Nase
vysledky chceme prezentovat s ¢o najvicsou presnostou a preto ich uvadzame v takejto

podobe. Vidime, Ze

rgaé((b[M({”(l), 0)] = 3.8076 £ B(xV) = 3.6906,
S
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teda pravidlo (6) nie je splnené pre vsetky 8 € ©. Ako sme vysSie spomenuli, body
pridavané do navrhu vytvarali zhluky, ktoré mozeme vidiet na Obrazku 3. Kvoli lepsej
vizualizacii sme vahy, s ktorymi sme tieto body do navrhu pridavali, transformovali

do logaritmickej skaly.

Graf bodov pridavanych do navrhu

10 E T T T T T T T
g X b
i ]
107 b wooN 3 .
Q@ b b ]
\@©
X
N
T 1072L ]
al: x 2
g i
S [
2.
= 10 " i
>
e
S [
s [
10'4? ECQCZ .
[ £x b 4 £x
10_5 l l l l l l l l l
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
body

Obr. 3: Pr. 2, H-algoritmus. Body pridavané do navrhu f”(l)

Podl'a Kroku 3 Podkapitoly 3.1 vygenerujeme 5 novych apriérnych rozdeleni pomo-
cou vySsie definovanej pomocnej siete. Najvicsia hodnota AVE kritéria patri navrhu,
ktory je skonstruovany pri apriérnom rozdeleni pre t=1, teda 7(? = 7r§2).

;

0.2, pre (61,60) = (0.5,4)
0.2, pre (61,0) = (0.5,5)

7™ =1¢ 02, pre (01,02) = (1.5,4),
0.2, pre (61,0y) = (1.5,5),
| 0.2, pre (01,0,) = (1,5).

Priblizne AVE optimalny navrh, ktory sme skonstruovali pri apriornom rozdeleni 7
spolu s ostatnymi hodnotami prezentujeme v Tabulke 9. MéZeme vidiet, Ze nase vy-

sledky st opét podobné vysledkom autora Nyquista. Je v8ak zrejmé, Ze v tejto tabulke
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(narozdiel od Tabulky 8) st nase vysledky viac vzdialené od Nyquistovych. Pri po-
rovnani hodnoty AVE kritéria vidime, Ze névrh, ktory skonstruoval Nyquist, ma tuto

hodnotu nizsiu, teda je lepSi. Pokracujeme vSak v algoritme dale;j.

nase vysledky vysledky autora Nyquista
o 0.297 0.847 1.153 1.703 031 090 1.10 1.69
¢ 0.252 0.266 0.227 0.255 0.272 0.228 0.228 0.272
e 0.000001 0.0017
AT 0.2
B(n®) 3.6966 3.6948
max O[M (™, 0)] 3.8164 3.7900
02 = (6,,6,) (0.5, 5), (1.5, 5) (0.5, 5), (1.5, 5)
pi™? 1596
7™ Jsek. 232

Tabulka 9: Pr. 2, H-algoritmus. Porovnanie vysledkov pre rozdelenie 7(?)

Na Obrazku 4 vidime graf bodov, ktoré sme pri konstrukcii navrhu §”<2) do navrhu

postupne pridavali.

Graf bodov pridavanych do navrhu

107 3

véha v logaritmickej Skale

-4

107

body

Obr. 4: Pr. 2, H-algoritmus. Body priddvané do navrhu f”@)
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Podmienka v Kroku 4, teda

je splnena a tak overime nasledovné

B(n?) = 3.6966 > B(r") = 3.6906,

max ®[M (¢"”,0)] = 3.8164 £ B(x")) = 3.6966.

0cO

Pravidlo zastavenia (6) nie je splnené pre vSetky 8 € © a preto generujeme 5 novych
apriornych rozdeleni tak, ako sme to popisali pri prezentovani Nyquistovych vysledkov.

Hodnota AVE kritéria je najvicsia pre apriérne rozdelenie pre t=>5, teda 7(3)

a ma tvar

V nasledujucej tabulke porovname vysledky, ku ktorym sme sa pre apriérne rozdelenie

NON

0'57 pre (01792) = (057 5)7

0.5, pre (64,02) = (1.5,5).

73) dopracovali my a ku ktorym sa dopracoval autor Nyquist.

nase vysledky vysledky autora Nyquista
o 0.287 1.000 1.713 0.287 1.000 1.713
¢ 0.2708 0.4651 0.2641 0.2675 0.4650 0.2675
e 0.0000005 0.0005
AT 0.4
B(n®) 3.7729 3.7728
max ®[M (™", 0) 3.7845 3.7728
0% = (6,6,) (1.5, 5) (1.5, 5)
pi™? 250
7™ /sek. 14

Tabul'ka 10: Pr. 2, H-algoritmus. Porovnanie vysledkov pre rozdelenie 73
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Na Obrazku 5 vidime body, ktoré sme pri konstrukcii navrhu f”(?’) do navrhu postupne

pridavali.

Graf bodov pridavanych do navrhu

[y
o
T

!
N

)
w

véha v logaritmickej Skale
=
o
T

-4

=
o
T

Obr. 5: Pr. 2, H-algoritmus. Body priddvané do navrhu f”(g)

Podmienka v Kroku 4, teda
B(n®) =3.7729 > B(7?) = 3.6966

je splnend. Body v navrhu pre apriorne rozdelenie 73, ktory sme skonstruovali, st to-
tozné s Nyquistovymi. Nami skonstruovany priblizne AVE optimalny navrh sa od auto-
rovho 1isi len vo vahach jednotlivych bodoch, aj to miniméalne. Skonstruovali sme navrh,
ktorého hodnota kritéria je v porovnani s Nyquistovym névrhom vicsia len o 0.0001.
Vidime, Ze rozdiel je minimalny, no aj napriek tomu mé velky dopad. Zatial¢o Ny-
quistov priblizne AVE optimalny navrh splia pravidlo zastavenia (6), nas navrh toto

pravidlo nespliia pre vietky 6 € O, pretoze vidime, ze

max ®[M (™

_ 3)y —
0O ,0)] 3'7845,{B(W) 3.7729.

Ked7e tento navrh nesplita pravidlo zastavenia, tak sme v algoritme pokracovali dalej,

no k priblizne minimaxnému optimalnemu navrhu sme sa nedopracovali. Je potrebné
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najst dévod, preco sa nam nepodarilo najst taky navrh, k akému sa dopracoval autor
Nyquist, resp. navrh s takou hodnotou kritéria. Odpoved na tuto otdzku sme nacr-
tli uz v predchadzajiucom texte. Problémom je sposob, akym hladame priblizne AVE
optiméalny navrh. Kedze autor v ¢lanku [6] neuvadza sposob konstruovania priblizne
AVE optimélnych navrhov, pokusali sme sa tieto névrhy konstruovat réznymi spo-
sobmi. Pri hladani spravneho postupu sme skusali rozne restrikcie a vylepSenia. Hoci
sme dospeli k velmi podobnym vysledkom ako sam autor Nyquist, nepodarilo sa ndm
dopracovat k rovnakym zéverom ako autor, ktoré, ako sme ukézali na zaciatku Pod-
kapitoly 4.2.1, st spravne. Celkovy ¢as vypoctu, ktorym sme sa dospracovali k navrhu

f”(?’), je 27 minut a 29 sekund.

4.2.2 RieSenie pomocou entropijnej regularizacie

Priklad 2 sme riesili aj pomocou entropijnej reguralizacie. V tejto Casti analyzujeme
vysledky dosiahnuté pri hodnotach parametra®? A = 0.1,1,10 a 100. Pri konstruovani
priblizne entropijného optimalneho navrhu sme postupovali rovnako ako pri konstrukcii
jednotlivych priblizne AVE optimélnych navrhov, teda body do navrhu sme pridavali
symetricky tak, ako to opisujeme v Podkapitole 4.2.1. Tieto body sme do névrhu pri-
dévali s krokom, ktory minimalizuje hodnotu kritéria, teda s ,,optimalnym* krokom «,,

definovanym nasledovne

1
ay, = arg ag%ﬂ)q)e(gnﬂ) = arg ag%(i{ll) Xl” |:/® 6A<I>[M(§n+1,0)]d0} 7

respektive

ap = arg min lln |:/ eAq)[M((l_a)E”—i_aQn6xminl(x)+a2n6xmin2(1‘)’9)}d0:| .
a€e(0,1) o

Pri konstrukcii priblizne entropijného optimélneho navrhu sme rovnako ako v Pri-
klade 1 pouzivali pravidlo zastavenia (14), ktorého detailné odvodenie uvadzame v Pod-

kapitole 3.2.

2Pre hodnoty parametra A vyssieho radu sa pri vypoétoch vyskytuje &islo vicsie ako &islo

realmax=1.797693134862316 * 103°%, ktoré program Matlab vnima ako nekoneéno.
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4.2 Priklad 2 4 RIESENIE PRIKLADOV

V nasledujucich tabulkach prezentujeme vysledky, ku ktorym sme sa dopracovali

pre jednotlivé hodnoty parametra . V tabulkach uvadzame

e £° priblizne entropijny optimalny navrh,

e

e ¢ vzdialenost* navrhu £¢ od optimélneho navrhu,

Ae

min

minimélna vzajomna vzdialenost 2 bodov (popisané v Kapitole 2),

®¢(£°) hodnota entropijného kritéria navrhu £¢,

®™(£°) hodnota minimaxného kritéria navrhu ¢,

0° bod, v ktorom sa nadobuda ™ (£°),
e pi° pocet iterécii pri konstrukeii navrhu £°,
e 7° Cas vypoctu pri konstrukcii navrhu &£°.

Tabulka 11 obsahuje vysledky pre hodnoty parametra A rovné 0.1 a 1, v Tabulke 12

uvadzame hodnoty vysledkov pre parameter A rovny 10 a 100.

parameter \ = 0.1 parameter \ =1
. 0.481 0.999 1.519 0.457 0.997 1.543
¢ 0.3456 0.3088 0.3456 0.3325 0.3350 0.3325
€ 0.0005 0.0367
AC 0.3 0.3
de(£°) 3.4166 3.4363
O™ (£°) 4.0335 3.9722
0° = (64,0-) (1.5, 5) (1.5, 5)
pi° 78 76
T 3h 36m 24s 3h 37m 12s

Tabul'ka 11: Pr. 2, entropijné regularizacia. Porovnanie vysledkov pre hodnotu parametra

A=0.1,1

7 uvedenych vysledkov vidime, podobne ako v Priklade 1, Ze so zvySujicou sa hod-

notou parametra A hodnota entropijného kritéria priblizne optimalneho navrhu sttpa
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parameter \ = 10 parameter A = 100
. 0.352  1.007 1.648 0.254 0.873 1.270 1.746
¢ 0.2903 0.4154 0.2943 0.2563 0.3149 0.1720 0.2568
€° 0.1003 0.7868
Al 0.3 0.3
de(£°) 3.5340 3.7462
O™ (£°) 3.8215 3.8149
0° = (01,05) (0.5, 5) (0.5, 5)
i€ 24 66
7¢/min. 1h 33m 28s 6h 17m 31s

Tabul'ka 12: Pr. 2, entropijné regularizacia. Porovnanie vysledkov pre hodnotu parametra

A = 10,100

a hodnota minimaxného kritéria klesia. Obrazok 6 graficky znazoriuje tento postreh.

Najnizsiu hodnotu minimaxného kritéria mé navrh, ktory sme skonstruovali pri para-

metri A = 100 a tou hodnotou je ¢islo 3.8149. Autor ¢lanku [6] skonstruoval pomocou

H-algoritmu navrh s hodnotou minimaxného kritéria 3.7728, teda ,,optimalnejsi“ navrh.

4.2

hodnota kritéria
w w w w ol
(o)) ~ [e0) © 5 =

w
n

3.4

Graf hodnét kritérii navrhov v zavislosti od parametra lambda

*
*

Entropijné kritérium
Minimaxné kritérium | |

Om%
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50 60
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70 80 90 100

Obr. 6: Pr. 2, entropijna regularizacia. Graf hodnot kritérii v zavislosti od parametra A
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4.2 Priklad 2 4 RIESENIE PRIKLADOV

Na zéver prikladame grafické znazornenie bodov pridéavanych do névrhu pre jed-
notlivé hodnoty parametra A. Kvoli lepSej vizualizacii sme vahy, s ktorymi sme tieto
body do navrhu pridavali, transformovali do logaritmickej skily. Podobne ako pri rie-
Seni prikladu pomocou H-algoritmom sme v grafe zaznacili zhluky, ktoré tieto body

vytvaraju.

Graf bodov pridavanych do navrhu, lambda=0.1 Graf bodov pridavanych do navrhu, lambda=1
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Obr. 7: Pr. 2, entropijna regularizacia. Body pridavané do navrhu pre jednotlivé hodnoty

parametra A
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5 Diskusia k rieSenym prikladom

Pri rieseni prikladov sme dospeli k vysledkom, ktoré chceme vyhodnotit a porovnat
prave v tejto kapitole s nazvom Diskusia k rieSsenym prikladom. V prvom rade sa bu-
deme venovat vysledkom a zéverom Prikladu 1. Tak ako uvadzame v Podkapitole 4.1,
tento priklad je jednoparametricky a pri rieSeni pomocou oboch prezentovanych pri-
stupov sme dospeli k jednobodovému optimalnemu névrhu.

V Podkapitole 4.1.1 popisujeme riesenie dosiahnuté H-algoritmom, kde porovnavame
nase vysledky spolu s vysledkami autora Nyquista. Ako mézeme vidiet, nami zostrojeny

minimaxny optimalny navrh mé tvar

1.9999
1

a hodnota minimaxného kritéria optiméalneho navrhu je ®™(£™) = 63.995769224423420.

Nyquistov minimaxny optimalny névrh vyzeré nasledovne

2
1

em =

a hodnota minimaxného kritéria, ktoré uvadza autor je (™) = 64.0000. Je jasné,
ze naSe vysledky by boli po zaokruhleni totozné s Nyquistovymi, teda mdzeme kon-
Statovat, ze sme spolu s autorom Nyquistom dospeli k rovnakym zaverom. Chceme
poukazat na malu chybu, na ktorti sme pri kontrole Nyquistovych vysledkoch narazili.
Medzivysledky, ktoré autor Nyquist uvadza v ¢lanku [6] v Table 1 (Results from first
iteration in Example 1) st pre t=1, 2 a 3 nespravne, pretoze autor skonstruoval né-
vrhy, ktoré nie sit AVE optimalne. Hodnoty AVE kritéria tychto ndvrhov su vécsie ako
uvadza autor. Podrobnejsiu analyzu uvadzame v Podkapitole 4.1.1.

Pri konstrukeii minimaxného optiméalneho navrhu pomocou entropijnej regularizacie
sme analyzovali vysledky dosiahnuté pre hodnotu parametra A=0.1, 1, 2, 5 a 8. Pri
zvySovani hodnoty parametra A hodnota entropijného kritéria nami skonstruovaného
optimélneho navrhu stupa a hodnota minimaxného kritéria klesa, teda hodnoty oboch
kritérii sa k sebe priblizuji. Tento postreh je graficky znazorneny na Obrazku 2. So
stupajucou hodnotou parametra A je skonstruovany entropijny optimalny navrh blizsie

k minimaxnému optiméalnemu navrhu, ku ktorému sme dospeli pomocou H-algoritmu,
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5 DISKUSIA K RIESENYM PRIKLADOM

¢o mozeme graficky vidiet na Obrazku 1. Entropijny optimélny navrh s najnizSou
hodnotou minimaxného kritéria je nédvrh skonstruovany pri hodnote parametra A=8

a ma tvar

1.9980431594
1
Hodnota minimaxného kritéria tohto navrhu je ®”(£¢) = 63.995797850449875.

Ako vidime, rozdiely dosiahnutych vysledkov pomocou oboch pristupov st mini-
mélne, no nizsia hodnota minimaxného kritéria patri navrhu skonstruovanému pomo-
cou H-algoritmu. Preto musime konstatovat, ze H-algoritmom sme dosiahli efektivnejsie
vysledky. Pri entropijnej regularizacii nas obmedzovala vol ba hodnoty parametra A. Pri
vypoctoch sa v tomto priklade pre hodnotu A > 8 vyskytuje ¢islo vécsie ako povolené
maximalne redlne ¢islo v programe Matlab. Casova naro¢nost vypoc¢tu sa pomocou
entropijnej regularizacie pohybuje v desatinach sekundy, zatial¢o H-algoritmom sme
minimaxny optimalny navrh skonstruovali za necelé dve stotiny sekundy.

Priklad 2 podrobne rozoberame v Kapitole 4.2. KedZe to je priklad logistickej regre-
sie, tak sme v uvode tejto podkapitoly predostreli kratky tvodny komentar, v ktorom
popisujeme tvar informacnej matice.

V prvej casti prezentujeme vysledky, ku ktorym sa pomocou H-algoritmu dopra-
coval autor Nyquist. Tieto vysledky sme podrobne skontrolovali a konstatujeme, ze
st spravne. V druhej casti tejto podkapitoly uvadzame nase vysledky dosiahnuté po-
mocou H-algoritmu. Nepodarilo sa nam skonstruovat priblizne minimaxny optimalny
navrh. Vysledky, ktoré sme v medzivypoctoch dosiahli, boli velmi blizke vysledkom
autora Nyquista. Priblizne minimaxny optimélny névrh [6] skonstruovany pomocou

H-algoritmu je
0.287 1.00 1.713
0.2675 0.4650 0.2675

Hodnota minimaxného kritéria je ®™(£™) = 3.7728 a ,najnepriaznivejsie rozdelenie

ma tvar

0.5, pre (61,02) = (0.5,5),
0.5, pre (61,02) = (1.5,5).

NON

Nami skonstruovany névrh pri tomto rozdeleni ma hodnotu minimaxného kritéria
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5 DISKUSIA K RIESENYM PRIKLADOM

o™ (¢™) = 3.7845 a jeho tvar je nasledovny

(3 0.287 1.000 1.713
0.2708 0.4651 0.2641

Tento navrh nespliia pravidlo zastavenia. Problém je v konstrukecii jednotlivych pri-
blizne AVE optimalnych névrhov. Autor Nyquist sa v ¢lanku [6], v ktorom prezentuje
H-algoritmus, vobec nezmienuje a ani len nenacrtne, akym spdsobom konstruuje pri-
blizne AVE optimalne navrhy v jednotlivych iteracidch. KedZe konstrukcia priblizne
AVE optimélneho névrhu je v tomto algoritme velmi doélezité, tak si myslime, Ze sa
autor ¢lanku mal vyjadrit aj k tejto casti. Takisto by sme sa chceli kriticky vyjadrit
ku skutoc¢nosti, ako sa v teoretickej ¢asti ¢lanku piSe, Ze jednym z predpokladov je
kompaktnost mnoziny 2, no v samotnych prikladoch autor tiito mnozinu neuvadza.
V tretej casti Podkapitoly 4.2 rieSime a analyzujeme vysledky dosiahnuté entropij-
nou regularizaciou pre hodnoty parametra A=0.1, 1, 10 a 100. Pre hodnoty vysSieho
raddu sa opéat vyskytuje ¢islo vicsie ako je v programe Matlab povolené. Dosiahnuté
vysledky mali rovnaky charakter ako v Priklade 1, teda so zvySujicou sa hodnotou
parametra A hodnota entropijného kritéria priblizne optimélneho navrhu stupa a hod-
nota minimaxného kritéria klesé, teda opét sa tieto hodnoty k sebe priblizuji. Tento
fakt mozeme vidiet v grafickej podobne na Obrazku 6. Minimélna hodnota minimax-
ného kritéria ®™(£¢) = 3.8149 patri navrhu skonstruovanému pri hodnote parametra

A =100 a ma tvar

0.254 0.873 1.270 1.746
0.2563 0.3149 0.1720 0.2568

Mozeme vidiet, Ze hodnota minimaxného kritéria priblizne optimalneho navrhu
zostrojeného H-algoritmom je niz$ia ako hodnota minimaxného kritéria néjdeného
navrhu, ktory sme skonstruovali pomocou entropijnej regularizacie. H-algoritmus sa
v tomto pripade javi ako efektivnejsi pristup konstruovania priblizne minimaxného
optimalneho navrhu. Porovnéavat ¢asovii naroc¢nost vypoctov je v tomto pripade tazké,
pretoze H-algoritmom sa ndm nepodarilo najst priblizne minimaxny optimalny na-
vrh. Ako sme spomenuli, naSe vysledky boli velmi blizko spravnym vysledkom, tak

A f0 % . . “ Lo 3)
mozeme porovnavat ¢as, ktory bol potrebny na skonstruovanie ndvrhu £7. V tomto
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pripade sa ako efektivnejsi pristup javi opédt H-algoritmus, kedZe vypocty trvaju ra-
dovo v minutach, zatial¢o vypocty entropijnou regularizéciou v hodinach. Pri entro-
pijnej regularizécii je ¢asovo naroc¢ny vypocet dvojrozmerného integralu. V programe
Matlab je integrovana funkcia s nazvom integral2, ktora riesi dvojrozmerny integral
numerickymi metédami. V nasom pripade nebolo mozné pouzit tuto funkciu, pretoze
v medzivypoc¢toch pracujeme s maticou a tato funkcia si s touto skutocénostou pora-
dit nevie. Vnorenym pristupom sme pouzili funkciu integral, ktoré sluzi na vypocet
jednorozmerného integralu. Dovod, preco sme pouzili tito funkciu je ten, Ze obsahom
funkcie integral je moznost ’ArrayValued’, pomocou ktorej si Matlab vie poradit s tym,
ze v medzivypocCtoch pracujeme s maticou. Argument ‘ArrayValued’=true vo funkcii
zabezpedi to, ze numericky vypocet integralu nie je realizovany pomocou ,skalarneho
stcinu vektorov® (nemozné kvoli vyskytu matice), ale ,for cyklom®. Prave tato sku-
tocnost je dovod, preco je vypocet dvojného integralu, teda aj samotného algoritmu,

¢asovo tak naroc¢ny.
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Zaver

V diplomovej praci sme sa zaoberali minimaxnymi optiméalnymi navrhmi regresnych
experimentov. Cielom prace bolo, v nadvéiznosti na existujice prednasky [8], oboznamit
sa v literature s existujicimi pristupmi a na pocitaci preverit nedavno publikovanu
metoédu Nyquista na konkrétnych talohach.

Prva kapitola obsahuje lokalne kritéria optimality, kritéria optimality v nelinedrnom
modeli ako aj nutné a postacujice podmienky optimality. V Kapitole 2 je rozpracovana
jedna numerickd metoda hladania AVE optimalneho navrhu. V poslednej teoretickej ka-
pitole s ndzvom Opis numerickych metéd hladania minimaxného optiméalneho néavrhu
sme podrobne rozpracovali H-algoritmus [6] a entropijna regularizidciu minimaxného
kritéria. Pri samotnom H-algoritme sme uviedli podrobnejsi dokaz Vety 3.1 ako uvadza
sam autor algoritmu. Ukazali sme, Ze v pripade kone¢nosti mnozin 2" a © je Veta 3.1,
ako vyplyva z Vety o minmaxe [3], nutnou i postacujucou podmienkou optimality. De-
tailnejsie sme odvodili nutné a postacujice podmienky optimality a pravidlo zastavenia
v pripade entropijnej regularizécie.

V Kapitole 4 sme prezentovali vysledky prikladov dosiahnuté pomocou H-algoritmu
a entropijnou regularizaciou. Uviedli sme podrobné analyzy, tabulky a grafy. V posled-
nej kapitole sme tieto vysledky navzajom porovnali a analyzovali. V Priklade 1 boli
vysledky dosiahnuté oboma pristupmi po zaokrihleni totozné. Vysledky dosiahnuté
H-algoritmom boli v Priklade 2 z hladiska optimality efektivnejsie ako vysledky dosia-
hnuté entropijnou regularizaciou, i ked rozdiely boli minimalne. PribliZzne minimaxny
optimalny navrh [6] skonstruovany H-algoritmom mé hodnotu minimaxného kritéria
O™ (E™) = 3.7728 a navrh skonstruovany entropijnou regularizaciou pri hodnote pa-
rametra A = 100 ®™(£¢) = 3.8149. Casova narotnost vypoctov pomocou H-algoritmu
bola rddovo v minutéch, zatial¢o vypocty entropijnou regularizaciou v hodinach a tak

konstatujeme, ze H-algortimus je aj z hladiska ¢asovej narocnosti efektivnejsi.
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Priloha A

Priklad 1, H-algoritmus\ Matlab R2015a

function [efko]=f (th,xi, i, J)
efko=[—xi(1,1i)/(th(j,1)+xi(1,1))"2]";
end
function [efko_min]=f_min (th, x, J)
efko_min=[—x/(th(]j,1)+x)"2]";
end
function [efko]l=f_Theta (t,xi_AVE, i)
efko=[—xi_AVE(1l,1i)/(t+xi_AVE(1,1i))"2]"';
end
function [G]=gradient (M)
G=—M"(=2);
end
function [K]=kriterium (M)
K=M"(—1);
end
function [Kriterium]=Max_Th (xi_AVE, t)
size_xi_AVE=size (xi_AVE) ;
M_Theta=0;
for k=1l:size_xi_AVE (2)
M_Theta=M_Theta+xi_ AVE (2,k)*f_Theta (t,xi_AVE, k) +f_Theta(t,xi_AVE,k)';
end
Kriterium=kriterium (M_Theta);
end
function [E_pi_c,Krit]=Epic(xi,th)
$funkcia na vypocet E_pi_c
size_xi=size (x1i);
size_th=size (th);
E_pi_c=0;
for i=l:size_xi(2)
I=0;
Krit=0;

for j=l:size_th (1)
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M=0;
for k=l:size_xi(2)
M=M+xi (2,k)~f(th,xi,k,j)~f(th,xi,k,J)"';
end
G=gradient (M) ;
I=I+th(j,size_th(2))*f(th,xi,1i,]J) "«Gx£(th,xi,1i,3);
Krit=Krit+th(j,size_th(2))*kriterium(M);
end
E pi_c=FE_pi_c+xi(2,1)~*I;
end
end
function [E_pi]l=Epi(x,th,xi)
$funkcia na vypocet E_pi
size_th=size (th);
size_xi=size (x1i);
E_pi=0;
for j=l:size_th (1)
M=0;
for k=l:size_xi(2)
M=M+xi (2,k)~f (th,xi,k,Jj)~f(th,xi,k,3)";
end
Grad=gradient (M) ;
E_pi=E_pi+th(j,size_th(2))+f_min(th,x, Jj) '*Grad+«f_min (th,x, J);
end
end
function [Krit,epsilon]=ave_optimalita (xi,th,X)
$funkcia na overenie AVE optimality
[E_pi_c,Krit]=Epic(xi,th);
[x_min, minimum]=fminbnd (@ (x)Epi(x,th,xi),X(1),X(2));
epsilon=E_pi_c—minimum;
end
function [hodnota,thetal=minimax_kriterium (xi, Th)
$funkcia na vypocet minimax kriteria
[theta valuel=fminbnd (@ (tl)—minimax(xi,tl),Th(1),Th(2));
hodnota=—value;
end
function [xi,Krit,rozdiel]l=ave_algoritmus (X, th, eps)

$funkcia AVE algoritmu
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xi=[X(1);1];
E_pi_c=0;
E_pi=0;
minimum=Inf;
rozdiel=[];
x_min=[];
poc=0;
[E_pi_c,Krit]=Epic(xi,th);
[x_min, minimum]=fminbnd (@ (x)Epi(x,th,xi),X(1),X(2));
while (abs (minimum—E_pi_c)>eps)
poc=poc+1l;
size_xi=size (xi);
size_th=size (th);
E_pi_c=0;
[E_pi_c,Krit]=Epic(xi,th);
[x_min, minimum]=fminbnd (@ (x)Epi(x,th,xi),X(1),X(2));
xXi=[x_min;17];
rozdiel=[rozdiel;abs (minimum—E_pi_c)]1;
end
toc;
end
function
[xi_MinMax, pi_MinMax,Maximum, B, cas]=H_algoritmus (X, Theta,h_t,eps)
$funkcia H—algoritmu
tic
B=—Inf;
size_Theta=size (Theta);
number_parameters=size_Theta(1l,1);
pi=[Theta(1l,1),1];
Maximum=Inf;
B=0;
while (Maximum>B)
[xi_AVE,Krit,rozdiel]=ave_algoritmus (X,pi,eps);
B=Krit;
xXi_MinMax=xi_AVE;
pi_MinMax=pi;

size_xi_AVE=size (xi_AVE) ;
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Max_Theta=[];
[Max_Theta,value]l=fminbnd (@ (t)—Max_Th (xi_AVE,t), Theta(l), Theta(2));
Maximum=—value;
if B==Maximum
break
end
size_Max_Theta=size (Max_Theta);
size_pi=size(pi);
max_krit=—Inf;
for h=h_t:h_t:1
Pi=pi;
Pi(:,size_pi(1l,2))=(1-h)xPi(:,size_pi(1l,2));
Pi=[Pi;Max_Theta, (h/size_Max_Theta(l,1)) *ones(size_Max_Theta(l,1),
11;
[xi_AVE,Krit, rozdiel]=ave_algoritmus (X,Pi,eps);
if (Krit>max_krit)
max_krit=Krit;
rozdelenie=Pi;
krok=h;
xi_H=xi_AVE;
end
end
pi=rozdelenie;
end
cas=toc;

end

Priklad 1, entropijna regularizacia\ Matlab R2013a

function [efko]l=f_Theta (t,xi, i)
efko=[—xi(1,1)/(t+xi(1,1i))"21";

end

function [efko]l=f_Theta _min (t, x)
efko=[—x/ (t+x)"2]"';

end

function [G]=gradient (M)
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G=—M"(=2);
end
function [K]=kriterium (M)
K=M"(=1);
end
function [I]=Int_c(xi,t, lambda)
% funkcia na rédtanie Integralu INT (ex*c)
size_xi=size (x1i);
C=0;
for i=l:size_x1i(2)
M=0;
for k=1l:size_xi(2)
M=M+xi (2, k) »f_Theta(t,xi,k)*f_Theta(t,xi,k)"';
end
G=gradient (M) ;
Krit=kriterium (M) ;
C=C+xi(2,1i)*f_Theta(t,xi, i) '«G+xf_Theta(t,xi,i);
end
I=exp (lambda*Krit) *xC;
end
function [I]=Int_fgf (xi,x,t,lambda)
% funkcia na rdtanie Integrdlu INT (exfgf)
size_xi=size (x1i);
C=0;
M=0;
for k=1l:size_xi(2)
M=M+xi (2, k) »f_Theta(t,xi,k)*f_Theta(t,xi,k)"';
end
G=gradient (M) ;
Krit=kriterium (M) ;
I=exp (lambdaxKrit) «f_Theta_min(t,x) '«Gxf_Theta_min (t,x);
end
function [En_krit,epsilon]=Entropia_optimalita (X,xi,th, lambda)
$funkcia na vypocet Entr. kriteria a overenie optimality
I_c=integral(@(t)Int_c(xi,t,lambda),th(l),th(2), 'ArrayValued',6 true);
[x_min, I_fgf]l=fminbnd (@ (x)integral (Q(t)Int_fgf(xi,x,t,lambda),th(1l),th(2),
'ArrayValued',true),X(1),X(2));

epsilon=abs (I_c—I_fqgf);
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En_krit_pom=integral (@ (t)Entr_krit (xi,t,lambda),th(l),th(2),
'ArrayValued', true);
En_krit=(1/lambda)*log (En_krit_pom) ;
end
function [I]=Entr_krit (xi,t, lambda)
$pomocna funkcia na vypocet Entr. kriteria
size_xi=size (xi);
M=0;
for k=1l:size_xi(2)
M=M+xi (2, k) ~f_Theta (t,xi,k)*«f_Theta(t,xi,k)"';
end
Krit=kriterium (M) ;
I=exp (lambda*Krit) ;
end
function
[x1,XMIN, EN_KRIT,epsilon,m,cas]=Entropia_algoritmus (X, th, lambda, eps)
$funkcia Entropijneho algoritmu
tic
xi=[X(1);1];
En_krit_pom=integral (@ (t)Entr_krit(xi,t,lambda),th(l),th(2), 'ArrayValued',
true);
En_krit=(1/lambda)*log (En_krit_pom) ;
EN_KRIT=[];
EN_KRIT=[EN_KRIT;En_krit];
I_c=integral (@ (t)Int_c(xi,t,lambda),th(1l),th(2), 'ArrayValued', true);
[x_min,I_fgf]=fminbnd (@ (x)integral (@ (t)Int_fgf(xi,x,t,lambda),th(1l),th(2),
'"ArrayValued',true),X(1),X(2));
XMIN=[];
XMIN=[XMIN; x_min]
m=1;
epsilon=[];
epsilon=[epsilon,abs (I_c—I_fgf)/En_krit_pom];
while (abs(I_c—I_fgf)/En_krit_pom>eps)
m=m+1;
xi=[x_min;17];
En_krit_pom=integral (@ (t)Entr_krit (xi,t,lambda),th(l),th(2),
'ArrayValued', true);

En_krit=(1/lambda) *log (En_krit_pom) ;
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EN_KRIT=[EN_KRIT;En_krit];
I_c=integral (@ (t)Int_c(xi,t,lambda),th(l),th(2), 'ArrayValued', true);
[x_min, I_fgf]l=fminbnd (@ (x)integral (@ (t)Int_fgf(xi,x,t,lambda),th(l),
th(2), 'ArrayValued',true),X(1),X(2));
XMIN=[XMIN; x_min];
epsilon=[epsilon,abs(I_c—I_fgf)/En_krit_pom];

end

cas=toc;

end

Priklad 2, H-algoritmus\ Matlab R20135a

function [efko]l=f(th,xi, i, J)
w=(exp (th(3,2) » (xi(1,1)—th(3,1)))/ (1+exp(th(],2) *(xi(1,1)—th(3,1))))"2);
efko=sqgrt (w)x[—-th(j,2),xi(1,1i)—-th(j,1)1"';
end
function [efko_min]=f_min (th, x, Jj)
w=(exp (th(3,2) x» (x—th(J,1)))/ (1+exp(th(3,2) » (x—th(J,1))))"2);
efko_min=sqgrt (w)*[—th(j,2),x-th(3,1)1";
end
function [efko]l=f_Theta(tl,t2,xi_AVE, i)
w=(exp (t2x (x1_AVE (1,i)—tl))/ (l+exp (t2*x (xi_AVE(1l,i)—tl1l)))"2);
efko=sqrt (w)*x[—t2,xi_AVE(1l,i)—tl1]"';
end
function [G]=gradient (M)
G=—M" (—1);
end
function [K]=kriterium (M)
K=—log(det (M) ) ;
end
function [Kriterium]=Max_Th (theta,xi_AVE)
size_xi_ AVE=size (xi_AVE);
tl=theta(l);
t2=theta(2);
M_Theta=0;

for k=l:size_xi_ AVE (2)
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M_Theta=M_Theta+xi_AVE (2,k)*f_Theta (tl,t2,xi_AVE, k) +f_Theta

(tl,t2,xi_AVE,k)"';
end
Kriterium=kriterium (M_Theta);
end
function [E_pi_c,Krit]=Epic(xi,th)
$funkcia na vypocet E_pi_c
size_xi=size (x1i);
size_th=size (th);
E_pi_c=0;
for i=l:size_xi(2)
I=0;
Krit=0;
for j=l:size_th (1)
M=0;

for k=l:size_xi(2)

M=M+xi (2,k)~f (th,xi,k, J)*~f(th,xi,k,3)";

end

G=gradient (M) ;

I=I+th(j,size_th(2))*f(th,xi,1i,J) "«Gx£(th,xi,1i,3);

Krit=Krit+th(j,size_th(2))*kriterium(M);

end
E_pi_c=E_pi_c+xi(2,1)*I;
end
end
function [E_pi]l=Epi(x,th,xi)
$funkcia na vypocet E_pi
size_th=size (th);
size_xi=size (x1i);
E_pi=0;
for j=l:size_th (1)
M=0;

for k=l:size_xi(2)

M=M+xi (2,k) «f (th,xi, k, §) £ (th,xi, k, 3) ';

end

Grad=gradient (M) ;

E_pi=E_pi+th(j,size_th(2))+f_min(th,x, j) '*Grad+«f_min (th,x, J);

end
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end
function [Krit,epsilon]l=ave_optimalita (xi,th,X)
$funkcia na overenie AVE optimality
[E_pi_c,Krit]=Epic(xi,th);
[x_min, minimum]=fminbnd (@ (x)Epi(x,th,xi),X(1),X(2));
epsilon=abs (E_pi_c—minimum) ;
end
function [Maximum,Max_Theta]l=minimax_kriterium(Theta, xi_AVE)
$funkcia na vypocet minimax kriteria
size_xi_AVE=size (xi_AVE) ;
Maximum=—Inf;
Max_Theta=[];
for tl=Theta(l,1):0.1:Theta(l,2)
for t2=Theta(2,1):0.1:Theta(2,2)
M_Theta=0;
for k=l:size_xi_ AVE (2)
M Theta=M Theta+xi AVE (2, k) *f_Theta(tl,t2,xi AVE,k)xf Theta
(tl,t2,xi_AVE,k)"';
end
Kriterium=kriterium (M_Theta);
if (Kriterium==Maximum)
Maximum=Kriterium;
Max_Theta=[Max_Theta;tl,t2];
end
if (Kriterium>Maximum)
Maximum=Kriterium;
Max_Theta=[tl,t2];
end
end
end
end
function [ALPHA]=krok (xi,th,x_min_1,x_min_2,alpha)
%$funkcia na vypocet optimalneho kroku
size_th=size (th);
size_xi=size (xi);
ALPHA=0;
for j=l:size_th (1)

M=0;
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for k=1l:size_xi(2)
M=M+x1i(2,k)~f(th,xi, k,Jj)*~f(th,xi,k,J)"';
end
M_alpha=(l—alpha) *M+ (alpha/2) *f_min (th,x_min_1, j)*f_min(th,x_min_1, j)"'
+(alpha/2) *f_min (th,x_min_2, j) «f_min (th,x_min_2,3)';
ALPHA=ALPHA+th (j,size_th(2))+kriterium(M_alpha);
end
end
function
[B, XMIN, KROK, xi_AVE,Krit,epsilon,m,cas]=ave_algoritmus (X, th,eps, vaha)
$funkcia AVE algoritmu
tic
xi=[X(1),X(1)/2+X(2)/2,X(2);1/3,1/3,1/31;
[x_min_1, minimum]=fminbnd (@ (x)Epi(x,th,xi),X(1),X(2));
distance=x_min_1-X(1);
x_min_2=X(2)—distance;
XMIN=[];
XMIN=[XMIN,x min_1,x_min_2];
[alpha, value]=fminbnd (@ (alpha)krok (xi,th,x_min_1,x _min_2,alpha),0,1);
KROK=[1];
KROK=[KROK, alpha/2,alpha/2];
xi=[[x_min_1;alpha/2]1, [X(1)/2+X(2)/2; (1—alpha)], [x_min_2;alpha/2]1];
[E_pi_cl=Epic(xi,th);

epsilon=[minimum—E_pi_c];

k=1;

while (abs (minimum—E_pi_c) >eps)
m=m+1;
size_xi=size (xi);
n=size_xi(2);
[alpha,

value]=fminbnd (@ (alpha)krok (xi,th,x_min_1,x _min_2,alpha),0,1);

distance=x_min_1-X(1);
x_min_2=X(2)—distance;
XMIN=[XMIN,x min_1,x_min_2];
KROK=[KROK, alpha/2, alpha/2];

xi=[xi(1,:); (l—alpha)*xi(2,:)1;
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xi=[x1i, [x_min_1l;alpha/2], [x_min_2;alpha/2]1];
for i=1l:n+l
for j=l:n+1
if(i#j & abs(xi(l,1)—xi(1,J))<vaha)
x1(1,1)=(xi(1,1)+xi(1,3))/(2);
xi(2,1)=xi(2,1)+xi(2,73);
xi(:, [31)=[1;
xi=[x1i, [Inf;Inf]];
end
end
end
a=[];
for i=1l:n+l
if (xi(1,i)#Inf)
a=[a,xi(:,1)1;
end
end
b=sum(a (2, :));
a=la(l,:); (1/b)xa(2,:)];
xi=a;
[x_min_1, minimum]=fminbnd (@ (x)Epi (x,th,xi),X(1),X(2));
[E_pi_c,Krit]=Epic(xi, th);
epsilon=[epsilon;minimum—E_pi_c];
xi_AVE=xi;
B=[B;Krit];
end
size_XMIN=size (XMIN) ;
XMIN=[XMIN(1:2),XMIN(5: (size_XMIN(1,2)))]1;
size_KROK=size (KROK) ;
KROK=[KROK(1:2) ,KROK(5: (size_KROK(1,2)))1;
cas=toc;

end

Priklad 2, entropijna regularizacia\ Matlab R2013a

function [efko]=f_Theta(tl,t2,xi,1i)

74



Priloha A

Priloha A

w=(exp (t2x (x1(1,1)—tl))/ (l+exp (t2* (xi(1l,1)—tl)))"2);

efko=sqgrt (w)«[—t2, (x1i(1,1)—-t1)]";

end

function [efko]l=f_Theta min(tl,t2,x)
w=(exp (t2* (x—t1l))/ (l+exp (t2% (x—tl1))) "2);
efko=sqrt (w)»[—-t2,x—t1l]"';

end

function [G]=gradient (M)
G=—M"(=1);

end

function [K]=kriterium (M)
K=—log(det (M) ) ;

end

function [I]=Int_c(xi,tl,t2,lambda)

% funkcia na rédtanie Integrdalu INT (ex*c)
size_xi=size (xi);
C=0;
for i=l:size_xi(2)

M=0;

for k=1l:size_xi(2)

M=M+xi (2,k) ~f_Theta(tl,t2,xi,k)*f_Theta(tl,t2,xi,k)"';

end
G=gradient (M) ;

Krit=kriterium (M) ;

C=C+x1(2,1)*f_Theta(tl,t2,xi, i) '«Gxf_Theta(tl,t2,xi,1i);

end
I=exp (lambdaxKrit) *xC;
end
function [I]=Int_fgf(xi,x,tl,t2,lambda)
% funkcia na rédtanie Integrdlu INT (exfgf)
size_xi=size (xi);
M=0;

for k=1l:size_xi(2)

M=M+xi (2,k) *f_Theta (tl,t2,xi, k) *f_Theta (tl,t2,xi, k) "';

end
G=gradient (M) ;

Krit=kriterium (M) ;

I=exp (lambdaxKrit) «f_Theta _min(tl,t2,x) '*Gxf_Theta_min(tl,t2,x);
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end
function [En_krit,epsilon]=Entr_optimalita(xi,X,th,lambda)
$funkcia na vypocet Entr. kriteria a overenie optimality
I_c=integral (@ (t2)integral (@ (tl)Int_c(xi,tl,t2,lambda),th(1,1),th(1,2),
'ArrayValued', true),th(2,1),th(2,2), 'ArrayValued', true);
[x_min,I_fgf]=fminbnd (@ (x)integral (@ (t2)integral (@ (tl)Int_fgf (xi,x,tl,
t2,lambda),th(1,1),th(1,2), 'ArrayValued',true),th(2,1),th(2,2),
'ArrayValued',true),X(1),X(2));
rozdiel=abs(I_c—I_fgf);
En_krit_pom=integral (@ (t2)integral (@ (tl)Entr_krit(xi,tl,t2,lambda),
th(l1,1),th(1,2), 'ArrayValued',true),th(2,1),th(2,2), 'ArrayValued', true);
En_krit=(1/lambda) *log (En_krit_pom) ;
end
function [I]=Entr_krit(xi,tl,t2,lambda)
%$pomocna funkcia na vypocet Entr. kriteria
size_xi=size (xi);
C=0;
M=0;
for k=l:size_xi(2)
M=M+x1i (2,k)~f_Theta(tl,t2,xi,k)~f_Theta(tl,t2,xi,k)"';
end
Krit=kriterium (M) ;
I=exp (lambda*Krit) ;
end
function [En_krit,Maximum,Max_Theta]=Minmax_optimalita (Theta, lambda,xi_e)
$funkcia na vypocet minimax kriteria
size_xi_ AVE=size (xi_e);
Maximum=—Inf;
Max_Theta=[];
for tl=Theta(l,1):0.1:Theta(l,2)
for t2=Theta(2,1):0.1:Theta(2,2)
M_Theta=0;
for k=l:size_xi_AVE (2)
M_Theta=M_Theta+xi_e (2,k)*f_Theta(tl,t2,xi_e,k)+f_Theta(tl,
t2,xi_e,k)"';
end
Kriterium=kriterium (M_Theta);

if (Kriterium==Maximum)
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Maximum=Kriterium;
Max_Theta=[Max_Theta;tl,t2];
end
if (Kriterium>Maximum)
Maximum=Kriterium;
Max_Theta=[tl,t2];
end
end
end
En_krit_pom=integral (@ (t2)integral (Q(tl)Entr_krit(xi_e,tl,t2,lambda),
Theta(1l,1),Theta(l,2), "'ArrayValued',true), Theta(2,1),Theta(2,2),
'ArrayValued', true);
En_krit=(1/lambda) *log (En_krit_pom) ;
end
function [ALPHA]=krok (alpha,tl,t2,xi,x_min_1,x_min_2, lambda)
$funkcia na vypocet optimalneho kroku
size_xi=size (xi);
M=0;
for k=1l:size_xi(2)
M=M+xi (2, k) »f_Theta(tl,t2,xi,k)*f_Theta(tl,t2,xi,k)';
end
M_alpha=(l—alpha) *M+ (alpha/2) *f_Theta_min(tl,t2,x_min_1)+f_Theta_min (tl,
t2,x min_1) '+ (alpha/2) *f_Theta_min(tl,t2,x_min_2)*f_Theta_min(tl,
t2,x_min_2)"';
Krit=kriterium(M_alpha);
ALPHA=exp (lambdaxKrit) ;
end
function [xi_e, XMIN, KROK, ENKRIT,epsilon,m,cas]=Entropia_algoritmus (X, th,
lambda, eps, vaha)
$funkcia Entropijneho algoritmu
tic
xi=[X(1),X(1)/2+X(2)/2,X(2);1/3,1/3,1/3];
[x_min_1,I_fgfl=fminbnd (@ (x)integral (@ (t2)integral (@ (tl)Int_fgf(xi,x,tl,
t2,lambda),th(1,1),th(1,2), 'ArrayValued',true),th(2,1),th(2,2),
"ArrayValued',true),X(1),X(2));
distance=x_min_1-X(1);
x_min_2=X(2)—distance;

XMIN=[];
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XMIN=[XMIN,x_min_1,x_min_2]

[alpha, value]=fminbnd (@ (alpha)integral (@ (t2)integral (@ (tl)krok (alpha,
tl,t2,xi,x_min_1,x _min_2,lambda),th(1,1),th(1,2), 'ArrayValued', true),
th(2,1),th(2,2), 'ArrayvValued',true),0,1);

KROK=[];

KROK=[KROK, alpha/2,alpha/2];
xi=[[x_min_1;alpha/2], [X(1)/2+X(2)/2; (1—alpha)], [x_min_2;alpha/2]1];
I_c=integral (@ (t2)integral (@ (tl)Int_c(xi,tl,t2,lambda),th(1,1),th(1,2),

'ArrayValued', true),th(2,1),th(2,2), "ArrayValued', true);

IC=[IC,I_c];
En_krit_pom=integral (@ (t2)integral (@ (tl)Entr_krit(xi,tl,t2,lambda),
th(l,1),th(1,2), 'ArrayValued',true),th(2,1),th(2,2), 'ArrayValued', true);
En_krit=(1/lambda) *log (En_krit_pom) ;

ENKRIT=[];

ENKRIT=[ENKRIT, En_krit]

epsilon=[1];
epsilon=[epsilon,abs(I_c—I_fgf)/En_krit_pom]
while (abs(I_c—I_fgf)/En_krit_pom>eps)
m=m+1;
size_xi=size (xi);
n=size_xi(2);
[alpha, value]l=fminbnd (@ (alpha)integral (@ (t2)integral (@ (tl)krok
(alpha,tl,t2,xi,x min_1,x min_2,lambda),th(1l,1),th(1,2),
'ArrayValued',true),th(2,1),th(2,2), "ArrayValued',true),0,1);
distance=x_min_1-X(1);
x_min_2=X(2)—distance;
XMIN=[XMIN, x_min_1,x_min_2];
KROK=[KROK, alpha/2,alpha/2];
xi=[x1(1,:); (L—alpha)*xi(2,:)]1;
xi=[xi, [x_min_1;alpha/2], [x_min_2;alpha/2]];
for i=1l:n+l
for j=1l:n+1
if(i#j & abs(xi(l,1)—xi(1,]))<vaha)

xi(1,1)=(x1(1,1)+x1(1,3))/(2);
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xi(2,1)=xi(2,1)+xi(2,73);
xi(:, [J1)=[1;
xi=[xi, [Inf; Inf]];
end
end
end
a=[1;
for i=l:n+l
if (xi(1,1)#Inf)
a=[a,xi(:,1)];
end
end
b=sum(a(2,:));
a=la(l,:); (1/b)*a(2,:)];
xXi=a;
[x_min_1,I_fgfl=fminbnd (@ (x)integral (@ (t2)integral (Q(tl)Int_fgf (xi,
x,tl,t2,lambda),th(1,1),th(1,2), "ArrayValued',true),th(2,1),th(2,2),
'"ArrayValued',true),X(1l),X(2));
I_c=integral (@ (t2)integral (@ (tl)Int_c(xi,tl,t2,lambda),th(1,1),
th(l,2), "ArrayValued',true),th(2,1),th(2,2), 'ArrayValued',true);
En_krit_pom=integral (@ (t2)integral (R (tl)Entr_krit(xi,tl,t2,lambda),
th(1,1),th(1,2), 'ArrayValued', true),th(2,1),th(2,2),
'ArrayValued', true);
En_krit=(1/lambda) *log (En_krit_pom) ;
epsilon=[epsilon,abs(I_c—I_fgf)/En_krit_pom];
ENKRIT=[ENKRIT,En_krit];
Xi_e=xi;
abs (I_c—I_fgf)/En_krit_pom;
end
size_XMIN=size (XMIN) ;
XMIN=[XMIN (1:2),XMIN(5: (size_XMIN(1,2)))]1;
size_ KROK=size (KROK) ;
KROK=[KROK(1:2) ,KROK(5: (size_KROK(1,2)))1;
cas=toc;

end
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