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Abstrakt

HAAS, Emil: CGE bez GAMS [Diplomová práca], Univerzita Komenského v Brati-

slave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a

²tatistiky; Vedúci práce: prof. RNDr. Pavel Brunovský, DrSc., Bratislava, 2014, 50 s.

Cie©om tejto práce je ukáza´ nový postup rie²enia modelov vypo£ítate©nej v²eobec-

nej rovnováhy - CGE. Tento postup sa zakladá na úprave sústavy nelineárnych rovníc

CGE modelu na sústavu lineárnych rovníc a jednej nelineárnej rovnice. Vyuºíva predpo-

klad CES produk£nej funkcie a funkcie uºito£nosti, ktoré sú pouºité v ich normovanom

tvare. Pre tento normovaný tvar CES funkcie a jej limitných prípadov (Cobb-Douglas,

Leontief) tieº odvodíme kalibra£né formuly a dopytové funkcie. Pre roz²írený CGE

model, kde sa nepodarilo sústavu rovníc upravi´ do ºiadaného tvaru, pouºijeme samos-

tatný postup, ktorý h©adá rie²enie itera£ne. Oba postupy naprogramujeme v prostredí

MATLAB

K©ú£ové slová: CGE model, Normovaná CES funkcia, Linearizácia rovníc CGE

modelu



Abstract

HAAS, Emil: CGE without GAMS [Master Thesis], Comenius University in Bratislava,

Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics

and Statistics; Supervisor: prof. RNDr. Pavel Brunovský, DrSc., Bratislava, 2014, 50p.

The purpose of this thesis is to show a new approach for solving Computable General

Equilibrium (CGE) models. The method we use is based on simpli�cation of a system of

non-linear equations that de�nes CGE model into a system of linear equations and one

non-linear equation. The method uses an assumption of the CES production function

and the CES utility function that are used in a normalized form. For this normali-

zed form of the CES function and its limit cases (Cobb-Douglas, Leontief) we derive

calibrating formulas and demand functions. For the extended CGE model, where we

weren't able to symplify the system into desired form, we use a di�erent approach,

using iterations. We programme the both methods in the MATLAB software.

Keywords: CGE model, Normalized CES function, Linearization of CGE model

equations
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ÚVOD

Úvod

Modely vypo£ítate©nej v²eobecnej rovnováhy (Computable General Equilibrium - CGE)

sú roz²íreným nástrojom na analýzu dosahov ekonomických a politických zmien na

ekonomiku ako celok. Hoci sa te²ia ve©kej ob©ube minimálne od osemdesiatych rokov

minulého storo£ia, s výnimkou viet o existencií rie²enia (napr. [7]) bola u nich len malá

pozornos´ venovaná teoretickým otázkam.

Na výpo£et rie²enia sa ²tandardne pouºíva programovacie prostredie GAMS (Gene-

ral Algebraic Modelling Software) ktoré je nepreh©adné a tak neumoºnuje bliº²iu ana-

lýzu výsledkov modelu, ako napríklad citlivos´ rie²enia na exogénne parametre. Aby

sme mohli tento spôsob rie²enia obís´, ukáºeme v práci spôsob, ktorým moºno systém

nelineárnych rovníc modelu upravi´ na systém linéarnych rovníc a jednej nelineárnej

rovnice. Takýto systém by bolo moºné rie²i´ jednoduch²ie a následne podrobi´ ¤al²ej

analýze. Rie²enie upraveného systému naprogramujeme v prostredí MATLAB. Táto

linearizácia sa zakladá na predpoklade produk£ných funkcií a funkcií uºito£nosti tvaru

CES funkcie alebo jej limitných prípadov (Cobb-Douglas, Leontief). Tento predpoklad

v²ak nie je ve©kou re²trikciou, nako©ko sa vo vä£²ine prác pouºívají práve tieto tvary

funkcií. Zvyknú sa uvádza´ v normovanom tvare, pre ktorý uvádzame odvodenie koe�-

cientov a dopytových funkcií nako©ko nám nie je známa literatúra, ktorá by obsahovala

ich kompletný popis.

Práca je rozdelená do ²iestich kapitol. V prvej kapitole uvedieme stru£ný popis CGE

modelov vo v²eobecnosti. V druhej kapitole bliº²ie popí²eme základný tvar CGE mo-

delu. Pouºité tvary produk£ných funkcií a funkcií uºito£nosti rozoberieme v tretej kapi-

tole. �tvrtá kapitola uvádza postup linearizácie pre základný tvar CGE modelu pre dva

prípady pouºitých funkcií. V piatej kapitole uvedieme roz²írený CGE model, ktorý s

miernym zjednodu²ením linearizujeme v ²iestej kapitole. Uvedieme tu tieº alternatívny

spôsob výpo£tu rie²enia roz²íreného modelu. Príloha obsahuje odvodenie kalibra£ných

formúl a dopytových funkcií pre pouºité tvary funkcií a zdrojový kód rie²enia uvedených

modelov.
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1 Modely vypo£ítate©nej v²eobecnej rovnováhy

Modely vypo£ítate©nej v²eobecnej rovnováhy sú makroekonomické modely pouºívané

na analýzu dôsledkov zmien zavedených v ekonomike krajiny alebo regiónu. Spájajú

v sebe mikroekonomickú teóriu optimálneho správania sa ekonomických subjektov s

makroekonomickými predpokladmi rovnováhy. CGE modely fungujú na komparatív-

nom princípe, £o znamená, ºe porovnávajú ako sa po zavedení exogénneho zásahu

zmenia vz´ahy v ekonomike oproti pôvodnému stavu.

Statické CGE modely, ktorými sa budeme v práci zaobera´, sa vôbec nezaoberajú

£asovým h©adiskom. Sú zaloºené na predpoklade, ºe sa ekonomika spo£iatku nachádza

v rovnováhe. Po zavedení ²oku sa ekonomika z rovnováhy na£as vychýli a potom sa

dostane do novej rovnováhy. Statické CGE modely teda neskúmajú vývoj, ktorým sa

ekonomika do rovnováhy dostávala, ale iba samotnú novú rovnováhu.

Výhodou oproti ekonometrickým modelom je, ºe na pouºitie CGE modelu nie sú

potrebné dáta za dlhé £asové obdobie. Tieto sú nahradené predpokladmi z mikroeko-

nomickej teórie. Potrebujeme v²ak podrobný preh©ad �nan£ných tokov v ekonomike v

rámci jedného roka. Tieto dáta sú zahrnuté v tzv. matici spolo£enských ú£tov (Social

Accounting Matrix - SAM).

CGE modely sa vä£²inou pouºívajú na modelovanie výraznej²ích zmien politík v

strednodobom aº dlhodobom horizonte. Naj£astej²ie v oblasti da¬í, sociálnych vecí,

po©nohospodárstva, £i zahrani£ného obchodu.

1.1 Pouºitie CGE modelu

V prvej fáze sa zostavia rovnice modelu. Pod©a miery substituovate©nosti vstupných

faktorov sa zvolia produk£né funkcie a funkcie uºito£nosti. Z nich sa odvodia, za pred-

pokladu racionálneho správania sa v²etkých subjektov, ich dopytové funkcie. �al²ie

rovnice vyplynú z predpokladu rovnováhy ponuky a dopytu na jednotlivých trhoch v

ekonomike. Následne sa pridajú rovnice nulového zisku �riem, ktorý vyplýva z doko-

nalej konkurencie na trhu a posledné rovnice sa odvodia z rozpo£tových ohrani£ení

spotrebite©ov.

V druhej fáze je potrebná vhodná SAM matica. Jej ²truktúra by mala by´ vhodne
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1.1 Pouºitie CGE modelu

agregovaná pre ciele danej analýzy. Musí v²ak sp¨¬a´ dva základné princípy:

• Príjmy jedného subjektu sú zárove¬ výdavkami iných subjektov.

• Príjmy a výdavky kaºdého subjektu sa musia rovna´.

Jednotlivé výdavky kaºdého subjektu zvyknú by´ znázornené v jednom st¨pci a jeho

jednotlivé príjmy v jednom riadku. Tieto hodnoty sa pouºijú na kalibráciu parametrov

produk£ných funkcií a funkcií uºito£nosti. SAM matica neobsahuje konkrétne mnoºstvá

výrobných faktorov, ale iba ich �nan£né toky. Preto sa pouºíva predpoklad, ºe v²etky

výrobné faktory majú v po£iato£nom stave jednotkové ceny. Toto je moºné tak, ºe ako

jednotku mnoºstva pre daný faktor budeme uvaºova´ práve také mnoºstvo, ktorého

cena je rovná jednej. Navy²e, z Walrasovho zákona vyplýva závislos´ rovníc rovnováhy

(pozri [6]) a preto môºeme jednu z cien v modeli ozna£i´ ako �numeraire� a ostatné

ceny následne po£íta´ ako relatívne vo£i nej.

Poslednou fázou pouºitia modelu je zavedenie exogénneho �²oku�, vypo£ítanie no-

vých rovnováºnych hodnôt a ich porovnanie s pôvodnými hodnotami.

Pri výpo£te nových rovnováºnych hodnôt sa rie²ia ve©ké systémy nelineárnych rov-

níc, na £o sa vä£²inou pouºíva programovacie prostredie GAMS. Hlavnou nevýhodou

GAMS-u je, ºe nie je moºné vidie´ ako presne funguje. To je problémom napr. pri

analýze citlivosti modelu alebo v prípadoch ke¤ ponúka rie²enie, hoci systém rovníc

daného CGE modelu rie²ite©ný nie je (pozri [3]). V na²ej práci sa pokúsime upravi´

spomenutý ve©ký systém nelineárnych rovníc na systém lineárnych rovníc a malé mnoº-

stvo nelineárnych rovníc. Rie²enie modelu touto metódou následne naprogramujeme v

prostredí MATLAB. To by pomohlo vä£²ej preh©adnosti výpo£tu a lep²ím moºnostiam

na ¤al²iu analýzu modelu.
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2 Jednoduchý CGE model

Analýza CGEmodelu pre skuto£nú ekonomiku je ve©mi zloºitá a preto budeme pracova´

s jeho zjednodu²eným variantom (in²pirovaným prácou [6]). Tento je v²ak jadrom pre

takmer v²etky pouºívané CGE modely.

V jednoduchom modeli predpokladáme uzavretú ekonomiku. Tvoria ju racionálne

konajúce �rmy a domácnosti, ktoré sa snaºia maximalizova´ svoj zisk, resp. úºitok.

Prítomnos´ vlády, £i investícii v tomto modely nebudeme uvaºovat. �alej predpokla-

dáme, ºe na v²etkých trhoch vládne dokonalá konkurencia a teda jednotlivé subjekty

nemôºu priamo ovplyvni´ ceny na trhu.

2.1 Produk£né sektory

Firmy pôsobiace v ekonomike agregujeme pod©a druhov vyrábaných komodít a pod©a

cie©ov analýzy do n produk£ných sektorov. Kaºdý z týchto produk£ných sektorov pri-

tom vyrába práve jednu komoditu. Produkcia kaºdého zo sektorov je vyjadrená pro-

duk£nou funkciou s kon²tantnými výnosmi z rozsahu. Vstupmi produk£ných funkcií

sú práca, kapitál a komodity jedlotlivých produk£ných sektorov. Predpokladáme, ºe

kaºdý zamestnanec je rovnako produktívny a dostáva rovnakú mzdu. Podobne, kaºdá

jednotka kapitálu je rovnako efektívna a aj náklady na ¬u sú rovnaké. Produkciu i-teho

sektoru ozna£íme ako:

Yi = fi (Li, Ki, X1i, . . . , Xni) ,

kde:

fi - produk£ná funkcia i-teho produk£ného sektoru,

Li - mnoºstvo ©udskej práce vyuºitej i-tym produk£ným sektorom,

Ki - mnoºstvo kapitálu spotrebovaného i-tym produk£ným sektorom,

Xji - mnoºstvo komodity j spotrebovanej i-tym produk£ným sektorom,

Konkrétny tvar produk£nej funkcie fi, závisí od miery nahradite©nosti jednotlivých

vstupných faktorov, ktorá je vyjadrená ich elasticitou substitúcie. Táto je pre mo-

del exogénnym parametrom a ur£uje sa expertným alebo ekonometrickým odhadom.
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2.2 Sektor domácností

Pokia© sú vstupné faktory dokonale nezamenite©né, pouºijeme Leontiefovu produk£nú

funkciu. Ak sú vstupné faktory zamenite©né, pouºijeme, pod©a miery nahradite©nosti,

bu¤ Cobb-Douglassovu alebo CES (Constant Elasticity of Substitution) produk£nú

funkciu.

Vzh©adom na predpoklad racionality �riem sa aj celé produk£né sektory správajú

racionálne. Volia si spotrebu vstupných faktorov tak, aby maximalizovali svoj zisk pri

danej produkcii Yi, cenách komodít p = (pi, . . . , pn), cene práce w a cene kapitálu r.

Rie²ením tejto maximaliza£nej úlohy sú podmienené dopytové funkcie:

Xji = Xji(Yi,p, w, r)

Li = Li(Yi,p, w, r)

Ki = Ki(Yi,p, w, r)

Nako©ko sa ekonomika nachádza v rovnováhe a produk£né sektory maximalizujú svoj

zisk v podmienkach dokonalej konkurencie, musí optimálny výstup sp¨¬a´ podmienku

nulového zisku:

piYi = wLi + rKi +
n∑
j=1

pjXji (2.1)

Vzh©adom na kon²tantnos´ výnosov z rozsahu, by totiº pri kladnom zisku bolo pre

sektor vºdy výhodné výrobu zvý²i´. Naopak pri zápornom zisku by výrobu ukon£il.

2.2 Sektor domácností

V²etky domácnosti v ekonomike agregujeme do jednej reprezentatívnej domácnosti.

Preferencie tejto domácnosti charakterizujeme funkciou uºito£nosti s kon²tantnými vý-

nosmi z rozsahu, v tvare:

U = u(H1, . . . , Hn),

kde Hi je mnoºstvo i-tej komodity, ktoré agregovaná domácnos´ spotrebuje. Pod©a

predpokladaného typu preferencií volíme Leontiefovu, Cobb-Douglasovu alebo CES

funkciu uºito£nosti. Na základe predpokladu racionality, maximalizuje agregovaná do-

mácnos´ svoj úºitok za podmienky svojho príjmu M a danej cenovej hladiny p. Rie²e-

ním tejto maximaliza£nej úlohy sú Marshallovské podmienené dopytové funkcie, ktoré

majú tvar:

Hi = Hi(M,p)

14



2.3 Rovnováhy na trhoch

Predpokladáme, ºe kapitál a práca sú vlastnené iba domácnos´ami a teda ich príjem je

rovný sume výdavkov produk£ných sektorov na prácu a kapitál:

M =
n∑
i=1

wLi +
n∑
i=1

rKi (2.2)

2.3 Rovnováhy na trhoch

Nako©ko predpokladáme, ºe ekonomika je v rovnováhe, nemôºe v nej existova´ nenasý-

tený dopyt a teda musí plati´ rovnos´ ponuky a dopytu na trhu s komoditami:

Yj =
n∑
i=1

Xji +Hj (2.3)

na trhu práce:

TL =
n∑
i=1

Li (2.4)

aj na kapitálovom trhu:

TK =
n∑
i=1

Ki, (2.5)

kde:

TL - celková ponuka práce v ekonomike

TK - celková ponuka kapitálu v ekonomike

2.4 Vo©ba numeraire

Z Walrasovho zákona vyplýva, ºe uvedené rovnice CGE modelu sú lineárne závislé

(pozri [6]). Preto je moºné z neho vypo£íta´ iba vzájomné pomery cien. Zvolíme teda,

pre celý zvy²ok práce, cenu práce w = 1 za numeraire a ostatné ceny vyjadríme v

pomere k nej.

Na kompletizáciu modelu ostáva ur£i´ konkrétne produk£né funkcie a funkciu uºi-

to£nosti a na ich základe príslu²né podmienené dopytové funkcie.

15



3 Produk£né funkcie a funkcie uºito£nosti

V teoretických prácach aj praktických aplikáciach, sa pri produk£ných funkciách aj

funkciách uºito£nosti spravidla pouºíva CES funkcia, alebo jej limitné prípady - Cobb-

Douglasova a Leontiefova funkcia.

3.1 CES produk£ná funkcia

CES produkn£ná sa pouºíva ak elasticita substitúcie vstupných faktorov patrí do in-

tervalu σ ∈ (0, 1). Tradi£ný tvar CES funkcie vyzerá nasledovne:

Yi =

(
n∑
j=1

ajiXji
ρ + δKiKi

ρ + δLiLi
ρ

) 1
ρ

,

kde:

Yi - produkcia i-teho sektoru

Xji - mnoºstvo komodity j spotrebovanej i-tym produk£ným sektorom,

Li - mnoºstvo ©udskej práce vyuºitej i-tym produk£ným sektorom,

Ki - mnoºstvo kapitálu spotrebovaného i-tym produk£ným sektorom,

aji, δKi , δLi , ρ - parametre modelu, pre ktoré platí:∑n
j=1 aji + δKi + δLi = 1

σ = 1
1−ρ

Presná hodnota elasticity substitúcie sa ur£í exogénnym odhadom. Hodnoty ostatných

parametrov môºeme vypo£ita´ explicitnými vzorcami pomocou hodnôt v SAM matici.

Nako©ko je v²ak odvodenie týchto kalibra£ných vzorcov pre základný tvar CES funkcie

zloºité a parametre sú ´aºko interpretovate©né, zvykne sa pouºíva´ normovaný tvar

CES funkcie, ktorý uviedol [5] ako �calibrated share form�. Tento vyjadruje vstupné

argumenty ako pomer k ich pôvodným (tzv. benchmarkovým) hodnotám:

Yi = Yi

(
n∑
j=1

aji

(
Xji

Xji

)ρ
+ δKi

(
Ki

Ki

)ρ
+ δLi

(
Li

Li

)ρ) 1
ρ

, (3.1)

kde:
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3.1 CES produk£ná funkcia

Yi - pôvodné mnoºstvo produkcie i-teho sektoru

Xji - pôvodné mnoºstvo komodity j spotrebovanej i-tym produk£ným sektorom,

Li - pôvodné mnoºstvo ©udskej práce vyuºitej i-tym produk£ným sektorom,

Ki - pôvodné mnoºstvo kapitálu spotrebovaného i-tym produk£ným sektorom.

Parametre aji, δKi a δLi teraz vyjadrujú podiel daného vstupu na nákladoch sektora.

Môºeme ich teda vypo£íta´ ako:

aji =
pjXji∑n

k=1 pkXki + Li + rKi

δKi =
rKi∑n

k=1 pkXki + Li + rKi

δLi =
Li∑n

k=1 pkXki + Li + rKi

,

(3.2)

kde:

pj - pôvodná cena j-tej komodity,

r - pôvodná cena kapitálu,

Tieto hodnoty parametrov vieme vypo£íta´ na základe �nan£ných tokov pjXji, rKi a

Li, obsiahnutých v SAM matici.

Postupom uvedeným v prílohe odvodíme z produk£ných funkcií podmienené dopyty

výrobných odvetví ako funkcie cien a produkcie:

Xji = Xji
Yi

Yi

(
pj
pj

)σ
Qi ∀i, j = 1, . . . , n

Ki = Ki
Yi

Yi

(
r

r

)σ
Qi ∀i, j = 1, . . . , n

Li = Li
Yi

Yi
Qi ∀i, j = 1, . . . , n

kde

Qi =

(∑n
k=1 aki

(
pk
pk

)1−σ
+ δKi

(
r
r

)1−σ
+ δLi

) σ
1−σ

, ∀i = 1, . . . , n,

σ = 1
1−ρ .
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3.2 Cobb-Douglassova produk£ná funkcia

Ke¤ºe v po£iato£nej rovnováhe predpokladáme jednotkové pôvodné ceny a platnos´

vz´ahu (2.1), môºeme parametre produk£nej funkcie vyjadri´ ako aji =
Xji
Yi
, δKi = Ki

Yi

a δLi = Li
Yi
. Následne môºeme zjednodu²i´ podmienené dopytové funkcie:

Xji = ajiYip
−σ
j Qi ∀i, j = 1, . . . , n

Ki = δKiYir
−σQi ∀i = 1, . . . , n

Li = δLiYiQi ∀i = 1, . . . , n

kde:

Qi =
(∑n

k=1 akip
1−σ
k + δKir

1−σ + δLi
) σ

1−σ , ∀i = 1, . . . , n,

3.2 Cobb-Douglassova produk£ná funkcia

Cobb-Douglassova produk£ná funkcia je limitným prípadom CES funkciu, pre elasticitu

substitúcie rovnú jednej. Tradi£ný tvar Cobb-Douglassovej produk£nej funkcie vyzerá

nasledovne:

Yi =
n∏
j=1

Xji
ajiKi

δKiLi
δLi ,

Podobne ako CES funkcie sa v²ak aj Cobb-Douglassova funkcia zvy£ajne uvádza v

normovanom tvare:

Yi = Yi

n∏
j=1

(
Xji

Xji

)aji (Ki

Ki

)δKi (Li
Li

)δLi
,

Parametre aji, δKi a δLi opä´ vyjadrujú podiel daného vstupu na nákladoch sektora.

Môºeme ich teda vypo£íta´ rovnako ako v prípade CES funkcie (vi¤ (3.2))

Postupom uvedeným v prílohe odvodíme z produk£ných funkcií podmienené dopyty

výrobných odvetví ako funkcie cien a produkcie:

Xji = Xji
pjYi

pjYi
Qi ∀i, j = 1, . . . , n

Ki = Ki
rYi

rYi
Qi ∀i = 1, . . . , n

Li = Li
Yi

Yi
Qi ∀i = 1, . . . , n

kde:
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3.3 Leontiefova produk£ná funkcia

Qi =
∏n

k=1

(
pk
pk

)aki (
r
r

)δKi , ∀i = 1, . . . , n,

Podobne ako pri CES funkcií, môºeme pomocou vz´ahov aji =
Xji
Yi
, δKi = Ki

Yi
a

δLi = Li
Yi
, zjednodu²i´ podmienené dopytové funkcie nasledovne:

Xji =
aji
pj
YiQi ∀i, j = 1, . . . , n

Ki =
δKi
r
YiQi ∀i = 1, . . . , n

Li = δLiYiQi ∀i = 1, . . . , n

kde

Qi =
∏n

k=1 p
aki
k rδKi , ∀i = 1, . . . , n,

3.3 Leontiefova produk£ná funkcia

Leontiefova produk£ná funkcia je limitným prípadom CES funkcie pre elasticitu sub-

stitúcie vstupných faktorov rovnú nule. Tradi£ný tvar Leontiefovej produk£nej funkcie

vyzerá nasledovne:

Yi = min(
Xji

aji
,
Ki

δKi
,
Li
δLi

),

Aj Leontiefova funkcia sa v²ak zvy£ajne pouºíva v normovanom tvare:

Yi = Yi min(
Xji

Xji

,
Ki

Ki

,
Li

Li
),

Postupom uvedeným v prílohe odvodíme z produk£ných funkcií podmienené dopyty

výrobných sektorov ako funkcie cien a produkcie:

Xji = Xji
Yi

Yi
∀i, j = 1, . . . , n

Ki = Ki
Yi

Yi
∀i = 1, . . . , n

Li = Li
Yi

Yi
∀i = 1, . . . , n

Aj v tomto prípade predpokladáme platnos´ vz´ahov aji =
Xji
Yi
, δKi = Ki

Yi
, resp.

δLi = Li
Yi

a preto môºeme podmienené dopytové funkcie vyjadri´ nasledovne:

Xji = ajiYi ∀i, j = 1, . . . , n

Ki = δKiYi ∀i = 1, . . . , n

Li = δLiYi ∀i = 1, . . . , n

19



3.4 CES funkcia uºito£nosti

3.4 CES funkcia uºito£nosti

CES funkcia uºito£nosti sa pouºíva ak elasticita substitúcie vstupných komodít patrí

do intervalu σ ∈ (0, 1). Normovaný tvar CES funkcie uºito£nosti je odvodený podobne

ako pri produk£nej funkcií:

U = Ui

(
n∑
i=1

βi

(
Hi

Hi

)ρ) 1
ρ

, (3.3)

kde:

Hi - spotreba komodity i agregovanou domácnos´ou

Hi - pôvodná spotreba komodity i agregovanou domácnos´ou

βi = piHi∑n
j=1 pjHj

.

Postupom uvedeným v prílohe odvodíme z funkcie uºito£nosti Marshalovský dopyt

domácnosti v závislosti od jej príjmu domácnosti M a cenovej hladiny p:

Hi =
βi
pσi

1∑n
j=1 βjp

1−σ
j

M

3.5 Cobb-Douglassova funkcia uºito£nosti

Cobb-Douglassova funkcia uºito£nosti sa pouºíva ak je elasticita substitúcie komodít

pre agregovanú domácnos´ rovná jednej. Normovaný tvar Cobb-Douglassovej funkcie

uºito£nosti vyzerá nasledovne:

Ui = Ui

n∏
i=1

(
Hi

Hi

)βi
(3.4)

kde:

Hi - spotreba komodity i agregovanou domácnos´ou

Hi - pôvodná spotreba komodity i agregovanou domácnos´ou

βi = piHi∑n
j=1 pjHj

.

Postupom uvedeným v prílohe odvodíme z funkcie uºito£nosti Marshalovský dopyt

domácnosti v závislosti od jej príjmu domácnosti M a cenovej hladiny p:

Hi =
βi
pi
M
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4 Rie²enie jednoduchého modelu linearizáciou

CGE model, uvedený v kapitole 2, je de�novaný sústavou nelineárnych rovníc. V tejto

kapitole uvedieme spôsob, ktorým môºeme tieto rovnice, pre produk£né funkcie a fun-

kcie uºito£nosti tvaru CES funkcie a jej limitných prípadov, upravi´ na sústavu lineár-

nych rovníc a jednej nelineárnej rovnice. V¤aka tomu budeme lep²ie rozumie´ rie²eniu

sústavy.

Postup tejto linearizácie závisí od konkrétnej vo©by produk£ných funkcií a funkcie

uºito£nosti. Pre Cobb-Douglasove produk£né funkcie a Cobb-Douglasovu funkciu uºi-

to£nosti tento postup vypracovala �mátralová (pozri [7]). In²pirovaný jej prístupom,

v tejto kapitole uvedieme postup pre CES produk£nú funkciu, pri£om ako funkciou

uºito£nosti pouºijeme v jednom prípade CES funkciu a následne aj Cobb-Douglasovu

funkciu.

Ukazuje sa, ºe ak je produk£ná funkcia rovnakého tvaru ako funkcia uºito£nosti,

dostaneme sústavu lineárnych rovníc, z ktorej vieme rie²enie vypo£íta´ explicitne. Ak je

elasticita substitúcie produk£nej funkcie iná ako pri funkcií uºito£nosti, systém moºno

zjednodu²i´, av²ak okrem sústavy lineárnych rovníc dostaneme aj jednu nelineárnu

rovnicu, ktorú musíme rie²i´ numericky.

4.1 Model s CES produk£nou funkciou a CES funkciou uºito£-

nosti

V tomto prípade budú ma´ výrobné odvetvia CES produk£né funkcie aj funkcie uºito£-

nosti v normovanom tvare ((3.1), resp. (3.3)). Podmienené dopytové funkcie a Mars-

hallovský dopyt teda vyzerajú nasledovne:

Xji = ajiYip
−σ
j Qi ∀i, j = 1, . . . , n

Ki = δKiYir
−σQi ∀i, j = 1, . . . , n

Li = δLiYiQi ∀i, j = 1, . . . , n

Hi =
βi
pσi

1∑n
j=1 βjp

1−σ
j

(TL+ rTK) ∀i, j = 1, . . . , n

kde
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4.1 Model s CES produk£nou funkciou a CES funkciou uºito£nosti

Qi =
(∑n

k=1 akip
1−σ
k + δKir

1−σ + δLi
) σ

1−σ , ∀i = 1, . . . , n,

Dosadíme tieto vz´ahy do rovníc (2.3), (2.4), (2.5) a (2.1) a dostaneme:

Yi =
n∑
j=1

Yjaijp
−σ
i Qj +

βi

pσi
∑n

k=1 βkp
1−σ
k

(TL+ rTK) ∀i = 1, . . . , n (4.1)

TK =
n∑
i=1

YiδKir
−σQi (4.2)

TL =
n∑
i=1

YiδLiQi (4.3)

piYi =
n∑
j=1

pjYiQiajip
−σ
j + YiQiδLi + rYiQiδKir

−σ ∀i = 1, . . . , n (4.4)

Úpravou rovnice (4.4) ¤alej dostaneme:

pi =

(
n∑
j=1

ajip
1−σ
j + δLi + δKir

1−σ

)
Qi = Q

1
σ
i ∀i = 1, . . . , n (4.5)

p1−σi =
n∑
j=1

ajip
1−σ
j + δLi + δKir

1−σ = Q
1−σ
σ

i ∀i = 1, . . . , n (4.6)

Rovnicu (4.1) môºeme pomocou vz´ahu (4.6) upravi´ na:

pσi Yi =
n∑
j=1

aijp
σ
j Yj +

βi∑n
k=1 βkp

1−σ
k

(TL+ rTK) ∀i = 1, . . . , n (4.7)

Ozna£íme teraz φi = p1−σi a ψi = pσi Yi. Rovnice (4.6) a (4.7) prepí²eme do maticového

tvaru:

(I−AT )φ = δL + δKr
1−σ (4.8)

(I−A)ψ = β
(TL+ rTK)

βTφ
(4.9)

kdeA = ((a11, . . . , an1)
T , . . . , (a1n, . . . , ann)T ), φ = (φ1, . . . , φn)T , δL = (δL1 , . . . , δLn)T ,

δK = (δK1 , . . . , δKn)T a ψ = (ψ1, . . . , ψn)T .

Nako©ko pouºívame produk£né funkcie a funkciu uºito£nosti s kon²tantnými výnosmi

z rozsahu, platia vz´ahy:

0 ≤ aij ≤ 1,
∑
i

aij < 1.
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4.1 Model s CES produk£nou funkciou a CES funkciou uºito£nosti

Preto sú matice (I −A) a (I −AT ) invertovate©né a platí:

(I−A)−1 = I +A+A2 + . . .

Teda matice (I − A)−1 a (I − AT )−1 majú kladné prvky. Tieto inverné matice

ozna£íme ako Â = (I −A)−1, resp. Â
T

= (I −AT )−1, ich prvky ako Â = {γij}, resp.

Â
T

= {γji} a prenásobíme nimi rovnice (4.8), resp. (4.9):

φi =
∑
j

γji
(
δLj + δKjr

1−σ) (4.10)

ψi =
∑
j

γijβj
(TL+ rTK)∑n

k=1 βkφk
(4.11)

Tieto rovnosti prepí²eme do tvaru s pôvodnými premennými:

pi =

(∑
j

γji
(
δLj + δKjr

1−σ)) 1
1−σ

(4.12)

pσi Yi =
∑
j

γijβj
(TL+ rTK)∑n

k=1 βkp
1−σ
k

(4.13)

Ak dosadíme rovnicu (4.13) do vz´ahu (4.3) s pouºitím rovnosti pσi = Qi, dostaneme:

TL =
n∑
i=1

n∑
j=1

δσLiγijβj
(TL+ rTK)∑n

k=1 βkp
1−σ
k

(4.14)

Výslednú rovnos´ prenásobíme menovate©om a za pk dosadíme zo vz´ahu (4.12):

TL

n∑
j=1

βj

n∑
i=1

γij
(
δLi + δKir

1−σ) = (TL+ rTK)
n∑
j=1

βj

n∑
i=1

δLiγij (4.15)

Úpravou tohto výrazu dostaneme postupne explicitný vzorec na výpo£et ceny kapitálu

r:

TL
n∑
i=1

δLi + δKir
1−σ = (TL+ rTK)

n∑
i=1

δLi (4.16)

r =

(
TL
∑n

i=1 δKi
TK

∑n
i=1 δLi

) 1
σ

(4.17)

Hodnoty ostatných premenných následne vieme dopo£íta´ dosadením.
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4.2 Model s CES produk£nou funkciou a Cobb-Douglasovou funkciou uºito£nosti

4.2 Model s CES produk£nou funkciou a Cobb-Douglasovou

funkciou uºito£nosti

V tomto prípade budú ma´ výrobné odvetvia CES produk£né funkcie, v normovanom

tvare (vi¤ (3.1)) a agregovaná domácnos´ bude ma´ Cobb-Douglasovu funkciu uºito£-

nosti taktieº v normovanom tvare (vi¤ (3.4)).

Podmienené dopytové funkcie teda ostané rovnakú ako v £asti 4.1 a Marshallovský

dopyt agregovaných domácností bude vyzera´ nasledovne:

Hi =
βi
pi

(TL+ rTK) ∀i = 1, . . . , n

Dopytové funkcie dosadíme aj v tomto prípade do rovníc (2.3), (2.4), (2.5) a (2.1) a

dostaneme sústavu rovníc (4.2) aº (4.4) a rovnice:

Yi =
n∑
j=1

aijYjp
−σ
i Qj +

βi
pi

(TL+ rTK) ∀i = 1, . . . , n (4.18)

Aj v tomto prípade platí rovnica (4.6), ktoré dosadíme do vz´ahu (4.18):

pσi Yi =
n∑
j=1

aijp
σ
j Yj + βip

σ−1
i (L+ rTK) ∀i = 1, . . . , n (4.19)

Ozna£íme teraz ψi = pσi Yi, χi = βip
σ−1
i a podobne ako v kapitole 4.1 prepí²eme

rovnicu (4.19) do maticového tvaru:

(I−A)ψ = χ(TL+ rTK) (4.20)

Podobne ako v kapitole 4.1, prenásobíme teraz rovnicu (4.20) maticou (I −A)−1a

dostaneme:

ψi =
∑
j

γijχj(TL+ rTK) (4.21)

Tento vz´ah prepí²eme do tvaru s pôvodnými premennými:

pσi Yi =
∑
j

γijβjp
σ−1
j (TL+ rTK) (4.22)

Ak dosadíme rovnicu (4.22) do vz´ahu (4.3) s pouºitím rovnosti pσi = Qi, dostaneme:

TL =
n∑
i=1

n∑
j=1

δLiγijβjp
σ−1
j (TL+ rTK) (4.23)
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4.2 Model s CES produk£nou funkciou a Cobb-Douglasovou funkciou uºito£nosti

A nakoniec dosadíme za pj z rovnice (4.12):

TL =
n∑
i=1

n∑
j=1

δLiγijβj∑n
k=1 γkj (δLk + δKkr

1−σ)
(TL+ rTK) (4.24)

Takto sme dostali jednu nelineárnu rovnicu s jednou neznámou r, ktorú musíme

vyrie²i´ numericky. Hodnoty ostatných premenných následne vieme dopo£íta´ priamo.

Nakoniec e²te dokáºeme existenciu kladného rie²enia rovnice (4.24). De�nujme fun-

kciu F (r) ako:

F (r) = TL−
n∑
i=1

n∑
j=1

δLiγijβj∑n
k=1 γkj (δLk + δKkr

1−σ)
(TL+ rTK) (4.25)

Rovnos´ (4.24) je teda ekvivalentná rovnosti F (r) = 0. Najprv ukáºeme, ºe r = 0 je

jedným jej rie²ením:

F (0) = TL−
n∑
j=1

βj

∑n
i=1 δLiγij∑n
k=1 δLkγkj

TL (4.26)

F (0) = TL

(
1−

n∑
j=1

βj

)
= 0 (4.27)

Vypo£ítame teraz deriváciu funkcie F :

F ′(r) = −TK
n∑
i=1

n∑
j=1

δLiγijβj∑n
k=1 γkj (δLk + δKkr

1−σ)
−

−(TL+ rTK)
n∑
i=1

n∑
j=1

(
δLiγijβj∑n

k=1 γkjδLk +
∑n

k=1 γkjδKkr
1−σ

)′ (4.28)

F ′(r) = −TK
n∑
i=1

n∑
j=1

δLiγijβj∑n
k=1 γkj (δLk + δKkr

1−σ)
−

−(TL+ rTK)
n∑
i=1

n∑
j=1

(σ − 1)r−σ
γijβj

∑n
k=1 γkjδKk

(
∑n

k=1 γkjδLk +
∑n

k=1 γkjδKkr
1−σ)

2

(4.29)

Môºeme si v²imnú´, ºe derivácia funkcie F v bode r = 0 neexistuje. Jej limita sprava

je v²ak rovná +∞, pretoºe σ ∈ (0, 1) a koe�cienty δLi , γij aj βi sú kladné pre ∀i, j =

1, . . . , n. Ke¤ºe je navy²e táto derivácia na mnoºine kladných £ísel spojitá, existuje

taký interval (0, τ), kde F ′(r) > 0, pre ∀r ∈ (0, τ). Z toho v¤aka spojitosti funkcie F

vyplýva, ºe F (r) > 0 pre ∀r ∈ (0, τ). Taktieº platí limr→+∞ F (r) = −∞. Z toho, opä´

kvôli spojitosti funkcie F , vyplýva, ºe rovnica (4.24) musí ma´ rie²enie aj na intervale

(τ,+∞) a teda v obore kladných £ísel.
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5 Roz²írený model

Závery, ktoré sme ukázali pre jednoduchý model sa pokúsime zov²eobecni´ aj pre jeho

roz²írený variant (in²pirovaný prácou [6]), ktorý je bliº²í modelom pouºívaným v apli-

kovaných prácach (napr. [4]).

5.1 Vnorená produk£ná funkcia

V jednoduchom modeli sme predpokladali, ºe v²etky vstupné faktory sú pre produk£né

sektory rovnako substituovate©né. V realite v²ak tento predpoklad nebýva splnený.

Budeme preto uvaºova´ vnorené produk£né funkcie, ktoré umoº¬ujú rôznu elasticitu

substitúcie pre rôzne vstupné faktory:

Yi = fi (gi (Li, Ki) , hi (X1i, . . . , Xni)) ,

kde:

fi - produk£ná funkcia i-teho produk£ného sektoru,

gi - produk£ná funkcia agregátu pridanej hodnoty v i-tom produk£nom sektore,

hi - produk£ná funkcia agregátu medzispotreby v i-tom produk£nom sektore,

Li - mnoºstvo ©udskej práce vyuºitej i-tym produk£ným sektorom,

Ki - mnoºstvo kapitálu spotrebovaného i-tym produk£ným sektorom,

Xji - mnoºstvo komodity j spotrebovanej i-tym produk£ným sektorom,

Výroba teda bude teda �ktívne rozdelená do dvoch fáz. V prvej sa vyrobí zo vstup-

ných komodít akýsi agregát medzispotreby a z práce a kapitálu sa vyrobí agregát

pridanej hodnoty. Elasticita substitúcie vstupov agregátu medzispotreby pritom môºe

by´ odli²ná od elasticity substitúcie vstupov agregátu pridanej hodnoty. V druhej fáze

sa potom z týchto dvoch agregátov vyrobí �nálny produkt.

Vzh©adom na predpoklad racionality, rie²ia produk£né sektory úlohu minimalizácie

nákladov pri danej úrovni produkcie. Túto úlohu moºno v¤aka dvojstup¬ovým pro-

duk£ným funkciám rozdeli´ do dvoch úrovní. V spodnej úrovni minimalizuje �ktívny
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5.2 Produkcia rôznych komodít v jednom sektore

sektor medzispotreby i-teho odvetvia svoje náklady pri danej úrovni svojho výstupu

(agregátu medzispotreby). Podobne �ktívny sektor pridanej hodnoty i-teho odvetvia

minimalizuje svoje náklady na výrobu daného mnoºstva svojho výstupu (agregátu pri-

danej hodnoty). V hornej úrovni potom samotný sektor minimalizuje svoje náklady na

nákup agregátov medzispotreby a pridanej hodnoty, pri danej úrovni svojej produk-

cie. Výsledkom tejto optimalizácie sú funkcie podmieneného dopytu po jednotlivých

faktoroch:

ICi = ICi(Yi, p
IC
i , piV A) ∀i = 1, . . . , n

V Ai = V Ai(Yi, p
IC
i , piV A) ∀i = 1, . . . , n

Xji = Xji(ICi, p
A
1 , . . . , p

A
n ) ∀i, j = 1, . . . , n

Ki = Ki(V Ai, r, w) ∀i = 1, . . . , n

Li = Li(V Ai, r, w) ∀i = 1, . . . , n

V¤aka predpokladu rovnováhy a produk£ným funkciám s kon²tantnými výnosmi z

rozsahu, musia �ktívne sektory medzispotreby a pridanej hodnoty dosahova´ nulový

zisk rovnako ako samotný sektor:

pYi Yi = pICi ICi + pV Ai V Ai (5.1)

pICi ICi =
n∑
j=1

pAj Xji (5.2)

pV Ai V Ai = wLi + rKi (5.3)

5.2 Produkcia rôznych komodít v jednom sektore

V jednoduchom modeli sme tieº predpokladali, ºe kaºdý sektor vyrába práve jednu

komoditu. V praxi v²ak £asto jednotlivé sektory vyrábajú viacero druhov komodít, £o

chceme zachyti´ aj do ná²ho roz²íreného modelu. Predpokladáme, ºe kaºdý sektor má

rozdelenú produkciu medzi komodity v ustálenom pomere. Produkciu j-tej komodity

i-tym sektorom, teda môºeme vyjadri´ ako:

Yji = αjiYi, (5.4)
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5.3 Investície

kde αji ≥ 0 a
∑n

j=1 αji = 1. Priemernú cenu produkcie i-teho sektora pi potom môºeme

vypo£íta´ ako:

pYi =
n∑
j=1

αjip
A
j , (5.5)

kde pAj je cena komodity j.

V teórií môºe by´ celkový po£et komodít j rôzny od po£tu produk£ných sektorov i.

V praxi sa v²ak SAM matice zostavujú tak, ºe po£et komodít a produk£ných sektorov

je rovnaký. Navy²e kaºdému produk£nému sektoru prislúcha jedna, pre neho typická,

komodita.

5.3 Investície

V jednoduchom modeli sme predpokladali, ºe domácnosti v²etky svoje príjmy mí¬ajú

na spotrebu. V skuto£nosti v²ak zvyknú £as´ príjmov uspori´ a investova´. V statických

CGE modeloch sa tento fakt vyjadruje dopytom po investi£ných statkoch. V na²om mo-

deli budeme predpoklada´, ºe podiel príjmov vy£lenených na investície, resp. spotrebu

je kon²tantný:

M INV = (1− κ)M, (5.6)

kde

M INV - objem investícii,

M - príjmy domácností,

0 < κ < 1

Dopyt po investiciách je podobne ako pri spotrebe riadený funkciou uºito£nosti:

U INV = uINV (INV1, . . . , INVn),

kde INVj je mnoºstvo, ktoré sa investovalo do j-tej komodity. Pod©a predpokladaného

typu preferencií volíme medzi Leontiefovou, Cobb-Douglasovou a CES funkciou uºito£-

nosti. Vzh©adom na predpoklad racionality, maximalizuje agregovaná domácnos´ svoju

uºito£nos´ z investícií v závislosti od sumy vy£lenenej na investície M INV a cenovej

hladiny pA. Rie²ením tejto optimaliza£nej úlohy sú dopytové funkcie v tvare:

INVi = INVi(M
INV ,pA)
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5.3 Investície

Rovnováha na trhu s komoditami v roz²írenom modeli teda nadobudne tvar:

n∑
i=1

Yji =
n∑
i=1

Xji +Hj + INVj (5.7)
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6 Rie²enie roz²íreného modelu linearizáciou

V tejto kapitole uvedieme spôsob, ktorým môºeme sústavu nelineárnych rovníc roz²íre-

ného modelu linearizova´. Budeme uvaºova´ dvojstup¬ové produk£né funkcie, ktorých

jedlotlivé zloºky (agregát medzispotreby, agregát pridanej hodnoty aj kone£ná pro-

dukcia) budú vyjadrené CES funkciami v normovanom tvare s rôznymi elasticitami

substitúcie:

Yi = Yi

(
aICi

(
ICi

ICi

)ρY
+ aV Ai

(
V Ai

V Ai

)ρY) 1

ρY

,

kde:

ICi = ICi

(
n∑
j=1

aji

(
Xji

Xji

)ρIC) 1

ρIC

V Ai = V Ai

(
δKi

(
Ki

Ki

)ρV A
+ δLi

(
Li

Li

)ρV A) 1

ρV A

Ako funkciu uºito£nosti zo spotreby budeme uvaºova´ takisto CES funkciu v nor-

movanom tvare:

UH =

(
n∑
i=1

βHi

(
Hi

Hi

)ρH) 1

ρH

A ako funkciu uºito£nosti z investícií budeme uvaºova´ rovnako CES funkciu v nor-

movanom tvare:

U INV =

(
n∑
i=1

βINVi

(
INVi

INVi

)ρINV) 1

ρINV

Postupom uvedeným v prílohe odvodíme z produk£ných funkcií a funkcie uºito£-

nosti podmienené dopyty výrobných odvetví, resp. Marshallovský dopyt agregovaných
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domácností ako funkcie cien a objemu produkcie, resp. ve©kosti príjmov:

ICi = aICi pICi
−σY

YiQ
Y
i

V Ai = aV Ai pV Ai
−σY

YiQ
Y
i

Xji = ajip
A
j

−σIC
ICiQ

IC
i = ajia

IC
i pICi

−σY
pAj
−σIC

YiQ
Y
i Q

IC
i

Ki = δKir
−σV AV AiQ

V A
i = δKia

V A
i pV Ai

−σY
r−σ

V A

YiQ
Y
i Q

V A
i

Li = δLiV AiQ
V A
i = δLia

V A
i pV Ai

−σY
YiQ

Y
i Q

V A
i

Hi =
βHi

pAi
σH

1∑n
j=1 β

H
j p

A
j
1−σH κM

INVi =
βINVi

pAi
σINV

1∑n
j=1 β

INV
j pAj

1−σINV (1− κ)M

kde:

QY
i =

(
aICi pICi

1−σY
+ aV Ai pV Ai

1−σY
) σY

1−σY ,

QIC
i =

(∑n
k=1 akip

A
k
1−σIC

) σIC

1−σIC ,

QV A
i =

(
δKir

1−σV A + δLi

) σV A

1−σV A ,

σY = 1
1−ρY ,

σIC = 1
1−ρIC ,

σV A = 1
1−ρV A ,

σH = 1
1−ρH ,

σINV = 1
1−ρINV ,

M = TL+ rTK.

Tieto vz´ahy dosadíme do rovníc rovnováh na trhoch komodít, práce a kapitálu (5.7),

(2.4), resp. (2.5) a do rovníc nulového zisku (5.1) - (5.3):

∑
i

Yji =
n∑
i=1

ajia
IC
i pICi

−σY
pAj
−σIC

YiQ
Y
i Q

IC
i +

βHj p
A
j
−σH∑n

k=1 β
H
k p

A
k
1−σH κM+

+
βINVj pAj

−σINV∑n
k=1 β

INV
k pAk

1−σINV (1− κ)M

(6.1)
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TK =
n∑
i=1

δKia
V A
i pV Ai

−σY
r−σ

V A

YiQ
Y
i Q

V A
i (6.2)

TL =
n∑
i=1

δLi a
V A
i pV Ai

−σY
YiQ

Y
i Q

V A
i (6.3)

pYi Yi = pICi aICi pICi
−σY

YiQ
Y
i + pV Ai aV Ai pV Ai

−σY
YiQ

Y
i (6.4)

pICi ICi =
n∑
j=1

pAj ajip
A
j

−σIC
ICiQ

IC
i (6.5)

pV Ai V Ai = δLiV AiQ
V A
i + rδKir

−σV AV AiQ
V A
i (6.6)

Úpravou rovnice (6.4) teraz dostaneme postupne:

pYi =
(
aICi pICi

1−σY
+ aV Ai pV Ai

1−σY
)
QY
i = QY

i

1

σY (6.7)

pYi
1−σY

= aICi pICi
1−σY

+ aV Ai pV Ai
1−σY

= QY
i

1−σY

σY (6.8)

Podobne úpravou rovnice (6.5) dostaneme:

pICi =

(
n∑
j=1

ajipAj
1−σIC

)
QIC
i = QIC

i

1

σIC (6.9)

pICi
1−σIC =

n∑
j=1

ajip
A
j

1−σIC
= QIC

i

1−σIC

σIC (6.10)

A takisto úpravou rovnice (6.6) dostaneme:

pV Ai =
(
δLi + δKir

1−σV A
)
QV A
i = QV A

i

1

σV A (6.11)

pV Ai
1−σV A

= δLi + δKir
1−σV A = QV A

i

1−σV A

σV A (6.12)

Rovnice (6.8) a (6.12) teraz dosadíme do vz´ahov (6.2) a (6.3):

TK =
n∑
i=1

δKia
V A
i

(
δLi + δKir

1−σV A
)σV A−σY

1−σV A
r−σ

V A

(
n∑
j=1

αjip
A
j

) σY

1−σY

Yi (6.13)
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6.1 Linearizácia zjednodu²enia roz²íreného modelu

TL =
n∑
i=1

δLi a
V A
i

(
n∑
j=1

αjip
A
j

) σY

1−σY (
δLi + δKir

1−σV A
)σV A−σY

1−σV A
Yi (6.14)

Dosadením vz´ahov (6.10), (6.12) a (5.5) do rovnosti (6.8) dostaneme:

(
n∑
j=1

αjip
A
j

)1−σY

= aICi

(
n∑
j=1

ajip
A
j

1−σIC
) 1−σY

1−σIC

+aV Ai

(
δLi + δKir

1−σV A
) 1−σY

1−σV A (6.15)

Rovnicu (6.1) môºeme pomocou vz´ahov (6.10), (6.8), (5.5) a (5.4) upravi´ na:

pAj
σIC
∑
i

αjiYi =
n∑
i=1

ajia
IC
i

(
n∑
k=1

akip
A
k

1−σIC
)σIC−σY

1−σIC
(

n∑
k=1

αkip
A
k

)σY

Yi+

+
βHj p

A
j
σIC−σH∑n

k=1 β
H
k p

A
k
1−σH κM +

βINVj pAj
σIC−σINV∑n

k=1 β
INV
k pAk

1−σINV (1− κ)M

(6.16)

Takto sme dostali systém rovníc (6.15), (6.16), (6.13) a (6.14), ktorý nám úplne

opisuje ekonomiku. Vo v²eobecnom prípade je to v²ak nelineárna sústava rovníc, ktorú

nevieme linearizova´.

6.1 Linearizácia zjednodu²enia roz²íreného modelu

Na rozdiel od jednoduchého modelu, rie²eného v kapitole 4, sú v tomto prípade expo-

nenty cien pAi na pravých stranách rovníc (6.15) a (6.16) iné ako na ich ©avých stra-

nách. Navy²e umocnené nie sú len ceny pAi , ale aj ich váºené sú£ty
∑n

j=1 αjip
A
j , resp.∑n

j=1 ajip
A
j
1−σIC . Preto, aby sme mohli sústavu rovníc linearizova´, musíme prija´ dva

zjednodu²ujúce predpoklady.

Budeme opä´ predpoklada´, ºe kaºdý sektor produkuje práve jednu komoditu, teda

αji = 1 ak i = j; αji = 0 ak i 6= j. Rovnice (6.15) a (6.16) sa tak zjednodu²ia

nasledovne:

pAi
1−σY

= aICi

(
n∑
j=1

ajip
A
j

1−σIC
) 1−σY

1−σIC

+ aV Ai

(
δLi + δKir

1−σV A
) 1−σY

1−σV A (6.17)

pAj
σIC

Yj =
n∑
i=1

ajia
IC
i pICi

σIC−σY
pAi

σY

Yi+
βHj p

A
j
σIC−σH∑n

k=1 β
H
k p

A
k
1−σH κM+

βINVj pAj
σIC−σINV∑n

k=1 β
INV
k pAk

1−σINV (1−κ)M

(6.18)
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6.1 Linearizácia zjednodu²enia roz²íreného modelu

Navy²e budeme predpoklada´, ºe elasticita substitúcie medzi jednotlivými komodi-

tami σIC je rovnaká ako elasticita substitúcie medzi agregátmi medzispotreby a pridanej

hodnoty σY . Rovnice (6.17) a (6.18) môºeme potom zjednodu²i´ nasledovne:

pAi
1−σY

= aICi

n∑
j=1

ajip
A
j

1−σY
+ aV Ai

(
δLi + δKir

1−σV A
) 1−σY

1−σV A (6.19)

pAj
σ
Yj =

n∑
i=1

ajia
IC
i pAi

σY

Yi +
βHj p

A
j
σY −σH∑n

k=1 β
H
k p

A
k
1−σH κM +

βINVj pAj
σY −σINV∑n

k=1 β
INV
k pAk

1−σINV (1− κ)M

(6.20)

Ozna£íme teraz φi = pAi
1−σY ,φHi = pAi

1−σH ,φINVi = pAi
1−σINV , ψi = pAi

σY
Yi,

χHi = βHi p
A
i
σY −σH , χINVi = βINVi pAi

σY −σINV a λi = aV Ai

(
δLi + δKir

1−σV A
) 1−σY

1−σV A . Rov-

nice (6.19) a (6.20) prepí²eme do maticového tvaru:

(I −AT )φ = λ (6.21)

(I −A)ψ =
χH

βHT
φH

κM +
χINV

βINV T
φINV

(1− κ)M (6.22)

kdeA = ((a11a
IC
1 , . . . , an1a

IC
1 )T , . . . , (a1na

IC
n , . . . , anna

IC
n )T ), φ = (φ1, . . . , φn)T ,

λ = (λ1, . . . , λn)T , ψ = (ψ1, . . . , ψn)T a χ = (χ1, . . . , χn)T .

Sú£in koe�cientov ajia
IC
i vyjadruje v tomto modeli, rovnako ako koe�cient aji v

jednoduchom modeli, podiel j-tej komodity na nákladoch i-teho sektora. Preto aj v

tomto prípade existujú matice (I −A)−1 a (I −AT )−1, ktorými prenásobíme rovnice

(6.21), resp. (6.22):

φi =
∑
j

γjiλj (6.23)

ψi =
∑
j

γij

(
χHj∑n

k=1 β
H
k φ

H
k

κM +
χINVj∑n

k=1 β
INV
k φINVk

(1− κ)M

)
(6.24)

Tieto vz´ahy prepí²eme do tvaru s pôvodnými premennými:

pAi =

(∑
j

γjiia
V A
j

(
δLj + δKjr

1−σV A
) 1−σY

1−σV A

) 1
1−σ

(6.25)

pAi
σ
Yi = M ·

∑
j

γij

(
βHj p

A
j
σY −σH∑n

k=1 β
H
k p

A
k
1−σH κ+

βINVj pAj
σY −σINV∑n

k=1 β
INV
k pAk

1−σINV (1− κ)

)
(6.26)
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6.2 Itera£ná metóda rie²enia roz²íreného modelu

Ak dosadíme rovnicu (6.26) do vz´ahu (6.3) s pouºitím rovností (6.8) a (2.2), dosta-

neme:

TL = (TL+ rTK)
n∑
i=1

δLia
V A
i pV Ai

σV A−σY ·

·
∑
j

γij

(
βHj p

A
j
σY −σH

κ∑n
k=1 β

H
k p

A
k
1−σH +

βINVj pAj
σY −σINV

(1− κ)∑n
k=1 β

INV
k pAk

1−σINV

) (6.27)

Nakoniec dosadíme z rovníc (6.25) a (6.12):

TL = (TL+ rTK)
n∑
i=1

δiLia
V A
i

(
δLi + δKir

1−σV A
)σV A−σY

1−σV A ·

·
∑
j

γij


βHj

(∑
s γsja

V A
s

(
δLs + δKsr

1−σV A
) 1−σY

1−σV A

)σY −σH

1−σY

κ

∑n
k=1 β

H
k

(∑
s γska

V A
s

(
δLs + δKsr

1−σV A
) 1−σY

1−σV A

) 1−σH
1−σY

+

+

βINVj

(∑
s γsja

V A
s

(
δLs + δKsr

1−σV A
) 1−σY

1−σV A

)σY −σINV

1−σY

(1− κ)

∑n
k=1 β

INV
k

(∑
s γska

V A
s

(
δLs + δKsr

1−σV A
) 1−σY

1−σV A

) 1−σINV
1−σY


(6.28)

Takto sme dostali jednu nelineárnu rovnicu s jednou neznámou r, ktorú môºeme

vypo£íta´ numericky. Ostatné premenné potom vieme dopo£íta´ priamo. Rie²ite©nos´

rovnice (6.28) na mnoºine kladných £ísel sa nám v²ak vo v²eobecnosti dokáza´ nepo-

darilo.

6.2 Itera£ná metóda rie²enia roz²íreného modelu

Vo v²eobecnom prípade roz²íreného modelu sa nám nepodarilo upravi´ zadaný systém

nelineárnych rovníc na systém lineárnych rovníc a malého po£tu nelineárnych rovníc.

Podarilo sa nám v²ak zjednodu²enie pôvodného ve©kého systému na sústavu rovníc

(6.15), (6.16) a (6.14). Táto je síce stále nelineárnym systémom, av²ak vzh©adom na

men²í rozmer (2n+1 rovníc s 2n+1 neznámimi) a vhodný tvar, umoº¬uje preh©adnej²í

spôsob výpo£tu rie²enia.

35



6.2 Itera£ná metóda rie²enia roz²íreného modelu

Pouºitá itera£ná metóda pozostáva z dvoch stup¬ov: V prvom stupni sa pre zadanú

cenu kapitálu po£ítajú ceny komodít. V druhom stupni sa z ich cien vypo£íta cena ka-

pitálu, ktorá sa následne pouºije pre výpo£et presnej²ích cien komodít v prvom stupni.

Tento postup sa opakuje, aº kým nedosiahneme stabilné rie²enie.

Na výpo£et cien komodít pouºijeme rovnos´ (6.15), spolu s rovnos´ou (5.5), ktorých

úpravou dostaneme nasledovnú sústavu rovníc:

pi =

aICi
(

n∑
j=1

ajip
A
j

1−σIC
) 1−σY

1−σIC

+ aV Ai

(
δLi + δKir

1−σV A
) 1−σY

1−σV A


1

1−σY

(6.29)

pAi =
n∑
j=1

ὰjip
Y
j , (6.30)

kde ὰji sú £leny matice À, pre ktorú platí À−1 = Ã = {αji}ni,j=1. Táto inverzná

matica spravidla existuje, nako©ko, ako uvedieme neskôr, pôvodná matica Ã býva v

praxi diagonálne dominantná. Pre následný výpo£et ceny kapitálu r upravíme rovnicu

(6.16) do maticového tvaru:

CY =
χH

βHT
φH

κM +
χINV

βINV T
φINV

(1− κ)M, (6.31)

kde pre £leny matice C platí:

{cji} = pAj
σIC

αji − ajiaICi

(
n∑
k=1

akip
A
k

1−σIC
)σIC−σY

1−σIC
(

n∑
k=1

αkip
A
k

)σY

.

Ak je matica C invertovate©ná, ozna£íme £leny matice C−1 ako {čij} a prenásobíme

¬ou rovnicu 6.31:

Yi =
n∑
j=1

čij

(
χHj∑n

k=1 β
H
k φ

H
k

κM +
χINVj∑n

k=1 β
INV
k φINVk

(1− κ)M

)
(6.32)

Po prepísaní do tvaru s pôvodnými premennými dostávame:

Yi = M ·
n∑
j=1

čij

(
βHj p

A
j
σY −σH∑n

k=1 β
H
k p

A
k
1−σH κ+

βINVj pAj
σY −σINV∑n

k=1 β
INV
k pAk

1−σINV (1− κ)

)
(6.33)
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6.2 Itera£ná metóda rie²enia roz²íreného modelu

Nakoniec dosadíme rovnice (6.33) a (2.2) do vz´ahu (6.14)

TL =
n∑
i=1

δLi a
V A
i

(
n∑
j=1

αjip
A
j

) σY

1−σY (
δLi + δKir

1−σV A
)σV A−σY

1−σV A ·

·
n∑
j=1

čij

(
βHj p

A
j
σY −σH∑n

k=1 β
H
k p

A
k
1−σH κ+

βINVj pAj
σY −σINV∑n

k=1 β
INV
k pAk

1−σINV (1− κ)

)
(TL+ rTK)

(6.34)

Itera£ný spôsob rie²enia sa teda bude sklada´ z nasledovných krokov:

1. Za po£iato£nú hodnotu ceny kapitálu zvolíme r = 1 a cien komodít pAi = 1.

2. Z cien komodít pAi a ceny kapitálu r, pomocou rovnosti (6.29), vypo£ítame ceny

produkcie pYi .

3. Z cien produkcie pYi vypo£ítame pomocou rovnosti (6.30) cenu komodít pAi . Pokia©

sa táto hodnota nelí²i od predo²lých hodnôt cien komodít pAi , prejdeme na bod

4. Inak prejdeme na bod 2.

4. Dosadíme ceny komodít pAi do rovnosti (6.34) a pomocou prostredia MATLAB

zistíme numericky cenu kapitálu r. Ak sa táto hodnota nelí²i od predo²lej hodnoty

ceny kapitálu r, na²li sme rie²enie a tak ukon£íme program. Inak prejdeme na

bod 2.

Ostatné premenné modelu môºeme následne vypo£íta´ dosadením.

Uvedený itera£ný postup v²ak nemusí vies´ k cie©u vºdy. Na to aby sme pomocou

neho na²li kladné rie²enie musia by´ splnené tri podmienky:

• Itera£ný postup pre výpo£et cien komodit pAi a cien produkcie pYi pri zadanej

cene kapitálu r konverguje.

• Matica C je invertovate©ná a existuje rie²enie nelineárnej rovnice (6.34) pre cenu

kapitalu r pri daných cenách komodít pAi .

• Druhý stupe¬ iterácie (kroky 2-4) konverguje.

Presné podmienky konvergencie sa nám odvodi´ nepodarilo. Ukazuje sa v²ak, ºe na

to aby konvergoval postup pre výpo£et cien komodit pAi a cien produkcie pYi , je potrebné
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6.2 Itera£ná metóda rie²enia roz²íreného modelu

aby bola matica prerozdelenia produkcie sektorov medzi komodity Ã = {αji}ni,j=1 blízka

jednotkovej matici. Toto je v praxi zvy£ajne splnené, nako©ko po£et agregovaných ko-

modít zvykne by´ v praxi rovnaký ako po£et agregovaných sektorov a kaºdému sektoru

prislúcha jeho typický produkt. Ako ve©mi môºe by´ matica Ã odchýlená od jednot-

kovej matice pritom závisí od koe�cientov aICi vyjadrujúcich podiel nákladov sektora i

spotrebovaných na komodity. �ím sú tieto koe�cienty men²ie, tým viac môºe by´ ma-

tica Ã odchýlená od jednotkovej matice. Konvergencia takisto závisí od jednotlivých

elasticít substitúcie.

Ak by sa elasticity substitúcie limitne blíºili nule (rovnos´ nemôºe nasta´, lebo elas-

ticita substitúcie CES funkcie σ ∈ (0, 1)), mohli by sme prvý stupe¬ na²ej itera£nej

schémy prepísa´ nasledovne:

 0n×n À

A 0n×n

 ·
 pA(t)

pY (t)

+

 0n×1

Rn×1

 =

 pA(t+ 1)

pY (t+ 1)

 (6.35)

kde vektor R je pre danú cenu kapitálu r kon²tantný. Ceny komodít pA, resp.

produkcie pY , teda budú konvergova´ v prípade, ºe vlastné hodnoty matice A = 0n×n À

A 0n×n

 budú men²ie ako 1 (pozri [1]). Navy²e, ak je matica I − A inver-

tovate©ná, tak ceny komodít a produkcie budú konvergova´ k hodnote:

 p̂A

p̂Y

 = (I−A)−1

 0n×1

Rn×1

 (6.36)

V skuto£nosti v²ak elasticita substitúcie CES funkcie σ ∈ (0, 1), kvôli £omu sa táto

podmienka konvergencie do istej miery modi�kuje.

O podmienkach rie²ite©nosti rovnice (6.34), £i konvergencií celého systému vieme

poveda´ e²te menej. Po£as testovania rôznych vstupných hodnôt sme si v²ak v²imli,

ºe prostredie MATLAB nedokázalo nájs´ rie²enie rovnice (6.34) v prípade scenárov

s výrazným poklesom celkového mnoºstva kapitálu a nárastom celkového mnoºstva

práce. Celý systém pri testovaných vstupných hodnotách a scenároch konvergoval vºdy

ak konvergoval prvý stupe¬ iterácie a zárove¬ rovnica (6.34) mala rie²enie.
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ZÁVER

Záver

Cie©om práce bolo nájs´ alternatívny spôsob rie²enia CGE modelov, ktorý by obi²iel

pouºitie prostredia GAMS a umoºnil ¤al²iu analýzu výsledkov modelu. Pre tento nový

spôsob rie²enia sme navrhli postup úpravy systému nelineárnych rovníc, ktorými je

model de�novaný, na jednoduch²í systém lineárnych rovníc a jednej nelineárnej rovnice.

Toto rie²enie sme úspe²ne pouºili pre jednoduchý CGE model. Pre CES produk£nú

funkciu a funkciu uºito£nosti s rovnakou elasticitou substitúcie sme odvodili aj expli-

citný vz´ah na výpo£et rie²enia. Pri roz²írenom modeli sme na aplikáciu uvedeného

postupu museli prija´ predpoklad, ºe kaºdý produk£ný sektor vyrába iba jednu ko-

moditu. Takisto sme museli obmedzi´ triedu vhodných produk£ných funkcií tak, aby

elasticita substitúcie vstupných komodít bola rovnaká, ako elasticita substitúcie medzi

agregátmi medzispotreby a pridanej hodnoty.

Pre model, s viacerými produkovanými komoditami a dvojstup¬ovou CES produk£-

nou funkciou bez obmedzení na elasticitu substitúcie, uº uvedený postup nebolo moºné

aplikova´. Ukázali sme v²ak iný postup, pri ktorom sa rie²enie po úprave systému rov-

níc po£íta itera£ne. V²etky uvedené spôsoby rie²enia sme naprogramovali v prostredí

MATLAB.

Výstupy tejto práce je moºné vyuºi´ na bliº²iu analýzu CGE modelov napr. v oblasti

citlivosti výsledkov na exogénne parametre. Takisto môºe slúºi´ na porovnanie výsled-

kov získaných prostredím GAMS. Nako©ko v²ak aj ná² roz²írený model abstrahuje od

£astých sú£astí CGE modelov, akými sú zahrani£ie, £i vláda, bolo by vhodné roz²íri´

na²e postupy aj pre komplexnej²ie modely.

39



ZOZNAM POU�ITEJ LITERATÚRY

Zoznam pouºitej literatúry

[1] Brunovský, P.: Diferen£né a diferenciálne rovnice, u£ebné texty, dostupné na inter-

nete (25.4.2014):

www.iam.fmph.uniba.sk/skripta/brunovsky/ddrtext.pdf

[2] Brunovský, P.: Mikroekonómia, u£ebné texty, dostupné na internete (25.4.2014):

www.iam.fmph.uniba.sk/skripta/brunovsky2/mikro.pdf

[3] Pániková L.: Alternatívne uzávery CGE modelov, Diplomová práca, FMFI UK,

Bratislava, 2007, dostupné na internete (25.4.2014):

www.iam.fmph.uniba.sk/studium/efm/diplomovky/2007/panikova/diplomovka.pdf

[4] Kotov, M., Páleník, V. : Kon²trukcia modelu v²eobecnej ekonomickej rovnováhy,

Zdruºenie pre ekonomické modelovanie, prognózy a analýzy, 2003

[5] Rutherford, T. F.: Lecture Notes on Constant Elasticity Functions, University of

Colorado, 2002, dostupné na internete (25.4.2014):

www.gamsworld.eu/mpsge/debreu/ces.pdf

[6] Sekere² S.: Teória statických a dynamických CGE modelov, Diplomová práca, FMFI

UK, Bratislava, 2006, dostupné na internete (25.4.2014):

www.iam.fmph.uniba.sk/studium/efm/diplomovky/2006/sekeres/diplomovka.pdf

[7] �mátralová L.: Rie²ite©nos´ rovníc CGE modelov, Diplomová práca, FMFI UK,

Bratislava, 2008, dostupné na internete (25.4.2014):

www.iam.fmph.uniba.sk/studium/efm/diplomovky/2008/smatralova/diplomovka.pdf

40



Príloha A

Príloha A - Odvodenie dopytových funkcií a ich para-

metrov pre normovaný tvar funkcií

Ak sa subjekt na trhu charakterizovaný produk£nou funkciou Y = f(X1, . . . , Xn)

správa racionálne, bude voli´ svoje vstupy Xj tak, aby minimalizoval svoje náklady∑n
j=1 pjXj pri danej produkcií Y a cenách na trhu pj. Rie²i teda úlohu:

min
Xj

n∑
j=1

pjXj (A.1)

za podmienky

Y = f(X)

Ak funkcia je f spojitá a mnoºstvá Xj sú kladné, pod©a Lagrangeovej vety existuje

také λ ≥ 0, ºe platí:

pj =
∂

∂Xj

(
n∑
j=1

pjXj

)
= λ

∂f

∂Xj

(X̂), (A.2)

kde X̂ je optimálne rie²enie.

CES produk£ná funkcia

Normovaný tvar CES produk£nej funkcie vyzerá vo v²eobecnosti nasledovne:

Y = Y

(
n∑
j=1

aj

(
Xj

Xj

)ρ) 1
ρ

(A.3)

Pre optimálny dopyt teda pod©a (A.2) platí:

pj = λY

(
n∑
j=1

aj

(
Xj

Xj

)ρ) 1−ρ
ρ

aj
X̂j

ρ−1

Xj
ρ (A.4)

Z toho môºeme vyjadri´:

pjXj
ρ

ajX̂j
ρ−1 = λY

(
n∑
j=1

aj

(
Xj

Xj

)ρ) 1−ρ
ρ

=
piXi

ρ

aiX̂i
ρ−1 (A.5)

aj

(
X̂j

Xj

)ρ

= pjX̂j
aiX̂i

ρ−1

piXi
ρ (A.6)

41



Príloha A

Dosadíme tento vz´ah do produk£nej funkcie (A.3):

Y = Y

(
aiX̂i

ρ−1

piXi
ρ

n∑
j=1

pjX̂j

) 1
ρ

(A.7)

Táto rovnos´ musí plati´ aj pre benchmarkové hodnoty. Po ich dosadení a následnej

úprave, dostávame vz´ah pre parametre ai:

ai =
piXi∑n
j=1 pjXj

(A.8)

Tento vz´ah dosadíme do rovnosti (A.5) a postupne dostaneme:

pjXj
ρ−1

pjX̂j

ρ−1

n∑
k=1

pkXk =
piXi

ρ−1

piX̂i

ρ−1

n∑
k=1

pkXk (A.9)

X̂j

Xj

=

(
pjpi
pjpi

) 1
ρ−1 X̂i

Xi

(A.10)

Nakoniec dosadíme do produk£nej funkcie (A.3) a vyjadríme dopyt X̂i:

Y = Y
X̂i

Xi

(
pi
pi

) 1
ρ−1

(
n∑
j=1

aj

(
pj
pj

) ρ
ρ−1

) 1
ρ

(A.11)

X̂i = Xi
Y

Y

(
pi
pi

) 1
1−ρ
(

n∑
j=1

aj

(
pj
pj

) ρ
ρ−1

) 1
−ρ

(A.12)

X̂i = Xi
Y

Y

(
pi
pi

)σ( n∑
j=1

aj

(
pj
pj

)1−σ
) σ

1−σ

, (A.13)

kde σ = 1
1−ρ je elasticita substitúcie medzi vstupnými faktormi.

Cobb-Douglassova produk£ná funkcia

Normovaný tvar Cobb-Douglasovej produk£nej funkcie vyzerá vo v²eobecnosti nasle-

dovne:

Y = Y
n∏
j=1

(
Xj

Xj

)aj
(A.14)

Pre optimálny dopyt pod©a (A.2) teda platí:

pj = λY
aj

X̂j

(A.15)
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Z toho môºeme vyjadri´:
pjX̂j

aj
= λY =

piX̂i

ai
(A.16)

aj = pjX̂j
ai

piX̂i

(A.17)

Ak predpokladáme funkciu s kon²tantnými výnosmi z rozsahu, dostaneme vz´ah pre

parametre ai:

1 =
n∑
j=1

aj =
ai

piX̂i

n∑
j=1

pjX̂j (A.18)

ai =
piX̂i∑n
j=1 pjX̂j

(A.19)

Tento vz´ah s pouºitím benchmarkových hodnôt dosadíme do rovnosti (A.16) a po-

stupne dostaneme:
pjX̂j

pjXj

n∑
k=1

pkXk =
piX̂i

piXi

n∑
k=1

pkXk (A.20)

X̂j

Xj

=
pjpiX̂i

pjpiXi

(A.21)

Nakoniec dosadíme do produk£nej funkcie (A.14) a vyjadríme dopyt X̂i:

Y = Y
piX̂i

piXi

n∏
j=1

(
pj
pj

)aj
(A.22)

X̂i = Xi
piY

piY

n∏
j=1

(
pj
pj

)aj
(A.23)

Leontiefova produk£ná funkcia

Normovaný tvar Leontiefovej produk£nej funkcie vyzerá vo v²eobecnosti nasledovne:

Y = Y min
j

(
Xj

Xj

) (A.24)

Z tohto tvaru moºno vidie´, ºe náklady budu minimálne ak sa v²etky vstupy vyuºijú

a teda platí
Y

Y
= min

j
(
X̂j

Xj

) =
X̂i

Xi

∀i = 1, . . . , n (A.25)

Preto optimálny dopyt X̂i bude:

X̂i = Xi
Y

Y
(A.26)
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CES funkcia uºito£nosti

Ak sa subjekt na trhu charakterizovaný funkciou uºito£nosti U = f(X1, . . . , Xn) správa

racionálne, bude voli´ svoje vstupy Xj tak, aby boli rie²ením úlohy:

max
Xj

f(X) (A.27)

za podmienky

M =
n∑
j=1

pjXj,

kde M je rozpo£tové ohrani£enie daného subjektu. Aj v tomto prípade pre optimálne

rie²enie platí rovnos´ (A.2).

Normovaný tvar CES funkcie uºito£nosti vyzerá vo v²eobecnosti nasledovne:

U = Ui

(
n∑
i=1

ai

(
Xi

Xi

)ρ) 1
ρ

, (A.28)

Vz´ah (A.8) vieme odvodi´ rovnako ako pri produk£nej funkcií. Takisto vz´ah (A.10),

ktorý dosadíme do rovnice rozpo£tového ohrani£enia a dostaneme Marshalovský dopyt:

M =
X̂i

Xi

(
pi
pi

) 1
ρ−1

n∑
j=1

pjXj

(
pj
pj

) 1
ρ−1

(A.29)

X̂i = Xi

(
pi
pi

) 1
1−ρ 1∑n

j=1 pjXj

(
pj
pj

) ρ
ρ−1

M (A.30)

X̂i = ai

(
pi
pi

)σ
1

pi
∑n

j=1 aj

(
pj
pj

)1−σM (A.31)

Cobb-Douglasova funkcia uºito£nosti

Normovaný tvar Cobb-Douglasovej funkcie uºito£nosti vyzerá vo v²eobecnosti nasle-

dovne:

U = U

n∏
j=1

(
Xj

Xj

)aj
(A.32)

Vz´ahy (A.19) a (A.21) vieme odvodi´ rovnako ako pri produk£nej funkcií, z £oho po

dosadení do rovnice rozpo£tového ohrani£enia dostaneme Marshalovský dopyt:

M =
piX̂i

piXi

n∑
j=1

pjXj (A.33)
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X̂i =
piXi

pi

n∑
j=1

pjXjM (A.34)

X̂i =
ai
pi
M (A.35)
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Príloha B - Zdrojový kód rie²enia v prostredí MAT-

LAB

function [ noveY , noveL , noveK , noveX , noveH , novep , nover ]=CGEvypocet ( SAM, nasobKap , nasobPrace , . . .

produkcia , uz i tocnos t , sigmazad , sigmazadIC , sigmazadVA , sigmazadH , sigmazadINV , viacKomodit )

global n a aVA aIC beta betaINV deltaK deltaL praca kap i t a l B medziY pecko sigma sigmaH . . .

sigmaVA sigmaINV sigmaIC

%nac i t an i e vstupnych hodnot

i f isempty ( sigmazadINV ) %overenie , c i su v modeli i n v e s t i c i e

i n v e s t i c i e=f a l s e ;

else

i n v e s t i c i e=true ;

sigmaINV=sigmazadINV ;

end

i f isempty ( sigmazadVA) %overen ie c i j e 2 stupnova produkcia

dvaStupne=f a l s e ;

else

dvaStupne=true ;

sigmaVA=sigmazadVA ;

i f isempty ( sigmazadIC )

sigmaIC=sigmazad ; %ak chyba sigmaIC , bude rovna sigmaY

else

sigmaIC=sigmazadIC ;

end

end

sigma=sigmazad ;

sigmaH=sigmazadH ;

[mko , nko]= s ize (SAM) ;

n=(nko−3− i n v e s t i c i e )/(1+viacKomodit ) ;

Y=SAM( : , ( viacKomodit∗n+1):(n∗(1+viacKomodit ) ) ) ' ∗ ones (mko , 1 ) ;

X=SAM(1 : n , ( viacKomodit∗n+1):(n∗(1+viacKomodit ) ) ) ;

IC=(ones (1 , n)∗X) ' ;

K=SAM((1+viacKomodit )∗n+1,viacKomodit∗n+1:(1+viacKomodit )∗n ) ' ;

L=SAM((1+viacKomodit )∗n+2,viacKomodit∗n+1:(1+viacKomodit )∗n ) ' ;

VA=(ones ( 1 , 2 ) ∗ [K' ; L ' ] ) ' ;

H=SAM(1 : n , nko− i n v e s t i c i e ) ;

INV=SAM(1 : n , nko ) ;

praca=sum(L)∗ nasobPrace ;

k ap i t a l=sum(K)∗nasobKap ;

r=1;

p=ones (n , 1 ) ;

%vypocet k o e f i c i e n t o v

beta=H/( ones (1 , n)∗H) ;
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betaINV=INV/( ones (1 , n)∗INV ) ;

B=(ones (1 , n)∗H)/ ( ( ones (1 , n)∗INV)+( ones (1 , n)∗H) ) ;

i f viacKomodit

Acko=SAM(n+1:2∗n , 1 : n ) ;

a l f a=Acko . / (Y∗ ones (1 , n ) ) ;

end

i f dvaStupne

a=X. / ( IC∗ ones (1 , n ) ) ' ;

aIC=IC ./Y;

aVA=VA./Y;

deltaK=K' . /VA' ;

de l taL=L ' . /VA' ;

else

a= X. / ( ones (n , 1 )∗Y' ) ;

deltaK=K' . /Y' ;

de l taL=L ' . /Y' ;

end

%vypocet novych hodnot

i f ( viacKomodit==0) && ( sigma==sigmaIC | | dvaStupne==0) %ak nie j e potrebna i t e r a c i a ,

i f dvaStupne %hodnoty sa poc i t a j u priamo

i f (strcmp ( produkcia , 'CES ' ) ) && (strcmp ( uz i tocnos t , 'CES ' ) )

r0=1;

%numericky vypocet ceny kap i t a l u z 6.28

[ nover , va l ]= f s o l v e (@myfun2st , r0 ) ;

%vypocet c ien komodit z rovnice 6.24

novep=((eye (n)−(a . ∗ ( ones (n , 1 )∗ aIC ' ) ) ' ) \ (aVA. ∗ ( nover^(1−sigmaVA)∗ deltaK '+deltaL ' ) . . .

.^((1− sigma )/(1−sigmaVA)))) .^(1/(1 − sigma ) ) ;

pY=(praca+nover∗ kap i t a l )∗ ( ( eye (n)−(a . ∗ ( ones (n , 1 )∗ aIC ' ) ) ) \ ( ( beta .∗ novep .^( sigma−sigmaH ) ) . . .

∗B/( novep '.^(1− sigmaH)∗beta)+(betaINV .∗ novep .^( sigma−sigmaINV))∗(1−B) / . . .

( novep '.^(1− sigmaINV)∗betaINV ) ) ) ;

%dopoc i tan ie zvysnych premennych

noveY=pY. / ( novep .^( sigma ) ) ;

noveX=novep .^(− sigma )∗ ( noveY ' . ∗ novep ' . ^ ( sigma ) ) . ∗ ( a . ∗ ( ones (n , 1 )∗ aIC ' ) ) ;

noveL=noveY .∗ novep .^( sigma ) . ∗ deltaL ' . ∗aVA. ∗ ( deltaL '+deltaK '∗ nover^(1−sigmaVA ) ) . . .

. ^ ( ( sigmaVA−sigma )/(1−sigmaVA ) ) ;

noveK=noveY .∗ novep .^( sigma )∗ nover^(−sigmaVA ) . ∗ deltaK ' . ∗aVA. ∗ ( deltaL '+deltaK ' ∗ . . .

nover^(1−sigmaVA ) ) . ^ ( ( sigmaVA−sigma )/(1−sigmaVA ) ) ;

noveH=beta .∗ novep .^(−sigmaH )/( novep '.^(1− sigmaH)∗beta )∗ ( praca+nover∗ kap i t a l )∗B;

noveINV=betaINV .∗ novep .^(−sigmaINV )/( novep '.^(1− sigmaINV)∗betaINV )∗ ( praca+nover∗ kap i t a l )∗(1−B) ;

end

else

i f ( ( strcmp ( produkcia , 'CD' ) ) && (strcmp ( uz i tocnos t , 'CD' ) ) )

%ex p l i c i t n y vypocet zo smatra love j

R=deltaL ∗ ( ( eye (n)−a )\beta ) ;

nover=(praca∗(1−R) )/ (R∗ kap i t a l ) ;

novep=exp ( ( eye (n)−a ' ) \ ( deltaK '∗ log ( nover ) ) ) ;

pY=((eye (n)−a )\beta∗( praca+nover∗ kap i t a l ) ) ;
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noveY=pY./ novep ;

noveX=diag ( novep )\ a∗diag (pY) ;

noveL=deltaL ' . ∗pY;

noveK=deltaK ' . ∗pY/nover ;

noveH=beta . / novep ∗( praca+nover∗ kap i t a l ) ;

e l s e i f strcmp ( produkcia , 'CES ' )% & ( strcmp ( uz i t ocnos t , 'CD' ) ) )

r0=1;

i f strcmp ( uz i tocnos t , 'CD' )

%numericky vypocet z rovnice 4.32

[ nover , va l ]= f s o l v e (@myfun3 , r0 ) ;

novep=((eye (n)−a ' ) \ ( nover^(1−sigma )∗ deltaK '+deltaL ' ) ) .^(1/(1 − sigma ) ) ;

pY=(eye (n)−a )\ (beta .∗ novep .^(1− sigma ) )∗ ( praca+nover∗ kap i t a l ) ;

e l s e i f strcmp ( uz i tocnos t , 'CES ' ) ;

%ex p l i c i t n y vypocet z rovnice 4.17

nover=(praca ∗deltaK∗ ones (n , 1 ) / ( kap i t a l ∗deltaL ∗ ones (n , 1 ) ) ) ^ ( 1 / ( sigma ) ) ;

novep=((eye (n)−a ' ) \ ( nover^(1−sigma )∗ deltaK '+deltaL ' ) ) .^(1/(1 − sigma ) ) ;

pY=(eye (n)−a )\ (beta )∗ ( praca+nover∗ kap i t a l )/ ( novep '.^(1− sigma )∗beta ) ;

end

%dopoc i tan ie zvysnych hodnot

noveY=pY. / ( novep .^( sigma ) ) ;

noveX=novep .^(− sigma )∗ ( noveY ' . ∗ novep ' . ^ ( sigma ) ) . ∗ a ;

noveL=noveY .∗ novep .^( sigma ) . ∗ deltaL ' ;

noveK=noveY .∗ novep .^( sigma )∗ nover^(−sigma ) . ∗ deltaK ' ;

i f strcmp ( uz i tocnos t , 'CD' )

noveH=beta . / novep ∗( praca+nover∗ kap i t a l ) ;

e l s e i f strcmp ( uz i tocnos t , 'CES ' )

noveH=beta .∗ novep .^(− sigma )/( novep '.^(1− sigma )∗beta )∗ ( praca+nover∗ kap i t a l ) ;

end

end

end

else

nover=r ;

novep=p ;

pecko=a l f a ∗novep ;

s t a r e r =1.2∗ nover ;

po c i t ad l o =0;

while sum(abs ( nover−s t a r e r )) >0.00001

poc i t ad l o=poc i t ad l o +1;

s ta r ep =1.2∗p ;

s t a r e r=nover ;

poc i t ad l o2 =0;

while sum(abs (p−s ta r ep )) >0.0001 %sum( abs ( pecko−s tarepecko ))>0.0001

s ta r ep=p ;

poc i t ad l o2=poc i t ad l o2 +1;

%i t e r a c i a z rovnic 6 .29 , 6.30

pecko=(aIC . ∗ ( a ' ∗ ( p.^(1− sigmaIC ))) .^((1 − sigma )/(1− sigmaIC))+aVA . ∗ . . .

( deltaL '+deltaK '∗ nover^(1−sigmaVA)).^((1− sigma )/(1−sigmaVA))) .^(1/(1− sigma ) ) ;
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p=a l f a \pecko ;

i f poc i tad lo2 >2000

break

end

end

%z rovnice 6.34

medziY=((p .^ sigmaIC∗ ones (1 , n ) ) . ∗ a l f a '−(a . ∗ ( ones (n , 1 ) ∗ ( aIC ' . ∗ pecko ' . ^ sigma . ∗ . . .

( a '∗p.^(1− sigmaIC ) ) ' . ^ ( ( sigmaIC−sigma )/(1− sigmaIC ) ) ) ) ) ) \ ( beta .∗p .^( sigmaIC−sigmaH ) / . . .

(beta '∗p.^(1−sigmaH ))∗B+betaINV .∗p .^( sigmaIC−sigmaINV )/( betaINV '∗p.^(1−sigmaINV))∗(1−B) ) ;

[ nover , va l ]= f s o l v e (@myfunit , s t a r e r ) ;

i f poc i tad lo >400

break

end

end

noveY=medziY∗( praca+nover∗ kap i t a l ) ;

novepIC=(a '∗p.^(1− sigmaIC )).^(1/(1− sigmaIC ) ) ;

noveIC=aIC .∗ noveY .∗ novepIC.^(− sigma ) . ∗ pecko .^ sigma ;

novepVA=(deltaL '+deltaK '∗ nover^(1−sigmaVA)).^(1/(1− sigmaVA ) ) ;

noveVA=aVA.∗ noveY .∗novepVA.^(− sigma ) . ∗ pecko .^ sigma ;

noveX=a . ∗ ( ones (n , 1 )∗ noveIC ' ) . ∗ ( p.^(− sigmaIC )∗ ones (1 , n ) ) . ∗ ( ones (n , 1 )∗ novepIC ' . ^ sigmaIC ) ;

noveK=deltaK ' . ∗ noveVA∗nover^(−sigmaVA ) . ∗ novepVA.^sigmaVA ;

noveL=deltaL ' . ∗ noveVA .∗novepVA.^sigmaVA ;

noveH=beta .∗p.^(−sigmaH)∗B∗( praca+nover∗ kap i t a l )/ (beta '∗p.^(1−sigmaH ) ) ;

noveINV=betaINV .∗p.^(−sigmaINV)∗(1−B)∗ ( praca+nover∗ kap i t a l )/ ( betaINV '∗p.^(1−sigmaINV ) ) ;

noveAcko=a l f a . ∗ ( noveY∗ ones (1 , n ) ) ;

end

%porovnanie op ro t i starym hodnotam

nasobokY=noveY ./Y;

nasobokX=noveX ./X;

nasobokL=noveL . /L ;

nasobokK=noveK ./K;

nasobokH=noveH ./H;

%zap i s novych hodnot do exce lu

x l sw r i t e ( ' cge . x l s ' , { ' noveY ' } , ' s cenar ' , ' a1 ' ) ;

x l sw r i t e ( ' cge . x l s ' , { ' noveL ' } , ' s cenar ' , ' b1 ' ) ;

x l sw r i t e ( ' cge . x l s ' , { ' noveK ' } , ' s cenar ' , ' c1 ' ) ;

x l sw r i t e ( ' cge . x l s ' , { ' noveH ' } , ' s cenar ' , ' d1 ' ) ;

x l sw r i t e ( ' cge . x l s ' , { ' noveINV ' } , ' s cenar ' , ' e1 ' ) ;

x l sw r i t e ( ' cge . x l s ' , { ' novep ' } , ' s cenar ' , ' f 1 ' ) ;

x l sw r i t e ( ' cge . x l s ' , { ' nover ' } , ' s cenar ' , ' g1 ' ) ;

x l sw r i t e ( ' cge . x l s ' , { ' noveX ' } , ' s cenar ' , ' h1 ' ) ;

x l sw r i t e ( ' cge . x l s ' , noveY , ' s cenar ' , ' a2 ' ) ;

x l sw r i t e ( ' cge . x l s ' , noveL , ' s cenar ' , ' b2 ' ) ;

x l sw r i t e ( ' cge . x l s ' , noveK , ' s cenar ' , ' c2 ' ) ;

x l sw r i t e ( ' cge . x l s ' , noveH , ' s cenar ' , ' d2 ' ) ;

x l sw r i t e ( ' cge . x l s ' , noveINV , ' scenar ' , ' e2 ' ) ;

x l sw r i t e ( ' cge . x l s ' , novep , ' s cenar ' , ' f 2 ' ) ;

x l sw r i t e ( ' cge . x l s ' , nover , ' s cenar ' , ' g2 ' ) ;
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x l sw r i t e ( ' cge . x l s ' , noveX , ' s cenar ' , ' h2 ' ) ;

end

function [ F ] = myfun2st ( x )

global n a aVA aIC beta betaINV deltaK deltaL praca kap i t a l sigma sigmaH sigmaVA B sigmaINV

%z rovnice 6.28

F = praca−(de l taL .∗aVA' . ∗ ( de l taL+deltaK∗x^(1−sigmaVA ) ) . ^ ( ( sigmaVA−sigma )/(1−sigmaVA ) ) ) . . .

∗ ( ( eye (n)−a . ∗ ( ones (n , 1 )∗ aIC ' ) ) \ ( ( ( beta . ∗ ( ( eye (n)−(a . ∗ ( ones (n , 1 )∗ aIC ' ) ) ' ) \ (aVA . ∗ . . .

( deltaL '+deltaK '∗ x^(1−sigmaVA)).^((1− sigma )/(1−sigmaVA ) ) ) ) . ^ ( ( sigma−sigmaH)/(1− sigma ) ) )∗B/ . . .

(beta ' ∗ ( ( ( eye (n)−(a . ∗ ( ones (n , 1 )∗ aIC ' ) ) ' ) \ (aVA. ∗ ( deltaL '+deltaK '∗ x^(1−sigmaVA)).^((1− sigma ) / . . .

(1−sigmaVA))) ) .^( (1 − sigmaH)/(1− sigma ) ) ) ) )+( ( betaINV . ∗ ( ( eye (n)−(a . ∗ ( ones (n , 1 )∗ aIC ' ) ) ' ) \ . . .

(aVA. ∗ ( deltaL '+deltaK '∗ x^(1−sigmaVA)).^((1− sigma )/(1−sigmaVA ) ) ) ) . ^ ( ( sigma−sigmaINV ) / . . .

(1−sigma )))∗(1−B)/( betaINV ' ∗ ( ( ( eye (n)−(a . ∗ ( ones (n , 1 )∗ aIC ' ) ) ' ) \ (aVA. ∗ ( deltaL '+deltaK ' ∗ . . .

x^(1−sigmaVA)).^((1− sigma )/(1−sigmaVA))) ) .^( (1 − sigmaINV)/(1− sigma ) ) ) ) ) ) ) ∗ ( x∗ kap i t a l+praca ) ;

end

function [ F ] = myfunit ( x )

global n a aVA aIC beta betaINV deltaK deltaL praca kap i t a l sigma sigmaH sigmaVA B . . .

sigmaINV medziY pecko

F = praca−deltaL ∗(aVA. ∗ ( deltaL '+deltaK '∗ x^(1−sigmaVA ) ) . ^ ( ( sigmaVA−sigma ) / . . .

(1−sigmaVA ) ) . ∗ pecko .^ sigma .∗medziY )∗ ( praca+x∗ kap i t a l ) ;

end

function F = myfun3 ( x )

global n a beta deltaK deltaL praca kap i t a l sigma

%z rovnice 4.32

F = [ praca−deltaL ∗ ( ( eye (n)−a )\ (beta .∗ diag ( inv (diag ( ( eye (n)−a ' ) \ . . .

( x^(1−sigma )∗ deltaK '+deltaL ' ) ) ) ) ) ) ∗ ( x∗ kap i t a l+praca ) ] ;

end
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