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Abstrakt

V naSej prdci sa zaoberdme delta hedgingom exotickych finan¢nych derivatov a
hlavne vypoctom parametra delta pre azijské a lookback opcie. Delta pocitame kla-
sickym sp6sobom ako derivaciu eplicitného vzorca ceny opcie podla ceny akcie a
novym spoésobom pomocou Malliavinovho kalkulu. Tento novy sposob umoznuje
pocitanie delty opcie bez poznania explicitného vzorca pre jej cenu. Takto vypoci-
tana delta je v tvare diskontovanej podmienenej strednej hodnoty zo stcinu vyplat-
nej funkcie opcie a nejakej vahy urcenej pomocou vzorca Malliavinovho kalkulu.

Pre konkrétne typy exotickych derivatov uvddzame vypocet ich delty.

Kl'icové slova: delta e hedging e Malliavinov kalkul e exotické finan¢né derivaty

e 4zijské opcie e lookback opcie e derivacia ceny opcie

Abstract

In our work we investigate delta hedging of exotic financial derivatives and mainly
computation of parameter delta for asian and lookback options. Delta is computed
in a traditional way as derivation of explicit formula for option price according to
stock price and through new approach via Malliavin calculus. The latter approach
enables us to compute delta of option without knowing its explicit price formula. In
this manner computed delta is in the form of discounted conditional expected value
of product of option payoff function and some weight given by Malliavin calculus.

For specific types of financial derivatives, the computation of its delta is introduced.

Key words: delta e hedging e Malliavin calculus e exotic financial derivatives e

asian options e lookback options e option price derivation



Pod’akovanie

Dakujem Tomégovi za vedenie pri pisani diplomovej préce, ako aj jej d6kladné od-

borné posudenie a vecné pripomienky, ktoré vyznamne pomohli jej skvalitneniu.



Zoznam symbolovaskratiek . . . . .. ... .. L Lo L. iii
Zaklady stochastického kalkulu 1
1.1 Stochastické procesy . . . . ... .. .. ... .. .. ..o 1
1.2 Itov integrdl, izometriaaItovalema. . . . . . . .. .. .. ... ... 4
1.3 Martingaly . . . . . . . . . . e e e 9
Opcie 13
Uvod do ocefiovania opcii 17
3.1 Black-Scholesovvzorec . . . . . ... ... ... ... ..., 18
3.2 Ocenovanie pomocou martingalov . . ... ... ... ........ 21
Exotické opcie 25
4.1 Azijskéopcie . ... 25

4.1.1 PDR preazijskéopcie. . . . ... ... ... ... ... ..., 26
4.2 Lookbackopcie . . . ... ... ... 29

4.2.1 PDR pre lookbackopcie . .. ... ............... 30
Hedging 33
5.1 Deltahedging . . . . ... ... .. .. ... .. e 35

5.1.1 Deltaopcie . .. ... ... . ... 36

5.1.2 Delta pre exotické opcie . . ... ... ... ... ....... 38
Malliavinov kalkul a delta opcie 45
6.1 Operator derivdcie . . ... .. ... ... ... ... 46
6.2 Skorohodovintegrdl . ... ... ... ... ... ... ... 47



ii OBSAH

6.3 Malliavinova vazendschéma . . . . . ... ... ... ......... 48
6.4 Delta pre exotické opcie . . .. ... . ... ... .. . ... 49
Zaver 59
Bibliografia 61

Listing programov 63



Zoznam symbolov a skratiek

df(t)7 dft7 df

of
ox

af?

02z
Af (,y)*

Ozxdy
PDR

SDR
S, S,
Vi
E
T

(-martingal

mnozina realnych Cisiel
vektor

nahodny vektor
t-parametrizovany ndhodny vektor
o

strednd hodnota ndhodnej premennej X
variancia ndhodnej premennej X
kovariancia ndhodnej premennej X a Y’
nahodnd premennd X podmienend Y
normadlne rozdelenie so strednou hodnotou p
a kovarian¢nou maticou %

funkcia

diferencial f vzhfadom na ¢

derivacia f podla x

druhd derivdcia f podla x

parcidlna derivacia f podla z ay
parcidlna diferencidlna rovnica
stochastickd diferencidlna rovnica

cena akcie v Case t

cena opcie v Case t

expiracna cena opcie

expiracny cas opcie, maturita opcie v rokoch

martingal vzhladom na prevdepodobnostni mieru )






Uvod

As for everything else, so for a mathematical theory:

beauty can be perceived but not explained.

Arthur Cayley

Na financnom trhu sa bezne obchoduje s aktivami, ako st akcie, dlhopisy alebo
komodity. Okrem tychto existuju aj finan¢né derivaty, ktoré sa nazyvaju derivatmi,
pretoze ich hodnota zdvisi, resp. je odvodena (z angl. derive — odvodit) od hod-
noty beznych aktiv. Je zaujimavé, ze v sticasnosti objem trhu s tymito finan¢nymi
derivatmi niekolkonasobne prevysuje objem trhu s beznymi finan¢nymi aktivami.
Tento fakt mo6ze byt dosledkom toho, Ze na jedno aktivum méze byt vypisané velké
mnozstvo derivatov ako aj velkej popularity derivatov u investorov, ktori ich hojne
pouzivaju ako nastroj na zabezpecenie (angl. hedging) svojich investicii, alebo aj
ako prostriedok na dosiahnutie Spekulativneho zisku.

Tato praca sa zaobera finan¢nymi derivatmi, konkrétne opciami a delta hedgin-
gom, t.j. delta zaistovanim. Hlavnym prinosom prace je pocitanie parametra delta
pre exotické opcie pomocou Malliavinovho kalkulu, ktory poskytuje ti¢inny nastroj

na derivovanie stochastickych procesov.

V prvej kapitole st popisané zdkladné elementy stochastického kalkulu ako Bro-
wnov pohyb, Itova lema, Itov integral a martingaly. Tieto pojmy su stavebnym ka-
meniom a budu Casto vystupovat v d’alsich ¢astiach prace.

Druhd kapitola je venovand vseobecnému tvodu do problematiky o opcidch. Je

tu vysvetleny pojem opcie a ich zdkladna klasifikdcia. Dalej st popisané atribtity

A%
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opcii ako maturita, expiracnd cena a vyplata.

Obsahom tretej kapitoly je ocefiovanie opcii pomocou klasického Black-Scholesovho
vzorca, ktory dostaneme vyrieSenim prislusnej parcialnej diferencialnej rovnice. Da-
lej je vysvetlené o trochu narocnejsie ocenovanie opcii cez martingaly, ktoré nam

poskytne dobleziti oceniovaciu formulu.

Vybrané exotické opcie su popisané vo Stvrtej kapitole. Konkrétne sa jednd o
azijské a lookback opcie. Pre ceny tychto opcii si odvodené PDR, z ktorych vyplyva
delta hedging.

Piata kapitola je o hedgingu, teda o zaistovani vo vSeobecnosti a dalej so zame-
ranim na delta hedging. Podstatna Cast’ je venovana parametru delta pre rozne typy
opcii.

V Siestej kapitole uvadzame Malliavinov kalkul a jeho zdkladné elementy ako
Malliavinov operdtor derivdcie a Skorohodov integral. Je tu uvedeny alternativny
postup na vypocet delty pomocou tohto kalkulu spolu s ndzornymi prikladmi pre

rozne typy opcii.



KAPITOLA ].

Zaklady stochastického kalkulu

1.1 Stochastické procesy

Definicia 1.1. [9] Stochasticky proces je t-parametricky systém ndhodnych premen-

nych X na pravdepodobnostnom priestore (2, F, P) s hodnotami v R™. Pre lubo-

vol'né, ale pevné t je zobrazenie
w— Xy(w), w e Q,
ndhodnd premennd. Na druhej strane pre pevné w € ), sa zobrazenie
t— Xyi(w), 0 <t < oo,
nagzyva trajektoria procesu X;.

Stochasticky proces je teda funkciou dvoch premennych: ¢ a w.

Definicia 1.2. [9] Wienerov proces je stochasticky proces {W;(w) | 0 < t} s nasledu-

jucimi vlastnostami:

) Pl{w: Wy(w) =0} =1,
i) Wipa(w) — Wi(w) ~ A0, A),

iii) pre kazdé delenie ty = 0 < t;, < ty < ... < t, su prirastky Wy, (w) — Wy, (w),

Wi, (w) — Wy (w), ..., Wi, (w) — Wy, _, (w) nezdvislé.
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Obr. 1.1: 3 ndhodné realizdcie Wienerovho procesu

Nahodnost Wienerovho procesu je ilustrovana pomocou jeho troch realizacii na

obrazku (1.1)

Z definicie Wienerovho procesu dostavame nasledujice vztahy pre jeho strednu
hodnotu a disperziu:

E[W,] = E[W, — Wy] = 0,
Var[W;| = Var[W,; — Wy] = t.

V nasledujucej definicii zavedieme pojem, ktory je zovseobecnenim Wienerovho

procesu.

Definicia 1.3. Nech {W;(w) | 0 < t} je Wienerov proces a o, i su konstanty, pricom

o > 0. Potom stochasticky proces definovany ako
Xi(w) = pt + oWi(w)
sa nagyva Brownov pohyb s parametrami u, o.

Z uvedeného vyplyva, Ze Wienerov proces je vlastne Brownov pohyb s paramet-
rami 4 = 0 a ¢ = 1. Lahko sa d4 nahliadnut, Ze prirastky Brownovho pohybu

Xia(w) — X (w) su, rovnako ako prirastky Wienerovho procesu, nezavislé nor-
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malne rozdelené ndhodné premenné, avsak so strednou hodnotou A a disperziou
a2 A.
V nasledujucej definicii zavedenie tzv. geometricky Brownov pohyb, ktorym, ako

sa neskor ukaze, budeme modelovat vyvoj ceny podkladového aktiva.

Definicia 1.4. [10] Nech {X, | 0 < t} je Brownov pohyb a parametrami y,c a 'Y je

kladnd konstanta. Potom stochasticky proces {Y; | 0 <t}
Y, (w) =YX, 0<t,

sa nazyva geometricky Brownov pohyb.

V nasledujucom poukazeme na d’alSiu délezitt vlastnost Wienerovho procesu, a
to nediferencovatelnost’ jeho trajektérii skoro vsade. Najprv vsak zavedieme pojem

kvadratickej varidcie funkcie.

Definicia 1.5. [7] Nech mnoZina Il = {t¢,t1,...,t,} je delenie intervalu [0, T}, také,

Ze 0=ty <t; <...<t,=T. Normu delenia Il oznacme

II|| = ti_1 — 11).
|| TT]] k(r)na}é_l(kl k)

=VY;.eey

Potom kvadratickd varidcia funkcie f na intervale [0, T] je

n—1

(0.7 = lim Y (flter) = f(tr)°

[|TT]]—0, n—o0 —

Pre funkcie, ktoré su po castiach diferencovatelné, plati ze ich kvadratickd vara-
cia je rovna nule, ¢o je mozné nahliadnut’ pomocou Lagrangeovej vety o strednej
hodnote. Tato veta zarucuje pre F'ubovolnu diferencovatelnu funkciu f na intervale

(a, b) existenciu bodu ¢ € (a, b), pre ktory plati:
f(b) = f(a) = f'(c)(b—a)

Nech bod #; € (ty,t;,1). Potom pre kvadraticku varidciu diferencovatelnej fun-

kcie na intervale [a, b] dostdvame:

n—1 n—1
(ot = Bm 32 () = f0)F = |l 32 () s = o)

< lim ||HHZ ?(tpsr — tp) = lim HHH/ =0

[TT]| =0, n—o0 [11f—0
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KedZe kvadratickd varidcia na intervale [a, b] je nezdporné ¢islo, potom z nerov-
nosti vyplyva, Ze sa musi rovnat’ nule. Potom kvadratickd variacia funkcie je tiez

nulovd, pretoZe sa rovnd suctu kvadratickych variacii na intervaloch.

A vsak pre trajektérie Wienerovho procesu plati, ze maju nenulova kvadraticka
varidciu, z ¢oho vyplyva Ze nie su ani len po Castiach diferencovatelné. Ich kvadra-
tick varidcia je totiZ rovna dizke ¢asového tseku. Toto tvrdenie je sformulované v
ndsledujucej leme, ktorej dékaz je mozné najst v knihe [7].

Lema 1.6. [7]

n—1

' 2
IIHH—EJI,%HOO Z <Wtk+1 - Wtk) =T,

kde konvergencia je v zmysle L*(S2, P), ¢o je priestor meratelnych funkcii s koneénou

normou definovanou takto

1l = / f2dP = \/E[.

Z toho vidime, Ze sa tu akoby straca ndhodnost, ked'ze stcty Stvorcov priras-
tkov Wienerovho procesu konverguju k dlzke ¢asového tseku, na ktorom prirastky

sCitujeme. To moézeme teda v limite zapisat’ ako

(dW,)?* = dt. (1.1)

Na obrdzku (1.2) je zndzornena tato konvergencia suc¢tu druhych mocnin priras-
tkov Wienerovho procesu pri postupnom zjemnovani ¢asového delenia. Na Favom
obrazku je ¢asovy interval rozdeleny na 100 Casti a vidime, ze odchylky od linearne;j
funkcie prislichajticej pribudaniu ¢asu su vacsie ako na obrazku vpravo s jemnejs$im

delenim na 1000 casti.

1.2 Itov integral, izometria a Itova lema

Itov integral je zdkladnym elementom stochastického kalkulu a mézeme ho zapisat,

pre meratefnu funkciu f : (0,7) — R, ako

/O F(H)AW (1),
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1000 - = 1000 P
900 + P a00
800 - - 00 |
700 700}
500 - —~ B0+
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Obr. 1.2: Konvergencia sti¢tu druhych mocnin prirastkov Wienerovho procesu pri zjemrio-
vani ¢asového delenia. VIavo je hrubsie delenie (na 100 Casti) a vpravo jemnejsie delenie
(na 1000 c¢asti)

Avsak tento integrdl nemézeme definovat analogicky ako Riemannov integral

pre hladké funkcie redlnej premennej pomocou derivdcie

/de /fW’

pretoZe funkcia W (¢) je nediferencovatelnd s pravdepodobnostou 1 v kazdom bode.
Itov integral teda zavedieme inak a najprv zacneme s definiciou pre funkcie, ktoré

st z jeho hladiska elementarne.

Nech f(t) = C je konstantnd funkcia, potom Itov integrdl je rovny

/0 " raw() = ¢ /0 " AW () = CW(T) — CW(0) = CW(T)

a ma teda normalne rozdelenie

N (0,C?T) (/F dt)

Teraz mozeme prejst k definicii Itovho integralu pre meratelné funkcie redlnej

premennej
Definicia 1.7. [9] Nech f : (0,7) — R je meratelnd funkcia a plat{ fOT FA()d(t)) <

oo. Potom Itov integrdl fo (t)dW (t) definujeme takto:

/OT fHaw) = = lim Zf W(tig1) — W(t)). (1.2)

[|TT]]—0, n—o0
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Ak zratame strednt hodnotu vo vyraze (1.2) dostaneme

P [Z F(E) W (ti11) w<ti>>] =Y SR () - W) =0

pretoze strednd hodnota prirastkov Wienerovho procesu je nulova. Pri vypocte dis-
perzie vyuZijeme, Ze prirastky dWW(¢;) si nezdvislé normdlne rozdelené ndhodné

veli¢iny, a dostdvame

Z (tit1) W(t,»))] = ifQ(ti)Var[W(tM)—W(t,-)]
= Y Pt~ 1)

=0

a ak prejdeme k limite, pre ||II|| — 0, n — oo, dostdvame rovnost, ktord sa nazyva

[(/ Foam )] [ s 1.3

Pre rozdelenie Itovho integralu teda mézeme sformulovat nasledujicu lemu.

Itova izometria:

Lema 1.8. [9] Itov integrdl fo (t)dW (t) md normdlne rozdelenie

N <0,/0T fQ(t)dt> :

Teraz sa posunieme eSte o krok d’alej a to k funkcidm X,(w), ktoré si samy o
sebe stochastickym procesom a zavedieme pre ne Itov integrdl. To mézeme urobit
tak, Ze ich aproximujeme funk¢nou hodnotou v nejakom bode deliaceho intervalu.
Uvazujme dve vol'by tohto bodu a to I'avy a pravy krajny bod tohto intervalu. Nech

1(i/n,(i+1)/n)(t) je charakteristickd funkcia intervalu (i/n, (i + 1)/n), t.j.

1 akt e (i/n, (i +1)/n)

0 akt ¢ (i/n, (i +1)/n)

Lii/n,(i+1)/m) () =

Potom pre Favy krajny bod méame aproximacnu funkciu

ZXZ/H z/n H—l)/n)( )

a pre pravy krany bod

w) = Z Xiv1/n(@)L(i/n,+1)/m) (t)
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Teraz moézeme vypocitat, pre oba vybery bodov, integral fOT Xi(w)dW(w) ako

limitu sucétov

S L) Wi ()~ W) resp. 3 Be) Wa, () — Wi ()

Pri zjemnovani delenia by nds intuicia mohla viest k tomu, Ze oba integraly k sebe
konverguju, tak ako v pripade Riemanovho integralu. To vsak nie je pravda, pretoze,
ako je ukdzané v knihe [7][str.142], stredné hodnoty integrdlov k sebe nekonver-
guju:

E { /0 ' Lt(w)th(w)] =0 (1.4)

T
0
Z toho vyplyva ze ani integrdly samotné nemo6zu k sebe konvergovat a teda pre
rozne volby bodov mézeme dostat’ rozne vysledky. Dany integral je teda zavisly od
volby tohto bodu, pricom Standardnymi volbami z deliaceho intervalu (¢;,t;,1) je

Tavy bod ¢;, pre ktory dostdvame Itov integrdl

/ " X (@)dWiw),

a stredny bod (¢; + t;11)/2, pre ktory dostdvame Stratonovichov integrdl

/0 ' Xi(w) o dW, ().

Poznamenajme, Ze pre Stratonovichov integral platia integracné formulky podobne

ako v pripade Riemannovho integralu.

Od Itovho integralu teraz prejdeme k definicii stochastickej diferencidlnej rov-

nice, ktora sa bude casto objavovat vo zvysku prace.

Definicia 1.9. [9] Stochastickd diferencidlna rovnica (SDR) je diferencidlna rovnica,
v ktorej jeden alebo viacero ¢lenov je stochastickym procesom. SDR mézeme zapisat

pomocou Itovho integrdlu ako

t+s t+s
Xips — Xy = / p( Xy, u)du + / o(Xy, u)dW,,
t t
¢o mozno ekvivalentne zapisat’ v diferencidlnom tvare ako

dXt = ,U(Xt’ t)dt + O'(Xt, t)th
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Vidime, Ze SDR pozostdva z deterministickej zlozky p( X%, t)dt a ndhodnej zlozky
o (X, t)dW;. VyieSenim SDR dostdvame opat stochasticky proces. Obzvlast dolezité
v tedrii ocenovania finan¢nych derivatov si SDR pre funkcie, v ktorych je jedna
alebo viacero ndhodnych premennych, ur¢enych nejakou inou SDR. V tomto pri-
pade vyvstdva otdzka ako bude vyzerat SDR pre vyvoj funkcie f(X;,t), ak pozndme
SDR pre X,. Tym sa dostavame k sldvnej a dolezitej leme stochastického kalkulu -

Itova lema.

Veta 1.10 (Itova lema [4]). Nech f(z,t) je dostatocne hladkd funkcia dvoch premen-

nych, pricom X, je rieSsenim SDR
dXt = I[L(Xt, t)dt + O'(Xt, t)dm,

kde W, je Wienerov proces. Potom

_of af 1, 0*f
df(Xt, t) = %dXt + (E + 50‘ (Xt, t)w dt,
désledkom c¢oho funkcia f vyhovuje SDR
_(9f af 1, o*f of
df = (875 + ,LL(Xt’t) O + 20' (Xt,t) 902 dt + O'(Xt,t) 81‘th

Itéva lema sa da intuitivne dokazat cez Taylorov rozvoj funkcie f:

i af L(Of o, ,Of Pf o
df = Sdt+ 5odX, + (det 255 dXdt 5 di? ) + o(dr),

kde o(dt) st ostatné ¢leny vyssieho rddu. Dalej sa budeme zaoberat’ vyrazmi d X2,

dX,dt a dt*. Z predpokladu pre dX; plati
dX} = o?dW} + 2uodW,dt + p*dt?
Tu vyuzijeme vztah (1.1) pre dW;, ¢im dostdvame

dX? = o?dt + O(dt*?) + O(dt?)

AdX,dt = pdt? + odW,dt = O(dt?) + O(dt*/?).

Cleny, ktoré obsahuju d¢ vyssieho rddu ako jedna, idt k nule. To znamena, Ze ¢leny
s dX,dt a dt? mdzeme zanedbat a teda diferencidl funkcie f je:

_of af |1, 0*f
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Nakoniec staci za d X, dosadit’ u(Xy,t)dt+o (X, t)dW; a dostavane SDR pre funkciu

f z Itovej lemy.

1.3 Martingaly

Definicia 1.11. [9] Stochasticky proces w — X ;(w); w € ) na pravdepodobnostnom

priestore (2, F, P) s hodnotami v R", sa nazyva F-meratelny, ak
X U)={weQ; X, (w)eU}eF
pre vsetky otvorené mnoziny U € R™.

Definicia 1.12. [7] Nech na pravdepodobnostnom priestore (£), F, P) pre ndhodnu
premennu X : 2 — R plati E[|X|] < co. Nech H C F je o-algebra (H je teda menej
bohatd ako F). Potom podmienend strednd hodnota E[X |H] je ndhodnd premennd s

ndsledujicimi vlastnostami:
1) E[X|H] je H-meratelnd
ii) [, E[X|H]dP = [, XdP, pre vSetky h € H.

Vidime teda, zZe podmienenad strednd hodnota zavisi od prislusnej o-algebry, t.j.
od informdcie o realizovanych hodnotdch v danom case. Zakladné vlastnosti pod-

mienenej strednej hodnoty st zhrnuté v ndsledujucej vete.

Veta 1.13. [7] Nech X a Y su ndhodné veliciny s konecnou strednou hodnotou na
pravdepodobnostnom priestore (Q, F, P). Dalej nech a, b € R a G, H sti o-algebry, pre
ktoré plati

GCHCF

Potom plati:
i) ElaX + bY|H] = aE[X|H] + bE[Y |H]
ii) E[E[X|H]] = E[X]

tii) E[E[X[H]|G] = E[X[]]
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iv) ak X je H-meratelnd, potom E[X|H] = X
v) ak Y je H-meratelnd, potom E[Y X|H] = YE[X|H]
Teraz uz mozZeme zadefinovat pojem filtracia a martingal.

Definicia 1.14. [9] Filtrdciou na pravdepodobnostnom priestore (X2, F, P) je systém
o-algebier { Fi}i>0, Fi C F, takych, Ze

s<t=F, CF

Stochasticky proces { X }+>o na (2, F, P) sa nazyva martingal vzhladom k miere P a
filtrdcii { F:}+>0, ak

i) X, je F-meratelny pre vsetky t,
ii) E[|X|] < oo pre vsetky t,
iii) E[X,|F] = X, pre vSetky s > t.

Z definicie martingalu vidime, Ze sa vZzdy vztahuje k nejakej pravdepodobnostnej
miere P a filtracii {F; };>¢. Tato filtracia zvycajne predstavuje prirodzeny systém do
seba zapadajucich o-algebier.

Pre lepsie pochopenie pojmu martingal, si ho méZeme predstavit ako sekvenciu
ndhodnych premennych, alebo model hry v ktorom ocakavanie d’alSej hodnoty je
rovnaké ako sucasnd zndma hodnota. To znamend akoby sa zabudala minulost’ a
predoslé hodnoty nemaju vplyv na octakdvanie néasledujacich. Takouto hrou je napr.
typovanie ¢isla pri hode kockou. Prikladom hry, ktord nie je martingalom moze
byt typovanie vytiahnutej karty z balicka bez jej vratenia, pretoze vedomost o uz

vytiahnutych kartach zvysuje Sancu na uhadnutie.

Dalej uvedieme vetu, ktord ndm pomoze pri urCovani martingalu.

Veta 1.15. Nech { X, }o<i<r a {Y + }o<i<r U stochastické procesy na pravdepodobnost-
nom priestore (2, F, P) a nech pre t € [0, T] plat{

Y, = E(X71|F).

Potom {Y; }o<i<r je martingalom vzhladom k miere P a filtrdcii {F;}o<:.
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Dékaz: Z iii) vlastnosti podmienenej strednej hodnoty (veta (1.13))

apre 0 <t < s <T dostaneme
Y, = BE(X7|F) = E(E(X1|F)|F) = E(Y|F),

a teda {Y; }o<:<7 je martingal. O
Na zaver tejto Casti uvedieme vetu, ktorda hovori o zmene pravdepodobnostnej

miery.

Veta 1.16. [Girsanova veta [7]] Nech Wy(w), 0 < t < T, je Wienerov proces na
(Q, F, P) a v(w) je F}V-adaptovany proces, pricom plati

b o (5 [ aton)

Potom existuje miera @) na (2, F) takd, Ze

< 00.

1) P a @ su ekvivalentné, teda plati P(x) > 0 < Q(z) >0

i) 99(w) = exp(— [, (W) dWi(w) — L [T 42(w)dt),

i) Wy(w) = Wi(w) + fo vs(w)ds je Wienerov proces na (2, F, Q).

Vyraz g—g(w) v Girsanovej vete sa nazyva Radon-Nikodymova derivdcia miery ()

vzhladom na mieru P.






KAPITOLA 2

Opcie

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ opciami, ktoré patria medzi zdkladné a naj-

pouzivanejsie finan¢né derivaty. Najprv uvedieme ich klasickt definiciu.

Definicia 2.1. Opcia je financny kontrakt uzavrety medzi dvoma stranami - Vypiso-
vatel’ a drzitel opcie. Tento kontrakt ddva drzitelovi opcie prdvo na kiipu alebo predaj

podkladového aktiva, ktorym je akcia, vo vopred dohodnuty ¢as a cenu.

Opcie patria medzi zdkladné a najpouzivanejSie finan¢né derivaty. Pozname-
najme, Ze opcie predstavuju len moznost predaja alebo kupy danej akcie za vo-
pred dohodnutt cenu v stanovenom case, zatial ¢o pri forwardovom kontrakte sa
zmluvné strany dohodnu na povinnosti predaja alebo kupi daného aktiva. Podla
toho ¢i ide o pravo na kupu alebo predaj akcie rozlisujeme kupne (angl. call) resp.
predajné (angl. put) opcie.

Pre nazornost uvedieme néasledujuci priklad:

Priklad 2.2. Predpokladjme, Ze vlastnime kiipnu opciu (call opciu) na akciu IBM s
expiracnou cenou 40 EUR a expirdciou o mesiac, tj. T = 1/12. Mdme teda prdvo
ktpit si o mesiac akciu IBM za 40 EUR. Predpokladajme, Ze dnesnd cena akcie IBM je
40 EUR. Ked’ze vyvoj cien akcii na trhu je ndhodny, nevieme povedat’ kolko bude stdt’
akcia o mesiac. Uvazujme 3 pripady: cena akcie je vdcsia ako 40 (napr. 50), rovnd 40
a mensia ako 40 (napr. 30). V prvom pripade opciu uplatnime, pretoZe akciu mézeme
mat’ za 40, zatial ¢o na trhu sa preddva za 50, ¢im vlastne ziskame na rozdiele 10

EUR. V tomto pripade hovorime, Ze opcia je in the money, teda jej uplatnenie ndm

13
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prindsa zisk. V druhom pripade, pri cene akcie 40 opciu nazyvame at the money a
zisk mdme nulovy v danom momente, i ug opciu uplatnime alebo nie. V poslednom
pripade je opcia out off the money a teda ju neuplatnime, kedze trhovd hodnota akcie

je 30 a opcia ndm neprindsa Ziaden zisk.

Z toho vidime, Ze drzanie opcie ndm prinasa urciti vyhodu, ked'Ze ju mozeme
ale nemusime uplatnit. Tato vyhoda alebo pravo je teda samo o sebe nejakd hod-
nota, ktord by mala byt zaplatend pri uzatvarani kontraktu vypisovatelovi opcie.
Otézka, kolko by malo stat toto pravo aby ani jedna zo stran nebola poskoden4, je

zdkladnym problémom tedrie finan¢nych derivatov.

Pod vyplatou alebo payoffom opcie budeme rozumiet hodnotu opcie v Case expi-
racie rozdiel medzi trhovou cenou akcie v Case expiracie a expiracnou cenou opcie v
pripade call opcie a opacny rozdiel v pripade put opcie. Ak je tento rozdiel zdporny,

potom vyplata je nulova. Teda vyplatu pre call opciu mézeme napisat’ ako
Vr = max(Sy — E,0)

a pre put opciu ako
Vr = max(E — Sr,0).

Na obrazkoch (2.1) a (2.2) je tato vyplata graficky zndzornena.

L '

vV v

| +
E ] E S

Obr. 2.1: Vyplata pre call opciu (hrubd Obr. 2.2: Vyplata pre put opciu (hrubd
krivka). krivka).

Ulohou bude ur¢it “férovii“ cenu danej opcie v case ¢ = 0, ktord sa skladd z

dvoch cCasti, a to z vnutornej hodnoty a prémie za riziko. Vntitorna hodnota sa da
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Tahko vypocitat’ ako
max(Sy — F,0)

pre call opciu a

max(E — S, 0)

pre put opciu. Je to teda rozdiel medzi trhovou cenou prislusnej akcie v ¢ase ¢t = 0
a expiracnou cenou opcie pre call opciu, ak je tento rozdiel nezdporny, inak je tato
hodnota nulova (analogicky pre put opciu). Urcit druha zlozku ceny opcie je ale o
dost’ nadrocnejsie a bude vyzadovat aplikdciu stochastického kalkulu, ako uvidime
v d’alsich castiach prace.

Opcie mézeme rozdelit na vanilla opcie, ktoré predstavuju jednoduché opcie
(tak ako v priklade vyssSie) a exotické opcie s vlastnostami, ktoré ich robia viac
komplexnejsimi ako bezne obchodované vanilla opcie. Vieme, ze vyplata vanilla
opcii zavisi len od rozdielu trhovej ceny akcie a expira¢nou cenou opcie v case
expiracie. Oproti tomu je vyplata exotickych opcii zavisla od viacerych faktorov,
pricom vo vacsine z tychto derivatov je zohl'adneny historicky vyvoj podkladového
aktiva (akcie). Takéto opcie sa nazyvaju drahovo-zavislé (tzv. path-dependent ) a
patria medzi ne napr. 4zijske, lookback a bariérové opcie. Pri exotickych opcidch
sa moOZeme tiez stretnut s inymi typmi podkladového aktiva ako su akcie (napr.
zlozené opcie na opcie, opcie na index) a tiez s vacsim poctom podkladovych aktiv
(napr. kosikové opcie). Jednotlivé typy opcii podrobnejsie rozoberieme vo Stvrtej

kapitole.






KAPITOLA 3

Uvod do ocenovania opcii

Ocenovanie opcif, alebo vo vSeobecnosti finan¢nych derivatov, je predmetom sucas-
ného vyskumu vo financ¢nictve. Finan¢ny derivat je cenny papier, ktorého hodnota
zavisi od podkladového aktiva, ktorého cena ma stochasticky charakter. Prikladom
podkladového aktiva mo6ze byt napr. akcia spolo¢nosti Google. Nahodny vyvoj ceny
tejto akcie za rok 2011 je zobrazeny na obrazku (3.1). V spojitosti zo stochastic-
kym kalkulom mézeme cenu akcie v Case ¢ oznacit ako stochasticky proces X ;(w)
a mnozinu historickych cien akcie { X;; ¢t € T'} za ¢asové obdobie T ako trajektériu

tohto procesu.

o
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| T T T | T
0 50 100 150 200 250

Obchodovatelné dni v roku

Obr. 3.1: Cena akcie Google Inc.
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Zéakladny princip ocenovania vanilla opcii je mozné ukdzat pomocou bindrneho
stromového modelu. Je to jednoduchy model s diskrétnym ¢asom, ktory moze cita-
tel ndjst v knihe [7]. My prejdeme rovno k ocefiovaniu so spojitym ¢asom, ktorym

je klasicky Black-Scholesov model a oceniovanie pomocou martingalov.

3.1 Black-Scholesov vzorec

Black-Scholesov model je matematickym modelom finan¢ného trhu, z ktorého bol
odvodeny tzv. Black-Scholesov vzorec na ocenenie vanilla opcii. Tento populdrny
vzorec bol publikovany v roku 1973 Fisherom Blackom a Myronom Scholesom
(publikacia [1]) a znamenal prelom v ocenovani a obchodovani opcii. Black a Scho-
les odvodili parcidlnu diferencidlnu rovnicu urcujicu cenu opcie pouzitim zaisto-
vacieho bezrizikového principu. RieSenim tejto PDR je Black-Scholesov vzorec, kto-
rého najvacsou prednostou je zrejme fakt, Ze je funkciou niekolkych priamo pozo-
rovatelnych parametrov. Tento model, hoci md viacero nedostatkov, ako uvidime

neskor, je povazovany za zaklad pre ocenovanie finan¢nych derivatov.

V ndsledujicom texte ukdzeme odvodenie Black-Scholesovho vzorca, ktoré mo-
zeme tieZ najst napr. v zndmej knihe od Kwoka [5]. Odvodenie urobime pre eurép-
sku kupnu opciu pouzitim priebezného zaistovania. Povedzme, Ze niekto vypiSe
(predd) kupnu opciu na akciu. Vypisovatel opcie sa takto vystavi riziku Ze cena
akcie stupne vysoko nad realiza¢nu cenu a sposobi mu velku stratu. Avsak vypiso-
vatel sa mbze poistit voci takejto situdcii kipenim prislusnej akcie. Potom stratu
sposobenu vypisanim opcie kompenzuje drzanie akcie, ktorej cena rastie. Takato
zaistend pozicia sa teda d4 dosiahnut ndkupom a predajom urc¢itého mnozstva ak-
cii a opcii tak, aby pripadny pokles v jednej polozke bol vyvazeny ndrastom v druhej
polozke. Tento princip zaisteného portfélia bol zndmy uz predtym, ale narozdiel od
svojich predchodcov si Black a Scholes uvedomili, Ze vynos z tohto portfélia by sa

mal rovnat bezrizikovej tirokovej miere.

Predpokladajme, Ze cena akcie sa riadi podla stochastickej diferencidlnej rovnice
dSt = ,LLStdt + O'Stth7 (31)

kde parametre 1, a o si o¢akavany vynos a volatilita ceny akcie. Dal$im predpo-
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kladom na cenu akcie je, Ze jej vyvoj predstavuje ndhodny vyber z lognorméalneho
rozdelenia, t.j. C; = S;/S;—1, t =1,2,...,T, st nezdvislé, rovnako rozdelené na-
hodné premenné s lognormdlnym rozdelenim a parametrami ;. a 0. Ak ozna¢ime
Y, = InCy,t = 1,2,...,T, potom tato ndhodnd premennd ma normdlne rozdele-

2

nie s rovnakymi parametrami y a o° a aplikaciou Itovej lemy pre jej diferencidl

dostavame
1 I 5.9
d)/;g == EdSt - 2_St20 St dt
1
= pdt + odW; — 502dt,
a teda

1
}/;t == }/E)+Mt+O'Wt—§O'2t

1
hlSt = lnSQ +/.Lt+UWt - 502t,

z ¢coho dostavame rieSenie rovnice pre cenu akcie (3.1) v podobe geometrického

Wienerovho procesu:
1 2
St = S(] exp /Lt + O'Wt — 50’ t]. (32)

Teraz prejdeme k vytvoreniu zaisteného portfdlia, ktoré bude pozostavat z pre-
daja jednej vanilla call opcie a nakupu «; akcii (pocet akcii sa bude priebezne me-
nit). Nech V' = V/(S;,t) je cena kipnej opcie v zavislosti od ceny akcie. Potom

hodnotu tohto zaisteného portfdlia H(S;,t) v case t mdzeme zapisat’ ako
H(St, t) = —V + O{tSt.

Opét pouzijeme Itovu lemu, tentoraz pre stochasticku funkciu V' (S;,t), ¢im dosta-

vame jej diferencial

oV oV 1, 0%V
av = 27as, + (22 4 1229V ) .
95, t+(at+2" tasz)

Potom diferncidl hodnoty portfélia mézeme napisat’ ako

av 1 0*V ov
—dV + OztdSt = (—E — 50’25’3 852> dt + (Oét — a_St) dSt
t

[ oV 1, .0V oV v
- [ st (oG s (o= g s
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a teda zisk II z tohto portfdlia v Case ¢ je

t t
T(H(S,, 1)) — /O—dv+/0 adS,

troov 1 9 2821/ ov
— /0{—%—50&855+(au—asu)u5u]du

Vidime, Ze nahodnost zisku je sp6sobena ¢lenom

¢ oV
/0 (au 5. ) oS, dW,,.

Nasou snahou pri tvorbe bezrizikového portfdlia je, aby tento stochasticky ¢len vy-
padol a zisk sa tak stal deterministickym. To sa nam podari ak v kazdom case u < ¢
zvolime pocet akcii rovny o, = %. Tento zisk by sa mal rovnat zisku z drzania
bezrizikového portfélia (bezarbitrdzny princip), ktorého hodnota H* je —V + 2V a5, g,

a jeho vynos je rovny bezrizikovej tirokovej miere r. Potom zisk z tohto portfélia v

Case t je

H(H*(St,t»:/ot ( V+g;/8>du.

Ked'ze deterministické zisky II(H(S;,t)) a II(H*(S, t)) sa rovnajd, dostdvame

2
AR (_V+av

au 20 uasg_ a—SuSu), 0<u<t,

a teda cena opcie V (S, t) je dand rovnicou

WV 1,00 v B
8t St 852 TSta—St —rV =0.

Poznamenajme, Ze rovnaku rovnicu by sme dostali aj v pripade vanilla put opcie.
Ak teda oznacime cenu vanilla opcie ako V' = V/(S;,t) a priddme eSte predpoklad,
ze akcia priebezne vypldca dividendu, ktorej ro¢na miera je D, potom cena opcie je

dana rovnicou

v o1, 2av oV
— = = T|. .

Dostali sme tak Black-Scholesovu parabolicku parcidlnu diferencidlnu rovnicu pre

cenu vanilla opcie. Pre eurdpske opcie sa k tejto rovnici eSte pridava terminalova
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(koncova) podmienka, ktora hovori o cene opcie v Case expiracie. Pre vanilla call

opciu s realizacnou cenou F je tato podmienka resp. koncova cena zrejme
V(ST, T) = maX(ST - E, O) (34)

a pre vanilla put opciu

V(Sy,T) = max(FE — Sr,0). (3.5)

Black scholesova rovnica (3.3) ma rieSenie v tvare nasledujuceho vzorca, tzv. Black-

Scholesovho vzorca:

In 5t + (r— D+ 20?)(T —t)
V(S,t) = SePTDp £ 2 3.6
(S,1) e < ovVT —t (36)
Inst+(r—D—31?)(T -1t
oV —t '

Prechod od Black-Scholesovej parabolickej parcidlnej diferencidlnej rovnice k to-

3.7)

muto vzorcu spociva v postupnosti niekol'kych transformacii na zakladny tvar para-
bolickej rovnice a aplikovani Greenovej funkcie. Kompletny postup je mozné najst

v ucebnici [10].

Nakoniec eSte spomenieme nedostatky Black-Scholesovho modela, ktorymi su

predovsetkym tieto neredlne predpoklady na finan¢ny trh:

i) trh bez transak¢nych ndkladov a dani
ii) moznost obchodovat I'ubovolné mnozstvo cennych papierov
iii) existencia konstantnej bezrizikovej irokovej miery

iv) ceny akcie sa vyvijaju podla rovnice (4.2) v podobe geometrického Wienerovho

procesu

v) konsStantna volatilita akcii.

3.2 Ocenovanie pomocou martingalov

V tejto Casti odvodime vSeobecnejsi vzorec pre cenu opcie, ktory narozdiel od Black-

Scholesovho vzorca, bude platit aj pre zlozitejSie typy opcii. Ako uvidime d’alej,
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tento vzorec bude v tvare strednej hodnoty z diskontovanej vyplaty opcie pri urcitej

bezrizikovej pravdepodobnostnej miere, ktora zaruci bezarbitraznu cenu opcie.

Ukazeme, Ze pre urcenie bezarbitrdznej ceny opcie je nutné aby diskontovany
proces vyvoja ceny akcie bol martingalom pri urcitej pravdepodobnostnej miere ().
Tito mieru @, pri ktorej je dany proces martingalom, budeme nazyvat rizikovo
neutrdlna miera. Poznamenajme, Ze miera () je odliSna od p6vodnej miery P spoje-
nej s pravdepodobnostnym popisom buduceho vyvoja ceny akcie, ktory je popisany
Brownovym pohybom. Problém ako ndjst’ a zarucit existenciu rizikovo neutralnej
miery () rieSi Girsanovova veta a Radon-Nikodymova derivdcia. Tymito sa ale ne-
budeme zaoberat’ a posttipime d’alej k bezarbitrdZznemu oceneniu opcie pomocou

martingalov. Girsanovej veta a existencia miery () je popisana v knihe [7].

Cez samofinancovanu obchodnu stratégiu ukdzeme ako existencia miery (), pri
ktorej su diskontované ceny akcii a derivatov martingalmi, zarucuje sprdvnu cenu
opcie. Ak ozna¢ime cenu penazného dlhopisu (angl. bond ) ako B; = €™, potom
diskontovanda cena opcie e "'V, je vlastne relativna cena opcie vzhfadom na cenu
dlhopisu, t.j.

e "V, = E
B,
Takéto aktivum (dlhopis v tomto pripade), ku ktorému sa vztahuju ceny ostatnych

aktiv sa nazyva numeraire.

Uvazujme model finan¢ného trhu, na ktorom sa obchoduje s k£ + 1 cennymi pa-
piermi v ¢asovom intervale [0, 7']. Ndhodny vyvoj na trhu budeme modelovat pomo-
cou pravdepodobnostného priestoru (€2, F, P) s filtrdciou {F;}o<;<7, pricom ceny
danych cennych papierov S*, i = 0, 1,. .., k su F;-adaptované stochastické procesy.
Obchodnd stratégia bude vektor stochastickych procesov (xo(t),x (), ..., z.(t)7,
kde x;(t), i =0,1,...,k uddva pocet jednotiek i-teho cenného papiera v portféliu v
case t. To znamend, ze hodnota takejto stratégie, alebo portfélia v Case ¢ je

k
H(t) =) (t)S], 0<t<T,

a zisk z neho je
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Potom samofinancovanost’ tohto portfélia mézeme zapisat’' ako
H(t)=H(0)+T1(t), 0<t<T,

¢o znamena, ze do portfdlia neprichddzaju a ani z neho neodchadzaju financné
prostriedky, a teda zmena jeho hodnoty je zavisla len od zmeny povodnych cennych
papierov.

Za numeraire zvolime penazny dlhopis B; = e, a teda relativna cena i-teho

cenného papiera je potom
S =8B, i=1,2,...,k,

Dalej vieme, Ze existuje urtitd bezrizikova pravdepodobnostna miera Q, pri ktorej
su tieto relativne ceny cennych papierov ()-martingalmi. To znamen4d, Ze aj hod-
nota celého diskontovaného portfdlia H*(t) = H(t)/B; je tiez ()-martingal. Pozna-
menajme eSte, Ze samofinancovanost portfélia sa zachova aj pri diskontacii. Pre

diskontovant hodnotu portfélia teda plati H = Eq(H).

Teraz ukdazeme neexistenciu arbitraZe sporom. Predpokladajme preto, Ze na za-
¢iatku mdme nulovd hodnotou portfélia Hy, = H; = 0 a zdroven tvrdime, Ze na-
konci je H; > 0, ¢o teda predstavuje arbitrdz. Z platnosti 0 = Hj = Eq(H}) a
Q(w) > 0 potom dostdvame, Ze H;. sa musi rovnat nule. Ak by platilo ;. > 0, pri-
¢om pri niektorych realizdcidch je H} > 0, potom Eg(H}) > 0 a tym sa dostdvame
k sporu. Z toho vyplyva, Ze H}. = 0 a existencia arbitrdze je teda vylucena.

Namiesto hodnoty portfélia H; teraz mézeme zobrat cenu opcie V; s koncovou
vyplatou Vr. Potom vyplata V; generovand samofinancovanou stratégiou je JFp-
meratelna ndhodnd premenna. Cena opcie V; je potom ()-martingal a pre jej bezar-

bitraznu cenu dostavame

KedZe B; = e, pre vSeobecnu cenu opcie (derivatu) v case ¢ dostdvame doleZity

vztfah

V; = Egle " T=9Vp| Fy] = e "I IE V| Fi) (3.8)
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Na zaver eSte poznamenajme, Ze ocenovanie opcii pomocou martingalov a Black-
Scholsovej PDR je konzistentné a tato suvislost sa d4 ukdzat pomocou Feynman-
Kacovej formuly, ktord hovori o vztahu medzi stochastickymi procesmi a PDR. Viac

o tomto je napisané v knihe [5].



KAPITOLA 4

Exotické opcie

V tejto kapitole sa budeme venovat ocenovaniu exotickych opcii, akymi st napr.
azijské a lookback opcie. Tieto opcie sa nazyvaju exotické, kvoli geografickej po-
lohe opc¢nych btirz, na ktorych sa s nimi zacalo obchodovat. Exotické opcie, ktorymi
sa budeme nésledne zaoberat, zohl'adnuju historicky vyvoj podkladového aktiva -
akcie, kvoli comu dostali privlastok drahovo zavislé (tzv. path-dependent). Hlavny
vyznam tychto drdhovo zavislych opcii spociva v tom, Ze umoZziuju investorom zni-
zit' riziko spojené s vykyvmi ceny podkladového aktiva v blizkosti Casu expirdcie,
ktoré mozu mat aj Spekulativny charakter (cenovd manipuldcia zo strany vypisova-

tefa).

4.1 Azijské opcie

Pri vyplate azijskych opcii je zohladnend aktudlna cena akcie a tiez jej historicky
vyvoj. V tomto pripade sa historicky vyvoj ceny akcie zohladniuje pomocou jeho
priemeru pocas platnosti prislusnej opcie. Tento priemer sa moze ratat viacerymi
sposobmi, napr. ako aritmeticky alebo geometricky priemer, a vo vSeobecnosti ho
budeme oznatovat’ ako A, pre nejaky ¢as ¢. Dalej mbéZeme priemer poéitat’ bud’ z
diskrétnych dat, alebo spojito cez integral. Vidime teda, Ze existuje viacero typov

azijskych opcii a ich klasifikaciu spravime na zaklade tychto kritérii:

1. zdkladné delenie : a) call opcia b) put opcia

25
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2. typ spriemerovania podkladového aktiva :

aritmeticky priemer geometricky primer
1/ 1 [
spojity pripad A = n / Srdr InA; = n / In S, dr
0 0
diskrétny pripad Ay, = 1 iS InA;, = 1 ilnS
y prip tn_ni=1 ti tn—ni:1 tis
pricom v diskrétnom pripade je t; < t; < ... < t, nejaké delenie ¢asového

intervalu platnosti opcie.
3. pozicia spriemerovnej veli¢iny vo vyplatnej funkcii :
a) v pozicii ceny aktiva - tzv. average rate call resp. put opcia, t.j. vyplata pre
call opciu: V*“(Sr, Ar,T) = max(Ar — E,0)
put opciu: V4P (Sp, Ar,T) = max(E — Ar,0)

b) v pozicii expiracnej ceny opcie - tzv. average strike call resp. put opcia, t.j.

vyplata pre
call opciu: V**¢(Sp, Ay, T') = max(Sy — Ar,0)

put opciu: V*?(Sr, Ay, T) = max(Ar — St,0)

Vidime, zZe celkovo tak mézeme dostat’ rézne typy azijskych opcii s relativne
dlhymi ndzvami, napr. 4zijskd spojite geometricky spriemerovand average strike
call opcia. Na obrazku (4.1) je zobrazeny priklad vyvoja ceny akcie a prislusného

aritmetického a geometrického priemera vypocitaného z diskrétnych dat.

4.1.1 PDR pre azijské opcie

V tejto Casti odvodime parcidlnu diferencidlnu rovnicu pre azijské opcie, podobne
ako sme dostali Black-Scholesovu PDR pre vanilla opcie v predchddzajtcej Casti.
Avsak hodnota &zijskej opcie V' = V/(S, A, t) zavisi nielen od ceny akcie S a ¢asu
t € [0,T], ale aj od priemernej ceny akcie A. Preto pri vypocte diferencidlu ceny

opcie dV budeme potrebovat poznat’ diferencidl priemernej ceny akcie d A.
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Obr. 4.1: Vyvoj ceny akcie spolu s aritmetickym a geometrickym priemerom

Pre aritmeticky priemer dostdvame

A 1 1 [ A
d—:—St——/STdT—St L
0

dt t 12 t

a pre geometricky priemer

1dA_d1nA 1 1 InS; —In A,
Aar = @ e /1”““ £

Odtial dostdvame diferencidl d A pre aritmeticky a geometricky priemer v tvare

S ; Ay a dA = Awoﬁ

dA =

To mdZeme pre oba pripady zapisat pomocou funkcie f(z,t) ako

dA = Af (% t) dt, 4.1

kde f(x,t) = (x — 1)/t pre aritmeticky priemer a f(z,t) = (Inz)/t pre geometricky
priemer. Podstatné je, ze v oboch pripadoch je diferencidl priemeru dA v prvom

rade aproximdcie radu dt.
Teraz moézeme prejst k vypoctu diferncidlu dV (S, A,t). Pouzitim Itovej lemy,
vztahu (4.1) a faktu, Ze dA a dt su ronakého radu, dostdvame

oV oV oV 1 oV
‘r - 7 e A 2Q2
d oS ds -+ (9Ad <8t 5 052 )dt

% V(S av 1, 0V
= 95T (aAf(A t) o T30 s )dt
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PDR pre azijské opcie odvodime pomocou zaisteného portfélia, podobne ako v

predchadzajucej Casti. Pre cenu akcie budeme opat uvazovat SDR
dSt = (ILL — D)Stdt + O'Stth, (4.2)

kde 1 a o je drift a volatilita ceny akcie a D je miera spojite vyplacanej dividendy.
Zaistené portfdlio vytvorime predajom jednej azijskej call opcie a nakupom «; akcii,
a teda jeho hodnota H(S;,t) v Case t je H(S;,t) = —V + «;.S;. Potom pre diferencial

hodnoty tohto portfélia dostdvame

v (8, OV 1 4,0 oV
dVv + Oétdst = ( aAt (At s t) ot 9 St 852 dt + | aSt dSt

- oV 1, 0% oV
- {0Atf( ) ot 2 Stas2+(“t ast)“st}dt

oC
+ (CYt — %) UStth,
t

a pre zisk IT z tohto portfdlia v ¢ase t mame

t t
(H(S,, 1) = / —dV + / a,ds,
0 0
LTOV /8, OV 1,0V oV
- /O[aAu (K’“)‘% 5“852 (O‘“ asu)“s}d“
t
—I—/ (au—g;/>05 dW,.

0

Pri vol'be poctu akcii o, =

as v kazdom case u < t, stochasticky ¢len vypadne a
zisk sa stane deterministickym. Z bezarbitrdzneho principu vyplyva, Ze tento zisk by
sa mal rovnat zisku z bezrizikového portfélia, ktorého hodnota H* je —V + a g,

a jeho vynos je rovny bezrizikovej urokovej miere r. Ked'Ze deterministické zisky

II(H (S, t)) all(H* (S, t) fo < V+2 35 S )du sa rovnaju, dostdvame
ov. v 1 2 , 0V ov
-1 (3 )aA—au_ i = (Ve ges) . 0<uss

a teda cena 4zijskej opcie V' (S, A, t) pre aritmetické alebo geometrické spriemero-

vanie ceny akcie je dand rovnicou

S NV OV 1,00 v
f(Z,t>a_A+ g 5 5gs (= D)S5g —rV =0, (4.3)

RieSenie tejto rovnice V(S,A,t) je definované na mnozine (S5, A,t) € (0,00) x
(0,00) € (0,T) a s termindlovou podmienkou (vyplatnou funkciou) podla prislus-

ného typu opcie (napr. V (S, Ap,T) = max(Ar — Sr,0) ).
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Vsimnime si, Ze v rovnici (4.3) vystupuje len prvd parcidlna derivdcia V' podla
premennej A, a teda tdto PDR nie je aZ tak vhodna pri aplikovani numerickej apro-

ximdcie. Tento problém sa vSak dd vyriesit zavedenim transformacie

m:%, re(0,00) a  V(S.At)=AW(x,1).

Po dosadeni transformovanych premennych do rovnice (4.3) a terminalovej pod-
mienky pre prislusnu opciu, dostavame po kratkych tpravach transformovanti PDR

pre W (z,t)

2
flz,1) (W—xa—w) +%—T+102x2%g+(r—D)xa—W—rW:0, (4.4)

ox 2 ox

ktorej rieSenie W (x, t) je definované na oblasti (z,t) € (0,00) x (0,T") a termindlova
podmienka (vyplatnd funkcia) pre napr. average strike put opciu ma tvar Wz, T) =

max(1 — x,0) (pre ostatné typy azijskych opcii analogicky).

4.2 Lookback opcie

Lookback opcie patria tiez medzi drahovo zavislé opcie. Pri tychto derivatoch je
historicky vyvoj ceny podkladového aktiva zohfadneny pomocou maximalnej (M)
a minimimalnej (m) ceny tohto aktiva, nadobudnutej pocas zivotnosti opcie (t.j.
od vypisania opcie do jej expirdcie). Na obrazku (4.2) je znazorneny priklad vy-
voja ceny akcie spolu s maximalnou (hornd) a minimdlnou (dolnd) nadobudnutou

cenou.

Lookback opcie mozeme, podobne ako azijské opcie, rozdelit podla vyplatnej

funkcie na dva zakladné typy:

a) lookback opcie s pevnou expira¢nou cenou FE - tzv. extreme rate call resp. put
opcia, kde v pozicii aktiva je bud maximum M = M%O = max(S;,t € [Ty, T)).,
alebo ako minimum m = mj, = min(S,,t € [Ty, T]) ceny aktiva v ¢asovom inter-
vale [T}, T|. To znamend, Ze vyplatnd funkcia je v prvom pripade pre maximum
a pre

call opciu: V/¢ = max(M — FE,0)
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put opciu: V¥ = max(E — M, 0)
a vdruhom pripade je pre minimum a pre
call opciu: V7" = max(m — E,0)
put opciu: V&7 = max(E — m,0)

b) lookback opcie s pohyblivou expiratnou cenou - tzv. extreme strike call resp. put
opcia , kde maximum A alebo minimum m ceny aktiva je v pozicii expriacnej

ceny (strike), teda vyplatna funkcia je pre
call opciu: V¢ = max(S — m,0)
put opciu: V¥ = max(M — S,0)

Poznamenajme, Ze pre extreme strike opciu mdme len dva uvedené typy, pre-
toze nema zmysel mat’ extreme strike put opciu pre minimalnu cenu a call opciu
pre maximalnu cenu, ked’ Ze ich vyplatné funkcie V¢ = max(m — 5,0) a V& =
max (S — M, 0) su vzdy nulové.

4.2.1 PDR pre lookback opcie

V tejto Casti odvodime parcidlnu diferencidlnu rovnicu pre look back, podobnym
sposobom ako sme dostali PDR pre 4zijské opcie. Odvodenie spravime pre extreme

strike lookback put opciu, ktorej cena V' (S, M,t) je zdvisld okrem ceny akcie S a

Obr. 4.2: Vyvoj ceny akcie spolu s priebeZznym maximom a minimom
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casut € [Ty, 7] aj od maximélnej nadobudnutej ceny akcie M. Teda v tomto pri-
pade budeme pri vypocte diferencialu ceny opcie dV potrebovat poznat diferencial

maximalnej ceny akcie d M.

Najprv zavedieme novu premennu

t 1/n
/ (5T>ndf] C tsT,

To

-]

ktord bude aproximovat maximdlnu cenu akcie M. Plati totiz, ze

lim M, = max S, =M

n—00 To<t<t

Derivovanim premennej M,, dostdvame

1

/T t (ST)”dTrL_ Sn— % [

a teda pre diferencidl tejto premennej mame

1S
LY/ A — .
AM, = oyt (4.5)

dM, 1
dt n

t FTH 1 Sn
Syrdr|  Sm= 2
/To< ) } 0 (M)

Diferncidl dV (.S, M, t) potom dostaneme pouzitim Itovej lemy a pomocou vztahu

(4.5) a faktu, Ze dM,, a dt¢ st ronakého radu, nasledovne:
oV oV oV 1, , 0?V
W= 559 g, <8t T )dt
oV 1 s 9oV é?V 1 0%V
—d S A e dt
554 (n(Mn)”—l o, ~or 1270 asz)

Dalsie kroky pri odvadzani PDR pre lookback opcie sti takmer rovnaké ako pre
azijské opcie, a teda niektoré z nich presko¢ime. Pomocou bezarbitrazneho principu
a konstrukcie zaisteného portfélia, ktoré bude pozostavat z kipy jednej extreme
strike lookback put opcie a predaja « akcii, sa dostaneme, rovnakym postupom ako

pri azijskych opciach, k rovnici:

%@q%;—];ﬁ%v L 2522; + (r — )Sg—g—rv—o (4.6)
Teraz prejdeme k limite pre n — oo, pricom vieme ze S < M.V pripade S < M
dostdvame
lim l L 0
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a pre S = M plati, Ze cena tejto lookback put opcie je nezdvisla od aktudlne reali-
zovanej maximalnej ceny, a teda 37‘2 = 0 (blizsie vysvetlenie v knihe [5], str. 206).

Z toho vyplyva, zZe prvy ¢len v rovnici (4.7) vypadne, ¢im sa dostdvame k rovnici

o1, 0%V v
W+505w+<T—D)S%—TV—O, O<S<M, Ty < t, 4.7)

¢o je vlastne klasickd Black-Scholesova PDR pre vanilla opcie, az nato, Ze tdto ob-
sahuje horné ohranicenie M na cenu akcie S. Prislusnd termindlova podmienka ma

tvar V(S,M,T) =M — S.



KAPITOLA 5

Hedging

Pojem hedging, teda zaistovanie je vo finan¢nictve zauzivany ako vytvaranie inves-
tinej pozicie, ktord vyrovnava (kompenzuje) potencidlne straty alebo zisky spojené
s investovanim. Hlavnou tlohou tohto zaistenia, ktoré mo6zeme nazvat aj menez-
ment rizika, je teda elimindcia rizika straty, ktorému su vystaveny tcastnici financ-

ného trhu.

Ako priklad uvazujme finan¢nu institdciu, ktora vypise (predd) vanilla call opciu
na 100 000 akcii bez dividend za 250 000 EUR. Tato opcia ma expira¢ni cenu
90 EUR a maturitu o 3 mesiace, pricom sucasnd hodnota jednej akcie je 86 EUR.
Ocakavany vynos akcie je 10%, jej volatilita je 20% a bezrizikova urokova miera
je 2% per annum. Potom cena opcie na jednu akciu vypocitand pomocou Black-
Scholesovho vzorca je 2 EUR, a teda teoretickd Black-Scholesova cena opcie, ktort
vypisala inStitticia je 200 000 EUR. Institucia teda predala ttto opciu za cenu o
50 000 EUR vyssiu ako je jej teoretickd, avsak vystavila sa riziku straty, ktoré chce

eliminovat.

Jednou z moznosti pre inStitliciu je nerobit nic, teda zaujat tzv. naked position.
Tato pozicia je vyhodnd, ak cena akcie v dobe expirdcie neprekroc¢i 90 EUR, pretoze
v tomto pripade call opcia nebude uplatnend a teda institucia bude mat zisk z
predaja tejto opcie 250 000 EUR. V druhom pripade, ak cena akcie prekro¢i 90
EUR sa ale tdto pozicia stdva nevyhodnou. Ak by bola cena akcie v dobe expirdcie

napr. 100 EUR, potom call opcia bude uplatnend a instittcia strati rozdiel medzi

33
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touto cenou a expiracnou cenou, vynasobeny poctom akcii, ¢o je 1 000 000 EUR.
Tato pozicia teda neposkytuje spolahlivé zaistenie.

Druhou moznostou je zaujat tzv. covered position,teda pokrytu poziciu, ktora po-
zostava z nakupu 100 000 akcii pri predaji opcie. Tato pozicia je naopak vyhodnd ak
cena akcie v dobe expirdcie bude vyssia ako expiracnd cena 90 EUR, pretoze opcia
bude v tom pripade uplatnend a inStitticia predd 100 000 akcii drzitelovi opcie,
ktoré si na zaciatku kupila a dosiahne tak zisk z predaja opcie 250 000 EUR. Ak by
vSak cena akcie klesla o 8 na 78 EUR, potom opcia nebude uplatnend, ale institdcia
strati na poklese ceny akcie 800 000 EUR, ¢o je ovela viac ako 250 000 EUR, ktoré
ziska za predaj opcie. To znamend, Ze ani tato alternativna pozicia neposkytuje
uspokojivé zaistenie.

DoémyselnejSou poziciou by mohlo byt skombinovanie predoslych dvoch. Ta-
kato pozicia, alebo stratégia, tzv. stop-loss strategy je zalozend na tom, Ze akondhle
stupne cena akcie nad expiracnu cenu, tak vypisovatel call opcie si kipi prislusnu
akciu, resp. mnozstvo akcii na ktoré je vypisand opcia. Naopak pri poklese ceny
akcie pod expiracnu cenu vypisovatel call opcie preda prislusné mnozstvo akcii.
Ide teda o striedanie naked a covered pozicie, v zavislosti od ceny akcie a expirac-
nej ceny. Tato stratégia m4d ale tiez viacero neyhod (podrobnejsie v knihe [3]) ako
napr. rozdiel medzi cenou za ktort sa kupuje a predava. Cim viac krat by cena ak-
cie pretala expira¢nu cenu, tym vysSie by boli transak¢né naklady. To znamen4, ze
ndklady na takéto zaistenie su zavislé od priebehu ceny akcie.

Vidime, Ze pri zaistovani pomocou uvedenych pozicii su ndklady na toto zaiste-
nie zavislé od konkrétneho vyvoja ceny akcie a teda nepredvidatelné. V uvedenom
priklade s call opciou maju ndklady na zaistenie vysoku volatilitu, mo6ze to byt 0O
alebo aj 1 000 000 EUR a viac. V idedlnom pripade by mala byt volatilita nakla-
dov nulova, teda ndklady by boli deterministické a vyska tychto ndkladov pre tzv.
perfektné zaistenie by mala byt rovna Black-Scholesovej cene opcie. Vyplyva to z
odvodenia Black-Scholesovho vzorca, kde sme pouzili bezarbitrdzny princip, ktory
zarucuje "férovd" cenu opcie, t.j. ani jedna zo strdn by nemala byt zvyhodnena. V
nasom priklade by to znamenalo, ze ndklady na zaistenie opcie by boli vzdy 200

000 EUR. Avsak takéto perfektné zaistenie na redlnom finan¢nom trhu neexistuje.
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Existuju ale rozne pokrocilé metddy, ktoré moézeme v zdsade rozdelit’ na dve sku-

piny:

e tzv. preference-free metddy, ktoré nezavisia od subjektivnych o¢akavani a pre-
ferencii. Tieto metddy, alebo strategie su ¢asovo lokdlne v tom zmysle, ze za-
visia len na zlozeni zaistovacieho portfélia a na podkladovom aktive v danom

case, bez ohl'adu na minuly a buduci vyvoj.

e metddy optimalizujice nejaku veli¢inu, napr. maximalizacia ocakdavaného uzitku
alebo minimalizovanie rizika. Tieto metddy naopak zavisia na subjektivnom

pohlade tcastnika finan¢ného trhu na buduci vyvoj aktiva.

Vyvstdava prirodzend otdzka, Ze ktord zaistovacia metdda je najlepSia. Samoz-
rejme jednoduchd odpoved na tutu otdzku neexistuje, ked'Ze r6zny 'udia maja
rézne nazory na to ¢o znamend "najlepsia". Zakladnou myslienkou je vsak to, ze
investor vie, Ze zaistovanie je nakladné a musi si ex-ante zvolit’ svoju uzitkovu fun-

kciu, ktora co najlepsie charakterizuje jeho preferencie.

5.1 Delta hedging

V tejto Casti sa budeme blizsie zaoberat' tzv. delta hedgingom, teda delta zaistova-
nim. S tymto zaistovanim sme sa uz stretli v predchadzajuicej kapitole pri odvadzani
Black-Scholesovej parabolickej PDR pre cenu vanilla opcie, kde mnoZstvo akcii A
v zaistenom portféliu bolo rovné derivacii ceny opcie podla ceny akcie. Pismeno A
patri do skupiny tzv. "greeks", o st grécke pismena zauzivané pre meranie citlivosti
ceny opcie na rozne parametre. Kazdé z tychto pismen meria odlisnu Cast’ rizika v
op¢nej pozicii a ulohou investora je ich menezment tak aby boli vSetky rizika prenho

prijatelné. Medzi greeks patri:

e A - Delta, t.j. zavislost zmeny ceny opcie na zmene ceny akcie:

ov

A= 2"
S
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e ' - Gama, t.j. zdvislost zmeny faktora A na zmene ceny akcie:

P00V
0SS 052

© - Théta, t.j. zavislost zmeny ceny opcie na zmene expiracnej doby T, resp.

casu do expirdcie T-t:
oV ov

O=-97~ o

Y - Vega, t.j. zavislost zmeny ceny opcie na zmene volatility ceny akcie:

)%

A=
do

p - RO, t.j. zavislost zmeny ceny opcie na zmene bezrizikovej urokovej miery:

oV

A=

5.1.1 Delta opcie

Tu sa budeme blizsie zaoberat’ parametrom A, ktory je azda najddlezitejSim z po-
medzi spomenutych parametrov pri analyze trhovych dat. Ako uz bolo spomenuté,
A opcie meria citlivost ceny opcie na zmenu ceny akcie. Pre ndzornost, ak by A
call opcie na akciu bolo 0.8, potom zmena ceny akcie o malt hodnotu x bude mat

za nasledok zmenu ceny opcie o priblizne 80% tejto hodnoty .

V ndsledujicom odvodime explicitny vzorec pre A vanilla opcie a pre A vybra-
nych exotickych opcii. Postup je jednoduchy a spociva v derivovani explicitného

vzorca pre cenu danych opcii podl'a ceny akcie.

Pre odvodenie A pre vanilla call a put opciu staci ak zderivujeme Black-Scholesov
vzorec pre ceny tychto opcii podla ceny akcie. Pre dspornost zdpisov napiSeme

Black-Scholesov vzorec pre call opciu v tvare

Vveall(S t) = Se PT=0d(dy) — Ee " T=Dd(dy)

a pre put opciu v tvare

V(S 1) = Ee " TN d(—dy) — Se PT0d(—d,),
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kde

dl — E 2
oVT —t
In3t + (r—D—Lo?)(T 1)
do = E 2 =dy —oVT —1t.
2 VT —1 e

V d’alsom budeme potrebovat derivaciu kumulativnej distribu¢nej funkcie nor-
malizovaného normaélneho rozdelenia ®(z), ¢o vieme Ze je hustota tohto rozdelenia

a budeme ju oznacovat

o) = e

Nasledujica lema hovori o rovnostiach, ktoré platia pre veli¢iny v Black-Scholesovom

vzorci.

Lema 5.1. Plati:

Ody  Ody 1
89S ~ 9S  SovT -t G-
Se P g(dy) — Be " T ¢(dy) = 0 (5.2)

Doékaz: Rovnost (5.1) sa da Tahko nahliadnut, a preto prejdeme k druhej rov-

nosti. (5.2) plati prave vtedy ked’:

SQ_D(T_t)d)(dl) _ EG_T(T_t)Qb(dQ)
Ee(Tft)(rfD) _ ¢(d2)

E ¢(d)
S d? — d>
In= + (T — -D)=-"12
02+ (T—)(r— D) = T2,
pricom prava strana poslednej rovnice je:
d2 —d3 1 1
T == §(d1 +d2)(d1 — dg) = 5(2(11 — U\/T—t)U\/T—t
.S 1, 1,
= ln%+(T—t)(r—D) O

Pre deltu call opcie potom dostdvame

oV eall od od
call _ —D(T—t) 1 —D(T—t) . —r(T—t) 2
Al = S = e o) g +e o(d,) — Ee 0ld) 52
od,

= e PI0P(dy) + LS PI-0(dy) — B T-0g(dy)]

oS
= G_D(T_t)q)(dl),
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kde sme pri poslednych dvoch upravach vyuzili lemu (5.1).

Analogicky pre deltu put opcie mame

ovrut 0d,
APt — 27 1= 58 —D(T—t) —d )= — —D(T—t)(I) —d
S = (S = SePTg(—dy) (1)
Ody
+(=1)Ee " T p(—dy) —
(1) B(—da)
= —e PID(—qy).
1 0
084 0.1
071 034
064 04
2 2
gos_ E-D.ﬁ-
044 084
0.1 084
S 40 80 80 100 120 1%0 180 180 200 220 240
Obr. 5.1: Delta pre call opciu Obr. 5.2: Delta pre put opciu

Na obrézku (5.1) a (5.2) je zobrazeny priebeh A a AP v z4vislosti od ceny
akcie pre vanilla call a put opciu s parametrami £ = 120, D = 0, pricom bezrizikova
urokova miera je 2%, volatilita akcie 30% a Cas do expiracie je jeden rok. Vidime,
ze AP¥ je vlastne A o 1 posunuté nadol. To vyplyva zo zdkladnej vlastnosti ku-

mulativnej distribu¢nej funkcie normalizovaného normdlneho rozdelenia ®(x):

O(—z) =1—0(x)

5.1.2 Delta pre exotické opcie

V tejto Cati uvedieme vypocet A pre rézne typy exotickych opcii. Zacneme prikla-

dom pre azijsku aritmeticky spriemerovanu opciu, ktorej cenu a A vypocitame nu-
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mericky, pretoZe explicitny vzorec pre tento typ derivatu nepozname. Dalej budeme

pocitat’ A exotickych opcii derivovanim ich explicitnych vzorcov cien.
Azijska diskrétne aritmeticky spriemerovand average rate opcia

Na vypocet A tejto opcie pouzijeme numericki metédu Monte Carlo. Touto me-
tddou budeme simulovat vyvoj ceny akcie, z ktorej vypocitame cenu opcie a na-

sledne A, teda zdvislost zmeny ceny opcie od zmeny pociatocnej ceny akcie.

Pre vyvoj ceny akcie budeme opéat uvazovat' stochasticka diferencidlnu rovnicu
dSt = /LStdt + O'Stth, (53)
ktorej rieSenie vieme, Ze je
1 2
Sy = Spexp | ut + oWy — 50 t].

Podla tohto vztahu budeme generovat ceny akcie az do ¢asu expiracie. Potom vy-

¢islime koncové ceny opcie V; podla vztahu
Vr = max(A — E,0)

kde A je aritmeticky priemer z cien akcie pocas danej simuldcie a F je expira¢na
cena. Dalej vypot¢itame cenu opcie v ¢ase ¢ = 0 ako diskontovani strednt hodnotu z
koncovych cien, pricom tdto stredni hodnotu aproximujeme aritmetickym prieme-
rom (vychadzame zo zdkona velkych cisel). Ocakavany vynos akcie ; nahradime
bezrizikovou urokovou mierou r, aby sme tak dostali bezarbitraznu cenu opcie (v
rizikovo neutralnom svete sa vynos musi rovnat bezrizikovej urokovej miere). Po-

tom rovnica na postupné generovanie cien akcie bude

1
S, = Sy, exp ((r - 502) (to —t1) + aZtl) , (5.4)
kde
Ztl :Wtz_Wt17 Ogtl StQ ST (55)

md rozdelenie A7 (0,ty — t;).
Na koniec vypocitame A z cien opcii pomocou aproximdcie derivicie ako

_ oV _ V(S(] + 6) - V(So)

A
850 € 7
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pre ¢ dostatocne malé.

Na obrazku (5.3) je zndzoneny priebeh A pre aritmeticku azijsku call a put opciu
v zavislosti od pociatocnej ceny akcie. V tomto priklade maji opcie expiracnu cenu
E = 120 a maturitu 7" = 10 dni, pricom podkladovym aktivom je akcia s volatilitou
o = 0.2 a bezrizikova urokova miera je r = 0.02. Za e sme zvolili 0.01 (menSie
hodnoty uz nemali vplyv na presnost’ riesenia, t.j. velkost odchyliek sa uz nemenila)

a pocet simuldcii pre kazdu cenu opcie bol 5000.

Program na vypocet A tejto opcie je nakonci v Listingu programov (6.1).

08! 02}
08! 04}
0] o
= ol
G 5
T k-]
04- 08}
02+ 08l
o 15 10 125 m e 115 120 125 130
5 5

Obr. 5.3: Delta vypocitana simuldciou pre aritmeticku dzijsku call opciu (vlavo) a put opciu
(vpravo)

Z tychto grafov vidime, Ze A aritmetickych azijskych opcii ma velmi podobny
priebeh ako A vanilla opcii. AvSak vidime, Ze grafy pre azijské opcie maja drobné
vychylky, ktoré su sposobené nepresnostami pouZzitej Monte Carlo metddy. V zdsade

mohli vzniknut dve r6zne chyby v désledku:

e diskretizacie derivacie na vypocet A

e nepresného odhadnutia cien opcii V' (Sy + ¢€), V(.Sp)

Azijska spojite geometricky spriemerovana average rate call opcia
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Podl'a ocenovacej formuly (3.8) vieme, Ze cena tejto opcie je
Vere(S, A t) = e " T Egmax(A — F, 0)], (5.6)
kde F je expira¢nd cena, S = S; a

t
A=A, =exp (%/ lnSTd7'> )
0

Odvodenie explicitného vzorca pre cenu tejto opcie z formuly (5.6) je ukazané v

knihe [5] a my teda prejdeme rovno k tomuto vzorcu:
V(S A t) = e TTD[AUTST-0/T+ 2 () — Ed(dy)), (5.7)

kde

2 T—tQ
i- (r-D-T (T —1)
2 2T
o
T

_ (T —t)?

7 = 3
1/t T —t

dy = :(—lnA—i— lnS—i—/?L—lnE)
o \T

dl = d2+5'

Zderivovanim vzorca (5.7) podla ceny akcie dostdvame A pre danu opciu v tvare

§5(T—)/T

AC — efr(Tft)At/T 55 ep+5-2/2q)<dl)
oo 8d od
—r(T—=t) [ At/T g(T-1)/T i+5?/2 vl — Edéld g2
Toto mo6Zeme d’alej zjednodusit - ukdzeme, Ze vyraz
L od od
AT g(T—t)/T i+5?/2 _1 _E g2
je nulovy. Zrejme plati
ody _ o,
0S 08
a ak upravime druhu zlozku
1 _
Eé(dy) = E¢(dy —7) = e (d1=07/2

V2l

1 —d2/2 o(2d15— 74)/2 _ E¢( ) (2d16—-52)/2

) t/TIn A+(T—t)/TInS—In E+ji—52/2 __ E¢<d1)eﬁ—52/2At/TS(T—t)/TE—l

= E¢(
_ ¢(d1)eﬂ—62/2At/TS(T—t)/T
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tak vidime, Ze sa rovna prvej zlozke, a teda dany vyraz je nulovy. Z toho dostdvame

9gT-v/T
A%C — e—r(T—t)At/T 5 e'u“+‘72/2q>(d1)

t)T
= 7Y <§) —T; teﬂ+&2/2@(d1)

Azijska spojite geometricky spriemerovana average strike call opcia

Podobne ako v predoslom bude cena tejto opcie dana ocenovacou formulou (3.8)
ako

Vese(S, A t) = e T By [max(S — A, 0)]. (5.8)

Opét uvedieme uz priamo explicitny vzorec pre cenu danej opcie (prechod od for-

muly (5.8) k explicitnému vzorcu je uvedeny v knihe [5]).

Vese(S, A t) = Se PT0d(d)) — AVTSTD/Te=DIT06-0p(d,)  (5.9)

kde
X tIn(S/A) + <r D+ %2> T22 £
d =
o TS;tS
~ N o T3 — 3
dy = di— =
? LT 3
0.2
Q _ <r—D—|—7> T2 _ 42 _0_2T3 43
2 T 6 712
Zderivovanim vzorca (5.9) podla ceny akcie dostdvame A pre danu opciu v tvare
. (T-v/T
A — efD(Tft) (I)(dl) . At/T oS eiQ(I)(dg)
08
8d1 6d2
d _AHT g(T=)/T ~Q
Toto mozZeme d’alej zjednodusit, podobne ako v predchadzajiicom pripade, pretoze
vyraz
8d1 8d2
d At/T (T—t) /T Q —

a teda nakoniec dostavame

T-t)/T R
A®sC o= D(T-t) [@(dl)_At/TaS( t)/ -0 A :|

S

- ATt _, .
= e_D(T_t) [@(dl) — <§) TG_Q(I)(dQ)]
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Lookback extreme rate call opcia

Vieme, Ze vyplata takejto opcie je max(Mj, — E,0), kde M = max(S;,t €

[T, T]). Pre cenu opcie v ¢ase ¢ potom plati
vere(S, M, t) = e " Eg[max(max(M, M) — E,0)],

kde S = S, a M = My, je priebezné maximum nadobudnuté do ¢asu t. Tento vztah
moézeme rozpisat podla toho ¢i je vacSie priebezné maximum alebo expira¢na cena
nasledovne:

pre M < E plati
Vere(S, M, t) = e "9 Egmax(M] — E,0))],
apre M > E plati
Vere(S, M, t) = e " T0((M — E) + Eg[max(MT — M,0)))

V druhom pripade pre M > E vidime, Ze vyplata bude minimdlne M — E. Této
vyplata potom predstavuje novu vyssiu expira¢nt hodnotu pre ¢asovy interval [¢, T,
a teda vyplata sa moze eSte zvysit ak cena akcie stipne nad M — E.

Ak definujeme funkciu
H(S,t,K) = e " " Y Egmax(M! — K,0)],

kde K je konstanta (predstavuje expira¢nu cenu), potom cenu danej opcie mézeme

napisat’ ako

H(S,t, E) ak M < E
Vere(S, M, t) =

e"TD(M — E) + H(S,t, M) ak M > F

V knihe [5] je uvedeny postup na vypocet explicitného vzorca pre H(S,t, K). Na

tomto mieste uvedieme uz priamo dany vzorec:

H(St,K) = S®(d)—e ™" IDKO(d—ovT —t)

: -
007 o la@py— (2 "o (a- VT 7
+ e 27ﬁS [e (d) (K -
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kde ,
2+ (r+ )T -t

d —
oI —t

Na vypocet A opcie teda potrebujeme derivaciu funkcie H (S, ¢, K) podla S, ktort

ziskame zderivovanim vyssie uvedeného vzorca:

OH(S,t,K) 0 o e dd—oVT D)
S = 0(d) + 59(d) 55 — e TR G(d — oV T — 1) =

2 2 -2
T () — a0 (S 7 L2
+ 2T<I>(d) e 5 (K o (d - T—t

2 2 -
+ Z8¢(d) 0d _ q=rtr-n2g (§> ) (d L t)
g

o 08 " \ K

2r

S\ 2 2r
S (e d(d——VT—t
ORI G

Toto mézeme zjednodusit, tak ako v predchddzajucich pripadoch, pretoze vyrazy

o(d—oVT —1)
a8

S¢(d)g—§ — e "TYKG(d— ovVT — 1)

=0

o? od T o? S\ 2 2r
or So(d) 5 e 2rS ( > 10} (d T t) =0.

Teda nakoniec dostavame

OH(S,t,K) o? an (S 7 2r o?

Potom A tejto lookback opcie je

OH(S,t,E)
Aee_ ) o5 ak M < E
OH(S.t,M) ak M > E

08



KAPITOLA 6

Malliavinov kalkul a delta opcie

Malliavinov kalkul sa tiez nazyva stochasticky kalkul varidcii, pretoZe rozsiruje kal-
kul varidcii pre funkcie na kalkul varidcii pre stochastické procesy. Z hladiska fi-
nanc¢nej matematiky je tento kalkul zaujimavy kvoli tomu, Ze umoznuje derivovanie
a integrovanie po castiach ndhodnych veli¢in, ¢o sa vyuziva pri pocitani paramet-
rov citlivosti finan¢nych derivatov. M6Zeme teda takto vypocitat parametre greeks
- Delta, Gama, Théta, Vega, R6 a d’alSie, kedze st to derivacie ceny opcie podla
prislusnych premennych.

V tejto Casti uvedieme zdkladné elementy Malliavinovho kalkulu, ktoré potom
vyuzijeme pri pocitani parametrov greeks. Obsirnejsie o Malliavinom kalkule je na-

pisané v knihe [8].

Hlavnou vyhodou tohto kalkulu je, Ze ndm poskytne uc¢inny nastroj na derivova-

nie cien opci v tvare strednej hodnoty
Vi = e "I EqVyl,

a teda na vypocet parametrov greeks opcie nebudeme potrebovat poznat expli-
citné vzorce pre ich ceny a ani vzorce pre greeks. Toto ndm umozni odhadovat
resp. simulovat priamo derivaciu ceny opcie, teda greeks, bez toho aby sme najprv
odhadovali resp. simulovali cenu opcie a z nej potom pocitali dané greeks. Takymto

postupom dostaneme greeks opcie v podobnom tvare ako je cena opcie:

greek = e_T(T_t)EQ[VT -wl,

45
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kde w je urcitd vaha, ktora vypocitame. Tento vysledok znamend, Ze parameter
greek moze byt vypocitany priamo (vysledny vzorec moze byt kludne jednoduchsi
ako povodny problém) alebo simuldciou (Monte Carlo) spolu s cenou opcie pri

rovnakej pravdepodobnostnej miere ().

6.1 Operator derivacie

Na pravdepodobnostnom priestore (2, F, P) s filtrdciou F, generovanou Wienero-
vym procesom W, a pre deterministické funkcie » : [0,7] — R, h € L?*([0,T])

definujeme ndhodnt premennu

win - [ ",

teda W (h) je Itov integral. Dalej nech C2° je mnozina hladkych funkeii f : R* — R

a S je mnoZzina ndhodnych premennych v tvare
F= f(W(h1)7 W(h2)> SR W(hn))a

kde f € C® a hy,hy,...,h, € L*([0,T]). Potom operator derivicie D mozeme

definovat nasledovne:

Definicia 6.1. [8] Pre F' € S definujeme stochasticky proces D, F ako

DF=Y gf (W (), W (ha). ... W () ()

Malliavinova derivécia je teda linedrny operdtor D : L*(Q)) — L%*(Q x [0,T1]).

Defini¢ny obor operdtora D mozeme d’alej rozsirit, ak uvazujeme normu

2 = [IFl|L2@) + I[F L2 @x(om)
a D'? definujeme ako uzdver mnozZiny S v norme ||.||;2, potom D"? je defini¢ny
obor operatora D.

Pre ndzornost uvazujme jednoduchu funkciu F' = W(h) = fOT h(t)dW,. Potom
jej Malliavinova derivécia je jednoducho D;W (h) = h(t), ¢o je vlastne integrand

Itovho integralu.

V nasledujucej vete uvedieme vlastnosti tohto operatora.



6.2. SKOROHODOV INTEGRAL 47

Veta 6.2. [8] Malliavinov operdtor derivdcie md ndsledujiice vlastnosti:

1. linearita: Dy(cF + G) = ¢Dy(F) + Dy(G), VF,G € D'*?
2. pravidlo refazenia: Dy(f(F)) = Y., #£D,F, Vf e C® F e D"

3. sucinové pravidlo: D{(FG) = GDy(F)+ FD,(G), VF,G e D"?*a||DF|| < >

6.2 Skorohodov integral

Kedze Malliavinov operator derivacie je linedarny, musi k nemu existovat opacny
operator: § : L*(2 x [0,T]) — L*(Q). Operator ¢ sa nazyva Skorohodov integral a

definujeme ho nésledovne:
Definicia 6.3. [8] Skorohodov integrdl je operdtor
§:df(6) c L*(Q2 x [0,T]) — L*(Q)
s definicnym oborom
T
df(5) = {u € LAQ x [0,7)),3C € R : \E[/ DiFudt]] < C||F|pa(e, VF € D2},
0

pre ktory plati
T
E [ / DtFutdt] — E[F5(u)]
0

Poznamenajme, Ze pre adaptované procesy je Skorohodov integrdl totozny s

[tovim integrdlom, a teda plati rovnost
T T
0 0
Nasledujtca veta hovori o integracii po castiach v Malliavinovom kalkule.
Veta 6.4. [8] Nech u € df(§), F € D'?, Fu € L*(Q x [0,T]), potom plati

T
d(Fu) = Fé(u) —/ D, Fu,dt
0
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Dékaz: Z definicie Skorohodovho integrdlu a pouzitim suc¢inového pravidla pre

F,G € D"? mame

E[FGS(u)] = E /O TDt(FG)utdt]

- E :G /O ' Dt(F)utdt} +E [F /O ' Dt(G)utdt]

e / ' Dt(F)utdt} + B[GS(Fu)] 0

6.3 Malliavinova vazena schéma

V tejto casti ukdzeme ako vypocitat greek opcie pomocou vahy w, ktord hovori
¢omu sa rovnd prislusnd derivacia v rovnici

OVir(Sr) St

i D e
greek = ¢ Eg[Vr(Sr)] = eV B {W oP

5P } = e”"(T’t)EQ V- wl,

kde P je parameter podla ktorého derivujeme (napr. pre A je to cena akcie S a pre

p je to urokova miera r).

Chceme teda vypocitat, comu sa rovnd E[¢'(X)G], kde X je podkladové aktivum
X (t+h) =X (t

- akcia, ¢(.) je vyplata a T) — G pre h — 0, je derivacia procesu X.
Uvazujme I'ubovlny proces h, pre ktory podla pravidla retazenia plati
GhsDs¢(X) = Ghs¢'(X) D, X
a po integrdcii mame

T T
/ GhyD,p(X)ds = G¢/(X) / hyD,Xds
0 0

a po uprave dostavame

s GhyDso(X)ds

G¢'(X) =
# Iy heD X ds

Ghs

m Potom platl

Oznac¢me u, =

T
B0(X)G = £ | [ Diolx)us| = Elo(x)s(w
0
z ¢oho dostavame nasledujuci vzorec:

E[¢'(X)G] = Elp(X)w], (6.1)
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Gh,
w=d| ),
(fo hstde)

V nasledujicom priklade je ukdzany vypocet A pre vanilla opciu pomocou vzorca

(6.1).

kde vaha w je

Priklad 6.5. Predpokladajme, Ze cena akcie je dand geometrickym Brownovym pohy-

bom ako

ST — Ste(r—D—UQ/Q)(T—t)-i-O'ftT dWT,

kde T > t a D je ro¢nd miera priebezne vypldcanej dividendy. Chceme vypocitat’ A

vanilla opcie, teda derivdciu ceny opcie podla pociatocnej ceny akcie Sy. Potom

0
A - —TTE
9 Soe olo(S7)]
r , a5
= ¢ TE, [¢ (ST)a—Sﬂ
e—rT ,
- g Eq[¢'(ST)ST),
0
pri¢om sme vyugili rovnost’ % = (r=D—0?/2)T+oWr — g—z

Teraz pouzijeme vzorec (6.1) na vypocet vahy w pre hy = 1:

St
W= 0|
(fO DSSTdS>

St

-5 .
oS5t [y Ls<ryds

o)

_ Wr
- oT
a teda nakoniec dostdvame
€_TT WT
A = E St)—
So @ |:¢( T) O'T:|

6.4 Delta pre exotické opcie

V tejto Casti ukdzeme ako vypocitat parameter A pre vybrané typy exotickych opcii

pomocou Malliavinovho kalkulu.
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Azijska spojite aritmeticky spriemerovana average rate call opcia
Pre tuto opciu vypocitame A ako derivaciu ceny opcie V; podla pociatocnej ceny
akcie Sy a vysledok porovname s A z predchadzajtcej Casti.

Vieme, Ze cena tejto opcie je
V(S A t) = e " TV Eg[max(A — E,0)),

kde F je expira¢nd cena a

Potom A vypocitame ako

vy
A= e t)a—&)EQ[VT(A)]

Cvrn o [OVE(A) 04
— r(T—t) T il
‘ E { oA aso]

—r(T—t)

. € 8VT(A)
S EQ{ DA A}

a pouzitim vzorca (6.1) dostaneme A ako
e—r(T—t)

A= E
So Q[

oVr(A e (=)
an(x ) A}: o FalVe(A)w,

kde vdha w je Skorohodov integral

AS,
W=0-—— .
s, DAt

V nésledujicom vypocte A vyuZijeme rovnost

1 [T o [T
DtA = T/O DtSTdT = ?[ STdT (62)
a tuto lemu:

Lema 6.6. Pre cenu akcie S; danu geometrickym Brownovym pohybom ako

ST — Soe(T‘*UQ/Q)TJrO'WT

plati rovnost’
JoSe [ Spdrdt 1

( e Stdt) T2
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Dékaz:

T T T
2/ St/ STdet = / St/ STdet+
0 t .
— / St (
0
T
= / St/ STdet
0 0
T
0

Teraz mézeme vypocitat vdhu ako

ASt St
w=0|—m——] = —5
Jo S:D:Adt 7 St

_ 2 [y S . [ ([, oS, dr)dt
[} Spdt (Jof Sidt)?

2 Jy SidW,
o [1Sdt

~

[e=]

pricom sme vyuzili vztah (6.2), lemu (6.6) a vetu (6.4). To m6zeme d’alej upravit,

T 1 T
/ Stth = — (ST — SQ — 7'/ Stdt)
0 g 0

_ AS, EST—SO—rfOTStdtJrl
Ji SiD,Adt o’ Ji Sidt

_ 2 (S=S L
o \ JiF Sdt 2

2 (%s o
T 2\ T4 "To)

pretoze plati

a teda

To znamena, Ze A tejto opcie je

o ST — SO 0'2
O'QSO EQ |:VT(A) ( TA —r—+ ?>:| 5 (63)

kde
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Azijska spojite geometricky spriemerovana average rate call opcia

Vieme, Ze cena tejto opcie je
Vare(S, A, t) = e "D By [max(A — E,0)|F], (6.4)
kde E je expiratnd cena a

1 [T
A=Ar =exp (T/ In STd7'> ,
0

t.j. geometricky priemer.

Potom A vypocitame ako

0
A = G_T(T_t)—EQ[VT(ATN]:t]

a5,
o OVir(Ar) Az
— (T t)E T\4T
© Q[ 9Ar 08, ’ft]

JAr.

Najprv vypocitame comu sa rovnd vyraz gk

OAr 0 t1 [t T—t 1 T
- 2 mSdu+t———— | InS,d
a5, asteXp( /On Yttt ), u)

_ ——/ WS, + (r— D — 0?/2)(u— ) + o (W, — W,)du
t

To znamena, ze A ma tvar

e (T (T — t) oVr (AT)

A= E
TS, Q [ O AT

AT|]:t}

a pouzitim vzorca (6.1) mozeme A vypocitat ako

e r(T—1) (T _ t)
TS;

Ar
LA (——
(j; DSATdS>

A:

Eq [Vr(Ar)w|Fi],

kde vaha w je
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Pre tuto vahu dostavame:
5 Arp _ 5 Arp
! DyAzds S Ard [T LoS,dtds

(7o)
. F(T'—s)ds

- ()
2T (Wy — W)

o(T —t)?

a teda nakoniec pre A danej opcie v Case t mame vztah:

26—7"(T—t)
A= mEQ Vr(Ar)(Wr — Wy)|F]

Azijska spojite geometricky spriemerovana average strike call opcia

Cena tejto opcie je dand vzorcom

Vase(S, A, t) = e " T Eg[max(Sy — Ar, 0)|F] = e " T Eq [V (Sr — Ap)|F,

1 [T
A=Ar =exp (T/ In STdT) )
0

Vidime, Ze vo vyplatnej funkcii vystupujui dve premenné: S a Ar. Tito komplikaciu

kde S =S, a

moOZeme vyrieSit zniZzenim dimenzie problému, t.j. prejdeme k novej premenne;j
Xr = é‘—i: ktoru ziskame prejdenim k novej pravdepodobnostnej miere Q*, pri ktorej

ma vyplatna funkcia tvar:
Vese(S, At) = e PUD G B [Vp(1 — Xp) | F). (6.5)

Kompletny postup znizenia dimenzie problému je uvedeny v praci [2] (str. 51).
Prejdenie od pravdepodobnostnej miery @) k Q* sa da spravit pomocou Girsanovej
vety (1.16), v ktorej za proces v,(w) zoberieme konStantu —o, teda zdporna vola-
tilitu. Potom podla spomenutej vety (1.16) plati, ze Radon-Nikodymova derivacia
je
dQ*
dQ

_1,2 Q (r—
=27 T = DG, 5y =,

kde 7, je martingal a

We =W - ot,
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kde W je Wienerov proces spojeny s pravdepodobnostnou mierou Q* a W je

Wienerov proces na (€2, F, Q).

To znamena, Ze cena akcie pri miere () dana ako

St _ Soe(T*D*UQ/Q)tJFUWtQ

sa zmeni pri miere Q* na

St — Soe(r—D+02/2)t+UWtQ

Z bezarbitrdzneho principu vieme, Ze diskontované ceny vsetkych aktiv st martin-
galmi, t.j. pri miere Q:

e—rt‘/t — EQ[e_TTVTLE]

a pri novej miere Q*:

Vo = Eqle" V| F]

= EQ* |:ﬁe_T(T_t)VT|E:|
nr

S,
= EQ* |:S—;e_D(T_t)VT|E:|

Potom pre cenu aktiv pri miere Q* plati

Vi g [ Vg
eDt S, Q" | DT Sy A
a teda pre mieru Q* sme dostali novy numeraire e?'S,, t.j. cena akcie vratane divi-

dend.

Zvysok postupu znizenia dimenzie problému je uvedeny v spominanej praci [2].

Na tomto mieste prejdeme rovno k rovnici (6.5) a vypoctu A.

Pre azijsku average strike call opciu vypocitame A ako

0
A — a_&e_D(T_t)StEQ* [VT(l - XT)|‘F‘t:|

_D(T— _D(T— oVp(l — Xr) 0(1 — X7p)
D(T-t) g _ D(T—t) ) T T
e EQ [VT(l XT>’.Ft] +e StEQ l: 8(1 — XT) aSt |.F;§
oVr(1 — Xr) (9XT|]E
o1 —Xy) a5, 7"

= €7D(T7t) <EQ* [VT(l — XT>|./—';g] - StEQ* |:
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Najprv spocitame ¢omu sa rovnd vyraz %XTtT:

A 2A S
0Xr _ OG- _ SoboT — Arggt
0S; 0S; Sz

T—t A S
LTSS - Arg
St
1 (Tt 1 Arp
N St T ST
t
= —— X
TS, "

To znamena, ze A tejto opcie je
_D(T— t oVr(l — Xrp)
A= e PID( Bo[Vp(1 — X7)|F] + B | ot X | F,
e o= [Vr( )7 + 7 Eq (1 = Xp) | F
a pouzitim vzorca (6.1) mozeme A vypocitat ako

t
A = DT (EQ* Vi (1= X0)|F] + 7 Eor [Ve(1 - XT)w]J-}]> ,

kde vdha w je

Xr
w = 0 7
j; Ds(l — XT)d8>

- 5 Xr

= fT _ (DsAr)S7—(DsST)AT ds
t Sz

- 5 Xt

_ fT _o’AT(lfs/T)ST*USTATdS
t S2,

= _Xr
ftT%aXTds

= (arn)

= %(WT - W)

a teda nakoniec dostavame A ako

e 2t(Wp — W)
A =¢ D(T t)EQ* |:VT(1 — XT) (1 + w) |E:| .

Lookback extreme rate call opcia

Vieme, ze pre cenu tejto opcie v case ¢ plati

Vere(S, M, t) = e " T Eg[max(max(M, M) — E,0)],

55
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kde M = My, je priebezné maximum nadobudnuté do Casu t a vyplata je Vp =

max(M7, — E,0). Tento vzorec mdzeme d’alej rozpisat’ ako

e "I Egmax(MT — E,0)] ak M < F
Vere(S, M, t) =
e " TD((M — E) + Eg[max(MI — M,0)]) ak M > F
a teda A je
(T Omax(M}! — E,0)0(M! — E)
A = (T t)E t ) t
¢ Q { as, o5
(T Omax(M}! — E,0) oM}
_ r(T t)E t ) 3
¢ Q { a5, a5S, m] ’
ak M < F a
(T 0 Omax(M}! — M,0) 0(MT — M)
A = TN —(M-E)+E ! ’ !
¢ (ast( )+ Eq { 25, a5
(T dmax(M}! — M,0) oM}
— r(T t)E 13 ) t
¢ Q { a5, a5S, IE] ’
ak M > FE.
To znamend, Ze pre oba pripady potrebujeme vypocitat a;\ng . Za maximum M}

zoberieme, tak ako v predchddzajucej Casti, vyraz

lim M, = max S, = M,;T,

n—00 t<u<T

kde

1/n

M, = {/ CORT I S

Potom dostavame:

oMy oM,
5’St N n—0o0 3St

8 T
— —_— llm |:/ (Ste('f'—a'2/2)(U—t)+U(Wu—Wt))ndu:|
t

1/n

0S; n—oo
0 L (=022 (u—t)4no( ) .
_ 9 . n n(r—o?/2)(u—t)+no(W,—W;

= 35 nll_g)lo [(St) /t e du}

0 . (r—o?/2)(u—t)+no( ) .
_ : n(r—o</2)(u—t)+no(Wy—W;

= GStStnlgrolo [/t e du}
1/n

T
= lim { / en(r—rf"’/?)(u—t)+na(Wu—Wt)du}
t

n—00

T

My
St
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a teda A tejto opcie je v tvare

e~ T(T—t) dmax(MI'—E,0
N [ ay )MtTm} ak M < E
e~ (Tt dmax(MI—M,0
e e A ak M > E

Potom A mo6zZeme vypocitat pomocou vzorca (6.1) ako

A~ “;f‘” Eq [max(M]" — E,0)w|F}] ak M < E
el Fo [max(M[ — M, 0)w|F}] ak M > E,

kde vaha w je

Najprv vypoéitame vyraz D, M} :

T
D.M! = D, lim [ / (Su)”du}
t

Véaha w je potom

WT_Wt
(T 1)

a teda nakoniec dostdvame A tejto lookback opcie ako

e—r( —t)
o ) S5t Bo [max(M4f = B,0)(Wr = Wy)| 7] ak M < E
i B [max(M[ — M, 0)(Wr — W,)|F] ak M > E






Zaver

V predloZenej diplomovej praci sme sa zaoberali delta hedgingom exotickych opcii.
Hlavnym ciefom bolo pocitanie parametra delta, teda derivacie ceny opcie podla
ceny akcie pocas zivotnosti danej opcie.

Jadrom ako aj prinosom prace je vyuZzitie Malliavinovho kalkulu, ktory pred-
stavuje ucinny nastroj na derivovanie stochastickych procesov. Tymto pristupom sa
nam podarilo vypocitat’ parameter delta bez toho, aby sme poznali explicitny vzorec
pre cenu opcie. Stacilo poznat’ vSeobecny oceniovaci vzorec pre finan¢né derivaty v
tvare diskontovanej podmienenej strednej hodnoty z vyplatnej funkcie derivatu.
Vysledny parameter delta je rovnako ako ocenovaci vzorec v tvare podmienenej

strednej hodnoty pri rovnakej pravdepodobnostnej miere.

Pre konkrétne exotické typy opcii sme vypocitali ich parameter delta. Vypocty
boli menej naro¢né ako klasicky postup, pri ktorom sa odvodzuje a nasledne deri-
vuje vzorec pre cenu opcie. Dal$ia vyhoda nagho postupu spo¢iva v moznosti vypo-
¢itania parametra delta komplikovanejsich finan¢nych derivatov, ktorych ocenovaci

vzorec nepozndme.
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Listing programov

Naprogramovane v Matlabe 7.12

Listing 6.1: Vypocet A pre azijsku aritmeticky spriemerovant average rate call opciu

pomocou Monte Carlo metédy

sim=5000; % pocet simulécii
e=exp(1); % euler. cislo
vol=0.2; % volatilita
r=0.02; % dUrokova miera

5 |dt=1/252;

oo

casovy krok

dni=10;

T=dni*dt; % maturita

K=120; % expiracnd cena
poc=80; % pocet cien opcii

10 |SO1=[1:poc]l; S02=[1:poc]; % V(S+eps),V(S)

eps=0.01; % epislon
F—F——— inicializdacia

for i=1l:poc

S01(i)=1/4+110; S02(i)=1i/4+110+eps;
15 | end
Si=zeros(poc,dni); S2=zeros(poc,dni);
Vi=zeros(poc,sim); V2=zeros(poc,sim);
for i=1:poc

$1(1,1)=801(i); 8S2(i,1)=502(1);
20 |end

o)

—— simuldacia

for p=1:sim
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25

30

35

40

45

50

for j=1:poc

for i=2:dni

LISTING PROGRAMOV

nah=randn*sqrt (dt);

expon=(r-1/2%*vol~2)*dt + volxnah;

S1(j,1)=81(j,i-1)*e"~expon;

S2(j,i)=82(j,i-1)*e"expon;

end

Al=sum(S1(j,1:dni))/dni;

A2=sum(S2(j,1:dni))/dni;

V1(j,p)=Al-K;

V2(j,p)=A2-K;

if V1i(j,p)<0 V1(j,p)=0; end

if V2(j,p)<0 V2(j,p)=0; end

Vi(j,p)=e~(-r*T)*V1(j,p);

V2(j,p)=e~(-r*T)*xV2(j,p);

end

end

Sz1=[1:poc]l; Sz2=[1:poc];

for j=1:poc

Sz1(j)=0; 8z2(j)=0;

for p=1:sim

Sz1(j)=8z1(j)+ V1i(j,p);
Sz2(j)=S5z2(j)+ V2(j,p);

end

Sz1(j)=8z1(j)/sim;

Sz2(j)=8z2(j)/sim;
end
delta=(8z2-8z1)/eps;
plot (S01,delta);

oo

oo

oo

oo

koncové ceny opcii ziskané

simuldaciou

vypocitanad delta

graf




