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Abstrakt

IVICA, Luká²: Hodnotenie kvality ²koly [Diplomová práca], Univerzita Ko-
menského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra
aplikovanej matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: Mgr. Zuzana Ju²£áková, PhD.,
Bratislava, 2014, 69 s.

Cie©om práce je analyzova´ vyuºitie lineárnych regresných modelov a hie-
rarchických modelov pre výpo£et tzv. �pridanej hodnoty� ²koly popisujúcej
zásluhy ²koly na pokroku ºiaka pre dostupné dáta v predmetoch slovenský
jazyk a literatúra a matematika. Práca sa zameriava na skúmanie aplikácie
týchto modelov a porovnanie vhodnosti ich vyuºitia v oblasti edukometrie.

K©ú£ové slová: pridaná hodnota; prostá pridaná hodnota; hierarchické mo-
dely, edukometria



Abstract

IVICA, Luká²: Assessment of School Quality [Master thesis], Comenius Uni-
versity in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, De-
partment of Applied Mathematics and Statistics; supervisor: Mgr. Zuzana
Ju²£áková, PhD., Bratislava, 2014, 69 p.

The aim of this paper is to analyze the use of linear regression models and
hierarchical models for the calculation of the so-called "value added" desc-
ribing the merits of school to pupil's progress using data available in the
subjects of Slovak language and literature and Mathematics. The work fo-
cuses on exploring applications of these models and the appropriateness of
their use in educometrics.

Key words: value added; simple value added; hierarchical models, educo-
metrics
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Úvod

V dne²nej dobe, kedy hrá kvalitné vzdelanie dôleºitú rolu v ºivote kaºdého
£loveka, môºeme celosvetovo pozorova´ narastajúcu snahu o zlep²enie vzde-
lávacieho systému. Neodmyslite©nou sú£as´ou tohto procesu je aj zlep²ovanie
evaluácie kvality ²koly, ke¤ºe precízne informácie o ²kolách dávajú priestor k
správnemu usmerneniu vzdelávacej politiky a rozvoju slab²ích oblastí vzde-
lávacieho systému. S roz²irovaním poºiadaviek kladených na vývoj oblasti
edukometrie v posledných desa´ro£iach zaujalo dôleºité miesto hodnotenie
kvality ²koly na základe konceptu tzv. �pridanej hodnoty�.

Cie©om tejto práce je skúma´ moºnos´ vyuºitia tohto konceptu v rámci
hodnotenia kvality stredných ²kôl na Slovensku. Historickým vývojom edu-
kometrie a analýzou jej sú£asného stavu sa na úvod snaºíme £itate©a uvies´
do problematiky. Následne predstavíme modely �pridanej hodnoty� pouºité
v tejto práci. Pochopenie teoretického pozadia týchto modelov a k nim pri-
slúchajúcich predpokladov tvorí odrazový mostík pre empirickú £as´ práce
zah¯¬ajúcu metodiku modelovania PH a s ¬ou súvisiace technické kompliká-
cie. Na záver zhodnotíme, £i je na základe dostupných údajov moºné vytvori´
matematický model na hodnotenie kvality práce ²koly v zmysle zásluhy ²koly
na pokroku ºiaka a akým spôsobom je vhodné výsledky tohto modelu inter-
pretova´.
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1 Sú£asný stav merania výsledkov edukácie

Narastajúci záujem o kvalitu ²kolstva podnecuje otázku, nako©ko túto kva-
litu vieme mera´, £i vôbec máme na Slovensku moºnosti takýchto meraní
a akým smerom by sa mal zamera´ rozvoj hodnotenia kvality edukácie. V
prvej kapitole tejto práce si predstavíme problematiku hodnotenia edukácie,
pri£om sa oboznámime so stavom meraní na Slovensku a vo svete.

1.1 Objektívne hodnotenie kvality ²koly

Vyuºitie objektívneho hodnotenia kvality ²koly sa zacie©uje na 3 oblasti: opat-
renia na zlep²enie ²koly, systém ²kolskej sledovanosti a moºnos´ výberu ²koly.
Je zloºité zavádza´ opatrenia na zlep²enie ²koly z oh©adom na budúcnos´ bez
dôkladnej analýzy prítomnosti. V tomto zmysle objektívne hodnotenie ²koly
pomáha identi�kova´ oblasti, na ktoré sa treba zamera´, kde je moºnos´ rás´ a
na tie, ktoré fungujú kvalitne. Zlep²enie hodnotenia ²koly zárove¬ prospieva
systému ²kolskej sledovanosti poskytujúcemu informáciu verejnosti, kde sa
prirodzene kladie otázka, £i je hodnotenie spravodlivé vo£i ²kolám a £i pra-
cuje s dostato£ne objektívnymi informáciami. Výber ²koly moºno chápa´ ako
vo©bu rodi£a zapísa´ die´a do ²koly. V sú£asnosti uº vzdelávanie ºiaka nie je
nato©ko predur£ené miestom, kde ºiak ºije, £o ponúka vä£²iu moºnos´ pri
výbere ²koly a preto objektívna informácia o ich kvalite slúºi ako moºnos´
²kôl zlep²i´ svoju kredibilitu v o£iach rodi£ov [OECD, 2008].

Potreba objektívneho hodnotenia ²koly nastolila problém, ako ho dosiahnu´.
Na základe akých charakteristík posudzova´ kvalitu ²koly? Mohli by týmto
meradlom by´ známky ºiakov na vysved£ení a £i maturitný prospech alebo
úspe²nos´ absolventa? Na základe analýz NÚCEM sa na Slovensku ukazuje,
ºe vzájomné porovnávanie ²kôl na základe známok udelených ²tudentom na
vysved£ení nie je spo©ahlivé a preto známka nemôºe by´ indikátorom spo©ah-
livosti ²koly [Ju²£áková, 2013]. Na posudzovanie úspe²nosti absolventa nie je
dostatok dát a toto posudzovanie je vhodné skôr z dlhodobého h©adiska, v
krátkodobom horizonte pre operatívne intervencie poslúºi´ vo v²eobecnosti
nemôºe. Preto v sú£asnosti úspe²nos´ strednej ²koly posudzujeme hlavne na
základe výstupných charakteristík zo závere£ných maturitných testov.

Doteraz získané poznatky ako aj skúsenosti zo zahrani£ia ale ukazujú, ºe
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do hodnotenia ²koly je nevyhnutné zoh©adni´ aspekt vstupných vlastností
ºiaka na za£iatku ²túdia. Potenciál a schopnosti ºiakov tvoria základ pre bu-
dúce napredovanie. Preto aj fakt, ºe ºiak s nadpriemernými predpokladmi
pre ²túdium dosiahol nadpriemerné výsledky nemoºno pripisova´ iba zásluhe
samotnej ²koly. Komplexnos´ problému ur£uje snahu nájs´ vhodné charakte-
ristiky, ktoré by boli schopné merate©ným spôsobom popísa´, ako sú vstupné
zdroje premenené do výstupov. Preto je ºiaduce nájs´ meranie, ktoré by bolo
akýmsi vyjadrením pokroku ºiaka za £as strávený ²túdiom na ²kole.

Ako uvádza Ry²ka �samotné ²kolstvo je ve©mi zloºitý systém plný mnoho-
násobných a zvä£²a ´aºko opísate©ných interakcií. Tak ani výstupy nie sú
preh©adnou mnoºinou prvkov, ktoré by bolo moºno ©ahko identi�kova´ a kto-
rých charakteristiky by boli ©ahko merate©né. Kaºdý ºiak vstupuje do ²koly s
rozdielnymi schopnos´ami a poznatkami a kaºdý má dané rozdielne vlohy na
úspe²né napredovanie. Zárove¬ na priebeh vzdelania ºiaka vplývajú rôzno-
rodé vonkaj²ie faktory ako je rodina a socioekonomický status, mimo²kolské
aktivity, so zvy²ujúcim sa vekom aj skupina priate©ov, at¤. Ur£i´ výstupné
charakteristiky je teda zloºitou funkciou mnohých ´aºko opísate©ných vply-
vov. Z tohto h©adiska sa tzv. �koncept pridanej hodnoty� rysuje ako moºnos´
vyrovna´ sa aspo¬ s £as´ou problémov pri ur£ovaní výstupných charakteristík
a tak umoºni´ aspo¬ do ur£itej miery zisti´ skuto£ný prínos ²koly.� [Ry²ka,
2009, s. 9] �o je to ale pridaná hodnota?

1.2 De�nícia pridanej hodnoty

Základ analýzy pridanej hodnoty v edukometrii spo£íva v informovaní o po-
kroku ºiaka za obdobie strávené ²túdiom v ²kole s oh©adom na predchádza-
júce vedomosti a schopnosti. V rámci stanov OECD pridanú hodnotu a jej
modelovanie de�nujeme nasledovne:

�Pridaná hodnota je príspevok ²koly k pokroku ºiakov k pred-
písaným cie©om vzdelania (napr. kognitívny výkon), pri£om je
tento príspevok o£istený od faktorov, ktoré prispievajú ku vzde-
lávaciemu pokroku ºiaka a ²kola na ne nemá vplyv.�

�Za modelovanie pridanej hodnoty povaºujeme triedu ²tatistic-
kých modelov, ktoré odhadujú príspevky ²koly k pokroku ºiaka
v rámci uvedených alebo predpísaných cie©ov vzdelávania (napr.
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kognitívny výkon) meraných aspo¬ dvakrát po£as doby vzdelá-
vania.� [OECD, 2008, s. 17]

Práve posudzovanie na základe dvoch alebo viacerých meraní dáva modelova-
niu pridanej hodnoty oproti ostatným meradlám ²kolských výsledkov vä£²iu
objektivitu, ke¤ºe modely, ktoré nezah¯¬ajú dve merania majú vä£²í prob-
lém postrehnú´ ú£as´ nezistených faktorov prispievajúcich k prospechu ºiaka.
��kolský výkon moºno ©ah²ie izolova´ od ved©aj²ích faktorov pri analyzovaní
pokroku ²tudentov ako pri spoliehaní sa na výsledky ²tudentov v jednom
£asovom bode.� [OECD, 2008, s. 29]

Uvedené de�nície ale ne²peci�kujú, akým spôsobom sa má pokrok ºiaka me-
ra´, £o vedie k rôznorodým prístupom modelovania pridanej hodnoty (¤alej
PH). Zárove¬ netreba zabúda´, ºe modely PH moºno zostavi´ len na základe
údajov o výkonoch v oblasti vedomostí £i schopností ºiakov merate©ných
hlavne testovým spôsobom. Takouto formou v sú£asnosti vieme popísa´ len
£as´ výchovno-vzdelávacieho procesu zameranú hlavne na gramotnos´ ºiakov
v partikulárnom vyu£ovacom predmete (napr. SJL, MAT). Táto ale netvorí
jedinú zloºku príspevku ²koly a preto treba ma´ na zreteli, aby �zameranos´
na výkon vo vzdelávaní a prece¬ovanie ²tatistických výsledkov (výsledkov
PH) neodsunuli do úzadia ¤al²ie aspekty vplyvu vzdelávania a pôsobenia
²koly na vývoj jednotlivca, regiónu a spolo£enstva.� [Ju²£áková, 2012]

1.3 Pouºitie kontextuálnych premenných pri modelo-
vaní pridanej hodnoty

Okrem prínosu ²koly k pokroku ºiaka po£as ²túdia prispievajú aj iné faktory
nezávislé od ²koly, ktoré vieme nejakým spôsobom mera´. Tieto faktory na-
zývame kontextuálne premenné. Sú to napríklad socioekonomický a kultúrny
status ºiaka (ESCS), ve©kos´ rodiny, motivácia k u£eniu, prístup k ²tudijným
materiálom, vrodené schopnosti, rôzne formy samostatného vzdelávania a
mnohé iné. Je otázne, nako©ko je potrebné a vhodné tieto premenné zahrnú´
do modelovania PH a tieº nako©ko sú tieto premenné dostato£ne merate©né
pre vyuºitie pri modelovaní.

Pre pochopenie problematiky si uve¤me príklad. Povedzme, ºe ²kola s nad-
priemerným po£tom ºiakov pochádzajúcich z rodín so slab²ím ESCS bude
ma´ niº²iu pridanú hodnotu ako ostatné ²koly z dôvodu, ºe jej ºiaci majú
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niº²í potenciál pre zvládnutie ²túdia (vplyvom vrodených schopností, zníºe-
nej koncentrácie a prípravy pri domácich úlohách alebo z iných dôvodov).
Empiricky sa ukáºe vplyv ESCS na pokrok ºiaka ako ²tatisticky významný.
Po zahrnutí ESCS do modelovania PH môºe zrazu model pre spomínanú
²kolu vykazova´ ve©mi dobré výsledky (PH ²koly po£ítame na základe PH
ºiakov danej ²koly ²peci�cky pod©a pouºitého modelu). Zo ²tatistického h©a-
diska bolo zahrnutie kontextuálnych premenných do modelu správne, vysoká
PH znamená, ºe ²kola, na to s akými ºiakmi pracuje, si po£ína nadpriemerne
dobre. Ale z teoretického h©adiska, ak sú rozhodnutia meneºmentu robené
na základe merania PH, nízka PH ²koly indikuje potrebu dodato£ného �-
nancovania. V prípade spomínanej ²koly by dodato£né �nan£né prostriedky
neboli poskytnuté, aj ke¤ zo znalosti pozadia ²koly vyplýva, ºe tam potreba
�nancovania existuje. Preto ur£enie vhodných kontextuálnych premenných a
ich správna interpretácia a zahrnutie do modelu predstavujú ve©mi zloºitú
problematiku. Najideálnej²ie pre optimálny výber by bolo rozhodovanie sa
na základe detailných analýz výsledkov meraní PH s informáciou o kontex-
tuálnych premenných aj bez nej.

1.4 Hodnotenie ²kôl na Slovensku

Decentralizácia ²kolstva na Slovensku po páde komunizmu prispela k vä£-
²ej autonómnosti vzdelávacích in²titúcií. Nárast autonómnosti v²ak vyºaduje
zvý²enie zodpovednosti ²koly za vzdelávacie výsledky, s £ím súvisí potreba
objektívneho sebahodnotenia funk£nosti a efektívnosti. To moºno dosiahnu´
len v prípade, ak bude ²kolám poskytnutý nástroj slúºiaci na hodnotenie
vlastného výkonu a ²koly budú schopné tento nástroj pouºíva´. �Základné a
stredné ²koly na Slovensku ale zatia© nemajú zákonnú povinnos´ pravidelne
hodnoti´ výsledky svojej práce [Ju²£áková, 2012] a teraj²ia forma kaºdoro£nej
správy o £innosti ²koly zverej¬ovaná na internete sa nepovaºuje za objektívne
kritérium.

V minulosti neexistovala na Slovensku ucelená forma pre moºnos´ porovná-
vania kvality stredných ²kôl na základe dátových údajov. Od roku 1998 boli
vyvíjané testovania deviatakov, tzv. Monitor 9, v sú£asnosti Testovanie de-
viatakov (T9), administrované koncom povinného devä´ro£ného vzdelávania
a externá £as´ maturitnej skú²ky (E�MS) s cie©om:

1. objektívne prijíma´ na vy²²í stupe¬ vzdelávania,
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2. certi�kova´ ukon£enie daného vzdelávacieho stup¬a,

3. získa´ údaje pre porovnate©né a objektívne hodnotenie vedomostí ºia-
kov v Slovenskej republike.

Do praxe boli tieto testovania o�ciálne zavedené v roku 2005, pri£om sa
stup¬ujú ich zamerania hlavne na £itate©skú a matematickú gramotnos´ ºia-
kov [Ju²£áková & �oªtak, 2013]. V sú£asnosti prebieha na rôznych úrovniach
snaha o rebrí£kovanie ²kôl, vi¤ INECO. Toto posudzovanie ale dostato£ne
nezodpovedá ²tandardu krajín OECD. Vo výskumnom snaºení NÚCEM sa
preto za£ína formova´ prístup zvaºujúci vstupno-výstupné meranie ²kôl. Po-
núka sa moºnos´ pouºi´ výsledky zo spomínaných testovaní T9 a E�MS na
vyhodnocovanie tzv. � pridanej hodnoty� ²kôl, pomocného meradla kvality
²koly. Problematike sa venuje i táto diplomová práca.

1.5 Stav medzinárodného výskumu a realizácie modelov
pridanej hodnoty

Hodnotenie kvality vzdelávania £asom napreduje a preto sa snaha odborníkov
upriamila na jeho spreh©adnenie, zefektívnenie a odbúranie subjektívnosti.
Za prvé verejne dostupné ukazovatele kvality ²koly historicky moºno pova-
ºova´ ²kolské rebrí£ky zaloºené na �neupravených� výsledkoch z testov. Ich
vysoká korelovanos´ so socioekonomickým postavením viedla k vytvoreniu
tzv. �cross-selective� modelov, ktoré zah¯¬ali regresnú analýzu priemerného
výsledku ²koly vo£i relevantnému demogra�ckému pozadiu jej ºiakov. Nad-
stavba �cross-selective� modelov zah¯¬a hierarchickú ²truktúru ²koly do mo-
delovania, £ím vznikli tzv. �contextualised attainment� modely [OECD, 2008,
s. 15]. V²etky vymenované modely mali ale jeden nedostatok � vychádzali z
jedného £asového rezu. Preto sa informácia získaná týmito modelmi nepova-
ºovala za dostato£nú pre vyvodzovanie zodpovednosti vo£i ²kolám. Rie²enie
sa ponúklo aº rozvojom modelov pridanej hodnoty.

Modelovanie pridanej hodnoty sa dostalo do pozornosti v rámci £lenských
krajín OECD hlavne za posledné dve desa´ro£ia a v krajinách ako Anglicko,
£i niektoré ²táty USA (Tennessee, Juºná Karolína, Pensylvánia at¤.) sa uº
o�ciálne pouºíva na hodnotenie edukácie. Ke¤ºe modely pridanej hodnoty
výrazne prospeli systému vzdelávania v podobe zefektív¬ovania práce ²kôl,
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zjednodu²enia systému ²kolskej sledovanosti, hodnotenia kvality ²koly, vý-
voja informa£ných systémov, meneºmentu �nancií v ²kolstve a prekonaniu
nesprávneho ohodnotenia pre socioekonomické £initele [OECD, 2008, s. 16],
OECD v sú£asnosti povaºuje hodnotenie kvality ²koly na základe pridanej
hodnoty za najobjektívnej²í spôsob a preto vzniká iniciatíva jeho implemen-
tácie naprie£ £lenskými krajinami organizácie. Doteraz pouºívané modely
konceptu pridanej hodnoty ako nástroja pre hodnotenie kvality ²koly sa v²ak
výrazne lí²ia, ke¤ºe v kaºdej krajine bol koncept pridanej hodnoty upravený
pre lokálne potreby. Významnú rolu zohráva vhodnos´ a dostupnos´ dát o
²kolách a ºiakoch a zloºitos´ implementácie hodnotenia ²kôl pomocou PH v
rámci krajiny.

Ako sa lí²ia spôsoby modelovania PH, môºe sa lí²i´ aj cie© ich vyuºitia. V
európskych krajinách PH vo v²eobecnosti slúºi na porovnávanie kvality ²kôl.
Naopak v Spojených ²tátoch amerických £i Austrálii, kde sú vedené o�ciálne
testovania ºiakov kaºdý rok, sa PH pouºíva skôr ako nástroj na hodnotenie
efektivity u£ite©ov. V nasledujúcich podcelkoch si predstavíme vývoj najzná-
mej²ích modelov PH v niektorých krajinách.

1.5.1 Modely pridanej hodnoty v Anglicku

Prvé modelovanie pridanej hodnoty v Anglicku sa spája s 90tymi rokmi mi-
nulého storo£ia. Na základe podnetov, ºe meranie PH by malo by´ £o naj-
jednoduch²ie a najpriamej²ie, ale zárove¬ £o najpresnej²ie, bola v roku 1997
zostavená ²túdia Fitz-Gibbonovou, skúmajúca moºnos´ uplatnenia meraní
PH. �túdia vyzdvihla 4 zásady, na ktoré by sa malo dba´ pri zavádzaní ce-
lonárodného systému PH v Anglicku a to ©ahkú zrozumite©nos´, ²tatistickú
exaktnos´, odmietnutie nadmernej zá´aºe ²kôl a zoh©adnenie nákladovej efek-
tívnosti systému. Aj ke¤ sa prvé dve kritéria zdajú by´ v rozpore, �rozsiahle
²tatistické overovania preukázali, ºe ve©mi jednoduché a dostupné modely
PH priniesli informácie v súlade s tými, ktoré boli získané pri komplexnej²ích
analýzach.� [Fitz-Gibbon, 1997, s. 11]

V roku 2002 boli prvýkrát verejne prezentované celonárodné merania PH,
zaloºenej na jednoduchej mediánovej metóde. Kaºdá ²kola si mohla ©ahko
vypo£íta´ PH spriemerovaním PH svojich ºiakov. PH ºiaka predstavoval roz-
diel jeho skuto£nej úspe²nosti na závere£nom testovaní oproti o£akávanej
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úspe²nosti. Tá sa dala od£íta´ zo zverejnených mediánových tabuliek po-
skytujúcich informáciu o celonárodnom mediáne ºiakov s rovnakými alebo
podobnými výsledkami v predchádzajúcom testovaní [Ray, 2006].

Ke¤ºe mediánová metóda v skuto£nosti nesledovala pokrok rovnakých ºia-
kov, ale skôr kohort ºiakov, pre²lo sa v roku 2006 na modelovanie PH na
báze viacúrov¬ových regresií, pri£om boli do modelu zahrnuté kontextuálne
premenné ako pohlavie, vek, etnická skupina, materinský jazyk a ¤al²ie [Do-
wness & Vindurampulle, 2007]. V sú£asnosti je v Anglicku dostupný elek-
tronický systém RAISEonline, ktorý ²kolám poskytuje moºnos´ prístupu k
hlb²ím analýzam ich PH. Výsledky tohto systému sú ²kálované do hodnôt v
okolí 1000, pretoºe sa ukázalo vhodnej²ie prezentova´ národný priemer vo vý-
razne pozitívnych £íslach v snahe odstráni´ negatívny a demotivujúci dopad
na menej úspe²né ²koly.

1.5.2 Modely pridanej hodnoty v USA

Za prvý systém hodnotenia ²kolstva na základe PH sa v USA povaºuje
DVAAS (Dallas Value-Added Accountability System), ktorý bol uvedený do
£innosti od roku 1984 s prestávkou neskôr v 80tych rokoch [Ju²£áková &
�oªtak, 2013]. Tento systém zah¯¬a dve fázy modelovania: v prvej fáze sa
viacnásobnou regresiou ur£í efekt vhodného pouºitia premenných vzh©adom
na relevantné charakteristiky ºiakov, v druhej fáze sú následne tieto výsledky
pouºité v lineárnom hierarchickom modeli s dvomi úrov¬ami zoh©ad¬ujúcimi
²tudentov v rámci ²kôl [Webster & Mendro, 1997].

Najcitovanej²ím z amerických systémov PH je zrejme TVAAS (Tennessee
Value-added Assessment System) známy aj ako Sandersov model. Profesor
Sanders argumentuje, ºe efektivita u£ite©a je silným prediktorom pokroku
ºiaka oproti iným faktorom, ako sú ve©kos´ triedy, socioekonomické pozadie
a iné [Sanders & Horn, 1998]. Ponúka systém hodnotiaci príspevok u£ite©a k
výkonu ºiaka sledovaním ºiakovho pokroku vo£i svojim vlastným výsledkom
za obdobie strávené v ²kole. Pre tento systém slúºia výsledky závere£ných
testovaní základných predmetov(matematika, veda, £ítanie, cudzí jazyk a
sociálne ²túdiá) [Downess & Vindurampulle, 2007]. TVAAS systém moºno
povaºova´ za základ pre EVAAS (Educational Value-Added Assessment Sys-
tem), komer£nú verziu systému pre hodnotenie edukácie vyvinutú profesorom
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Sandersom v spolupráci s korporáciou SAS, viac Appendix 1.

Celonárodnou adaptáciou nariadenia �No child left behind� z roku 2001 na
podporu ²kolstva bol v USA ur£ený akýsi ²tandard pre hodnotenie výsledkov
²tudentov, respektíve ²táty boli vedené k potrebe rozvoja hodnotenia kvality
vzdelávania, £o zvý²ilo záujem o modelovanie PH. Ve©a ²tátov USA dnes
pouºíva EVAAS systém aj ke¤ len nieko©ko z nich v celo²tátnom rozsahu
[Ju²£áková & �oªtak, 2013].

1.5.3 Modely pridanej hodnoty v iných ²tátoch

V mnohých európskych ²tátoch je hodnotenie edukácie pomocou PH vo vý-
skumnej fáze. �táty ako Nórsko £i �védsko zverej¬ujú ²kolské indikátory vrá-
tane výsledkov národných testov. Ke¤ºe zverej¬ovanie výsledkov môºe by´
politicky problematické, je snaha obmedzi´ sporné aspekty. Napríklad v Nór-
sku sa výsledky malých ²kôl nezverej¬ujú a aby sa zabránilo náhodným vý-
kyvom sú výsledky zaloºené na informáciách z dvoch rokov [Ry²ka, 2009, s.
36]. V Po©sku in²titút IBE (Instytut Bada« Edukacyjnych) vedie neo�ciálny
program �Educational value added in Poland�. Na výpo£et PH jednej vlny
ºiakov sa pouºíva viacnásobná regresia modelovaná z dát upravených kvan-
tilovou normaliza£nou metódou, trojro£ný indikátor PH ²koly je ur£ený ako
Bayesovský aposteriórny odhad náhodného efektu hierarchického modelu s
náhodným priese£níkom pre dáta transformované IRT metódou (Item Res-
ponse Theory) [�oªtak, 2013].V Ma¤arsku sa skúma vyuºitie hierarchických
modelov na výpo£et PH aj so zahrnutím ESCS, pri£om hodnoty ºiakov chý-
bajúcich pri testovaní sú nahradené váºeným priemerom triedy. V Austrálii
�Council for Educational Research� poskytuje ²kolám správu zah¯¬ajúcu ana-
lýzy PH na základe ²kolských dát s úmyslom pomôc´ u£ite©skému zboru s
interpretáciou výsledkov.
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2 Modely pridanej hodnoty

Druhá kapitola predstavuje modely PH pouºité v tejto práci. Cie©om práce je
zamera´ sa na porovnanie výsledkov modelov primárne hodnotiacich príspe-
vok ²koly k pokroku ºiaka. Preto sa nevenujeme známym modelom stavaným
na hodnotenie efektivity u£ite©ov (EVAAS, DVAAS modely) a modelom za-
loºeným na dostupnosti výsledkov úspe²nosti ºiaka v nieko©kých ro£níkoch
(modely analyzujúce rastovú krivku), ke¤ºe nami dostupné údaje ich apli-
káciu neumoº¬ujú. Detailný preh©ad najpouºívanej²ích modelov na výpo£et
PH moºno nájs´ v publikáciach [Ry²ka, 2009, s. 106-115] a [OECD, 2008, s.
141-153].

2.1 Jednoduchý verzus komplexný model

S meraním PH sa spájajú protichodné vyjadrenia, ºe modely PH by mali by´
� jednoduché� a zárove¬ �komplexné�. Ako uvádza profesor Sanders [Sanders,
1999]: �Od modelov PH sa o£akávala lep²ia informácia pre dopyt verejnosti.
Av²ak ukázalo sa, ºe �lep²ia informácia� a �dopyt verejnosti� sú nezlú£ite©né
ak nie sú dostupné jednoduché a priamo£iare merania PH. Jednoduchos´ me-
rania v²ak ide proti jeho presnosti a naopak zloºitos´ a robustnos´ modelu
zamedzuje jeho ©ahkú pochopite©nos´. Preto h©adáme akýsi konsenzus me-
dzi jednoduchos´ou a komplexnos´ou: spôsob ako poskytnú´ £o najpresnej²ie
meranie kvality vzdelávania, ktoré by bolo ©ahko pochopite©né ²kolami aj ve-
rejnos´ou. Ako rie²enie sa ponúka bu¤ pouºitie najjednoduch²ích modelov za
cenu ich robustnosti alebo implementácia zloºitej²ích modelov sprevádzaných
odbornou prípravou v ²kolách ako aj verejnou informa£nou kampa¬ou.

2.2 Základné modely

Vzh©adom k snahe o jednoduchos´ modelov je primárnym záujmom tejto
práce skúma´ klasické lineárne regresné modely. Najprv analyzujeme tzv.
�prostú� PH ako najjednoduch²í model a jej aplikáciu na dostupné dáta. Ná-
sledne analyzujeme zahrnutie hierarchickej ²truktúry do regresných modelov
a tieº vyuºitie modelov s pevnými efektami pre ²koly. Pouºitie uvedených
modelov pramení z ich naj£astej²ieho vyuºitia na meranie PH v krajinách
OECD [OECD, 2008, s. 141]. V tejto £asti predstavíme teoretické pozadie
a predpoklady pouºitých modelov. Ich podrobný popis je dôleºitý v zmysle
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porozumenia pozadia a zo ²tatistického h©adiska netradi£ného pouºitia kon-
ceptu regresných modelov na hodnotenie výkonu ²koly.

2.2.1 Klasické lineárne regresné modely

Vo v²eobecnosti sa klasické lineárne regresné modely pouºívajú na skúmanie
vz´ahu medzi závislou a K nezávislými premennými. Za lineárne ich ozna-
£ujeme pre lineárnos´ koe�cientov ur£ujúcich tento model. Teoretický zápis
pre lineárnu regresiu je:

y = f(x1, x2, . . . , xK) + ε, (1)

kde y ozna£uje závislú premennú a x1, x2, . . . , xK nezávislé premenné. Tieto
premenné sú vopred ur£ené dátami a na ich základe odhadujeme koe�cienty
pre lineárnu funkciu f . Disturban£ný £len ε vyjadruje náhodnú chybu mo-
delu. Tá vzniká z dôvodu, ºe nemôºeme o£akáva´, ºe zachytíme vstupnými
premennými kaºdý vplyv na výstup, akoko©vek zloºitá bude ²truktúra mo-
delu. Zárove¬ ak sa snaºíme modelova´ veli£inu, ktorá je z de�nície nemodelo-
vate©ná, disturban£ný £len pokrýva nedokonalos´ ná²ho modelu. �al²í vplyv,
ktorý do disturban£ného £lena vstupuje, je moºná vzniknutá chyba merania.
Regresný model (1) teda popisuje závislú premennú y ako sú£et dvoch £astí:
deterministickej a náhodnej [Green, 2002, s. 8]. Treba si uvedomi´, ºe hod-
notu náhodnej £asti, disturban£ného £lena ε nepoznáme pre ºiadne meranie.
Jej hodnoty pre i-te meranie yi preto odhadneme rezíduami ei ur£enými ako
rozdiel hodnôt ŷi odhadnutých modelom a skuto£ných meraní yi:

ei = yi − ŷi. (2)

V terminológii edukometrie klasický lineárny regresný model vyjadríme ako:

M2ij = a0 + a1M1ij + b1fij1 + · · ·+ bnfijn + PHij, (3)

kde index i ozna£uje ºiaka v rámci j-tej ²koly, M1 vstupné meranie, M2

výstupné meranie, a0 kon²tantný £len, a1 regresný £len vstupného merania,
b1, . . . , bn regresné £leny kontextuálnych premenných, f1, . . . , fn kontextu-
álne premenné a PHij rezíduá eij predstavujúce odhad náhodných odchýlok
εij. Rezíduá v tomto modeli predstavujú PH ºiakov, ke¤ºe ich povaºujeme
za zmenu v pokroku ºiaka medzi dvoma testovaniami nepopísanú modelom.
Túto zmenu pripisujeme vplyvu ²koly na pokrok ºiaka. Z toho vyplýva, ºe
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£ím bude model dokonalej²ie popisova´ faktory predur£ujúce ºiakov pokrok
mimo tých, ktoré sú ovplyvnite©né ²kolou, tým vä£²iu istotu budeme ma´, ºe
do PH ur£enej modelom vstupuje len vplyv ²koly na výsledky a ni£ iné.

PH ²koly j je následne vypo£ítaná ako priemer PH ºiakov tejto ²koly:

PHj =

nj∑
i=1

PHij

nj
. (4)

Za prostú PH hodnotu budeme ¤alej ozna£ova´ PH ur£enú modelom za-
h¯¬ajúcim len vstupné a výstupné merania M1 a M2. Je to model popísaný
rovnicou (3), pri£om £leny b1, . . . , bn = 0 :

M2ij = a0 + a1M1ij + PHij. (5)

Existuje ve©a metód na odhad regresných koe�cientov. V na²om prípade po-
uºívame OLS metódu (metódu najmen²ích ²tvorcov). Podrobné vysvetlenie
tejto metódy moºno nájs´ v literatúre [Green, 2002, s. 19-24]. Regresné ko-
e�cienty odhadujeme jej implementáciou v programe IBM SPSS Statistics
19.

2.2.1.1 Predpoklady klasického lineárneho regresného modelu

Kon²truk£ná forma klasických lineárnych regresných modelov a metódy od-
hadu ich koe�cientov vo v²eobecnosti vyºadujú testovanie nieko©kých predpo-
kladov týkajúcich sa deterministického vz´ahu medzi závislou a nezávislými
premennými. Pre vyuºitie tejto práce sme ich preformulovali do 7 predpokla-
dov, ktorých preh©ad moºno vidie´ v Tabu©ke 1 [Green, 2002, s. 10]. Mnohé z
nich sa vz´ahujú na disturban£ný £len modelu ε. Ke¤ºe v princípe skuto£né
hodnoty disturbancií εi nepoznáme, platnos´ predpokladov v praxi overujeme
kontrolou odhadov εi a teda rezíduí ei.

P1 Linearita modelu. Predpoklad linearity modelu znamená, ºe model sle-
duje lineárnu závislos´ medzi vstupnými premennými a závislou pre-
mennou. To znamená, ºe nadobúda funkcionálnu formu:

y = βX + ε, (6)

kdeX predstavuje maticu vstupných premenných a β vektor regresných
koe�cientov. V symbolike edukometrie X = (1,M1ij, fij1, . . . , fijn),

β = (a0, a1, b1, . . . , bn), ε = PHij a y = M2ij.
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P1 Linearita
P2 Multikolinearita
P3 Nenáhodnos´ matice nezávislých premenných
P4 Nulová stredná hodnota rezíduí
P5 Nezávislos´ rezíduí
P6 Homoskedasticita
P7 Normálne rozdelenie rezíduí

Tabu©ka 1: Predpoklady klasického lineárneho regresného modelu

P2 Multikolinearita. Pre výpo£et regresných koe�cientov je potrebné, aby
boli st¨pce matice X lineárne nezávislé, teda aby mala matica X plnú
hodnos´. Multikolinearita ozna£uje situáciu, kedy medzi niektorými ne-
závislými premennými vstupujúcimi do modelu existuje silná lineárna
závislos´ a teda nezávislé premenné sa navzájom vysvet©ujú. V takomto
prípade nemusí by´ moºné odhadnú´ regresné koe�cienty, respektíve
ich odhady môºu by´ ve©mi nepresné. V prípade prostej PH, kedy do
modelu vstupuje len jedna premenná nie je potrebné testova´ tento
predpoklad. Multikolinearitu budeme pri modelovaní testova´ pomocou
korela£nej analýzy premenných M1ij, fij1, . . . , fijn a na základe VIF
kritéria, viac Appendix 2.

P3 Nenáhodnos´ matice nezávislých premenných. Nenáhodnos´ matice X
znamená, ºe táto matica popisujúca deterministickú £as´ modelu je
generovaná mechanizmom nesúvisiacim s náhodnou £as´ou modelu ε.
Tento predpoklad pri na²ich dátach povaºujeme za splnený.

P4 Nulová stredná hodnota rezíduí. Popis závislej premennej pomocou re-
gresného modelu sme v²eobecne rozdelili na dve £asti, deterministickú
a náhodnú. Rezíduá zastávajú odhad náhodnej £asti a preto musí pla-
ti´, ºe vzh©adom na deterministickú £as´ je ich stredná hodnota rovná
nule, v opa£nom prípade by to znamenalo, ºe niektoré z deterministic-
kých meraní nesie informáciu o náhodnej £asti. Formálne moºno túto
podmienku vyjadri´ ako:

E[PHij] = 0. (7)
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P5 Nezávislos´ rezíduí. Predpoklad nezávislosti rezíduí moºno formálne za-
písa´ ako:

Cov[PHij, PHkl] = 0 pre v²etky ij 6= kl. (8)

Pri poºití klasických regresných modelov na výpo£et PH moºno tento
predpoklad ozna£i´ za problémový. Platnos´ (8) by znamenala, ºe ak
náhodne vyberieme akýchko©vek dvoch ºiakov z dostupnej vzorky, ich
odchýlky od o£akávaného výkonu budú navzájom nezávislé. Je v²ak
silno pravdepodobné, ºe správanie ºiakov pochádzajúcich z jednej ²koly
bude ovplyvnené prostredím tejto ²koly a teda o£akávame akúsi závis-
los´ medzi týmito ºiakmi. Pre prípad klasických regresných modelov sa
rozhodneme túto závislos´ £isto ignorova´. Neskor²ie pouºitie viacúrov-
¬ových modelov súvisí hlavne so snahou o²etri´ túto nepresnos´.

P6 Homoskedasticita. Homoskedasticita ozna£uje kon²tantnos´ rozptylu re-
zíduí. Znamená to, ºe pre kaºdé rezíduum platí:

D[PHij] = σ2
PH . (9)

Kon²tantnos´ rozptylu rezíduí v tejto práci overujeme Levenovým tes-
tom [Nordstokke & Zumbo, 2010].

P7 Normálne rozdelenie rezíduí. Je vhodné predpoklada´, ºe rezíduá po-
chádzajú z normálneho rozdelenia pre moºnos´ vyuºitia parametrickej
²tatistiky pre ¤al²ie analýzy modelu. Spolu s predpokladmi [P4], [P5]
a [P6] má plati´:

PHij ∼ N (0, σ2
PH). (10)

Predpoklad normálneho rozdelenia rezíduí sa £asto ozna£uje za nepot-
rebný alebo redundantný. V na²om prípade ho budeme vyºadova´ pre
moºnos´ kon²trukcie niektorých ²tatistických testov vz´ahujúcich sa na
²tatistickú významnos´ regresie a hlavne ur£enie intervalu spo©ahlivosti
pre odhadované hodnoty. Normálne rozdelenie PH budeme testova´ po-
mocou Kolmogorov-Smirnovho a Shapiro-Wilkovho testu. Pri takom
ve©kom po£te dát s akými pracujeme, majú ²tatistické testy ve©kú silu
a sú náchylné zamietnu´ normalitu rozdelenia uº pri minimálnych od-
chýlkach. Preto budeme pouºíva´ aj kritéria vizuálnej kontroly.

Za platnosti týchto 7 predpokladov sa dá ukáza´, ºe odhad β̂ z rovnice 6 me-
tódou OLS je najlep²í nevychýlený odhad s minimálnym rozptylom (MVUE)
a teda ºiaden iný nevychýlený odhad nemá men²í rozptyl [Hansen, 2012].

24



2.2.1.2 Od©ahlé hodnoty

Okrem overenia predpokladov je pri analýze regresného modelu potrebné
skúma´ prítomnos´ od©ahlých hodnôt. Prítomnos´ od©ahlých hodnôt môºe
spôsobi´ vychýlenos´ odhadovaných koe�cientov modelu a aj neplatnos´ po-
ºadovaných predpokladov. Je zloºité ur£i´ kritérium rozhodovania o od©ah-
losti hodnôt. Ak nevieme ur£i´, £i je od©ahlá hodnota chybou vzniknutou pri
zaznamenávaní údajov alebo výsledok anomálie týkajúcej sa daného mera-
nia, nemala by by´ táto hodnota automaticky vylú£ená z analýzy dát. Ak bol
dátový bod ur£ený správne a nemáme ºiadny teoretický dôvod ho odstráni´,
mal by zosta´ v dátach a by´ sú£as´ou na²ich záverov. V prípade pochybností
by praktické rie²enie malo zah¯¬a´ spustenie analýzy s od©ahlou hodnotou aj
bez nej s následnou prezentáciou oboch výsledkov.

Na základe [Walters, 2011, s. 70] v tejto práci ur£ujeme od©ahlé hodnoty
pomocou kritéria Cookovej vzdialenosti. Vplyv od©ahlej hodnoty i testujeme
pomocou testovacej charakteristiky Di:

Di = e2i ·
hi

2(1− hi)
, (11)

kde ei ozna£uje i-te rezíduum a hi k nemu prislúchajúce hodnoty odráºajúce
vplyv hodnoty xi na odhadnutú regresnú priamku, viac [Markechová & al.,
2011]. Di má za platnosti nulovej hypotézy Fisherovo rozdelenie pravdepo-
dobnosti s (2, n−2) stup¬ami vo©nosti. Ak platí Di > F0,05(2, n−2), hodnotu
xi budeme povaºova´ za extrémnu na hladine významnosti 5%.

Popri testovaní ²tatistickej významnosti od©ahlých hodnôt sme pri najjedno-
duch²ích modeloch kontrolovali ich prítomnos´ vizuálnym zobrazením. Vzh©a-
dom k tomu, ºe pri v²etkých modeloch empirickej £asti bola prítomnos´ od-
©ahlých hodnôt zamietnutá, nebudeme tieto testovania v práci uvádza´.

2.2.2 Hierarchické modely

Hierarchické modely inak ozna£ované ako zmie²ané viacúrov¬ové lineárne
modely sú modely, v ktorých parametre odhadnuté na jednej úrovni vystu-
pujú ako premenné na ¤al²ích úrovniach. Dôvody pre vyuºitie hierarchických
modelov moºno rozdeli´ na teoretické a ²tatistické. Teoretická motivácia pre
pouºitie hierarchických modelov premení z toho, ºe niektoré sady dát majú

25



viacúrov¬ový charakter. V prípade ²kolstva napríklad vieme, ºe ºiaci tvoria
akési podskupiny v rámci ²kôl. Motivácia pre pouºitie hierarchických mode-
lov zo ²tatistického h©adiska pramení z toho, ºe sú zov²eobecnením klasickej
lineárnej regresnej analýzy. Jednou zo základných poºiadaviek regresnej ana-
lýzy je nezávislos´ rezíduí [P5]. Hierarchické modely svojou ²truktúrou túto
poºiadavku, ktorú £asto nemáme splnenú uº len kvôli dizajnu výskumu, ob-
chádzajú [Soukup, 2006, s. 989].

Najpouºívanej²í hierarchický model pri hodnotení ²kôl je 2-úrov¬ový model
s náhodným priese£níkom, ktorého teoretický zápis sa uvádza nasledovne:

y = B0 + β1x1 + · · ·+ βnxn + ε, (12)

B0 = β0 + u, (13)

kde (12) predstavuje model pre 1. úrove¬ a (13) model pre 2. úrove¬. Na
druhej úrovni náhodne modelujeme priese£ník z prvej úrovne pre jednotlivé
podskupiny. Zlú£ením rovníc (12) a (13) dostávame lineárny regresný model
v tvare:

y = β0 + β1x1 + · · ·+ βnxn + u+ ε, (14)

kde u + ε predstavuje náhodnú zloºku modelu. Pre tento model platia tie
isté predpoklady ako pre klasický lineárny regresný model, aº na spomínaný
predpoklad nezávislosti rezíduí [P5], ke¤ºe zloºka u v sebe nesie informáciu
o závislosti náhodnej £asti modelu v rámci nadcelkov [Field, 2009]. Navy²e
musí plati´, ºe náhodné premenné sú navzájom nezávislé a takisto sú nezá-
vislé od ostatných premenných v modeli, pri£om sa zachováva predpoklad
normálneho rozdelenia rezíduí [P7] a teda u ∼ N (0, σ2

u) a ε ∼ N (0, σ2
ε).

V terminológii ²kolstva chápeme 2 úrovne modelu ako rozdelenie ºiakov v
rámci ²kôl. Model formulujeme nasledovne:

M2ij = a0 + a1M1ij + b1fij1 + · · ·+ bnfijn + uj + PHij, (15)

uj ∼ N (0, σ2
u), (16)

PHij ∼ N (0, σ2
PH), (17)

kde uj predstavuje efekt ²koly j na pokrok svojich ºiakov, σ2
u prislúchajúcu

²tandardnú odchýlku, PHij pridanú hodnotu ºiaka i v rámci svojej ²koly j
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a ostatné premenné majú rovnakú interpretáciu ako v rovnici klasickej line-
árnej regresie (3). V prípade hierarchického modelu teda pridanú hodnotu
²koly j ur£uje náhodná £as´ uj z 2. úrovne modelu (13) a nie priemer PH
ºiakov tejto ²koly. Efekt ²koly v tomto prípade vypo£ítame pomocou empi-
rického Bayesovského odhadu. Základom empirických Bayesovských odhadov
je zahrnutie údajov v²etkých ²kôl modelovanej vzorky pomocou tzv. �zráºa-
nia� (�shrinking�). Ich odhad ur£íme ako ²kálovaný priemer náhodnej zloºky
regresného modelu [Leckie & Goldstein, 2009]:

ûj = Sj · r̄j, (18)

Sj =
σ2
u

σ2
u +

σ2
PH

nj

, (19)

kde σ2
u a σ

2
PH reprezentujú disperzie prislúchajúce k náhodným zloºkám mo-

delu z rovnice (15), r̄j ozna£uje priemer náhodnej £asti modelu pre ²kolu j
a teda

∑nj
i=1(

uj+PHij
nj

) v zmysle zna£enia modelu (15). �kálujúci faktor, tzv.
�shrinkage� faktor Sj posúva priemer náhodnej £asti smerom k 0, respek-
tíve k priemeru v²etkých ²kôl. Analogicky s rastúcim po£tom ºiakov ²koly
sa hodnota �shrinkage� faktora pribliºuje k 1, ke¤ºe disperzia odhadu PH
²koly sa zniºuje, £o dáva vy²²iu váhu odhadom generovaným vä£²ím po£tom
ºiakov. �kálované odhady sú teda �konzervatívne� v zmysle zoh©ad¬ovania
nedostatku informácií pri ²kolách zastúpených malým výberom ºiakov. Viac
k teoretickému pozadiu výpo£tu empirických Bayesovských odhadov moºno
nájs´ v Appendixe 3.

2.2.3 Modely s pevnými efektami

Model s pevnými efektmi ²koly je obmenou hierarchického regresného modelu
vyjadreného rovnicou (15):

M2ij = a0 + a1M1ij + b1fij1 + · · ·+ bnfijn + uj + PHij,

pri£om povaºujeme efekt ²koly uj za pevný a nie náhodný parameter. V²e-
obecne rozpoznávame dve alternatívy modelov s pevnými efektami: model
s pevnými efektami vo forme dummy premenných a model s pevnými efek-
tami diferencovanými v rámci skupín [Kim & Lalancette, 2013, s. 14-15]. Prvý
model povo©uje rozdielnos´ medzi ²kolami formou rozdielneho kon²tantného
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£lena a0 zahrnutím dummy premennej pre ozna£enie kaºdej ²koly:

M2ij = a01 + a02D2 + a03D3 + · · ·+ a0nDn+

+a1M1ij + b1fij1 + · · ·+ bnfijn + PHij,
(20)

kde Di nadobúdajú hodnotu 1 pre ²kolu i a 0 pre ostatné ²koly, a01 me-
ria efekt ²koly 1 a a0j pre j = 2, . . . , n sú koe�cienty prislúchajúce k dummy
premenným a teda merajúce rozdiel medzi efektom ²koly j a referen£nou ²ko-
lou, ktorú predstavuje ²kola 1. Analogicky vypo£ítame PH ²kôl j = 2, . . . , n

nasledovne:
ûj = a01 + a0j. (21)

Druhý model diferencuje efekty ²koly j od£ítaním priemerných hodnôt pre-
menných vstupných a výstupných meraní (M1j,M2j) a ostatných vstupných
charakteristík (f̄jm, pre m = 1, . . . , n) ºiakov ²koly j. Teoretická formulácia
modelu s pevnými efektami diferencovanými v rámci skupín je:

(M2ij −M2j) = a0 + a1(M1ij −M1j) + b1(fij1 − f̄j1)+
+ · · ·+ bn(fijn − f̄jn) + (PHij − PHj).

(22)

Po od£ítaní priemerných hodnôt ²koly od kaºdého ²tudenta vieme klasickou
OLS metódou vypo£íta´ hodnoty regresných koe�cientov. PH ²koly ur£íme
ako [Clark & al., 2010]:

ûj = M2j − â1M1j − (b̂1f̄j1 + · · ·+ b̂nf̄jn). (23)

Viacúrov¬ové modely ako hierarchický model £i modely s pevnými efektami
²koly pôsobia oproti klasickým lineárnym regresným modelom dôveryhod-
nej²ie a komplexnej²ie. Treba si ale uvedomi´, ºe �ve©ké a komplexné modely
môºu vyzera´ realistickej²ie, no len za cenu nestability. Nestabilita znamená,
ºe malé zmeny v modeli ústia do ve©kých zmien vo výsledkoch analýzy.�
[Kreft & Leeuw, 1998]. Koe�cienty viacúrov¬ových modelov budeme v tejto
práci odhadova´ implementáciou ML metódy (metódy maximálnej vierohod-
nosti) v programe IBM SPSS Statistics 19 (viac o tejto metóde moºno nájs´
v literatúre [Green, 2002, kapitola 17]).

3 Empirický prístup

Dáta pre výskum modelovania PH máme k dispozícií z NÚCEM-u. V tejto ka-
pitole predstavíme ich charakter ako aj analýzy a zvolenú metodiku spojenú s
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ich vyuºitím v rámci aplikácie modelov PH predstavených v predchádzajúcej
kapitole.

3.1 Výber dát

K dispozícií máme dáta v dvoch predmetoch, v matematike (MAT) a v slo-
venskom jazyku a literatúre (SJL). Databáza pre MAT obsahuje údaje o 1669
ºiakoch z 31 ²kôl, databáza pre SJL obsahuje údaje o 1895 ºiakoch z 35 ²kôl.
Obidve databázy obsahujú výsledky testovania T9 z roku 2010, výsledky tes-
tovania Malá maturita z roku 2013 a popisné charakteristiky ºiakov, ktoré
zah¯¬ajú typ ²koly (gymnáziá GYM, stredné odborné ²koly SO�) a pohlavie
(chlapci, diev£atá). Za výstupné merania teda neberieme výsledky E�MS,
ktoré v £ase písania práce pre túto vlnu ºiakov e²te neboli k dispozícií (vý-
sledky budú dostupné po£as roka 2014), ale výsledky zo simulovanej maturity,
tzv. Malej maturity (MM), písanej ku koncu tretieho ro£níka stredných ²kôl s
cie©om prípravy na maturitu. To znamená, ºe modely, ktoré skúmame v tejto
práci, zachytávajú vplyv ²koly na pokrok ºiaka za trojro£né obdobie. Data-
bázy neobsahujú ºiakov so zdravotným znevýhodnením. K dispozícií máme
aj databázu s rozli£nými kontextuálnymi premennými pre obidva predmety,
av²ak £asto s neúplnými údajmi pre v²etkých ºiakov.

Prvotná ²túdia dát navodzuje obavy o ich dostato£nú kvalitu a vhodnos´
pre modelovanie PH jednoduchými regresnými modelmi. V²etky zobrazenia
závislosti vstupných a výstupných meraní pripomínajú viac akúsi �hmlovinu�
ako útvar jednoducho modelovate©ný regresiou (Obr. 1) a teda vizuálne po-
zorujeme ve©mi slabú koreláciu medzi testovaniami T9 a MM, hlavne v MAT.
Ako uvádza anglická ²túdia: �Ak sú£asne dostupné merania predchádzajúceho
výkonu vysoko nekorelujú s nasledujúcim výkonom, nemá zmysel sledova´ re-
latívny pokrok ºiakov, t. j. pridanú hodnotu.� [Fitz-Gibbon, 1997] V na²om
prípade sa hodnoty korela£ného koe�cientu pohybujú pod úrov¬ou 0,5, £o
je výrazne menej v porovnaní napríklad s Anglickom, kde údaje vykazujú
hodnoty od 0,52 do 0,87 [Kolková & Ivica, 2013]. Slabou koreláciou medzi
vstupným a výstupným meraním vzniká ve©ký priestor pre nepresnos´, pri-
£om nepresnos´ regresného modelu absorbujú práve rezíduá, ktoré v na²ej
terminológii predstavujú PH ºiakov. Ako môºeme vidie´ na Obr. 1 v©avo,
najúspe²nej²í ºiaci testovania T9 v MAT sa pri testovaní MM ocitli na ce-
lej ²kále úspe²nosti. Tento fakt vyvoláva obavu o hodnovernos´ výsledkov
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Obr. 1: Vz´ah medzi úspe²nos´ou vstupných a výstupných meraní (MAT
v©avo, SJL vpravo)

testovania T9. Tri z rôznych moºných vysvetlení sú:

1. Za 3 roky na strednej ²kole sa mnohí pôvodne úspe²ní ºiaci z neja-
kej prí£iny vzdali vôle napredova´ v predmete matematika (nevhodný
u£ite©, zameranie sa na humanitné predmety...).

2. Testovanie T9 bolo ©ahké, slabo diferencovalo ºiakov, resp. nedosta-
to£ne odráºalo vedomosti ºiakov ku koncu základnej ²koly. Tomuto
faktu napovedá aj rozdelenie testovania T9 (na Obr. 2), kde môºeme
pozorova´ nadmernú vä£²inu ºiakov v okolí vysokých hodnôt úspe²nosti.

3. Pri testovaní T9 bolo moºné opisova´, £o by mohlo vysvetli´ fakt, pre£o
to©ko ºiakov s podpriemernými výsledkami v testovaní MM dosiahlo na
testovaní T9 maximálne skóre.

Chceme tým poukáza´ na fakt, ºe k budúcim výsledkom modelov pre PH
²kôl treba pristupova´ ve©mi opatrne a treba by´ ve©mi obozretný pri ich
interpretácii. Výrazne odli²né rozdelenia vstupných a výstupných výsledkov
testovaní na Obr. 2 ukazujú, ºe ob´aºnos´ testu vystihujúca vedomosti ºia-
kov môºe výrazne kolísa´. Preto ak na základe týchto dát jednorázovo ur£íme
vhodný model PH, tento model nemusí by´ pre výsledky iných ro£níkov do-
sta£ujúci kvôli inej ob´aºnosti vstupných a výstupných meraní.
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Obr. 2: Rozdelenia vstupných (v©avo) a výstupných (vpravo) meraní pre
MAT (hore) a SJL (dole)

3.2 Transformácia skóre rozdielnych skupín

Pri výsledkoch skóre z MM nastáva problém ekvivalentnosti variantov testu.
�iaci, aby nemohli opisova´, boli rozdelení do dvoch skupín A a B, pri£om
varianty testov A, B sa lí²ili v £asti úloh, teda neboli identické. Z toho dô-
vodu je potrebné zisti´, £i rovnaké skóre v skupinách A a B má porovnate©nú
hodnotu. �truktúra testu z MAT bola nasledovná: test mal 30 úloh, z kto-
rých 14 bolo identických pre oba varianty. Identické poloºky budeme ¤alej
ozna£ova´ ako kotviace poloºky (K), pri£om predpokladáme, ºe tieto poloºky
sú hodnovernou vzorkou vyjadrujúcou ob´aºnos´ celého testu.

Pri dátach z MAT rozdelenie výsledkov skupín A a B nepochádza z nor-
málneho rozdelenia. Na testovanie ekvivalencie skupín pouºijeme neparamet-
rický Mann-Whitney test vyuºívajúci ranky hodnôt dvoch nezávislých vzo-
riek [McKnight & Najab, 2010]. Je zamietnutá hypotéza, ºe dáta pochádzajú
z rovnakého rozdelenia (pri podobnej disperzii je medián v skupine A 10 na-
proti 8 v skupine B, výsledky testu vi¤ Tabu©ka 2). Analogicky je nutné trans-
formova´ výsledky jedného testu na hodnoty v ²kále výsledkov druhého testu
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na základe kotviacich otázok. To spravíme pomocou porovnávacích metód.
Naj£astej²ie sa pouºívajú lineárna porovnávacia metóda a ekvipercentilová
metóda [Kalen, 1988]. V na²om prípade sme sa rozhodli uprednostni´ line-
árnu porovnávaciu metódu pred ekvipercentilovou metódou, viac Appendix
4. V prípade nerovnosti disperzií kotviacich poloºiek sa pre lineárne porov-
návanie pouºívajú Levinova alebo Tuckerova porovnávacia metóda. Funk£ná
forma týchto metód prevádzajúca hodnoty skupiny B do ²kálovania v skupine
A je vyjadrená nasledovne:

lA(x) =

√
σ2(A) + γ2 · [σ2

K(A)− σ2
K(B)]

σ2(B)
[x− µ(B)] + µ(A), (24)

kde lA(x) je lineárna porovnávacia funkcia pre skupinu B v ²kále skupiny
A, σ2 ozna£uje disperziu danej skupiny, σ2

K ozna£uje disperziu v kotviacich
poloºkách danej skupiny, µ ozna£uje priemer zloºiek danej skupiny a γ je tkz.
�expansion factor� zade�novaný rozdielne pre Tuckerovu a Levinovu metódu,
viac v literatúre [Chen & al., 2010].

Ak by boli ²tandardné odchýlky kotviacich poloºiek v obidvoch skupinách
A a B ekvivalentné, Levinova metóda by dávala rovnaké hodnoty ako jedno-
duché lineárne porovnávanie zaloºené na zrovnaní ²tandardizovaného skóre
oboch testov vo forme:

lA(x) =
σ(A)

σ2(B)
[x− µ(B)] + µ(A). (25)

Na testovanie rovnosti disperzií kotviacich poloºiek slúºi Levenov test homo-
genity disperzií. Klasický Levenov test je zaloºený na predpoklade, ºe skupiny
testovaných dát sledujú normálne rozdelenie. Pri neplatnosti tohto predpo-
kladu pouºívame neparametrickú alternatívu Levenovho testu vyuºívajúcu
ranky testovaných dát [Nordstokke & Zumbo, 2010]. Kolmogorov-Smirnov
aj Shapiro-Wilkov test zamietli pôvod dát z normálneho rozdelenia. Analo-
gicky Levenov neparametrický test dáva p-hodnotu 0.575 potvrdzujúc H0 o
rovnosti disperzií kotviacich poloºiek.

Pri dátach zo SJL mal test z MM 66 otázok, z ktorých 32 bolo identických pre
skupiny A aj B. Neparametrický Mann-Whitney test porovnávajúci rozdiel-
nos´ mediánov rozdelení prijíma hypotézu H0, ºe rozdielnos´ nie je ²tatisticky
významná (Tabu©ka 2) a preto nie je potrebné transformova´ dáta.

32



MAT SJL

Mann-Whitney U 302723,5 432204,5
Wilcoxon W 655943,5 895407,5
Asymp. Sig. (2-tailed) ,000 ,164

Tabu©ka 2: Porovnanie rozdielov rozdelení variánt testov A a B

3.3 Kvantilová normalizácia dát

Pri modelovaní PH je £asto potrebné dáta prvotne upravi´ transformáciami
za ú£elom dosiahnutia lep²ích �psychometrických� vlastností (zlep²enia line-
árnosti vz´ahu medzi vstupnými a výstupnými testovaniami). V na²om prí-
pade skúmame transformáciu dát pomocou kvantilovej normalizácie, ke¤ºe
je to jednoduchá a v danej problematike £asto pouºívaná metóda (�oªtak,
2013). Z formálneho h©adiska by bol vhodnej²í odhad schopností ºiakov po-
mocou IRT metódy, ktorá implicitne nepredpokladá, ºe v²etky poloºky testov
sú rovnakej ob´aºnosti, ale z praktického h©adiska sa na za£iatku vývoja mo-
delov PH odporú£a pouºíva´ najjednoduch²ie transformácie. Vo v²eobecnosti
je vhodnej²ie zvy²ova´ komplexitu metodológie postupne a IRT modely sú
rádovo komplikovanej²ie ako kvantilová normalizácia. Prejdime k samotnej
de�nícii kvantilovej normalizácie.

Nech ºiak xi patrí do mnoºiny homogénnej populácie ºiakov X. Potom hod-
notu transformovaného skóre U pre xi vypo£ítame ako kvantil normálneho
rozdelenia jeho percentuálneho umiestnenia v rámci populácie ºiakov X:

U(X = xi) = Φ−1

(
N(X ≤ xi)− N(X=xi)

2
− 0, 5

n

)
, (26)

kde N(X ≤ xi) reprezentuje po£et ºiakov, ktorých ºiak i predbehol, N(X =

xi) reprezentuje po£et ºiakov, ktorí mali rovnaké skóre ako ºiak i a n repre-
zentuje celkový po£et ºiakov [Barnett, 1975].

Otázkou ostáva, £i hrubé skóre zo vstupného a výstupného testovania, v na-
²om prípade testovania T9 a MM, reprezentujú navzájom zmysluplnú mieru
schopností ºiakov, alebo bude ©ah²ie interpretova´ transformované skóre ºia-
kov. Po prvé, v psychometrii je dlhodobo zauºívaná tradícia predpoklada´,
ºe charakteristiky ako kognitívne schopnosti sledujú normálne rozdelenie v
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rámci homogénnej populácie. Ak predpokladáme, ºe testy sú mierou skôr
v²eobecných schopností konceptualizovaných ako spojité premenné, mali by
sme predpoklada´ aj ich pôvod z normálneho rozdelenia. V prípade, ºe hrubé
skóre testov nepochádza z normálneho rozdelenia, javí sa transformácia ako
ºiaduca. Aj ke¤ je kvantilová normalizácia neparametrická transformácia,
ktorá nelineárne mení charakter dát, vychádzajúc z myslenia zaloºeného na
tradícií je táto zmena to, £o si dáta vyºadujú pre správnu interpretáciu vý-
sledkov. Po druhé, ak vstupné aj výstupné testy merajú podobné, ideálne
rovnaké charakteristiky, o£akávame, ºe ich prepojenie bude nadobúda´ akúsi
lineárnu súvislos´. Ak transformované skóre vykazuje lineárnej²í vz´ah ako
hrubé skóre, môºeme ho povaºova´ v istom zmysle za vhodnej²ie, zoh©ad-
¬ujúce rozdielnos´ v charaktere testov. Prvé kritérium je vºdy v prospech
pouºitia transformácie. Lineárnos´ pre druhé kritérium zistíme empiricky z
dát. Vzh©adom k tomu, ºe de�nícia kvantilovej normalizácie zah¯¬a pouºitie
homogénnej populácie, budeme ju aplikova´ zvlá²´ pre populáciu ºiakov SO�
a zvlá²´ pre gymnáziá.

HS QN

typ ²koly R Eta2 R Eta2 N

MAT
SO� ,242 ,296 ,272 ,309 1062
GYM ,354 ,403 ,382 ,407 833

SJL
SO� ,387 ,400 ,384 ,401 1895
GYM ,384 ,400 ,386 ,403 1895

Tabu©ka 3: Hodnoty koe�cientov R a Eta2 pre hrubé skóre a skóre transfor-
mované kvantilovou normalizáciou

V Tabu©ke 3 môºeme vidie´ Pearsonov korela£ný koe�cient R a koe�cient
Eta2 vyjadrujúci mieru sily sledovaného vz´ahu tzv. �e�ect size�, pre hrubé
skóre a skóre transformované kvantilovou normalizáciou (QN) zvlá²´ pre po-
pulácie ºiakov SO� a GYM z obidvoch predmetov. Korela£ný koe�cient R
sa pohybuje okolo hodnoty 0,3, £o je na základe zauºívaného pravidla, tzv.
�rule of thumb� [Mukaka, 2012], akási hranica medzi slabou a zanedbate©nou
koreláciu medzi premennými. Aº na model pre SO� v SJL kvantilová nor-
malizácia mierne zvy²uje linearitu vz´ahu medzi vstupnými a výstupnými
meraniami a vo v²etkých prípadoch vplýva na nárast miery sily sledovaného
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vz´ahu tzv. �e�ect size� (Eta2) [Levine & Hullett, 2002]. Empiricky sa javí
po£iato£ná úprava dát kvantilovou normalizáciou ako výhodná. Ke¤ºe táto
transformácia je formou nelineárnej transformácie, je vhodné skúma´, £i má
jej pouºitie výrazný vplyv na zmenu výsledkov modelu oproti výsledkom
rovnakého modelu s pouºitím netransformovaného skóre.

3.4 Metóda 1 � prostý regresný model

Najjednoduch²í regresný model na meranie PH je prostý model ur£ený rov-
nicou (6):

M2ij = a0 + a1M1ij + PHij.

Výhoda modelovania prostej PH spo£íva v jej jednoduchosti. Nenáro£né vý-
po£ty dávajú ©ahko interpretovate©né výsledky. Na druhej strane tak jedno-
duchý model nemusí dostato£ne hodnoverne hodnoti´ realitu. Ak sú v²ak jeho
výsledky konzistentné s výsledkami zloºitej²ích modelov je model prostej PH
najvhodnej²ím a najjednoduch²ie aplikovate©ným modelom pre výpo£et PH
²koly [Fitz-Gibbon, 1997].

Prostý model aplikujeme na merania testov vo forme úspe²nosti. Sú£asne
skúmame výsledky prostého modelu pre rozdelené sady dát pod©a typu ²koly
a pohlavia a pri predmete MAT delíme dáta aj pod©a toho, ktorí ºiaci v
3. ro£níku stredných ²kôl plánovali ís´ maturova´ z matematiky. Pre v²etky
modely, aº na modely delené zvlá²´ pre SO� zo SJL a zvlá²´ pre chlapcov zo
SJL, nie sú splnené poºadované predpoklady lineárnej regresie. Naj£astej²ie
ide o výchylky rezíduí od normálneho rozdelenia [P7] a prítomnos´ heteros-
kedasticity [P6] (výsledky testov pre nadmerný rozsah v práci neuvádzame).

V snahe o korekciu nesplnených predpokladov sa experimentálne pokú²ame o
transformáciu závislej premennej (výsledky z testovaní MM). �asto sa stáva,
ºe modelovaná premenná y je akýmsi spôsobom závislá na vlastnom priemere
µ. Vtedy platí E(y) = µ a V ar(y) = g(µ), pri£om funkcia g je známa. Teda
je potrebné nájs´ vhodnú tzv. �variance-stabilizing� transformáciu z = f(y)

tak, aby disperzia premennej z bola pribliºne kon²tantná. Taylorov rozvoj 1.
stup¬a pre funkciu z v okolí bodu µ dáva nasledovnú rovnos´:

z = f(µ) + (y − µ)f ′(µ), (27)
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pri£om predpokladáme, ºe f ′(y) v okolí bodu µ existuje. Pre strednú hodnotu
a disperziu platí:

E(z) ≈ f(µ) + (E(y)− µ)f ′(µ) = f(µ), (28)

V ar(z) ≈ V ar(yf ′(µ)) = g(µ)(f ′(y))2. (29)

Ke¤ºe sa snaºíme získa´ kon²tantnú varianciu (ozna£me ju ako k2), tak k2 =

g(µ)(f ′(µ))2. Odtia© po úprave dostávame vzorec pre �variance-stabilizing�
transformáciu vo forme [Walters, 2011]:

f(µ) = k

∫
(g(µ))−1/2dµ. (30)

Teoreticky teda vieme vypo£íta´, ºe ak g(µ) = aµ pri£om a predstavuje
kon²tantu, je vhodné pouºi´ transformáciu z =

√
y alebo ak g(µ) = aµ2,

pomôºe transformácia z = ln y. V praxi v²ak zvy£ajne nedokáºeme ur£i´, £i
je v modeli prítomná závislos´ premennej y na vlastnom priemere a takisto je
´aºké ur£i´ jej existen£nú formu. Zvykne sa preto skú²a´ nieko©ko základných
�variance-stabilizing� transformácií. Naj£astej²ie je pouºívaná Box-Cox trieda
transformácií [Osborne, 2010]:

fλ(y) =

{
(yλ − 1))/λ, λ 6= 0

ln y, λ = 0
(31)

pod ktorú patria aj formy logaritmickej (ln y) mocninovej (y2), reciprokálnej
(1/y) a odmocninovej (y1/2) transformácie. V na²om prípade sme sa obmedzili
len na kontrolu týchto foriem transformácií. Treba si uvedomi´, ºe samotné
transformácie prispievajú k funkcionálnej zloºitosti modelu a preto sa neod-
porú£a pouºíva´ iné ako základné hodnoty parametra λ. Aj pri základných
hodnotách λ ale strácame jednoduchos´ prostého modelu, ke¤ºe dostávame
model:

f(M2ij) = a0 + a1M1ij + PHij, (32)

kde f predstavuje nelineárnu funkciu. Potom PH ºiaka i z j-tej ²koly vieme
ur£i´ iba ako:

PHij = f(M2ij)− a0 − a1M1ij. (33)

V takomto prípade uº lineárne nepopisujeme vz´ah medzi výsledkami vstup-
ných a výstupných testovaní, ale akúsi nelineárnu závislos´ medzi týmito
testami.
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MAT SJL

HS y1/2 lny 1/y y2 HS y1/2 lny 1/y y2

Celok ,394 ,411 ,408 ,194 ,336 ,505 ,502 ,492 ,446 ,498
GYM ,354 ,359 ,355 ,294 ,329 ,384 ,377 ,367 ,332 ,39
SO� ,242 ,26 ,259 ,1 ,182 ,387 ,384 ,377 ,344 ,381
Chlapci ,369 ,384 ,379 ,181 ,315 ,445 ,443 ,437 ,406 ,437
Diev£atá ,45 ,466 ,461 ,218 ,393 ,522 ,518 ,507 ,442 ,515
Maturant ,419 ,441 ,452 ,411 ,367 - - - - -

Tabu©ka 4: Hodnoty korela£ného koe�cientu pre rôzne �variance stabilizing�
transformácie

Na základe Tabu©ky 4 môºeme vidie´, ºe k linearite vstupno-výstupného
vz´ahu v prípade MAT najviac prispieva odmocninová transformácia na²ich
dát. Len v niektorých prípadoch sa nám v²ak podarilo korigova´ nesplnené
predpoklady [P6] a [P7] a v prípade SJL v²eobecne transformácie nepri-
spievajú k presnosti modelu. Prihliadnuc na tento fakt a vzh©adom k neli-
neárnosti �variance stabilizing� transformácií sa nejaví ich pouºitie v rámci
modelovania PH ako vhodné pre aktuálne dáta.

Neúplné výsledky pri pouºití hrubého skóre nás vedú k aplikácií prostého mo-
delu na dáta rozdelené pod©a typu ²koly a po£iato£ne upravené kvantilovou
normalizáciou. Pre meranie prostej PH pod©a typu ²koly zvlá²´ pre gymnáziá
a SO� sú 2 dôvody:

1. potreba homogénnej populácie ºiakov pre kvantilovú úpravu dát,

2. teoretická a empirická rozdielnos´ týchto dvoch skupín.

Empirickú rozdielnos´ pozorujeme priamo z dát. Na Obr. 3 a 4 sa regresné
priamky pre jednotlivé typy ²kôl výrazne odli²ujú. V prípade SJL pozorujeme
rozdielnos´ priese£níkov s osou y, v prípade MAT sú odli²né aj priese£níky
aj sklon regresných priamok. Odli²nos´ testujeme na základe významnosti
regresných £lenov.
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Obr. 3: Rozdelenie pod©a typu ²koly (MAT)

Obr. 4: Rozdelenie pod©a typu ²koly (SJL)

Pre výpo£et odchýlok regresných koe�cientov a ich ²tatistickej význam-
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MAT SJL

B Biasa S. E.a Sig.a B Biasa S. E.a Sig.a

(Constant) 18,261 -0,15 1,582 ,001 26,24 -0,010 1,415 ,001
Úspe²nos´ T9 0,173 0,002 0,025 ,001 0,347 0,000 0,020 ,001
Typ ²koly -7,843 0,240 3,000 ,012 10,208 -0,021 0,610 ,001
Sklon 0,188 -0,003 0,041 ,001

a. Bootstrap results based on 1000 bootstrap samples

Tabu©ka 5: Testovanie potreby rozdelenia dát pod©a typu ²koly

nosti pouºívame bootstrap metódu [Fox, 2002], ke¤ºe empiricky sa ukázal
predpoklad normálneho rozdelenia rezíduí, na základe ktorého je odvodená
testovacia ²tatistika pre odhadované parametre, ako neplatný. Bootstrap me-
tóda je zaloºená na nahradení vzorky výberu populáciou generovanou per-
mutáciami s vrátením z pôvodnej vzorky. V prípade bootstrapu regresných
koe�cientov postupujeme pod©a literatúry, pri£om uvaºujeme �xované nezá-
vislé premenné, viac [Fox, 2008, s. 597]. V Tabu©ke 5 vidno, ºe v²etky testo-
vané koe�cienty sú ²tatisticky významné, £o potvrdzuje empirickú potrebu
modelovania prostej PH zvlá²´ pre gymnáziá a SO�. Po rozdelení máme 818
gymnazistov a 851 ºiakov SO� pre MAT a 833 gymnazistov a 1062 ºiakov
SO� pre SJL.

Vzh©adom k regresným predpokladom sa javí pouºitie meraní upravených
kvantilovou normalizáciou výhodnej²ie ako vyuºitie hrubého skóre pre mo-
delovanie prostej PH, ke¤ºe v ich prípade sú v²etky poºadované predpoklady
splnené, viac Appendix 5.

Iný metodologický prístup spo£íva v pouºití percentilového poradia ºiakov
namiesto úspe²nosti v testovaní. Vyuºitie percentilového poradia nezoh©ad-
¬uje ve©kos´ rozdielov medzi ºiakmi a £isto ur£uje umiestnenie ºiaka vo£i
zvy²ku populácie. Ako percentilové poradie pre ºiaka i rozumieme percento
©udí s výsledkami ostro hor²ími ako sú výsledky tohto ºiaka, teda v²etkých,
ktorých predbehol. Tabu©ka 6 zobrazuje porovnanie korelácií medzi vstup-
nými a výstupnými meraniami pre hrubé skóre (HS) a percentilové poradie
meraní (ptil). V²eobecne bada´ vy²²iu koreláciu pri výsledkoch pre percen-
tilové poradie. Kontrola regresných predpokladov pre prostý model PH s
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MAT SJL

ptil HS ptil HS
SO� ,292 ,242 379 ,387
GYM ,375 ,354 ,387 ,384

Tabu©ka 6: Porovnanie lineárnosti vz´ahu vstupných a výstupných meraní
pre hrubé skóre a percentilové poradie

pouºitím percentilového poradia, ale v prípade celkového aj samostatných
modelov pre obidva predmety (SJL aj MAT), poukazuje na prítomnos´ he-
teroskedasticity a zamieta normalitu rozdelenia rezíduí. Sú£asne sa ukazuje
kvadratický trend vo vz´ahu medzi vstupnými a výstupnými meraniami ako
²tatisticky významný. V záujme zachovania jednoduchosti a linearity modelu
nebudeme ¤alej analyzova´ dáta vo forme percentilového poradia.

Tabu©ky 7 a 8 zobrazujú Kendallovo tau [Abdi, 2007], korela£ný koe�cient
vyjadrujúci mieru podobnosti poradia medzi výsledkami prostých modelov
s pouºitím hrubého skóre (HS), skóre upraveného kvantilovou normalizáciou
(QN) a percentilového poradia (ptil). Informa£ne pridávame aj koreláciu s vý-
sledkami modelu s pouºitím percentilového poradia roz²íreného o kvadratický
£len (ptil2). Vo v²etkých prípadoch pozorujeme úrove¬ korelácie nad 0,95. Pe-
arsonov korela£ný koe�cient R nadobúda vo v²etkých prípadoch hodnoty nad
0,985, £o znamená, ºe rozdiely v poradí sú minimálne v zmysle rozdielnosti
hodnôt vypo£ítaných modelom. Pouºitie hrubého skóre alebo jeho úprav vo
forme percentilového poradia £i kvantilovej normalizácie na²ich dát ústí do
ve©mi podobných výsledkov pri modelovaní PH. Analogicky sa javí modelo-
vanie prostej PH s dátami po£iato£ne upravenými kvantilovou normalizáciou
ako najvhodnej²ie, ke¤ºe v tomto prípade boli splnené základné predpoklady
regresných modelov.
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GYM SO�

HS QN ptil ptil2 HS QN ptil ptil2

HS 1 ,964 ,964 ,964 1 1,000 ,964 ,964
QN 1 1,000 1,000 1 ,964 ,964
ptil 1 1,000 1 1,000
ptil2 1 1

Tabu©ka 7: Hodnoty korelácie medzi výsledkami rôznych prostých modelov
(MAT)

GYM SO�

HS QN ptil ptil2 HS QN ptil ptil2

HS 1 1,000 1,000 1,000 1 ,964 ,952 ,952
QN 1 1,000 1,000 1 ,951 ,890
ptil 1 1,000 1 ,956
ptil2 1 1

Tabu©ka 8: Hodnoty korelácie medzi výsledkami rôznych prostých modelov
(SJL)

3.5 Metóda 2 � viacnásobná regresia

Model viacnásobnej regresie je ur£ený rovnicou (3):

M2ij = a0 + a1M1ij + b1fij1 + · · ·+ bnfijn + PHij.

Tento model v²eobecne predstavuje obohatenie modelu prostej PH o rôzne
charakteristiky alebo kontextuálne premenné fij. V na²om prípade pouºí-
vame charakteristiky typ ²koly (SO�=0, GYM=1) a pohlavie (chlapec=0,
diev£a=1) vo forme dummy premenných a tieº ich interakcie so vstupným
testovaním. Vzh©adom k neúplnosti databázy obsahujúcej kontextuálne pre-
menné skúmame ich pouºitie osobitne. Výhodou modelov viacnásobnej re-
gresie je ich relatívna jednoduchos´ a zvý²ená komplexnos´ oproti modelom
prostej PH, ke¤ºe nehomogénnos´ v dátach moºno popísa´ samotným mode-
lom bez nutnosti ich delenia.
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MAT SJL

Model R2 AIC R2 AIC

(34) 0,180 9183,7 0,352 9419,2
(35) 0,165 9215,6 0,285 9606,4
(36) 0,203 9139,0 0,367 9376,1
(37) 0,187 9168,9 0,352 9421,5
(38) 0,162 9220,3 0,286 9603,2
(39) 0,210 9126,7 0,366 9379,2

Tabu©ka 9: Výber modelu pod©a kritérií R2 a AIC

Pouºitím hrubého skóre vyjadreného formou úspe²nosti skúmame modely:

M2ij = a0 + a1M1ij + b1SCHOOLj + PHij (34)

M2ij = a0 + a1M1ij + b1SEXj + PHij (35)

M2ij = a0 + a1M1ij + b1SCHOOLj + b2SEXj + PHij (36)

M2ij = a0 + a1M1ij + b1SCHOOLjM1ij + PHij (37)

M2ij = a0 + a1M1ij + b1SEXjM1ij + PHij (38)

M2ij = a0 + a1M1ij + b1SCHOOLjM1ij + bnSEXjM1ij + PHij (39)

kde premenná SCHOOL ozna£uje typ ²koly a premenná SEX pohlavie
ºiaka. Modely (34), (35) a (36) ponímajú posun medzi regresnými priamkami
pre dané charakteristiky a modely (37), (38) a (39) s interak£nými £lenmi zas
rozdielnos´ sklonov pre tieto priamky. Kombinácia samotných dummy pre-
menných s k nim prislúchajúcimi interak£nými £lenmi spôsobuje multokoli-
nearitu (hodnoty VIF kritéria okolo 20) a preto tieto modely vynechávame.
Najvhodnej²í model pre jednotlivé predmety ur£íme na základe Akaikeho
informa£ného kritéria (AIC). Toto kritérium odvodené z informa£nej teórie
vyvaºuje presnos´ modelu a penalizáciu za nárast po£tu parametrov. Za na-
joptimálnej²í model sa povaºuje model s najniº²ou hodnotou AIC po£ítaného
ako:

AIC = −2 lnL(θ̂) + 2k, (40)

kde k predstavuje po£et odhadovaných koe�cientov modelu a L(θ̂) maximali-
zovanú funkciu vierohodnosti [Bozdogan, 2000]. Tabu©ka 9 zobrazuje hodnoty
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AIC pre jednotlivé modely spolu s hodnotami R2. Na základe uvedených kri-
térií sa javí model s typom ²koly a pohlavím ako dummy premennými (36) za
najvhodnej²í pri modelovaní SJL. Pre tento model sú zárove¬ splnené v²etky
regresné predpoklady. Aj ke¤ sa v prípade MAT ukazuje model s oboma
interakciami vstupného testovania a dummy premenných (39) ako najvhod-
nej²í, pre tento model ani ostatné modely v MAT nie sú splnené predpoklady
normálneho rozdelenia rezíduí a homogenity ich disperzií. Analogicky dáta
po£iato£ne upravíme kvantilovou normalizáciou tak ako v prípade prostého
modelu. Sady dát rozdelíme pod©a typu ²koly vzh©adom k potrebe homogén-
nej populácie pre kvantilovú normalizáciu. Skúmame modely:

M2ij = a0 + a1M1ij + b1SEXj + PHij, (41)

M2ij = a0 + a1M1ij + b1SEXjM1ij + PHij, (42)

M2ij = a0 + a1M1ij + b1SEXj + b2SEXjM1ij + PHij, (43)

pri£om zah¯¬ame aj model s obidvoma interak£nými £lenmi (43), ke¤ºe v
tomto prípade neústi v prítomnos´ multikolinearity. Rovnako ako v prípade
prostej regresie modely s pouºitím dát upravených kvantilovou normalizá-
ciou uº modely (41), (42), (43) sp¨¬ajú základné regresné predpoklady (v
prípade SO� v MAT testy zamietajú normalitu rozdelenia rezíduí, ale ako
môºeme vidie´ na Obr. 5, tieto výchylky nie sú ve©ké). Na základe kritérií
R2 a AIC (Tabu©ka 10) sa ukazuje model s dummy premennou pohlavie ako
najvhodnej²í.

Obr. 5: Zobrazenie kvantilov rozdelenia rezíduí k o£akávaným hodnotám
kvantilov normálneho rozdelenia - SO� MAT
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MAT SJL

Model R2 AIC R2 AIC R2 AIC R2 AIC

(41) ,431 2800 ,396 2227,7 ,299 2330 ,415 2170,5
(42) ,385 2847,1 ,391 2229,9 ,275 2342,8 ,382 2196,1
(43) ,431 2801,2 ,391 2229,8 ,299 2332 ,415 2172,5

Tabu©ka 10: Kritériá R2 a AIC pre rôzne viacnásobné modely

3.5.1 Kontextuálne premenné

Databáza s kontextuálnymi premennými obsahuje výstupy odpovedí na do-
tazníky a merania rôznych schopností ºiakov. Sú to údaje o v²eobecných
a priestorových schopnostiach ºiakov, ²tudijných predpokladoch, motivácii
²tudentov, socioekonomický a kultúrny status ºiaka (ESCS) a rôzne iné. Je
zloºité posúdi´, ktoré kontextuálne premenné sú naozaj vhodné pre mode-
lovanie PH. �kola nesmie ma´ za merané obdobie na tieto premenné ºiaden
vplyv, inak by koncept rezíduí nepokrýval celý príspevok ²koly k pokroku
ºiaka. Prvotný výber kontextuálnych premenných vykonávame na základe
dvoch kritérií:

1. Premenná nie je ovplyvnite©ná pôsobením ²koly za merané obdobie.

2. Premenná aspo¬ minimálne koreluje s úspe²nos´ou ºiakov v testovaní
MM.

Po zoh©adnení týchto kritérií ¤alej analyzujeme premenné súvisiace so vstup-
nými testovaniami v²eobecných schopností a ²tudijných predpokladov a s
ESCS, pre ktoré máme po odstránení chýbajúcich údajov k dispozícii data-
bázy s nasledovnými po£tami: 474 ºiakov SO� a 582 ºiakov GYM v MAT
a 625 ºiakov SO� a 591 ºiakov v SJL. V²eobecne sa zvyknú pouºíva´ rôzne
formy nahrádzania chýbajúcich údajov, ale vzh©adom k faktu, ºe chýbajúce
údaje predstavujú viac ako tretinu pôvodnej databázy, ich pouºitie by ne-
bolo efektívne. Na druhej strane môºe odstránenie chýbajúcich údajov vies´
ku skresleným odhadom vzh©adom k moºným systematickým rozdielom me-
dzi ºiakmi s chýbajúcimi hodnotami a ostatnými ºiakmi [Kim & Lalancette,
2013, s. 33]. Uvedené kontextuálne faktory sú vyjadrené pomocou 16 su-
bindexov, z ktorých vyberáme vhodné nezávislé premenné na základe tes-
tovania vnorených modelov (viac [Walters, 2011, kapitola 2]). Empiricky sa
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ukazuje zloºité jednozna£ne ur£i´ indexy v²eobecne vhodné pre modelovanie
PH, vzh©adom k faktu, ºe ²tatisticky významné indexy z jedného modelu sú
nadbyto£né v ¤al²om modeli. Analogicky môºu plati´ niektoré z tvrdení:

1. Merania kontextuálnych premenných nie sú dostato£né, resp. nehod-
noverne odráºajú realitu.

2. Kontextuálne charakteristiky sú v niektorých prípadoch odzrkadlené
uº vo vstupnom testovaní (k rovnakému záveru prichádzajú Ballou,
Sanders a Wright [Ballou & al., 2004]).

3. Miera závislosti výsledkov testovaní na kontextuálnych premenných sa
lí²i pre rozdielne typy ²kôl (k rovnakému záveru prichádza aj Ry²ka pri
zoh©adnení ESCS [Ry²ka, 2009, s. 56-61]).

4. Uvedené kontextuálne charakteristiky v skuto£nosti nemajú vplyv na
výkon ºiakov v jednotlivých testovaniach.

Bez oh©adu na aktuálne dáta, zvolené kontextuálne premenné evidentne súvi-
sia s kvalitou vzdelávacieho procesu, £o môºe spôsobova´ korelovanú disperziu
odhadov PH ²kôl (rozpor s [P5]) a preto by mala by´ táto oblas´ podrobená
hlb²iemu výskumu.

3.6 ICC koe�cient

Nezávislos´ rezíduí [P5], jeden zo základných predpokladov lineárnej regresie,
je predpoklad, ktorého platnos´ môºeme spochybni´ na základe o£akávania
prítomnosti hierarchickej ²truktúry v modelovaných dátach. Je logické pred-
poklada´, ºe prostredie kaºdej ²koly a iné vplyvy, ktoré nevieme de�nova´,
budú spôsobova´ rozdielnos´ medzi výsledkami ºiakov rozdielnych ²kôl. Prí-
klad, ako hodnoty priemerných úrovní premenných lí²iacich sa na úrovni
vy²²ích celkov môºu spôsobi´ vychýlenos´ odhadnutých koe�cientov regres-
ných modelov, zobrazuje Obr. 6. Na meranie podielu medziskupinovej dis-
perzie oproti vnútroskupinovej disperzii slúºi tzv. vnútrotriedny koe�cient
korelácie, v²eobecne známy ako Intraclass corelation coe�cient (ICC). ICC
vypo£ítame ako:

ICC =
σ2
u

σ2
u + σ2

e

, (44)

kde σ2
e prislúcha úrovni rozptylu jednotlivcov a σ2

u úrovni rozptylu vy²²ích
celkov [Soukup, 2006, s. 994]. Výrazné hodnoty tohto koe�cientu indikujú
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Obr. 6: Vychýlenie regresnej priamky spôsobené rozdielnos´ou skupín na
úrovni vy²²ích celkov

potrebu zahrnutia hierarchickej ²truktúry do modelovania PH. Pre výpo£et
hodnôt ICC skúmame tzv. �NULL� model (najjednoduch²í hierarchický mo-
del):

M2ij = β0 + uj + eij, (45)

kde u reprezentuje náhodnú zloºku na úrovni skupín a e na úrovni jednot-
livcov. Rozptyl týchto zloºiek vstupuje do výpo£tu ICC. Z výpo£tov ICC
vylú£ime ²koly s po£tom ºiakov men²ím ako 30 z dôvodu, ºe pri malom vý-
bere ºiakov majú extrémne merania nadmerný vplyv na výsledky [Kolková
& Ivica, 2013]. Vypo£ítané hodnoty ICC ur£ujú, ºe v prípade MAT 32 % a
v prípade SJL 44 % rozdielov vo výkonoch moºno pripísa´ rozdielom medzi
jednotlivými ²kolami a nie rozdielom v rámci populácie ºiakov. Rozdiely v
sklonoch a priese£níkoch regresných priamok ²kôl poukazujúce na potrebu
modelovania PH pomocou hierarchických modelov môºeme jasne vidie´ na
Obr. 7. V zmysle neskor²ieho delenia dát na SO� a GYM po£ítame ICC aj
zvlá²´ pre tieto súbory. Výsledky zobrazené v Tabu©ke 11 potvrdzujú potrebu
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Obr. 7: Regresné priamky po odstránení malých ²kôl (MAT v©avo a SJL
vpravo)

GYM SO�

MAT 35% 16%
SJL 19% 32%

Tabu©ka 11: ICC pre dáta rozdelené pod©a typu ²koly

zahrnutia hierarchickej ²truktúry do modelovania PH.

3.7 Metóda 3 � hierarchický model s náhodným prie-
se£níkom

V rámci hierarchických modelov sa v tejto práci zaoberáme dvojúrov¬ovým
modelom s náhodným priese£níkom ur£eným rovnicou 15:

M2ij = a0 + a1M1ij + b1fij1 + · · ·+ bnfijn + uj + PHij.

Dôvod, pre£o do modelovania nezah¯¬ame viac úrovní, je nadmerná zloºitos´
takýchto modelov. Teoreticky vieme, ºe hierarchická ²truktúra ²kôl predsta-
vuje zdruºenie ºiakov v rámci tried a tried v rámci ²kôl. Nás ale v zmysle
konceptu merania PH ²koly nebude zaujíma´ rozdielnos´ podskupín ºiakov v
rámci ²kôl, aj ke¤ aj tie môºu by´ objektom pozorovania (napríklad v rámci
anglického systému RAISEOnline [Ray, 2006]).
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MAT SJL

Model SO� GYM SO� GYM

(41) 2240,9 1846,0 2564,4 2117,2
(42) 2258,0 1880,4 2568,9 2118,1
(43) 2242,6 1848,0 2566,4 2117,3

Tabu©ka 12: AIC pre modely de�nované na s. 43 s náhodne modelovaným
priese£níkom a0

Modely kon²truujeme zvlá²´ pre SO� a GYM z dôvodu teoretických po-
ºiadaviek na po£iato£nú úpravu dát kvantilovou normalizáciou (nesplnené
základné regresné predpoklady) a jednoduchosti porovnávania s ostatnými
modelmi. Na základe AIC kritéria zobrazeného v Tabu©ke 12) vyberáme ako
v prípade viacnásobnej regresie model s charakteristikou pohlavie ºiaka:

M2ij = a0 + a1M1ij + b1SEXj + u+ PHij. (46)

Uº spomínaná výhoda hierarchických modelov spo£íva v presnosti odhadova-
nia efektov ²kôl aj pri malej vzorke dát v¤aka �zráºaniu� odhadov k priemeru
populácie, £ím sa zvy²uje ich ²tatistická efektivita. Na druhej strane si treba
uvedomi´, ºe toto �zráºanie� môºe niekedy spôsobi´ výchylky v modeli [Kim
& Lalancette, 2013, s. 18]. Preto je vhodné porovnáva´ odhady hierarchických
modelov s modelmi s pevnými efektami kde uvedený problém nenastáva.

3.8 Metóda 4 � model s pevnými efektami

Ako napovedá uº samotný názov, modely s pevnými efektami povaºujú PH
²koly za pevné parametre na rozdiel od hierarchických modelov, kde sa o£aká-
vajú PH ²koly vo forme náhodných premenných s normálnym rozdelením. Na
druhej strane sa odhady efektov ²kôl týchto modelov oproti odhadom hierar-
chických modelov môºu z roka na rok výrazne lí²i´, ke¤ºe nevyuºívajú proces
tzv. �zráºania� [OECD, 2008, s. 145]. V práci pouºívame model s pevnými
efektami vo forme dummy premenných vyjadrených rovnicou (20):

M2ij = a01 + a02D2 + a03D3 + · · ·+ a0nDn+

+a1M1ij + b1fij1 + · · ·+ bnfijn + PHij,

pri£om pre model platia rovnaké predpoklady ako v prípade klasických line-
árnych regresných modelov. Sadu dát delíme pod©a typu ²koly pre moºnos´
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MAT SJL

Model SO� GYM SO� GYM

(41) 2216,2 1810,4 2524,5 2094,4
(42) 2234,2 1845,4 2527,9 2095,3
(43) 2217,8 1812,3 2526,5 2094,2

Tabu©ka 13: AIC pre modely de�nované na s. 43 s pevnými efektami vo
forme dummy premenných

po£iato£nej úpravy dát kvantilovou normalizáciou, ke¤ºe sa ukázal základný
predpoklad normality rezíduí [P7] ako neplatný. Kim a Lalancette argumen-
tujú [Kim & Lalancette, 2013], ºe prítomnos´ ve©kého po£tu dummy premen-
ných v modeli vytvára moºnos´ prítomnosti multikolinearity [P2], v prípade
na²ich dát sa táto skuto£nos´ ale nepotvrdila. Analogicky vyberáme vstupné
charakteristiky modelu na základe AIC. Najvhodnej²í sa ako v predchádza-
júcich prípadoch javí model s charakteristikou o pohlaví ºiaka (na základe
hodnôt AIC v Tabu©ke 13 je pre GYM v SJL vhodnej²í model s dodato£-
ným zahrnutím interak£ného £lena, ale pre jednoduchos´ a malú rozdielnos´
výsledkov tento fakt zanedbávame).

4 Interpretácia a porovnanie výsledkov

Problematika správnej interpretácie výsledkov PH je ve©mi citlivou oblas-
´ou. Je dôleºité, aby numerické hodnoty edukometrie nezakryli ich teoretické
pozadie. Pri nerozváºnej publikácii akýchko©vek výsledkov sa môºe ©ahko
sta´, ºe sa na základe nesprávneho pochopenia meraní vyvodia rozhodnu-
tia, ktoré budú ma´ negatívny dopad na ²kolstvo. Ako uvádza Raudenbush:
�Výsledky modelovania PH môºu verejne slúºi´ nanajvý² záujmu rodi£ov pri
výbere ²koly a nie funkcionárom vyvodzujúcim zodpovednos´ u£ite©ov a ²kôl
za vzdelávaciu prax. Nemoºno poprie´, ºe výsledky modelovania PH v kom-
binácii s ¤al²ími informáciami majú potenciál iniciova´ potrebnú verejnú dis-
kusia ako zlep²i´ vzdelávanie. Av²ak nemôºu slúºi´ ako priamy dôkaz vplyvu
vzdelávacej praxe.� [Raudenbush, 2004, s. 128]
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4.1 �koly s malým výberom ºiakov

Zoh©adni´ zastúpenie ²kôl ve©kos´ou výberu ich ºiakov pred porovnávaním
výsledkov je ve©mi dôleºité. Hodnoti´ príspevok ²koly k pokroku ºiakov na
základe výberu 10 ºiakov zo ²koly s populáciou cez 1000 ºiakov by zrejme
nebolo objektívne a mohli by sme o£akáva´ vychýlenos´ meraní od skuto£-
ných hodnôt. Tento fakt implikuje potrebu spodnej hranice pre minimálny
po£et ºiakov potrebný pre merania. V²eobecne je pri interpretácií výsledkov
PH zauºívané pravidlo, ºe za hodnovernú vzorku ºiakov pre ²kolu sa po-
kladá výber aspo¬ 30 ºiakov [Kolková & Ivica, 2013]. V prípade dostupnej
vzorky máme po odstránení ²kôl s malým výberom ºiakov v SJL odhady pre
25 ²kôl (14 SO� a 11 GYM) a v MAT odhady pre 22 ²kôl (11 SO� a 11
GYM). Dôvod, pre£o sme nevenovali pozornos´ ve©kosti výberu ºiakov ²kôl
pred výpo£tom PH ºiakov, vychádzal pri lineárnych regresných modeloch z
predpokladu nezávislosti rezíduí [P5]. Tento predpoklad je ekvivalentný s ho-
mogenitou populácie ºiakov a teda kaºdé jedno meranie bolo relevantné pri
odhade koe�cientov regresie celej populácie. V prípade hierarchických mo-
delov, kedy tento predpoklad nebol splnený, zoh©ad¬ujeme ve©kos´ výberu
zráºaním odhadov PH ²kôl k priemeru v²etkých meraní.

4.2 Porovnanie bodových odhadov jednotlivých metód

Na obr. 8 a obr. 9 môºeme vidie´ zobrazenie bodových odhadov PH ²kôl
vypo£ítaných jednotlivými modelmi. Z dôvodu pouºitia skóre po£iato£ne
upraveného kvantilovou normalizáciou nadobúdajú odhady hodnoty z inter-
valu 〈−2, 2〉. Zauºívaným krokom pri verejnej publikácii odhadov je zmena
²kály výsledkov do nezáporných £ísel (v Anglicku sú výsledky centrované
okolo hodnoty 1000 [Ray, 2006, s. 30]). Tento krok, ktorý vynechávame, sa
opodstat¬uje argumentom, ºe záporné £ísla môºu by´ verejnos´ou nesprávne
vyloºené v zmysle zhor²ovania sa progresu daných ²kôl. Treba si v²ak uve-
domi´, ºe bez oh©adu na pouºitý model je ve©kos´ £íselných hodnôt odhadov
irelevantná, zaujímavá je ich rozdielnos´ vo£i ostatným odhadom. Silu súvis-
losti medzi jednotlivými odhadmi rôznych modelov porovnávame pomocou
Kendallovho tau. Aº na SO� v SJL korelácia nadobúda hodnoty nad 0,9,
£o hovorí o relatívnom zachovaní poradia v rámci súboru odhadov ²kôl. V
prípade SO� v SJL, kde máme k dispozícii viacej odhadov (14 oproti 11 v
ostatných prípadoch) a preto by sme o£akávali vä£²iu stabilitu výsledkov,
model viacnásobnej regresie vykazuje zmeny oproti ostatným modelom. Ako
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neskôr uvidíme, tieto zmeny nie sú ²tatisticky významné, av²ak upozor¬ujú
na fakt, ºe interpretácia výsledkov £isto na základe bodových odhadov by
mohla pre jednotlivé modely vyústi´ do rozli£ných záverov.

4.3 Výpo£et intervalov spo©ahlivosti

Bodové odhady PH ²kôl môºu by´ £asto nepresné a preto sa zvykne výsledky
prezentova´ formou rozdielnosti intervalov spo©ahlivosti (IS) pre vypo£ítané
odhady od národného priemeru (priemer v²etkých odhadov) [OECD, 2008,
s. 60-61]. Kritika IS sa spája s mylnou interpretáciou týchto intervalov. Ak
zvolíme hladinu významnosti α = 0, 05, potom 100(1 − α)% IS pre odhad
PH ²koly nevyjadruje 95% pravdepodobnos´, ºe skuto£ná PH ²koly padne
do daného intervalu, ale istotu, ºe ak by sme opakovane vykonávali odhady
PH ²kôl pre rôzne sady dát popisujúce tieto ²koly, tak v 95% prípadov by IS
pokryl neznámy parameter, teda skuto£nú PH ²koly.

Pre modely prostej PH a modely s pouºitím viacnásobnej regresie po£ítame
PH ²kôl pod©a rovnice (4):

PHj =

nj∑
i=1

PHij

nj
.

Na základe [P7] platí PHij ∼ N (0, σ2
PH). Analogicky z pravdepodobnostného

rozdelenia ©ahko odvodíme interval spo©ahlivosti na α hladine významnosti:

PHj ± u(1−α
2
)
σPH√
nj
, (47)

kde u(1−α
2
) predstavuje hodnotu 100(1− α

2
)% kvantilu normálneho rozdelenia.

Pre 2-úrov¬ový hierarchický model s náhodným priese£níkom o£akávame,
ºe pre posteriórne Bayesovské rozdelenie platí (Appendix 3):

u|r̄j ∼ N (Sj r̄j, Sj
σ2
PH

nj
) = N (Sj r̄j,

1
nj
σ2
PH

+ 1
σ2
u

).

Teda na α hladine významnosti po£ítame interval spo©ahlivosti pre BLUP
odhad PH ²kôl ûj ako [Leckie & Goldstein, 2009, s. 839]:

ûj ± u(1−α
2
)

√
1

nj
σ2
PH

+ 1
σ2
u

. (48)
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GYM

Obr. 8: Porovnanie bodových odhadov PH ²kôl vypo£ítaných jednotlivými
modelmi pre MAT
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Obr. 9: Porovnanie bodových odhadov PH ²kôl vypo£ítaných jednotlivými
modelmi pre SJL
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Pre viacúrov¬ové modely s pevnými efektami po£ítame PH ²koly j ako sú£et
priese£níku a01 a prislúchajúceho dummy koe�cientu a0j z rovnice (20). Dá
sa ukáza´, ºe pre regresné koe�cienty platí (viac [Walters, 2011, s. 34]):

xTj â ∼ N (xTj a, σ
2
PHx

T
j (XTX)−1xTj ), (49)

kde a = (a01, . . . , a0n, a1, b1, . . . , bk)
T predstavuje vektor regresných koe�-

cientov z rovnice (20), â vektor ich odhadov a xj vektor ur£ujúci koe�cienty
potrebné pre výpo£et PH ²koly j (napríklad x3 = [1, 0, 1, 0, 0, . . . , 0]). Analo-
gicky vieme na α hladine významnosti odvodi´ IS pre odhady PH ²kôl ako:

xTj â± tn−p,(1−α2 )
√
σ̂2
PHx

T
j (XTX)−1xTj , (50)

kde tn−p,(1−α
2
) je hodnota 100(1 − α

2
)% kvantilu Studentovho t-rozdelenia s

n−p stup¬ami vo©nosti (n = po£et meraní a p = po£et koe�cientov modelu).

Vypo£ítané IS nezávisle od seba testujú pre odhady PH ²kôl rozdielnos´
od národného priemeru. �asto sa stretáme s prezentáciou týchto interva-
lov formou vzájomného porovnávania v rámci jedného grafu. Treba si ale
uvedomi´, ºe tento postup nie je správny vzh©adom k tomu, ºe nastáva sce-
nár tzv. simultánneho testovania. Pre jednoduché vysvetlenie tohto pojmu
uvedieme príklad. Predstavme si, ºe vykonáme 100 simultánnych hypotéz.
Klasickým postupom zamietame individuálnu nulovú hypotézu, ak je zodpo-
vedajúca p-hodnota men²ia alebo rovná ako hladina významnosti testu, pove-
dzme α = 0, 05. Potom pre ktorúko©vek platnú nulovú hypotézu je pravdepo-
dobnos´ mylného zamietnutia tejto hypotézy rovná 0,05. Ale �kombinovaná�
pravdepodobnos´ mylného zamietnutia môºe by´ ove©a vä£²ia. Pre ilustráciu
predpokladajme, ºe v²etkých 100 nulových hypotéz je pravdivých a jednot-
livé výsledky testov sú na sebe nezávislé. Potom môºeme o£akáva´, ºe po£et
mylných zamietnutí H0 je 100 · 0, 05 = 5. �anca, ºe aspo¬ jedno zamietnutie
je mylné je teda 1− 0, 95100 = 0, 994 [Afshartous & Wolf, 2007].

Ak chceme sú£asne prezentova´ IS, povedzme v jednom grafe, je treba pri
ich výpo£te pouºi´ jednu z metód simultánneho porovnávania [Raftery & al.,
2002]. To znamená, ºe tieto intervaly budú ²ir²ie ako v prípade samostatného
testovania. Jednou z najznámej²ích metód je Bonferroniho úprava. Bonfer-
roni tvrdí, ºe ak pre k odhadov vypo£ítame IS na α

k
hladine významnosti,

potom ich celková spo©ahlivos´ sa rovná aspo¬ 100(1− α)%. Výhodou tejto
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úpravy je fakt, ºe je ©ahko aplikovate©ná pre ²iroké spektrum ²tatistických
problémov zah¯¬ajúcich simultánne IS. V prípade ve©kého po£tu intervalov
sa ale stáva výrazne konzervatívnou. Vzh©adom k nedôvere v dostato£nú
vhodnos´ dát pre modelovanie PH (slabá miera korelácie medzi vstupným a
výstupným testovaní, úvod 3. kapitoly) a k faktu, ºe berieme do úvahy len
odhady zaloºené na vzorke aspo¬ 30 ºiakov, sa uspokojíme s konzervatívnos-
´ou Bonferroniho IS.

Empiricky zis´ujeme, ºe IS pre odhady viacúrov¬ových modelov (M3 a M4) sú
v priemere o 30% uº²ie (20% po Bonferroniho úprave) ako IS pre modely od-
hadnuté klasickou lineárnou regresiou (M1 a M2). Najuº²ie IS dostávame pre
odhady hierarchického modelu M3, ke¤ºe odhady tohto modelu sú v prípade
nedostatku dát �zráºané� k národnému priemeru (odhady sú efektívnej²ie
ako pri modeloch s pevnými efektami, ke¤ºe majú men²iu strednú ²tvorcovú
chybu). Ako v²ak môºeme vidie´ na Obr. 10 a na Obr. 11, kde sú zobrazené
odhady PH ²kôl s prislúchajúcimi Bonferroniho IS, metódy M3 a M4 dávajú
identické výsledky z poh©adu rozdielnosti odhadov od národného priemeru.
Ukazuje sa, ºe v prípade GYM sú taktieº v obidvoch predmetoch výsledky
v²etkých modelov identické. Rozdielnos´ pozorujeme len pri SO�. Dôleºité je
pozorovanie, ºe v prípade SO� v SJL, kedy sa bodové odhady modelu viacná-
sobnej regresie M2 lí²ili od odhadov ostatných modelov, sa táto rozdielnos´
výsledkov pohybuje v rámci nepresnosti odhadov, resp. nebada´ výraznú roz-
dielnos´ medzi IS modelu M2 a IS ostatných modelov. V²eobecne v zmysle
zamietnutia rozdielnosti odhadov od národného priemeru pozorujeme medzi
jednotlivými modelmi len minimálne rozdiely a teda je pre dostupnú vzorku
dát najvhodnej²ie modelova´ PH ²kôl najjednoduch²ím prostým modelom
(M1). Tento jav ale môºe by´ skreslený ve©kos´ou analyzovanej vzorky a
preto ho treba pri jej zva£²ení veri�kova´.
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Obr. 10: IS po Bonferroniho úprave pre odhady PH ²kôl jednotlivých modelov
pre MAT
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Obr. 11: IS po Bonferroniho úprave pre odhady PH ²kôl jednotlivých modelov
pre SJL
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Záver

V diplomovej práci sme prezentovali empirický výskum v oblasti edukometrie
s cie©om nájs´ vhodný model pre výpo£et tzv. pridanej hodnoty ako meradla
kvality ²koly. Na základe výskumu ale nevieme da´ na otázku výberu opti-
málneho modelu jednozna£nú odpove¤.

V práci sme predstavili 4 modely: prostý regresný model, model s pou-
ºitím viacnásobnej regresie, hierarchický model s náhodným priese£níkom a
viacúrov¬ový model s pevnými efektami. Ich teoretické pozadie sa zakladá na
platnosti k nim prislúchajúcich predpokladov, pre splnenie ktorých sa uká-
zalo potrebné empirické dáta po£iato£ne transformova´ kvantilovou normali-
záciou. Pre túto nelineárnu transformáciu sme sa rozhodli z dôvodu jej pouºi-
tia v iných krajinách OECD a na základe faktu, ºe nemala vplyv na zmeny v
samotných výsledkoch pridaných hodnôt ²kôl. Pri zbere ¤al²ích dát v budúc-
nosti odporú£ame vyuºitie tejto transformácie hlb²ie analyzova´. Vzh©adom
k rozdielnosti bodových odhadov jednotlivých modelov nedoporu£ujeme, aby
bol zverej¬ovaný detailný rebrí£ek ²kôl, kým nebudú viacro£né skúsenosti s
odhadovaním pridanej hodnoty. Spravovanie ²kolskej siete, masmédiá a spolo-
£enská situácia by mohli na základe prvotných reportov urobi´ váºne a chybné
rozhodnutia. Vhodnej²ie je výsledky jednotlivých modelov publikova´ formou
²tatistickej významnosti rozdielnosti ich bodových odhadov od národného
priemeru. �o sa týka výberu modelu, najsilnej²ím argumentom v prospech
pouºitia prostého regresného modelu je jeho jednoduchos´. V²eobecne platí,
ºe ak sa výsledky tohto modelu výrazne nelí²ia od alternatívnych modelov,
je v praxi preferovaný. Zo ²tatistického h©adiska je jeho nadstavbou model
viacnásobnej regresie. V praxi sa ale ukázalo zloºité ur£i´, ktoré kontextu-
álne premenné sú objektívne vhodné pre kon²trukciu tohto modelu. Ke¤ºe
koe�cient ICC dokázal rozdielnos´ ºiakov v zmysle viacúrov¬ovej ²truktúry,
je potrebné zoh©adni´ výsledky viacúrov¬ových modelov. Ke¤ºe hierarchický
model zoh©ad¬uje pri odhadovaní pridaných hodnôt ²kôl ve©kos´ ich výberu
a analogicky majú odhady uº²ie intervaly spo©ahlivosti ako pri ostatných
modeloch, povaºujeme tento model za najoptimálnej²í.

Pozorovanie, ºe medzi výsledkami prostého a hierarchického modelu sú
len nepatrné rozdiely, nás vedie k záveru, ºe modelovanie pridanej hodnoty
najjednoduch²ím prostým modelom by mohlo by´ posta£ujúce. V záujme ko-
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rektnosti odporú£ame proces modelovania navrhnutý v tejto práci v budúc-
nosti overi´ na vä£²om výbere ²kôl. Ak nárast vzorky spôsobí rozdiely medzi
výsledkami týchto modelov, odporú£ame pouºitie komplexnej²ieho hierar-
chického modelu s náhodným priese£níkom. Dôleºité je, aby výsledky boli
verejnosti, ako sme uº uviedli, reportované vo forme odchýlky od národného
priemeru, resp. kategorizácie podpriemer, priemer a nadpriemer.
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Appendix

A.1: EVAAS

Nech i ozna£uje ºiakov, j ²koly, ktoré nav²tevujú a p prechod v rámci ro£ní-
kov. Potom základný tvar EVAAS systému modelovania PH moºno formulo-
va´ ako:

(yip, zip) = (µp, γp) + sumk≤p(θ(ijk), ϕijk) + (εip, δip), (51)

kde (yip, zip) reprezentuje skóre v literárnej a matematickej gramotnosti ºiaka
i v prechode p v uvedenom poradí, (µp, γp) reprezentuje priemerné skóre v
daných oblastiach pre celú populáciu v prechode p, (θijk, ϕijk) reprezentuje
k-ty efekt ²koly j pre i-teho ºiaka v daných oblastiach, pri£om tieto pa-
rametre sú náhodné a navzájom nezávislé. εip a δip sú náhodné chybové
£leny pre dané oblasti nezávislé od ostatných parametrov modelu, pri£om
predpokladáme, ºe platí (εip, δip) ∼ N ((0, 0),

∑
), kde kovarian£ná matica∑

=

(
σ2
ε cov(εip, δip)

cov(εip, δip) σ2
δ

)
je kladne de�nitná [OECD, 2008, s. 149].

A.2: VIF kritérium

Proporciu disperzie v i-tej nezávislej premennej súvisiacej s ostatnými nezá-
vislými premennými v modeli ozna£íme ako R2

i . Toleranciu pre i-te nezávislé
meranie vyjadríme ako 1−R2

i , £o reprezentuje proporciu disperzie i-tej nezá-
vislej premennej, ktorá nie je pridruºená ostatným premenným v modeli. VIF
(Variance In�ation Factor) kritérium je prevrátenou hodnotou tolerancie:

V IF =
1

1−R2
i

, (52)

intuitívne vyjadrujúcou efekt R2
i na disperziu odhadu koe�cientu i-tej pre-

mennej. Analogicky vysoké hodnoty VIF kritéria reprezentujú prítomnos´
multikolinearity medzi nezávislou premennou i a ostatnými nezávislými pre-
mennými v modeli. V praxi sa hodnoty VIF kritéria okolo 10 povaºujú za
hrani£né, aj ke¤ názory sa výrazne lí²ia naprie£ literatúrou O'Brien [2007].
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A.3: Posteriórne rozdelenie empirických Bayesovských odhadov

Pri odvodení empirického Bayesovského odhadu náhodných efektov ²kôl vy-
chádzame z publikácií Jordan [2010] a Glickman & van Dyk [2007]. Bayesov-
ský prístup je prístup pouºívajúci pravdepodobnos´ na vyjadrenie viery v
poznatky o neznámych veli£inách. Zah¯¬a formuláciu pravdepodobnostného
modelu s o£akávaním priórneho rozdelenia pre neznáme parametre pred sa-
motným skúmaním dát. Na základe pozorovania dát moºno následne zhotovi´
funkciu vierohodnosti a v kombinácii s priórnym rozdelením moºno vypo£í-
ta´ posteriórne rozdelenie odhadovaného parametra. Posteriórne rozdelenie
v istom zmysle vy£ís©uje neistotu v odhadovanom parametri modelu po skú-
maní dostupných údajov. V na²om prípade h©adáme pre hierarchický model
popísaný rovnicou (15) posteriórne rozdelenie u|r̄j, ktorého stredná hodnota
ur£uje BLUP odhad û. Predpoklad (16) u ∼ N (0, σ2

u) ur£uje priórne rozde-
lenie. Pre známy priemer náhodnej £asti modelu r̄j sa dá na základe predpo-
kladu (17) PHij ∼ N (0, σ2

PH) ©ahko ukáza´, ºe platí r̄j|u ∼ N (0,
σ2
PH

nj
). Fun-

kciu vierohodnosti de�nujeme ako L(r̄j|u) = Φ(u, r̄j,
σ2
PH

nj
), pri£om Φ(x, µ, σ2)

predstavuje pravdepodobnostnú funkciu pre hustotu normálneho rozdele-
nia N (µ, σ2) v bode x. Na základe Bayesovej vety je posteriórne rozdelenie
úmerné sú£inu priórneho rozdelenia a funkcie vierohodnosti:

u|r̄j ∝ u · L(r̄j|u), (53)

£o môºeme presne de�nova´ ako integrál:

u|r̄j =

∫
Φ(u, 0, σ2

u) L(r̄j|u) du =

∫
Φ(u, 0, σ2

u) Φ(u, r̄j,
σ2
PH

nj
) du. (54)

Teda podmienené rozdelenie u|r̄j získame ako sú£in pravdepodobnosti získa-
nia r̄j pre dané u a pravdepodobnosti, ºe dané u bude pochádza´ z N (0, σ2

u),
teda z predpokladaného priórneho rozdelenia. Strednú hodnotu a disperziu
tohto rozdelenia de�nujeme ako:

E(u|r̄j) =

∫
u Φ(u, 0, σ2

u) Φ(u, r̄j,
σ2
PH

nj
) du = Sj r̄j, (55)

V ar(u|r̄j) =

∫
(u− E(u|r̄j))2 Φ(u, 0, σ2

u) Φ(u, r̄j,
σ2
PH

nj
) du

= Sj
σ2
PH

nj
.

(56)
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Ke¤ºe priórna funkcia a aj funkcia vierohodnosti pochádzali z normálneho
rozdelenia, analogicky sa dá ukáza´, ºe aj posteriórne rozdelenie bude nor-
málne a tak platí:

u|r̄j ∼ N (Sj r̄j, Sj
σ2
PH

nj
). (57)

A.4: Ekvipercentilové vs. lineárne porovnávanie

Ekvipercentilová metóda sa povaºuje oproti lineárnemu porovnávaniu za ro-
bustnej²iu, ke¤ºe zoh©ad¬uje rozdielnos´ tvarov porovnávaných rozdelení.
Táto metóda ale vyºaduje spojitos´ rozdelenia, £o pri diskrétnych dátach
pramení v aplikáciu vyhladzovacích metód. Robustnos´ tejto metódy pôsobí
proti jej ²etrnosti a pri men²om po£te dát vykazuje vä£²iu náhodnú chybu.
Preto ak dáta nevykazujú významné rozdiely tvarov rozdelenia, zvykne sa po-
uºíva´ jednoduch²ia lineárna metóda porovnávania Rapp [1999]. V prípade
histogramov pre dáta z MAT vizuálne pozorujeme podobný tvar výsledkov
rozdelení obidvoch skupín (Obr. 12).

Obr. 12: Rozdelenie výstupných meraní pre skupiny A a B z MAT

A.5: Kontrola predpokladov pre model prostej PH s pouºitím hru-
bého skóre a skóre upraveného kvantilovou normalizáciou

Tabu©ka 14 zobrazuje porovnanie výstupov ANOVA tabulky programu SPSS
Statistics 19 pre uvedené modely (pri modeloch s pouºitím hrubého skóre po-
zorujeme v prípade MAT ²tatistickú významnos´ nelineárneho vz´ahu medzi
vstupnými a výstunými premennými). Tabu©ky 15 a 16 zobrazujú porovnanie
výsledkov testovania normálneho rozdelenia rezíduí a homogenity variancie
jednotlivých modelov.
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