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Abstrakt v statnom jazyku

JANOSI Michal: Trojfaktorovy konvergencény model drokovijch mier [Diplomova pracal,
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Ka-
tedra aplikovanej matematiky a Statistiky, Veduci diplomovej prace: RNDr. Beata
Stehlikova, PhD., Bratislava 2014, 68 s.

Diplomova praca sa zaobera kalibraciou trojfaktorového konvergenéného modelu
trokovych mier, a nakolko vo véeobecnom CKLS modeli nie je zndme presné riesenie
parcialnej diferencidlnej rovnice pre cenu dlhopisu, zaobera sa aj zistenim radu pres-
nosti aproximacie ceny dlhopisu v CKLS modeli. Ide o trojfaktorovy model popisujici
dynamiku eurdpskej trokovej miery (drokovej miery v ramci eurozény) a domaéce]
tirokovej (irokovej miery krajiny, ktord sa ma onedlho stat ¢lenskym stdtom eurozény).
O eurdpskej tdrokovej miere v tomto modeli predpokladame, ze ovplyviuje vyvoj tej
domécej, ako bolo navrhnuté v ¢ldnku B. Stehlikovej a Z. Zikovej [9]. Podla apro-
ximacie ceny dlhopisu v tomto modeli navrhneme metodu, ktora na zaklade pozoro-
vanych vynosovych kriviek odhadne parametre CKLS modelu, ako aj priebeh okamzitej
europskej a domaécej trokovej miery. Kalibraciu modelu vykonavame na vygenero-

vanych a redlnych (trhovych) détach.

Klticové slova: dlhopisy, ¢asovd struktira tirokovych mier, okamzitd tirokova miera,
trojfaktorové modely, konvergenény model, model Vagickovho typu, model CIR typu,

model CKLS typu, kalibrédcia, aproximécia, rad presnosti



Abstract

JANOSI Michal: Three-factor convergence model of interest rates [Master’s Thesis], Co-
menius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, De-

partment of Applied Mathematics and Statistics, Supervisor: RNDr. Beata Stehlikova,
PhD., Bratislava, 2014, 68 p.

In this work we deal with the calibration of three-factor convergence model of interest
rates and since exact solution of partial differential equation for the bond price in
general CKLS model is not known, we also derive order of accuracy of approximation
of bond price in CKLS model. This model is a three-factor interest rate model that
describes dynamics of european interest rate (i.e. interest rate within eurozone) and
dynamics of domestic interest rate (i.e. interest rate of country entering the eurozone).
It is assumed that european interest rate affects develpoment of domestic interest
rate, as was proposed by B. Stehlikovd and Z. Zikova in [9]. Using approximation
of bond price in CKLS model, we propose method, that, based on term-structure of
interest rates, calibrates the model, estimates its parameters and estimates european
and domestic short rate. We use generated and real (market) data in the process of

calibration.

Keywords: bonds, term structure of interest rates, short rate, three-factor models,
convergence models, Vasicek type model, CIR type model, CKLS type model,

calibration, approximation, order of accuracy
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Uvod

Uvod

Finanéné trhy by sa v dnesnej dobe nezaobisli bez pouzivania matematického
modelovania a sofistikovanych matematickych algoritmov. Spravne nastroje finanéne;j
matematiky ndm umoznuju skimat zrejme najzakladnejsiu oblast vo svete finanénych
trhov, ktorou je vyvoj tirokovych mier. Korektné ocenenie ktoréhokolve aktiva je zavislé

od informécie prave o hodnotach urokovych mier.

Zakladnym problémom pri modelovani tirokovych mier je spravne zachytenie dyna-
miky okamzitej tirokovej miery, ktorti moZzeme interpretovat ako teoreticky zaciatok
vynosovej krivky. Tvary vynosovych kriviek si zavislé od typu modelu pouzitého pri
opisovani tejto dynamiky. Modely urokovych kriviek si definované stochastickymi di-
ferencidlnymi rovnicami a podla ich poétu potom hovorime o jedno-, dvoj-, alebo
viac-faktorovych modeloch. Cim komplexnejsi model zvolime, tym dostdvame vicsiu
mnozinu pripustnych tvarov vynosovych kriviek, avsak odhadovanie parametrov v kom-
plexnejsich modeloch je vzhladom na VAESi pocet parametrov ndrocnejsie. Preto je

dolezité pri zadefinovani modelu dbat aj na toto hladisko.

V tejto praci sa budeme zaoberat trojfaktorovym konvergenénym modelom irokovych
mier, ktory bol sformulovany v praci B. Stehlikovej a Z. Zikovej [9]. Obozndmime sa
so zakladnym modelom Vasickovho typu s konstantnou volatilitou trokovych mier a
jeho zovseobecneniami: modelom typu Cox—Ingersoll-Ross (CIR), ktorého volatilita je
umernd odmocnine trokovej miery a typu Chan-Karolyi-Longstaff-Sanders (CKLS),
kde volatilita zavisi od nejakej zvolenej mocniny trokovej miery. Pre najkomplexnejsi
model z tychto troch, t.j. pre model typu CKLS, vsak neexistuje explicitné vyjadre-
nie pre cenu dlhopisu, a preto budeme musief odvodif aproximaént formulu pre tiito
cenu. Toto nés vedie k hlavnym cielom tejto prace: Prvym je odvodenie aproximacnej
formuly v CKLS modeli a odvodenie radu presnosti aproximacie. Druhym je navrhnu-
tie metddy, ktorou budeme vediet efektivne odhadovat parametre modelu a hodnoty

faktorov okamzitej tirokovej miery na zaklade vynosovych kriviek.

Praca je rozdelena na 6 casti. V prvej casti sa oboznamime s problematikou a
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Uvod

pojmami pouzivanymi v praci. V druhej kapitole sa pozrieme na konvergencné mo-
dely drokovych mier, poukazeme na to, ¢im st zaujimavé a blizsie si predstavime tri
zékladné specifikacie modelov (Vasickova, CIR a CKLS). V tretej kapitole, pre modely
Vasickovho a CIR typu s nulovou korelaciou faktorov, odvodime formuly pre ceny dl-
hopisov. Tieto formuly su zdkladom pri odhadovani parametrov modelov. Formula pre
cenu dlhopisu v CKLS modeli neexistuje, ¢o nas vedie k obsahu Stvrtej casti. V tejto
odvodime aproximéaciu pre cenu dlhopisu a pozrieme sa aj na rad jej presnosti. Ttto
aproximdciu potom budeme pouzivat ako vstup do kalibracie modelu typu CKLS. V
piatej ¢asti prejdeme na samotni kalibraciu modelov. Kalibrovat budeme model typu
CIR s nulovou korelaciou a pozrieme sa aj na moznosti kalibracie modelu typu CKLS.
Efektivnost kalibrdcie budeme testovat na vygenerovanych ddtach. V zaverecnej ka-
pitole budeme kalibrovat model aj pre redlne (trhové) ddta a zhodnotime vhodnost

pouzitia tohto modelu.

11



1 UVOD DO PROBLEMATIKY MODELOVANIA UROKOVYCH MIER

1 Uvod do problematiky modelovania urokovych
mier

V 1uvode prace zadefinujeme zdkladné pojmy pouzivané pri modelovani urokovych
mier. A to konkrétne pojem dlhopisu, casovej struktiry urokovych mier a okamzitej
urokovej miery. Spomenieme kratkodobé irokové miery, ukazeme si priebehy redlnych

vynosovych kriviek. Viac informécii vie ¢itatel najst napriklad v [4] a [5].

1.1 Dlhopis a ¢asova struktiira tirokovych mier

Dlhopis je najjednoduchsi derivat urokovej miery. Je to cenny papier, v ktorom sa
dlznik zavézuje, ze v stanovenej lehote (¢ase splatnosti) vyplati jeho vlastnikovi dlzni
sumu (nomindlnu hodnotu) a v dohodnutych obdobiach z nej bude vyplacat vynosy
(kupény). Bezkupénovy dlhopis s nomindlnou hodnotou 1 sa nazyva diskontny dlhopis.
Dalej budeme pod dlhopisom rozumief prave diskontny dlhopis. Nech P(t,T) oznacuje
cenu dlhopisu v ¢ase t so splatnostou v ¢ase T'. Oznac¢me R(t,T') tirokovi mieru v ¢ase

t so splatnostou v ¢ase T'. Potom pre cenu dlhopisu plati

P(t,T) = e” RBEDT=D), (1.1)

Zo vztahu (1.1) moézme vyjadrit R(¢, T'), ¢im dostdvame vyjadrenie pre ¢asovu struktiru
urokovych mier:

W P(t,T)

Rt T) = -2

(1.2)

Casové struktira trokovych mier vyjadruje zavislost tirokovej miery od maturity dl-
hopisu. Niekedy sa nazyva aj vynosovd krivka. Této je zvycajne rastica (kedze na
dlhsiu dobu pozi¢iavame s vyssim drokom), ale pri ocakdvani poklesu turokovej miery
moze byt aj klesajica. Prikladmi irokovych mier st napriklad Euribor(Euro Interbank
Offered Rate), Libor (London Interbank Offered Rate), ¢i Bribor (Bratislava Interbank
Offered Rate).

Euribor [15] (Euro Interbank Offered Rate) je tirokova sadzba, za ktord si na medzi-
bankovom trhu banky v rdmci eurozony poziciavaju financéné prostriedky. Upravovana

je na dennej baze a rata sa ako aritmeticky priemer sadzieb za ktoré si referencéné

12



1 UVOD DO PROBLEMATIKY MODELOVANIA UROKOVYCH MIER

Euribor - 25.1.2012
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Obr. 1.1: Casové struktira trokovych mier dia 25.1. pre roky 2008 a 2012. Dina 25.1.2008

vidime pre vyssie maturity klesajuci trend vynosovej krivky. Zdroj: [15].

europske banky navzajom prave tieto finanéné prostriedky poziciavaju. Do 1.11.2013
bola poc¢itana pre rozne doby splatnosti a to 1,2 a 3 tyzdne a 1 az 12 mesiacov. Od tohto

déatumu sa pocita uz len pre doby splatnosti 1 a 2 tyzdne a 1,2,3,6,9 a 12 mesiacov.

1.2 Okamzita irokova miera

Okamzita (kratkodobd) urokovéd miera (short-rate) r(t) je zaciatkom vynosovej krivky

a dostdvame ju ako limitu vztahu (1.2) pre T — 77 :

r(t) = lim R(t,T). (1.3)

T—t+

Predstavuje tirokovii mieru platni na velmi kratke obdobie. T4to veli¢ina vSak na
trhu priamo neexistuje a preto ju musime nahradit sadzbou, ktord k nej mé ¢asovo
najblizssie. Jednou z moZnost{ je pouzit sadzbu na jeden deii, napriklad sadzbu EONIA

(Euro Overnight Index Average).

0.500
0.450
0.400
0.350
# 0.300
=
S 0.250
£
£ 0.200
2
0150
0.100

0.050

0.000

Obr. 1.2: Vyvoj sadzby EONIA pocas roku 2013. Zdroj: [15].
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2 MODELY UROKOVYCH MIER

1.3 Iné derivaty urokovej miery

Existuji d'alsie obchodovatelné derivaty, ktoré zavisia od hodnoty tdrokovej miery. Pat-
ria medzi ne okrem dlhopisov aj opcie na dlhopisy, swapy, forwardy, futurity, capy alebo
floory. Mnohé sa pouzivajui na zaistenie voci fluktuaciam vo vyvoji urokovej miery. Po-

pis a ocenovanie tychto derivdtov vie citatel najst v [4, 5].

2 Modely urokovych mier

Modely kratkodobych urokovych mier popisuji ¢asovu Struktiru urokovych mier a

zvycajne si modelované pomocou stochastickej diferencidlnej rovnice:

dX = p(X, t)dt + o (X, t)dW, (2.1)

kde W je Wienerov proces [5]. Funkcia p(X,t) znazornuje drift (vychylenie) a funkcia
o(X,t) zndzornuje fluktudcie v okoli driftu. RieSenim rovnice (2.1) je proces X, ktory
opisuje spravanie sa okamzitej irokovej miery. Rozlicnou volbou funkcif u(X, ), o(X, t)
dostdvame rozne jednofaktorové (ak X je skaldr), alebo viacfaktorové (ak X je vektor)
modely tdrokovych mier. Prehladné spracovanie jednotlivych §pecifikdcii modelov moze
citatel pre jedno a dvojfaktorové modely néjst v [5, 12, 2].

V nasej praci sa budeme zaoberat trojfaktorovymi konvergenénymi modelmi tirokove;
miery (Vasickovho, CIR a CKLS typu). Modely budeme $pecifikovat, odvodime uzav-
reté formuly pre ceny dlhopisov a v pripade, kedy to nebude mozné, odvodime apro-

xima¢nu formulu pre cenu dlhopisu a aj rdd presnosti.

2.1 Konvergencné modely trokovych mier

Konvergencné modely su $pecialnym pripadom modelov drokovych mier. Popisuji
spravanie sa urokovej miery krajiny, ktora sa chyst4 vstipit do eurozény. Na obrazku
2.1 je znézorneny vyvoj jednodniovej urokovej miery Eonia a vyvoj slovenskej jed-
nodnovej trokovej miery Bribor (Bratislava Interbank Offered Rate). Je si mozné
véimnut konvergenciu tirokovej miery Bribor k miere Eonia. Konvergencia je zjavna
najmé 3 mesiace, teda velmi tesne, pred vstupom Slovenska do eurozény. Na obrazku

2.2 vidime porovnanie jednomesa¢nych sadzieb Euribor a Bribor posledny rok pred

14



2 MODELY UROKOVYCH MIER
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Obr. 2.1: Porovnanie jednodnovych sadzieb (overnight) trokovych mier pocas roku 2008.
V pravom grafe je znazorneny vysek pre posledné 3 mesiace pred vstupom Slovenska do

eurozény. Zdroj: [15, 16].

vstupom Slovenska do eurozény a porovnanie sadzby Euribor s mesa¢nou sadzbou
Talibor (Tallinn Interbank Offered Rate) rovnako rok predtym, ako eurozénu oboha-

tilo Esténsko. V oboch pripadoch vieme pozorovat konvergenciu domdcich (Bribor,

EURIBOR 1m vs. BRIBOR 1m EURIBOR 1m vs. TALIBOR 1m
oo 250
5.00 - 2.00
400 MV e b F 150
g 300 8
B0 £ 100
100 4 050 o~
0.00 L e L A S — 0.00 — . . . . . . . .
."P@’ :L@‘b _,,9@ ',\p‘sb n@‘b :\9“% \:\9& n_é? W@‘b :19& :»@% :9@ 'be ,\'@9 ,th’ ”9\9 & ”9\0 ’»@9 F@'@ &8 ﬁ9x° "E’\?
& & @"’k & ‘}"‘{ R & & \p(' & .t@*' & ?\»"; o ‘\o“' o
——EURIBOR Im  =——TALIBOR 1im

==——BRIBOR 1m ====EURIBOR 1m

Obr. 2.2: Vyvoj jednomesa¢nych uirokovych mier Euribor a Bribor, respektive Talibor rok

pred vstupom oboch krajin do eurozény. Zdroj: [15, 16, 14].

Talibor) urokovych mier k tej eurépskej (Euribor). Odteraz budeme pod pojmom
doméca trokov4 miera rozumiet tirokovi mieru, ktora sa ¢asom pritahuje (konverguje)
k eurépskej urokovej miere. V konvergencénych modeloch tento prepoklad zabezpecime
Specidlnym tvarom stochastickych diferencialnych rovnich popisujicich spravanie sa

oboch tdrokovych mier. Nasleduje predstavenie vybranych konvergenc¢nych modelov.
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2 MODELY UROKOVYCH MIER

2.2 Trojfaktorovy konvergenc¢ny model Vasickovho typu

Clanok [9] predpokladd nasledovny model vyvoja eurépskej 7. a domécej rq okamzitej
urokovej miery. Eurépska trokova miera je modelovana ako stucet dvoch faktorov r, =
71+ 79 s vlastnostou ndvratu k strednej hodnote (proces mé tendenciu sa pritahovat k
danej strednej hodnote; ak je jeho aktualna hodnota vyssia ako tato stredna hodnota,
ocakavame pokles hodnét procesu a naopak). Doméca trokova miera je v tomto pripade
modelované procesom, ktory konverguje k vyvoju eurépskej kratkodobej irokovej miery.
Vasickov konvergentny model predpokladd konstantné volatility vsetkych faktorov a

mozeme ho zapisat nasledovnym systémom stochastickych diferencidlnych rovnic:
dry = k1(01 — r1)dt + ordwy,
dro = Ko(Oy — r9)dt + oodws, (2.2)
drg = kq((r1 4+ re) — rq)dt + ogdwy,

kde ¥ = Cov(dw) = dtp a dw = (dw, dws, dwz)? je vektor Wienerovych procesov s

korelacnou maticou p, ktorej prvky p;; vyjadruju koreldcie medzi faktormi r; a r;.

Casovy vyvoj faktorov europskej kratkodobej urokovej miery

Faktor r1
........ — Limita r1
Faktor r2
—+—-— Limita r2

,\

300

Obr. 2.3: Porovnanie vyvoja faktorov eurépskej kratkodobej irokovej miery s parametrami
10 = 0.02, K1 = 1.2, 91 = 0.022, g1 = 0.005, )\1 = 0.1, o0 = 0.01, Rg = 1.5, 92 = 0.013,
o2 = 0.005, Ao = 0.1 a p12 =0.7.

Na obrazku 2.3 je znazorneny vyvoj oboch faktorov eurépskej kratkodobej trokove;j
miery. Vidime, Ze oba sa snazia vracat k strednej hodnote, v nasom pripade k para-

metrom 6, a 6. Korelaény koeficient medzi oboma faktormi je pomerne vysoky a teda
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2 MODELY UROKOVYCH MIER

vidime pribuznost v zmenach vyvoja oboch faktorov.

V d'alSom grafe porovnavame vyvoj eurépskej a domdcej tirokovej miery. Na obrazku

Casovy vyvoj kratkodobych urokovych mier
Europska short rate

| Domaca short rate

45 \
4]

0 50 100 1[)5:3 200 250 300
Obr. 2.4: Porovnanie vyvoja faktorov eurdpskej kratkodobej tirokovej miery a vyvoja sa-
motnej eurdpskej a domacej urokovej miery s parametrami r1g = 0.02, k1 = 1.2, 6; = 0.022,
o1 = 0.005, A\; = 0.1, r99 = 0.01, ko = 1.5, 3 = 0.013, g9 = 0.005, Ay = 0.1, 749 = 0.015,
kg =1, 0q4=0.01, A\y = 0.1 a korelaciami p1o = 0.7, p14 = 0.7, pag = 0.8.

2.4 vidime potvrdenie predpokladu o konvergencii domacej irokovej miery k eurdpske;j.

Podobné vykyvy vo vyvoji trokovych mier si nasledkom vysokych korelacii.

2.2.1 Pojem realnej a rizikovo neutralnej miery

Priebeh tirokovej miery charakterizovanej stochastickou diferencidlnou rovnicou mozeme
analyzovat pomocou dvoch pristupov: v redlnej a rizikovo neutralnej pravdepodob-
nostnej miere. Formuldcia modelu v redlnej miere (napr. (2.2)) ndm dovoluje zachytit
napriklad vlastnost navratu k strednej hodnote (mean-reversion). Rizikovo neutrélna
miera pravdepodobnostna miera je definovana ako miera, pri ktorej sa sicasna hodnota
derivatu rovnd ocakavanej budicej vyplate vyplyvajicej z drzania derivatu, diskontova-
nej bezrizikovou urokovou mierou az do sucasnosti. Pouziva sa pri oceniovani derivatov
tirokovych mier. Bolo by vhodné mat teda prevod medzi jednotlivymi zdpismi pro-

cesu. Uvedieme len okrajovii myslienku, podrobnosti o zmene miery sa citatel dozvie
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2 MODELY UROKOVYCH MIER

v [4, 12]. D4 sa ukdzat, ze ak formulujeme model v redlnej miere, musi existovat také
funkcia A(r,t), ktora vyjadruje nérast vynosu dlhopisu na jednotku rizika. Nazyvame
ju trhové cena rizika a treba poznamenat, Ze je spoloénd pre vsetky dlhopisy a teda
nezavisi od maturity dlhopisu.

Model tirokovej miery vieme teda zadat dvomi sposobmi:
e v tvare stochastickej diferencidlnej rovnice v redlnej miere s trhovou cenou rizika,
e v tvare stochastickej diferencialnej rovnice v rizikovo neutralnej miere.

Plati, Ze volatility st v oboch mierach rovnaké a pre drift plati nasledujuci vztah:
(rizikovo neutralny drift) = (redlny drift) — (trhové cena rizika) x (volatilita). (2.3)

Napriklad trojfaktorovy Vasickov model definovany v redlnej miere (2.2) vyzerd v rizi-

kovo neutralnej miere pri volbe konstantych trhovych cien rizika nasledovne:

dry = (“1(91 - 7”1) - >\101)dt + ordwy,
dry = (Ka(0y — 12) — A02)dt + oadws, (2.4)

drg = (ka((r1 +12) — 14) — Ag0g)dt + oqdwy,

Analogicky sa daji upravif aj ostatné Specifikdcie modelov. Nové tvary v rizikovo

neutrélnej miere budeme vyuzivat pri ocetiovani dlhopisov v kapitole 3.

2.2.2 Korelacia faktorov

KedZe v modeli predpokladdme koreldcie medzi Wienerovymi ndhodnymi procesmi, v
kratkosti ukdzeme, ako sa daji generovat korelované nahodne premenné. Objasnime a]
to, preco nemozeme zvolit koreldcie medzi jednotlivymi faktormi fubovolné z intervalu
(—=1,1).

Pre vytvorenie korelovanych nahodnych premennych, v naSom pripade korelovanych

Wienerovych procesov s korelacnou maticou p, postupujeme nasledovne.

Najskor vygenerujeme, v nasom pripade 3, vektory nekorelovanych Wienerovych

procesov. Kazdy z vektorov je tvoreny nahodnym vyberom z normélneho rozdele-

nekor
)

nia dw ~ N(0,dt). Nésledne ndjdeme maticu XV/2, ktort oznaéime C, spiiajicu
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2 MODELY UROKOVYCH MIER

CCT = ¥, kde matica ¥ je dana vztahom X = dtp. Vektor korelovanych Wienerovych

procesov je potom dany ako

kor nekor

dwy dwy

dwlgor = dwgekar . (25)
kor nekor

dwy dw}

Jednou z moznosti ako najst maticu C' je Choleského rozklad v tvare ¥ = CCT, kde C
je dolnéa trojuholnikova matica s realnymi, kladnymi prvkami na diagonale. Podmiekou
je, aby bola matica ¥ kladne definitna. Toto je splnené ak je to kovarianéna matica
nedegerovaného nahodného vektora. V pripade simulacii na obrazkoch 2.3 a 2.4 je

pouzitd nasledovna korelacnd matica p:

P11 P12 Pid 1 0.7 07
P=1 par p2 pa | =1 07 1 08 |- (2.6)
Pd1 Pd2  Pdd 0.7 0.8 1

Zistovanie definitnosti matice p je ekvivalentné so zistovanim definitnosti matice X,
kedZe jedna je kladny ndsobok druhej. Na zistenie definitnosti matice pouzijeme Syl-
vestrovo kritérium [13], ktoré vravi, Ze matica je kladne definitnd prave vtedy ked

kazdy jej subdeterminant je kladny. V nasom pripade skimame tri subdeterminanty:

Di=|1l=1>0,

1 0.7
Dy = = 0.51 >0,

0.7 1

1 07 07
Ds=107 1 08/=0.164>0.

0.7 08 1

Ked'7e st vsetky tri subdetermninanty kladné, korela¢nd matica je kladne definitnd a
teda bolo pouzitie Choleského rozkladu mozné. Kladnd definitnost korela¢nej matice
zarucuje moznost rozkladu tejto matice na tvar ¥ = CCT. Treba si teda uvedomit, Ze
koreldcie teda nemozu byt Tubovolné z intervalu (—1,1), lebo Tubovolny vyber tychto

koreldcii nezarucuje kladnu definitnost korelac¢nej matice. Priklad korela¢nej matice,
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2 MODELY UROKOVYCH MIER

ktora nie je kladne definitna je matica

1 09 07
09 1 0.3
0.7 03 1

Jej subdeterminanty dosahuju hodnoty D; = 1, Dy = 0.19, D3 = —0.012 a teda

Choleského rozklad v tomto pripade nie je mozny.

2.3 Trojfaktorovy konvergenény model CIR typu

Predpoklady o faktoroch a konvergencii su rovnaké ako v ¢asti 2.2, resp. ¢lanku [9].
Eurépska trokova miera je modelovana ako sucet dvoch faktorov a domaca trokova
miera konverguje k eurépskej. CIR (Cox—Ingersoll-Ross) na rozdiel od Vasickovho mo-
delu (2.2) nepredpoklada konstantné volatility vsetkych faktorov. V redlnej miere je

tento model definovany ako:

d?"l = /11(61 — Tl)dt + Ulﬁdwl,
dT‘Q = /432(92 — Tg)dt + 0'2\/7”_2(111}2, (27)

dry = kq((r1 + o) — 14)dt + 04+/Tadwy,

kde 3 = Cov(dw) = dtp a dw = (dwy, dws,dws)” je vektor Wienerovych procesov
s korelacnou maticou p, ktorej prvky p;; vyjadruju korelacie medzi faktormi r; a r;.
V clanku [1] sa autori zaoberaju Vasickovym modelom a tvrdia, ze vysledky sa daji
rozsirit pre CIR model. V préci [3] je vSak ukdzané, ze ocenenie dlhopisu je mozné len
v pripade, ak su diferencdly Wienerovych procesov vstupujice do (2.7) nekorelované.

Preto budeme v d'alsich ¢astiach uvazovat len CIR model s nulovou korelaciou.

2.4 Trojfaktorovy konvergenény model CKLS typu

Predpoklady su aj v tomto pripade rovnaké ako v ¢asti 2.2, resp. v [9]. Eurépska tirokova
miera je modelovana ako sucet dvoch faktorov a doméca urokova miera konverguje k

eur6pskej. CKLS (Chan, Karolyi, Longstaff a Sanders) model je vSeobecnejsi ako CIR
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2 MODELY UROKOVYCH MIER

model (2.7) a v redlnej miere je dany systémom diferencidlnych rovnic:

dry = k(01 — r1)dt + oyr]" dwy,
dry = Ko(fy — ro)dt + o913 dws, (2.8)
drg = ka((r1 4+ 12) — ra)dt + ogr) dwg,
kde ¥ = Cov(dw) = dtp a dw = (dwy, dws, dws)? je vektor Wienerovych procesov
s korelacnou maticou p, ktorej prvky p;; vyjadruju korelacie medzi faktormi r; a r;.

Ocenenie dlhopisu v tomto pripade nebude mat presné analytické riesenie. Preto na-

vrhneme aproximéciu a budeme zistovat jej rdd presnosti.
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3 Odvodenia cien dlhopisov

Na vyvoj urokovych mier si tizko naviazané ceny a vynosy dlhopisov. Ak by sme mali
analytické alebo numerické vyjadrenie cien a vynosov dlhopisov, mohli by sme ich
porovndvat so skutoénymi cenami a vynosmi na trhu. V pripade Vasickovho modelu
sa ceny oboch dlhopisov v trojfaktorovom modeli daju vyjadrit analyticky. V pripade
CIR modelu vieme numericky vyjadrit cenu a vynos dlhopisu len v pripade nulovej
koreldcie. Pre kazdy z modelov budeme odvadzat cenu eurépskeho a cenu doméceho

dlhopisu. Nasleduji odvodenia.

3.1 Ceny dlhopisov pre model Vasickovho typu
Cena eurépskeho dlhopisu

Odvodenie ceny eurépskeho dlhopisu je lahsie, lebo vychddza z odvodenia pre dvoj-
faktorovy model. Pri odvodeni{ budeme vychddzat z publikdcii [2, 5]. Ak uvézime
konstantné trhové ceny rizika a oznac¢ime tieto ceny ako A\i(¢,ry,72) = Ay, Ao(t, 71, 72) =
Ay dostavame pre eurdpsky dlhopis parcialnu diferencialnu rovnicu pre cenu P =

P(7,7r1,72), kde 7 je ostavajuci ¢as do maturity (7 =T — t) v tvare:

0P oP oP
- — + [:‘i1<91 — Tl) — )\10’1}— + [52(92 — 7”2) — )\20’2]—
87' 87’1 87“2 (3 1)
2 8213 2 aZP 62 .
a4 % + p120102 — (r+ry)P =0.

2 or? 2 or3 Or,10rsy

Cena dlhopisu v ¢ase maturity (t.j. 7 = 0) je rovnd 1, a preto ma pociatoéna podmienka
tvar P(0,71,7m9) = 1 pre vsetky 1,75 > 0. Tento model je v rizikovo neutralnej miere

len redukciou systému (2.4):

r =71+,
d'rl = (/{1(91 — 7“1) — )\10’1)dt + aldwl, (32)

d?"g = (/€2<92 — 7”2) — )\20’2)(# + Ugdwg.
Riesenie parcidlnej diferencidlnej rovnice (3.1) sa dd vyjadrit v tvare:
P(Tlar277—) = Pl(rlyT)PQ(r%T)? (33)
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kde P; je v tvare P, = A;(7)e B 4 = 1,2,
Dosadenim vyrazu (3.3) do PDR (3.1), oznacenim A = A; A, a néslednym derivovanim

dostavame:

— A + BlATl + BQA’/‘Q — [:‘{1(91 — 7“1) — )\10'1]/131 — [/{2(92 — TQ) — )\20‘2]14.82
R (3.4)
+ ?IAB% + 721433 + p120'10'2ABlBQ - 7"1A - ’I“QA =0

Aby bola rovnica (3.4) splnend, musi platit pre vietky r, 75 a teda

. o2 o3
A= ()\10’1 — lil(gl)ABl + ()\20'2 — HQ@Q)ABQ + 71AB% + %AB% + p120'10'2ABlBQ,
B =1-rB,
BQ =2 HQBQ.
(3.5)
Riesenie pre B; (i = 1,2) vieme vyjadrit v tvare
1 _ —RKtT
Bi(r)=—"—. (3.6)
R
Ak vyuzijeme pociatocnu podmienku A(0) = 1 dostavame, ze plati
! 0 Lo | 03 o
111 A(T) = / ()\10'1 — /1101)31 -+ (/\20'2 — KQQQ)BQ + _Bl -+ —32
2 2
0 (3.7)
+ plgalagBlBst.
Po dosadeni vyrazu (3.6) do rovnice (3.7) pre funkciu In A(7) plati
o2 o3
In A :_Roo__ll_ —517'2__21_ —KoT\2
DA(T) = ~rRo = Th(1— ) = T (1)
1 1
+ (1 _ e*l{ﬂ')_ (Rool p120102> _|_ (1 _ 67!{2T)_ (Roozp12o-10-2) (38)
K1 K1K9 K2 aa)
P120109 (1 — 6_(Hl+m2)7)
K1K2 Ki+ ke
kde
Wy Uz-z P120102
Ryi=0, —— — 5 4 Roo = Roo1 + Rz — : (39)
K; 2K; K1K9
Pre cenu dlhopisu v dvojfaktorovom Vasickovom modeli potom plati
P(ry,ra,7) = A(r)e” BrIm =B, (3.10)
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Cena domaceho dlhopisu

Budeme vychéadzaf z clanku [9], ktory je logickym rozsirenim odvodeni v predchédzajiicej
podkapitole. Oznacme trhové ceny rizika rovnako ako v prvom pripade A (t, 71,79, 74) =
A1, Aa(t, 11,79, 70) = Aoy Ag(t, 71,79, 74) = Ag. Model ma v rizikovo neutralnej miere tvar:
dry = (k1(01 — 1) — Ayoy)dt + ordwy,
dry = (ka0 — 19) — Aaoa)dt + oaduws, (3.11)

drqg = (ka((r1 +12) — 14) — Agoq)dt + o4dwy,

Pre domaéci dlhopis méa parcidlna diferencidlna rovnica pre cenu P = P(T,71,72,74)

tvar:
oP N oP N oP N oP N o2 0*P  010*P  030°P
or Ha Oryg H2 orq Hs dry 2 Or? 2 Or} 2 0r3 (3.12)
N o*pP N o*pP N o*pP P '
040 040y ——— 010 —rqP =
P1d0d 1870118701 P2d0d 287‘d8r2 P1201 287“187"2 d )
kde
pa = a1 + agrg + asry + agro, pip = by + bary, pi3 = ¢ + cara, (3.13)
pricom pre rizikovo neutralne drifty (3.13) plati:
ay = —Ag0g, Ay = —Kd, a3 = a4 = Kg, b1 = K101 —A\1071,by = —K1, 1 = Kalla— 909, 2 = —Ka.
(3.14)
Riesenie tejto parcidlnej diferencidlnej rovnice sa da vyjadrit v tvare
P(rg,ri,m9,T) = eAMratB(r)r+C(r)ra+D(7), (3.15)

Vo Vasickovom modeli sa daji funkcie A, B, C, D napisat v tvare explicitnych rieSen{
stustavy obycajnych diferencidlnych rovnic. Dosadenim tvaru riesenia (3.15) a driftov

(3.13) do PDR (3.12) dostévame:

Td(—A + GQA — 1) + 7"1(—3 — agA + bgB) + 7"2(—0 + G4A + CQC)
. o2 o2 o2
+ (=D +a A+ b B+¢,C+ 7%42 + 7132+ 7202) (3.16)

+ p100104AB + p2q0204AC + p120102BC) = 0.
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Aby bola rovnica (3.16) splnend musime kazdy vyraz v zdtvorkach polozit rovny 0.
Dostavame tak systém obycajnych diferencidlnych rovnic

A= CLQA - ]_,
B = CL3A + bgB,
C = CL4A—|—CQC, (317)

. 2

o2 o o2
D=0 A+bB+c,C+ TdAQ + 7132 + 7202 + p140104AB + pogo20,AC

+ p120102BC.

Cena dlhopisu v ¢ase maturity 7 = 0 je rovna 1, a preto si pociatocné podmienky
stustavy ODR (3.17) A(0) = B(0) = C(0) = D(0) = 0. RieSenie ststavy sa da vyjadrit
nasledovne. Predpokladajme ale, Ze as # by a as # co; teda sa nebudeme zaoberat

Specialnym pripadom, kedy su koeficienty rovnaké.

A(T) _ 1 _(126(121'7
ag(by(l — e™7) —ag(1 — 7))

B(r) = asby(as — bs) ’ (3.18)

() = as(co(1 —a:cQ(C)L;_aZQ()l —e ))’

D(7) = /OT D(s)ds.

Funkciu D vieme explicitne vyjadrit integrovanim. Vypocet integralu je zdfhavy a preto

ho uvadzame v prilohe.

3.2 Ceny dlhopisov pre model CIR typu s nulovou korelaciou
Cena eurdépskeho dlhopisu

Aj v tomto pripade budeme postupovat podla publikdcie [5]. Pre trhové ceny rizika v
tvare Ai(t,71,72) = Aiy/T1, Aa(t,71,72) = A2y/T2 md model v rizikovo neutradlnej miere
Specifikaciu:
r=r1+Ty
d?”l = (/{1(6’1 — 7“1) — )\10’1T1>dt + alﬁdwl, (319)

dry = (K2 (02 — 12) — Agoora)dt + 09v/Todws.
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PDR pre tento typ dlhopisu je v tvare:

oP OP oP
- E + [:‘11(01 — 7’1) )\10’1’/‘1}8—7ﬁ1 + [Iig(@Q — Tg) — )\2J2T2]8_7“2
L9, 8P o &P
2 'or2 T2 " or3

(3.20)
- (7’1 + TQ)P =0

so zaciatocnou podmienkou P(ry,79,0) = 1 pre kazdé 1,7 > 0. Pre trhové ceny rizika

v tvare Ai(t,71,72) = A\iy/T1, Aa(t, 71, 72) = Aay/T3 hladdme rovnako riesenie v tvare
P(Tl,’l"g,’/'):Pl(Tl,T)PQ(TQ,T), (321)

kde P, = A;(t)e B0 i = 1,2, pricom funkcie A, B splitaju zaciatocné podmienky
A(0) =1, B(0) = 1. Dosadenim tohto tvaru do (3.20) dostdvame rovnosti

2

. . o
(—A1 — /4319114131) + (Bl + (/‘il + )\101)31 + 713% — 1)A1T1 = O,
(3.22)

2
. . o
(—AQ — /4329214232) + (BQ + (Kl + )\101)32 + 7233 — 1)A2T2 = O,

ktoré musia platit pre vietky 71,79 > 0,7 > 0. Ked'Ze rieSenia pre obe rovnice st ana-
logické, odvodime riesenie len pre prvy faktor. Riesime systém rovnic, ktory spolo¢ne
s pociatocnymi podmienkami tvori systém obycajnych diferencidlnych rovnic:

— Ay — k101 A1 By = 0,

. 2 (3.23)
Bl + (/€1 + )\10’1)81 + 718% —1=0.

Po separdcii, integrovani, dalsom postupe rovnako ako v [5] a oznaceni ¢; = k1 + A0y,

¢1 = /(K1 + M\o1)? + 207 dostaneme, 7e

2k161

2¢16(¢1+¢1)T/2 o2

(01 + ¢1)(e?™ — 1) + 2¢1) ’
2(6¢1T —1)

(1 + &) (e — 1) +2¢1

A= ( (3.24)

Bi(r) =
)
Dosadenim funkcii do vyjadrenia (3.21) dostdvame pozadovant cenu dlhopisu opéit v
tvare (3.10), pricom A(7) = Ay (7)As(7).
Cena domaceho dlhopisu

Postup tiez preberdme z publikdcie [9]. Oznacme trhové ceny rizika A (t,71,79,74) =

AT, Aa(t,11,79,7a) = Xay/T2, Aa(t,r1,72,74) = Aay/Ta. Model ma v rizikovo ne-
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utralnej miere tvar:
dTl = (lil(@l — 7”1) — )\10'17’1)6# —+ alﬁdwl,
d?“g = (/12((92 — 7”2) — )\20'27’2)(# + Ugﬁdﬂ)g, (325)
drq = (kq((r1 +12) = 14) — Aa0qrq)dt + 041/radwy,

pricom pre domdci dlhopis mé parcidlna diferencidlna rovnica pre cenu P = P(,71,72,74)

tvar:
8P+ 8P+ 0P+ 8P+J§ 62P+0% 82P+J§ 0*P P_0
- — —_— — —+ Yyt —r ==+ Zr9g—— — 1P =
ar Moy T T, T2 e T2 g2 T g T T
(3.26)
kde
[tg = a1 + aoTq + azry + agra, o = by + bary, U3 = ¢4 + cora, (3.27)
a kde pre rizikovo neutrélne drifty(4.3) plati
a1 = 0,0y = —Kq—0qAq, @3 = @4 = Kq,b1 = K101,by = —K1—=A101, ¢1 = Kaby, co = —Ka—X200.
(3.28)

Po dosadeni riesenia v predpokladanom tvare (3.15) do (3.26) dostavame rovnicu:

2 2
ra(—A+ agA+ %AQ —1)+r(—B+aA+ 0B+ %BQ)

2 (3.29)
+ro(—C' 4 agA + coC + %02) +(-D+aA+bB+c,C) =0,
ktora implikuje systém obycajnych diferencidlnych rovnic
. 0'2
AZGQA—F?CIAQ— 1,
. 0'2
B = a3A + b,B + L B?,
2 (3.30)

02
C = a4A + CQO + ?202,

D= (ZlA + blB + 010,

s potiatocnou podmienkou A(0) = B(0) = C(0) = D(0) = 0. Tento systém vieme riesit
numericky pomocou prikazu ode [19] v programe Scilab. Solver automaticky vybera
vhodnejsiu z nasledovnych metod: Adamsova metéda prediktor-korektor a viackrokova

metoda spatnych diferencii.
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3.3 Casova struktira urokovych mier pre model Vasickovho
typu

KedZe sme v predchadzajiicej ¢asti odvodili vzorce pre ceny dlhopisov, pozrieme sa na
priebehy cien v ¢ase a vyvoj im prislichajicich vimnosovych kriviek a budeme skimat,
ako sa tieto krivky zmenia, ak by sme zvolili nulové korelacie medzi jednotlivymi fak-
tormi vo Vasickovom modeli.

Parametre sa zvolené rovnako ako v kapitole 2.2 t.j. Ky = 1.2, #; = 0.022, o7 = 0.005,
A1 = 0.1, r99 = 0.01, kg = 1.5, 63 = 0.013, 05 = 0.005, Ay = 0.1, g9 = 0.015, kg = 1,
oq = 0.01, A\y = 0.1 a p1o = 0.7, p1g = 0.7, pog = 0.8. Ceny a vynosy eurdpskych a
domacich dlhopisov pre okamzitu tirokovu mieru v prvy a piaty den si znazornené na

obrazkoch 3.1 a 3.2.

Europsky dihopis Europsky dihopis

Obr. 3.1: Cena a vynos eurépskeho dlhopisu pre okamziti trokovi mieru v piaty den.

Domaci dihopis Domaci dihopis

0.998 21

0996

0994

0992

099 4

Vynos [%]

0988

Cena Dihopisu (P)

0986

0984

0982

0.978 T T T T T T T T T 165

Obr. 3.2: Cena a vynos doméceho dlhopisu pre okamzitd urokovi mieru v piaty den.
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3 ODVODENIA CIEN DLHOPISOV

3.3.1 Pripad nulovej korelacie faktorov

Na grafoch v obrazku 3.3 vidime porovnanie vynosov eurépskeho a doméaceho dlhopisu

v pritomosti koreldcie a bez nej. V tabulke 3.1 vidime porovnanie jednotlivych vynosov.

Europsky dihopis Domaci dihopis

S korelaciou
Bez plyvu korelacie

S korelaciou
Bez plyvu korelacie

Vynos [%]

T T T T T T T T T T
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Cas do maturity (tau) Cas do maturity (tau)

Obr. 3.3: Vynosy eurépskeho a doméaceho dlhopisu pre okamzitii drokovi mieru v piaty den

s korelaciou a bez jej vplyvu.

Rozdiely si vsak v absolitnej hodnote rddu az 107%, ¢o by sme mohli povazovat za

Eurépsky dlhopis Doméci dlhopis
Maturita || Vynos [%)] (kor.) | Vynos [%] (Bez kor.) | Rozdiel [%] || Vynos [%)] (kor.) | Vynos [%)] (Bez kor.) | Rozdiel [%]
ﬁ 3.0518817 3.0518854 - 0.037E-04 1.6668848 1.6668853 - 0.005E-04
% 3.0721208 3.0721346 - 0.137E-04 1.7190598 1.7190635 - 0.037E-04
ﬁ 3.0908661 3.0908946 - 0.285E-04 1.76945 1.7694617 - 0.116E-04
% 3.1082436 3.1082905 - 0.469E-04 1.8180791 1.8181047 - 0.256E-04
1% 3.1243679 3.1244357 - 0.678E-04 1.8649765 1.8650228 - 0.463E-04
% 3.1393428 3.1394335 - 0.906E-04 1.9101766 1.9102509 - 0.743E-04
% 3.1532631 3.1533777 - 1.146E-04 1.9537179 1.9538276 - 1.097E-04
% 3.1662149 3.1663542 - 1.393E-04 1.9956421 1.9957944 - 1.523E-04
% 3.1782765 3.1784408 - 1.643E-04 2.0359931 2.0361949 - 2.018E-04
% 3.1895195 3.1897088 - 1.893E-04 2.0748167 2.0750745 - 2.578E-04
% 3.200009 3.200223 - 2.14E-04 2.1121599 2.1124796 - 3.198E-04
1 3.2098044 3.2100428 - 2.384E-04 2.1480703 2.1484575 - 3.873E-04

Tabulka 3.1: Porovnanie vynosov dlhopisov v pripade koreldcie p12 = 0.7, p1g = 0.7, paqg =

0.8 a bez jej vplyvu.

zanedbatelné. Pri samotnej kalibrcii modelu sa budeme na tento poznatok odvolavat.

Odhadovanie parametrov korelacie nema v konecnom dosledku ziaden vplyv na ostatné

parametre a robili by kalibraciu zlozitejsou.
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4 APROXIMACIA CENY DLHOPISU V TROJFAKTOROVOM
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4 Aproximacia ceny dlhopisu v trojfaktorovom kon-
vergencnom modeli

V nasledujicej c¢asti odvodime aproximaciu CKLS modelu. Pre CIR model s nulovou
korelaciou pozname analyticky presné riesenie, takze porovnanim s aproximéaciou pre
CKLS model zistime presnost aproximécie pre tento pripad. Odvodime aj presnost
aproximéacie pre vSeobecny CKLS model. CKLS model je v rizikovo neutralnej miere

je dany nasledovnym systémom stochastickych diferencidlnych rovnic:

dry = (by + bary)dt + oyr]" dwy,
dro = (¢ + corg)dt 4 091y dws, (4.1)
drg = (a1 + agrq + asry + aqrs)dt + ogr ) dwy,
kde 3 = Cov(dw) = dtp a dw = (dwy, dws,dws)” je vektor Wienerovych procesov
s korelacnou maticou p, ktorej prvky p;; vyjadruju korelacie medzi faktormi r; a r;.

Parcidlna diferencidlna rovnica, ktord musi spliiat rieSenie pre cenu dlhopisu v tomto

modeli, ma tvar:

op 9P 9P QP o¥7M0P oW PP o3y 0°P

or M, e TR, T T a2 T T a2 T T2 a2
+ praoar,torryt afjga + poaoar)toary’ 87(?;;7’2 (4.2)
+ prao1r]toary’ 8?1257“2 —rqyP =0,
pricom pre rizikovo neutralne drifty plati:
fa = Q1 + GoTq + azry + asra, flo = by + bary, pi3 = ¢1 + cara. (4.3)

Na rozdiel od Vasickovho modelu v tomto pripade vsak uvedena PDR pre cenu dlho-
pisu nemd presné analytické rieSenie. Z toho dovodu by sme radi toto rieSenie apro-
ximovali. V nasledujticej ¢asti sa budeme zaoberaf aproximéciou riesenia a rddom jej
presnost v tvare In P"°% —In PP"¢"¢ Tento rad presnosti bol pre CIR model s nulovou
koreldciou odvodeny v [9]. Ako zdklad poslizi aproximécia ceny dlhopisu v jednofak-
torovom CKLS modeli, ktori autorka navrhla v [7]. Pre trojfaktorovy model budeme

postupovat analogicky. Aproximaciu navrhujeme tak, Ze ¢leny oy, 01,02 v rieSeni pre
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trojfaktorovy model Vasickovho typu (3.17) nahradime ¢lenmi ogr)?, oyr]", o9r3>. Ap-

roximované riesenie pre cenu dlhopisu bude mat tvar

P(Td, 1, T, 7_) _ eA(T)Td-l-B(T)Tl+C(T)T2+D(T)’ (44)
kde
1 — %27
Ar) = ——,
B(r) = az(by(1 — e¥7) — ay(1 — eb27))
azbz(az - b2) ’
O(r) = aa(ca(l = e™7) — ap(1 — €7))

CLQCQ(CLQ — CQ)

D(r) = / tmA(s) + biB(s) + e1Cl(s) + 2 A%(s) 4 T
0

+ p1a0i' o) A(s)B(s) 4 peacy’ 0 A(s)C(s) + praoi* oy’ B(s)C(s)ds.

(4.5)

Teraz vypocitame jednotlivé derivacie funkcii A(7), B(7),C(7), D(7), danych predpi-

som (4.5), aby sme mohli vyjadrit Taylorov rozvoj logaritmu aproximativnej ceny dl-

hopisu.
i-ta derivacia | 0 | 1 213 4

AY(0) 0|-1]—ay | —a? —a3

B(0) 0| 0| —ag | —as(as + by) —agby(ag + by) — a3az

C'(0) 0| 0| —ay | —as(as + c2) —ayca(as + ¢3) — aday

DY(0) 0| 0| —ay | —ase; — asby — | —agei(as + o) — asbi(as +

aag + 120> by) — aya3 + 3agryol +

3a4p2aoary’oar)’ +
3agp1go1r] ogry’

Tabulka 4.1: i-te derivécie funkcii A, B,C, D (4.5) pre aproximaciu CKLS modelu

Zlogaritmovanim oboch stran rovnice (3.15) dostdvame, ze logaritmus ceny dlhopisu

jeln P = A(T)rqy+ B(7)r1+C(7)re+ D(7). Taylorov rozvoj stvrtého radu sa d4 vyjadrit
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nasledovne:
In P = A(1)rqg + B(r)r1 + C(7)ry + D(7)
A(0)rg + B(0)ry + C(0)ry + D(0)) + (A(0)rg + B(0)ry 4+ C(0)ry + D(0))7

—~

+ (A(Q) (O)Td + B(Z) (0)71 + 0(2) (0)7’2 + D(2) (0))7‘2

AP~

(A®(0)rg + BP(0)r, + C®(0)ry + DP(0))r*
1
4

+

+ —(AD(0)ry + BY(0)r; + CD(0)ry + DD (0))7* + o(r)

[\l

Dosadenim hodnot z tabulky 4.1 do vyjadrenia (4.6) dostdvame:

In P?" = —rgm — 5((11 + agrg + asry + agry)T?
1
— é(agrd + (13(612 + 62)7”1 + CL4(CL2 + CQ)T'Q + aycy + a3b1 + ajag — 7”3“0’3)7’3
1
— ﬁ(agrd + (asgbs(ag + b)) + CL%CLg)Tl + (agca(ag + c2) + a%a4)r2 + aysci(ag + o)

2 29q 2 2 Yd 1 Yd\ -4
+ agbi(az + ba) + ara; — 3agr, 0 — 3a4p2a02ry  0ar)t — 3azprao1ry oar)t)T

+ o(14)
(4.7)
Pre trokovi mieru plati
R (t,T) = BT =rq+ 5((11 + asry + azry + aqro)T
+ é(a%rd + as(ag + by)ry + ag(ag + ¢3)ry + agey + ashy + ajay — 12 02) 7>
+ i(agrd + (asba(ag + be) + a%ag)rl + (agco(ag + c2) + a§a4)7“2 + aygci(ag + o)

2 2vq 2 Y2 Yd 71 Yd\ -3
+ asbi(ag + ba) + a1a;5 — 3agry oy — 3a4p2a0ars Oyt — 3azpraoiry Oart)T

+ o(T%)
(4.8)

Aproximacia vynosovej krivky zac¢ina po spravnosti z rq. Pre 7 = 0 ide o okamziti

domacu urokovu mieru.
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4.1 Aproximdcia a jej prenost pre CIR model s nulovou ko-

relaciou

Presné riesenie pre cenu dlhopisu v CIR modeli je dané systémom (3.30). Pre zistenie
vyjadrenia aproximdcie CIR modelu ndm staci do vyjadrenia (4.7) dosadit parametre

v = 1 a p;; = 0. Této aproximécia bola urobend v ¢lanku [9].

Rozvoj presného riesenia pre CIR model

Cena dlhopisu pre tento model je v tvare P = eAMratBOn+Cn)r4D(7)  kde funkcie
A, B,C, D st dané ako rieSenia nasledovnej sustavy obycajnych diferencialnych rovnic
(3.30):
. 0'2
A = agA + 7dA2 —1
. 0’2
B =a3A+ b,B + —B?
2 (4.9)
C = as A+ coC + %02
D=aA+b0B+c¢C
s pociatoénymi podmienkami A(0) = B(0) = C(0) = D(0) = 0. Pomocou tychto vieme

iterativne dosadzovanim do ststavy (4.9) vypocitat potrebné derivécie.

2
Amm):@Amy+%A%m—1:—1

AP(0) = a AD(0) + o3 (A(0) AN (0)) = —ay

B®(0) = agA(0) + b,BY(0) + 07 (B(0) B (0)) = —ay

A‘?’)(O): ®(0) + 03(241(0) + A(0)AP(0)) = —as + o]

B®(0) = asA?(0) + b,BP(0) + 02(2BY(0) + B(0)B@(0)) = —asay — ashy

AD(0) = ay A®P(0) + 02243 (0) + AV (0) AP (0) + AV (0)AB(0)) = —a3 + 4ay0?

HWm_%A(m+@ 9(0) + 02(2B@(0) + BY(0)B@(0) + BY(0)B®(0))
— —a2a3 — asaghy — ash? — o2az = —asby(ay + by) — a2as + azo?

(4.10)
Derivacie pre funkciu C' st analogické s vypoctom pre funkciu B. Pre funkciu D sa daju

lahko dordtat pomocou A, B, C. Vsetky derivécie st zhrnuté v tabulke 4.2. Dosadenim
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aiaz

KONVERGENCNOM MODELI
i-ta derivacia | 0 | 1 213 4
AY(0) 0|-1|—ay | —adi+ o3 —a3 + 4ago?
B*(0) 0| 0| —as | —as(as + by) —agby(ag +by) — azas + azo?
C'(0) 0| 0| —ayq | —ay(as+ c2) —ayco(ag + cz) — asay + aso’
D¥(0) 0] 0| —ay | —ager — azby — | —agci(ag + ¢o) — agbi(az +

2 2
be) — ara3 + a10;

Tabulka 4.2: i-te derivdcie funkcii A, B,C,D danych systémom (4.9) pre CIR model s

nulovou korelaciou

do vyjadrenia Taylorovho rozvoja (4.6) dostdvame vyraz pre rozvoj presného riesenia

CIR modelu s nulovou koreldciou In PC¢1Rr=0

In PCTRA=0 — _p 7 4+ 5(—611 — QoTg — a3’y — a47”2)7'2

1
+ 6((—@3 + 0y + (—ager — asby — aray) + (—as(ag + by))ry + (—ag(ag + c))ry) 7>
1
24

— agey(ag + co) — azby(ag + by) — aras + ayo) 7 + o(7?)

+ ((—ag + 4(120'62[)7’61 + (—a3b2(a2 + b2) — CL%CL3 + agag)rl + <—G4CQ<6L2 + Cg) — CL%CL4 + CL4O’§)T2

(4.11)

Rozvoj aproximativneho riesnia pre CIR model

Na zistenie tvaru jednotlivych ¢lenov rozvoja ndm staci do tabulky 4.1 dosadit para-

metre 71 = Yy = Vg = % a pra = paqg = p12 = 0. Upravené ¢leny sa nachddzaji v tabulke

4.3

i-ta derivacia | 0 | 1 213 4
AY0) 0|-1| —ay | —a? —aj
B(0) 0| 0| —ag | —az(as + bo) —agby(ag + by) — aaz
C(0) 0| 0| —ay | —as(as + c2) —ayca(as + ¢3) — aday
DY(0) 0| 0| —ay | —aser — asby — | —agei(as + o) — azbi(as +
aiag + rq0? by) — aya3 + 3agryol

Tabulka 4.3: i-te derivdcie funkcii A,B,C,D pre aproximédciu CIR modelu s nulovou ko-

relaciou
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Podobne, dosadenim do rozvoja (4.6) dostavame rozvoj aproximativneho riesnia CIR

modelu s nulovou koreldciou In PE¢!f:p=0.apr.

PC’IR,p:O,apr

In = —ryT + 5(—a1 — ATy — asTy — a4T2)T2

1
+ 6((-&%)7’(1 + (—CL401 — a3b1 — a10Q9 -+ T’d0§) + (—ag(ag -+ bQ))Tl + (—CL4(CL2 + 02))7‘2)7'3

+ ﬁ(—agrd + (—asby(ag + by) — a3as)r + (—asca(as + o) — aday)ry — agci(as + c3)

— asbi(ag + by) — a1a3 + 3agrqod) T + o)

(4.12)

Presnost aproximacie pre CIR model s nulovou koreldciou
Porovnanim ¢lenov v tabulkéch 4.2 a 4.3, respektive v rovniciach (4.7) a (4.12), dostdvame
podobne ako v [9]

_ _ 1
In PCIRp=0apr _ 1y pCIR,p=0 _ —ﬂaf,(al + agrg + asry + agre) ™ +o(t*)  (4.13)

4.2 Presnost aproximdcie pre vieobecny CKLS model

V predchadzajicej casti sme aproximovali CIR model s nulovou korelaciou na zaklade
vysledkov pre Vasickov model. Zistili sme aj presnost tejto aproximécie. Jednym z
hlavnych prinosov tejto prace je odvodenie presnosti aproximacie pre vseobecny CKLS
model. V nasledujicej casti sa na toto odvodenie pozrieme. Postup bude zlozitejsi,
moznost porovnania dvoch Taylorovych rozvojov odpadé. Budeme postupovat podobne
ako v pripade jednofaktorovych [8] a dvojfaktorovych [12, 2] modelov.

Nech fP"(7,11,79,74) = In PP"(1,7r1,1r9,74) Oznacuje logaritmus presného riesenia
ceny dlhopisu a nech f*"(7,ry,19,74) = In P (7,71, 79,74) 0znacuje logaritmus pri-

blizného riesenia ceny dlhopisu (4.4),(4.5) trojfaktorovom CKLS modeli. Potom plati:

opr afr
= Pp’r‘
or or’
opr LOfPT
ar, = PP or (4.14)

2 T T T 2 £pr
PPy (OF7OFT PP
87}873 87}' 87"]' 87’@'87”3'
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Pobodne vyrdtame parcidlne derivdcie aj pre P%". Ked'ze PP" vyhovuje rovnici (4.2),

tak po dosadeni z (4.14) nadobuda tato rovnica novy tvar

B @fpr afpr afpr 8fpr o.d,r?l’}’d afpr 2 a2fpr
e R S T T N B

N 0.17,%’71 8fpr 2 N 82f§r N 0.27,572 afpr 2 N a2f§r
2 ory ory 2 Ory ory
afpr afpr 82fpr fpr fpr 82 fpr
Vd 71
+ Pragarq o1 ( 8rd 87“1 + 8rd8r1 * deO'de 0-2T2 87“d 87’2 * 8rd8r2

pr pr 2 fpr
oy (L0 I

0'27”
! 2 87“1 @TQ 87‘187“2

+ pr2o1T
(4.15)

Pre f*"(7,71,19,74) = In P®" (1,71, 1r9,14) dostdvame podobné vyjadrenie, avsak s

netrividlnou pravou stranou:

+ + +
or Ha ory H ory Ha Orsy ory or?

N 0'17“1 @fapr 2 N a2fz;pr N 0.27,572 afapr 2 N anz;pr
2 ory ory 2 Org or;
fapr fapr 82 fapr fapr fapr 82 fapr
+ pldadrd O'1T1 ( 87"(1 87’1 + 8rd8r1 * deO'de 0-2T2 87”(1 (97’2 + 8rd8r2

apr apr 2 fapr
" ( /" 0F +8f > —rqg = h(r,7r1,79,74).

0'27’
! 2 87’1 67“2 87‘187“2

8]"(1107” 8fap1” afapr afapr O.drj%l ( <afapr ) 2 82 fapr >
+ =5 -

+ p12017
(4.16)

Dalej definujme funkciu g(rg,r1,72,7) = f% — f7 = In P%" — In PP". Je teda
rozdielom medzi logaritmom pribliznej a presnej ceny dlhopisu.

Pre funkciu g(rg, 1,72, 7) dalej plati nasledovné:

dg 2_ o favr B ofrr 2_ o fawr 2+ ofrr 2_28faprafpr
8ri N 67} 87“,~ N (’“)rl- 8’/’@' 6ri 87“1‘
09 09 _ (00 O (95 9T\ (417)
Or; Or; or; or; or; or;
afapr afapr afapr afpr B afpr 8fap'r N afpr afpr

or;  Orj dr; O, or; Or; or; Or;
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Teda mozeme pisaft
dg dg dg dg  ogry o9 \°> 0%
8T+'ud3 +M23 1 +M33T2 - 2 Ora " or3

27 2 2
ot (00, o) ot ((00)' 0%
i 2 ((87“1) * 8rd> * 2 ((87’2) * or3

dg Og 0?g 99 dg g
+ praogriioyr]t + + pPogoar iogrd? +
P1d04dT g 0174 <37‘d ory ardaﬁ P2d9dTq 0272 ard 37”2 87"(187’2

dg Og 0%g
’Yl p—
+ P1201T O-QTZ (87“1 67“2 + 87”187"2

_ af(lp'f' _ apr' —I— 8]0(1]77' _ apr' —I—
or  or ) TP\ o, T or, ) TH?

67’1 87“1

N O.dr?i’m fapr afpr 2 B 28fapr afpr N 82fap7‘ B a?fpr
2 Org rq Orq Org org orj

N O.lrf%l afapr afp’r B Qafapr afpr N anapr B anpr
2 ory ory ory 0 or? or}

N 0'27”5% afapr afp’r B Qafapr afpr a2fapr B anpr
2 Ory Ory Ory  Org or? or3

8fapr B afpr N afapr B afpr
3 87“2 87"2

)

afapr afapr afapr afpr afpr afapr N 8fpr afpr N anapr a?fpr

+ pracargtonry’ ( drqg dr g Ir1 Ory Orqg Oy Org | Orgdr amar1>
dferr gfarr g ferr gfer 9 fer o ferr N ofrr o frr . 92 farr D2 frr

T Puoary ooy’ < Orqa Ory  Org Ory  Ory Org  Ory Org  Oredry 8rd87°2>
aferr g fapr  Qfeprr gfer Qe et Qfrr gfer 92 forr o2 frr

—|—p12017“1 0'27'2 ( 87‘1 87”2 B (97’1 87’2 B 87’2 67’1 87’2 87”1 87“137’2 _37’187’2> ’

(4.18)

Z porovnania (4.15), (4.16) a (4.18) vyplyva, ze funkcia g(rq, 1,72, 7) vyhovuje nasle-

dovnej parcidlnej diferencialnej rovnici:
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dg dg dg dg  ogry o9 \°> 9%
" 2 () 29
or org ory Ors 2 Ory or;

N oy @ 2 N ig N o1y @ ’ 4 ig
2 or or; 2 Ors or;

dg O 0? dg O 0?
+ praoar)torry < g 99 + J ) + poaaoar)toary’ < 999 + J

8_m ory  0rgory 8_m Ore  OrgOrsy
(ag@_F 829 Udr?i%z [(8fpr)2_afaprafpr]

Y1 2
1 0279

+ p12017 ) = h(r,r1,72,74) +

8_7“167“2 87‘187"2 2 8rd ard 8rd
N 0.174%71 [<8fpr>2 B afapr afpr] N 0’27“372 [(8fp7‘)2 - 8fapr 8fpr]

2 ory ory 0Org 2 Orsy 8—7"2 Ory
_28](‘])7" 8fp’f‘ B afapr afp?" B afp’l‘ af(lp'l’_
| Ory Org ory 0rg ory Orgq |
_2afpr afp’l‘ B afap’r apr B afp’l‘ af&p’f‘_
| Ory Org Ore 0ry Ory Orgq |
_28.](']?7’ 8fp7" B afapr afpr B afp’l" 8fapr'
| Orp Org or; 0Ory ory Ory |

Yd Y1
+ P14047 ;017

Yd Y2
+ 24047 ;" 02T

Y1 Y2
+ P12017{ 02Ty

(4.19)
a dalej, ze pre funkciu h(rg, 1,72, 7) plati
3 4 4
h(rq,r1,72,7) = ks(rq,r1,72)7° + ka(ra, 71, 72)7" 4 0(T%),
kde
k _ 1 2 2vq—2 2 2vq 2 294 2 2 2 2 2 2
3(rg,T1,T2) = éffﬂd?“d ( vary toy — oy + 2a0r; 4+ 20470 + 237179 + alrd)
1
_ Ya—2 3va+1 _3 2 3v4 3 3Ya 3 2. 72,..279 2
ky(rg,rm,79) = @gdrdd (=167ar oy + 12a97;7r, 0y — 6agyary oy + 3agy e’y praoaoy
Y2 .27, 2 2 71,.27, 2 Y1..27, 2
— 3aayary 1y peaoeoy + 3asygr vy pracioy — 3azyar|' vy prao1o;
2v0—1 yq+1 2 2 2v1—1,_va+1l 2 2 2 Yd+2
+ 6asy27ar5 Tt P3q0504 + 6asy1var T, plaoioa + 12a57y4r 4 0

+1 +1 1
+ 12a0a4yar2r)* " 0q + 12aga374r17)" " 04 + 12a1a0y4rd " oy

272—1 2 ¥2,..2 Yo—1_2
+ 6a4v2yar 17y 2 rapi2p2a0105 + 6a2a4Yars T p2402 + 6a4CaTY2TsE T P2002

Yo—1_2 2 Y2+1 Y2
+ 6agci1v2ry” "Typ2a02 + 6ayVary  Tap2d02 + 6a3a4Yar17y Tap2402

Y2 2. 3m—2_2 3 371—2_2 3
+ 6a1a47Y47r5° Tap2402 + 3a3YiT] T301d0] — 3A3Y1T] 770140
6 1 rap1aol + Gagbyryiyar] Ty Gasbiyiry ™'
+ 6agazyary rap1a0l 4+ 0as02r171T Tgp1a01 + Oazbiyiry TTgpP1401
Y1 2 y1+1 Y1
+ 6agaqsyar{' rarap1ao1 + 6azyar]" " rapraor + 6arasyar! rapraoi).

(4.20)
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Predchddzajuice tvrdenie je mozné dokézat dosadenfm f®" rovnice (4.16) a vypoctom
Taylorovho rozvoja ziskanej pravej strany h. Budeme pokracovat podobne ako v pripade
rovnice (4.7) a vyuzijeme ¢leny z tabulky 4.1, ktoré budeme postupne derivovat. Po-
trebné cleny rozvoja pri mocninach 7 pre vSetky parcialne derivacie, ktoré vystupuju v

rovnici (4.16), je mozné néjst v tabulkdch 4.4 a 4.5. Po tpravdch dostdvame Ziadany

mocnina 7 | 0 | 1 2 |3 4
g—rj; 0]-1]—-% %(Z’ydrfl“_lafl —a3) i(6a2’7d7“§7d_10'§ +
Basary’ 1y’ paa020a -
3azyar] ) praoiog — a)
g—rfl 00 |—%|—ztas(az+by) L (Baznr ) praoiog — azbi —
asazby — a3as)
g_,fz 00| —-% —%CM(GQ + ¢3) 2—14(3a4’yg7”;2717”gdp2d020d — a4cs —
U2a4Cy — A304)
girg 00 0 %(W(Q’Yd — 1)7‘37‘1_203) 2—14(6(127(1(2% — 1)7}21“_2‘73 +
3as(Ya — D)yars*r)* 2 paacaoy +
3as(va — D)var]'r}* 2 p1ao104)
gir% 0101 0 0 (ag(y — Dy 21 praoog)
gié 00} 0 |0 %(CM(% - 1)727“;2_27”3%2(102%)
% 0]0 0 0 é(aa’h%ﬂ"?l_1?"}‘1_1015101%)
araj—afm 040} 0 |0 %(awﬂd?";Q_17”3‘1_1[)20102%)
st lojol o |o 0

Tabulka 4.4: Koeficienty v rozvoji funkcif ngd of of O°f O°f °F 0°f 0°f 0°f

70r1°0r2? 9r2’ Ory ) Or3 ) Orq0r1’ Orq0rs ) Or10rs

tvar funkcie h(rq, 71,79, 7). Vyjadrenie tvaru tejto funkcie je ddlezité pre zistenie radu
pravej strany rovnice (4.19).

Rozvinme teraz funkciu g(rq, 71,72, 7) do Taylorovho rozvoja. Nech
oo o0
g(ra, 1,72, 7) = ch(’f’d,’f’l,?”Q)Tk = ch(rd,T1,T2)7k7 (4.21)
k=0 k=w

To znamend, Ze prvy nenulovy ¢len rozvoja je ¢, (rq,71,72)7%. Treba dodat, Ze w #
0, kedze pre 7 = 0 sa g(rq,71,72,0) = In P (rg,r1,72,0) — In PP"(rg,11,72,0) = 0,

koeficient ¢y sa teda identicky rovnd 0. V tomto pripade je na lavej strane rovnice
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KONVERGENCNOM MODELI
mocnina 7 E’g%
0 -7y
1 —(a1 + agrq + asry + aqrs)
2 %(rd 02 — adrg — (ascy + agay)ry — (azby + asaz)ry — age; — azby — ajas)
3 %(3 ” 03 + (3a4r3?r) pagos + 3asr v pract)oq — al'? — (a3 + agascy +
azay)ry — (azbi + asasbs + a3az)ry — agcicy — asagcy — azbiby — asasby — ajal)
4 3 L (Ta2r?02 + ((4ascy + 10a9a4) 132 rd Y pogoy + (4agby + 10aza3 )] 7 prac )oq +

2 3
a2a3b1b2 — a2a3b1 — CL16L2)

2
302137202 + Basasr 1 praoioy + 3a3r 7 0? — aldrg — (a4cd + azasct + adager +

2 p 2
asay)re — (azby+asazbi +aiazby +adaz)ry — ascic3 — asaycics — ajasc) — azbybs —

Tabulka 4.5: Koeficienty v rozvoji funkcie Lg:p

(4.19) élen s najnizsim rddom c,(rq, 71, 72)wr "t Dalej vyjadrime rady jednotlivych
¢lenov pravej strany spominanej rovnice.

Vieme, ze fP"(rq,11,72,0) = 0, teda rad tejto funkcie je O(7). Rovnaky rad maju teda aj

OfF" OfFT OfFT ; staf. ze 0L ot _
parcidlne derivécie drq ) Ory ? Ory Z tabulky 4.4 vieme vyéitat, ze = O(r), S =

O(t%) a g—::T = O(7?). Ked sa pozrieme na tvar pravej strany rovnice (4.19) vidime,

7e jej rdd je aspon 72. Rad lavej strany je, ako uz bolo spomenuté, 7¥71, teda vieme

povedat, 7e w — 1 > 2, t.j. w > 3. Vieme aj, Ze
fapr(rd7 1,72, T) - fpr(rda 1,72, 7—) = 0(7—3>'

Pokracujme vo vyjadrovani radov vsetkych clenov na pravej strany rovnice.

afPT B B f‘ap'r _ B 7—2 - 7_2
or, =0(r") o = 0(7*) — O(7*) = O(7?)
fr apr 2
aj; =0() - fm O(%) = O(7*) = O(?) (4.22)
Ofr\* _afur o o (afr afry _ _
( orq ) B ory Ory  Ory ( orq - Ora ) = 0(7)0(7—3) — 0(7_4)
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Analogicky vyjadrime rady pre r a r:
2afp7' afp’f‘ _ af(lp’l" afp?" _ afp’f‘ afapr B afp?" afp’f’ _ 8fapr + 8fp7‘ afpr _ 8fapr
67"1 aT’d 87’1 8rd 87“1 8rd N 8r1 aTd aTd 87“(1 E)rl 87“1
= O0(7)0(7*) + O(1)O(7*) = O(t%)

(4.23)

Opét analogicky vyjadrime rady pre zvysné ¢leny. Podla (4.20) je h(rg,ry,72,T) réddu
o(73) a teda celd prava strana rovnice (4.19) je radu O(73) a koeficient pri 7 je koefi-
cient h(rg, 1,79, 7) pri 73, teda k3(rq, r1,72).

Teda, aby bol rad Tavej strany O(7~1) rovny rddu O(73) pravej strany, musf w = 4. Po-

rovnanim ¢lenov Tavej aj pravej strany dostdvame —4cy(rg, 71,79)7> = k3(rg, 71, 79)7,

t.j.
1
04(Td7T17T2) = —Zk:a(?“dﬂ“lﬂh),
a teda
apr T 1 4 4
g(ra,m1,72,7) = In PP (rg, 11,79, 7) — In PP (14, 71,72, T) = —Zkg(rd,Tl,’l“z)’T + o(1%).

Toto tvrdenie zhrnieme v tvare vety.

Veta 4.1. Nech P®" je aproximujica a PP" presnd cena dlhopisu v CKLS modeli.

Potom pre 7 — 0"
In Papr(rd, 1, T, 7.) —In Ppr(rd’ r1,7T9, 7') = c4(7“d, 71, 7"2)7‘4 + 0(7'4)

kde

1
_ 2 27vq—2 27vq 2 2vq 2 2
ca(ra,ri,ma) = — 5404V (2fydrd oy — 1y 0+ 2a0ry + 2a470rq + 2a37m17q + 2a17“d)

Poznamenajme, ze dosadenim vy = v = 74 = % a p1g = p2q = p12 = 0 dostavame

rovnaky vyraz ako pre pripad CIR modelu s nulovou koreléciou, odvodeny v kapitole

4.1.
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5 KALIBRACIA TROJFAKTOROVEHO MODELU UROKOVYCH MIER

5 Kalibracia trojfaktorového modelu tirokovych mier

Trojfaktorovy model trokovych mier opisuje spravanie eurépskej urokovej miery po-
mocou dvoch faktorov, pricom treti faktor slizi na modelovanie spravania sa domécej
urokovej miery. Preto je predpoklad, ze pridanim tretieho faktora, ktory by mohol
lepsie dovysvetlit spravanie sa eurépskej tirokovej miery, by mohla aproximécia pri-
niest zaujimavejsie vysledky ako v pripade jedno, ¢i dvojfaktorovych modelov. V prvej
¢casti kapitoly sa budeme snazit kalibrovat model pre eurépsku kratkodobu trokovi
mieru jednozna¢ne uréend stc¢tom dvoch faktorov. Kalibracia bude prebiehat na jed-
nak simulovanych datach so zndmymi parametrami, ¢o bude vyhodné pri porovnani
odhadnutych parametrov a nésledne aj na skutoénych vynosoch (Euribor, Bribor)
Odhady pre dvojfaktorovy model boli predmetom aj diplomovej prace J. Halgasovej
[2]. V nasom pripade vsak pouZijeme pozmeneny postup, kedy budeme transformovat
ucelovu funkciu optimalizacie na kvadratickd formu. Kalibracia modelov moze prebie-
hat viacerymi sposobmi. Spomenme napriklad moznost minimalizacie odchylkok teore-
tickych (aproximovanych) vynosov od redlnych hodnot vynosov na trhu [10, 11, 1]. V
pripade, Ze pozname rozdelenie hodnot stochastického procesu, mézme vyuzit metédu
maximalnej vierohodnosti, pomocou ktorej odhadujeme parametre modelu. Odvodenie

pre Vasickov model je mozné najst v [5].

5.1 Odhad parametrov modelu eurépskej tirokovej miery

Ako sme spomenuli v predchadzajicej casti, prvym krokom je kalibracia dvojfakto-
rového modelu pre eurépsku kratkodobtu irokovi mieru. Nech je dvojfaktorovy CKLS

model Specifikovany nasledovnou sustavou stochastickych diferencialnych rovnic:

r=r1+7r
d?“l = (Oél —+ Bﬂ’l)dt + alrfdwl,
(5.1)
dry = (g + Bire)dt + o9rydws,
Cov|dwy, dwsy| = pdt.
Vyhoda CKLS modelu, teda jeho véeobecnost, nie je velmi praktickd pri ocenovani s
nou spojenych derivatov. Rovnica pre cenu dlhopisu v tomto pripade nema analytické

rieSenie. Aproximdcia by teda mala byt vhodnd pri modelovani aj pri kalibrdcii. V
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[7] autorka uvadza aproximéciu ceny dlhopisu pre jednofaktorovy CKLS model, ktora

vychadza z presného odvodenia pre Vasickov model:

In P (. ) = (% . 20;2> <1 _ﬁeﬁr N T) . %(1 ey L _;ﬁfr (5.2)

Ak nahradime konstantnu volatilitu o novou volatilitou o7 dostavame aproximativnu

cenu dlhopisu pre jednofaktorovy CKLS model:

2.2y 1— BT 2.2y 1— BT
In P%(r, 1) = (%+ ”2;2 ) ( ; +T> + "423 (1—e P+ —"r (53)

Niés ale zaujima dvojfaktorovy model. Cena dlhopisu sa d4 vypocitat ako stcin jednot-
livych cien dlhopisov, ¢o sme ukazali pri vypocte cien eurépskych dlhopisov v kapitole
3. Logaritmus ceny dlhopisu v dvojfaktorovom modeli sa potom dé pomocou (5.3)

prepisat do nasledujiceho tvaru:

In Pap(T, 1, 7"2) =In Aap(T, 7“1#"2) - 31(7)7"1 - 32(7)7"2, (5-4)
kde
1 a,  or? o2r
In A% = T——GﬂlT—l)(——f— LL ) 2L (1 —efim)2
( AT\ T ) g )
1 Q9 0%7"37) 0%7";7 )
i T——eﬁ2f—1><—+ LTy
(g n) (355 )+ Ba-e 55)
v 1 1 1 — e(Bi+B)T '
po102(nr2)? (7‘ + —(1—eP" 4 —(1—€P) - —c ) ;
B132 B B2 b1+ B2
Bt _ 1
Bi(r) =& =12
Bi

Tento vyraz bude vhodny pre pouzitie kalibracie sposobom minimalizacie odchylok

teoretickych vynosov od realnych vynosov na trhu.

5.1.1 Odhad faktorov dvojfaktorového CIR modelu s nulovou korelaciou

Pre ziskanie tohto modelu volime v = 0.5 a korelaciu medzi faktormi p = 0. Pre tento
Specificky model sa rohodujeme z nasledujucich dovodov: pri simulovanych datach z
CIR modelu s nulovou koreldciou vieme vyjadrit uzavrett formulu pre cenu dlhopisu.
Teda sme schopni porovnavat odhadnuté vynosy so skutoénymi (v tomto pripade si-

mulovanymi) vynosmi a sledovat tak presnost aproximdcie. Rozdiely vo vynosoch v
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korelovanom a nekorelovanom pripade sme zhrnuli v ¢asti 3.3.1.

Kalibraciu zakladame na minimalizacii odchylok teoretickych od realnych vynosov.
Nech n je pocet dni v ktorych odhadujeme kratkodobu trokovi mieru a m je pocet
maturit, pre ktoré odhadujeme vynos dlhopisov. Nech R;; oznacuje vynos pozorovany
v i-ty (i = 1,...,n) deil s maturitou 7; (j = 1,...,m). Nech R(7;,71;,79) oznacuje
vynos vypocitany z aproximécie dvojfaktorového modelu (5.5) pomocou vztahu R =
—nP%  Jednotlivé faktory teda oznaéime ako ry; a 79 a vahy w;j, ktoré volime ako
wy; = 77 podla [11]. Teda hladdme také hodnoty parametrov «, £, 0,7, p a realizicie
faktorov rq,ry tak, aby minimalizovali icelovi funkciu

1 2
F(a,B,0,7v,1,p) = — ; jz—;wij (R(7j, 714, 72:) — Rij)” - (5.6)
Budeme teda pouzivat aproximacnii formulu (5.5) s parametrami pre nekorelovany CIR

model (y = 0.5, p = 0). Tuto formulu vieme upravit na tvar vhodny na pouzitie pri

kalibracii:
In PP(7,7r1,19) = Co1(T,71,72) + Coo(T, 71, 72) + (7,71, 72) 01 (57)
+ Cg(Tu T, TQ)OQ + CC{(T; T, T2>O-% + Cg(Ta T, 7"2)037
kde
1—efim 19
Coi = r; pre 1=1,2,
’ By
1 [1—ebim )
& =—|—5—+T7 pre =12, 5.8
B, ( 2 (5:8)
s 1 [1—éfT (1 — efim)? ,
65 :2@2 ( 3, +7’+—25i pre +=1,2.

Po dosadeni do ucelovej funkcie tato nadobtda novy tvar:

n m
1 Wy i 2
J (6 (o o 2 o _2
Fa,B,0,79,7,p) = n E E = (0017”1 + Coora + €1 + Covg 4 €1 01T + €057 +Rz'j7'j)
i=1 j=1 'J

(5.9)

Tato tcelovd funkcia bohuzial nie je linedrna vo vsetkych ¢lenoch. Optimalizaény

problém by sa dal riesit pomocou metéd nelinedrneho programovania, ale radi by sme
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nasli jednoduchsi sposob. Pouzijeme substiticiu pre jednofaktorovy model z prace [6],
kde autor oznacil y; = o?r;. V nasom pripade budeme substituovat oba Eleny o?7r; a

057“2@-. Ucelova funkcia nadobudne novy tvar

Fla,B,0,7,1.p) = o Z 5 (conr + coara + fan + S g + Sy + Syai + Rijry)”
i=1 j=1 J
(5.10)
Tentokrat ide o kvadraticku funkciu s premennymi avq, o, 711, .+« 10, 721, « « + 5 T2n,
Yils- - s Yins Y21, - - -, Yon. Ich optimdlne hodnoty vieme vyjadrit explicitne pre kazdé

hodnoty parametrov 3y, 2. Hodnoty o? ziskame ako priemer, alebo median podielov
y1:/71; respektive yo; /19;. Medidan poslizi dobre v pripade extrémov.

Nasledne pre dvojice parametrov (3, 85 zistime optimédlnu minimalnu hodnotu tcelove;j
funkcie. Minimalizéciu si ulahé¢ime prepisanim ststavy do maticového tvaru 2’Qx —
2p'x + k, kde Q je kladne definitnd symetrickd blokova matica, nasledovne. Nech z je

(4n + 2)-rozmerny vektor obsahujici vyssie uvedené premenné:

!
T = [alaa%rlh e Ty 215+ 5 T2ns Y11y - - -5 Yin, Y215 - - - 7y2n] .

Nech je dalej Q blokov4 matica zloZena z nasledovnych blokov:

a b ¢ d e

b Ay As Ay As
Q= |d A3 As A; A
d Ay A; Ay Ay
e As As Ay Ap

L 4 (4n+2)x (4n+2)
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Nech bloky si dané ako:

0 — 22:1 Z;n:l(c?y 22:1 27;1 crey
- )
_2221 ZT:1 ey Do 22'11(0%)2 g .
_E corcy - DT core c= Zj:l Coact Zj:l Coact
1 1 1 1
e I S Y
| 2 j=1 Co1Cy " j=1 Co1Cy -
i _ 27—1 cyey oo 27—1 ciey
d= Zg peref e Zg Leref €= )
- ) Zg 1C2C5 e ZJ 162C3
Z] 1 CC] e Zj 1 €2 ] -
B Zm_l Co1Co2 - 0
mo2 =
Zg—‘l 01 ‘ . A3 _ . . .
AQ = ) 0 Zm
T i—1 C01Co2
|0 > e o - =
B Z i—1 C01C4 0
™ corC 0 =
Z]—l. 01¢1 As =
A4 = ) 0 Zm
i—1 Co1C
0 Z;n 1 C01Cq - 7=t 2_
- ZT-n_l Cq Cp2 0
"o 0 =
Zgil 02 A7 _
A6 - ) 0 Zm
i1 C1Co2
0 >0t Co - =
- S cg? 0
™ CoaC 0 ~
Z]—l‘ 02 2 Ag — . ,
AS - ) 0 zm -2
0 Zm Cp2C - =t “
i j=1 2 - .
- Z;ﬂ:l c3” 0
cc§ 0
ZJ 1 1%2 | ' All _ .
AlO = . . : ) m o2
0 R e L 0 Zj:l K
| 7=1"~1%2
Nechp=p1 py ps pa pgi , kde
Pr= 2 2 C?Rim} )
P2 = | 2 SRy 2 il SRy
Ps = |2 nm 2jmr Corlygmy e 2 D0 con Ry |
Pa= |2 2 A RyTy ey Do 2 TRy |
Ps = |2 o1 2 B RyT e Y 2 Ry
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a nech dalej k = [3°7, > BRI Ucelovii funkciu (5.10) mézme opit prepisat do
nového tvaru:

F(x) = %(m’@ijQp’x—l—k) (5.11)

Hladat vektor z minimalizujici ttito funkciu moézeme roéznymi sposobmi. Program Sci-
lab obsahuje solver pre minimalizaciu funkcie v kvadratickej forme (prikaz ¢ld, [17]),
pripadne mozme pouzit niektord z iteracnych metdd na rieSenie ststavy rovnic. V
nasej praci pouzivame prvy sposob. Faktory eurdpskej trokovej miery generujeme s
nasledujucimi parametrami rig = 0.02, k; = 1.2, #; = 0.022, o7 = 0.05, \; = —0.1,
rag = 0.01, ky = 0.5, Oy = 0.013, g5 = 0.05, Ay = —0.1, p1» = 0 a v = 1/2. Teda
po prepocitani na parametre priamo vstupujice do (5.1) a3 = 0.0264, ay = 0.0065,
1 =—1.195, By = —0.495, 01 = 0.05, o5 = 0.05.

Odhadneme parametre a realizacie faktorov pomocou popisaného postupu. Optimélne

hodnoty parametrov 31, 8, dostaneme minimalizaciou funkcie G danou vztahom
s 1 / /
G(B1, f2) = min %(x Qr+2p'x + k) (5.12)

Minimalizaciu vykonavame v Scilabe prikazom optim [18], ktory slizi na minimalizaciu

funkcie viacerych premennych. Rozdiel medzi odhadnutou a vygenerovanou eurépskou

zzzzzz

uuuuu

77777777

aaaaaaaa

Obr. 5.1: Porovnanie vygenerovanej a odhadnutej eurépskej uirokovej miery.

tirokovou mierou je v percentach rddu 1075, ¢o povazujeme za velmi dobry odhad. Na
obrazku 5.2 vidime rozdiel medzi odhadnutymi faktormi. Napriek tomu, zZe v sucte
faktory aproximuji trokovii mieru dostatoéne dobre, samostatne aproximujui velmi
zle. Vidime, ze rozdiely medzi faktormi si priblizne 1.7. V diplomovej praci [2] boli

oba odhadnuté faktory vychylené, ale rddovo len o jedno percento. MoZno to pripisat
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Obr. 5.2: Odhad faktorov.

tomu, ze pri optimalizacii autorka nezavadzala substiticiu tvaru y; = or;, ale vyuzila
iny postup. V nasom pripade néas to vedie k tvahe o moznosti posunu jednotlivych
faktorov o rovnaki konstantu, ¢im by sme ich mohli porovnivat s vygenerovanymi
faktormi s tym, ze ich sucet by sa nezmenil. Pozrime sa, ako ovplyvni rozny posun
faktorov medzi realnymi a odhadnutymi vynosmi. Ozna¢me d maximélnu vzdialenost
o ktord mozme k sebe faktory priblizit. Posun d m4 takd hodnotu, aby bol vyraz
St (rgdhad _ podhad _ )2 minimalny, ¢ize minimalizujeme vzdialenost medzi odhadom
prvého a druhého faktora. Treba si uvedomit, Ze kazdy z faktorov posivame o polo-
vicu tejto vzdialenosti. Minimélnu vzdialenost medzi faktormi 71,7, v nasom pripade
ziskame posunom kazdého faktora k tomu druhému o vzdialenost 1.675. V nasledujiicej

tabulke porovnavame absolitny rozdiel medzi redlnymi a odhadnutymi vynosmi (t.].

suma rozdielov pre kazdd maturitu v kazdy deil). Podla oc¢akévania je rozdiel naj-

spolocny posun | 0d | 0.1d | 0.2d | 0.3d | 0.4d | 0.5d | 0.6d | 0.7d | 0.8d | 0.9d 1d
abs. rozd. 0.338 | 0.367 | 0.374 | 0.361 | 0.369 | 0.364 | 0.365 | 0.357 | 0.359 | 0.357 | 0.341

Tabulka 5.1: Vplyv posunu na absolitny rozdiel medzi redlnymi a odhadnutymi vynosmi.

mensi pre nulovy posun, pretoze takto sme ziskali faktory prvotnou optimalizéciou.
Avsak, aby boli hodnoty faktorov realne a hlavne nezdporné, budeme ich postivat o
druht najlepsiu vzdialenost. Tou je 1d, teda maximdalny posun, kde bol absolitny roz-
diel 0.341. Porovnanim posunutych vygenerovanych faktorov dostdvame presvedcivejsie
odhady jednotlivych faktorov. V pripade prvotného odhadu vychylenych faktorov sme
z optimalizacie dostali aj optimalne hodnoty ostatnych parametrov. Tieto vSak nie sa

presné, nakolko neboli v tejto faze odhadnuté faktory redlne. Navrhneme teda postup,
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aaaaaaaaaaaaaaaaaa

Obr. 5.3: Porovnanie posunutych odhadov faktorov s realizaciou vygenerovanych faktorov.

ako vypocitat odhady, ked budeme faktory uz povazovat ako zndme. V ticelovej funkcii

(5.9) teda vzniknu konstanty co17r; a coers.

5.1.2 Odhad parametrov dvojfaktorového CIR modelu s nulovou korelaciou

Postupovat budeme podobne ako v predchddzajicej kapitole. V ticelovej funkcii (5.10)
budeme mat vzhladom na pevné 3, B2 dve nové konstanty cy 71 a coars. Tiito funkciu

rovnako prepiSeme do kvadratickej formy nasledovne. Nech

T2 = [@1, @2, Y11y - - -, Yin, Y21, - - - 73/271]/'
Oznacéme
a d e
Q2= |d Ay Ay ,
" A A
€ A Ak 2nt2)

kde samotné bloky tejto matice si rovnaké ako v ¢asti 5.1.1.

Nech r = [7”1 T9 T3 T4 T5 ,kde

= Zznzl ZT:1 cF(RijTj — (conr1 + coar2)) |
Ty = :Zzzl 27;1 &S (R — (cormi + coar2)) o0y Dony Z;“Zl S (Riymj — (conrr + 6027"2))} :
Ty = :Zzzl Z;nzl cor(RijTj — (corr1 + coara)) -+, 22:1 Z;”Zl co1(RijT; — (corr1 + 0027*2))} ,
T4 = :2221 Z;nzl ¢ (RijT; — (conr1 + coara)) ooy Dom_y Z;”Zl cf(Ri1; — (conr1 + 0027“2))] ,
s = :Zzzl > iy S (Riymy — (conmy + coara)) ooy Donoy D oiey o8 (Rijmy — (cort + 0027“2))] ,
anech dalej ky = 37, D0 R 7% Ucelovii funkeiu (5.10) teda prepisujeme do tvaru:

Fy(s) = %(l’é@zxz — 2r'wy + ko) (5.13)
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Optimalny vektor x, ziskame rovnako ako v predchadzajicej casti, pomocou prikazu
qld v Scilabe. V tabulke 5.2 vidime presné a odhadnuté hodnoty parametrov pomocou
tohto postupu. Dalej pouzijeme tieto hodnoty na vygenerovanie vynosovych kriviek,

ktoré budeme provnévat.

parameter o oy 51 Bo o1 09

presnd hodnota 0.0264 | 0.0065 | -1.195 | -0.495 | 0.05 | 0.05

odhadnuta hodnota | 0.0208 | 0.0089 | -1.200 | -0.490 | 0.0612 | 0.081

Tabulka 5.2: Porovnanie presnych parametrov a parametrov odhadnutych pomocou

popisanej metédy.

5.1.3 Porovnanie odhadnutych a vygenerovanych vynosov v dvojfaktoro-

vom CIR modeli

Po dosadeni odhadnutych parametrov do systému diferencialnych rovnic (3.29), vypocte
funckii A, B, C, D a dosadeni do (3.15) dostavame presné a odhadnuté vynosy pre cenu
dlhopisu v dvojfaktorovom CIR modeli. Na obrazku 5.4 vidime grafické porovnanie

rozdielov vo vynosovych krivkach.

Europsky dlhopis — Presny vs. Odhadnuty Europsky dlhopis — Presny vs. Odhadnuty

Vynus 7ol
Vynos [%]

3] o—o—0—0—0—0—0—0—0—0—0— 34

25 —— Presny vynos 2.5 —— Presny vynos
© 0Odhadnuty vynos © 0Odhadnuty vynos
2 T T T T 2 T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Cas do maturity (tau) Cas do maturity (tau)
Rozdiel vynosov Rozdiel vynosov
0.005 0.005
04
0 -0.005
-0.014
-0.005
T -0.015
-0.01 -0.02 4
-0.025 4
-0.015
-0.03 4
002 +——F—F—F——7——T7 -0.035 +————1——1——
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Cac dn maturity (tan) Cac dn maturity (tan)

Obr. 5.4: Porovnanie skutoénych a odhadnutych vynosov. V Tavej ¢asti pre irokovii mieru

v prvy den, vpravo pre 252. den, teda o rok neskor.
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Vidime, Ze rozdiely vo vynosoch v absolitnych hodnotéch st rddu 10~*. Odhadnuté
vynosové krivky si v oboch pripadoch o nieco mélo vyssie ako vygenerované vynosy.

S aproximaciou sme rovnako ako pri odhadovani kratkodobej tirokovej miery spokojni.

5.1.4 Odhady pre CKLS model

V predchédzajicej casti sme sa zaoberali kalibrdciou CIR modelu, do ktorej vstu-
povali data generované CIR modelom s nulovou korelaciou. Tento typ kalibracie je
vyhodny z dovodu, ze existuje uzavreta formula na vypocet ceny dlhopisu, a teda
vieme vysledky kalibracie dobre porovndvat s redlnymi vynosmi. V pripade CKLS
modelu toto mozné nie je. Napriek tomu sa v nasledujticej casti pokisime tento mo-
del kalibrovat pre vhodny rozsah parametrov 7,7, porovnavanim hodnot ucelovych
funkcif, ktoré musime pocas kalibracie minimalizovat. Najnizsia hodnota bude teda
znamenaf najlepsiu volbu tohto parametra. Data, na ktorych budeme model kalibro-
vat st rovnaké ako boli pouzité v kapitole 5.1.2, a teda ocakdvame, ze optimélna volba

parametrov bude v konetnom désledku v = v, = 1/2.

/72 0 0.25 | 0.5 | 0.75 1

0 0.02 | 0.047 | 0.099 | 0.2 | 0.365
0.25 | 0.015 | 0.043 | 0.095 | 0.196 | 0.36
0.5 | 0.012 | 0.04 | 0.093 | 0.194 | 0.359
0.75 | 0.012 | 0.04 | 0.094 | 0.197 | 0.363

1 0.014 | 0.043 | 0.097 | 0.201 | 0.368

Tabulka 5.3: Hodnoty tcelovej funkcie (x1071°) pre rézne hodnoty 1, 7.

Predpoklady sa pri pohlade na vysledky nesplnili, optimélna hodnota podla tabulky
a grafu vychddza v; = 0,7, = 0.75. Mohli by sme to pripisat sposobu, akym odha-
dujeme faktorovy rozklad, kde v ucelovej funkcii substituujeme y; = rf To?. Ked'ze pri
kalibracii odhadujeme y;, v tejto faze parametre =1, v, nevystupuji a vyuzijeme ich az

pri dopocitani hodnoty ¢?. Preto samotny odhad parametrov v;,7» nie je presny.
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5.2 Odhad parametrov modelu domacej tirokovej miery

Po kalibracii dvojfaktorového modelu pre eurépsku kratkodobu tirokovi mieru sa v na-
sledujticej podkapitole budeme venovat kalibracii modelu popisujticeho domécu tirokovii
mieru. Této ¢ast je dalsfim z hlavnych prinosov prace. Budeme postupovat podobne
ako pri predoslej kalibracii a to konkrétne minimalizdciou odchylok aproximovanych
od realnych vynosov. Odvodime tcelovi funkciu a jej transforméciu na kvadratickid
formu.

V kapitole 5.1 sme ukdzali ako odhadnit parametre pre faktory popisujiice eurépsku
trokovi mieru. V nasledujicej ¢asti budeme odhadovatf parametre tretieho faktora
popisujiceho vyvoj domécej tirokovej miery. Vstupom do kalibracie budu redlne (vy-
generované) doméce vynosy a parametre odhadnuté pri kalibracii modelu eurépske;j
urokovej miery. V kalibracii tohto modelu pouzijeme aproximaciu ceny dlhopisu pre

CKLS model v tvare
In P(1,r) = A(T)rq + B(1)r1 + C(7)ro + D(7), (5.14)

pricom funkcie A, B, C, D st definované v (4.4) ako:

A(T) _ 1 _ajazT’

ag(ba(1 — e™7) — ag(1 — e™7))
B(r) = azba(ag — by) 7
Clr) = ag(co(l —e™7) — ag(1 — 6027))’

a2C2 (az - Cz)
2,.27d 2,.271 2,.272

D(r) = [ anAs) + uBs) + enClo) + P (s) + T

+ 0100703 A(5)B(s) + paay o} A(s)C(s) + prao? 03 B()C(s)ds.

Vypocet integralu funkcie D je zdfhavy a uvadzame ho v prilohe.

5.2.1 Odhad parametrov tretieho faktora v trojfaktorovom CIR modeli s

nulovou korelaciou

Na ziskanie logaritmu ceny doméceho dlhopisu stac¢i do sustavy (5.15) dosadit za

pra=pua=pz2=0ay =v="y=1/2

Nech n je opét pocet dni, v ktorych odhadujeme kratkodobi tirokovi mieru a nech
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je m pocet maturit, pre ktoré odhadujeme vynos dlhopisov. Nech R;; oznacuje ten-
tokrat vynos domaceho dlhopisu pozorovany v i — ty deil s maturitou ;. Dalej nech
R(7;,71,72,74) Oznacuje vynos vypocitany pomocou aproximacie (5.14) a vyjadrenia
R = =L Vihy volime opit rovnako ako v publikécii [11] ako w;; = 77. Do ka-
libracie vstupuju parametre odhadnuté pri kalibracii modelu eurépskej irokovej miery
a to konkrétne by, by, ¢1, ¢a, 01, 09. Parametre, ktorych optimalnu hodnotu musime néjst
st parametre ai,as,as, as, 4. Treba si uvedomit, ze pre CIR model plati z (3.28)
a; = 0,a3 = ag = kq. Hladdme teda také hodnoty parametrov kg, as, oq a realizdciu

domacej tirokovej miery ry tak, aby tentokrat minimalizovali funkciu:
1 n m )
Fy(kg,a0,04,7q) = — wii (R(75, 115,79, 7a;) — Rii)” . .
a(Kd, a2, 04,74) mn;:l;:l i (R(7j, r10, 720, Tai) i) (5.16)

Po dosadeni aproximaénej formuly (5.14) dostavame tcelovi funkciu v tvare:

n m

F, = — 7 (A B C D Ry,
(a0, 00ra) = 203 Z = (A@)ra+ Br)n + O(r)ra + D(r) + By7)
(5.17)
Thto funkciu vieme transformovat na nasledovny tvar:
1 n m Wy )
Fd(/{/da a/?) (Td, Td) - % ; ; ?2] (KlZJK/Z + K2’L‘7K’d + K?)Z'j/rd —I— K4ij0-§rd —I— KE’Z] + RZ]TJQ) .
(5.18)

Kvoli prehladnosti uvddzame tvary koeficientov Ki;;, Koyj, K3, Kuaij, Ksij v prilohe.
Rovnako ako pri kalibrdcii modelu pre eurépsku irokovii mieru aj tu zavddzame podla
[6] substitticiu v tvare y; = o3ry. Stale viak nejde o icelovii funkeiu v kvadratickej forme
a to kvoli vyskytu premennej kg a aj jej Stvorca x5 vo vnitri vyrazu umociiovaného
na druhi. Jednou z moznosti ako sa tomuto problému vyhntt, je minimalizovat tito
funkciu nielen vzhladom na parameter as, ale zdroven aj vzhladom na parameter kg,
¢im sa v tcelovej funkeii (5.18) stani premenné k4 a k5 konstantami a budeme tiito
funkciu teda moct pisat v kvadratickej forme. Teda pojde o kvadraticku funkciu s
premennymi rqi, ..., dn, Ydi, - - - » Ydn- Ich optimélne hodnoty teda vieme vyjadrit pre
kazdu zvolenti dvojicu parametrov kg, as. Hodnoty o3 dostaneme ako priemer, alebo

v pripade extrémov medidn, podielov yy;/r4;. Opit sa budeme snazit prepisat sistavu
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do maticového tvaru, s ktorym sa pracuje lepsie.

Nech
Tqg — [le,. s Tans Yd1y - - - ,ydn]/.
Oznacme
Q1 Q2
Qa = ,
Q2 Q3 (2nx2n)

kde bloky tejto matice su nasledovné:

Z;‘n:l K321 T 0

Q= : : ;
m Zm: KSnK4n 0
0 T 23:1 K:%n = )
- Z QQ = :
mOK% 0 -

ZJ_.l i . 0 Ejzl K&nK4n
Qs = : : )

D > A

Nech pg = [pdl pd2}7 kde

Pa1 = ZZKaij(RijTj + Kugjhig + Kaijkia + Ksij) % [1’ o 1]nxl ’

n=1 j=1

Dy = ZZK4ij(Ri]‘7—j + Kuijks + Koijlia + Ksij) x [1, e 71]W1’

n=1 j=1

a nech dalej kg = >, Z;”ZI(RZ-jTj + Kyijk3 + Koijka + Ksij)?]. Potom nadobudne
ucelova funkcia z (5.18) tvar:

1
%(ﬂngdl‘d + 2p/xd + k’d) (519)

Fy(wq) =
Optimdlny vektor ziskame minimalizaciou tejto tucelovej funkcie. V prostredi prog-
ramu Scilab opéf pouzijeme prikaz gld [17]. Data st generované pouzitim nasledovnych
parametrov rig = 0.02, k; = 1.2, 6; = 0.022, 0, = 0.05, Ay = —0.1, o9 = 0.01,
ko = 0.5, 65 = 0.013, 09 = 0.05, Ay = —0.1,rg0 = 0.01,k4 = 1, 04 = 0.01, Ay = —0.1,
p12 = 0,010 = 0,p2g = 0 2y = 79 = 74 = 1/2. Teda po prepocitani na parametre
v rizikovo neutralnej miere by = 0.0264, ¢; = 0.0065, by = —1.195, ¢ = —0.495,
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az = ag = kg = —0.999, 01 = 0.05, 05 = 0.05, 04 = 0.01. Optimalne hodnoty paramet-
IOV kg, @2 dostaneme minimalizaciou uéelovej funkcie Gy danou vztahom

1
G(kg,az) = min — (2,Qqxq + 2054 + kq) (5.20)

g NN

Minimalizaciu tejto funkcie vykondme pomocou funkcie optim [18] pre minimalizaciu
funkcie viacerych premennych. Pri vypocte ceny dlhopisu pouzijeme kratkodobi tirokovi

mieru a parametre odhadnuté v prvej faze kalibracie.

parameter by cy by Cy o1 09

odhadnutd hodnota | 0.0208 | 0.0089 | -1.200 | -0.490 | 0.0612 | 0.0081

Tabulka 5.4: Odhadnuté parametre modelu eurépskej kratkodobej tirokovej miery.

Na obrazku 5.5 vidime porovnanie odhadnutej a vygenerovanej doméacej kratkodobe;j
tirokovej miery. Rozdiel v absolitnych hodnotéch je radu 107°. S touto aproximdciou

moézme byt spokojni.

Odhad domacej shortrate Rozdiel - odhadnuta a vygenerovana short rate

4.4 4

42 4 0.006

38
36 o 0.002
3.4 o

32 4

28 o
26 o
24 4 ~0.006
22 4

18 4

1.6 -

T T T T T T T T
0 50 100 150 50 100 150 200 250 300
as

Obr. 5.5: Porovnanie vygenerovanej a odhadnutej domaécej irokovej miery.
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Po spusteni kalibracie pre kratkodobt doméacu irokovi mieru dostavame nasledujice

odhadnuté parametre. Ceny ratame numericky pomocou systému diferencialnych rovnic

parameter Kd Qs o4
realna hodnota 1 -0.999 | 0.01
odhadnutéd hodnota | 0.952 | -0.948 | 0.034

Tabulka 5.5: Odhadnuté parametre modelu domécej kratkodobej tirokovej miery.

(3.30). Po preskiimani grafov na obrazku 5.6 mozme sudit, Ze kalibrcia bola aj napriek

Domaci dlhopis — Presny vs. Odhadnuty Domaci dlhopis — Presny vs. Odhadnuty
2.6 4.6
] Presny vynos | —— Presny vynos
24 b 0 0Odhadnuty vynos 44 0 00dhadnuty vynos
2.2 4 4.2 -
8 21 8 47
s ES
> >
1.8 3.8 -
1.6 3.6 -
1.4 T T T T T T T T T 3.4 T T T T T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Cas do maturity (tau) Cas do maturity (tau)
Rozdiel vynosov Rozdiel vynosov
0.015 0.006
0.005 —+
0.01 ]
X 0.004 A
0.005 — ]
0.003 o
0 ]
0.002 4
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

C.as dn maturity (tan) C.ac dn maturity (tan)

Obr. 5.6: Porovnanie skutoénych a odhadnutych domécich vynosov. V lavej casti pre

urokovi mieru z prvého a vpravo z 252. dna, teda o rok neskor.

nepresnému odhadu parametra o; dostatocne presnd. Rozdiely medzi vynosmi su v

absoltitnych hodnotéch radu 107°.

5.2.2 Odhady pre CKLS model

Rovnako ako v pripade kalibracie modelu eurépskej tirokovej miery sa budeme snazit

néjst optimdlny odhad parametra 74. Porovndme hodnoty tcelovych funkcii, ktoré
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musime pocas kalibracie minimalizovat. Najniz$ia hodnota bude teda znamenaf naj-
lepsiu volbu tohto parametra. Data, na ktorych budeme model kalibrovat st rovnaké
ako boli pouzité v kapitole 5.2.1 a opit ocakdvame, Ze optimélna volba parametrov

bude v konecnom désledku -y, = 1/2. Parametre vy, v st rovné 1/2.

Yd Opt.

0 1.8 .107°
0.25 || 4.252 .10~
0.5 || 5.405 .10710
0.75 || 1.556 .10

1 | 2.018.107°

Tabulka 5.6: Hodnoty ticelovej funkcie pre rdzne hodnoty 4.

Predpoklady sa pri pohlade na vysledky splnilii, optimalna hodnota podla tabulky a
grafu vychadza v4 = 1/2. V pripade kalibracie domécej tirokovej miery model dobre

odhadol optimalny parameter ~,.

5.3 Simulac¢na analyza

Kalibraciu trojfaktorového modelu sme opakovali 400 krat a v tabulke 5.7 zhrnuli
vysledky. Jedna iterdcia spocivala vo vygenerovni domécej a eurdpskej kratkodobej
urokovej miery s fixnymi parametrami, vygenerovani vynosov a naslednym vypoctom
odhadu parametrov z tychto vygenerovanych vynosov. Pri tvoreni sihrnnych vysledkov
musime skontrolovat, ¢i sa v niektorych pripadoch faktory a parametre pri kalibricii
europskeho modelu trokovej miery neodhadli v opa¢nom poradi. Tuto kontrolu sme
spravili manudlne, skontrolovanim hodnot parametrov graficky a v histograme. Pre

nase simuldcie sme nemuseli vykonat Ziadne tpravy.

Kalibraciu trojfaktorového modelu hodnotime ako tspesnu. Zvolena metodika, aj
napriek niektorym nie uplne presnym odhadom jednotlivych parametrov, aproximuje
domdce aj eurépske vynosové krivky dostatocne presne. Je zaujimavé si vSimnut, ze

odhadnutd variancia druhého faktora bola vo viac ako 30% pripadoch zdpornd. Neskor
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priem riem priem med med omed
2P a2’ a2 o? o2 o2

Param. b1 C1 a bz Co Kq 1 2 d 2 d

Min 0.012 | - 0.005 | - 0.978 | - 1.195 | - 0.523 | 0.951 | - 0.009 | - 0.093 | 0.004 |- 0.011 |- 0.287 | - 0.041

Max | 0.031| 0.017 |-0.994 | - 1.085 | - 0.462 | 1.13 0.02 0.117 | 0.013 | 0.015 | 0.305 | 0.037
Priemer | 0.021 | 0.009 |- 0.985 | - 1.169 | - 0.503 | 0.983 | 0.006 | 0.006 | 0.008 | 0.004 | 0.005 | 0.009
Medidn | 0.021 | 0.009 |-0.984 |- 1.179 | - 0.505 | 0.981 | 0.005 | 0.005 | 0.008 | 0.004 | 0.004 | 0.009
Std. od. | 0.002 | 0.002 | 0.003 | 0.026 | 0.007 |0.036 | 0.004 | 0.026 | 0.002 | 0.004 | 0.061 | 0.006
% zap. - - - - - - 5.136 | 33.837 0. 6.949 | 36.512 | 5.45

Tabulka 5.7: Vysledky simulac¢nej analyzy.

budeme skimat, ¢i sa tento model hodi aj na aplikdciu na redlne ddta, a ¢i sa daji
dosatocne dobre aproximovat vynosy na domécom (Bribor) a Eurépskom trhu (Euri-

bor).
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6 KALIBRACIA MODELU NA REALNYCH DATACH

6 Kalibracia modelu na realnych datach

V predchazajucej casti sme videli, ze kalibracia modelu na simulovanych détach déva
uspokojivé vysledky. V nasledujiicej ¢asti budeme kalibrovat trojfaktorovy CIR mo-
del s nulovou koreldciou na zaklade vynosov pozorovanych na domécom a eurépskom
trhu. Zhodnotime, ¢i vieme tieto vynosy dostatoéne dobre aproximovat pomocou od-
hadnutych parametrov a kratkodobych urokovych mier.

Kalibraciu modelu a odhad kratkodobej irokovej miery, ktoré pouzivame na vypocet
aproximace vynosov na eurépskom trhu, budeme zakladat na historickych datach sa-
dzby Euribor [15]. Budeme pouzivat vinosy zo strvtych kvartdlov v rokoch 2008 a 2013
(t.j. obdobie od 1.10.-31.12.2008 resp. 2013). Na aproximéciu vynosov na domacom trhu
budeme pouzivat historické hodnoty sadzby Bribor [16] z doby 1.10.-31.12.2008 a sa-
mozrejme uz odhadnuté parametre a kratkodobi irokovii mieru z aproximacie vynosov

na eurépskom trhu (Euribor).

6.1 Vynosy na eurépskom trhu

Odhady parametrov modelu si zhrnuté v nasledovnej tabulke:

2 2
parameter o Qg B o a7 93

Euribor 2013 Q4 | 0.021 | -0.092 | -1.01 | -0.98 | 2.246 | -1.789
Euribor 2008 Q4 | 0.046 | 0.013 | -1.00 | -0.99 | 1.013 | 0.966

Na obrazku 6.1 vidime presné a odhadnuté eurépske vynosové krivky pre 1. 30.
a 60. den kvartalu. Odhad pre rok 2013 je celkom presny rozdiely vo vynosoch su v
percentdch radu 10~! pre vsetky 3 dni pozorovania. Pre rok 2008 vsak odhady uz tak
presné nie sti. Model nedokdzal zachytit konstantnost vynosov pre vyssie maturity. Pri
porovnani zaciatkov vynosovych kriviek vidime, ze model neodhadol presne priebeh

okamzitej irokovej miery. V roku 2013 tento jav nenastava.
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6 KALIBRACIA MODELU NA REALNYCH DATACH

EURIBOR 2008 Q4 EURIBOR 2013 Q4
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Obr. 6.1: Porovnanie aproximécie vynosov s realnymi hodnotami z trhu.

Odhadnuté parametre pre rok 2008 poslizia ako vstup pre aproximaciu vynosov na

domacom trhu.

6.2 Vynosy na domacom trhu

Odhad parametrov pre treti faktor popisujici spravanie sa domécej urokovej miery su

zhrnuté v nasledovnej tabulke: Na obrazku 6.2 vidime opét porovnanie aproximovanych

2
parameter Kd Qs oy

Bribor 2008 Q4 | 0.95 | 0.949 | -1.142

a realnych vynosov pre 3 dni z pozorovaného obdobia. Aj napriek tomu, ze aproximécia
vynosov sadzby Euribor pre stvrty kvaraly roku 2008 nie je dostatoCne presna sa po-
darilo aproximovat vynosy na domdcom trhu presnejsie. Rozdiely vo vynosoch su v

priemere 0.2%. Presnejsie vysledky by sme mohli dostat zmenou $pecifikicie modelu.
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6 KALIBRACIA MODELU NA REALNYCH DATACH

Podobné vysledky, avsak pre dvojfaktorovy model, je mozné nijst v diplomovej praci

Z. Zikovej [12].

BRIBOR 2008 Q4

48 -
46 -
4.4 4
42 4
44
3.8 o
= 36
@
g s
€ 3.4 _
> _ -
3.2 o
34
2.8 o
26 4 lo—o0—0Presny 1. den
’ |«—%—& Odhad 1.den
2.4 4 lo—0—0Presny 30. den
—»—%* Odhad 30.den
2.2 4 I0—O—OPresny 60. den
[¥—*—* Odhad 60.den
2 T T

T T T
0 1m 2m 3m 6m 9m 12m
Cas do maturity (tau)

Obr. 6.2: Porovnanie aproximacie vynosov s redlnymi hodnotami z trhu.
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ZAVER

Zaver

V diplomovej praci sme sa zaoberali trojfaktorovym konvergenénym modelom
urokovych mier. Model popisuje vyvoj eurépskej tirokovej miery a trokovej miery kra-
jiny, ktora sa chysta na vstup do menovej unie. Eurépska tirokova miera je modelo-
vana ako sucet dvoch faktorov a navyse o nej predpokladame, ze ovplyviuje vyvoj tej
doméce;j.

Predstavili sme si model Vasickovho typu a jeho zovSeobecnenia - modely typov CIR
a CKLS. Na rozdiel od modelov Vasickovho a CIR typu neexistuje v pripade CKLS
modelu explicitny vzorec na vypocet ceny dlhopisov. Preto sme navrhli aproximaciu
pre cenu tohto dlhopisu odvodeni z rieSenia pre cenu dlhopisu v trojfaktorom modeli
Vasickovho typu a odvodili sme aj rad chyby tejto aproximécie.

V dalsich ¢astiach préce sme sa zaoberali kalibrdciou CIR modelu s nulovou ko-
relaciou. Tuto Specifikdciu modelu sme zvolili z dovodu, ze pre nu existuje explicitné
vyjadrenie pre cenu dlhopisu. Navrhli sme aj sposob, akym by sa dal kalibrovat aj
model $pecifikicie CKLS. Sucastou kalibricie je aj odhad kratkodobej tirokovej miery
na domdcom a eurépskom trhu, nakolko pouzivat hodnoty overnightu nemusi byt ko-
rektné. V pripade simulovanych dat sme ukazali, Ze model dokaze vynosy a kratkodobu
tirokovii mieru odhadovat s velkou presnostou.

V zavere prace sme testovali kalibraciu modelu na redlnych datach. Ako vynosy na
eurépskom trhu poslizili data sadzby Euribor (Euro Interbank Offered Rate), v pripade
doméceho trhu sme vyuzili historické data sadzby Bribor (Bratislava Interbank Offered
Rate). Model dokdzal velmi dobre aproximovat vynosy Euribor z obdobia 1.10.2013-
31.12.2013, avsak pre rovnaké obdobie roku 2008 uz aproximacia nebola taka presné. Aj
napriek tomu vSak model pomocou odhadnutych parametrov a kratkodobej trokovej
miery na eurépskom trhu dokdzal aproximovaf vynosy na domdcom trhu relativne

presne.
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PRILOHA

Priloha

Vypocet integralov

Kapitola 3.1
D(7) = (a3o3(a3(e*™ /(2¢c3) — (267) /ey + T) — 2a9cs(((agc2e™™ — agcy — a3)e™"
+ (=5 — ac2)e™") /(as(cy + ascy)) + 7) + c3(e**7 /(2az)
— (2¢™7) /a3 + 7)))/ (2a3(azc2)*c3) + (azaspraoioa((((az(2b26; + 2b5¢2)
+ 2a3b3c3 + 2a5baca) e 4 (a3 ((—2)b3c — 2bycy)
+ a3((—2)b3c5 — 2b3ca))e™™ + a3(2b3c; + 2b5cs)
+ a3((—2)bacs — 2b3¢2) + aj(2b3ca + 2b3) + a3((—2)baca — 2b3))e®"
+ ((a3((=2)bacy — 205¢3) + a5((—2)bacs — 2b3¢5) )™
+ a2(2bycy + 20363) + a3 (2¢) + 2b2¢3) + ay((—2)back — 2b3cy) + a5 ((—2)ca — 2bacy))eT
+ (ag(b5cy + 2b3c5 + byey) + bycy + az(bycs + bycs) + bycy)e**>™
+ (ag((—=2)bscy — 4bscs + (—2)bycs) + a3(2bacy + 2b3cs + 2b3c3 + 2bjcs)

+ (— )6202 + a2(2b202 + 4b262 + 26202) (— )b202) aQT)/(aQ(ag(QbQCQ + 4b202 + 2b302)

+ 26202 + a2(2ch2 + 2b202) + 2b262)) + (baco + as(—co — by) + a%)T))/(ag(ag — by)ba(agcs)co)

a4p2q0204((Coa2)T — ((2a3c2™7 — 2a3cy + (—2)ad)e™

agcr(ca(T — €7 /az) — azx(7 — €7/ c3))) [ (az(az — 2)c2)
a20?(a2(e®27/(2by) — (2€727) /by + T) — 2asby(((agbye™”
— asby — a3)e"” + (—b3 — azba)e™) /(az(b3 + asbhs)) + 7) + b3(e'2a57) /(2a5)—
(2¢™7) /az +7)))/(2a3(az — b2)?03) + (aspracioa((ba — az)T
— ((2a2b9e™™ — 2a2by + (—2)ad)e’™ 4 (—b3 — azb?)e'2ay7)
+ (463 4 2a9b2 + (—2)a2by)e™7) /(ag (202 + 2a3by)))) /(a2(agy — by)bs)
+ (azbi (ba(T — €7 Jag) — as(1 — "7 [b3))) / (az(az — b2)bs)

+(
+ (=5 — a963)e*™T + (4¢3 + 2ascs + (—2)ascz)e™) /(aa(2¢3 + 2a2¢3)))) /(a3(as — cz)c)
+(
+ (a3
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+ (0g(e*7 /(2a2) — (2¢™7) Jaz + 7))/ (2a3)
+(ar(T = ™7 /az)) /az — ((—307)/(4a3) — (as(3¢; + ascy+
(—2)a3cs + (=2)a3)paaoaoa) [ (a5(as — c2)ca(2¢5 + 2as¢2))
+ (—as(3b3 4 asbs + (—2)asby + (—2)ad) p1ac104)/(a3(ag — by)by (263 + 2azbs))
+ (a3((—2ca(—¢5 — aser — a3))/(c5 + ases) — (3¢3)/(2a2)
+(=3a3)/(2¢2))03) / (2a3(aze2)*c3) + (azaa(as(b3cs + 2b5¢5 + bac))
+ ag((—2)bscy — 4bscs + (—2)bycs) + a3(2bycy + 2b3cs + 2bica + 2bycy)
+ a3(2bacy + 2b5¢3) + a5((—2)bacy — 2b5¢5) + ag(2cy + 2bacl)
+ (=3)b3cs + a3 (b3¢5 + b3c3) + aj(2bac + 4b3c; + 2b3co)
+a3((—2)bacs — 205¢3) + (=3)bocs + a5(2b3¢5 + 2byca) + a5((—=2)bycs — 2bc0)
+ a3 ((—=2)b3c3 — 2b3cy) + a3 (2bach + 2b3cy) + 2a5((—2)baca — 2b3cy) + 2a3bica
4+ a5((—2)ca — 2bacy) + as(2b5cy + 2b3) + aj((—2)bacy — 203) + 2a5bacs) p120102)
/(a3(az — ba)ba(as — ca)ca(as(2bacs + 4b3cs + 2b5c2) + 2b5¢5 + a3(2bac5 + 2b3¢o) + 2b3¢3))
+ (a3((=2ba(=b3 — asby — a3))/ (b3 + azbz) — (3b3)/(2a2) + (=3a3)/(202))07)/ (2a3(az — b2)°b3)
+ (ascr(az/ca — ca/as)) [ (az(az — ca)ez) + (agbi(as /by — ba/as))/(as(az — ba2)bs) + (—a1)/a3)
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Kapitola 5.2
D(7) = (a2 02(a2(e*27 /(2¢5) — (26%7) [y + T) — 2a9¢5(((anc26™™ — agey — a2)e®”

+ (=5 — azca)e™™) (ag(cs + azca)) +7)

+c3(e*7/(2a) — (2¢7) Jas + 7))/ (2a3(az — 2)c3)

+ (ascr(ca(Te™7 [az)as(Te®7/c3))) /(az(azce)c)

(a%r%wlaf(%( 2027 [(2by) — (2€%27) /by 4+ T) — 2a2by(((agbae agbyal) e’

+ (D3asbz)eT) / (az(by + asbz)) + 1) + b3(e**7/(2a2)

— (2e™7) Jas + 7))/ (2a3(asb2)b3) + (azbi (ba(Te™T fas)as(re"T [b2))) /(as(asbz)bz)

(r o5 (€7 ) (2a2) — (2¢%7) Jaz + 7))/ (2a3) + (ar (7€ [a3)) [az — ((=3r0])/ (4a5)
(a((—2¢2(3a26203)) /(c5 + ases) — (3¢35)/(2as) + (=3a3)/(2¢2))ry*03) / (2a5(az —
(a3((—2b2(=b3 — asbs — a3))/(b3 + asbs) — (3b3)/(2a2)

(=3a3)/(202))r1" 07) /(2a5(az — bs)?b3) + (ascr(az/ca — ea/az))/(as(az — e5)es)
(azbi(az/by — ba/as))/(as(as — ba)bz) + (—ax1)/a3)

+
+
+ (a
+
+
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Koeficienty

Kapitola 5.2.1
Ky = (ra7?09)2(a2(e27 [ (2¢5) — (2e%27) /¢y + 7j) — 2a9¢a(((agce™™ — agcqad)e™
+ (=3 = azc2)e™™) /(az(c + aza)) + 75)
+ (77 [(2as) — (2627 [as + 7))/ (2a3(azcs)*c3)
+ (i ot (a3 (€7 /(202) — (277 /by + 75)
— 2asbs(((azbae™ 7 asboa3 )™ + (b3ashs)e™™) /(as(by + asbs)) + 1)
+05(e7 /(2az) — (2¢7) [az + 77))) / (2a3(a2b2)*b3)
— (((—2ca(c3ageaa3)) [ (c5 + ages) — (3¢3)/(2a)
+(—=3a3)/(2¢2))r5,703) / (2a5(azc2)*c3)) — ((((—2ba(b3asb2a3))/ (b5 + asby)
— (303)/(2a2) + (—3a3)/(2b2))117" 07) / (203 (as — b2)*03))
Kaij = (cr(ea(ry — €77 [az) — az(7; — €27 [2))) [ (az(az — ¢2)c2)
(b1 (ba(7; — €27 [ag) — as(7; — €7 /b)) /(az(az — ba)bs)
— ((er(az/c2 = e2/a2)) [ (az(az — c2)c2)) = ((br(az/by — ba/a2))/(az(az — b2)bs))
+ (ag(ba(1 = e™7) — az(1 — €7))) /(asba(az — b2))rii + (aa(ea(1 — e*27)
— ay(1 — e?7)))/(azca(az — ¢2))r2i)
Ksij = (1 —e®7)/ay
Kyij = (€227 /(2a2) — (2¢™7) /a2 + 75)) / (2a3) — ((—=3)/(4a3))
Ksij = (a1(75 — €7 /az)) /az — ((—a1) /a3)

+
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