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Abstrakt

JUSTUS, Ivan: Vlastnosti hodnotovej funkcie tulohy parametrického kvadratického
programovania a ich vyuzitie v optimalizicii portfélia [Diplomové pracal, Univerzita
Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra apliko-
vanej matematiky a tatistiky; kolitel: prof. RNDr. Daniel Sevcovi¢, CSc., Bratislava,
2014, 102 s.

Hlavnou témou tejto prace je parametrické kvadratické programovanie. Motivaciou
je problém optiméalneho investovania do aktiv riadiacich sa geometrickym Brownovym
pohybom na konec¢nom ¢asovom horizonte a jeho riesenie ako tlohy stochastického dy-
namického programovania, ktora vedie na Hamilton - Jacobi - Bellmanovt parcialnu
diferenciadlnu rovnicu. Po pouziti Riccatiho transforméacie vznikd kvézilinedrna par-
cidlna diferencidlna rovnica popisujica vyvoj optimalnej averzie k riziku, koeficient
ktorej je hodnotova funkcia tlohy parametrického kvadratického programovania. Od-
vodime algoritmus pre efektivny vypocet optiméalnych rieseni takejto tlohy s rydzokon-
vexnou minimalizovanou funkciou. Numericky otestujeme jeho presnost a vypoctova
naro¢nost. Analyzujeme vlastnosti hodnotovej funkcie takejto tlohy a vyvodime z nich
podmienky pre existenciu a jednoznacnost rieSenia vzniknutej parcidlnej diferencial-
nej rovnice. Uvedieme moznosti pouzitia odvodeného algoritmu. Vyriesime uvazovany
problém optimélneho investovania pre vybrané aktiva pre rdézne mnoziny pripustnych
rieSeni, vypocitame pre nich efektivnu hranicu a ukazeme nespojitost jej derivacie. Uka-
zeme, ako pomocou odvodeného algoritmu pocitat tlohy kvadratického a linedrneho

programovania.

Klacové slova: parametrické kvadratické programovanie, hodnotova funkcia
parametrického kvadratického programovania, optimalne investovanie, Hamilton -
Jacobi - Bellmanova rovnica pomocou Riccatiho transformécie, optimalizacia

pomocou parametrického kvadratického programovania



Abstract

JUSTUS, Ivan: Properties of the value function of a parametric quadratic programming
problem and their applications in portfolio optimization [Master Thesis], Comenius
University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department
of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: prof. RNDr. Daniel Sevéovié, CSc.,
Bratislava, 2014, 102 p.

Main topic of this work is parametric quadratic programming. Motivation is the
problem of optimal investment in assets driven by geometric Brownian motion on fi-
nite time horizon and its solving as a stochastic dynamic optimization problem, which
leads to Hamilton - Jacobi - Bellman partial differential equation. After using Riccati
transformation arises quasi - linear partial differential equation describing optimal risk
aversion, coefficient of which is the value function of a parametric quadratic program-
ming. We derive an algorithm for efficient computation of optimal solutions of such
a problem with strictly convex minimized function. We numerically test its accuracy
and computational complexity. We analyse properties of the value function of such a
problem and we deduce the conditions for the existence and uniqueness of a solution
of the arisen partial differential equation. We mention the possibilities of application
of the derived algorithm. We solve considered optimal investment problem for the cho-
sen assets for different feasible sets, we compute the effective frontier for them and we
show discontinuousness of its derivation. We show, how to solve quadratic and linear

programming problems using the derived algorithm.

Keywords: parametric quadratic programming, value function of parametric
quadratic programming, optimal investment, Hamilton - Jacobi - Bellman equation

via Riccati transformation, optimization via parametric quadratic programming
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UVOD

Uvod

Histdria investovania je dlhd, datuje sa az k Chamurapiho zdkonniku [29]. Za pociatky
modernej tedrie portfélia sa vSak povazuja 50. roky 20. storocia, kedy bol publiko-
vany Markowitzov model (Markowitz [17]). Jeho nevyhodou je uvaZovanie iba jednej
casovej periody, ¢o bolo odstranené neskor publikovanymi modelmi, medzi ktorymi je
znamy napriklad Black - Scholes - Mertonov (Black - Scholes [3], Merton [19]). Pri
rieSeni problému optimalnej alokacie investicie medzi aktiva riadiace sa geometrickym
Brownovym pohybom na konec¢nom c¢asovom horizonte vychadzajiceho z podobného
modelu pomocou stochastického dynamického programovania vznikd Hamilton - Jacobi
- Bellmanova parcialna diferencialna rovnica optimélnej hodnotovej funkcie. Abe a Ishi-
mura (Abe - Ishimura [1]) navrhli pri rieSeni tejto nelinearnej rovnice pouzit Riccatiho
transforméciu. Kilianova a Sevéovi¢ (Kilianova - Sevéovic [11]) ukazali, Ze tato trans-
formécia umoziuje miesto nej riesit kvazilinearnu parcialnu diferencialnu rovnicu po-
pisujticu vyvoj Arrow - Prattovho koeficientu absolitnej averzie k riziku tejto funkcie.
Jeden z koeficientov tejto rovnice je hodnotova funkcia tlohy parametrického kvad-
ratického programovania s rydzokonvexnou minimalizovanou funkciou. Vyvodili tiez,
ze ak uvazujeme vahy pochadzajice z nezaporného simplexu, potom napriek tomu, ze
tato funkcia nie je dostatocne hladka, riesenie tejto parcidlnej diferencialnej rovnice
existuje a je jediné.

Nagim cielom je analyzovat vlastnosti hodnotovej funkcie tlohy parametrického
kvadratického programovania s rydzokonvexnou minimalizovanou funkciou pre pripad
Tubovolnej polyedrickej mnozZiny pripustnych rieSeni. Na ich zéklade potom chceme
vyvodit podmienky pre existenciu a jednoznacnost rieSenia tejto rovnice s vahami po-
chédzajicimi z Tubovolnej mnoziny tohto typu. Za tym tucelom odvodime algoritmus
pre parametrické kvadratické programovanie, ktory vypocita optimalne riesenie tejto
tlohy pre kazda hodnotu parametra, priCom ndm sta¢i poznat jediné z tychto opti-
malnych rieseni pre vychodiskovii hodnotu parametra. Vyuzijeme pritom poznatky z
nelinearneho programovania, napriklad Karush - Kuhn - Tuckerove podmienky (Kuhn
- Tucker [14]) objavené Karushom a znovuobjavené Kuhnom a Tuckerom v 50. rokoch
20. storocia, ¢o je éra, kedy nastal vyvoj aj v tejto oblasti. Pomocou tohto algoritmu

ziskame v8eobecny tvar hodnotovej funkcie a mozme sktimat jej vlastnosti. Okrem toho
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UVOD

nim znacne znizime vypoc¢tovi narocnost numerického rieSenia parcidlnej diferenciélne;
rovnice, lebo pouzitim tohto algoritmu sa vyhneme rieSeniu mnohych tloh kvadratic-
kého programovania pre rozlicné hodnoty parametra, v ktorych je potrebné poznat
hodnotu tejto funkcie.

Praca je ¢lenend nasledovne. V prvej kapitole popiseme niektoré zédkladné pojmy a
modely pouzivané v optimélnom investovani a budeme sa blizSie venovat tomu nami
uvazovanému. Ukazeme, ako sa z jeho formulacie s vyuzitim Hamilton - Jacobi - Bellma-
novej parcialnej diferenciélnej rovnice dé odvodit kvézilinedrna parcidlna diferencidlna
rovnica pre optimélnu averziu k riziku. V druhej kapitole odvodime algoritmus pre
parametrické kvadratické programovanie s rydzokonvexnou minimalizovanou funkciou
a ilustrujeme ho na priklade. Na sérii ndhodnych tloh analyzujeme jeho numerické
vlastnosti, ako vypoctova naro¢nost a presnost. V tretej kapitole skimame vlastnosti
hodnotovej funkcie tlohy parametrického kvadratického programovania. Ukazeme, zZe
je to neklesajica, konkavna funkcia, ktorej prva derivacia je lokalne Lipschitzovsky
spojita a za istej podmienky aj Lipschitzovsky spojita, ale jej druha derivacia moze
mat vo vSeobecnosti koneény pocet bodov nespojitosti. Vyuzijeme to na vyvodenie
podmienok pre existenciu a jednoznacnost rieSenia parcidlnej diferencidlnej rovnice pre
optimalnu averziu k riziku. V stvrtej kapitole sa venujeme modifikdciam algoritmu pre
rozne parametrizované ulohy kvadratického programovania. V piatej kapitole sa ve-
nujeme vyuzitiu tohto algoritmu. Porovname jeho rychlost s alternativnym rieSenim
mnohych tloh kvadratického programovania, pre vybrané aktiva vyriesime v prvej ka-
pitole uvazovany problém optimalneho investovania pre rézne mnoziny pripustnych
rieSeni a analyzujeme efektivnu hranicu pre vahy z lubovolnej polyedrickej mnoziny.
Nésledne ju zostavime pre Styri takéto mnoziny a ukazeme, ze pomocou tohto algo-
ritmu je mozné riesit aj samotnu tlohu kvadratického programovania s rydzokonvexnou

minimalizovanou funkciou a aj linedrneho programovania.
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1 PROBLEM OPTIMALNEHO INVESTOVANIA

1 Problém optimalneho investovania

Dnes byva pre investorov ¢astym problémom, ako investovat svoje peniaze v snahe
dosiahnut ¢o najvyssi vynos. Hrozba straty sa tplne eliminovat ned4, ale vyvijaja sa
rozne postupy vyberu aktiv, do ktorych bude zvolena ciastka rozdelena tak, aby bolo
toto rozdelenie optimalne v zmysle dosiahnutia ¢o najvécsieho zisku pri ¢o najmensom
riziku. Cielom tejto kapitoly bude predstavit jeden z takychto pristupov a ukézat, Ze
sa dé& previest na problém riesif parcidlnu diferencidlnu rovnicu (PDR), v ktorej ako
jeden z koeficientov vystupuje hodnotova funkcia tlohy parametrického kvadratického
programovania (PKP).

Predstavme si problematiku neistoty blizsie. Ak investujeme do nejakych aktiv v
Case t; Ciastku Y;, a v Case t9 ich odpredame za ciastku Y;, , hovorime o vynose

}/t-g _}/;1
}/; )

1

= ak uvazujeme diskrétny Cas, pripadne w=1In—-> (1)

ak uvazujeme spojity cas. Niekedy sa tato veli¢ina nazyva relativny vynos na rozlise-
nie od totalneho vynosu. Riziko investicie je reprezentované moznostou straty nejakej
sumy, ktora nastane v pripade, ak Y;, > Y, , ¢o zodpoveda zapornému vynosu. Miera
kolisania vynosu aktiva je popisana jeho volatilitou. O relativnej zmene jeho ceny za
nejaké casové obdobie sa niekedy zvykne uvazovat ako o ndhodnej premennej. Préave
volatilite (alebo Standardnej chybe, pripadne odchylke), ktora je odmocninou z va-
riancie (disperzie) tejto ndhodnej premennej, sa v tychto ivahach pripisuji nerovnaké
vychylky ceny z kurzu daného jej strednou hodnotou.

V stvislosti s pristupom k riziku sa rozlisuju riziko vyhladavajici, rizikovo neutralni
a rizikovo averzni investori, ktori ho v tomto poradi vyhladévaja, nezalezi im na nom
(st vo¢i nemu indiferentni) a vyhybaji sa mu. Rozdiel medzi nimi je mozné ilustrovat
na nasledovnom priklade: ak by si mal vybrat medzi moznostami bud isty zisk 1€
alebo s 50% pravdepodobnostou zisk 2€ a s 50% pravdepodobnostou Ziaden zisk,
riziko vyhladévajuci investor by zvolil druht moznost, rizikovo averzny prvu a rizikovo
neutralny by obe hodnotil rovnako. V literattire sa zvykne uvazovat hlavne po istote
prahntici, neistotu eliminujuci rizikovo averzny investor.

Bolo by samozrejme ziaduce maximalizovat vynos a zaroven minimalizovat riziko

straty (alebo prili§ malého zisku), avsak tieto dve veci st takmer vzdy protichodné — so
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1 PROBLEM OPTIMALNEHO INVESTOVANIA

zvySovanim vynosu zvykne rast riziko. Znadmy Markowitzov problém riesi tto situaciu
hladanim takej alokacie prostriedkov medzi n aktiv, aby bola pri zvolenom o¢akavanom
vynose 7 minimalizovana volatilita. Tato formulacia predpoklada, Ze pozname vektor
ocakavanych vynosov p a ich kovarianéni maticu . V takto naformulovanej tlohe
je treba najst rieSenie problému kvadratického programovania (KP) reprezentujtce

optimélne vahy 6 (Markowitz [17], Melicher¢ik — Olgarova — Uradnicek [18])

min 07 20 (2)
Zn: 0, =1 (3)
pro=7. (4)

Moze sa stat, Ze si zvolime vahy ) , ktoré nam neprinesu zisk, ktory sme si slubo-
vali, alebo sa naskytne lepS$ia prilezitost alokacie investicie. V takom pripade zoberieme
do tivahy nové informdcie a preinvestujeme podla nich pouzijic nové optimélne vahy.
Existuje vela pristupov k uvazovaniu investovania na ¢asovom intervale [0, T s ta-
kouto moznostou tpravy portfélia. V modeloch sa uvazuje diskrétny alebo spojity cas,
nenulové transakéné naklady (poplatky za obchodovanie) alebo nulové a to vzhladom
rozne triedy funkcie uzitocnosti. Optimalizovat sa da aj ¢asovy interval medzi ipravami
optimalnosti vah (Sevéovi¢ — Stehlikova — Mikula [25]). Velmi zname st napriklad pi-
onierske prace Blacka, Scholesa a Mertona, alebo novsie Browneho (Black — Scholes
[3], Merton [19], [20], Browne [5]).

Vyssie spomenuté funkcia uzitocnosti je zobrazenie
U:R— R, (5)

ktoré vyjadruje investorovu uzitocnost alebo radost z mnoZstva penazi. Pouziva sa
aj na vyjadrenie uzitoc¢nosti zo spotrebiivania alebo pouzivania niecoho. Tento pojem
odzrkadluje rozdiely medzi investormi, pripadne spotrebitelmi. Kazdy ¢lovek mé v
roznych situaciach iné preferencie, a teda sa 1isi miera uzitku, ktort z vlastnictva alebo
spotreby pocituje. Teda aj funkcie uzitocnosti buda pre dvoch Tudi alebo toho istého
¢loveka v roznej situécii rozdielne. Pri investovani tato funkcia vyjadruje, nakolko je

investor rizikovo averzny. Na vyjadrenie miery tejto averzie sa d& pouzit Arrow —
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1 PROBLEM OPTIMALNEHO INVESTOVANIA

Prattov koeficient absolitnej averzie k riziku (Pratt [23])

U// (.T)

ap () = = 75 Oh (6)

Zvycajne sa ako U (z) uvazuju funkcie, ktoré st rastice a konkdvne. Rastiicost vy-
jadruje prirodzena vlastnost mat vicsi Gzitok z vicSieho mnozstva, kym konkavnost
reprezentuje klesajicu marginalnu uzito¢nost, teda klesanie uzitku z jednotky mnozstva
(napriklad ¢lovek s 1000€ sa zisku 1€ potesi viac ako ten s 1000000€). Matematicky
sa to da napisat ako

U'(x) >0, U"(z)<0. (7)

My budeme tiez uvazovat rasticu a konkdvnu funkciu. Typickymi prikladmi funkcie

uzito¢nosti su [18] napriklad

U(x)zliz(ﬁl_z—l), 2>0,2z#1 alebo U(x)=In(x). (8)

Pristapme k formulacii nami uvazovaného problému optiméalnej alokacie finanénych
aktiv investora. K dispozicii je n aktiv s cenami Y!, Y2, ..., Y". Uvazujeme perma-

nentné — spojité preinvestovanie na ¢asovom intervale [0, 7] . Funkcia vah
oY t):Rx[0,T) — R" 9)

vyjadruje rozloZenie investicie medzi aktiva v ¢ase t € [0, T] pri hodnote portfélia Y,

n . ~

ktorej zmena je dané ako dYL; = >0 d;/; . Hladdme optimélnu funkciu vah 6 (Y t)
i=1

vzhladom k hodnote investorovej funkcie uzitocnosti U na konci ¢asového intervalu,

teda funkciu vah maximalizujticu vyraz

f = arg max {E[U(D)] Y =w}, (10)

blo, 1)
kde E oznacuje stredntt hodnotu Itoovho stochastického procesu {Y;’}, o ktorom pred-
pokladame, Ze modeluje vyvoj portfélia tym, ze modeluje vyvoj jednotlivych aktiv na
intervale [0, 7] so znAmym pociatoénym stavom procesu yy (hodnotou portfélia) v ¢ase

t = 0. Na vysvetlenie Itoovho stochastického procesu zavedieme Brownov pohyb.

Definicia 1.1. Brownov pohyb {Z;,t > 0} je t — parametricky systém ndhodnijch

velicin, pricom
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1 PROBLEM OPTIMALNEHO INVESTOVANIA

1. wvsetky prirastky Z; A — Z; maji normdlne rozdelenie so strednou hodnotou pA a

varianciou oA

2. pre kazdé delenie to = 0 < t; < ty < -+ < t, su prirastky Zy, — Zy, , Z1, —

Ly, s Ly, — 2y, _, nezdvislé nahodné premenné s parametramsi popisanymi v
bode 1
3. Zy=0

Brownov pohyb s parametrami yu = 0, 0 = 1 nazjvame Wienerov proces [25].

Brownov pohyb sa velmi ¢asto pouziva vo finan¢nej matematike na modelovanie vy-
voja ceny aktiva alebo trokovej miery v case. KedZe nie je zndma rovnica popisujica
presny vyvoj, ale priblizne ho vieme predvidat z historickych dét, zvykne sa predpo-
kladat, Ze je dany deterministickou a nahodnou (fluktua¢nou) zlozkou. Za nédhodni
zlozku sa Casto berie prave Brownov pohyb. Presnejsie povedané sa na modelovanie

ceny aktiva pouziva geometricky Brownov pohyb
Yt =% eZt ) (11)

kde Z; je Brownov pohyb a yo = Y{ je pociatoéna hodnota procesu (to jest cena aktiva
v ¢ase t = 0). Geometricky Brownov pohyb sa ¢asto zvykne zapisovat v tvare stochas-
tickej diferencialnej rovnice. Ak sa cena akcie Y s driftom (vymnosom) p a volatilitou

o riadi procesom (11), potom vyhovuje nasledujicej rovnici
dY'=pY'dt +oY'dw, (12)

kde dY" je zmena ceny aktiva za maly éasovy okamih dt, a dw oznacuje prirastok

Wienerovho procesu w; za ¢as dt [25], [18]
dw = wirqs — wy . (13)
Vo vSeobecnosti sa proces {Y;} dany stochastickou diferencidlnou rovnicou
dY =p (Y, t)dt+o (Y, t)dw (14)

nazyva Itoov proces podla matematika Kijosi Ito, ktory dokézal s tymto procesom
suvisiacu slavnu Itoovu lemu. KedZe je vo financnej matematike ¢asto pouzivana a aj

my ju neskor pouzijeme, uvedieme ju tu.
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1 PROBLEM OPTIMALNEHO INVESTOVANIA

Lema 1.2 (Itcova lema [25]). Nech f (Y, t) je hladkd funkcia dvoch premenngch,
pricom premennd Y je riesenim stochastickej diferencidlnej rovnice (14). Potom prvy

diferencidl funkcie f je dany vztahom

_of of 1 *f
df = dY+(at+ (Y,t)ﬁy2 dt, (15)
dosledkom coho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici
af of 1 0 f af
Y, t)=—= Y Y 1
df = (825 w( t)aY—i— o? ( ’t)8Y2 dt + o ( t)ade (16)

Predpokladédme, Ze je vahy tlohy (10) st z neprazdnej polyedrickej mnoziny
Q={eR"| A0 <D, CH=d}, (17)

n
pri¢om nejaké ohranicenia vyjadruju > 6; = 1, pripadne nie¢o podobné (napriklad ne-
i=1
rovnost v tomto vztahu a nezdpornost vah, ak neinvestujeme nutne vSetky prostriedky).
Linedrne ohranicenia vyjadruji potrebu splnif isté obmedzenie na diverzifikiciu aktiv.

Napriklad situacia
A=-1, b=0, C=(1,...,1), d=1 (18)

zodpoveda nemoznosti drzat kratke pozicie (vykonavat short — selling) — to jest pozicat
si aktivum, predaf ho, neskor kupif a vratit ho.

Ak mame k dispozicii n aktiv s driftmi u; a volatilitami a vzajomnymi kovarianciami
0;j, potom pre procesy Y', Y? ... Y" modelujice vyvoj ich cien bude [25] mat
stochasticka diferencidlna rovnica analogicka k (12) tvar

n
AY' = Y'dt+ Y oy du’ (19)

J=1

2

kde w!, w?, , w™ st Wienerové procesy s navzajom nezavislymi prirastkami, ¢ize

E (dw'duw’) =0, i . (20)

Uvazujme navyse parametre € a r. Kym r > 0 zastupuje bezrizikovi tirokovt mieru,

e € R vyjadruje konstantny prijem investora. Mnoho Eurépskych penzijnych systémov
pouziva € > 0, ¢o vyjadruje prijem pochédzajici z odvodov na dochodok od pracu-

jucich (Koleva — Vulkov [13]). D4 sa ukézaf, ze stochastickd diferencidlna rovnica pre

proces Y? popisujiica vivoj hodnoty portfélia za tychto podmienok ma tvar
Y =[e+(r+p@)Y’] dt+o(0)Y’dw. (21)
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1 PROBLEM OPTIMALNEHO INVESTOVANIA

To je mozné pouzitim transformacie
X =f¥? t)=lnY? (22)
a aplikovanim Itoovej lemy upravit na

dx’ — [0+(5+(T+u(9))Y9) L Yoy

dt+a(9)yf’idw:

Yo 2 (Y0)2 Yo

1
- (5e_X0 +7r4+p(d) — 502(0)) dt+o(0)dw.
(23)
Z tedrie stochastického dynamického programovania je zndme Ze na rieSenie prob-
lému (10) je mozné pouzit hodnotovi funkciu

Vir,t)= 9|s[up) {E [U (X%) ’Xf =z]} (24)

s koncovou podmienkou V (z, T') = U (z). Tato funkciu je mozné chapat ako ocaka-
vanu strednit hodnotu z hodnoty funkcie uzito¢nosti v ¢ase T, ak sa nachadzame v case
t a hodnota portfélia je z ([7], [16], Kilianovd — Sevcovi¢ [11], Halickd — Jurda [8], Abe
— Ishimura [1], Macovd — Sevcovi¢ [16]), alebo aj ako okamzitd funkciu uZitocnosti.
Intuitivne, ak v kazdom casovom okamihu zvolime za )
5(3:, t)=arg sup {E [U (X%) ’Xf =z]} (25)
Olie, )
taktl hodnotu vah, ktora je optiméalna v zmysle prechodu zo stavu x v ¢ase t do stavu v
Case T', dostaneme aj optimalnu hodnotu pre riesenie tlohy (10). Podla Bellmanového
principu optimality bude optimélne rieSenie @\(x, t) problému (10) optimalizovat aj
prechod z kazdého Casu t do ¢asu t + dt pre maly okamih d¢. Hodnotova funkcia (24)
tilohy (10) potom spliia
Ve, t)= sup {E[V (X, t+dt) |X]=2]}. (26)

Ot , t4+at)

Odéitanim V (2, t) od oboch stran a zahrnutim tohto nendhodného vyrazu do stredne;

hodnoty dostaneme

0= sup {E[V (Xf+dt,t+dt)—V(x,t)!Xf:a:]}: sup E(dV). (27)

Ot , t+at) Ot t+at)
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1 PROBLEM OPTIMALNEHO INVESTOVANIA

Ak je proces X? dany rovnicou (23), aplikovanim Itoovej lemy ziskame pre diferenciél

dV stochastickt diferencialnu rovnicu

2
dv = (8—V+ (se_$+r+u(0)—%02 (9)) oV Ly (0)(3;) dt+0(9)a—vdw-

ot Fr Ox
(28)

Ak zoberieme do tvahy, ze prirastok dw = wy q; — wy a Xf su nezavislé, mame

E (0 9) aa—‘;dw) —0 (29)

a (27) je ekvivalentné s
ov 1 ov 1 2V

0:§2£{E [(WJF <5e_$+r+u(0)—§02(0)) %+502(9) (%2) dt]}.
(30)

Vynechanim zbytoc¢ného operatora strednej hodnoty nendhodného vyrazu a diferen-
cidlu dt nulovej funkcie dostaneme Hamilton — Jacobi — Bellmanovia PDR pre hodno-
tova funkciu (24) tlohy (10) s procesom X? danym rovnicou (23)

8tV+21€18{<6e_$+r+u(0) - %02 (0)) 8$V+%c72 (0)8§V} =0 (31
Ve eR,tel0,T)skoncovou podmienkou V (x, T') = U (x) . Tato PDR je nelinedrna
(Sevéovi¢ [24]) a jej numericky vypocet je komplikovany maximalizovanim vyrazu.
Preto je vyhodné pouzif Riccatiho transforméaciu ([11], [16], [1])

0V (x, 1)

T V(D) (32)

plx,t)=1

ktora ndm umozni namiesto nej riesit kvazilinearnu PDR funkcie ¢ . VSimnime si, Ze

funkcia ¢ (x, t) — 1 je okamzitym koeficientom absoltatnej averzie k riziku. Po tprave
—(x, )0, V(z,t)=—-0,V (x,t)+ 02V (v, ) (33)
a jej dosadeni do (31) mame

oV + <6e_‘”+r+sup{,u(0)—%UQ(Q)go(x, t)}) 0.V (x, 8) =0,  (34)

0eQ
pricom si mozme vSimnit, Ze optimalizovany vyraz v tomto vztahu uz neobsahuje

ziadne parcialne derivacie. Ak st drift () a variancia 0(#) dané pomocou
p(0)=0"p,  o*(0)=06"%0, (35)
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1 PROBLEM OPTIMALNEHO INVESTOVANIA

kde i je vektor o¢akévanych vynosov a ¥ = ¥ = 0 je kovarianéni matica uvazo-
vanych aktiv, o ktorej predpokladame, Ze je symetrickd a kladne definitna, potom je

maximalizovanie tohto vyrazu tilohou KP

min{%QTZH—,uTH} (36)

0eQ
s parametrom ¢ v Uéelovej funkcii, lebo maximalizovat funkciu je ekvivalentné jej

minimalizovaniu s opaénym znamienkom. Ozna¢me A(p) hodnotovi funkciu tlohy PKP

A@m::mm{geTze—¢F9}. (37)

e
KedZe po zmene maximaliza¢nej tlohy na minimaliza¢nii musime funkéni hodnotu
v optimélnom rieSeni op#f prendsobit —1, aby korespondovala s maximom pdvodne;j

funkcie, dostavame
KV +lee+r—Ap(, )] 8, V(z,t)=0. (38)
Ked teraz (33) prepiseme ako
2V =_»1-¢0V, (39)

dostaneme pre vyjadrenie 0, ¢ z (32)

002V (9,0, V) (02V) 002V 0,0,V
Po oznaceni
glx,t)=Xp(z,t) —ce®—r (41)
a dosadeni do vztahu (38) mame
OV =9g0,V, (42)

¢o spolu s (39) dava pre vyjadrenie parcialnych derivacii 9; 0, V', ; 0>V postupne

0.0,V ={079+0: (91— )]} &V +[0g+9(1— )] 9V = )
={0lg+0: 191 - @) +[0g+9(1-0)] (1-9)} V.
Dosadenim tychto vztahov do (40) ziskame
Orp=—07g—0:]g(1—¢) (45)
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1 PROBLEM OPTIMALNEHO INVESTOVANIA

a spitnym dosadenim g (x, t) zo (40) dostaneme [11], Ze funkcia ¢ (z, t) definovana

ako (32) spliia nasledovnii kvazilinearnu PDR

D+ 2A(p)+0: [MNe)(L—9p)+p (ce+r)]=0 VzeR,te0,T)
U (46)
U'(x) '

@(va):l_

Tato PDR vyjadruje, aka averzia k riziku je optimélna pri stave portfélia x v Case
t vzhladom na tlohu (10). Pomocou nej mézeme vypocéitat funkciu optimalnych vah
) (z, t) nasledovne: najprv vypocitame hodnoty funkcie A (¢), potom pomocou nich
vypocitame pre nasu znamu funkciu uzitocnosti U (z) hodnoty funkcie ¢ (x, t) a na-
koniec tieto hodnoty dosadime do (36) a odtial ziskame optimélne rozloZenie portfélia.

Prednost pocitania hodnot A (¢) dopredu je v tom, Ze po ich uloZeni sa nebudeme
zdrziavat ich mnohonasobnym vypoctom v priebehu rieSenia PDR (46). Ak by sme
ju vsak riesili metddou kone¢nych diferencii, mame eSte ini moznost, a to pocitat
hodnoty A (¢) v priebehu jej rieSenia. Tak by sme ich mali presne pre tie ¢, ktoré ndm
na ¢asovych vrstvach vzniknia. Ale takéto presné pocitanie by pri viacnasobnom rieseni
diferencialnej rovnice (napriklad pre rézne funkcie uzito¢nosti alebo pre roézne casové
intervaly) bolo vypoc¢tovo netnosné. Nevyhodou pocitania A (¢) dopredu vsak ostava
nutnost zaokrihlovat na ¢asovych vrstvach vznikajice ¢ na tie, pre ktoré méame A ()
vypocitané a pouzivaft tieto nepresné hodnoty miesto tych potrebnych. To by mohlo byt
tnosné pre dostato¢ne jemnu diskretizéciu ¢ pri vypocte A (¢). Algoritmus odvodeny
v nasledujucej kapitole vSak vylepsi oba tieto postupy. Budeme schopni pouzif presné

hodnoty A (¢) a zachovat vypoctovi naroénost na prijatelnej arovni.
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2 ALGORITMUS PRE PARAMETRICKE KVADRATICKE PROGRAMOVANIE

2 Algoritmus pre parametrické kvadratické progra-
movanie

Predpokladajme, ze mame v tmysle spocitat hodnoty funkcie ¢ (z, t) zo (46). Na to
je ale nutné poznat hodnoty funkcie A (¢) v mnohych bodoch. V zavislosti od pouzitej
numerickej schémy a diskretizacie sa moze lisit pocdet tychto bodov, ale pravdou, sa-
mozrejme je, ze ¢im kvalitnejsiu aproximéciu mame v timysle spocitat, tym viac bodov
je potrebné dosadif za ¢ a néasledne vyrieSit vzniknuti tlohu KP. Pri oboch postu-
poch popisanych na konci predchadzajtcej kapitoly budeme riesit privela problémov
KP so stalym linedrnym c¢lenom a mnozinou pripustnych rieseni a iba malou zmenou v
kvadratickom ¢lene na to, aby nas to neprinitilo zamysliet sa nad inymi, efektivnejsimi
moznostami. V tejto kapitole jednu takt popiseme. Odvodime algoritmus, ktory vyriesi

tlohu (37) pre vSetky ¢ > 0 s pouzitim vysledku jedinej tlohy KP.

2.1 Formulacia Glohy

Uvazujme parametrické kvadratické programovanie v Sstandardnom tvare

[P T T
19%161{20 Y0+ p 0}, v >0, (47)

teda s opaénym znamienkom p oproti (36), kde ¥ = X7 = 0 je symetricka, kladne
definitnd matica a mnozina pripustnych rieseni €2 je neprazdna polyedrickd mnozina

popisana m ohraniceniami typu nerovnosti a r ohranic¢eniami typu rovnosti
Q={0eR"|A)<b, CO=d}, (48)

kde A € R™" C € R™™, be R™,d € R". Nasim cielom je vypocitat optiméalne
rieSenia g(go) Kedze je (/9\(<p) : R — R" spojité funkcia, ¢o vyplyva z geometric-
kej predstavy o linedrne parametrizovanej rydzokonvexnej funkcii minimalizovanej cez
konvexnti mnozinu alebo z (Klatte [12]), tieto tvoria krivku, lebo z z kladnej definit-
nosti ¥ vyplyva navyse jednoznaénost optiméalneho riegenia 6 () pre vSetky ¢ > 0. Zo

znémych hodnot g(go) potom Tahko vypocitame hodnotovi funkeiu X () tejto tlohy.

Definicia 2.1. Hovorime, Ze k — te ohranicenie typu merovnosti je v bode 6 €

aktivne, ak (A0), = by .
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2.1 Formulécia tlohy

Ozna¢me K () mnozinu obsahujicu indexy aktivnych ohraniceni typu nerovnosti

v bodoch optimélnych rieseni 6 (i)

K(gp):{k€{1,2,...,m}‘ (A§(¢)>k:bk}. (49)

Predpoklad 2.2. Pre kazdé ¢ € (0, 0o0) st v bode optimdlneho riesenia g(go) normd-
lové vektory nadrovin aktivnych ohranicent linedrne nezdvisle, ¢ize matica G zloZend z

riadkov rovnosti C' a aktivnych nerovnosti Ay |rek (»)

C
G= (50)
Al keK (o)
md plni riadkovi hodnost, teda
Vo e (0, 00): rank (G) = |K (p)| + rank (C) = |K (¢)| + . (51)

V priebehu odvadzania a pouzivania algoritmu pre PKP budeme potrebovat vyriesit
systém rovnic s maticou G X! GT, kde G bude matica, ktora bola predstavena v
(50). Existenciu a jednoznaé¢nost rieSenia ndm zarud¢i prave Predpoklad 2.2. Z linearnej
algebry je totiz zndme tvrdenie, ktoré hovori, ze ak maji aj matica G, ktora ma

rozmery p X n, p < n, aj matica X! plnt hodnost
rank (7" =n, rank (G) =p, (52)
potom mé plnt hodnost aj matica G X! GT
rank (GE7'G") =p. (53)
Désledok 2.3. Za platnosti Predpokladu 2.2 je G X' GT reguldrna matica.

Predpoklad 2.2 je bez ujmy na vSeobecnosti, pretoze sa netyka samotnej mnoziny
pripustnych rieSeni, iba jej zapisu. Kazdy polyéder (48) mozno vyjadrit ohrani¢eniami
typu rovnosti a nerovnosti “¢o najuspornejsie” v zmysle, aby ohranic¢enia typu nerov-
nosti implicitne nezahtnali ziadne ohranicenie typu rovnosti ani ziadne z nich nebolo
nadbyto¢né z hladiska popisu €2 a aby matica C' ohranic¢eni typu rovnosti mala plna
riadkovil hodnost. V takom pripade by boli norméalové vektory aktivnych ohraniceni
linearne nezavislé pre vsetky body 6 € €2, nielen pre tie nachadzajice sa na krivke opti-

malnych rieseni 5(@) ako je to v Predpoklade 2.2, avSak to nam postaci. Predstavme
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2.2 Tedria nelinedrneho programovania

Obr. 1: Prienik troch linearne zavislych nadrovin v R3

si napriklad situaciu na Obrazku 1, kde sa pretinaja tri linedrne zavislé nadroviny v
R? predstavujice nerovnosti. Zelené Sipky ukazuji, ktort ¢ast priestoru vymedzujt
modra a zlta nadrovina ako pripustni. Ak ¢ervend nadrovina vymedzuje horny polp-
riestor, potom je fialovo vyznacené oblast pripustnd a tato nerovnost je nadbytocna. Ak
naopak ¢ervenad nadrovina vymedzuje spodny polpriestor, potom je pripustnd oblast
spolo¢ny prienik vSetkych troch nadrovin a tato je vyjadritelnd ako prienik nejakych

dvoch linedrne nezavislych rovnosti.

2.2 Teodria nelinearneho programovania

Uloha (47) patri (Hamala — Trnovské [9]) do triedy tloh nelineArneho programovania

min fo (0), (54)
00
kde mnozina pripustnych rieseni je popisana ako

Q={0eR"|fi(0)<0,g;,(0)=0,i=1,....,m,j=1,...,r}.  (55)

Presnejsie patri do jej casti konvexného programovania, ktoré je charakteristické kon-
vexnou mnozinou pripustnych rieseni aj minimalizovanou funkciou. Konvexné tlohy sa

vyznacuji velmi dobrymi vlastnostami:
e kazdy bod lokalneho optima je zaroven aj bodom globalneho optima

e mnozina optimalnych rieseni je suvisla a konvexna
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2.2 Tedria nelinedrneho programovania

Uloha (54) je konvexna prave vtedy, ak st funkcie fy (6), f; (0) konvexné Vi a funkcie
g; (0) st linearne Vj . Uloha (47) je este lepsi typ tlohy, lebo kvdli rydzokonvexnosti
minimalizovanej funkcie fy (6) = £ 6" ¥ 6+ 1" 6 ma jediné optimalne rieSenie 0 () pre
vsetky ¢ > 0. Hoci niektoré nizsie uvedené pojmy a tvrdenia sa tykaja aj vSeobecnej
tlohy (54), budeme dalej predpokladat, ze tloha, o ktorej hovorime, je konvexné.

Pri rieseni iloh nelinedrneho programovania hraju dolezit tlohu Karush — Kuhn
— Tuckerove podmienky (KKT podmienky). Za predpokladu splnenia istych podmie-
nok regularity bodu (angl. constraint qualifications) totiz davaji informéciu o tom,
¢o tento bod spliia, ak je optiméalnym rieSenim. St teda nutnymi podmienkami. Ale
nasa uloha je konvexna a v konvexnom programovani su nielen nutnymi, ale aj po-
stacujucimi podmienkami, a to aj bez predpokladu regularity. To znamena, ze ak ich
nejaky bod spliia, potom je automaticky optimalnym rieenim. Ich tvar pre tlohu (54)
sa v pripade diferencovatelnosti vsetkych zucastnenych funkcii f; (0), fi (0), g; () da

forméalne odvodif z Lagrangeovej funkcie

L0, u,v) +Zfl ui—i-Zgj(G)vj, feR", 0<ueR", veR"
=1

(56)
derivovanim podla 6 a Lagrangeovych multiplikdtorov wu, v nasledovne (][9], Kuhn —

Tucker [14], Boyd — Vandenberghe [4]):

VoL (0, u,v)=Vaqfo(0)+ E u; Vo fi (0) + E v; Vgg,; (0 (57)
oL 0L

an fZ(G)_O, uza . uzfz( ) y UZ_O Vi ]-7 , My, (58)
0L

. — =1, ... )

5o, =0 #) =0 Vi=1,...,r. (59

Dalsiu vyznamnu tlohu ma Lagrangeova dualna funkcia a Lagrangeova duilna
tloha. Lagrangeova duélna funkcia D (u, v) je dolezita tym, Ze kazda jej funkénd hod-
nota déva spodny odhad pre optimélnu hodnotu primarnej tlohy (tak sa v suvislosti s

duélnou tlohou nazyva povodné tloha (54))
D(u,v) < fo(0). (60)
Vo vSeobecnosti je pre tilohu nelinedrneho programovania (54) definované ako
D(u,v):meinL(Q,u,v), u>0. (61)
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2.2 Tedria nelinedrneho programovania

Najlepsi spodny odhad je napliou Lagrangeovej dualnej ulohy

max D (u, v). (62)

u>0,v
Nie vZdy je mozné hladant optimalnu hodnotu primérnej tlohy zdola ohrani¢it opti-
maéalnou hodnotou dudlnej tlohy tak, aby boli obe hodnoty rovnaké. Vtedy hovorime o

slabej dualite (nerovnost < vo vzfahu (63)). V pripade silnej duality plati

~

D (u, 0) = fo(0) (63)

a dudlna tloha je ekvivalentnd priméarnej tilohe v tom zmysle, Ze optimalne riesenie
duélnej ulohy st Lagrangeové multiplikatory prisltichajice optimalnemu rieseniu pri-
marnej ulohy. To sa potom da v pripade rydzokonvexnosti fy () ziskat vyrieSenim
volnej optimalizacnej tlohy

moin L@,u,n). (64)

Lagrangeova dudlna tloha je konvexnd bez ohladu na konvexnost primérnej tlohy [4].
Je mozné usudit, ze tloha (47) mé parametrizované je nielen optimélne rieSenie, ale

aj Lagrangeové multiplikatory

u=u(p), v=1(p). (65)

To bude idea algoritmu. Na jednej strane budeme pozorovat zmenu optimalneho rie-
Senia primarnej tlohy @\(go) a na druhej strane zmenu (4 (¢) , ¥ (¢))? optimalneho rie-
Senia dualnej dlohy, ¢ize Lagrangeovych multiplikatorov prislichajtacich optimalnemu
rieSeniu primarnej tlohy, a kombinovanim tychto informacii zostavime krivku 5(@) .
Bude preto potrebné spomentt eSte jednu tlohu Lagrangeovych multiplikdtorov. Z
nelinedrneho programovania je zname, Ze urcit, ¢i je k — te ohranicenie typu nerovnosti
v optimalnom rieSeni aktivne, je mozné z hodnoty jemu prislichajiceho Lagrangeovho
multiplikatora uy . Kladny Lagrangeov multiplikator indikuje aktivne ohranicenie, kym
nulovy znamena bud neaktivne alebo také ohranicenie, ktoré je sice aktivne, ale jeho
malou perturbaciou rozsirujicou mnozinu pripustnych rieseni by sa optiméalne riese-
nie, ktoré je v nasom pripade jediné, nezmenilo. D4 sa to vidiet z interpretacie Lag-
rangeovych multiplikdtorov ako lokalneho ukazovatela senzitivity optimélnej hodnoty

vzhladom na perturbaciu ohrani¢eni. Ozna¢me

F(y)= min f(0), yeR" (66)

0€Q (y)
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2.2 Tedria nelinedrneho programovania

hodnotovi funkciu tlohy konvexného programovania s mnozinou pripustnych rieseni
Q) ={0eR"|fi(0) <y, g;(0)=0,i=1,....,m,j=1,...,7}. (67

Mala zmena pravej strany k — teho ohranicenia v y = y potom zodpovedad zmene

optiméalnej hodnoty velkosti k& — teho optimélneho Lagrangeovho multiplikatora

- OF (y
%Wl = - 52|

y=y

(68)
Podobné interpretacia senzitivnosti plati [4], [9] pre ohranicenia typu rovnosti.

Lema 2.4. Nech su dané dve ulohy konvexného programovania s tou istou rydzokonvez-
nou minimalizovanou funkciou fo (0) , pricom dlohou U je minimalizovat cez konverni

mnozinu pripustnych rieseni
Q={0£0)<0,g,0)=0,i=1,...,m,j=1,...,71} (69)
a dlohou U je minimalizovat cez konvexnid mnoZinu pripustnych rieSent

Q={0]£0)<0,9,0)=0,i=1,... . k=1,k+1,...,m,j=1,...,r}%
(70)
Ak je v optimdlnom riesent é\u ulohy U Lagrangeov multiplikator k — teho ohranicenia

typu nerovnosti nulovy (uy),, = 0, potom si optimdlne riesenia tjchto iloh totozné
O = 0. (71)

V pripade konvexnej minimalizovanej funkcie lema plati v takomto tvare: ak existuje
také optiméalne riesenie §u ulohy U , ze jemu prislichajici Lagrangeov multiplikator k£ —
teho ohranicenia typu nerovnosti je nulovy (uy),, = 0, potom kazdé optimalne rieSenie
ulohy U patri medzi do mnoziny optimalnych rieseni tilohy U . Nam viak postaci jej
tvar s rydzokonvexnou minimalizovanou funkciou. Pontikame dva alternativne dokazy,

pricom druhy z nich plati bezo zmeny aj pre pripad konvexnej minimalizovanej funkcie.

Dokaz 1. Prvym odévodenim je geometria rydzokonvexnej funkcie. Jedna z jej definicii
ju opisuje ako funkciu, ktorej funkéné hodnoty st medzi akymikolvek dvoma bodmi

nad useckou spajajucou funkéné hodnoty v tychto bodoch

pfo@) + (1 —=p) fo(6%) > fo(po' +(1—p)6?) Ype(0,1). (72)
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2.2 Tedria nelinedrneho programovania

Oznacéme

T={60|0€Q, f,(©)=0} (73)

Cast hranice mnoziny pripustnych rieSeni tlohy &/ vymedzenej k& — tym ohranienim

typu nerovnosti. Ak je toto ohranicenie v optiméalnom rieseni neaktivne

Je (Ou) <0, (74)

potom je hodnota minimalizovanej funkcie na tejto ¢asti hranice vyssia ako v optime
fo(©)> fo(bu) VOET, (75)

lebo tam je najnizsia zo vSetkych pripustnych rieSeni a je jediné. Ak sa odstranenim
tohto ohrani¢enia mnozina pripustnych rieseni rozsiri, kazdy bod “novo spripustnenej”
oblasti ﬁ\ﬁ bude dosiahnutelny tiseckou prechadzajicou Oy a nejakym bodom © € T,
ktord celd lezi v 0 lebo obe mnoziny SNI, Q st konvexné. Pre vietky 6 € Q \ Q bude
tsecka spajajuca fy (0) a fo (é\u) prechadzat nad nejakou hodnotou fy (0) z odstranene;j

hranice © € T, ktora je vyssia ako f (gu) . Preto plati
foBu) < fo(0) YOeQ\Q=V0eQ. (76)

Ak je v bode optimalneho riesenia k — te ohranicenie typu nerovnosti aktivne 6, €
T, plati ta istda tvaha. Najprv sa pri malej perturbacii tohto ohranicenia optiméalna
hodnota nezmeni, ¢o znamena, zZe optiméalne rieSenie sa nezmeni a teda uz nelezi na

hranici danej tymto ohranicenim. Pouzijeme preto predchadzajicu tvahu. O

Dokaz 2. Druhé oddvodnenie je, Ze ak je nejaky bod optimalnym riesenim, potom
spltia KKT podmienky (57) — (59). Po odstrdneni hocijakého ohrani¢enia a k nemu
prislichajuceho Lagrangeovho multiplikdtora i, tento bod neprestane byt pripustny a
pozostalé 1, ¥ neprestant spliiaf podmienky komplementarity s k nim prislichajicimi
pozostalymi ohrani¢eniami, ani @ neprestanti byt neziporné. Tento bod teda splni
posledné dva riadky KKT podmienok (58) — (59). Nulovy Lagrangeov multiplikator
pri rieSeni sustavy rovnic (57) sposobi, Ze toto ohranicenie tu nemé ziadnu rolu a teda
jeho odstranenim neprestane bod spliiat ani prvy riadok KKT podmienok (57), ¢im

ostéva optimalnym rieSenim. O
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2.3 Lokalne ekvivalentna tloha na viazany extrém

2.3 Lokalne ekvivalentna uloha na viazany extrém

Napiseme si KKT podmienky pre tlohu (47). Lagrangeova funkcia ma tvar
Lw,uﬂozgeTze+MT9+wWA9—by+che—@, w>0  (77)

a jej derivovanim dostaneme

o0 +p+ATu+CTv=0, (78)
u’ (A —b)=0, AO <D, u>0, (79)
Co=d. (80)

Veta 2.5. Predpokladajme, Ze pozndme mnoZinu indexov aktivnych ohraniceni opti-

mdlneho riesenia ulohy (47) pre nejaké ¢ = ¢y

K (pr) = {k] (48(e0)), =i} (81)

Nech matica G a vektor h vznikni pre v, podobne ako v (50) zloZenim riadkov matice

C a aktivnych riadkov matice A a vektora d a aktivnych zloZiek vektora b

C d
G = . h= . (82)

Ak keK (1) bk | keK (o1)
Potom je pre ¢ = 1 optimalne rieSenie 5(901) ulohy (47) zhodné s optimdlnym riese-
nim ulohy na viazany extrém

Imn{%wT20+mw}:%£{%uﬂze+uTﬂ. (83)

G oO=h

Dokaz. Uloha (47) je konvexnd s rydzokonvexnou minimalizovanou funkciou f, =
% 0T ¥ 0+u” 0. Lagrangeové multiplikitory vSetkych neaktivnych ohraniceni typu ne-
rovnosti Uk | k¢x (1) (1) s nulové. Médzeme preto pouzit Lemu 2.4. Podobnou tGvahou
ako v Dokaze 2 tejto lemy je vidno, Ze s odstranenim neaktivneho ohranicenia sa Lag-
rangeové multiplikatory pozostalych ohrani¢eni nezmenia. M6zeme ju teda postupne

pouzit na odstranenie vSetkych pre 1 neaktivnych ohraniceni typu nerovnosti. O]

Veta 2.5 umoziiuje rozlozit tlohu (47) na postupnost tloh na viazany extrém

[P T T
Cr;mn{QQ X0+ p 9} (84)



2.3 Lokalne ekvivalentna tloha na viazany extrém

pre nejakt postupnost ¢ . Onedlho vyjde najavo, ze tato postupnost je koneéna a mno-
zina bodov ¢, pre ktoré je K (¢) rovnaka, je interval. Teraz to zatial predpokladajme

a vyrieSme tlohu (84). Lagrangeova funkcia mé pre nu tvar

L(O,u,v):§9T29+uT9+vT(G0—h) (85)

a jej derivovanim dostaneme systém rovnic pre nezname 6, v

eSO+ pu+GTv=0 (86)
GO =h, (87)

vyrieSenim ktorého ziskame optimalne rieSenie tlohy (84). Najprv moézeme vyjadrit 0
L T
0==—%"(—p—G"v). (88)
2
ako funkciu Lagrengeovych multiplikatorov v. Po dosadeni tohto do (87) mame
1 —1 1 —1 AT
h=—-GY'u— -Gy 6T, (89)
¥ ¥
Désledok 2.3 umoznuje jednoznacne vyjadrit vektor Lagrangeovych multiplikdtorov
v=—(GYTGN'GYS - (GG A, (90)
ktory mozme dosadit do vyjadrenia optimalneho rieSenia (88)
o n C 1 S
0 =bhor (p) =0+ —6°, (91)
2
kde sme oznadili §° zlozku nezavisla (konstantnil) od ¢ a 6° zavisla zlozku (smer)
0 =x'GT (GG A (92)
0 =-tpu+ G (GEETTGTY TG . (93)

Ulohu (84) budeme vzhladom na tlohu (47) nazyvat lokdlne ekvivalentnd tloha na
viazany extrém a mnozinu bodov ¢, na ktorej si1 optimélne riesenia tychto tloh rovnaké
interval konstantnosti K (¢) . VSimnime si, ze optimalne riesenia lokalne ekvivalentne;j
tlohy na viazany extrém (84) tvoria polpriamku Oron (p) (91) s pociatkom v bode 0° a

smerovym vektorom 6° ktora s rasticim ¢ smeruje do ¢, a navyse plati
0)" 26 =0. (94)
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2.3 Lokalne ekvivalentna tloha na viazany extrém

Kedze tloha (47) bude vyriesitelna postupnostou lokalne ekvivalentnych tloh na via-
zany extrém, krivka optiméalnych rieseni ) () tejto tlohy bude tvorena zjednotenim
tychto useciek a polpriamok. Ostéva zistif, ako sa moze zmenit mnozina aktivnych

ohraniceni K (). Najprv nech pre nejaké (; plati pre optimalne riesenie

A0 (p1) = by (95)
Ay 8 (1) = by (96)
A8 (1) < by (97)
A0 (1) < by, (98)

kde Ay, by st nejaké Casti matice A a vektora b, pri¢om niektoré mézu byt aj prazdne.
Uvazujme situéciu ¢ < @9 a existenciu jedinej zmeny v K (¢) na intervale [¢1 , @o] .

Prvou moznostou pri posune p; — 5 je pribudnutie aktivnych ohraniceni K (¢1) C
K (p2). To zodpoveda nérazu lokalnej polpriamky Bro (¢) v nejakom bode zmeny
¢, p1 < p, < @y na nejaké doteraz neaktivne nadroviny, napriklad (97), ktoré jej v
smere #° brania v dalsom postupe. Pre vSetky ¢ € [p., po] potom plati A g(go) = bs.

Druhou moZnostou pri posune ;3 — ¢5 je ubudnutie aktivnych ohraniceni K (1) D
K (p2) . To zodpoveda opusteniu krivky é\(gp) v nejakom bode zmeny ¢, , ©1 < @, < @9
nejakych doteraz aktivnych nadrovin, napriklad (95). Tieto uz potom viac neobmedzuji
optimélne rieenie A; 0 () < by Vo € (., ¢a] .

T¥m sme vycerpali vietky moznosti. Dalsou by mohla byt kombinacia prvych dvoch
situécii, to sa vSak nemoze stat, lebo naraz krivky 5(30) na neaktivne nadroviny a jej
opustenie aktivnych nadrovin vytvaraju odlisny charakter delenia hodnét ¢ na inter-
valy konstantnosti K (¢) . Ak krivka 6 () narazi na nejakt mnozinu nadrovin, delenie
ma charakter [¢;, ©.), [¢., 2], Cize sprava otvoreny prvy interval. V pripade jej opus-
tenia nejakej mnoziny nadrovin je delenie [p1, ¢.], (., @2, Cize sprava uzavrety prvy
interval. Je sice mozné, aby krivka g(cp) na nejakt nadrovinu narazila a okamzite ju
alebo nejaku int opustila, delenie na intervaly konstantnosti K (¢) vSak v takom pri-
pade vyzera [v1, ¢.), {¢.}, (¢., v2]. To ale zodpoveda kombinécii vyssie uvedenych
pripadov — najprv narazu na nadroviny a az potom opusteniu mnoziny nadrovin.

MéZeme preto pozorovat naraz na neaktivne ohranicenia a opustenie aktivnych ohra-

ni¢eni oddelene. Budeme vychadzat zo znameho optimalneho riesenia é\(go) pre ¢ = g
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2.4 Lagrangeova dudlna tuloha

a v zvolenom smere ¢, bud raste alebo poklese budeme sledovat, kedy krivka g(go)
opusti nejaké momentalne aktivne ohranicenie a kedy sa nejaké doteraz neaktivne
ohranicenie stane aktivhym. Za bod zmeny ¢, zvolime, ¢o nastane skor. Na inter-
vale medzi tymito bodmi ¢ vypocitame optimalne riesenie ) () tlohy (47) pomocou
lokalne ekvivalentnej tlohy na viazany extrém (84).
Bod néarazu ¢,,, sa uréi fahko. Ak vychddzame z optimélneho riesenia (91) v smere
danom (93), potom nédm staci zobrat posledny bod ¢, kedy je splnena nerovnost
. 1
Aelok ((p) =A (96 + — 98) S b. (99)
¥
Napriklad pri raste ¢ to bude

A S
o lgIeli\IAl (b<—+¢)9]i)k ak M ={k|(A0°), <0, (b— A6, <0} je neprazdna

00 inak
(100)

2.4 Lagrangeova dualna uloha

Bod ., opustenia krivky optimdalnych rieseni g(go) nejakych aktivnych ohranic¢eni
ur¢ime pomocou Lagrangeovej dudlnej tlohy. Postacujicou podmienkou pre silnt du-
alitu je linearita ohraniceni [4], [9]. Pre tlohu (47) teda mame silnt dualitu a Lagran-

geova dualna funkcia méa pre nu tvar
D (u,v) = —de—uTb+mein{§9T29+uT6+vTCH+uTA9} 0<wu. (101)

Matica X je kladne definitnd, minimum je teda jednoznacne dané ako

0= éEl (—p—CTv—A"w) (102)

a jeho dosadenim do (101) dostaneme

1 1 1
Du,v)=—vld—u"b— —pu> 'ty ——o"C8 ' CTv— —ul AT AT u—
2¢ 2 2
1 1 1
— = oyt yu— =AY - =T AT O o, 0<u.
2 2 ®
(103)
KedZe teraz nés zaujima optimélne rieSenie Lagrangeovej duélnej tlohy, nie hodnota

v nom, konstantu nezavisli na u, v nepotrebujeme a Lagrangeova dualna tloha pre
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2.4 Lagrangeova dudlna tuloha

tlohu (47) mé tvar

1 v
Urfloas}i 5 (U u> Pcele " + <U U) Gcele 3 (104)
kde
CyY-1oT oxnl AT CY'u+pd
Pcele = - ) Geele = — . (105)
ASLOT AR AT AS U+ b

Vyznam indexov .. objasnime o chvilu. Kedze méa matica —C' X~' C7 z Predpokladu
2.2 plnt hodnost, je zaporne definitnd a D (u, v) je rydzokonkdvna funkcia volnych
premennych v. Mohli by sme to vyuzit, aby sme jednoznac¢ne vyjadrili ich optimalnu

hodnotu vzhladom na tlohu (104)
v=—(CEX O (pd+CE p+COx AT w) (106)

a po dlhsej uprave tak ziskali jej tvar obsahujtci iba premenné u

1
rilzaﬁ( {5 uT Pcele U+ UT QCele} ; (107)
kde
Puye=—AY AT+ AT CT (TP e)yTtox T AT (108)

Qeete = — AT ' p—pb+p AT CT(CSTTCT) T d+ Lo

+Ax ot extontex . o)

Onedlho ale uvidime, ze ndm viac vyhovuje jej tvar (104). Z hladiska opustenia krivky
) (¢) nejakych aktivnych ohraniceni K (¢;) v nejakom ) (p1) nepotrebujeme riesit
Lagrangeovta dualnu tulohu obsahujicu Lagrangeové multiplikatory pre vsetky ohra-
ni¢enia. Staci, ak budeme uvazovat ohranicenia, ktoré st pre toto optiméalne rieSenie
aktivne a ktoré teda vystupuju v lokalne ekvivalentnej tilohe na viazany extrém pre
bod ¢; . Postadi to aj pre jeho okolie O (¢1) . Pre ohranicenia, ktoré s v bode 5(301)
neaktivne, totiz existuje okolie O (5(301)> tohto bodu, na ktorom su tiez neaktivne
Ap gk (1) 0 < brjrgr (o) V0 € O (5(@1)> Z toho, 7ze () je spojité funkcia vy-
plyva, zZe existuje takd mald zmenu v hodnote parametra ¢, pre ktori sa bude bod

optima pohybovat v tomto okoli a teda ziadne momentalne neaktivne ohranic¢enia ho
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2.4 Lagrangeova dudlna tuloha

neobmedzia. Inymi slovami existuje okolie O (1) bodu ¢;, kde sa mnozina K (¢1)
ako pre g(gol), alebo niektoré prestanti byt aktivne, Ziadne ale neza¢ni byt aktivne
Ak kg (@1)(/9\(@ < bpjrgi (o) V@ € O(p1). Na tomto okoli budi Lagrangeové mul-
tiplikatory ohraniceni neaktivnych v 5(901) rovné nule, mdézeme teda dedukovat, Ze z
hladiska opustenia krivky 5((,0) aktivnych ohraniceni K (¢;) staci na okoli O (p;) zo-
strojif Lagrangeovi dudlnu tlohu iba pre aktivne ohranicenia typu nerovnosti a pre
ohranicenia typu rovnosti pouzitim iba aktivnych riadkov A a b vo vztahoch (105) alebo
(108), (109), lebo na zvysnych riadkoch a stipcoch P.ee , ecre nezélezi. Alebo sa na si-
tudciu mozeme pozriet z hladiska konstrukcie lokalne ekvivalentnej tilohy na viazany
extrém k Lagrangeovej duélnej tlohe, pricom v nej sa opustenim krivky optimalnych
rieSeni (D (), U (¢))? aktivnych ohraniceni nezdpornosti nemusime zaoberat, lebo to
zodpovedd narazeniu krivky 5(30) na momentalne neaktivne ohrani¢enia v priméarnej
ulohe. V oboch pripadoch dostaneme tlohu, ktorda ma z Predpokladu 2.2 nanajvys n
premennych. Budeme ju nazyvat lokdlna Lagrangeova dudlna tloha a ti so vSetkymi
premennymi u , v celd Lagrangeova dualna tloha. Maticu kvadratickej formy lokalnej
Lagrangeovej dudalnej ilohy oznacime P a vektor linearneho clena ¢ . Lokalna Lagran-
geova dudlna uloha je teda na nejakom okoli O () ekvivalentné celej Lagrangeovej
duélnej tlohe v tom zmysle, ze maji rovnaké riesenia pre premenné U, = Uk | kek (1)
a U vystupujice v oboch tlohach a zvysné u s nulové Uy pgk (p,) = 0. Lokalna Lag-
rangeova duélna tloha méa v bode ¢; pripustné volné optimum, lebo Lagrangeové
multiplikdtory aktivnych ohraniceni st bud kladné, alebo st nulové “dobrovolne”, to
jest aj bez vynutenia ohrani¢eniami v > 0. NavysSe je maximalizovana funkcia tejto
tilohy rydzokonkévna, lebo pre tlohu (104) m& matica P = —G 7! GT z Predpokladu
2.2 plna hodnost (z toho vyplynie aj plnd hodnost matice P ulohy (107)). RieSenie

Lagrangeovej dualnej tlohy pre aktivne ohranicenia je teda v bode (; dané ako

~

,US + ,UC
TSy (110
Ulok ¥ U’?ok + ufok
s ¢°, ¢° rovnymi
q = =—h, ¢ = =-GX'p  (111)
—bk | keK (p1) — Ay | k€K (p1) x H
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pre ¢ = ;. Tymito vztahmi moézeme pozorovat, pre akit hodnotu ¢ sa nejaké ohra-
ni¢enia typu nerovnosti stant neaktivnymi. Stane sa to v tom ¢, , ked sa niektora s
tymto parametrom sa meniaca sa zlozka u stane nulovou. V tomto bode maju prislusné
ohranic¢enia Lagrangeov multiplikator nulovy a s ¢ klesajuci, preto budi pre dalsie ¢

neaktivne. Pre rastice ¢ ho ur¢ime ako

min — (uls"k)k ak M = {k| (u},,), <0} je neprazdna
Oro = { PM (Ufore )1 (112)
00 inak

Zo vztahu (110) vyplyva aj to, Ze mnozina bodov ¢, pre ktoré je K () rovnaka mno-
zina je interval. Zoberme si pripad rasttiiceho ¢ . Ak krivka ) (¢) v nejakom bode ¢,
opusti nejakd mnozinu aktivnych ohraniceni, pre vsetky ¢ > ¢,, budu niektoré opti-
maélne u, () tejto lokalnej Lagrangeovej duélnej tlohy zaporné, preto uz nikdy nebude
aktivna tato istd mnozina ohraniceni. Ak krivka a(gp) v nejakom bode ., narazi na
nejakd mnozinu neaktivnych ohraniceni, pre vSetky ¢ > ¢,, bude optimalne riesenie
é\lok () tejto lokédlne ekvivalentnej tlohy na viazany extrém nepripustné pre tlohu (47).

Preto pre vsetky ¢1 < @9 plati

K (1) = K (p2) = K (¢1) = K () Yo € (o1, pa) - (113)

KedZe pocet vSetkych kombinacii indexov aktivnych ohrani¢eni typu nerovnosti je
konecny, je aj pocet intervalov konstantnosti K () koneény. Algoritmus teda pozostava

z kone¢ného poctu tloh na viazany extrém.

2.5 Schéma algoritmu a priklad

Nasleduje schéma odvodeného algoritmu. Kvoli jednoduchosti a prehladnosti uvadzame
iba pripad zvicsujuceho sa ¢ . Jedind zmena v pripade zmensujiceho sa ¢ je, ze pri
urceni ., a ., zoberieme maximum miesto minima a zmenia sa niektoré nerovnosti

vo vztahoch uréujiacich M.

Algoritmus 1. pre dlohu PKP (47)
Vstup: matice 3, A, C', vektory u, b, d, optimdlne rieSenie 5((,00) ulohy (47) pre
hodnotu parametra ¢q , jeden alebo viac kladngch parametrov eps > 0 na zohladnenie

potenciondlnych zaokrihlovacich chyb
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2.5 Schéma algoritmu a priklad

Vistup: optimdlne rieSenie a(gp) pre ¢ € [pgo, 00) v podobe delenia tohto intervalu na

iter+1

intervaly [@"e" | o iter

| konstantnosti K (¢) a smerov (0°)"" a konstantnych zloZiek

(6°)*er optimdlnych riesend lokdlne ekvivalentnych tloh na viazany extrém (9}’2? (p) tvo-
Diter

riacich na nich optimdlne riesenie podla vztahu 6 ‘ - iters1, = 0 ‘ ; iter
P P (¢) pEpiter  pireri] T Vlok (%) pElpiter e

1. PoloZime iter = 0, " =

iter
z

K (piter) = {k ‘ <b - Ag(djer)) < eps} a zostavime maticu G a vektor h podla
k
vztahu (82) pre K (o%¢")

z

2. Vypocitame aktivne ohranicenia typu merovnosti v bode g(go ) podla vztahu

3. Pomocou lokdlnej Lagrangeovej dudlnej ulohy pre Lagrangeové multiplikatory pri-
slichajice ohraniceniam z K (¢"°") a vztahov (105), (110), (111) vypocitame
hodnotu parametra ¢, (112), pre ktord krivka optimdlnych rieseni opusti nejaké

aktivne ohranicenia

4. Vypocime konstantni zloZku (60°)"" (92), smer (6°)*" (93) a tym aj optimdlne

riesenie 5}27;7" (91) lokdlne ekvivalentnej ulohy na viazany extrém (84) a pomo-

cou nich vypocitame posledni hodnotu parametra ., (100), pre ktori je toto

optimum (91) pripustnym riesenim ulohy (47)
5. Porouvndme, ktord zmena v mnoZine aktivnych ohranicent, ktord nastane skor:

(a) Ak .o < Q. , potom krivka optimdlnych riesent g(go) najprv opusti nejaké

doteraz aktivne ohranicenia, vypocitame bod zmeny v mnozine indexov aktiv-

iter+1
z

nych ohraniceni K (p) ako ¢ = ¥, , 2Z0Stavime mnoZinu indexov opi-

vy s g v . . S c S
Stagicich aktivne ohranicenia K, = {k | (¢z0ti,y + uiy), < eps, (uiy), <
0} a zostavime novi mnoZinu indezov aktivnych ohraniceni K (pier+l) =

K (¢ \ K, pre dalsi interval konstantnosti K ()

z

(b) Ak ©.o > @.n, potom krivka optimdlnych riesent 5((,0) najprv narazi na ne-

jaké doteraz meaktivne ohranicenia, vypocitame bod zmeny v mnoZine inde-

iter+1
z

zov aktivnych ohraniceni K () ako ¢ = ., G zostavime novi MNoOZinu

(b—A(ec + L6 )>k<

indexov aktivnych ohraniceni K (" 1) = {k: e er e
zZn

eps} pre dalsi interval konstantnosti K (o)
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2.5 Schéma algoritmu a priklad

6. UloZime plerT1 (0%)er | (6°)%" | poloZime iter = iter + 1

7. ak " = oo koniec, inak pokracujeme bodom 2.

V bode 6. ukladame smerovy vektor #° vychadzajuci z 6 a hornt hranicu ¢, inter-
valu konstantnosti K (¢), na ktorom tieto vektory uréuji krivku 6 (o) = 6 + é@s.
Spodni hranicu tohto intervalu tvori ¢, z predchadzajicej iteracie. Pouzitim Algoritmu
1 pre rastuce aj pre klesajice ¢ ziskame celt krivku optimalnych rieSeni ulohy (47),
pricom nam staci poznaf rieSenie tlohy KP pre jedini hodnotu g, ako sme tvrdili
na zaciatku. Tato hodnotu mozeme ziskat jednoducho, ak je pre nejaké ¢ pripustné
minimum lokalne ekvivalentnej tlohy na viazany extrém (84) s G = C'.

Vsimnime si, Ze v pripade pouzitia Lagrangeovej dualnej ulohy v tvare (104) riesime
vo vztahu (110) tie isté systémy rovnic ako vo vzfahoch (92), (93). Ak by sme pouzili
Lagrangeovi dudlnu tlohu v tvare (107) pre tlohu (47) s nenulovym 7, riesili by sme vo
vztahu (110) systém s inou maticou P . Pouzitim tvaru (104) si teda uSetrime rieSenie
dvoch systémov rovnic pre kazdy interval konStantnosti K (¢). NavySe sa v pripade
riedkej tlohy PKP (47) v pripade pouzitia dudlnej tlohy (107) pri ndsobeni matic vo
vztahu (108) Casto straca ich riedkost. Dalej si mozme v§imntf symetriu primérne;
a dualnej tlohy v bodoch zmeny ¢, . Obe st tlohy PKP s linearne parametrizova-
nou optimalizovanou funkciou, pricom naraz krivky optiméalnych rieseni na doteraz
neaktivne ohranicenia v jednej tlohe je zodpovedajuci jej opusteniu doteraz aktivnych
ohranic¢eni v druhej tlohe, pricom tieto zmeny sa symetricky menia aj podla toho, ¢i
je o rastuce alebo klesajuce. Vedlajsim produktom Algoritmu 1 je krivka optimdalnych
rieseni (v (¢), u (¢))" parametrizovanej celej Lagrangeovej dudlnej tlohy v podobe jej
smerov a konstantnych zloziek v*, v¢, u®, u® na intervaloch konstantnosti K (¢) , ktoré
st zhodné s tymi v primérnej tlohe, pricom si moézeme vSimnit, Ze na jej vypocet sme
nepouzili k nej duadlnu Lagrangeova dualnu tlohu.

Ak vypocitame krivku optimalnych rieSeni, na kazdom intervale konstantnosti K ()

vypoditame hodnotovii funkciu A () tlohy (47) dosadenim optimalneho rieenia
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2.5 Schéma algoritmu a priklad

lokéalne ekvivalentnej tlohy na viazany extrém

N ¥ c 1 s g c 1 s T c 1 s
)\lok((ﬂ):§ (94—;9 by 9+;0 +u 9+;9 =

1 1 1
=5 60" 26 + (5 6" Lo° + uT95> ot 6" 20° +ploc = (114)
—ap+ 21y,
@
kde o, B, v je mozné s vyuzitim (94) vyjadrit ako
1 _
a= (GG =0 (115)
1 _
f=s (MT N el (b el e vayTRup E*lu) <0 (116)
y=dTEGT (GETIGT) T . (117)

Hodnotovii funkciu A (¢) tlohy (47) dostaneme zjednotenim funkcii A (¢) na in-
tervaloch konstantnosti K (). Pre vypocet hodnotovej funkcie A () (37) pouzijeme
Algoritmus 1 pre p prendsobené —1. Samozrejme, ze G = G (¢) a aj niektoré dalsie
premenné su nielen tu na roznych intervaloch konstantnosti K () rozne. Toto znace-
nie sme vypustili, lebo verime, Ze vyznam je z kontextu jasny. Vsimnime si, ze o« = 0
len vtedy, ak K (p) = C' = () alebo ak h = 0. Na druhej strane 5 = 0 len vtedy, ak
E*%,u 1L N (E*% GT), ¢o je ekvivalentné s 6° = 0. To vyplyva zo vztahov (93) a (116)

vyfatim %72 pred a za zétvorku (v zatvorke bude projekéna matica) alebo zo (114).

Priklad 2.6. Nech

-1 1 1
2 1 —2 C=10
= o= A=l 1| . ob=|1] .
11 -3 d=10
1 0 1
(118)

Vypocitame krivku optimdlnych riesent 5(@) a hodnotovi funkciu A () ulohy (47) pre
vsetky ¢ > 0. Najgprv potrebujeme bod 5((,00) na krivke optimalnych rieseni. Pozrime
sa, ¢i je pripustné nejaké volné minimum

-1
1 (2 1 -2 1
; 11 -3 ; 4

~

Qvol (‘;0) = - (119)
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2.5 Schéma algoritmu a priklad

Dosadime ho do ohraniceni typu nerovnosti

5 1 5 @
~ 1
Abyo (p) = AR ER L (120)
~1 1 ~1 ©

a zistime, Ze na intervale [5, 00) je pripustné, pouZijeme preto Algoritmus 1 pre klesa-
jiice ¢ . Dalej postupujeme rovnako, ako keby sme dostali g(gpo) pre o € (5, 00). Na
tomto intervale zrejme K (¢) = G = h = a kedZe nie s aktivne Ziadne ohranicenia,

ktoré moZno opustit, formdlne poloZime ., = 0. Vypocitame

c 0 0 s 0 _1 ~ ]_ _1
(6°)" = , o (0°) = = Ok (0) = — (121)
0 4 Y\ 4
~ D
a=0, ﬂ:—5, ’7:0 :>)\lok(g0):—; (122)

a za bod zmeny v mnoZine aktivnych ohraniceni zvolime ., = p! =5. V tomto bode

0
—AO(5) = | 4
b—AB(5) = |1 (123)
6
5
je aktivne ohranicenie K (5) = {1}. Zostavime
G:Alz(_1 1), h=b =1. (124)
Lokalna Lagrangeova dudlna tloha teda bude
Uy -1 -1 -1
{2 95 (uvu (- )y
= 1 (125)
5u?
I“{ 5 TE-Pu }
a jej volné optimum
Gi=1- g (126)

je pripustné pre ¢ < 5, pre vsetky mensie ¢ teda bude tento Lagrangeov multiplikator

kladny. Toto ohranicenie bude teda aktivne a formdlne poloZime ., = 0. Vypocitame

c\1 _é s\1 1 0 _§ 1 1
(69) = , (7)) = = Orox () = +— (127)
: AR\
1 ) ~ %) 5)
« 0’ 5 Y 1ok (0) 10 2 (128)
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2.5 Schéma algoritmu a priklad

S klesajicim ¢ rastie druhd a tretia zloZka Ag(go)

1 0 1
1 1
A9(90)=A(9C)I+EA(95)1= el =] (129)
-2 1 1

bod ndrazu preto urcime z porovnania hodnot  , pre ktoré krivka 0 () dosiahne tieto

ohranicenia

- (b—A (6", _2

1
A@)h, 5 e

1 7
— < 3 — 130
© - 5 ( )

Druhé ohranicenie bude dosiahnuté skor ako tretie v bode ¢,, = g > % . Mame preto

Wl=p.m=25aK (3)={1,2}. Zostavime

A ~1 1 by 1
G = — . h= = . (131)
A, 0 1 by 1

Z lokdlnej Lagrangeovej dudlnej wulohy urcime, po ktord hodnotu ¢ by prvé a druhé

ohranicenie ostali aktivnymi, ak by sme si nevsimali ostatné ohranicenia

1 -1 1 L, [-1 0 Uy
max - = (U1 u2> by +
wuaz0 |2 0 1 11

(132)
-1 1 . 1
+ (Ul U2> - o= -
0 1 1
Tieto ohranicenia budi aktivne, kym je pripustné volné optimum tejto ilohy
Uy 1 —2
= + . (133)
U2 —2 5

Jeho druha zlozka s klesajicim ¢ rastie, preto za ., = 2 urcime bod, kedy sa prvd

zloZka sa stava zdpornou. Vypocitame

, [0 , [0 " 0
(6°)" = , (09 = = Oor () = (134)
0 1 1

1 -
3 B =0, v=-3 :>)\lok(90):§_3 (135)

o =

Smer je nulovy vektor, preto sa :9\((,0) sa nement a formdlne poloZime ., = 0. Za bod

zmeny preto zvolime 2 = 2 = ., > 0., = 0. KedZe sme u? ilustrovali vietky kroky
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2.6 Degenerovana mnozina pripustnych rieSeni

Algoritmu 1, uwvedieme uz iba vysledok

(

~ 1 (-1 ~ 5
(5, 00) K(p)=10 0(p) =— AMp)=——
v\ 4 2
2
3 (1) ~ © )
505 K(p)={1 0(p) = = AMep)="———-1
5] K@=t =] "ol | A =15,
5
5 ) 0 3 Y
1
1
—3 1 (1] ~ e 1
(3.2) K(p)={2} 0= +— Ap)=7——-2
1 7o v
2 ) 1 3 S
(03] K()={2.3} 0(p)= Ap)=2F =5
\ 1
(136)
° I:Imndzina pripdstnych riééenl’
4}] — ohranicenia -
——volné optimalne rieSenia
3l krivka optimalnych rieSeni |

02

Obr. 2: Geometria a priebeh optimalnych rieseni Prikladu 2.6

2.6 Degenerovana mnozina pripustnych rieSeni

Istou nevyhodou je Predpoklad 2.2, lebo mnozinu pripustnych rieseni {2 méZeme mat

danu v degenerovanom tvare, teda dant takym jej popisom pomocou ohraniceni, ktory
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2.6 Degenerovana mnozina pripustnych rieSeni

tento predpoklad nesplita. Ak by sme pouzili Algoritmus 1 v takom pripade, v nejakom
bode ¢, by matica G nemala plnt riadkovi hodnost. Lokéalna Lagrangeova duélna tloha
k (47) potom v tomto bode nemusi maf jednoznacéné riesenie, lebo jej matica kvad-
ratickej formy P = —G X' GT méze byt iba zaporne semidefinitnd. Pouzitim tohto
postupu preto nevieme jednoznac¢ne urcit hodnotu Lagrangeovych multiplikdtorov ak-
tivnych ohraniceni a teda ani bod ¢,, ich opustenia.

Je mozné zmenit vyjadrenie polyédra €2 pomocou ohrani¢eni typu rovnosti a nerov-
nosti tak, aby boli normalové vektory nadrovin aktivnych ohraniceni linearne nezavislé
v akomkolvek bode 6 € € bez ohladu nato, ¢i sa nachadza na krivke optimalnych rie-
Seni 0 (). Ohranicenia typu rovnosti st s Predpokladom 2.2 v rozpore vtedy, ak matica
C' nem4 plnu riadkovi hodnost. V takom pripade sa d4 pouzit Gaussové eliminacia a
ponechat iba systém rovnic C'# = d s plnou riadkovou hodnostou C'. Ohranicenia typu
nerovnosti moézu byt v rozpore s Predpokladom 2.2 z dvoch dévodov. Bud implicitne
zahfnaju nejaké rovnosti alebo si niektoré z nich z hladiska popisu §2 nadbytocné.
Riesenie oboch tychto problémov mozno néjst v ([6], Avis — Fukuda — Picozzi [2]). Na
vyrieSenie prvého problému sa naformuluje tiloha LP hladajica vnitorny bod polyédra
2. Ak taky bod nenajdeme, polyéder neméa plnii dimenziu a detekujeme ohranicenia
typu nerovnosti, ktoré si splnené ako rovnosti pre vsetky 6 € 2. Na vyriesenie dru-
hého problému sa naformuluji tlohy LP, ktoré zistia, ¢i sa perturbaciou jednotlivych
ohranic¢eni typu nerovnosti mnozina 2 rozsiri. Tie ohranic¢enia, ktorych perturbaciou
sa rozsiri nie s nadbytocné a naopak.

Nas vsak zaujimaju iba body nachadzajtce sa na krivke optimalnych rieseni a(gp) :
Preto nam tieto problémy staci riesif iba vtedy, ak sa v nejakej iteracii vo . vyskytne
singularna matica P , ¢o zistime napriklad podla diagonaly jej Choleského rozkladu. Ak
sa to stane pre ¢ , preverime pritomnost vsetkych troch problémov. V dalsich iteraciach
sa uz moze vyskytnut iba problém s nadbytofnymi ohrani¢eniami typu nerovnosti. V
kazdej iteracii vratane prvej nam ho sta¢i vyriesit iba pre aktivne ohranicenia z K (¢, ) .

Inou moZnostou je regularizovat 2 malym parametrom 0 a vypocitat aproxima-
ciu krivky optiméalnych rieseni 55 (p) . Napriklad je mozné miesto krivky optimalnych
rieseni tlohy (47) pocitat krivku optimalnych rieSeni jej celej Lagrangeovej dudlnej

tlohy (pouzitim modifikicie Algoritmu 1 zo 4. kapitoly) s maticou kvadratickej formy
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2.6 Degenerovana mnozina pripustnych rieSeni

P.ge — 61,68 > 0 a z priebehu (35 (@), Uy (¢))" potom pomocou (64), (78) zostavit
05 (), pricom tvar (107) je asi menej vypoctovo narocny, ak je pouzitelny. Celd Lag-
rangeova duélna uloha k (47) je nakoniec tiez tloha PKP, ktorej mnozina pripustnych
rieSeni dana obmedzeniami nezidpornosti pre premenné v > 0 splita Predpoklad 2.2.
Alebo ak predpokladame maéalo bodov ¢, , v ktorych nie je splneny Predpoklad 2.2,
mozeme vyriesit ilohu KP pre dalsiu hodnotu parametra ¢ a postupovat z nej.
Méame eSte in moznost ako postupovat v pripade, ak v nejakom bode ¢, nie je
splneny Predpoklad 2.2. Niektoré z optimalnych rieseni lokdlnej Lagrangeovej dualnej

tlohy je uréite niektoré z volnych optim tejto tlohy. To je dané ako rieSenie ststavy

v
Pl | =—(eq+q) (137)
Ulok

so singularnou maticou P . Bod ¢,, opustenia krivky (5(@ tejto mnoziny ohraniceni sa
dé urcit ako poslednd hodnota ¢, pre ktort existuje rieSenie tejto stustavy so vsetkymi
zlozkami U, nezapornymi. Hodnota ¢,, sa teda napriklad pre rasttice ¢ da ziskat

vyrieSenim nasledovnej tlohy LP

max ¢ (138)
®,Ulok , U
v
P + ¢’ =—q° (139)
Ulok
Ulok Z 0. (140)

Optimélne rieSenie tejto tlohy (&, U, Uk)? je jednoznaéné nielen pre premennii p =
©.o, ale aj pre premenné uy , okrem pripadu, ak pre nejaky vektor Standardnej jed-
notkovej bazy e, = (0 ...,0,1,0,...,0)7 plati e, € N (P). Aby sme to videli,
uvedomme si, Ze mnozina optimalnych rieseni lokalnej Lagrangeovej dudlnej tlohy

je dana prienikom nulového priestoru P posunutého o nejaké nehomogénne riesenie

(Unehom nehom wz)|

y U prinaleziacemu premennym oy, -

) a nezaporného ortantu R'X
Ziadne optimalne riesenie (p, ¥, U)? tlohy (138) nemdze mat zlozku . tvorent
vnutornym bodom R‘f (<)l , lebo kvoli spojitosti parametrizovanych mnozin volnych
optiméalnych rieSeni lokalnej Lagrangeovej dudlnej tlohy (7, @j,,)7 médzme hodnotou

@ eSte mozno pohnit, kym bude nejaké zlozka %, v tejto mnoZine nevyhnutne za-

porné. To znamend, Ze toto @ nie je hladané ¢ = ¢,,. Ak teda existuje viac roznych
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2.7 Numerické vlastnosti algoritmu

optiméalnych rieseni (P, U, Ujx)” lohy (138) a ich zlozky . sa lisia, vietky T, viet-
kych optimalnych rieseni sa nachadzaji na tej istej casti hranice R'f (o)l , inak by ich
konvexnou kombinaciou vznikol vnatorny bod a ten by bol tiez optimom tejto tlohy
kvoli konvexnosti jej mnoziny optimalnych rieseni. To znamena, ze existuje taka zlozka
zlozka (Uok),, , ktoréd je nulova (Uyy), = 0 pre vietky ($, U, Wox)” a nevyhnutne aspori
jeden vektor zo $tandardnej jednotkovej béazy splia e, € N (P). Ak je toto pravda,
potom je cely k — ty stlpec P a teda aj k — ty diagonalny élen P nulovy, z ¢oho vy-
plyva nulovost & — teho riadku G . Na to, aby sme predisli tejto situécii teda staci, ak
z ohraniceni odstranime vSetky nulové riadky. Ziskame tak jednoznacné ., a tym aj
informaéciu, ktoré aktivne ohranicenia sa v bode ¢,, stantt neaktivnymi. V pripade plnej
riadkovej hodnosti matice C' mozeme opiét pouzif lokdlnu Lagrangeov duéalnu tlohu s
P, q vytvorenymi zo (107), aby mala tloha (138) mensie rozmery. Singuldarna matica
P = GX7!'GT vystupuje aj v systémoch rovnic v (92), (93). Pre kazdé ¢ z intervalu
medzi sticasnym ¢, vypocitanym ., vsak modzeme zo systému rovnic G 6 = h lokalne
ekvivalentnej tlohy na viazany extrém odstranit nadbytocné ohranicenia a ziskat tak
jej jednoznacné optimalne rieSenia tvorené smerom #° a konstantnou zlozkou 6¢, ktoré
nasledne pouzijeme na vypocet bodu narazu (., na neaktivne ohranic¢enia. Predpoklad
2.2 sa teda s vynimkou odstranenia nulovych riadkov z ohranic¢eni da vypustit, jeho
splnenie nas ale zbavuje nutnosti riesit tieto vypocty.

Dalsou moznostou, ako postupovaf v pripade nesplnenia Predpokladu 2.2 je ap-
likovat myslienky lokdlne ekvivalentnej tlohy na viazany extrém a lokélnej Lagran-
geovej dudlnej tlohy priamo na KKT podmienky (T¢ndel — Johansen — Bemporad
[28]). V pripade tlohy (47) so symetrickou, singularnou kladne semidefinitnou maticou
¥ = 37 = 0 sa ndm nepodari pomocou (102) zostavit Lagrangeovtt dualnu tlohu (103)
ani pouzit vztahy (92), (93) s inverznou maticou ¥, preto mdzeme tiez pouzit tento

postup.

2.7 Numerické vlastnosti algoritmu

Z numerickych vlastnosti Algoritmu 1 sme najprv otestovali, nakolko presné tdaje do-
staneme jeho pouzitim a naslednym zostavenim optimalneho riesenia g(ap) =0+ i@s

tlohy (47) pomocou vypod¢itanych intervalov konstantnosti K () a na nich platnych
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2.7 Numerické vlastnosti algoritmu

smerov a konstantnych zloziek optima, podobnym zostavenim optima celej Lagrange-
ovej dualnej tlohy a zostavenim optimalnej hodnoty X(cp) pomocou jej koeficientov
a, [, v na tychto intervaloch. Za tym tc¢elom sme vygenerovali ndhodné tlohy PKP:
pre kazdy pocet ohranic¢eni typu nerovnosti m = 10, 20, ..., 200 sme vygenerovali
tlohu KP (hustu, teda v nej vystupujtice matice neboli riedke) so zndmym optimalnym
rieSenim, ktort sme povazovali za tlohu PKP s ¢y = 1, zvolili sme pocet premennych
n = 2m , poCet ohraniceni typu rovnosti r = m, ¢islo podmienenosti cond (X) = 2000 a
pocet aktivnych ohraniceni typu nerovnosti vo viychodiskovom bode [ K (¢o)| = % . Aby
sme v priebehu kazdej iteracie zbyto¢ne neopakovali vypocty, niektoré potrebné matice
a vektory ako napriklad P, X' u, 371 GT | ¢*, ¢° vyskytujice sa vo vztahoch (92),
(93), (105), (111) sme vypocitali este pred zaCatim iterovania pre vSetky ohranicenia
typu nerovnosti, ¢ize pouzijuc celé A, b a v kazdej iteracii sme potom pouzili iba ich
aktivne asti, to jest ich riadky a stlpce s indexmi z K (¢.) . Pre zjednodusenie sme
testovali iba tlohy, v ktorych bol Predpoklad 2.2 splneny. Inverzni maticu sme sa-
mozrejme nikdy nepocitali, lebo je to neefektivne, ale vyuzili sme symetriu a kladna
definitnost P a pouzili sme Choleského faktorizaciu na vyrieSenie systému rovnic.
KedZe v praxi vii¢sinou nemame dané presné vychodiskové optimalne rieSenie g(gpo) ,
napriek tomu, Ze my sme ho mali, sme namiesto neho zobrali funkciou quadprog v
MATLABe vypoé¢itané riesenie s toleranciami TolX = TolFun = 107'. Pre ka-
zd vyriesent ulohu PKP sme vygenerovali po 10 ndhodnych hodnét ¢ z intervalov
(0,1), (1, 10), (10, 100) a pre kazdy zo Styroch ukazovatelov presnosti, ktoré sme
si zvolili, sme zobrali najviacsiu z dosiahnutych chyb v presnosti pre tieto ¢;, 1 =
1,...,30. Pre kazdé m sme vypocitali 10 ndhodnych tloh PKP a priemery z tychto
najvacsich dosiahnutych chyb a maximéa z tychto najvécsich dosiahnutych chyb sme
zobrazili na Obrazku 3. Ozna¢me Algoritmom 1 vo ¢; vypocitané optimalne hodnoty

a optimalne riesenia nasledovne

-~

O(pi)=0", Tlp)=u", T(a)=0v", alp)=a". (141)

Kedze vedlajsim produktom Algoritmu 1 je krivka optimalnych rieSeni celej Lagran-

geovej dualnej tlohy, za prvy ukazovatel sme zvolili chybu v KKT podmienkach
chyba v KKT = ||[KKT\|| + | KKT|| + || KKTs|| + || KKTy|| + || KKTs|| , (142)
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%107 chyba v KKT «1071° chyba v 0 (¢)
2 : : : 4 : : :
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15 3f
1 2r
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Obr. 3: Presnost Algoritmu 1

kde
KKTy =30+ p+ AMu'+ CT0', KETy=(b—A0"), , 4p o (143
143
(KKTy), = (u), (b= A0Y), . KKTyi=(u) 0 o, KKT;=C0'—d.
Ako dalsie tri ukazovatele sme zvolili
chyba v g(gp):‘Qi—@ , chyba v @ (p) = |a' — &¢| ,
(144)

bl

chyba vo (v (p), ﬂ(gp))T = H(vi, ui)T — (vt uZ)T‘

kde ¢, &, (vt ui)T st optimalne rieSenia primarnej tlohy, v nich nadobudnuté opti-
mélne hodnoty a optimélne riesenia celej Lagrangeovej dudlnej tlohy (té bola pocitana
zv14st, nebrali sme Lagrangeové multiplikatory primarnej tlohy) pre jednotlivé p; tiez
vypocitané funkciou quadprog s tymi istymi toleranciami. Najvécsie chyby boli pre prvy
a Stvrty ukazovatel presnosti dosahované pre niektoré velké ¢; z intervalu (10, 100),
pre treti aj pre velmi malé hodnoty ¢; < 0.01 a pre druhy ukazovatel presnosti iba pre
tieto malé hodnoty ;. Zvysné chyby boli o jeden az tri rady mensie. Chyba v KKT
bola tvorena prevazne K KT} a KKTj3.

Dalej sme testovali vipoc¢tovii naro¢nost Algoritmu 1 v podobe po¢tu potrebnych
iteracii a casu vypoctu. Zvolili sme také isté ndhodné tlohy PKP, ale tentoraz sme za

m brali hodnoty m = 10, 20, ..., 640, pouzivali sme presné vychodiskové optimalne
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2.7 Numerické vlastnosti algoritmu

riegenia 0 (o) a vysledky sme pre kazdy rozmer spriemerovali zo 100 tloh. Teoreticky

m Pocet Cas m | Pocet Cas m Pocet Cas

iteracii iteracii iteracii

10 | 13.86 | 0.0048 || 110 | 126.0 | 0.2756 || 210 | 236.3 | 1.9876
20 | 26.03 | 0.0103 || 120 | 138.3 | 0.3636 || 220 | 250.1 | 2.3474
30 | 37.08 | 0.0184 || 130 | 148.0 | 0.4235 || 230 | 259.6 | 2.5633
40 | 48.48 |0.0294 || 140 | 158.4 | 0.5150 || 240 | 271.9 | 2.9213
50 | 59.63 | 0.0431 || 150 | 168.7 | 0.6248 || 250 | 279.6 | 3.2956
60 | 70.14 | 0.0728 || 160 | 181.0 | 0.7445 | 260 | 294.7 | 3.7872
70 | 81.88 | 0.0954 || 170 | 193.2 | 1.0550 || 270 | 306.8 | 4.2788
80 | 93.04 | 0.1330 || 180 | 201.8 | 1.2435 || 280 | 314.1 | 4.7449
90 | 103.2 | 0.1713 || 190 | 215.2 | 1.4729 || 290 | 331.6 | 5.3931
100 | 115.2 | 0.2164 || 200 | 225.8 | 1.6971 || 300 | 341.5 | 5.9394

Tabulka 1: Cas vypoctu v sekundach a pocet iteracii Algoritmu 1

je maximalny pocet iteracii Algoritmu 1 je zhora ohrani¢eny po¢tom zmien v K ().

Pocet vsetkych moznych kombinécii ohraniceni typu nerovnosti je

()l )r e

a maximalny pocet zmien je o jednu menej, ide teda o exponencidlnu naroc¢nost. V
experimente sme pri horeuvedenej fixacii ostatnych parametrov na m pozorovali li-
nearny trend narastu poctu iteracii v zavislosti tejto hodnote zobrazeny na Obrazku

4. Hodnoty n a r maju vplyv na ¢as vypoctu tym, Ze zvysuju ndroc¢nost maticovych

0 TR— T T R SO TR Y B | 0
10 40 70 100 130 160 190 220 250 280 310 340 370 400 430 460 490 520 550 580 610 640

m

Obr. 4: Pocet iteracii a ¢as vypoctu Algoritmu 1 v sekundéach

operécii. Najviac vSak ¢as vypoctu ovplyviiuje opdt hodnota m tym, Zze urcuje pocet
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2.7 Numerické vlastnosti algoritmu

iteracii. Kedze tento sa zda byt linearny a teda polynomialny v zéavislosti na m , taka
zavislost by teda mala byt aj medzi ¢asom vypoc¢tu a m a mozeme sa experimentalne
pokisit odhadn(f najvyssiu mocninu z ¢lenov tohto polynému. Po zanedbani vSetkych
nizsich ¢lenov mame t = konst. m® a pre dve rozne rozmery m a im prislichajtce casy

vypoctov dostaneme pre odhad mocniny

v <z—z>

Po uplatneni tohto odhadu na vsetky dvojice po sebe nasledujtcich pouzitych hodnét

(146)

a =

m a im prislichajucich ¢asov vypoctu sme dostali hodnoty a, ktoré su spolu s ich
priemerom zobrazené na Obrazku 5. Pre vicsie m sa zd4, ze experimentalny cas vypoctu
je dany tretou az $tvrtou mocninou m, zatial ¢o pre mensie hodnoty m asi nemoZno

zanedbat nizsie mocniny.

—a
priemer a

° A _AAMAW/\/\[\PAA/

3 14 NyYy
J\/J\/J vV
2

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600

m

Obr. 5: Priebeh odhadnutej mocniny pre zéavislost ¢asu vypoctu Algoritmu 1 na m

Co sa tyka numerickej stability, nasim ciefom nebolo vyladif pouzité parametre
epsy , €psa, ... uplne, avsak ich hodnoty v priloZenom zdrojovom kéde boli pouzitelné
pre takmer vSetky ndhodné tlohy PKP s rozmermi do 1500 spiﬁajflce Predpoklad 2.2.

V nasledujucich kapitolach bude uvedena taka modifikacia Algoritmu 1, ktord umo-
znuje pocitat samotnt tlohu KP, tento algoritmus je teda sebestacny v zmysle zabez-

pecenia pociatocného 5((,00) )
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3 Vlastnosti PDR optimalnej averzie k riziku

V 1. kapitole sme videli, ze pri rieeni problému optimélnej alokécie finan¢nych pros-
triedkov medzi aktiva riadiace sa geometrickym Brownovym pohybom vznika potreba
riesit kvazilinedrnu PDR (46) opisujicu vyvoj optimalnej averzie k riziku vzhladom na
stav portfélia a ¢as. V nej ako koeficient vystupuje funkcia A () (37)

)\(go):min{gQTZH—,uTO}, (147)

e

ktora je hodnotovou funkciou tlohy parametrického kvadratického programovania (36)
s parametrom ¢, o ktorom nateraz predpokladajme, zZe je kladny ¢ € (0, oo). Podla
klasickej Schauderovej tedrie je na existenciu a jednozna¢nost hladkého rieSenia takejto
PDR postacujiucou podmienkou dostatoénd hladkost jej koeficientov. V tejto kapitole
budeme analyzovat, ¢ PDR (46) spliia tito podmienku. Ukazeme, ze funkcia A (¢)
aj \' (@) st lokdlne Lipschitzovsky spojité funkcie, uvedieme podmienku, za ktorej st
Lipschitzovsky spojité a ukézeme, ze A’ (¢) nie je vo vSeobecnosti spojitd funkcia.
KedZze A(p) je hodnotovou funkciou parametrizovanej optimaliza¢nej ulohy, pre jej
derivovanie nam pride vhod obalkova veta. Tradicné obalkové vety sa tykaji dvoch

zalezitosti. Poskytuju
1. postacujice podmienky pre existenciu derivacie takejto funkcie
2. ak tato derivacia existuje, tak jej vyjadrenie

Veta 3.1 (Milgrom — Segal [21]). Uvazujme lohu

min fo (0, ¢), (148)

oer

kde ¢ € [0, 1] je parameter a T' je mnoZina pripustnych rieseni. Oznacme

V(p)=inf fo (0, ¢) (149)

fel’

dolni obdlku funkcii fo (60, ¢) na mnozine I' a mnoZinu optimdlnych rieseni ako

T(p)={0€eT|fo(0,9)=V ()} (150)

Nech fo (0, @) je absolitne spojitd vo ¢ pre vsetky 0 € I'. Predpokladajme, Ze existuje
takd integrovatelnd funkcia B : [0, 1] — R, Ze |0, fo (0, v)| < B () pre vsetky § € T’
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a takmer vsetky ¢ € [0, 1]. Potom V () je absolitne spojita. Ak navyse predpokla-
dame, zZe fo (0, ¢) je vo ¢ diferencovatelna pre vietky 6 € T a r (p) # 0 pre takmer
vSetky ¢ € [0, 1], potom pre akékolvek 5(90) el () plati

V (¢) =V (0) +/Owa¢ fo (§<s), s) ds. (151)

Nasleduje rozsirenie vysledkov z [11] pre vSeobecny pripad polyedrickej mnoziny

pripustnych rieseni €.

Veta 3.2. Nech \(yp) je definovand pomocou (147), ¢ € (0, 00). Potom X (¢) je
spojitd funkcia a plati

N () = %ﬁfzé, (152)

kde 0 é\(gp) je optimdlne riesenie ulohy (36).

Dokaz. Algoritmus 1 ukazuje, Ze hodnoty ¢ mozeme rozdelit na tie, v ktorych zmena v
K () nenastéva a na tie ¢, , v ktorych nastava. Ak vo ¢ tato zmena nenastéva, zo (114)
vidno, ze A),; (¢) = o — % je spojita funkcia a (152) ziskame dosadenim optimalneho
rieenia 0, () lokalne ekvivalentnej tlohy na viazany extrém do definicie (147), pri¢om
pri Gprave mozeme vyuzit (94). Oznacéme fo (0, ¢) = 267 £ 6 — u” 0 minimalizovant
funkciu tlohy (36). Ak vo ¢, zmena v K (¢) nastava, potrebujeme ohrani¢it funkciu

1
9, fo (0.9)] = 5670 (153)

pre vSetky # € Q, aby sme mohli pouzif Vetu 3.1. Dosiahneme to tak, Ze pre kazdé
zafixované p, pridame do {2 nadbyto¢né ohranicenia. Algoritmus 1 ukazuje, Ze existuje
konecne vela ¢, . Kazdé z optimalnych rieseni 5(%) teda mozno po zlozkéch ohranicit
zhora aj zdola 0; < 5(%) < 0. Tieto dolné a horné ohrani¢enia mozeme zmenit
na neostré a pre zafixované ¢, ich pridat medzi ohranicenia uréujiice mnozinu pripust-
nych rieSeni tlohy (36) bez toho, aby sme na nejakom okoli O (¢, ) zmenili jej optimalne
rieSenie. Zafixujme ¢, a oznacme {1y mnozinu pripustnych rieseni s pridanymi nad-
bytoénymi ohrani¢eniami, ¢im ziskame ohranic¢entt mnozinu pripustnych rieSeni. Kedze
10, fo (8, )] je spojita funkcia, nadobtida na kompakte Q4, podla Weierstrassovej vety
maximum. MoéZeme ju teda ohranicit integrovatelnou funkciou B ()

max |0, fo (0, ¢)| = max {%QTEQ}:B(QD)<OO, (154)

0€Qqn 0€Qqp
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ktord je v skutoc¢nosti konstantna. Funkcia fy (6, ) je linedrna a teda aj absolitne
spojita vo ¢ . TakZze mozeme pouzit Vetu 3.1, podla ktorej je aj funkcia A () absoltatne

spojitd vo ¢ a je teda aj diferencovatelna skoro vSade na (0, oo), a da sa napisat ako

Ay) = )\(1)+/1¢ 9, fo (5(3), 5) ds. (155)

Derivovanim tohto vzfahu dokazeme (152) aj v bodoch ¢, zmeny K ()

N (@) =0, 5o (0(e), 0) = 50757 (156)
]

Spojitost funkcie A (¢) moézeme dokdzat aj pomocou vzfahov (91) — (94), (114)
— (117) bez pouzitia obéalkovej vety. Uvazujme nejaky bod ¢; a bez ohladu na to, ¢
ide o bod zmeny v K (¢), oznacme 6°, 6° indexom ; na lavom intervale (..., ;) a
indexom g na pravom intervale (¢, ...) konstantnosti K (¢) vzhladom tento bod. Ak

zo vztahu 69 + é 0; = 0% + % 0%, vyjadrime 605 a dosadime ho do (94), ziskame

(90+ ! 0; L HS)TZHS—O (157)
f ¥1 f ¥1 g g '
Po prenasobeni konstantou a roznasobeni mame
2 c\T s 2 s\T' s 2 s\T' s
Y1 Y1 Y1
Ak teraz preusporiadame ¢leny, k obom stranidm pripoc¢itame (Hﬁ)T by 9%—1—% (HE)T Y05+

%% (Gﬁz)T ¥ 63, a vyuzijeme (94), dostaneme

2 1 2 2
(05)7 205+ — (05)" 205+ — (03)" D05 — — (05)" D05 — 5 (05)" Sop+
©1 1 1 ¥1
1 1 1
+— (0" 20, +— (0;)" 203 = (0%)" L0%+ — (63)" L%,
¥1 ¥1 1
(159)
¢o mozeme upravit na tvar
c 1 S 1 S ’ c 1 s 1 S 1 s\T s
¥1 Y1 Y1 ©Y1 P71 (160)
1
— (0%)" L5 + e (03)" L 65
1
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a spatnym dosadenim 6 ziskame

1 1
(67)" TO;+ — (67)" 26y = (67)" O+ 7 (07)" 6%, (161)
1 1

Ak vyuZzijeme vztah

)" 2o°=—pulo°, (162)

ktory vyplynie dosadenim do (93), a (161) prenédsobime %, dostaneme

/ 1 C C 1 1 S S S
XN(pr—) = B (9L>T Yo7 — ? (5 (HL)T X607 +MT‘9L) =
1
(163)
1 1 /1 ,
— 5 O 20— 2 (5 G ST ) =X ()

1
vztah pre spojitost funkcie X' (¢).

Zo (152) N (¢) = %é\T %8 > 0 vyplyva, Ze A (¢) je neklesajiica funkcia a konstantné
je len pre tie ¢, pre ktoré krivka optimalnych rieseni 5(@) stoji v 0. Z toho a z
ANe () =2 % azo (116) f < 0 vyplyva, Ze A (p) je konkdvna funkcia a linedrna je len
pre tie ¢, pre ktoré § = 0, ¢ize 6° = 0, Cize krivka optimalnych rieSeni é\(ap) stoji v
nejakom bode. Kombinovanim znalosti A" (¢) <0, N (p) > 0a X (¢) =0 <~ g(go) =
0 dostaneme, Ze ak 5(@1) = 0, potom pre vSetky ¢ > ¢ plati a(go) =0.

Veta 3.3. Nech A (p) je definovand pomocou (147), ¢ € (0, co). Potom X (¢) je
lokdlne Lipschitzovsky spojitd funkcia. Ak je limita optimdlneho riesenia ulohy (36) do
nuly

. . f T A } _ n

lim arg min { 5 0" X0 —pu 0 6 (0) (164)

©p—0

konecénd, to jest 4/9\(0) € R"™, potom X () je Lipschitzovsky spojitd funkcia.

Dékaz. Optimélne rieSenie g(go) : (0, 00) — R™ tlohy (36) je lokalne Lipschitzovsky
spojita funkcia, ¢o vyplyva zo vztahov @\(go) = 0°+ é@s na jednotlivych intervaloch
konstantnosti K (¢) a z geometrickej predstavy o linedrne parametrizovanej rydzokon-
vexnej funkeii minimalizovanej cez konvexni mnozinu (spojitost optimalnych rieseni
vo ¢,), alebo z [12]. KedZe je podla vztahu (152) funkcia A () stc¢inom lokélne Lips-
chitzovsky spojitych funkcii ) (), je aj ona lokdlne Lipschitzovsky spojita.

Ak st vsetky zlozky limity 5(0) (164) optima ulohy (36) kone¢né, zo vztahu R™ >
g(go) =6+ %095 pre optimélne rieSenie na intervale konstantnosti K (¢) s lavou hra-

nicou tvorenou 0 je vidno, Ze v tomto vztahu plati 6° = 0, teda = 0. Na kazdom
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intervale konstantnosti K (¢) je preto A, (¢) = a— % Lipschitzovsky spojita funkcia.
Pre zjednotenie tychto funkcii z tychto intervalov sta¢i za Lipschitzovska konstantu

zobrat maximum z tychto konstant na tychto intervaloch. O

Pre velmi malé hodnoty ¢ sa kvadraticky ¢len tlohy (36) stava zanedbatelnym, preto
optimélne rieSenie g(go) konverguje k nejakému z rieSeni tlohy LP

lim arg min {g ' v 0 — uTQ} =6(0) € {argmin {—MTQ}} : (165)

©—0 0eQ 0eQ

Ak maju vsetky optimalne rieSenia tejto tlohy LP vSetky zlozky konecné, potom ma

tato vlastnost aj limitné optimalne rieSenie 5(0) (164).

Veta 3.4. Funkcia \' () je v bode @1 spojita vtedy a len vtedy, ak je funkcia A (p)
v tomto bode zlava a sprava identickd, teda ak su jej koeficienty o, 5,y na lavom

(..., ¢1) anapravom (1, ...) intervale konstantnosti K () vzhladom na ¢ rovnakeé.

Dokaz. Oznacme koeficienty o, 3, v funkcie A () indexom 7, na lavom intervale (... , ¢1)
a indexom g na pravom intervale (¢, ...) konstantnosti K (¢) vzhladom na ¢;. Ak

je funkcia \” (¢) v bode ¢, spojité, potom z

22—y (o) = X () =2 2 (166)
] 1

vyplyva S, = Br. S vyuZitim tohto a zo vztahu pre spojitost A’ () dostaneme

ap— 25— N (=) = X (1) = ag — B (167)
©1 ¥1

teda a;, = ag. S vyuzitim tohto a zo vztahu pre spojitost A (¢) dostaneme
BL - - _ Br
arpr+—+=A(p1—) =A(1t) =arp1 + — + g, (168)
¥1 $1
teda v, = vg . Opacnd implikacia je zrejma. O

Jedinymi kandidatmi na body nespojitosti \” (¢) st body ¢, zmeny mnoziny K (¢) .

Napriklad v Priklade 2.6 je druhd derivacia A (¢) v bode ¢ = 2 zlava rovnd X" (2—) =0
L 3
(5)

ndhodne vygenerovanymi tilohami rozmerov n = 100, m = 50, » = 50 bol kazdy bod

a zprava rovnd N’ (%—i—) = =2 = — %. V numerickom experimente so 100000

¢, zmeny mnoziny K (¢) bodom nespojitosti funkcie A\’ (¢), pri¢om pri pohlade do
Tabulky 1 vidime, Ze tychto bodov bolo takmer 6000000. Je Tahko vidiet, Ze ak je

52



3 VLASTNOSTI PDR OPTIMALNEJ AVERZIE K RIZIKU

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5 55 6 6.5 7

Obr. 6: Graf funkcie (¢) a jej prvej a druhej derivacie z Prikladu 2.6

v nejakom bode nespojitd druhd derivacia A (@), z S # Pr vyplyva aj nespojitost
vSetkych vyssich derivacii v tomto bode.
Schauderovi tedriu teda nemozno uplatnif. D4 sa vSak dokazat [11], ze za predpo-

kladu ohranicenosti koncovej podmienky PDR (46)
0<o@(z,T) <, VreR,pon €R (169)
a ohrani¢enosti funkcie X' (¢)
0<Ag SN (p) SN, (170)
rieSenie tejto PDR existuje a je jediné. NavysSe je kladné a ohranicené
O<p(x,t)<¢, VYzeR,Vtel0,T]. (171)

Veta 3.5. Nech je koncovd podmienka PDR (46) ohranicend (169), nech R" 50 ¢ Q a
nech limita optimdlnych riesent lohy (36) do nuly (164) je konecnd 5(0) € R"™. Potom

riesenie PDR (46) ezistuje, je jediné a je ohranicené pre vsetky t € [0, T (171).
Dokaz. 7 N, (p) = a — % a zo (152) vidno, ze najst ohrani¢enia (170) pre X (¢) je

problematické iba pre limitné hodnoty ¢ . Zo (152) je vidno, Ze spodné ohranicenie nie je

kladné iba v pripade, ak sa krivka optiméalnych rieseni ) () tlohy (36) priblizi Tubovolne
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blizko k pociatku siuradnicovej sustavy 0. Horné ohranicenie pre A (¢) neexistuje iba
v pripade, ak ) (0) € R™ nie je kone¢né, ¢o vyplynie rovnakou tivahou ako v 2. casti

Doékazu Vety 3.3. O

Kladnost koncovej podmienky ¢ (z, T) =1 — ((]],,/ ((;f)) je zarucend z predpokladu ras-

tiicosti a konkavnosti funkcie uzito¢nosti (7). Z funkcii U spliajtcich druht nerovnost
v (169) uvedieme napriklad CARA (constant absolute risk aversion) triedu

U// (ZL‘)
U’ (x)

1
Ulx)=— o e b z2>1, pre ktort

=1-2. (172)

V praktickych problémoch optimalneho investovania moézeme podmienku pre kone-
¢nost (164) povazovat za splnent. Ziadne aktivum nemdZeme nakupif ani predat v
neobmedzenom mnozstve, preto je mnozina pripustnych rieseni {2 ohranicena a teda
kazdé optimélne rieSenie vratane limitnych je kone¢né. Podmienka pre nepripustnost
0 sa nedéa zoslabit. Ak je totiz tento bod pripustny, potom

. . f T T o . 1 T _’\ o
lim argmln{zé’ X0—p 9}—arg%161(r21{2(9 29}—9(00)—0, (173)

p—00 0e)

k nemu limita optimalnych rieseni 5(90) tlohy (36) do nekoneéna konverguje, lebo velmi
velké hodnoty ¢ sposobia zanedbatelnost jej linedrneho Clena oproti kvadratickému a

7 (¢) konverguje k rieseniu tejto tlohy KP bez linedrneho ¢lena. Funkciu N ()

-~

lim X (p) = lim 1?(@29(@) =0 (174)

(p—r00 (p—00

nie je potom mozné zdola ohranicit Ziadnym kladnym ¢islom. V praktickych problémoch
optimalneho investovania preto navrhujeme tento bod znepripustnif 0 & €2. Ak nein-

n
vestujeme nutne vSetky prostriedky > 6; = 1, ¢o by bolo postacujtce, je prirodzené
i=1

ur¢if minimalny podiel p z uvazovanej sumy 1 > > 60; > p, ktory nutne investujeme.
i=1

Tento podiel sa da zvolit Tubovolne maly, pokial je kladny p > 0. Potom bude tloha

(36) pre vypocet optimélnych vah g(go (x, t)) s parametrom ¢ > 0 konvexnou tlohou,

nech st stav portfélia a ¢as akékolvek.
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4 Modifikacie algoritmu pre parametrické kvadra-
tické programovanie

V 2. kapitole sme odvodili Algoritmus 1 pre pocitanie ulohy PKP (47), v ktorej je
parametrizovany kvadraticky ¢len. V tejto kapitole sa pozrieme na modifikacie tohto
algoritmu pre pocitanie inak parametrizovanych tloh PKP.

Uvazujme najprv ulohu PKP s parametrizovanym linedrnym c¢lenom

1
mm{—eTzeJreTuwweTw}, YeER, (175)
0eQ | 2

kde ¥ = X7 = 0 je symetrické, kladne definitnd matica, u¢, u° € R™ a mnozina

pripustnych rieseni €2 je neprazdna polyedrickd mnozina
Q={0eR"|A)<b, CH=d}, (176)

teda rovnaké ako (48). Aj teraz predpokladdme analogicky ako v Predpoklade 2.2, Ze
pre kazdy bod krivky optimalnych rieseni §(¢) tlohy (175) st normalové vektory nad-
rovin aktivnych ohraniceni linedrne nezavislé. Idea vypoctu krivky optimalnych rieseni
5(1/1) tejto tlohy je rovnaka ako pre vypocet krivku optimalnych rieSeni tlohy (47).
Bude pre 1iu platif analdgia Vety 2.5 pre existenciu lokalne ekvivalentnej tilohy na
viazany extrém, ktorej optiméalne rieSenia tvoria polpriamku. Opustenie krivky opti-
malnych rieSeni ) (1) aktivnych ohrani¢eni typu nerovnosti a jej naraz na neaktivne
ohranicenia mézeme tiez pozorovat nezavisle, pricom za bod zmeny v K (¢) zvolime
ti zmenu, ktord nastava skor. Opif mozeme v Lagrangeovej dudlnej tlohe uvazovaft
iba aktivne ohranic¢enia a zostavit tak lokdlnu Lagrangeovi duélnu tlohu, ktorej volné
optim4 tiez tvoria polpriamku. To znamend, Ze mnoziny konstantnosti K (¢)) budt aj
tentoraz intervaly. V skutocnosti je pre kladné hodnoty parametra ¢ > 0 tloha (47)
Specidlnym pripadom ulohy (175), ak v nej polozime pu® = 0, u* = p, ¥ = é. Pre
zaporné hodnoty ¥ < 0 v nej treba polozit u¢ =0, u* = —p, v = — é. Ako ana-
16giu k vztahom (91), (92), (93) dostaneme pre vypocet optimalneho riesenia lokélne

ekvivalentnej tlohy na viazany extrém k tlohe (175) vztahy

Buok (1) = 6° + 0 6° (177)
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= -ttt e teh)y et e+ et Gt (G Gyt (178)
) TS VN e (€D VX eLh R €D Yan Tl (179)

Matica G a vektor h opit vznikaju zloZenim riadkov rovnosti a aktivnych nerovnosti.
Bod nérazu krivky ‘/9\1016 (1) na neaktivne ohranicenia dostaneme podobne ako v (99)
ako posledné v, pre ktoré je polpriamka (177) pripustna pre tlohu (175). Pre rastice
1 to bude

min (b= A6, ak M = {k| (A6°), > 0} je neprazdna
kem  (A09) b
00 inak

Analégiou k (110) pre vypocet optima lokélnej Lagrangeovej duédlnej ulohy k (175)
bude

v v 4 v°

=Pl —P ¢ = v , (181)
Ujok w ufok + ulcok

pri¢om matica P = —G X! GT bude rovnaka ako pre tlohu (47) (d4 sa samozrejme

pouzit aj uprava duélnej ilohy pomocou (106)) a ¢°, ¢¢ buda rovné
¢ =-GX ¢“=-GX 1t —h. (182)

Idea uréenia bodu 1, opustenia krivky optiméalnych rieseni g(w) nejakych aktivnych
ohrani¢eni sa oproti (112) nezmeni. S rasticim ¢ to bude hodnota

min — <ui°k)k ak M = {k| (uj,), <0} je neprazdna
oo = § KM (k) (183)

00 inak

Uvazujme teraz tlohu PKP s parametrizovanou mnozinou pripustnych rieseni

L T
%%13{59 Y0+u 9}, (184)

kde ¥ = X7 = 0 je symetrick4, kladne definitnd matica, u € R" a
Q={0eR"| A0 <" +&b°, COH=d°+£d°} EER, (185)

mnozina pripustnych rieSeni je parametrizovand polyedrickd mnozina Q =  (§), pri-

¢om existuje také & € R, pre ktoré je neprazdna, a A € R™™ b, b° € R™, C €
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R™™ . d°, d* € R". V pripade tohto typu tlohy PKP nemozeme pozadovat Ziadnu
analégiu Predpokladu 2.2, pretoze to by nebolo bez ujmy na vSeobecnosti. Pre tie
body &, zmeny v mnozine aktivnych ohranifeni typu nerovnosti K (), pre ktoré je
jeho analégia splnena a normalové vektory nadrovin aktivnych ohraniceni st v opti-
mélnom rieseni (&) tlohy (184) linedrne nezavislé vSak mézeme vyuzit vSetky tvahy
potrebné pre odvodenie Algoritmu 1 a aplikovat ich na tato Glohu. Maticu G budeme
na kazdom intervale konstantnosti K (£) konstruovat analogicky ako pre tlohy (47) a

(175), pre vektor h ale tentoraz rozlisime jeho konstantnt zlozku h¢ a smer h*
d¢ d’
he = R . (186)
Ok ke (@ Ok ke (o

Na intervaloch konstantnosti K (§) potom dostaneme ako analégiu k vzfahom (91),

(92), (93) pre vipocet optimalneho riesenia 6 (€) tlohy (184)
Buok (€) = 0° + € 6° (187)
0= - p+ G (GEETTEN) T EE T p+ XTI GT(GETIGT) TR (188)
0 =2 tGT (GG RS (189)

Pre urcenie bod nérazu &,,, polpriamky (187) na neaktivne ohrani¢enia potrebujeme

urcit posledné &, pre ktoré je splnend nerovnost
Al (€) = A (0°+£0°) < b +€D° (190)

pre kazdu zlozku zarucujtca jej pripustnost pre tlohu (184). Pre rastiice ¢ to bude

. (b= A%, : .
min ——— ak M = {k| (46° — b*); > 0} je neprazdna
00 inak

Analégiou k (110) pre vypocet optima lokélnej Lagrangeovej duélnej tlohy k (184) je

v v® 4 0°
=P ¢ P ¢ = ¢ , (192)
Uiok fufok + ufak
pri¢om matica P = —G X' G* bude opit totozna s tou pre tlohu (47) (da sa samoz-

rejme pouzit aj uprava dualnej tlohy pomocou (106)) a ¢°, ¢¢ budd rovné
¢ = —hs, ¢“=-GX yu—h,. (193)
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Bod &,, opustenia krivky optimalnych rieSeni 6 (¢) aktivnych ohrani¢eni urc¢ime iden-

ticky ako v (112). Pre rasttice £ to bude hodnota

. (ulok) . .
min — — ak M = {k| (u!°*) <0} je neprazdna
00 inak

Ak je v nejakom bode &, poruseny predpoklad linedrnej nezavislosti normalovych vek-
torov nadrovin aktivnych ohraniceni, mame o trochu fazsiu situaciu ako pri tlohach
(47), (175), lebo ohranicenia urcujice €2 nemozeme kvoli Ziaducemu tvaru jej vyjadrenia
upravit tak jednoducho, ako je to popisané na strane 40. Pre kazdé £ tato mnozina in4,
moze teda sa menit aj vhodnost jej vyjadrenia vzhladom na tento predpoklad. Mozeme
v8ak pouzit postup tykajuici sa vztahov (137) — (140) alebo aproximéciu optimélnych
rieSeni pomocou regulariza¢ného parametra d popisani nad tymto postupom. Pre tilohu
PKP (184) s parametrizovanou mnozinou pripustnych rieseni 2 je oproti iloham typu
(47), (175) navyse potrebné kontrolovaft, ¢i sa tdto mnoZina nestava prazdnou.

Ak mame tlohu PKP s viacerymi parametrami, ako napriklad

: 1 T c s
{0%15121{59 Y0+ 0pu —i-wﬁ,u}, v ETR, (195)
Q={0eR" A<V +EV°, CO=d+Ed°} EER, (196)

potom optimalne rieSenia tejto tilohy ) (¢, &) netvoria parametrizovana krivku, ale pa-
rametrizovani plochu. Ak by sme potrebovali pocitat takuto tlohu KP pre vela hod-
no6t parametrov ¢, £, boli by sme v rovnakej situdcii ako pri rieSeni PDR (46), ktora
bola motivaciou odvodenia Algoritmu 1. Pontka sa priamociaro rozsirit tento algo-
ritmus a miesto poc¢itania mnohych tloh KP rozdelit uvazovany parametricky priestor
(¢, €) C R? na koneény pocet podpriestorov — regiénov R; , Ry ... tak, aby pre vietky
parametre z nejakého z tychto regiénov R; bola v optimalnom rieseni ) (¢, &) mno-
zina aktivnych ohraniceni typu nerovnosti K; rovnaka vV (¢, §) € R; : K (¢, &) = K.
Optimalne riesenie pre konkrétne hodnoty parametrov ¢, & potom zostavime vyrie-
senim ulohy na viazany extrém. Idea bude podobna ako pre Algoritmus 1. Pre ne-
jak uvazovani mnozinu indexov ohraniceni typu nerovnosti K; vyuzijeme lokalne
ekvivalentni tlohu na viazany extrém a pomocou vsetkych ohraniceni typu nerov-

nosti ABy (¥, €) < b+ £b° uréime oblast {(¢, £)} = R"™ v ktorej je optimum
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tejto tlohy pripustné pre tlohu (195). Vyuzijeme aj lokdlnu Lagrangeovi dudlnu tlohu
a pomocou ohrani¢eni nezédpornosti pre jej premenné U (¢, §) > 0 urcime oblast
{(, €)} = R¥™al | v ktorej je plocha optimalnych riesent 0 (¢, &) tlohy (195) zhodna s
optimalnym rieSenim tejto lokélne ekvivalentnej tlohy na viazany extrém Orok (W, ¢).

Hladany regién R; = RP"™" N R%a! uréime ako prienik tychto oblasti. Algoritmus

Obr. 7: Priklad rozdelenia priestoru [0, 1] x [0, 1] C R? na regiény Ry, Ry, R3

hladajici rozdelenie parametrického priestoru na regiény Ry, R ..., na ktorych je
mnozina aktivnych ohranifeni typu nerovnosti rovnaka sa da najst v ([28], Tgndel —
Johansen — Bemporad [26]). Pre tam uvazovanu ulohu s vektorom parametrov nemusi
byt v pripade privelkého poctu najdenych regiénov R; jednoduché najst pri zostaveni
optimélneho riesenia pre konkrétne hodnoty parametrov im prislichajici region. Po-
stup pre jeho vyhladanie sa d& najst v (Tgndel — Johansen — Bemporad [27]).

Ni¢ ndm nebréani aplikovat mySlienku Algoritmu 1 na vSeobecni tlohu paramet-
rického konvexného programovania s diferencovatelnymi funkciami. Pouzitie tohto po-
stupu vSak nemusi byt vyhodné, lebo mozeme dostat zlozité vyjadrenia kriviek opti-
malnych rieseni lokalne ekvivalentnej tilohy na viazany extrém a lokalnej Lagrangeovej
duélnej tlohy. Ich riesenie pomocou KKT podmienok totiz vedie na parametrizovany
systém nelinedrnych rovnic. Body narazu ¢,, a opustenia ,, aktivnych ohraniceni
potom nevieme ur¢it tak jednoducho, ako pre tlohy parametrizovaného kvadratického

programovania (47), (175), (184), ¢o celému algoritmu uberd na efektivite.
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5 Vyuzitie algoritmu pre parametrické kvadratické
programovanie

Najprv sa pozrieme, o kolko je vyhodnejsie pocitanie tlohy PKP Algoritmom 1 miesto
pocitania vela tuloh KP pre rozne hodnoty parametra. Pre porovnanie sme otestovali,
kolko by trval vypocet ndhodne vygenerovanej ulohy PKP (47) s parametrizovanym
kvadratickym c¢lenom pre 100 hodno6t parametra ¢ rovnomerne rozmiestnenych na in-
tervale [0.1, 10] pouzitim funkcie quadprog v MATLABe. Pouzili sme defaultni pres-
nost a vyuzivali sme najnovsie najdené optimum ako Startovaci bod pre nasledujicu
ulohu KP. Pouzili sme také isté tlohy ako v ¢asti 2.7. pri testovani Algoritmu 1 pre

m = 10, ..., 100. Po spriemerovani 10 vysledkov pre kazdy rozmer sme sa dostali k

H m ‘10‘20‘30‘40‘50‘60‘70‘80‘90‘100“

algoritmus pre PKP | 0.0050 | 0.0106 | 0.0188 | 0.0299 | 0.0436 | 0.07341 | 0.0961 | 0.1338 | 0.1721 | 0.2173
100 aloh KP 0.8062 | 1.9498 | 3.8918 | 6.5954 | 10.498 | 15.0292 | 20.771 | 29.618 | 37.865 | 62.074

Tabulka 2: Porovnanie ¢asu vypoc¢tu tilohy PKP algoritmom pre PKP a jej riesenia pomocou

diskretizacie na tlohy KP v 100 bodoch parametra

¢asom v Tabulke 2, pricom pre oba sposoby sme zostavili optiméalne rieSenie primér-
nej ulohy a jej hodnotovi funkciu. Okrem zjavnej vyhody vo vypoctovej naroc¢nosti,
ktortt mozno pozorovat, je pri ilohdch PKP niekedy uZitoéné poznat explicitny tvar
optiméalneho riesenia v zavislosti od hodnoty parametra. Vyuzili sme ho pre vyjadrenie

explicitného tvaru funkcie A () a pre formuléciu niekolkych tvrdeni v 3. kapitole.

5.1 Optimalne investovanie

Uloha PKP (36)

[P T T
%1{29 S0 u 9}, pe (0, ) (197)

vyskytujica sa pri pocitani PDR (46) je ¢asto pouzivané aj pri rieSeni inych formulé-
cii problému optimélneho rozloZenia financii medzi aktiva ako (10). Zakladnou ¢rtou
tychto modelov je zvysit zisk a znizit riziko, ¢o je presne népliiou tlohy (197), pri¢om
preferencie medzi nimi si regulované kladnym parametrom ¢ reprezentujicim aver-

ziu k riziku. Vyriesili sme tato tlohu pre nasledovné vybraté aktiva: AMZN, ARIAD,
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BCPC, BGS, DD, ELNK, GK, GME, GOOG, MCI, MSFT, NFLX, OAS, OBAF, OXY,
PCLN, RDN, REE, RLD, SSP. Ich vynosy, variancie a vzajomné kovariancie sme od-
hadli z ich cien pocas rokov 2011 a 2012. Za mnozinu pripustnych rieseni sme zvolili

nezaporny simplex (18)

Q:le{eeRn

Zeizl,ezo}, (198)

i=1

¢ize nutne investujeme vSetky prostriedky a nemozeme drzaf kratke pozicie. Priebeh

‘ [ JARIAD EBGS [ JELNK[TIGME Il GOOG I VMC| Il MSFT [ OBAF -PCLN‘

| | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 9 100 110 120 130 140 150

Obr. 8: Optiméalne vahy aktiv v zavislosti od parametra ¢ v simplexe

optimalnych rieseni 5(g0) zobrazeny na Obrazku 8 ndm v tomto pripade hovori, aké
budid optimélne vahy jednotlivych aktiv v zavislosti od parametra ¢ . Body zmeny v
mnozine K (y) zaznacené vertikalnymi ¢iarami ukazuja, kedy niektoré aktivum zacina
alebo prestava vstupovat do portfdlia s nenulovou optimalnou védhou. VSimnime si,
ze tieto zmeny st hustejsie rozmiestnené pre mensie hodnoty ¢, pricom prva z nich
nastéva priblizne v bode ¢ =~ 1.25 a posledné vo ¢ ~ 143.21 . Dalej si moZeme vSimnif,
Ze v priebehu celého intervalu ¢ € (0, oo) iba 9 z 20 uvazovanych aktiv iba vstupuje
do portfélia aktivne. Ich kovarianénd matica a vynosy st v Tabulke 3, pricom tuénym
s zvyraznené udaje pre aktiva vystupujice v neskorsej analyze optimalnej skladby
portfélia pomocou PDR (46). Ttto informéciu mézeme vyuzit na identifikdciu zvy$nych

11 aktiv, ktoré do portfélia nevstipia, nech je investor akokolvek rizikovo averzny.
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‘ H ARIAD ‘ BGS ‘ ELNK ‘ GME ‘ GOOG ‘ MCI

MSFET ‘ OBAF ‘ PCLN H I ‘

ARIAD || 0.3116 | 0.0578 | 0.0479 | 0.0490 | 0.0531 | 0.0207 | 0.0484 | 0.0093 | 0.0673 || 0.6648
BGS 0.0578 | 0.0891 | 0.0247 | 0.0274 | 0.0221 | 0.0118 | 0.0221 | 0.0047 | 0.0319 || 0.3484
ELNK 0.0479 0.0247 | 0.0649 | 0.0225 | 0.0257 | 0.0085 | 0.0223 | 0.0059 | 0.0328 || —0.1535
GME 0.0490 0.0274 | 0.0225 | 0.1345 | 0.0183 | 0.0045 | 0.0224 | 0.0056 | 0.0248 0.0279
GOOG 0.0531 0.0221 | 0.0257 | 0.0183 | 0.0657 | 0.0070 | 0.0242 | 0.0062 | 0.0418 0.0802
MCI 0.0207 | 0.0118 | 0.0085 | 0.0045 | 0.0070 | 0.0650 | 0.0071 | 0.0019 | 0.0105 || 0.0090
MSFT 0.0484 0.0221 | 0.0223 | 0.0224 | 0.0242 | 0.0071 | 0.0436 | 0.0029 | 0.0286 || —0.0268

OBAF 0.0093 | 0.0047 | 0.0059 | 0.0056 | 0.0062 | 0.0019 | 0.0029 | 0.0264 | 0.0062 || 0.1235
PCLN 0.0673 | 0.0319 | 0.0328 | 0.0248 | 0.0418 | 0.0105 | 0.0286 | 0.0062 | 0.1197 || 0.2063

Tabulka 3: Ciasto¢na kovarianéna matica a vynosy aktiv

Mohli by sme cakaf, Ze so vzrastajicou averziou k riziku buda vahy rizikovych,
vynosnych aktiv klesat a vahy menej rizikovych aktiv s relativne vysokymi vynosmi
budd stiapat. To je v8ak pravda iba priblizne. Pre najnizsie hodnoty ¢ je vSetok kapitél
investovany do aktiva ARIAD s najvyssim vynosom zo vSetkych uvazovanych aktiv,
lebo investora zaujima skoro vylu¢ne vynos bez ohladu na riziko. Pre velké hodnoty
¢ je naopak portfélio diverzifikované pouzitim dokonca aktiv ELNK a MSFT so za-
pornym vynosom, aby bola dosiahnutd velmi nizka volatilita bez velkého ohladu na
vynos uspokojujuca velmi rizikovo averzného investora. Pri pozornom pohlade si vSak
mozeme vsimnut, ze vahy aktiv BGS a PCLN so vzrastajicim ¢ najprv narastaju a
potom klesaju, a taktiez vahy aktiv GOOG a OBAF, hoci to velmi nevidno. Vaha ak-
tiva PCLN dokonca najprv vstipi do mnoziny aktiv s nenulovou optimalnou vahou a

potom ju opusti. To znamen4, Ze do portfélia privelmi ani primadlo rizikovo averzného

0.045
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0.035

0.03]

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

optimalna vaha aktiva PCLN

Obr. 9: Nemonoténny priebeh optiméalnej vahy aktiva PCLN v zavislosti od ¢ v simplexe
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investora nevstipi, ale do portfélia stredne rizikovo averzného ano. Podiel vahy aktiva
OBAF je vysoky od takmer najnizsich hodnot ¢ az po najvyssie, lebo ma najnizsiu
varianciu a piaty najvyssi vynos zo vSetkych uvazovanych aktiv (Stvrty najvyssi vynos
z tych, ktoré maju pre nejaké ¢ > 0 nenulovi vahu).

Po vyrieseni tlohy PKP (197) mozme vypocitat aj funkeciu A (¢) (37) a pomocou nej

PDR (46). Jej rieSenie je mozné (Ishimura — Sevéovic [10]) hladat v tvare postupujtce;

1.2

A(p)
N (p)
N'(p)

[
T

0.8y

0.6~

04r-

0.2~

-0.8 | | | | | | | | | | I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

Obr. 10: Priebeh funkcii A (), X (¢), A (¢) poéitanych z redlnych dat v simplexe

viny (angl. traveling wave solution)
@, t)=w(@+c(T—1)), (199)

pri¢om pre vypocet konStanty ¢ a funkcie w (z) je tiez vyhodné pouzit Algoritmom
1 vypocitana funkciu A (p). My sme ale pouzili metédu koneénych diferencii so se-
miimplicitnou numerickou schémou ([11], Kuatik — Mikula [15]). Kvoli zachovaniu
standardného znacenia pouzivaného v suvislosti s PDR transformujeme (46) pomo-

cou @ (z,7)=¢(x, T —1) zo spidtného ¢asu na napredujuci a dostaneme tak PDR

0- =0 A@)+0 MN@)(1-§) +& (e +r)], VzeR,7€0,T)
N U" (z) (200)
0)=1— R.
gp('%.? ) U, (m) Y X 6
Priestor premennej x sme rozdelili na deliace body z; = x;+ikprei=0,1, ..., N+

1, pricom k = =5k ax axpsu lavé a prava hranica intervalu, na ktorom vypocitame
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¢ (z, 7). Body z;_ 1, Tyl v strede medzi nimi oznac¢ime z;_, x;, . Casovy interval

[0, T] rozdelime na body t/ = jA pre j =0,1, ..., M, pricom A = % Oznacme
Pre =@ (wix, ) (201)
Dzji =\ (@i) (202)
Bl =X (pl) (1—Fl) + @l (e +7) . (203)

Semiimplicitné itera¢nd numerickd schéma pre riesenie PDR (200) mé potom tvar

Eo k . . » ko . S
- DL (1 g (DL D)) @ DL = K (Bl - BL) 47

(204)

L
A

Cize rieSenie na novej ¢asovej vrstve /! dostaneme vyrieSenim tridiagonalneho sys-
tému rovnic, pricom pri konstrukcii matice a vektora pravej strany vyuzivame rieSenie
@’ na starej asovej vrstve. Zvolili sme ¢ = 0.09 akceptované v Slovenskom penzijnom
systéme [13], [16], bezrizikovi trokov mieru r = 0.01 a funkciu uzito¢nosti CARA
triedy (172) so z = 10, ¢o dava pociatoéni podmienku ¢ (z, 0) = 10. Za okrajové

podmienky sme zvolili

Oz, 7)—@(x,7)=0 ak r =2z, o(x,7)=0 ak r=2zpR.
(205)
Ododvodnenie je nasledovné [11]: ak € > 0, potom pre z — —oo je dominantny ¢len rov-
nice PN (@) 4+, MN@)(1—@)+ ¢ (e +7)—0. % =0rovny 9, [pece *]. Aby sme
ho vybalansovali, musime predpokladat, ze xgrfloo O, [pee ™™ =¢ xEIEloo (O p— @) e ™=
0. Ak z — oo, potom sa PDR (200) stdva rovnicou 92 A (@) +30, A (@) (1 — @) + pr]—
0, p = 0, ktord ma konstantné riesenie, a teda xh_{rolo 0; p = 0. Za koniec casového
intervalu sme zobrali 7" = 10, pricom casova jednotka je zhodna so zvolenou ca-
sovou jednotkou pre odhadnuté p, 3, ¢ize rok. Za priestorovy interval sme zobrali
[z, zr] = [In (}) , In(7)] . Ak v (10) uvazujeme yo = 1, o je kvoli moznému preské-
lovaniu bez ujmy na vsSeobecnosti, potom tento interval reprezentuje maximalnu uva-
zovanu b — nasobnu stratu a maximalny uvazovany 7 — nasobny zisk povodnej investi-
cie na tomto ¢asovom intervale reprezentovany povodnou premennou Y € [% , 7} pred

transforméaciou (22). Pouzili sme N = 1000 deliacich bodov pre priestor a M = 1000000

pre ¢as. Majuc k dispozicii Algoritmus 1 sme najprv vypocitali hodnoty ¢, bodov
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5.1 Optiméalne investovanie

zmeny K () ulohy (197) a koeficientov «, /3, v funkcie A (¢) na intervaloch konstan-
tnosti K (). V kazdej iteracii sme potom uré¢ili, do ktorého y tychto intervalov patria
hodnoty ¢’ na najnovsej ¢asovej vrstve a na vypocet tej dalsej o'+ sme pouzili presné

hodnoty A () a X (), ¢o je postup, ktory sme sltbili na konci 1. kapitoly. Na Obréazku

Obr. 11: Priebeh funkcie ¢ (x,t) pocitanej z redlnych dat v simplexe

11 vidime, Ze vyvoj ¢ (z,t) optimélnej averzie k riziku je nasledovny:

e srasticim ¢asom stupa, Co znadci, ze ¢im menej ¢asu ostava do konca uvazovaného

¢asového obdobia, tym menej je investor ochotny znésat riziko

e srasticou hodnotou portfélia stipa, ¢o znaci, Ze ¢im viac sa investicia od zac¢iatku

uvazovaného obdobia zhodnotila, tym menej je investor ochotny znésat riziko

e pri velkych stratach si investor zachovava ochotu riskovat az takmer do konca

uvazovaného ¢asového obdobia
e pri velkom zisku je investor neochotny riskovat v takmer akomkolvek case

Tomu zodpoveda aj priebeh optimalnych vah jednotlivych aktiv v zavislosti od do-
siahnutého vynosu meraného spojitym trokom v (1) v roznych ¢asoch zobrazeny na
Obrazku 12. Na zaciatku uvazovaného ¢asového obdobia je v pripade velkej straty pre-

ferované portfélio s majoritnym zastipenim aktiva ARIAD s najvyssim vynosom, a
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5.1 Optiméalne investovanie

t=0 t=3.34
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Obr. 12: Optiméalne vdhy aktiv vzhladom na dosiahnuty vynos pre roézne ¢asy v simplexe

aj v pripade mensej straty alebo malého zisku je preferované vicsie zastupenie dvoch
najvynosnejsich aktiv ARIAD a BGS. S postupujicim ¢asom sa do popredia dostéava
riziko straty investicie a tieto aktiva st postupne nahradzované menej rizikovym akti-
vom OBAF. Téato zmena je najvyraznejsia v oblasti velkej straty. Tesne pred koncom
uvazovaného obdobia st optiméalne vahy nezavislé na dosiahnutom zisku alebo strate.

Pre porovnanie sme uvazovali eSte inih mnozinu pripustnych rieseni

Q:QQZ{QER"

> 6;=1,-001<6< 0.5} : (206)

i=1

ked investujeme nutne vsetko, a kazdé aktivum mozeme drzat v kratkej pozicii maxi-
malne do hodnoty stotiny investicie a v dlhej pozicii do hodnoty polovice investicie.
Po vypoéitani tlohy (197) sme dostali priebeh optimélnych vah jednotlivych aktiv zo-
brazeny na Obrazku 13. Pre rieSenie PDR (46) sme opéf zvolili koncovii podmienku
¢ (x, T) =10, preto sme ho zobrazili iba pre tie aktiva, ktorych optimélna véha nie je
na celom intervale ¢ € [0, 10] rovna dolnej hranici —0.01. Priebeh optimalnej vahy ak-
tiva PCLN je tentoraz este zaujimavejsi, pricom si mézeme vSimnut aj jeho “vymenu”
s aktivom OBAF na intervale ¢ € [1.49, 2.62] a nasledni konstantnost vSetkych opti-
malnych vah az po ¢ ~ 3.32. Tentokrat sme pri rieSeni PDR (46) uvazovali maximélne

15 — nésobnt stratu a maximalne e3> ~ 20 — nasobny zisk, ¢o zodpoveda intervalu
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5.1 Optiméalne investovanie

ARIAD BGS —MC| — OBAF —PCLN

optimalne vahy aktiv

Obr. 13: Optimalne vahy v zavislosti od ¢ pre mnozinu pripustnych rieSeni 2

priestorovej premennej [z, rr|] = [ln (%5) , 3] . Ostatné parametre sme ponechali
rovnaké. Priebeh vypocitanej optimalnej averzie k riziku ¢ (x, t) sa nesie v rovnakom
duchu ako ten na Obrazku 11. Priebehu optimalnych véh v zavislosti od dosiahnutého
vynosu pre tie aktiva, ktoré nedosahujui pre vsetky vypocitané hodnoty optimalne;j
averzie k riziku ¢ (z, t) svoje spodné ohranicenie, je pre konkrétne casové okamihy
zobrazeny na Obrazku 14. Opif su v oblastiach velkej straty okrem kratkeho ¢asového
useku pred ukoncenim uvazovaného obdobia investicie preferované tri najvynosnejsie
aktiva ARIAD, BGS, PCLN, ktoré si pozvolna s postupujicim ¢asom a s rasticim
dosiahnutym vynosom nahradzované aktivom OBAF s vyhodnou proporciou volatility
a vynosu. Vysvetlenie pre spravanie sa optimalnej vahy aktiva PCLN a pre existenciu
intervalu s absenciou akejkolvek zmeny v optimalnych vahach aktiv vzhladom na do-
siahnuty vynos nachadzajuci sa medzi intervalmi nemajtcimi tito vlastnost je treba
hladat vo vysledku tlohy PKP, ktory je zobrazeny na Obrazku 13, teda v konkrétnych
hodnotéach vynosov, variancii a vzajomnych kovariancii aktiv.

Dal$ou moznostou vyuzitia algoritmu pre PKP je vypocet efektivnej hranice. Riege-
nie Markowitzovho problému (2) — (4) sa da ziskat explicitne metédou rieSenia tlohy
na viazany extrém, ale v pripade pritomnosti dalsich linedrnych ohranic¢eni typu nerov-

nosti je vyjadrenie minimalnej hodnoty variancie v zavislosti od ocakavaného vynosu
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Obr. 14: Optimalne véahy aktiv vzhladom na dosiahnuty vynos pre rozne ¢asy pre mnozinu

pripustnych rieseni {2

tlohou PKP s parametrizovanou mnozinou pripustnych rieseni typu (184)

min 07 ¥ 0 (207)

00
ﬁ:{eenn Aegb,cezd,ﬂezg,2@21} (208)

i=1
pre £ = 7. Tato tlohu v8ak mézeme vyriesit aj pomocou tlohy PKP typu (197)
mip{feTze—uTe}, 0> 0 (209)
o \ 2
ﬁ:{eem Aegb,cezd,Z@-ﬂ}, (210)
i=1

lebo pre kazda hodnotu ¢ je v optimalnom rieSeni ) () tejto ulohy hodnota vyrazu
s <§(¢)>T Yo (¢) najnizsia zo vsSetkych pripustnych 6, pre ktoré je druhy séitanec
minimalizovanej funkcie rovny —uT@\(cp). Keby nebola, existoval by bod 6 s nizSou
hodnotou minimalizovanej funkcie a 6 () by nebolo optimélne rieSenie. Pouzitim tejto
ulohy mézZeme zostavit efektivnu hranicu trochu jednoduchsie ako z priebehu optimél-
nych rieseni tlohy (207), lebo sa nemusime zatazovat kontrolovanim pripustnosti. Uloha
(209) navyse vypocita iba “efektivnu” Cast efektivnej hranice, ¢ize jej horna vetvu, ak

ju zobrazime Standardnym obrazkom variancia — vymnos.
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5.1 Optiméalne investovanie

V tlohe (2) — (4) je optimélna variancia portfélia kvadratickou funkciou oc¢akava-
ného vynosu [18|. Krivka optimalnych rieseni é\(ap) ulohy (209) je po Castiach tvorena
polpriamkami optimalnych rieseni tloh na viazany extrém, teda je po castiach dana
optimalnymi rieSeniami tloh rovnakého typu ako (2). MoZeme teda ocakavat, ze v tilohe
(209) bude optimélna variancia portfélia po ¢astiach kvadratickou funkciou oc¢akava-
ného vynosu. Po dosadeni dostavame pre vyjadrenie variancie a o¢akavaného vynosu

na jednotlivych intervaloch konstantnosti K (¢) vztahy

~ 1
Tiok () =t Ouok () = p" 6° + ’ pt o° (211)
~ T~ 1 2
T (2) = (B () Db () = 5 (607 267+ = (09 50"+ (0" 0. (212

Odtial mozno s vyuzitim (94) pre pripad u7 6% # 0, (65)" $0° # 0 vyvodit

05)" ¥ 6¢ 1
e :()—2:——_>0 (214)
(1™ 6%) 20
S T S v
=2 O i =] (215)
ILL S
()" 26° 12 T P
= 0°)" + () X0°=——=+2a>0, 216
c3 (HT 93)2 ('u ) ( ) 25 @ ( )

kde @, (3, 7 st koeficienty hodnotovej funkcie A (p) = @+ g +7 tlohy (209), ktorych
vypocet je podobny ako (115) — (117), musime si dat pozor iba na opa¢né znamienko
1. Preto pre tlohu (209) na rozdiel od (162) plati u7 65 = (#*)" £6° = 253, z ¢oho
mozme pouzitim 3 = 0 <= #° = 0 vydedukovat, ze vztahy (213) — (216) platia
pre vSetky intervaly konStantnosti K (¢) okrem tych, na ktorych optimdlne rieSenie
5(@) stoji v nejakom bode. Vtedy sa vSak ocakdvany vynos ani variancia nemenia.
Dalej by nas mohlo zaujimat, ¢ je o2 (7) spojite diferencovateln4 funkcia. Vo vnttri
tych intervalov konstantnosti K (¢), na ktorych 6° # 0, vyplyva zo vztahu (213) jej
spojitost pre zodpovedajice hodnoty 7. Pre hodnoty 7 zodpovedajice bodom zmeny

@, nachadzajicimi sa medzi takymito intervalmi konstantnosti mézeme z

doi . (¢) 2 (ps\T s
d Tk —dﬂc‘l”;(‘p) - % pt o ¥
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5.1 Optiméalne investovanie

do?

vidiet spojitost ¢Z . AvSak ak existuje taky interval konstantnosti K (¢) nenulovej

dlzky, na ktorom plati #* = 0 a nachddza sa medzi intervalmi konstantnosti K (¢)

nemajucimi tato vlastnost, ako napriklad interval [2.62, 3.32] na Obrazku 13, potom

do?

z (217) vyplyva, ze na lavej a na pravej hranici tohto intervalu je hodnota <% rozna.

Ak ¢ interpretujeme ako averziu k riziku, potom bod 7 nespojitosti % mozme vnimat
ako bod zlomu, kedy s klesajicou averziou k riziku prestava rast ocakdvany vynos aj
variancia, a aby zacali opit stupaf, je treba dalej znizif ¢ . S nespojitou zmenou v
averzii k riziku sa potom nespojite zmeni aj miera narastu variancie v zavislosti od
vimosu. Ak vyjadrime efektivnu hranicu ako o2 (F), potom je to teda vo vseobecnosti
podla (213) — (217) spojité, rasttica, konvexna, po ¢astiach kvadraticka funkcia, ktorej

derivécia nemusi byt spojita, pricom tiato posledni vlastnost ma néasledne aj hodnotovéa

funkcia tlohy PKP typu (184).

14

3 —
o= (T)
0.67 1.2 d 0_2
0.5¢ 1 1k dr
0.4+ ] 0.8t
|~
0.3f 1 0.6
0.2r _Ql i 0.4}
92

0.1r _QB H 0.2+

N I 12! e ‘
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=3

o* (7)

Obr. 15: VIavo: Efektivna hranica pre rozne ohrani¢enia. Vpravo: Nespojitost derivicie

efektivnej hranice pre ohranicenia {29

Vypocitali sme efektivnu hranicu pre vyssie uvedené aktiva pre Styri rdozne ohra-
ni¢enia. Prvymi st ; (198) popisujice nezaporny simplex. Ako druhé sme zvolili

(206). Za Q3 sme zvolili situédciu, ked neinvestujeme nutne vsetky prostriedky

D 6;<1,001< 0} : (218)

=1
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5.2 Optimalizacia

ale do kazdého aktiva minimalne stotinu uvazovanej sumy. Nakoniec sme za €14 zvolili

ohranicenia tlohy na viazany extrém (2) — (4).

5.2 Optimalizacia

Algoritmus pre PKP pocita tlohu KP pre mnoho hodnét parametra. To nés privedie k
myslienke pocitat pomocou neho tito tlohu pre jednu konkrétnu hodnotu parametra,
pripadne jej limitny pripad, c¢ize tlohu LP. Idea pocitania tlohy KP s rydzokonvex-
nou minimalizovanou funkciou alebo LP pomocou algoritmu pre PKP je nasledovna.

Zoberieme Tubovolny pociatoény bod #° a vymyslime k nemu vhodn tlohu PKP

m@{£0T29+0TMC+¢0TuS}, 0>0,0ER (219)
9cq L 2
Q={0eR" A< +E0°, CO=d+£4°), €€R (220)

tak, aby bol tento bod jej optimalnym riesenim §° = g((po, o, &) pre podiatoéni
volbu parametrov g, Vg, £ . Vhodna je takd tloha, pre ktoru existuju také para-
metre Yron s Ykon s Ckon alebo ich limitné hodnoty, pre ktoré sa (219) — (220) stava
tilohou, ktort potrebujeme vyriesit. Dalej budeme sledovaft, ako sa optimalne riesenie
a(ap, Y, &) meni pre ¢ — Pron s ¥ — Vkon , & — Ekon , kde koncime. Pre optimalne

rieSenie lokalne ekvivalentnej tlohy na viazany extrém k ulohe (219) — (220) mame

Do (9, 0, € =2 £ G (Ge6T) e - IS
P - -
* é ST (@R ET) T G (221)

+enT GT (@RI GT) T T GT (GG T R,
P vystupujice v lokalnej Lagrangeovej dudlnej ilohe bude mat tvar ako v (105), ale
g=—-GX ' = GX 7t —oht — &Rt (222)

Vhodnou volbou tlohy (219) — (220) mdzeme znizit ¢as vypoctu. Preto sme miesto
rieSenia troch tloh PKP pre jednotlivé parametre smerujice ku koncovym hodnotam
zobrali jednu spolo¢ni hodnotu y pre vSetky parametre y = ¢ = 1 = £ a riesili tak
iba jednu tlohu PKP pre y smerujice z xo = 1 do Xxon = 0. Pre tlohu KP aj LP sme
uvazovali dve alternativne volby ulohy (219) — (220), ktoré sme nazvali Alternativa A

a Alternativa B. Porovnali sme ich s v MATLABe zabudovanymi funkciami, pri¢om
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5.2 Optimalizacia

cielom je hlavne ukdzaf moznosti pocitania tychto tloh pomocou (219) — (220), nie
“férovy” test, lebo nas program neobsahuje postup pre vyrieSenie tloh s nesplnenou
analogiou Predpokladu 2.2.

V Alternative A pre tlohu LP

: T
10116161{# 9} (223)
Q={0eR"|AO<b,CH=d} (224)

sme rozdelili tlohu na dve fazy. V prvej sme hladali pripustné rieSenie tejto tlohy. Na

ten ucel sme naformulovali [6] pomocnt tlohu LP

min { 7 0 225
0eQ {,u } (225)

é:{éennﬂ\ (1A)I<b, (0 C)’ézd,ﬁT’éz—eps}, (226)
kde i = (=1,0,0,...,0" ,1=(1,1,...,1)" aeps > 0 je malé kladné dslo.

Prv4 zlozka vektora 0 urcuje, aké je najvicsie porusSenie ohraniceni typu nerovnosti
ulohy (223) pre vektor zvysnych zloziek 0 . Pokial je ] pripustnym rieSenim tlohy (225),
potom tento vektor bez prvej zlozky spliia ohrani¢enia typu rovnosti tlohy (223), a teda
nam staci skoncit pre bod 0s prvou zlozkou nezapornou, ¢o je zarucené kladnym eps .
Ulohu (225) sme tie riesili pomocou tlohy (219) — (220). Najprv sme zvolili bod 6,
spliiajici C 6, = d, a za pociatoény bod pre tito lohu sme zobrali §° = (w , GZ)T , kde
w = miin {(b—A6,),} . Za dalsie Gidaje sme pre iiu vzali ¥ = I, pu® = i, p* = —6° —
ue, b ="56,0°=0,d° =d, d* = 0. Parametrizovany bol teda kvadraticky a linearny
¢len. Pokial sme nasli pripustny bod tlohy (223), presli sme k druhej faze, v ktorej sme
ju riesili pomocou (219) — (220) rovnakym spdsobom ako (225) tiez parametrizovanim
kvadratického a linedrneho ¢lena. Pociatocny bod bol nadjdené optiméalne riesenie tlohy
(225) bez prvej zlozky a za zvy$né udaje sme zvolili ¥ = I, u¢ = p, p* = —0°—puc, v° =
b,b°=0,d°=d,d*=0.

V Alternative B sme sa chceli vyhnut vypoc¢tom spojenym s delenim tlohy na dve
fazy a parametrizovali sme aj mnozinu pripustnych rieseni. Istou nevyhodou tohto po-
stupu je, Ze modzeme vyrobif tlohu (219) — (220) obsahujticu body Y. nespliiajtce
analdgiu Predpokladu 2.2, ktoré tloha (223) neobsahuje, ale na druhej strane sa moze

stat aj presny opak. Zavaznejsim nedostatkom je, ze (221) a (222) nebudi linedrnou
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funkciou y, a pre ziskanie ., , X., budeme musiet pre jednotlivé zlozky riesit kvadra-
tické nerovnice. To moze byt vypoctovo naroc¢nejsie, ale hlavne to moze viest k zaok-
rihlovacim chybam, kvoli ktorym moze zlyhat vypocet. Napriek tomu sme to skusili a
parametrizovali sme kvadraticky aj linearny ¢len a aj mnozinu pripustnych rieseni. Za
potrebné tdaje pre tlohu (219) — (220) sme zvolili §° = H__ulH p, X =1,pu°=p, p° =
00— e = (H_iu_1> L =b, b = A — bt d=d,d =C8 —d, kde 2 je
Tubovolny vektor s kladnymi zlozkami, ktory sme ndhodne generovali. Tento vektor bol
potrebny, lebo nas program algoritmu pre PKP zvykne mat problém, pokial nastava
opustenie privela aktivnych ohraniceni typu nerovnosti v tom istom bode .., ¢o by
sa mohlo staf pre 2 = 0.

Aby sme porovnali nase Alternativy pre LP, vygenerovali sme ndhodné ulohy LP
(ktoré neboli riedke) so zndmym optimalnym rieSenim. Pre kazdy pocet ohraniceni
typu nerovnosti m = 10, 20, ..., 500 sme zvolili pocet premennych n = 2m, pocet

ohraniceni typu rovnosti » = m a pocet aktivnych ohraniceni typu nerovnosti v znamom

optiméalnom rieseni % (tilohy mali typicky viac optimalnych rieseni) a spriemerovali
sme vysledky z rieSenia 10 tloh. Na Obrazku 16 vlavo hore vidno, Ze vypustenim
hladania pripustného bodu usetri Alternativa B nejaky ¢as oproti Alternative A (okrem
najmensich rozmerov), pricom obe st rychlejsie ako active — set algoritmus funkcie
linprog v MATLABe. Zaroven je vSak riesenie kvadratickych nerovnic v kazdej iteracii
pre ziskanie Y., , X., menej presné ako riesenie linearnych nerovnic. Hodnoty parametra
sa zvykn menif po velmi malych krokoch a nésledne vypocet pre privelké rozmery
pomerne Casto zlyhd (stalo sa to v 17 z 500 testovanych tuloh, ¢o je 3.4 %), preto sme

m zobrazili iba po 200. Vpravo hore sme zobrazili chybu definovant ako

chyba = ‘ﬁ — uTﬂ + max (0, miin{(b — A@\)l}) + HC@— d‘

, (227)

pricom h je funkénéd hodnota minimalizovanej funkcie vo vygenerovanom optiméalnom
riesent, ) je najdeny bod optiméalneho rieSenia a pre Alternativu B sme zobrali iba
tispesne vyriesené tlohy. Vidime, Ze pre tie chyba nie je velki. Cas vypoétu bol velmi
ovplyvneny poc¢tom aktivnych ohraniceni typu nerovnosti vo vygenerovanom optimal-
nom rieSeni, hoci kedZe maju tlohy viac optiméalnych rieSeni, zalezi aj na tom, ku
ktorému z nich zvolend tloha PKP (219) — (220) skonverguje. Ttto zavislost sme pre

m = 100 zobrazili vlavo dole (ide o priemer z 10 tloh). Lepsie tuto zavislost pochopime
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Obr. 16: Porovnanie algoritmov pre LP. VIavo hore: Cas vypoétu v zavislosti na m . Vpravo
hore: Chyba v optimélnom rieseni. VIavo dole: Cas v§poétu v zavislosti na podiele aktivnych

nerovnosti v optime. Vpravo dole: Podiel aktivnych nerovnosti v priebehu iteracii.

pri pohlade na obrazok vpravo dole, kde sme pre 10 ndhodnych tloh LP pre m = 100
zobrazili, ako sa v priebehu iteracii vyvija pocet aktivnych nerovnosti. Ten sa prakticky
vzdy meni iba po 1, preto zvysenie poc¢tu aktivnych nerovnosti v optimalnom rieseni
zvy$i pocet iteracii potrebnych na dosiahnutie tohto bodu. Tento obrazok vysvetluje aj
vysSiu rychlost Alternativy B, ktord nestraca ¢as nabalovanim a néslednym zahodenim
aktivnych nerovnosti v prvej faze Alternativy A. MoZeme na tiom vidiet, Ze rieSenia
oboch Alternativ zvykni mat vyssi pocet aktivnych nerovnosti ako % . K poruseniu
analégie Predpokladu 2.2 v Alternative B vymyslenim tlohy (219) — (220) ani raz
nedoslo.

V Alternative A pre tlohu KP

1o T
%16161{50 X0+ p 9} (228)
O={0cR"|AO<b,CH=d) (229)

s rydzokonvexnou, symetrickou maticou ¥ = X7 = 0 sme tieZ rozdelili ilohu (228) na
dve fazy. Najprv sme v prvej faze hladali pripustné rieSenie pomocou tlohy (225) tym

istym postupom, ako pre tlohu (223). Pokial sme nasli pripustné rieSenie, pristupili
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5.2 Optimalizacia

sme k druhej faze, teda samotnému rieSeniu tlohy (228) pomocou (219) — (220). Za
jej pociatoény bod €° sme zobrali ndjdeny pripustny bod. Tentoraz musi kvadraticky
¢len pre X = Xgon = 0 ostat, preto ¢ = 1, za maticu ¥ sme zobrali ¥ ulohy (228)
a parametrizovali sme iba linearny clen. Za zvysné udaje sme zvolili ¢ = p, pu° =
=20 —puf, b =b,b°=0,d=d,d*=0.

V Alternative B sme sa opéf chceli vyhnat rieSeniu prvej fazy, preto sme parametri-
zovali mnozinu pripustnych rieSeni. Aj tentoraz mozeme vyrobit alebo obist body . , v
ktorych nie je splnena analdégia Predpokladu 2.2. Aj tentoraz musi kvadraticky ¢len pre
X = Xkon = 0 ostat, preto ¢ = 1 a za maticu X sme zobrali ¥ tlohy (228). Preto buda
(221) a (222) linedrnou funkciou y . Za pociatoény bod pre tlohu (219) — (220) sme
zvolili ° = 37! ;1 volné minimum tlohy (228), takZe sme parametrizovali este aj line-
arny ¢len. Za zvy$né tidaje sme zvolili u = p, p* =0,b°=b, b = A° —b+ 2, d° =
d,d* = C0"—d, pricom z je vektor s ndhodne vygenerovanymi kladnymi zlozkami,

ktorého tcel sme zdovodnili pri popise Alternativy B pre tlohu LP.

% 8 ‘ ‘ 24X 107° ‘ ‘ ‘ ‘
\© — Alternativa A — priemer pre Alternativy A, B
-8 6 Alternativa B 3l maximum pre Alternativy A, B
S ||—quadprog ©
A Ke)
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Obr. 17: Porovnanie algoritmov pre KP. VIavo hore: Cas vypoétu v zavislosti na m . Vpravo
hore: Chyba v optimalnom rieSeni. VIavo dole: Cas vypoc¢tu v zavislosti na podiele aktivnych

nerovnosti v optime. Vpravo dole: Podiel aktivnych nerovnosti v iteraciach.

Aby sme porovnali tieto Alternativy, vygenerovali sme ndhodné tlohy KP so zna-

mym optimalnym rieSenim. Pre kazdy pocet ohraniceni typu nerovnostim = 10, 20, ..., 500
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5.2 Optimalizacia

sme zvolili pocet premennych n = 2m, pocet rovnosti » = m, ¢islo podmienenosti
cond (¥X) = 2000 a pocet aktivnych ohrani¢eni typu nerovnosti v optimélnom rieseni
% . Na Obrazku 17 vlavo hore vidno, Ze opét je okrem najmensich rozmerov Alternativa
B rychlejsia ako Altervativa A, pricom obe st rychlejsie ako active — set algoritmus
funkcie quadprog v MATLABe. Tentoraz st aj v Alternative B rieSené nerovnice pri
uréovani ., , X.n linedrne, preto nie je s velkymi rozmermi problém, ale m sme limito-
vali do 210 kvoli velkému ¢asu quadprogu. KedzZe je optiméalne rieSenie vygenerovanych
uloh jediné, obe Alternativy sa pri poslednej iteracii nachadzaju na tej istej mnozine
ohranic¢eni a preto daju to isté riesenie, maju teda aj rovnaku chybu definovani v
(227) zobrazenu vpravo hore. Opiit je ¢as vypoctu velmi zavisly od podielu aktivnych
nerovnosti v optimalnom rieseni. Priebeh tejto zavislosti je pre m = 210 zobrazeny
vlavo dole (ide o priemer z 10 tloh). Této zavislost je pre m = 350 pomocou 10 ndhod-
nych tloh vysvetlena na Obrazku 17 vpravo dole podobnym sposobom ako na Obrazku
16, pricom to opit vysvetluje aj vyssiu rychlost Alternativy B. K poruSeniu analdgie

Predpokladu 2.2 v Alternative B vymyslenim tlohy (219) — (220) ani tentoraz nedoslo.

30

—Alternativa A pre LP
| —Alternativa B pre LP
Alternativa A pre KP
2l —Alternativa B pre KP

cas v sekundach
&

L 8 L L L L L
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Obr. 18: Porovnanie algoritmov pre LP a KP

Z porovnania vsetkych Alternativ Obrazku 18 (pre Alternativu B pre tlohu LP sme
zobrali iba tispesne vyrieSené tlohy) vidno, ze pouzitie algoritmu pre tlohu PKP (219)
— (220) je vyhodnejsie pouzit pri rieseni tloh KP ako LP, pretoZe obe Alternativy st pre
tento typ tloh okrem najmensich rozmerov rychlejsie. Najmé Alternativa B pre tilohu
KP, ktora asi najlepsie kopiruje geometriu povodnej tilohy, si zasluhuje pozornost, lebo
je najrychlejsia od najmensich az po najvicsie tlohy, kde uz méa velky néaskok. Viac sa

o takychto algoritmoch pre tlohu KP da najst v (Potschka et al. [22]).
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Zaver

Hlavnou témou tejto prace bolo parametrické kvadratické programovanie. Boli sme
motivovani problémom optimalneho investovania do aktiv riadiacich sa geometrickym
Brownovym pohybom.

V 1. kapitole sme po zadefinovani a popisani niektorych znamych pojmov z te-
drie finanénej matematiky pristipili k nami uvazovanému modelu. V 1iom sme hladali
funkciu optimalnych véh zévisiacu od ¢asu a od dosiahnutého vynosu portfélia (10).
Po aplikacii poznatkov tedrie stochastického dynamického programovania a Riccatiho
transforméacii sme postupne ziskali Hamilton — Jacobi — Bellmanoviu parcialnu dife-
rencidlnu rovnicu (31) a kvézilinedrnu parcidlnu diferencidlnu rovnicu popisujicu vyvoj
optiméalnej averzie k riziku (46).

KedZe v nej ako koeficient vystupuje hodnotova funkcia tlohy parametrického kvad-
ratického programovania (37), boli sme v 2. kapitole motivovani odvodit algoritmus pre
vypocet optiméalnych rieSeni tlohy (47). Najprv sme zadefinovali niekolko pojmov z te-
6rie nelinearneho programovania. Z nich sme pomocou Lemy 2.4 vo Vete 2.5 vyvodili,
ze pre tuto ulohu existuje pre kazdi hodnotu parametra tloha (84) na viazany ex-
trém s rovnakym optimalnym rieSenim. Tato tiloha je rovnaka pre vsetky parametre
pochéadzajiceho z nejakého intervalu, ¢o sme ukéazali pomocou tvahy vyuzivajicej Lag-
rangeovi dudlnu tlohu. Algoritmus 1 pozostava z delenia hodn6t parametra na tieto
intervaly, a na nich st optimalne riesenie a hodnotova funkcia tlohy (47) dané vzfahmi
(91) — (93) a (114) — (117). Nasledoval numericky test jeho presnosti a vypoctovej
narocnosti.

V 3. kapitole sme ho vyuzili k analyze hodnotovej funkcie tlohy parametrického
kvadratického programovania (37). Ukazali sme, Ze je to neklesajica, konkédvna fun-
kcia. Dokazali sme, Ze jej prva derivacia je lokalne Lipschitzovsky spojita a uviedli
podmienku, za ktorej je Lipschitzovsky spojita. Uviedli sme aj podmienku pre spoji-
tost jej druhej derivacie v nejakom bode a ukézali, Ze tato funkcia mé nanajvys konecne
vela bodov nespojitosti. Vo Vete 3.5 sme vyvodili podmienky pre existenciu a jedno-
znacnost rieSenia kvézilinearnej parcialnej diferencialnej rovnice z 1. kapitoly, ¢im sme
splnili ciel prace.

V 5. kapitole sme najprv porovnali viypoétovii naro¢nost riesenia tlohy (47) pomo-
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cou Algoritmu 1 a pomocou diskretizacie na 100 tloh kvadratického programovania.
Potom sme vypo¢itali problém optimélneho investovania (10) pre 2 rozne polyedrické

mnoziny vah. Nasledoval vypocet efektivnej hranice pre 4 takéto mnoziny pripustnych

do?
dr

rieSeni a pomocou (217) sme ukézali, Ze jej derivacia a teda aj derivacia hod-
notovej funkcie tlohy (184) s parametrizovanou mnozinou pripustnych rieSeni moze
byt nespojita. Dalej sme ukézali, Ze pomocou modifikicii Algoritmu 1 zo 4. kapitoly
je mozné pocitat samotné tlohy kvadratického programovania s rydzokonvexnou mi-
nimalizovanou funkciou a aj tlohy linearneho programovania. Pre oba typy tloh sme
uvazovali dve alternativne sposoby riesenia, ktoré sme porovnali navzajom aj s v MAT-
LABe zabudovanymi funkciami. Zda sa, ze tento sposob riesenia tloh je vhodnejsi pre
ulohy kvadratického programovania, pricom najmé Alternativa B je velmi rychla. Pre

Prinosom tejto prace je uceleny pohlad na moznosti a aplikacie loh parametrického
kvadratického programovania a ich hodnotovych funkcii vo financiach, algoritmické
spracovanie tychto tloh a Veta 3.5. Praca bola prinosom aj pre samotného autora,

pretoZe k Algoritmu 1 aj k jeho modifikdciam vyuzitelnym v optimalizécii sa dopracoval

sam, a az neskor prisiel na to, ze st uz vymyslené.
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Priloha A

Priloha A

Nasleduju zdrojové kédy niektorych pouzitych programov v jazyku MATLAB. Prvy je
kéd funkcie generkplp generujicej ndhodnu tlohu KP alebo LP so znamym optiméalnym
rieSenim. Druhy je skript kédu pre Algoritmus 1, ktory moze volat tato funkciu. Potom
nasleduje skript pre poc¢itanie PDR (200) semiimplicitnou numerickou schémou. Dalsi
je skript pre pocitanie ilohy KP alebo LP, ktory moze volat funkciu generkplp. Tento
skript vola posledny skript, ktory obsahuje samotny cyklus pre tlohy KP a LP.

function [sigma A b mi x C d] = generkplp(n , m , r , pomer , con , rieds , rieda , riedc , kp)
% Generuje ulohu kvadratickeho alebo linearneho programovania z KKT podmienok. Uloha LP zvykne mat viac rieseni. Pre ulohu
% LP je sigma prazdna. Pre primale pomery riedkosti A, C nemusi dat m, r ohraniceni, lebo vygenerovane nulove riadky sa zmazu.
3 n pocet premennych
% m pocet nerovnosti
% r pocet rovnosti
% pomer pomer aktivnych nerovnosti v optimalnom rieseni = pocet aktivnych nerovnosti / pocet nerovnosti
% con cislo podmienenosti sigma
% rieds pomer riedkosti sigma = pocet nenulovych prvkov sigma / sucin rozmerov sigma
% rieda pomer riedkos A
% riedc pomer riedkosti C
% kp ak true, tak kvadraticke programovanie, ak false, tak linearne
$ x optimalne riesenie ulohy KP alebo LP
% min 1/2xteta'+sigmateta + mi'xteta min mi'xteta
% Axteta <= Db Axteta <= Db
Cxteta =d Cxteta = d
if ( rieda == 1 ) % husta uloha (nie riedka
if kp % uloha KP
sigma = rand(n,n) ; % najprv sa ziska ortogonalna baza ulozena v matici ortog
sigma = sigmaxsigma' + speye(n) ;

[ortog , E] = gr(sigma) ; % ortogonalna baza

g =1 + (con—1)xrand(n,1l) ; % teraz sa vytvoria vlastne cisla

g = sparse(g) ;

sigma = ortogxdiag(g)*ortog' ; % cislo podmienenosti tejto symetrickej
sigma = (sigma + sigma')/2 ; % kvoli zaokruhlovaniu

else % uloha LP

sigma = [] ;
end
A = 10*rand(m,n) — 5 ; % zlozky z (=5, 5)
C = 10xrand(r,n) — 5 ; % zlozky z (=5, 5)
else % riedka uloha, privela nul v A, C da Omega nesplnajucu Predp

if kp % uloha KP
sigma = sprandsym(n,rieds,1l/con,1l) ;

else % uloha LP

sigma = [] ;
end
A = 10*sprand(m,n, rieda) ;
C = 10xsprand(r,n,riedc) ;

% zmazanie nulovych riadkov A, C

hladanie = sum(spones(A),2) ;

if ((m> 0 ) && (any( hladanie == 0 )))
nulove = ( hladanie > 0 ) ;
A = A(nulove,:) ;
m = size(A,1) ;

end

hladanie = sum(spones(C),2);
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Priloha A

symetrickou maticou sigma.

- (140) . Kod ma problem v pripade,

ktore to budu.

ak

Musi byt aspon jedna nerovnost.

if (( r> 0 ) && (any( hladanie == 0 )))
nulove = ( hladanie > 0 ) ;
C = C(nulove,:) ;
r = size(C,1) ;
end
A(A>0) =A(A>0)—5; % zlozky z (=5, 5)
c(c>0)=¢Cc(C>0)—5; % zlozky z (=5, 95)
end
plus = 1 + 4%rand(m,1) ; % = b — A*x
v =1 + 4xrand(r,1) ; % Lagrangeove multiplikatory rovnosti
u =1+ 4xrand(m,1) ; % Lagrangeove multiplikatory nerovnosti
x = 10xrand(n,1) — 5 ; % zlozky z (=5, 5)
plus (l:round(pomer*m)) = 0 ; $ b — Axx = 0 pre aktivne nerovnosti
d = C*x ;
b = Axx + plus ;
nula = ( (b — Axx) > 0 ) ; % Lagrangeove multiplikatory aktivnych nerovnosti su 0
u(nula) = 0 ;
if kp
mi = — (A'su + sigmaxx + C'xv) ;
else
mi = — (A'su + C'xv) ;
end
end
% Algoritmus 1 pre rastuce aj klesajuce fi pre ulohu PKP (47) s kladne definitnou,
% min fi x teta' * sigma x teta / 2 + mi' x teta
% Axteta <= Db
% Cxteta =d
% V pripade nesplnenia Predpokladu 2.2 sa pouziva postup tykajuci sa vztahov (137)
% privela ohraniceni naraz opusta mnozinu aktivnych ohraniceni. Vtedy nevie urcit,
% Treba odkomentovat, ci chceme pocitat nahodnu ulohu alebo nejaku nacitat.
% Vygenerovanie nahodnej ulohy KP, popis parametrov je vo funkcii generkplp. Berieme ju ako ulohu PKP s danym
% optimalnym riesenim pre fi0 = 1
n = 100 ;
m = 50 ;
r=0;
pomer = 0.5 ;
con = 2000 ; % pre <1077 kod funguje, pre vacsie uspesnost postupne klesa

rieds = 1 ;

rieda = 1 ; % privelka riedkost A, C sposobuje nesplnenie Predpokladu 2.2

riedc = 1 ;

[sigma A b mi x C d] = generkplp(n,m, r,pomer,con,rieds,rieda,riedc,true) ;

ulozit = 'alg.mat' ; % nazov suboru, kam sa ulozia vysledne udaje

m = size(A,1) ;

r = size(C,1) ;

% Nacitanie uloh pouzitych v praci

% %Priklad 2.6

% sigma = [2 1 ; 1 1] ;

$mi=[-2; —3];

$A=([-11;01; 10];

$b=101,;1; 11 ;

$C=1[];d=10]1;r=0;

% opt = optimset ('Algorithm', 'active—set') ; % mozne nastavenie algoritmu alebo presnosti
% x = quadprog(sigma,mi,A,b, []1,[],[]1,[],[],opt) ; % vychodiskove optimalne riesenie teta (fi0)
% [m n] = size(d) ;

% ulozit = 'priklad.mat' ; % nazov suboru, kde sa ulozia vysledky

% Uloha s datami realnych akcii pre rozne Omega

% udaje = load('sigma.mi.mat') ; % nacitanie kovariancnej matice a vektora vynosov

% sigma = udaje.sigma ;
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39 % mi = udaje.mi ;

40 % mi =— mi ; % tato uloha je (36) s opacnym znamienkom mi ako (47)

41 % [m n] = size(sigma) ;

42 % opt = optimset ('Algorithm', 'active—set') ; % mozne nastavenie algoritmu alebo presnosti
43

44 % % Omegal = simplex

45 % A = — eye(n) ;

46 % b = zeros(n,1l) ;

47 % C = ones(l,n) ;

48 $d=1;

49 % r =1 ;

50 % x = quadprog(sigma,mi,A,b,C,d, []1,[],[],opt) ; % vychodiskove optimalne riesenie teta (£fi0)
51 % ulozit = 'Omegal.mat'; % nazov suboru, kde sa ulozia vysledky

52 % % Omega 2

53 % A = [— eye(n) ; eye(n)] ;

54 % b = [0.0lxones(n,1) ; 0.5%ones(n,1)] ;

55 % [m n] = size(A) ;

56 % C = ones(l,n) ;

57 s d=1;

58 % r =1 ;

59 % x = quadprog(sigma,mi,A,b,C,d, [],[],[],opt) ; % vychodiskove optimalne riesenie teta (£i0)
60 % ulozit = 'OmegaZ.mat' ; % nazov suboru, kde sa ulozia vysledky

61 % % Omega 3

62 % A = [— eye(n) ; ones(l,n)];

63 % b =[— 0.0lxones(n,1) ; 1] ;

64 2% [m n] = size(A);

65 % C =[] ;

66 % d =[] ;

67 % r =20 ;

68 % x = quadprog(sigma,mi,A,b,C,d, []1,[],[],opt) ; % vychodiskove optimalne riesenie teta (fi0)
69 % ulozit = 'Omega3.mat' ; % nazov suboru, kde sa ulozia vysledky

70

71 priestor = round(max(15,1.5%m)) ; % horny odhad pre pocet iteracii

72 % sem sa budu ukladat udaje z iteracii

73 fiz = zeros(priestor,1l) ; % = Apiter body zmeny K(fi); od fi(i) do fi(i+l) su platne tetac(:,1i), tetas(:,1i)
74 % zlozky optimalnych rieseni lokalne ekvivalentnych uloh na viazany extrem (84) pre primarnu ulohu

75 tetas = zeros(n,priestor) ; % smery

76 tetac = zeros(n,priestor) ; % konstantne zlozky

77 teta = zeros(n,priestor) ; % optimalne riesenia vo fiz

78 wvus = zeros(m+r,priestor) ; % smery optimalnych rieseni parametrizovanej celej Lagrangeovej dualnej ulohy

79 vuc = zeros(mtr,priestor) ; % konstantne zlozky optimalnych rieseni parametrizovanej celej Lagrangeovej dualnej ulohy
80

81 fi0 =1 ;

82 fiz(l) = fi0 ;

83 teta(:,1) = x ; % teta(fi0)

84 % parametre eps

85 const = 100 ; % to sa hodi zmenit pre vacsie cisla vo vstupoch alebo pre vacsi rozmer alebo ked sa stane chyba
86 epsl = constxle—8 ;

87 eps2 = constxle—10 ;

88 eps3 = constxle—10 ;

89 eps4 = constxle—8 ;

90 eps5 = constxle—12 ;

91 eps6 = constxle—12 ;

92 eps7 = constxle—10 ;

93 eps8 = constxle—7 ;

94 eps9 = constxle—10 ;

95 epsl0 = constxle—10 ;

96 % Kod nepocita nutne cely interval ¢ € (0,00), da sa nastavit minimalna a maximalna hodnota ¢ € (minn, mazzx)
97 minn = 0 ;

98 maxx = inf ;

99 koniec = false ; % koniec iterovania

100 i = 0 ; % iteracny index

101 K = find(b — Axteta(:,1) <= epsl) ; % indexy aktivnych ohraniceni typu nerovnosti

102 riedke = issparse(sigma) ; % Ci je riedka uloha PKP. V tom pripade sa robi riedky Choleskeho rozklad miesto obycajneho.

84



Priloha A

103 rovnost = “isempty(C) ; % ci Jje nejaka rovnost
104
105 % priprava na iteracie; vytvoria sa Gcele, Pcele, gscele, qccele, sigma\Gecele', sigma\mi

106 if rovnost

107 Gecele = [C ; A] ;

108 gscele = — [d ; b] ;

109 else

110 Gecele = A ;

111 gscele = — b ;

112 end

113 if riedke

114 pom = sigma\[-mi Gcele'] ;

115 vol = pom(:,1) ; % volne minima
116 SGcele = pom(:,2:end) ;

117 else % huste

118 R = chol(sigma) ;

119 pom = R\ (R'\[-mi Gcele']) ;

120 vol = pom(:,1) ; % volne minima
121 SGecele = pom(:,2:end) ;

122 end

123 Pcele = GcelexSGeele ;
124 Pcele = (Pcele + Pcele')/2 ; % kvoli zaokruhlovacim chybam

125 gccele = Geelexvol ;

126

127 if ( nnz(Pcele)/numel (Pcele) > 0.1 ) % Teraz sa urci, ci sa viac oplati ''skladovat'' a pouzivat riedke
128 Pcele = full (Pcele) ; % alebo huste matice. Mozno sa da zvoli aj mensie cislo ako 0.1.
129 else

130 Pcele = sparse (Pcele) ;

131 end

132 if ( nnz(SGcele) /numel (SGecele) > 0.1 )

133 SGecele = full(SGecele) ;
134 else

135 SGcele = sparse(SGcele) ;
136 end

137 if ( nnz(Gcele)/numel (Gecele) > 0.1 )

138 Gcele = full(Gecele) ;

139 else

140 Gecele = sparse(Gecele) ;

141 end

142

143 233%3%53535353535050505050505252525252525555553535550505050552525252333%

144 % Algoritmus 1 pre klesajuce fi
145
146 i ("koniec)
147 i =1+ 1i ;

148 «rK = [(l:xr)' ; r + K] ; % indexy rovnosti a aktivnych nerovnosti
149 P = Pcele(rK,rK) ; % vytvorenie P

150 gs = gscele(rK) ; % vytvorenie gs

151 gc = gccele(rK) ; % vytvorenie gc

152

153 % vyriesime rovnice I’fqu,I’flqc

154 if (( nnz(P)/numel(P) < 0.1 ) && ( length(rK) > 200 )) % teraz sa bude riesit system rovnic s riedkou maticou P

155 P = sparse(P) ;

156 [ch,p,S] = chol(P) ; % riedka Choleskeho dekompozicia; z riesenia pomocou mldivide nezistime nesplnenie Predpokladu 2.2
157 if ( p==0 ) % vtedy by P mala mat plnu hodnost

158 vu = S+ (ch\(ch'\(S'+[gs gcl))); % smer a konstantna zlozka optimalnych v, u.lok lokalnej Lagrangeovej dualnej ulohy
159 zlaOmega = false ; % ci je nesplneny Predpoklad 2.2

160 else

161 zlaOmega = true ; % ci je nesplneny Predpoklad 2.2

162 end

163 else % teraz sa bude riesit system s hustou maticou P

164 if (rovnost || (“isempty (K)))
165 P = full(p) ;
166 try
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ch = chol(P) ; % Choleskeho dekompozicia P
vu = ch\(ch'\[gs gcl) ; % smer a konstantna zlozka optimalnych v, u._lok lokalnej Lagrangeovej dualnej ulohy
zlaOmega = false ; % ci je nesplneny Predpoklad 2.2
catch err $ ak zlyha Choleskeho rozklad, P nie je kladne definitna — MATLAB ho neurobi pre kladne semidefinitnu
disp('zla Omega') ;
zlaOmega = true ; % ci je nesplneny Predpoklad 2.2
end
else % ak nie je ziadna rovnost a ziadna nerovnost nie je aktivna, P Jje prazdna
zlaOmega = false ; % ci Jje nesplneny Predpoklad 2.2
end

end

$teraz urcime fizo a smery a konstantne zlozky optimalnych ries. lokalne ekv. ulohy na viaz. extrem a celej L. dualnej ulohy

if zlaOmega % nesplnenie Predpokladu 2.2

% Postup tykajuci sa vztahov (137) - (140). Tato cast kodu bola skusana iba malo a pre male n < 100 ulohy. Pouzivaju sa P, g zo
aktt = length (K) ;
Q = [0 ; —inf(r,1) ; sparse(aktt,1l)] ; % spodne ohranicenia pre u,{lok} a f£fi, wvztah (140)

opti = optimset ('TolX',le—12) ; % mozne nastavenie presnosti, radsej nech Jje vacsia

fivu = sparse(1,1,1,aktt + 1 + r,1) ; % optimalizovany vektor pre (138)
W = [—gs P] ; % matica rovnosti pre linprog (139)

Im = linprog(fivu, [],[],W,qc,Q, [],[],0opti) ; % uloha (138)

fizo = 1Im(1l) ; % najdeny bod opustenia aktivnych ohraniceni

opustia = find( abs(lm) < eps8) — (1 + r ) ;

prec = opustia( opustia > 0 ) ; % tieto ohranicenia vo fizo opustaju aktivne nerovnosti

if (7 (isempty (prec)) && ( abs(fizo — fiz(i)) < eps9 )) % okamzite opustenie aktivnych ohraniceni, aby sa nedelilo velmi

% malym cislom

fiz (i+l) = fiz (i) ; % ulozenie udajov z tejto iteracie, v tomto pripade to nemusi byt potrebne
tetac(:,1i) = teta(:,1) ;

teta(:,i+1) = teta(:, i) ;

vuc (rK,i) = 1Im(2:end) ;

K(prec) = [] ; % indexy ohraniceni, ktore su aktivne v dalsej iteracii

continue % mozme pokracovat dalsou iteraciou, lebo opustenie nejakych nerovnosti nastava v sucasnom fi

end

o

eraz urcime a aj smer a onstantnu zlozku re celu agrangeovu ualnu ulohu z orovnania
t 6%, 0¢ j konstant lozk lu L dual loh 2

o

optimalnych teta(fil), teta(fi2) a dvoch optimalnych v (fil), u(fil), v (fi2), u(fi2) pre rozne fil, fi2
fil = fiz (i) ;

fi2 = (fizo + fil)/2 ; % moze byt hocico medzi fiz (i), fizo
% opti = optimset ('Algorithm', 'active—set') ; % mozne nastavenie algoritmu a presnosti, ta nech je radsej vacsia
[teta2,El,E2,E3,lam] = quadprog(sigmaxfi2,mi, [], [],Gcele(xK,:),—qgs,[],[],[],opti) ; % Pre tuto hodnotu fi staci pocitat

o

ulohu na viazany extrem. Staci vyriesit system rovnic, ale quadprog sa mi zdal presnejsi.
vu2 = zeros(m+r,1l) ;

vu2 (rK) = lm(2:end) ; % optimalne Lagrangeove multiplikatory pre fizo

tetal = teta(:,i) ;

s = (tetal — teta2) / (1/fil — 1/fi2) ; % smer optimalneho riesenia lok. ekviv. ul. na viaz. extrem 0%
c = tetal — s/fil ; % konstantna zlozka optimalneho riesenia optimalneho riesenia lok. ekviv. ul. na viaz. extrem ¢
if (i == 1) % vtedy nemame informaciu o predchadzajucich optimalnych v, u

vul = zeros (m+r,1) ;

vul (rK) = [lam.eglin ; lam.ineglin];

vus (:,1i) = (vu2 — vul)/(fizo — £i2) ;

vuc(:,1) = vul — vus(:,1)*fi2 ;

else % vtedy mame informaciu o predchadzajucich optimalnych v, u

vul = vuc(:,i—1) + vus(:,i—1)*xfil ;

vus(:,1i) = (vu2 — vul)/(fizo — fil) ;
vuc(:,1i) = vul — vus(:,1)*fil ;
end

else % Predpoklad 2.2 je splneny
if (“isempty(K)) % ak su nejake nerovnosti aktivne, urcime pre nich bod fizo
% zlozky u optimalnych rieseni lokalnej Lagrangeovej dualnej ulohy rozdelime na smer us a konstantnu zlozku uc
us = vu(r+l:end,1l) ; % smer P\gs premennych u
uc = vu(r+l:end,2) ; % konstantna zlozka P\qc premennych u

Im = uc + fiz(i)+us ; % hodnota Lagrangeovych multiplikatorov aktivnych ohraniceni vo fiz (i)

klesajuce = ((us > eps5) & (uc < — eps5)) ; % ktore u s fi klesaju a ich uc je zaporne
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if (any(klesajuce)) % ci nejake u sa stane zapornym pre kladne fi
hned = ((1m < eps6) & klesajuce) ; % ktore ohranicenie prestane byt aktivne hned; to je kvoli tomu, aby sa

% predislo numerickym chybam sposobenym podielom velmi malych cisel

if (any(hned)) % nejake ohranicenie prestane byt aktivne pre sucasne fi

fiz (i+1l) = fiz(i) ; % ulozenie udajov z tejto iteracie, v tomto pripade to nemusi byt potrebne
tetac(:,1) = teta(:,1) ;

teta(:,i+l) = teta(:,1i) ;

vuc (rK,i) = vu(:,1)*fiz (i) + vu(:,2) ;

K(hned) = [] ; % indexy ohraniceni, ktore su aktivne v dalsej iteracii

continue % ideme na dalsiu iteraciu
else % daktore nerovnosti budu opustene, ale nie hned
kles = find(klesajuce) ;
pod = — uc(kles)./us(kles) ; % pre ktore fi sa ktore u stava zapornym
fizo = max(pod) ; % najvacsie fi pre ktore sa nejake u stava zapornym
opustia = (pod > fizo — eps2) ; % tieto ohranicenia vo fizo prestanu byt aktivne

prec = kles(opustia) ; % ich spravne indexy pre K

prec = [] ; % ziadne ohranicenie neprestane byt aktivne v dalsej iteracii

o

teraz sa urcia smer a konstantna zlozka lokalne ekvivalentnej ulohy na viazany extrem aj celej Lag. dualnej ulohy
if isempty(P) % nie je ziadna rovnost a nie je aktivna ziadna nerovnost — volne optima

s = vol ; % smer primarnej ulohy

c = sparse(n,1l) ; % konstantna zlozka primarnej ulohy = nulovy vektor
prec = [] ; % ktore ohranicenie prestane byt aktivne v dalsej iteracii
else

if isempty(K) % su rovnosti a nie su aktivne ziadne nerovnosti
prec = [] ; % ktore ohranicenie prestane byt aktivne v dalsej iteracii
Imvu = [vu ; sparse(m,2)] ; % smer a konstantna zlozka optimalnych rieseni celej Lagrangeovej dualnej ulohy
else % su rovnosti a su aktivne nejake nerovnosti
Imvu = [vu(l:r,:) ; sparse([K ; K], [ones(length(K),1l) ; 2xones(length(K),1)],[us ; uc],m,2)] ; % smer a konstantna
% zlozka optimalnych rieseni celej Lagrangeovej dualnej ulohy
end

pom = SGcelexlmvu ;

vus(:,1) = lmvu(:,1); % smer celej L. dualnej ulohy

vuc(:,1i) = lmvu(:,2); % konstantna zlozka celej L. dualnej ulohy

s = vol — (pom(:,2)) ; % smer primarnej ulohy, teda (93)

c =— (pom(:,1)) ; % konstantna zlozka primarnej ulohy, teda (92)
end

end % koniec urcovania fizo a smerov a konstantnych zloziek optim lokalne ekv. ulohy na viaz extrem a celej L. dualnej ulohy

% urcenie bodu narazu na doteraz neaktivne ohranicenia
As = Axs ;
bminAc = b — Axc ;

priblizujuce = find((As > eps4) & (bminAc > epsd4)) ; % tieto ohranicenia sa v sucasnom smere s priblizuju

if ((max(abs(s))<eps3) || isempty (priblizujuce))
fizn = inf ; % v tomto smere pre kladne fi nenastane naraz na ziadne ohranicenie
else

naraz = As./bminAc ; % zisti sa, na ktore ohranicenie sa kedy narazi
fizn = max(naraz(priblizujuce)) ; % najvacsie fi, pre ktore nastane naraz na ohranicenie
end
% urcenie, ci bude skor naraz alebo opustenie aktivnych nerovnosti
if ((isempty(prec)) && (fizn == inf)) % nebude naraz ani opustenie
koniec = true ; % koniec iterovania pre klesajuce fi
elseif ((isempty(prec)) && (fizn "= inf)) % bude naraz a nebude opustenie
narazenie = true ;
elseif ((“isempty(prec)) && (fizn == inf)) % nebude naraz a bude opustenie
narazenie = false ;
else % bude naraz aj opustenie
if (fizn < fizo) % opustenie bude skor ako naraz
narazenie = false ;

else % naraz bude skor ako opustenie
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narazenie = true ;
end
end
% ulozime udaje z tejto iteracie a urcime, ci je koniec

if koniec

fiz (i+1l) = minn ;
tetas(:,1i) = s ;
tetac(:,1) = c ;
nulove = ( abs(s) < eps7 ) ; % ak minn == 0, urcenime, ci je teta(0) konecne
if (( minn == 0 ) && (any(nulove))) % tu nie je teta(0) konecne
s (nulove) = 0 ;
po = zeros(n,1) ;
po (nulove) = (c(nulove)) ;
po("nulove) = sign(s("nulove))*inf ;
teta(:,i+1l) = po ;
elseif ( minn == 0 ) % tu je teta(0) konecne
teta(:,i+l) = c ;
else
teta(:,i+l) = ¢ + s/minn ;
end

elseif narazenie % tu nastava naraz na neaktivne ohranicenie
fiz(i+l) = fizn ;

if ( fiz(i+1) >= fiz (i) )

disp('chyba') ; % toto sa nema stat

break % ale netreba zavrhovat doterajsie udaje
end
if ( fizn <= minn )

koniec = true ; % pre mensie fi nechceme dalej pocitat

fiz(i+l) = minn ;
end
tetas(:,1) = s ;
tetac(:,1) = ¢ ;
teta(:,i+l) = ¢ + s/fizn ;
K = find(bminAc — As/fizn <= epsl) ; % indexy ohraniceni, ktore su aktivne v dalsej iteracii

else % tu nastava opustenie nejakej momentalne aktivnej nerovnosti
fiz(i+l) = fizo ;

if (fiz(i+l) >= fiz (1))

disp('chyba') ; % toto sa nema stat
break % ale netreba zavrhovat doterajsie udaje
end

if (fizo <= minn)

o

koniec = true ; pre mensie fi nechceme pocitat

fiz (i+1l) = minn ;
end
tetas(:,1) = s ;
tetac(:,1) = c ;
teta(:,i+l) = ¢ + s/fizo ;
K(prec) = [] ; % indexy ohraniceni, ktore su aktivne v dalsej iteracii

end

end % koniec Algoritmu 1 pre klesajuce fi

fiz = [flipud(fiz(l:i+1)) ; zeros(priestor,1l)] ; % otocenie udajov a pridanie dalsieho priestoru
tetac = [fliplr(tetac(:,1:1)) zeros(n,priestor)] ;

tetas = [fliplr(tetas(:,1:1)) zeros(n,priestor)] ;

teta = [fliplr(teta(:,1:i+1)) zeros(n,priestor)] ;

vus = [fliplr(vus(:,1:1)) zeros(m+r,priestor)] ;

vuc = [fliplr(vuc(:,1:1)) zeros(m+r,priestor)] ;

koniec = false ;

K = find(b — Axteta(:,i+1l) <= epsl) ; % toto aj chol(P) sa da zobrat aj z prvej

88

iteracie



359
360
361
362
363
364
365
366
367
368
369
370
371
372
373
374
375
376
377
378
379
380
381
382
383
384
385
386
387
388
389
390
391
392
393
394
395
396
397
398
399
400
401
402
403
404
405
406
407
408

410
411
412
413
414
415
416
417
418
419
420
421
422

Priloha A

while ("koniec)
i=1+1i;
rK = [(l:x)' ; r + K] ; % indexy rovnosti a aktivnych nerovnosti
P = Pcele(rK,rK) ; % vytvorenie P
o

gs = gscele(rK) ; % vytvorenie gs

qc = gccele(rK) ; % vytvorenie gc

% vyriesime rovnice }:'_1(15,}:'_1(1C

if (( nnz(P)/numel(P) < 0.1 ) && ( length(rK) > 200 )) % teraz sa bude riesit system rovnic s riedkou maticou P
P = sparse(P) ;
[ch,p,S] = chol(P) ; % riedka Choleskeho dekompozicia; z riesenia pomocou mldivide nezistime nesplnenie Predpokladu 2.2

if ( p==0 ) % vtedy by P mala mat plnu hodnost
vu = S+ (ch\(ch'\(S'x[gs gcl))); % smer a konstantna zlozka optimalnych v, u.lok lokalnej Lagrangeovej dualnej ulohy
zlaOmega = false ; % ci je nesplneny Predpoklad 2.2
else
zlaOmega = true ; % ci je nesplneny Predpoklad 2.2
end
else % teraz sa bude riesit system s hustou maticou P
if (rovnost || (“isempty(K)))
P = full(P) ;
try

ch = chol(P) ; % Choleskeho dekompozicia P

vu = ch\(ch'\[gs gcl) ; % smer a konstantna zlozka optimalnych v, u-lok lokalnej Lagrangeovej dualnej ulohy
zlaOmega = false ; % ci je nesplneny Predpoklad 2.2
catch err $ ak zlyha Choleskeho rozklad, P nie je kladne definitna — MATLAB ho neurobi pre kladne semidefinitnu
disp('zla Omega') ;
zlaOmega = true ; % ci je nesplneny Predpoklad 2.2
end
else % ak nie je ziadna rovnost a ziadna nerovnost nie je aktivna, P Jje prazdna
zlaOmega = false ; % ci je nesplneny Predpoklad 2.2
end
end

% teraz urcime fizo a smery a konstantne zlozky optimalnych ries. lokalne ekv. ulohy na viaz. extrem a celej L. dualnej ulohy

if zlaOmega $ nesplnenie Predpokladu 2.2
% Postup tykajuci sa vztahov (137) - (140). Tato cast kodu bola skusana iba malo a pre male n < 100 ulohy. Pouzivaju sa P, g zo

aktt = length(K) ;

Q = [0 ; —inf(r,1) ; sparse(aktt,1l)] ; % spodne ohranicenia pre u,{lok} a fi, vztah (140)

opti = optimset ('TolX',le—12) ; % mozne nastavenie presnosti, radsej nech Jje vacsia

fivu = sparse(l,1,—1,aktt+l+r,1) ;% optimalizovany vektor pre (138)

W = [—gs P] ; % matica rovnosti pre linprog (139)

lm = linprog(fivu, [], []1,W,qc,Q, []1,[],0opti) ; % uloha (138)

fizo = 1m(1l) ; % najdeny bod opustenia aktivnych ohraniceni

opustia = find( abs(lm) < eps8 ) — (1 + r) ;

prec = opustia( opustia > 0 ) ; % tieto ohranicenia vo fizo opustaju aktivne nerovnosti

if (7 (isempty(prec)) && ( abs(fizo — fiz(i)) < eps9 ))% okamzite opustenie aktivnych ohraniceni, aby sa nedelilo

% velmi malym cislom

fiz (i+l) = fiz(i) ; % ulozenie udajov z tejto iteracie, v tomto pripade to nemusi byt potrebne
tetac(:,1i) = teta(:,1) ;

teta(:,i+l) = teta(:,1) ;

vuc (rK,i) = 1Im(2:end) ;

K(prec) = [] ; % indexy ohraniceni, ktore su aktivne v dalsej iteracii

continue % mozme pokracovat dalsou iteraciou, lebo opustenie nejakych nerovnosti nastava v sucasnom fi

end

o

teraz urcime 6°,60€ a aj smer a konstantnu zlozku pre celu Lagrangeovu dualnu ulohu z porovnania 2

o

optimalnych teta(fil), teta(fi2) a dvoch optimalnych v (fil), u(fil), v(fi2), u(fi2) pre rozne fil, fi2

opti = optimset ('Algorithm', 'active—set') ; % mozne nastavenie algoritmu a presnosti, ta nech je radsej vacsia

o

vu2 = zeros (m+r,1) ;

fil = fiz (i) ;

vul = vuc(:,i—1) + vus(:,1—1)*£fil ;
if ( fizo > 1/epsl0 ) % toto berieme ako neohranicena uloha LP
fi2 = filx2 ; % moze byt hocico vacsie ako fiz (i)
[teta2,E1,E2,E3,lambda] = quadprog(sigmaxfi2,mi, (], [],Gcele(xK,:),—qs, [],[],[],opti) ; % Pre tuto hodnotu fi staci
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Priloha A

pocitat ulohu na viazany extrem. Staci vyriesit system rovnic, ale quadprog sa mi zdal presnejsi (co Jje cudne).

vu2 (rK) = [lambda.eglin ; lambda.ineqglin] ; % optimalne Lagrangeove multiplikatory pre fizo z linprogu nie su spolahlive
vus (:,1) = (vu2 — vul)/(fi2 — fil) ;
else
fi2 = (fil + fizo)/2 ; % moze byt hocico medzi fiz (i), fizo
teta2 = quadprog(sigmaxfi2,mi, [], [],Gcele(rK,:),—qgs, [],[],[],opti) ; % Pre tuto hodnotu fi staci pocitat

o

ulohu na viazany extrem. Staci vyriesit system rovnic, ale quadprog sa mi zdal presnejsi.

vu2 (rK) = lm(2:end) ; % optimalne Lagrangeove multiplikatory pre fizo z linprogu su spolahlive
vus(:,1) = (vu2 — vul)/(fizo — fil) ;

end

vuc(:,1) = vul — vus(:,1)+£fil ;

tetal = teta(:,i) ;

extrem 6°€

s = (tetal — teta2) / (1/fil — 1/fi2) ; % smer optimalneho riesenia lok. ekviv. ul. na viaz. extrem 0%
c = tetal — s/fil ; % konstantna zlozka optimalneho riesenia optimalneho riesenia lok. ekviv. ul. na viaz.
else % Predpoklad 2.2 je splneny
if (“isempty (K)) % ak su nejake nerovnosti aktivne, urcime pre nich bod fizo
% zlozky u optimalnych rieseni lokalnej Lagrangeovej dualnej ulohy rozdelime na smer us a konstantnu zlozku uc
us = vu(r+l:end,1l) ; % smer P\qs premennych u

uc = vu(r+l:end,2) ; % konstantna zlozka P\qc premennych u

Im = uc + fiz(i)+us ; % hodnota Lagrangeovych multiplikatorov aktivnych ohraniceni vo fiz (i)

klesajuce = (us < — eps5) ; % ktore u s fi klesaju

if (any(klesajuce)) % nejake u sa stane zapornym

hned = ((1m < eps6) & klesajuce) ; % ktore ohranicenie prestane byt aktivne hned; to je kvoli tomu, aby sa

% predislo numerickym chybam sposobenym podielom velmi malych cisel

if (any(hned))$% nejake ohranicenie prestane byt aktivne pre sucasne fi

fiz (i+1) = fiz (i) ; % ulozenie udajov z tejto iteracie, v tomto pripade to nemusi byt potrebne
tetac(:,1) = teta(:,i) ;

teta(:,i+1l) = teta(:,1i) ;

vuc (rK,1i) = vu(:,1)*fiz (i) + vu(:,2) ;

K(hned) = [] ; % indexy ohraniceni, ktore su aktivne v dalsej iteracii

continue % ideme na dalsiu iteraciu
else % daktore nerovnosti budu opustene, ale nie hned
kles = find(klesajuce) ;

pod = — uc(kles)./us(kles) ; % pre ktore fi sa ktore u stava zapornym
fizo = min(pod) ; % najmensie fi pre ktore sa nejake u stava zapornym
opustia = (pod < fizo + eps2) ; % tieto ohranicenia vo fizo prestanu byt aktivne

prec = kles(opustia) ; % ich spravne indexy pre K

prec = [] ; % ziadne ohranicenie neprestane byt aktivne v dalsej iteracii

if isempty(P) % nie je ziadna rovnost a nie je aktivna ziadna nerovnost — volne optima

s = vol ; % smer primarnej ulohy

c = sparse(n,1l) ; % konstantna zlozka primarnej ulohy = nulovy vektor
prec = [] ; % ktore ohranicenie prestane byt aktivne v dalsej iteracii
else

if isempty(K) % su rovnosti a nie su aktivne ziadne nerovnosti

prec = [] ; % ktore ohranicenie prestane byt aktivne v dalsej iteracii

% teraz sa urcia smer a konstantna zlozka lokalne ekvivalentnej ulohy na viazany extrem aj celej Lag. dualnej ulohy

Imvu = [vu ; sparse(m,2)] ; % smer a konstantna zlozka optimalnych rieseni celej Lagrangeovej dualnej ulohy

else % su rovnosti a su aktivne nejake nerovnosti

Imvu = [vu(l:r,:) ; sparse([K ; K], [ones(length(K),1) ; 2ones(length(X),1)],[us ; uc],m,2)] ; % smer a konstantna

% zlozka optimalnych rieseni celej Lagrangeovej dualnej ulohy
end

pom = SGcelexlmvu ;

vus(:,1i) = lmvu(:,1) ; % smer celej L. dualnej ulohy

vuc(:,1i) = lmvu(:,2) ; % konstantna zlozka celej L. dualnej ulohy

s = vol — (pom(:,2)) ; % smer primarnej ulohy, teda (93)

¢ =— (pom(:,1)) ; % konstantna zlozka primarnej ulohy, teda (92)
end

% koniec urcovania fizo a smerov a konstantnych zloziek optim lokalne ekv. ulohy na viaz extrem a celej L. dualnej ulohy
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487

488 % urcenie bodu narazu na doteraz neaktivne ohranicenia
489 As = Axs ;

490 bminAc = b — Axc ;

491 priblizujuce = find((As < — epsd) & (bminAc < — eps4)) ;% tieto ohranicenia sa v sucasnom smere s priblizuju
492 if ((max(abs(s))<eps3) || isempty(priblizujuce))

493 fizn = inf ; % v tomto smere nenastane naraz na ziadne ohranicenie

494 else

495 naraz = As./bminAc ; % zisti sa na ktore ohranicenie kedy narazi

496 fizn = min(naraz(priblizujuce)) ; % najmensie fi, pre ktore nastane naraz na ohranicenie
497 end

498

499 % urcenie, ci bude skor naraz alebo opustenie aktivnych nerovnosti

500 if ((isempty(prec)) && (fizn == inf)) % nebude naraz ani opustenie

501 koniec = true ; % koniec iterovania pre rastuce fi

502 elseif ((isempty(prec)) && (fizn "= inf)) % bude naraz a nebude opustenie

503 narazenie = true ;

504 elseif (("isempty(prec)) && (fizn == inf)) % nebude naraz a bude opustenie

505 narazenie = false ; % nenarazi a opusti

506 else % bude naraz aj opustenie

507 if (fizn > fizo) % opustenie bude skor ako naraz
508 narazenie = false ;

509 else % naraz bude skor ako opustenie

510 narazenie = true ;

511 end

512 end

513

514 % ulozime udaje z tejto iteracie a urcime, ci je koniec

515 if koniec

516 fiz (i+1l) = maxx ;
517 tetas(:,1) = s ;
518 tetac(:,i) = c ;
519 teta(:,i+1l) = ¢ + s/maxx ; % MATLAB by mal zvladnut aj delenie nekonecnom

520 elseif % tu nastava naraz na neaktivne ohranicenie

521 fiz (i+1l) = fizn ;

522 if (fiz (i+l) <= fiz (1))

523 disp('chyba') ; % toto sa nema stat

524 break % ale netreba zavrhovat doterajsie udaje
525 end

526 if (fizn >= maxx)

527 koniec = true ; % pre vacsie fi nechceme pocitat

528 fiz (i+l) = maxx ;

529 end

530 tetas(:,1i) = s ;

531 tetac(:,1) = c ;

532 teta(:,i+l) = ¢ + s/fizn ;

533 K = find(bminAc — As/fizn <= epsl) ; % indexy ohraniceni, ktore su aktivne v dalsej iteracii

534 else % tu nastava opustenie nejakej momentalne aktivnej nerovnosti

535 fiz (i+l) = fizo ;

536 if (fiz(i+1) <= fiz (1))

537 disp('chyba') ; % toto sa nema stat

538 break % ale netreba nutne zavrhovat doterajsie udaje
539 end

540 if (fizo >= maxx)

541 koniec = true ; % pre vacsie fi nechceme pocitat

542 fiz(i+l) = minn ;

543 end

544 tetas(:,1) = s ;

545 tetac(:,1) = c ;

546 teta(:,i+l) = ¢ + s/fizo ;

547 K(prec) = [] ; % indexy ohraniceni, ktore su aktivne v dalsej iteracii
548 end

549 end % koniec Algoritmu 1 pre klesajuce fi
550

o

o
o
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551 fiz = fiz(l:i+1) ; % odstranenie nevyuziteho priestoru

552 tetac = tetac(:,1:1i) ;

553 tetas = tetas(:,1:i) ;

554 teta = teta(:,1l:i+1) ;

555 wvus = vus(:,1:i) ;

556 vuc = vuc(:,1:1) ;

557 % mozne odstranenie nepotrebnych udajov pre tie body fiz, pre ktore niektore ohranicenie okamzite opusta aktivne ohranicenia
558 os = find (" (diff(fiz))) ;

559 if (“isempty (os))

560 fiz(os) = [1 ;

561 tetac(:,0s) = [] ;
562 tetas(:,0s) = [] ;
563 teta(:,0s) = [] ;
564 vus (:,0s) = [] ;
565 vuc(:,0s) = [] ;
566 end

567 % odstranenie udajov bodu £i0, ak v nom nenastava zmena
568 jed = find( fiz == £i0 ) ;
569 if ( norm(tetas(:,jed—1)—tetas(:,jed),2) < le—9 )

570 fiz (jed) = [] ;
571 tetas(:,jed) = [] ;
572 tetac(:,jed) = [] ;
573 teta(:,jed) = [] ;
574 vus (:, jed) = [] ;
575 vuc (:,jed) = [] ;
576 end

577 % urcenie koeficientov a,f,v funkcie X(Lp) zo vztahu (114)
578 posled = length(fiz) — 1 ;

579 alfa = zeros(l,posled) ;

580 Dbeta = zeros(l,posled) ;

581 Stetac = sigmaxtetac ;

582 Stetas = sigmaxtetas ;

583 for j=l:posled

584 alfa(j) = (tetac(:,]j)'sStetac(:,3))/2 ;
585 beta(j) = (tetas(:,J)'*Stetas(:,3))/2 ;
586 end

587 beta = beta + mi'xtetas ;

588 gama = mi'stetac ;

589 % ulozenie udajov

590 save(ulozit,'fiz','tetas', 'tetac','alfa', 'beta', 'gama', 'teta')
591 % otestovanie

592 g = 10*rand(10,1) ;

593 chyb = zeros(10,3) ;

594 opt = optimset ('Algorithm', 'active—set') ;

595 for i=1:10

596 ind = find(q(i)<fiz,1,'first') ;

597 [xx, fval] = quadprog(sigma*qg(i),mi,A,b,C,d, []1,[],[],o0opt) ;

598 chyb(i,1) = norm(tetac(:,ind—1) + tetas(:,ind—1)/q(i) — xx,2) ;

599 chyb(i,2) = abs(alfa(ind—1)*q(i) + beta(ind—1)/g(i) + gama(ind—1) — fval) ;

600 xx = quadprog (Pcele,—gscelexq(i)—qccele, [], [], ], [], [—inf(r,1);zeros(m,1)],[], [],opt) ;
601 chyb(i,3) = norm(vuc(:,ind—1) + vus(:,ind—1)*gq(i) — xx,2) ;

602 end

603 max (chyb)

% pocitanie PDR (200) alebo (46)
udaje = load('Omega.mat') ; % nacitanie dat z PKP vyriesenej Algoritmom 1
alfa = udaje.alfa ; % potrebujeme koeficienty a,f,7 funkcie A(¢p)

beta = udaje.beta ;
gama = udaje.gama ;

fiz = udaje.fiz ; % a body ¢, zmien v K(¢)

0w N O Ok W N

epsilon = 0.09 ;

92



10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63

65
66

68
69
70
71
72

Priloha A

N = 100 ; % N + 1 — pocet deliacich bodov x—ovej premennej

M = 10000 ; % pocet casovych krokov

% Neukladaju sa nutne vsetky vypocitane casove vrstvy ani priestorove uzly. M a N by mali byt nasobok 100,

xx = min(100,N) ; % pocet ulozenych uzlov pre priestorovu premennu — 1

tt = min(100,M) ; % pocet ulozenych uzlov pre casovu premennu — 1

xl = log(1/15) ;

xr = 3 ;

k = (xr — x1)/N ;

x = xl:k:xr ; % delenie intervalu <x1,xr>
T =10 ;

delta = T/M ; % velkost casoveho kroku

casrezy = zeros(N + 1,tt + 1) ; % toto sa uklada
z =10 ;

casrezy(:,1) = z ; % pociatocna podmienka

cas = casrezy(:,1) ; % s tym sa pocita

rol = delta/k/k ;
ro2 = delta/k ;

ind = zeros(N + 1,1) ; % indexy intervalu konstantnosti K(fi), z ktoreho su alfa, beta, gama
pcc = 2 ; % pocitadlo pre pocet ulozenych casrezy — ov

Mt = M/tt ;

for g=2:M+1

minn = min(cas) ; % urcenie indexov intervalov konstantnosti K(fi) pre fi na tejto casovej vrstve

maxx = max(cas) ;
minn = find( minn < fiz , 1,'first') — 1 ;
maxx = find( maxx < fiz ,1,'first') ;
for p=minn+l:maxx

ind(( cas <= fiz(p) ) & ( cas > fiz(p— 1) )) =p— 1 ;
end
lambda = alfa(ind).*cas' + beta(ind)./cas' + gama(ind) ; % lambda (fi)
D = diff (lambda)/k ;
B = (epsilonxexp(— x)' + r).xcas + lambda'.x(l — cas) ;
naddiag = sparse(2:N,3:N + 1,— D(2:end),N + 1,N + 1) ;
poddiag = sparse(2:N,1:N — 1,— D(l:end—1),N + 1,N + 1) ;
diago = sparse(2:N,2:N,D(2:end) + D(l:end—1),N + 1,N + 1) ;

na tejto casovej vrstve

AA = speye (N + 1) + rolx(naddiag + poddiag + diago) ; % tridiagonalna matica urcujuca system rovnic

AA(1,1) =1 —k ; % toto

AA(1,2) =—1; % vyplyva z

AA(N + 1,N) =— 1 ; % podmienok (205)
AA(N + 1,N + 1) =1 ; % na okrajoch x1, xr

b = (B(l:end—1) + B(2:end))/2 ;
B = diff(b) ;
cas = AR\ ([0 ; cas(2:N) ; 0] + [0 ; B ; 0]xro2) ;

if ( mod(qg,1000) == 0 ) % sledovanie vypoctu
a
end
if (M == tt)
casrezy(:,q) = cas ; % ulozenie kazdej casove]j vrstvy
else
if ( mod(q,Mt) == 0 ) % ulozenie kazdej niekolkej casovej vrstvy
casrezy (:,pcc) = cas ;

pcc = pcc + 1 ;

Nx = N/xx ;
if ( xx < N ) % vymazanie tych x—ovych suradnic ktore nechceme ulozit

c = casrezy (1:Nx:N+1,:) ;
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casrezy = C ;

end

t = 0:T/tt:T ;
X = x1: (xr—x1)/xx:xr ;

casrezy = fliplr(casrezy) ; % otocenie na opacny cas, ak chceme PDR (46)

[t,X] = meshgrid(t,X) ;

surf (t, X, casrezy)

shading interp

xlabel ('cas'")

ylabel ('x")

hold on

contour (t, X, casrezy, 'Linewidth', 2)

hold off

save ('semiimpli.mat', 'casrezy', 'xl','xr','M','N', 'epsilon','r','T',"2z"', 'xx"', 'tt') % ulozenie udajov

o

Tento skript generuje nahodnu ulohu KP (228) alebo LP (223) a vyriesi ju. Najprv sa rozhodne, o ktory typ ulohy

o

pojde a urci sa jedna z Alternativ A, B. Potom sa vymysli vhodna uloha PKP (219) - (220) a urobia sa vypocty matic

o0

ako Pcele, sigma\Gcele' pred spustenim samotneho iteracneho cyklu. Ten je nasledne pocitany v skripte pkp. Priebezne

o

optimalne riesenie je v premennej tetal a optimalne riesenie z predchadzajucej iteracie v premennej teta2, aby sme mali

o

aspon nejaky, mozno aj dobry vysledok, ked sa stane chyba. Neberie sa ziadny ohlad na iiedkost ulohy a ak sa vyskytne

porusenie analogie Predpokladu 2.2, dalej vypocet neprebieha. Pri hladani pripustneho bodu nie je ﬁTé‘Z —eps zahrnute

o

o

medzi ohranicenia explicitne, ale pre tetal(l) >= eps koncime.

kp = true ; % tu sa vygeneruje nahodna uloha KP

% kp = false ; % tu sa vygeneruje nahodna uloha LP

hladanie = false ; % Alternativa B, nehlada sa pripustny bod
% hladanie = true ; % Alternativa A, hlada sa pripustny bod

n = 800 ;

m = 400 ;

r = 400 ;

pomer = 0.5 ;
con = 2000 ;
rieds = 1 ;

rieda = 1 ;

riedc = 1 ;
[sigma A b mi x C d] = generkplp(n,m, r,pomer,con,rieds,rieda,riedc,kp) ; % vygenerovanie nahodnej ulohy
if kp
hod = (x'xsigmaxx)/2 + mi'x*x ; % hodnota minimalizovanej funkcie v optimalnom rieseni
else

hod = mi'+*x ; % hodnota minimalizovanej funkcie v optimalnom rieseni

const = 100 ;

epsl = constxle—8 ;
eps2 = constxle—10 ;
eps3 = constxle—10 ;
eps4 = constxle—8 ;

eps5 = constxle—11

eps6 = constxle—12

eps7 = constxle—10 ;
eps8 = constxle—12 ;
eps9 = constxle—10 ;
epsl0 = constxle—10 ;
epsll = constxle—8 ;
epsl2 = constxle—10 ;
epsl3 = constxle—8 ;
epsld = constxle—3 ;

epsl5 = constxle—8 ;
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45 epsl6 = constxle—11 ;

46 epsl7 = constxle—9 ;

47 rovnost = Tisempty(C) ;

48

49 if hladanie % ideme hladat pripustny bod

50 if rovnost

51 tetal = C\d ; % tento bod splna Cxtetal = d, v praci je nazvany 6p

52 kontrola = Cxtetal — d ; % skontrolujeme, ci mame naozaj bod splnajuci Cxtetal = d
53 if (any(isnan(kontrola)) || (norm(kontrola,2) > le—6))

54 disp('nepripustne kvoli rovnostiam') ;

55 return

56 end

57 else

58 tetal = sparse(n,1l) ; % = zeros(n,1l), ked nie je rovnost, berieme za Hp nuly

59 end

60 minimum = min(b—Axtetal) ; % v praci je nazvane w

61 hladat = ( minimum < 0 ) ; % ak mame pripustny bod, nejdeme ho hladat, inak ideme

62

63 if hladat % hladame pripustny bod pomocou ulohy (225)

64 tetal = [minimum ; tetal] ; % pociatocny bod 90 pre ulohu (219) - (220)

65 Cup = [zeros(r,1) C] ; % upravene udaje ulohy (225)

66 Aup = [ones(m,1) A] ;

67 mic = [=1 ; sparse(n,1)] ;

68 mis = — (tetal + mic) ;

69 volc = — mic ; % = 72_1;1,6,2 = I konstantna zlozka volnych optim

70 vols = — mis ; s = =27 1u°, % =TI smer volnych optim

71

72 if rovnost % vytvorime udaje potrebne pre iterovanie

73 Gecele = [Cup ; Aup] ;

74 gscele = — [d ; b] — Gcelexmis ;

75 else

76 Gcele = Aup ;

77 gscele = — b — Gecelesmis ;

78 end

79 SGcele = Gecele' ; % = sigma\Gcele', sigma = I

80 Pcele = GcelexGecele' ;

81 gccele = — Gecelexmic ;

82 Pcele = (Pcele + Pcele')/2 ; % kvoli zaokruhlovacim chybam

83

84 hladasa = true ; % informacia pre cyklus v skripte pkp, hlada sa pripustny bod

85 pkp ; % tu je samotne iterovanie pre ulohu (219) - (220) s udajmi, ktore sme pre nu vyrobili
86

87 tl = tetal(2:end) ; % potencionalny pripustny bod

88 nepripustne = (any( (b—Axtl) < —epsl3 ) || ( norm(d—Cxtl,2) > epsl3 )) ; % zistime, ci je pripustny
89 if nepripustne % ak je najdeny bod vytvoreny z tetal nepripustny, este skusime, ci sa veci nepokazili
90 t2 = teta2(2:end) ; % v poslednej iteracii a ci nie je pripustny bod vytvoreny z predchadzajuceho tetal, teda teta2
91 if (any( (b—Axt2) < —epsl3 ) || ( norm(d—C»t2,2) > epsl3 )) nie je pripustny bod vytvoreny z teta2
92 disp('nepripustne') ;

93 return % nenasli sme pripustny bod

94 else

95 tetal = t2 ; % nasli sme pripustny bod ako druhu az poslednu zlozku teta2

96 end

97 else

98 tetal = tl1 ; % nasli sme pripustny bod ako druhu az poslednu zlozku tetal

99 end
100 end

101 end % koniec hladania pripustneho bodu

102

103 Aup = A ; % skript pre rozne ulohy (219) - (220) je spolocny, preto tu urcime potrebny udaj

104 % Teraz vytvorime udaje pre Alternativy B bez hladania pripustneho bodu a pre druhe fazy Alternativ A. Urobime pre ne aj
105 & vypocty, ktore potrebujeme pri iterovani.

106 if rovnost

107 Gecele = [C ; A] ;

108 else
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Gcele = A ;
end

if kp % uloha KP

if hladanie % Alternativa A pre ulohu KP

mic = mi ;

R = chol(sigma) ;

pomm = R\ (R'\[—mic Gcele']l) ;

volc = pomm(:,1) ;

SGecele = pomm(:,2:end) ;

mis = — (sigmaxtetal + mic) ;

vols = tetal — volc ;

gscele = Gcelexvols ;

gccele = Gcelexvolc — [d ; b] ;
else % Alternativa B pre ulohu KP

R = chol(sigma) ;

pomm = R\ (R'\[—mi Gcele']) ;

vol = pomm(:,1) ;

SGcele = pomm(:,2:end) ;

tetal = vol ;

dc =d ;

ds = Cxvol — d ;

bc = Db ;
bs = Axvol — b + rand(m,1) ; %
if rovnost

gscele = — [ds ; bs] ;

gccele = Gcelexvol — [dc ; bc
else

gscele = — Dbs ;

gccele = Gcelexvol — bc ;
end
end

else % uloha LP

if ("hladanie) % Alternativa B pre ulohu

tetal = —mi/norm(mi,2) ;
bc = Db ;
bs = Astetal — b + rand(m,1) ;
if rovnost
dc = d ;
ds = Cxtetal — d ;

rand (m, 1)

]

i

je vektor s kladnymi zlozkami v praci nazvany z

rand(m,1) je vektor s kladnymi zlozkami v praci nazvany z

end
end
mic = mi ; % tieto udaje maju Alternativy A, B pre LP spolocne
mis = — (tetal + mic) ;
volc = — mic ;
vols = — mis ;

if hladanie % Alternativa A pre ulohu LP

if rovnost

gscele = — ([d ; b] + Gcelexmis) ;
else

gscele = — (b + Gcelexmis) ;
end

else % Alternativa B pre ulohu LP

if rovnost

gscelel = — (Gcelexmis + [dc ;
gscele2 = — ([ds ; bs]) ;
else
gscelel = — (Gcelexmis + bc) ;
gscele2 = — bs ;
end
end
qgccele = — (Gecelexmic) ;

SGecele = Gecele' ;
end

Pcele = GcelexSGecele ;

bel)

i
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Priloha A

Pcele = (Pcele + Pcele')/2 ; % kvoli zaokruhlovacim chybam

hladasa = false ; % informacia pre cyklus v skripte pkp, nehlada sa pripustny bod

pkp ; % tu je samotne iterovanie pre ulohu (219) - (220) s udajmi, ktore sme pre nu vyrobili

if (all(isfinite(tetal))) % ak nie je uloha LP neohranicena, porovname funkcnu hodnotu v najdenom bode
if kp % s funkcnou hodnotou pre vygenerovane presne riesenie

(tetal'+sigmaxtetal) /2 + mi'stetal — hod
% norm(x — tetal) % pre ulohu KP s rydzokonvexnou sigma mozme porovnat aj toto, lebo riesenie je jedine
else
mi'+tetal — hod
end
min (b — Axtetal)
norm(Cxtetal — d,2)

end

% Tento skript obsahuje cyklus pre ulohu PKP (219) — (220). Je volany v predchadzajucom skripte, v ktorom su

% urobene niektore pripravne vypocty a vyhodnotenie vysledkov. Podrobnejsi komentar je v skripte pre Algoritmus 1.

chil = 1 ; % tato hodnota parametra je vzdy v sucasnej iteracii a optimum je pre nu tetal

chi2 = inf ; % tato hodnota parametra je vzdy v predchadzajucej iteracii a optimum Jje pre nu teta2

teta2 = tetal ; % ich ucelom je zachovat nejaky vysledok pre pripad, ak sa stane chyba

koniec = false ; % koniec iterovania

i =0 ; % iteracny index

[m nup] = size(Aup) ; % rozmer ulohy, lebo uloha (225) pre hladanie pripustneho riesenia ma o 1 premennu viac

if hladanie % obe fazy oboch Alternativ A maju nemennu mnoz. pripustnych ries.
K = find( b — Aupxtetal <= epsl ) ; % indexy aktivnych ohraniceni typu nerovnosti
else % obe Alternativy B maju meniacu sa mnozinu pripustnych rieseni
K = find( bc + bs — Auprtetal <= epsl ) ; % indexy aktivnych ohraniceni typu nerovnosti
end
while (“koniec) % cyklus pre klesajuce chi
i=1+1i;
rK = [(l:r)' ; r + K] ; % indexy rovnosti a aktivnych nerovnosti
P = Pcele(rK,rK) ; % vytvorenie P
gc = gccele(rK) ; % vytvorenie gc
if (kp || hladanie) % Alternativy A a Alternativa B pre ulohu KP maju gs

gs = gscele(rK) ; % vytvorenie gs

else % Alternativa B pre ulohu LP ma zlozku g zavislu od chi aj od chi"2, g = gc + gslxchi + gs2xchi”2

gsl = gscelel(rK) ; % vytvorenie gsl, teda zlozky zavislej od chi
gs2 = gscele2(rK) ; % vytvorenie gs2, teda zlozky zavislej od chi”2
end

if (“isempty(P)) % na riedkost nie je brany ohlad
try
ch = chol(P) ;
if (kp || hladanie) % Alternativy A a Alternativa B pre ulohu KP
vu = ch\(ch'\[gs gcl]) ;
else % Alternativa B pre ulohu LP
vu = ch\(ch'\[asl gs2 qc]) ;
end
catch err

disp('zla Omega') ; % matica P nema plnu hodnost, analogia Predpokladu 2.2 nie je splnena

return % pocitat napr. ulohu LP pomocou viacerych uloh LP v kazdej iteracii by mohlo byt zbytocne, hoci

end % tie by na druhej strane mali v optime typicky iba 1 nerovnost aktivnu

end

if (("isempty(K)) && (kp || hladanie)) % Ak su nejake nerovnosti aktivne a pocitame cokolvek okrem Alternativy B pre
us = vu(r+l:end, 1) ; % urcime, ktore prestanu byt a aj bod chizo podobne ako v Algoritme 1.
uc = vu(r+l:end,2) ;

1lm = uc + chilx*us ;
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47 klesajuce = (( us > eps5 ) & ( uc < — eps5 )) ;

48 if (any(klesajuce))

49 hned = (( 1Im < eps6 ) & klesajuce) ; % ktore ohranicenie prestane byt aktivne hned
50 if (any(hned)) % ak nejake ohranicenie prestane byt aktivne hned

51 teta2 = tetal ;

52 K(hned) = [] ; % indexy ohraniceni, ktore su aktivne v dalsej iteracii

53 continue % ideme na dalsiu iteraciu

54 end

55 kles = find(klesajuce) ;

56 pod = — uc(kles)./us (kles) ;

57 chizo = max(pod) ;

58 opustia = ( pod > chizo — eps2 ) ;

59 prec = kles(opustia) ;

60 else

61 prec = [] ; % ziadne ohranicenie neprestane byt aktivne

62 end

63 end

64

65 if ((“isempty(K)) && (" (kp || hladanie))) % Ak su nejake nerovnosti aktivne Alternativu B pre ulohu LP, urcime, ktore

66 % prestanu byt a aj bod chizo. Budeme kvoli tomu riesit po zlozkach kvadraticke nerovnice uc + uslschi + us2xchi”2 >= 0.

67 uc = vu(r+l:end,3) ;

68 usl = vu(r+l:end,1) ;

69 us2 = vu(r+l:end,2) ;

70 Im = uc + chilsusl + (chil”2)=us2 ; % Hodnota Lagrangeovych multiplikatorov v chil, je nezaporna.

71 klad = ( us2 > epsl6 ) ; % urcime, ktore rovnice maju kvadraticky clen kladny

72 zap = ( us2 < —epsl6 ) ; % urcime, ktore rovnice maju kvadraticky clen zaporny

73 nul = (("klad) & ("zap)) ; % urcime, ktore rovnice maju kvadraticky clen nulovy

74 % Teraz urcime pre kladny, zaporny a nulovy koeficient kvadratickych rovnic bod chizo zvlast a potom vyberieme ten najvacsi.
75 rast = ( usl + (2xchil)=*us2 > epsl6 ) ; % Podla derivacie urcime, ktore rovnice s klesajucim chi v chil klesaju.
76 klesajucel = (nul & (usl > eps5) & ( uc < — eps5 )) ; % linearne rovnice pre nulovy kvadr. clen, ktorych u s chi klesa
T klesajuce2 = (klad & rast) ; % kladny kvadraticky clen a u v chil klesa

78 klesajuce3 = (zap & rast) ; % zaporny kvadraticky clen a u v chil klesa

79 hned = (( Im < eps6 ) & (klesajucel \ (klesajuce2 | klesajuce3))) ; % ktore ohranicenie prestane byt aktivne hned
80 if (any(hned)) % ak nejake ohranicenie prestane byt aktivne hned

81 teta2 = tetal ;

82 K(hned) = [] ; % indexy ohraniceni, ktore su aktivne v dalsej iteracii

83 continue % pokracujeme na dalsiu iteraciu

84 end

85 if any(klesajucel) % urcime chizo pre nulovy kvadraticky clen rovnako ako pre ostatne ulohy PKP

86 klesl = find(klesajucel) ;

87 pod = — uc(klesl)./usl (klesl) ;

88 chizol = max(pod) ;

89 else % ak sa pre rovnice s nulovym kvadratickym clenom ziadne u nestane zapornym,

90 chizol = —inf ; % chizol dame co najmensie, aby prehralo v kazdom z neskorsich porovnani

91 end

92 chizo2 = —inf ;

93 disk = usl.”2 — 4.xuc.*us2 ; % diskriminant pre kvadraticke rovnice

94 if any(klesajuce2) % urcime chizo pre rovnice s kladnym kvadratickym clenom, ktore s klesajucim chi klesaju
95 kles = (klesajuce2 & (disk >= 0)) ; % iba rovnice s nezapornym diskriminantom mozu dosiahnut nulu

96 if any(kles)

97 pod = — ((usl(kles)—sqgrt (disk(kles))) ./ us2(kles))/2 ; % pre ktore chi sa ktore u stava zapornym

98 chizo2 = max(pod(pod>0)) ; % najvacsie kladne chi, pre ktore sa nejake u stava zapornym

99 end

100 end

101 if isempty(chizo2) % ak je najvacsie chi, pre ktore sa nejake u stava zapornym zaporne,

102 chizo2 = —inf ; % chizo2 dame co najmensie, aby prehralo v kazdom z neskorsich porovnani

103 end

104 chizo3 = —inf ;

105 if any(zap) % urcime chizo pre rovnice so zapornym kvadratickym clenom

106 pod = — ((usl(zap)—sqrt (disk(zap))) ./ us2(zap))/2 ; % pre ktore chi sa ktore u stava zapornym

107 chizo3 = max(pod(pod>0)) ; % najvacsie kladne chi, pre ktore sa nejake u stava zapornym

108 end

109 if isempty(chizo3) % ak je najvacsie chi, pre ktore sa nejake u stava zapornym zaporne,

110 chizo3 = —inf ; % chizo3 dame co najmensie, aby prehralo v kazdom z neskorsich porovnani
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end

if ( (chizo2 <= chizol) && (chizo3 <= chizol) && ( chizol == —inf )) % teraz porovname vypocitane chizo
chizo = chizol ; % zoberieme najvacsie alebo —inf v posledne]j vetve

elseif ( (chizo3 <= chizo2) && (chizol <= chizo2))

chizo = chizo2 ;

else
chizo = chizo3 ;

end

if ( chizo == —inf ) % ak sa ziadne u nestane zapornym pre nezaporne chi
prec = [] ;

else % nejake u sa stane zapornym pre nezaporne chi

rast = ( usl + (2xchizo)*us2 > epsl7 ) ; % urcime, ktore nerovnosti v chizo opustaju aktivne podobne
opustia = (((chizo”2)*us2 + chizoxusl + uc < epsl) & (nul | ((zap | klad) & rast))) ; % ako urcujeme
prec = find(opustia) ; % naraz na neaktivne ohranicenia
end
end

% teraz urcime smer a konstantnu zlozku lokalne ekvivalentnej ulohy na viazany extrem

if isempty(P) % G je prazdne <=> nie je ziadna rovnost a ziadna nerovnost nie je aktivna

if (hladasa || (("kp) && hladanie)) % prva faza Altetnativ A a druha faza Alternativy A pre ulohu LP

s = volc ;
c = vols ;

elseif (hladanie && kp) % druha faza Alternativy A pre ulohu KP
s = vols ;

c = volc ;

elseif ((“hladanie) && kp) % Alternativa B pre ulohu KP
s = sparse(nup,1l) ; % smer = nulovy vektor

¢ = vol ; % konstantna zlozka = volne optimum
else % Alternativa B pre ulohu LP
sl = volc ;

c = vols ;

s2 = sparse(n,1l) ; % = nulovy vektor
end
prec = [] ; % ktore ohranicenie prestane byt aktivne

else % G nie je prazdne <=> bud Jje nejaka rovnost alebo je aktivna nejaka nerovnost

if (hladanie || kp) % Vsetko okrem Alternativy B pre LP. Lagrangeove multiplikatory maju dve zlozky —

if isempty(K) % konstantnu a 1 smer.

Imvu = [vu ; sparse(m,2)] ;
prec = [] ;
else
lmvu = [vu(l:r,:) ; sparse([K ; K], [ones(length(K),1) ; 2#ones(length(XK),1)], [us ; ucl,m,2)] ;
end
else % Alternativa B pre ulohu LP. Lagrangeove multiplikatory maju tri zlozky — konstantnu a 2 smery.

if isempty (K)

Imvu = [vu ; sparse(m,3)] ;
prec = [] ;
else

lmvu = [vu(l:r,:) ; sparse([K ; K ; K], [ones(length(K),1) ; 2%ones(length(K),1) ; 3%ones(length(K),1)], [usl

end
end

pom = SGcelexlmvu ;

if (hladasa || (("kp) && hladanie)) % prva faza Altetnativ A a druha faza Alternativy A pre ulohu LP
s = volc — (pom(:,2)) ;
c = vols — (pom(:,1)) ;

elseif (hladanie && kp) % druha faza Alternativy A pre ulohu KP

s = vols — (pom(:,1)) ;
c = volc — (pom(:,2)) ;
elseif (("hladanie) && kp) % Alternativa B pre ulohu KP
s = — (pom(:,1)) ;
c = vol — (pom(:,2)) ;

else % Alternativa B pre ulohu LP

sl = volc — (pom(:,3)) ; % teta = ¢ + sl/chi + s2+chi
s2 = — (pom(:,2)) ;
¢ = vols — (pom(:,1)) ;

end
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end

% teraz urcime chizn

if (kp || hladanie) % vsetko okrem Alternativy B pre ulohu LP
if (("kp) || hladanie) % Alternativy A

As = Aupxs ;

bminAc = b — Aup*c ;

if (hladasa || ("kp)) % prva faza Alternativ A a druha faza Alternativy A pre ulohu LP
priblizujuce = find(( As > eps4 ) & ( bminAc > eps4 )) ;
if (( max(abs(s)) < eps3 ) | isempty (priblizujuce))
chizn = inf ;
else

naraz = As./bminAc ;

chizn = max(naraz(priblizujuce)) ;

end

else % druha faza Alternativy

A pre ulohu KP

priblizujuce = find(( As < —eps4 ) & ( bminAc < —eps4d )) ;
if (( max(abs(s)) < eps3 ) || isempty(priblizujuce))

chizn = inf ;
else

naraz = bminAc./As ;

chizn = max(naraz(priblizujuce)) ;

end

end

else % Alternativa B pre ulohu KP

bcminAc = bc — Axc ;

Asminbs = Axs — bs ;

priblizujuce = find(( Asminbs < —eps4 ) & ( bcminAc < —eps4 )) ;

if isempty (priblizujuce)
chizn = inf ;
else

naraz = bcminAc./Asminbs ;

chizn = max(naraz(priblizujuce)) ;

end
end
else % Alternativa B pre ulohu LP
% Po zlozkach riesime rovnice c +
% ako pre urcenie bodu chizo.
bcminAc = bc — Axc ;
minAsl = — (Axsl) ;

bsminAs2 = bs — A*s2 ;

sl/chi + s2+chi = 0. Upravime na s2xchi”2 + cxchi + sl = 0 a riesime podobnym sposobom

klad = ( bsminAs2 > epsl6 ) ; % rovnice s kladnym kvadratickym clenom

zap = ( bsminAs2 < —epsl6 ) ; % rovnice so zapornym kvadratickym clenom

nul = (("klad) & ("zap)) ; % rovnice s nulovym kvadratickym clenom

rast = ( bcminAc + (2%chil)+bsminAs2 > 0 ) ; % tieto kvadraticke rovnice v chil s klesajucim chi klesaju
priblizl = (nul & (bcminAc > eps5) & ( minAsl < — eps5 )) ; % toto su linearne rovnice, ktore s chi klesaju
pribliz2 = (klad & rast) ; % rovnice s kladnym kvadratickym clenom, ktore s klesajucim chi klesaju

if any(priblizl) % urcime chizn

prib = find(priblizl) ;

rovnic s nulovym kvadratickym clenom

naraz = — minAsl (prib)./bcminAc (prib) ;

chiznl = max(naraz) ;

else % ak sa ziadna z tychto rovnic nestane nulou,

chiznl = —inf ; % dame chiznl co najmensie, aby prehralo vsetky neskorsie porovnania
end
chizn2 = —inf ;
disk = bcminAc. 2 — 4.xminAsl.xbsminAs2 ; % diskriminant pre kvadratcike rovnice

if any(pribliz2) % urcime chizn

rovnic s kladnym kvadratickym clenom

prib = (pribliz2 & ( disk >= 0)) ; % iba rovnice s nezapornym diskriminantom mozu dosiahnut nulu

if any(prib)

naraz = — ((bcminAc (prib)—sqrt (disk (prib))) ./ bsminAs2 (prib))/2 ;

chizn2 = max(naraz(naraz>0))

end

end

;

if isempty(chizn2) % ak sa ziadna z tychto rovnic nestane nulou,

chizn2 = —inf ; % dame chizn2

co najmensie, aby prehralo vsetky neskorsie porovnania
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end

chizn3 = —inf ;

if any(zap) %
naraz = — ((bcminAc (zap)—sqgrt (disk(zap)))
chizn3 = max (naraz(naraz>0)) ;

end

if isempty(chizn3) %

urcime chizn rovnic so zapornym kvadratickym clenom

./ bsminAs2(zap))/2 ;

ak sa ziadna z tychto rovnic nestane nulou,

aby prehralo vsetky neskorsie porovnania

porovname vypocitane chizn a urcime najvacsie alebo —inf

chizn3 = —inf ; % dame chizn3 co najmescie,

end

if ( (chizn2 <= chiznl) && (chizn3 <= chiznl)) %
chizn = chiznl ;

elseif ( (chiznl <= chizn2) && (chizn3 <= chizn2))
chizn = chizn2 ;

else
chizn = chizn3 ;

end

end

% urcime,

ci bude skor naraz alebo opustenie

chi2 = chil ; % informacie o stave tejto iteracie do dalsej iteracie
if ((isempty(prec)) && (“isfinite(chizn))) % nebude naraz ani opustenie
koniec = true ;
narazenie = false ;
elseif ((isempty(prec)) && (isfinite(chizn))) % bude naraz a nebude opustenie
narazenie = true ;
chil = chizn ;
elseif ((“isempty(prec)) && (“isfinite(chizn))) % nebude naraz a bude opustenie
narazenie = false ;
chil = chizo ;
else % bude naraz aj opustenie
if (chizn < chizo) % opustenie bude skor ako naraz
narazenie = false ;
chil = chizo ;
else % naraz bude skor ako opustenie
narazenie = true ;
chil = chizn ;
end
end

if ( chil < epsl5 ) %

koniec = true ;
narazenie = false ;
end

% urcime,
if koniec

if hladasa % prva faza Altervativ A
if ( s(l) > epsl2 ) %

% disp('neohranicene

pre velmi male hodnoty chi sa moze vyskytnut numericka nestabilita veduca k chybe

ci je koniec alebo udaje do dalsej iteracie

prva zlozka optima sa stane inf

pri hladani pripustneho riesenia') ;

zoberieme bod s nulovou prvou zlozkou + korekcia o 10 vyrobi
bod s kladnou prvou zlozkou

lebo prva zlozka sa nezvacsuje

tetal = ¢ + s+ (10 — c(1)/s(1)) ; %
else %
tetal = ¢ ; % mozme zobrat sucasny bod,
end
else % vsetko okrem prvej fazy Altervativy A

if kp %
tetal = ¢ ;
else %
if hladanie %

nulove = ( abs(s) < eps7 ) ; %

else % Altervativa B pre ulohu LP

druha faza Altervativy A pre ulohu KP a Altervativa B pre ulohu KP

druha faza Altervativy A pre ulohu LP a Altervativa B pre ulohu LP

druha faza Altervativy A pre ulohu LP

urcenie ci sa optimum meni

urcenie ci sa optimum meni

nulove = ( abs(sl) < eps7 ) ; %
end
if (Tany(nulove)) % tu sa optimum meni

disp('neohranicene') ;

po = zeros(nup,1l) ;
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Priloha A

po(nulove) = (c(nulove)) ;

if hladanie % druha faza Altervativy A pre ulohu LP
s(nulove) = 0 ;
po (“nulove) = sign(s("nulove))*inf ;

else % Altervativa B pre ulohu LP

sl(nulove) = 0 ;
po ("nulove) = sign(sl("nulove))*inf ;
end

tetal = po ; % jedno z neohranicenych optimalnych rieseni s aspon 1 nekonecnou zlozkou
else % tu sa optimum nemeni

tetal = ¢ ;

elseif narazenie

if (chil >= chi2)

if hladasa
disp('chyba pri hladani pripustneho riesenia') ; % to sa nema stat
else
disp('chyba') ; % to sa nema stat
end
break
end
teta2 = tetal ; % informacie o stave tejto iteracie do dalsej iteracie
if (hladasa || (("kp) && hladanie)) % prva faza Alternativ A alebo druha faza Alternativy A pre ulohu LP

tetal = ¢ + s/chil ;
K = find(bminAc — As/chil <= epsl) ;
elseif (("hladasa) && kp) % druha faza Alternativy A pre ulohu KP alebo Alternativa B pre ulohu KP
tetal = ¢ + s*chil ;
if hladanie % druha faza Alternativy A pre ulohu KP
K = find(bminAc — Asxchil <= epsl) ;
else % Alternativa B pre ulohu KP
K = find(bcminAc — Asminbsxchil <= epsl) ;
end
else % Alternativa B pre ulohu LP
tetal = ¢ + sl/chil + s2%chil ;
K = find(bcminAc + minAsl/chil + bsminAs2*chil <= epsl) ;
end
if hladasa
koniec = ( tetal(l) >= epsld ) ; % toto je nahrada za absenciu explicitneho ohranicenia ﬁ71§ > —eps pre ulohu (225
end
else

if (chil >= chi2)

if hladasa
disp('chyba pri hladani pripustneho riesenia') ; % to sa nema stat
else
disp('chyba') ; % to sa nema stat
end
break
end
teta2 = tetal ; % informacie o stave tejto iteracie do dalsej iteracie
if (hladasa || (("kp) && hladanie)) % prva faza Alternativ A alebo druha faza Alternativy A pre ulohu LP

tetal = ¢ + s/chil ;
elseif (("hladasa) && kp) % druha faza Alternativy A pre ulohu KP alebo Alternativa B pre ulohu KP
tetal = ¢ + sxchil ;
else % Alternativa B pre ulohu LP
tetal = ¢ + sl/chil + s2xchil ;
end
K(prec) = [] ;
if hladasa
koniec = ( tetal(l) >= epsld ) ; % toto je nahrada za absenciu explicitneho ohranicenia ET§/2 —eps pre ulohu (225)
end
end

end % koniec cyklu pre klesajuce chi
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