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Abstrakt

Volatilita ceny akcie sledujuca Constant Elasticity of Variance (CEV) proces ma vlastnost’
kolisat’ v ¢ase na rozdiel od Black-Scholesovho modelu, kde je jednym z predpokladov
konStantnd volatilita. V naSej praci sa zaoberame oceniovanim opcii CEV modelom a ceny,
ktoré takto ziskame, budeme konfrontovat’ s hodnotami nadobudnutymi Black-Scholesovou
formulou. Vyhoda Black-Scholesovho modelu spociva v jednoduchosti vypoctu. Vzorec pre
ocenovanie opcii podla CEV modelu obsahuje komplikované chi-kvadrat rozdelenie a dva
nezname parametre, ktoré je potrebné ziskat' odhadom. Hodnoty opcii podl'a CEV modelu
mozno ziskat aproximaciou chi-kvadrat rozdelenia. Parametre CEV modelu odhadujeme
najskor z historickych cien akcii, kde vyuzivame aproximdaciu vynosov akcie riadiacej sa
stochastickou diferencialnou rovnicu CEV procesu. Odhad parametrov realizujeme aj

fitovanim trhovych cien opcii.

Klacové slova: Black-Scholesov model, Constant Elasticity of Variance (CEV) model,

analyticka aproximacia, cena opcie, odhad parametrov
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Abstract

Volatility of stock price following the Constant Elasticity of Variance (CEV) process has
time-varying characteristic unlike the Black-Scholes model where a fixed volatility is
assumed. In this thesis we study the CEV option pricing model and we compare option prices
computed by the CEV model with values calculated by the Black-Scholes formula. An
advantage of the Black-Scholes model is a computational simplicity. The CEV option pricing
formula includes complicated chi-squared distribution and two unknown parameters that need
to be estimated. The CEV option values can be derived by approximation of chi-squared
distribution. First, the CEV parameters are estimated from historical stock prices, where we
use approximation of stock return following the stochastic differential equation of the CEV
process. Then, parameters are estimated by fitting of market option prices.

Key words: Black-Scholes model, Constant Elasticity of Variance (CEV) model, analytical

approximation, option price, estimation of parameters
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Uvod

Matematické modely ocefiovania derivatov ziskavaju pocas ostatnych rokov na
popularite. Je to kvoli skutocnosti, ze vyvoj cien aktiv sa vyznaCuje komplikovanym,
nepravidelnym spravanim. Pre rozli¢né subjekty na finanénych trhoch (obchodnici, investori,
brokeri) je doblezité predpovedat tuto zloziti dynamiku aspoit z pravdepodobnostného
hladiska. Vo svete obchodu s aktivami opcie predstavuju obl'ibeny finanény nastroj. Opcia je
pravo, nie vSak povinnost’ na kupu alebo predaj aktiva v budicom case za vopred dohodnuta
cenu. UZ teda samotné pravo na kipu sa stdva hodnotou, pretoze nas zvyhodiuje pred tym,
kto tymto pravom nedisponuje. Toto pravo musi byt zaplatené na zaciatku vypisovania
kontraktu a cena opcie by mala byt’ stanovena tak, aby neznevyhodiniovala kupujiceho pred
predavajiicim a opaéne. Aj napriek rozsirenosti opcii a ich dlhoro¢nej tradicii obchodnici
neboli schopni adekvatne ocenit’ opéné derivaty. Za vyznamny historicky mil'nik z hl'adiska
rozmachu op¢nych kontraktov mozno povazovat' rok 1973, kedy Black, Scholes a Merton
prezentuju exaktné vzorce, ktoré dokdzu solidne ohodnotit’ opcie. Velkd vyhoda tychto
modelov oproti modelom odvodenym neskor spo¢iva v ich jednoduchosti.

NaSa praca sa zameriava na alternativu k Black-Scholesovmu modelu - Constant
Elasticity of Variance (CEV) model. Pracu sme rozdelili na $tyri kapitoly. V prvej kapitole sa
v skratke obozndmime s historiou opénych kontraktov a predstavime najznamejSie druhy
opcii, ktoré st obchodované na svetovych burzach. Kvoéli opisu vyvoja ceny akcie st nuteni
matematici narabat’ s ur¢itymi predpokladmi. Na modelovanie ndhodného vyvoja ceny akcie
sa pouziva stochastické diferencialna rovnica s driftom, €o je o¢akévany vynos a s volatilitou,
ktora je fluktua¢nou zlozkou rovnice. Fundamenty tedrie stochastickych procesov pre potreby
d’alsej prace zhimame v druhej kapitole. V tretej Casti prezentujeme teoretické vychodiska
CEV modelu. Pozrieme sa ako sa rieSi stochasticka diferencidlna rovnica pre cenu akcie
sledujica CEV proces diskretizacnou metodou, d’alej ukazeme pravdepodobnostné rozdelenie
tejto ceny a uvedieme roézne formule vypoctu call opcie na akciu riadiacu sa CEV procesom.
Stvrta kapitola sa zameriava na odhad parametrov CEV modelu, ktoré st potrebné na vypodet
ceny opcie. Uvedieme dve metddy, ako mozno ziskat’ odhad parametrov z historickych cien
akcii a metodu, ktora odhaduje parametre na zéklade poznania buducich realnych trhovych
cien opcii. Bude nés zaujimat’, ¢i CEV model ocenovania opcii poskytuje lepsi obraz buducej
ceny opcii ako Black-Scholesov model a zhodnotime vyhody, resp. nevyhody pocitania opcii

touto metodou.



Kapitola 1

Zakladné pojmy

V tejto Casti nazrieme do historie opcnych kontraktov. Uvidime, Ze finanné derivaty
typu opcia maju tradiciu uz niekolko storo¢i pred nasim letopoétom. Dalej vysvetlime, o
znamena vo finan¢nej matematike pojem opcia a uvedieme najzndmejsie opcie, s ktorymi sa

obchoduje vo svete.

1.1 Historia opcnych derivatov

Opéné derivaty sa prvykrat objavuju uz v starovekom Grécku a Cine pred asi 2500
rokmi. Prave zo starovekého Grécka je znamy pribeh o Thalesovi z Milétu, Spomenuty napr. v
[15], ktorému sa l'udia posmievali kvoli chudobe. Su presvedceni, ze filozofia, ktorej sa
Thales venoval, nema 0zitok v praktickom zivote. Thales sa im snazi dokazat’ opak, preto sa
uprostred zimy rozhodne lacno nakupit pravo prvého lisovania oliv od majitelov lisov
exkluzivne po skonéeni zberu. Pretoze uroda bola v tom roku hojné a kazdy chcel ¢o najskor
lisovat, Thalesovi sa podari svoje prava s velkym ziskom predat. Thales je tak povazovany
za jedného z prvych obchodnikov s opciami a ich autora.

Z obdobi stredoveku a novoveku je obchodovanie s opciami zname z Florencie a z
Benatskej republiky [26]. Opcie sa takisto obchodovali aj v Holandsku v 17. storo¢i, kde sa
napr. predavali opcie na tulipany, ako uvadza zdroj [24]. Podl'a ¢lanku [25] aZ potom, Co
vznikla newyorska burza v 90. rokoch 18. storoCia sa klasické call, put opcie na akcie objavili
aj v USA.

No hoci boli opcie vel'mi obl'ibené, nedokazal ich nikto solidne ohodnotit’. Prvé
teoretické poznatky zabezpeCujice ocenovanie opcii vznikli v 70. rokoch 20. storocia.
Obrovsky vzostup opcénych derivatov badat’ v roku 1973 vd’aka praci [2] od ekonéma M. S.
Scholesa a teoretického fyzika F. Blacka. Do roku 1973 sa s roznymi druhmi opcii
obchodovalo iba na trhu OTC (over-the-counter). Ddlezitym podnetom pre rozmach opcii

predstavuje 26. april 1973, kedy sa zacalo obchodovat s opénymi kontraktmi na Chicago



Board Options Exchange (CBOE). Pocas prvého dna sa na tejto burze predalo 911 opcii.
Najprv sa obchodovalo s call opciami na 16 roznych akcii a s tromi roznymi splatnost'ami. Od
tej doby trh s opénymi derivatmi neustale rastie. V sucasnosti poc¢et predanych opcii presahuje

priemerne 10 milionov kazdy den.
1.2 Opcie

Opcia je derivatovy kontrakt, pri ktorom ma drzitel’ moznost’ uplatnenia si naroku na
urc¢ité podkladové aktivum, napr. akciu. Opcia predstavuje pravo, ale nie povinnost. BlizSie sa

¢itatel’ o opénych kontraktoch moze dozvediet napr. v [19], [10].

Call opcia na podkladové aktivum dava drzitelovi pravo kupit aktivum za vopred
dohodnutt expira¢nti cenu - strike price - vo vopred stanovenom budiicom ¢ase. Pre eurépsku
call opciu je tento ¢as dany fixne, v dent maturity. Americka opcia dovol'uje drzitelovi kapit
aktivum za expiracntl cenu v akomkol'vek ¢ase do datumu maturity. Payoff funkcia vyzera
nasledovne V3 (S,T) = max (S; — K, 0), kde K oznaduje expiraénii cenu a Sy je sutasnd

cena podkladového aktiva.

Put opcia funguje opacne ako call opcia, drzitel ma pravo predat’ podkladové aktivum

za expiraénu cenu. Payoff funkcia pre put opciu VP*¢(S, T) = max(K — Sy, 0).

Bindrna opcia alebo tieZ digitalna opcia vyplaca majitel'ovi jednotkovu Ciastku v Case
maturity, ak sa sicasna cena podkladového aktiva nachadza vo vopred urCenom intervale
hodnét. Payoff funkcia binarnej opcie V2™ (S, T) = 1(s,e[g, £, Kde funkcia 1¢4y priradi V2

hodnotu 1 za predpokladu, Ze nastala udalost’ 4, inak 0.

Opcie, ktor¢ sme doposial’ diskutovali, boli jednoduché v tom, Ze payoff funkcia
uvazuje ako parameter len sti¢asnu cenu aktiva. Tuto triedu opcii nazyvame aj slabo drdhovo
zéavislé. Trieda lookback opcii, ktoré su drahovo zavislé a namiesto jednoduchej funkcie,
payoffy st funkciami spotovej ceny trajektorie. Teoreticky tieto kontrakty vyzaduju spojité
sledovanie trajektorii, o vSak v praxi nie je mozné. Prakticky sa teda pouziva diskrétne

sledovanie.

Bariérové opcie mozu byt klasicky call alebo put. Ak cena aktiva dosiahne alebo
prekroci vopred stanovenu hranicu B do ¢asu maturity, tak opcia straca platnost’ a drzitel

dostane vopred dohodnuty rabat R(t) > 0, inak 0. Bariérové opcie rozlisujeme down-and-out

10



- dosiahne sa hranica zhora a up-and-out dosiahne sa hranica zdola. Formalne pre down-and-

out V(S,T) = Linfeeror Se>B J1 teda ak spotova cena trajektorie zostane nad dohodnutou

hranicou B pocas celého &asového intervalu, opcia vyplaca 1. Casto ma bariérova funkcia
exponencialny tvar B(t) = bEe~*T~% pre b € [0,1] a @ > 0 a funkcia rabatu je dana ako

R@®) =E(1—eATD) pre g > 0.

Jednymi z najbeznejSich lookback opcii st tzv. maximum-to-date call opcie, ktoré st
podobné eurdpskej call opcii, ale namiesto spotovej ceny podkladového aktiva, expiracna

cena je porovnavana s maximom ceny aktiva az do ¢asu uplatnenia. Maximum-to-date call
opcie maju payoff funkciu v tvare V(S,T) = max (supfe[o 5t — K, 0)
Pri aritmetickych dzijskych opcie sa vyuziva pri ocenovani troven strednej hodnoty
ich sucasnej ceny. Aritmetickd azijska call opcia pouziva aritmeticky priemer X(t) =
1t , , : _ 1 (T _
;fa x(s)ds a ma nasledovnui payoff funkciu V(S,T) = max (T_a fa S(s)ds — K, 0), kde a

oznacuje ¢asovy bod, od ktorého berieme priemer.

11



Kapitola 2

Stochasticky kalkulus a Black-Scholesov model

Cielom tejto kapitoly je definovat’ zdkladné pojmy stochastického kalkulu, v ktorych
spociva rozhodujici vyznam pri modelovani cien akcii. Uvedieme len zékladné definicie bez
dokazov a odvodeni. Dalej predstavime Black-Scholesov model ocefiovania call, put opcii a
ukdzeme, ako vieme aproximovat cenu opcie podla tohto modelu jednoduchymi

aproximdaciami distribu¢nej funkcie normalizované¢ho normalneho rozdelenia.

2.1 Stochasticky proces a Brownov pohyb

Stochasticky proces X je podla [21] vSeobecny vyraz pre subor nahodnych
premennych {X (t, w)} zavislych od ¢asu t a definovanych na rovhakom pravdepodobnostnom
priestore (2, F, P). Cas moze byt diskrétny, (napr. t = 0,1,2, ...) alebo spojity (napr. t = 0).
Pre pevny Cas t st hodnoty stochastického procesu opisané nadhodnou premenou, ktoru
oznacujme X, alebo X (t). Pre pevne danu hodnotu w € (2, nahodna premenna X (t) je jedina

realizécia (trajektoria) procesu. Kazda trajektoria je funkciou Casu t.

Vlastnosti nahodne;j premenne;j X(t) vpevnom Case t su opisané
pravdepodobnostnym rozdelenim X (t), ktoré je charakterizované distribu¢nou funkciou, t. j.
pravdepodobnostami P(X(t) < x) pre x € R. Stochasticky proces je potom opisany

pravdepodobnostou
P(X(t)) < x1,X(t3) < x3, ..., X(t) < xp)
pren = 1 alubovolny vyber 0 < t; <t, < - <t,S x1,%Xp, ..., x5 ER

Definicia 2.1.1. (Wienerov proces) [19] Wienerov proces (oznacenie W, alebo W) je

stochasticky proces so spojitym casom t = 0 s nasledovnymi viastnostami:

o W, = 0 (s pravdepodobnostou 1)

12



o W,~N(0,t) prevsetky t = 0. To znamend, ze pre kazdé t nahodnd premenna W; ma
normdalne rozdelenie so strednou hodnotou E(W.;) =0 a disperziou Var(W,) =
E(W?) =t.

o Vsetky prirastky AW, := Wi e — Wi na neprekryvajucich sa casovych intervaloch su
nezavisle.

o W, zavisi spojito od t.

Casto (napr. podl'a [22]) sa namiesto druhej vlastnosti tejto definicie uvadza podmienka pre
prirastky. Pre 0<s<t ma platit W, —W;~N(0,t —s). Tieto dve definicie su
ekvivalentné. Ak v podmienke pre prirastky zoberieme s = 0, dostaneme W,~ N(O,t).

Naopak pri platnosti definicie podla [19] pre W, — W plati:
EW,—Ws) =EW,) —E(W;) =0-0=0,

t =Var(Wy) = Var((W, — W) + (Ws — Wp)) = Var(W, — W) + Var(W; — Wp) =
=Var(W, —W,) + Var(W,) = Var(W, — W,) + s,

kde sme vyuzili nezavislost prirastkov.

Odvodenie Black-Scholesovej rovnice pre ocefiovanie derivatov predpoklada, Ze buduca cena
akcie ma lognormadlne rozdelenie. T4to podmienka je splnend, ak akcia sleduje geometricky

Brownov pohyb.

Definicia 2.1.2. Geometricky Brownov pohyb je ndhodny proces, ktory je rieSenim

nasledovnej stochastickej diferencidalnej rovnice [18]:
dSt = ,uStdt + O-Stth (t > 0),

kde u a o su konstantné a je danda hodnota S, procesu v ¢ase t = 0.

13
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Obr.2.1.: 5 realizacii geometrického Brownovho pohyhu pre cenu akcie Sy = 5,u =0.1ac =0.2.

2.2 TItoova lema

Itdéova lema je najzakladnejsi nastroj pre stochastické procesy. Odpoveda na otazku, ¢i
je mozné odvodit’ rieSenie stochastickych diferencidlnych rovnic. Itéova lema predstavuje
stochasticky naprotivok k retazovému pravidlu pre deterministické funkcie X(t) a Y(¢t) :=

g(X(t),t), ktoré vyzera nasledovne:

d dgdX dg
ag(X(t),t) =5xat T ar
a mozno napisat’
dX = a(X(t), O)dt = dg = <8g + 6g) dt
= aX(®), 9=\ " o)

V naSej praci uvadzame jednorozmernu verziu Itoovej lemy, viacrozmernl verziu obsahuje

napr. [22].

Lema 2.2.1. Predpokladajme stochasticky proces X(t) taky, ze dX(t) = u(X(t),t)dt +

2
a(X(t),t)dW(t) a nech g(x,t)je C*' - hladkd funkcia (tj. existujii spojité Z—z,%,%

Potom Y (t) := g(X(t),t) sa riadi Itéovym procesom s rovnakym Wienerovym procesom
W(t):

9 dg 1 92 9
Ay (t) = (a—‘f +u(X @), 0) % +502(X(0,0 a—j) dt + o(X(0), 0) %dW(t)

14



kde derivacie g ako aj koeficienty funkcii p a o vo vsSeobecnosti zavisia od argumentov

X(@), ).
2.3 Black-Scholesov model

Black-Scholesov model bol publikovany Blackom a Scholesom v ¢lanku "The pricing
and corporate liabilities" v roku 1973. Priniesol velka zmenu na finanénom trhu. Dal§im
vyznamnym medznikom z hl'adiska oceniovania opénych derivatov bol Mertonov model [16].

Black-Scholesov model pracuje s nasledovnymi predpokladmi [2]:

e cena akcie S; sa riadi stochastickym procesom dS; = uS,dt + aS;dW,, s konstantnym
driftom u a volatilitou o;

¢ neuvazujeme transakéné naklady;

e nie je moznost bezrizikového obchodovania (arbitraze);

e uvazujeme eurdpsky typ opcie;

e Dbezrizikova trokova miera je konstantna a rovnaka pre vSetky maturity;

e je mozné spojito obchodovat’;

e rozdelenie cien aktiv je lognormalne;

e akcia nevyplaca dividendy.
Aby sme ocenili opciu na akciu nevyplacajicu dividendu, potrebujeme poznat sucasnu
hodnotu akcie S, expiraént cenu K, bezrizikovi Grokovl mieru r, volatilitu akcie o a Cas
zostavajuci do maturity T — t. Na trhu je jednoduché ziskat’ vSetky vstupné premenné aZ na

volatilitu. Vychadzajic z Black-Scholesovej parcialnej diferencialnej rovnice [19], [22]:

0C 1 5620 &% ) 2.1
ot T2% 952 T s T T 2.1

a  koncovej podmienky  Ccqy(S,T) = max(S — K,0),Cpyt (S, T) = max(K — S,0)

dostavame [1], [2] cenu eurdpskej call, resp. put opcie na akciu bez dividendy:

Coc(t, S, K, T,0,7) = S,N(d;) — Ke "T-DN(d,), (2.2)

Cep(t; Stﬁ K,T,o, T') = Ke_r(T_t)N(_dZ) - StN(_dl);
kde

In(S,) —In(K) + +a—2 T—t
d1: (r 2>( )F
oVvT —t
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dzzdl_ O-VT_t,

pricom @(d) je distribu¢na funkcia normalizovaného normalneho rozdelenia, ktord mozno

pocitat’ takto:

1o o, 1 e 11 d®  d°
P(d)=—| e dt=—+f dt=—+—{d——+——---+---}
() V2rJ)_s 2 )y V2m 2 \2r 6 40
Hoci Black-Scholesova rovnica je stale rozSirena na trhu, ukazuje sa, ze predpoklad
fixnej volatility nie je vyhovujlci pre sucasné trhy. V dalSich podkapitolach predstavime

model, ktory nie je zalozeny na predpoklade fixnej volatility.

2.3.1 Aproximacie Black-Scholesovej rovnice

Pri  oceniovani derivatov v zlozitejSich modeloch vznikaji vzorce obsahujuce
komplikovanejsie funkcie, ako je distribu¢éna funkcia @(d) v pripade Black-Scholesovho
modelu. V mnohych inych modeloch vobec nie je k dispozicii rieSenie v explicitnom tvare.
Distribu¢na funkcia @(d) predstavuje jediny problém pri vypoéte ceny vanilla opcie podla
Black-Scholesovho modelu. Existuje viacero postupov ako prakticky pocitat’ @(d). Pozrieme
sa na tri jednoduché aproximacie ®(d). Studované v &lankoch [3], [17], [23].

V prvej aproximacii podla ¢lanku [23] ignorujeme v rovnici vietky &leny poénuc d”.

Aproximacia vyzera takto:

~

+0,4(d — d® + d%).

N[ =

1
A (d) = E"‘

5=
=)

Vyhodou tejto aproximacie je jej jednoduchost. Aproximacia je relativne presna pre hodnoty
d € [0,1], ale jej nevyhoda je, Ze pre vacsie hodnoty d zacina vel’mi rychlo divergovat, zatial

¢o lim,_,,, @(d) = 1.

Druha aproximacia je zaloZena na logistickom rozdeleni:

1

V praci [3] sa autori zaoberaju vplyvom konStanty k na presnost aproximacie. Z prace

vyplyva, Ze hodnota k do velkej miery ovplyviiuje Spicatost’ a inflexné body rozdielu
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skuto¢nej a aproximovanej hodnoty. Pre konsStantu k autori stanovili hodnotu -1,702. Druha

aproximacia @(d) vyzera nasledovne:

1

A (d) = 1 + e-1702d

Tretia aproximdcia je uvedena v ¢lanku [17]. Jedna sa o rozdelenie navrhnuté matematikom

mad’arského povodu Pélyom pre aproximovanie @ (d):

As;(d) = %[1 +V1 - e—Zdz/n] d=0.

Polyho aproximacia je vel'mi presna pre vel’ky rozsah moznych hodnot d, najvacsi absolutny
rozdiel skuto¢nej a aproximovanej hodnoty pre tito aproximaciu je 0,003 dosiahnuty pre

d=16.

0.018
- = = l.aproximacia
2.aproximacia
= = = 3.aproximacia
0.014+ 7

0.016 4

0012 /
001 /
0.008 -
0.006 -
0.004-

0.002 4

T T T T T T T T T T T
0 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1 11 12 13 14 15 18

Obr. 2.2 Absolatna hodnota rozdielu skuto¢nej a aproximovanej hodnoty |®(d) — A;(d)| pre i=1,2,3 a
d € [0, 1.5].
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Kapitola 3

Constant elasticity of variance (CEV) model

V tejto kapitole sa budeme venovat’ CEV modelu. Najskor uvedieme moznosti ako
priblizne rieSit’ stochasticka diferencialnu rovnicu pre vyvoj ceny akcie v CEV modeli
pomocou Eulerovej metody. Dalej ukaZeme postup odvodenia hustoty pravdepodobnosti pre
tuto cenu. Na zaver sa Citatel'ovi pokusime priblizit’ postup odvodenia explicitného vzorca pre

rieSenie ceny call opcie v CEV modeli.

3.1 CEV model - zov§eobecnenie Black-Scholesovho modelu

Mnoho empirickych poznatkov poukazuje na, ze pravdepodobnostné rozdelenie
vynosov akcie je d’aleko od normalneho rozdelenia, ¢o motivovalo niektorych matematikov k
formulovaniu modelov pre dynamiku ceny aktiva, kde volatilita nie je konStantna. Bolo
navrhnutych vela alternativ odliSnych od Black-Scholesovho modelu. Mozno spomenut’
napriklad [9] Hestonov model (1993), kde je volatilita stanovena ako doplnkova premenna
opisana stochastickou diferencidlnou rovnicou. Tieto modely zvyc¢ajne davaju vel'mi presnu
hodnotu ceny derivatu, no zaroven moznost’ analytického vyjadrenia ceny opcie je do znacnej
miery komplikovana pritomnostou doplnkovej rovnice. Stochastické diferencidlne rovnice

pre Hestonov model opisujice vyvoj ceny akcie a jej volatilitu vyzeraji nasledovne:

dSt == ,UStdt + \/’OTtSthVt(l)
AV, = k(6 — 0p)dt + 1 Jo dW, >

Stredna cesta medzi lognorméalnym modelom a modelmi so stochastickou volatilitou je
Constant Elasticity of Variance (CEV) model, kde je volatilita Specifikovana ako funkcia ceny
akcie. Tento model sa prvykrat objavuje v pracach [5] a [6] a je dalej prezentovany a
zlepSovany Vv [14]. Vyznamnej pozornosti sa mu dostava vd’aka tomu, ze dokaze vyjadrit
zavislost’ volatility od ceny akcie; obzvlast’ je schopny zachytit' jav nazyvany pakovy efekt,
podl’a ktorého su ceny akcii a ich volatilita v inverznom vzt'ahu. Podl'a niektorych stadii CEV
model ponuka presny opis ceny opcie. Napriklad [14] ukazuju, ze CEV model prekonava
lognormalny model v opise akcie a ceny opcie na akciu na Chicago Board of Trade Options
Exchange. Niektor¢ studie, napr. [4], dokonca tvrdia, ze CEV model je lepsi ako lognormalny

model v ocetlovani S&P 500 Index opcii.
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Na druhej strane najdeme aj prace, v ktorych bol CEV model objektom kritiky.
Napriklad, podla analyzy [7] Chicago Board of Trade Options Exchange vykonanou
Emanuelom a Macbethom (1982) CEV model prekonava lognormalny model pri
progndzovani ceny len v asovych intervaloch mensich nez jeden mesiac. Analyza S&P 500

[12] tvrdi, Ze pouzitie CEV model sa osvedéuje len pokrizovych rokoch.

CEV model charakterizuje proces vyvoja ceny akcie tak, Ze modze produkovat
inverzny vztah medzi cenou akcie a jej volatilitou. Lognormalny proces pouzity v Black-
Scholesov modeli patri do tejto triedy modelov. CEV model predpoklada, ze vzt'ah medzi
cenou akcie S a jej volatilitou o je dany deterministicky o(S,t) = §S#B~2)/2 teda dS =
uSdt + o (S, t)SAW = uSdt + §SPdW. Volatilita vynosov akcie v CEV modeli ma teda
vlastnost’ kolisat’ v Case, ale len vzh'adom na sucasnu cenu akcie, nie na ziadnu ini nahodnu
premennu. Blizsie sa Citatel o CEV modeli moze dozvediet’ v ¢lankoch [1], [13], [18], [20],
ktoré sluzili ako podklad k tejto kapitole.

Apr 1, 2014: == ~CSPC 1885.52
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{#M r/\\,m(- 170K

1.60K

o

w“l
W r’ﬁﬂ oK

'*r’y”f“’m

1.30K

2012 Jun  Jul Auwg Sep Oct MNov Dec 2013 Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Nov Dec 2014 Feb Mar Apr
= Volume: 3,336,180,952

Apr 1, 2014: = “~VIX 13.10
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Obr.3.1: Tvz. "pakovy efekt", ktory je pri¢inou inverzného vztahu medzi S&P 500 opénym indexom a
volatilitou (zobrazujeme index VIX - Chicago Board Options Exchange Market Volatility Index) pozorovany v
ostatnych dvoch rokoch. CEV model bol navrhnuty tak, aby v $pecidlnom pripade dokazal zachytit' tento

fenomén.
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Definicia 3.1 Cena akcie, ktorda sa riadi podla CEV modelu, je riesenim stochastickej

diferencialnej rovnice:

B
dSt = ﬂStdt + 6St2th t > O, (31)

Kde u, 6, B su konstantné s pociatocnou podmienkou pre wienerov proces Wy = 0.

CEV difuzny model ma dva navzajom prepojené parametre volatility - koeficient volatility &
a CEV exponent B, o ktorom predpokladame, ze je vzhl'adom na ¢as invariantny. AK =
2, CEV model sa riadi geometrickym Brownovym pohybom, ma teda lognormalne rozdelenie
vynosov. Ak plati, ze f < 2 cena akcie a jej volatilita st v inverznom vztahu, to znamena, ze

s rastiicou volatilitou klesa cena akcie. Pre f > 2 s rastticou volatilitou rastie aj cena akcie.
3.2 Pravdepodobnostné rozdelenie ceny akcie

3.2.1 Eulerova diskretizacia

Jednou z moznosti, ako ziskat’ realizaciu stochastickej diferencialnej rovnice pre CEV model,
je diskretizacia. To znamend, Ze budeme generovat’ hodnoty v diskrétnych bodoch a tieto
body pospdjame. Vel'mi zndmou metddou aproximacie rieSenia SDR je Eulerova diskretizacia
[13], [18]. Aproximacia vyvoja ceny akcie v CEV modeli v spojitom ¢ase je nasledovna:
B
Sti - Sti—l =~ MSti—l (tl - ti—l) + SStzi_l (Wti - Wti—l)' (32)
pri¢om interval [0, T] je rozdeleny na n podintervalov:
O=ty<t; < <t; <<ty ,<t,=T,

ktoré nemusia byt’ nutne rovnakej dizky. Z vlastnosti Brownovho pohybu potom pre prirastky

v tvare w,, —wy,  Z (3.2) plati:
Wti - Wti—1~ N(O, ti - ti—l)'
Z toho dostavame nasledovné vyjadrenie pomocou normalizovaného normalneho rozdelenia:

W, — Wy, =t — i W,

kde W; st nezavislé nahodné premenné z N(0,1) a vztah (3.2) medzi cenou akcie v Case t; a

cenou akcie v ¢ase t;_; mozno napisat’:
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B
St, = Sty + 1St A+ 8SE AW, (3.3)

pre i =1,2,...,n,kde A;=t; —t;_, pre t; > t;_;. Poznamenajme, Ze¢ Eulerova metoda
diskretizuje spojity proces a teda aproximacia bude najlepSia v pripade, ked’ rozdiel t; — ¢;_4

je vel'mi maly pre vSetky i. Tieto aspekty maju 2 dosledky:

e FEulerova metéda ziskava na presnosti so zmensujucou sa dizkou prirastkov A;, o
vieme docielit, ak za pocet podintervalov n polozime dostato¢ne vel’ké Cislo;
e pre velké Cislo n je potrebné vel'ky pocet prirastkov, z ktorych sa skladaju jednotlivé

{Sti}, a tym metoda straca na rychlosti.

vyvoj ceny akcie vyvoj volatility

0.208

116

] 0.204

1121
0.2

108
0.196

104

100 0.192

96 0.188

92 40 80 120 160 200 240 - 0184y 40 ' 80 120 160 200 240

Obr.3.2: Obrazok vlavo realizacia vyvoja ceny akcie sledujuca CEV proces, kde S; = 100,u = 0.02,T =1,

o, = 0.2, B = 1. Obrazok vpravo - meniaca sa volatilita ceny akcie s po¢iato¢nou hodnotou g, = 0.2.
3.2.2 Hustota rozdelenia ceny akcie v CEV modeli

V predchadzajicej Casti sme uviedli Eulerovu diskretizaciu, ktora sa da pouzit’ pre 'ubovol'ny
proces. Pre CEV proces je mozné odvodit’ aj presné pravdepodobnostné rozdelenie. Funkcia
hustoty fs s,(s,7) bude vyjadrovat' vlastnosti ceny aktiva Sy v budicom case T, za
predpokladu, ze je funkciou S; a ¢asového intervalu 7, medzi ¢asmi T a t, ale taktiez zavisi od
CEV parametrov u,6 a . V nasledujicom texte uvedieme zdkladné body odvodenia

hustoty, pricom budeme sledovat’ postup z [18].

Zavedenim transformécie Y = Y (S,t) = S27F pre vietky f # 2 a pouzitim Itéovej lemmy
ziskame okamzitu strednti hodnotu a disperziu pre proces Y. Z Itdovej lemy pre proces

Y vyplyva:
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o oy 9%

T (2-p)St#, E—O; W=(2—ﬁ)(1—,3)5_3,

dostavame:
dy = |lu(2-p)Y + %02(,8 -1D(B - 2)] dt + a?(2 — B)*Ydw.

Hustota f procesu Y vyhovuje Kolmogorovej doprednej rovnici:

oP 1 92 d 1
=337 10° @ = Bl = Hu@ - By + 5028 - (B - 2)| P

potom f(Sr|S., T > ¢) = f(Yrly,, T > ©)|J|, kde J = (2—p)S*F.
Lema 3.1 (Feller [8]). Trieda parabolickych parcidlnych diferencialnych rovnic v tvare:

Uy = (axu)xx — ((bx + c)u)y,

kde u = u(t,x) aa > 0, b, c su konsStanty, ma explicitny tvar rieSenia v tvare:
(c—a
(1) = b —b(y + Y,ePt)) [ye Pt\ 2a ; 2b(ePtyy,)1/?
frrie 0n0) = a(ebt —1) xp a(ebt — 1) Y; 1-3 a(l —e~bt)

pricom l,,(x) je modifikovand Besselova funkcia prvého druhu, definovand rovnicou (3.5).

Z Fellerovej lemy pre a = %02(2 -B)?% b=u@-p), c= %az(ﬁ -1DB-2), x=

1/T, xo =1/t t=1= (T —t) mame vzorec pre hustotu rozdelenia S; danej za
podmienky S; v CEV modeli :

1 1
fSTISt(Sl T) — (2 _ B)k*(z_ﬁ)(x*Z*l—ZB)(zL—Z,B)e—x ) (Z(X*Z*)l/z),

(3.4)
2-p)

kde

Zﬂ< = k*s(z_ﬁ)’ x* = k*St(z_B)eH(Z_ﬁ)T’ k* 2u

= 62(2—ﬁ)(er(2_3)7—1)

a I,(x) je modifikovana Besselova funkcia prvého druhu, ktora vyzera nasledovne:
n

e @)
)= (Ex) Z MT(+n+1) (3:5)

n=0
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Hustota rozdelenia buducej ceny akcie S; (3.4) je Specialnym pripadom chi-kvadrat

rozdelenia. Ako uvidime d’alej, bude sluzit’ na odvodenie formule pre cenu opcie.
3.3 Ocetiovanie opcii
Predpoklady pri ocenovani opcii podl'a CEV modelu su:

e okamzitd Grokova miera je znama a konstantna;

e cena akcie je rieSenim stochastickej diferencialnej rovnice (3.1), ktora predpoklada,
ze:
- parametre § a § su konstantné a zname;
- akcia nevyplaca dividendy pocas celého trvania opcie;

e nepredpokladame transakéné naklady, rozlicné dane, akcie;

e opcie su pri obchodovani 'ubovol'ne delitel'né.

Jedinym rozdielom medzi predpokladmi v CEV modeli a v Black-Scholesovi je teda rovnica,

ktorou sa modeluje cena aktiva v ¢ase. Vsetky ostatné predpoklady s rovnaké.

Parcialna diferencialna rovnica pre proces sledujtci SDR (3.1) pochadza z Black-Scholesovho

odvodenia polozenim o (S, t) = 8S, 1+B/2,

1525ﬁazc+ Sac+ac C=0 (3.6
2 g5z TS5t T Te=0 (39

a pre koncovu podmienku call opcie C(S,T) =max (St — K,0). V dalSich vypoctoch

budeme pre zjednoduSenie zapisu oznacovat’ ako Cr.
3.3.1 Coxov vzorec pre vypocet call opcie v CEV modeli

V roku 1975 Cox odvodil rieSenie pre PDR (3.6) v [5]:

o _”i e *x"G(n+1+1/(2—B),k*K*F)
£ = e r(n+ D

n=0

- e *xY2BG(n + 1,k*K*F)
—Ke™ "t Z -
. rn+1+1/(2 - pB))
n=
kde G(m,v) = (F (m))_1 fvoo e “u™ 1du je Standardna komplementarna distribu¢na funkcia
gama rozdelenia. Tato formula kvoli pritomnosti su¢tu nekoneéného radu je oproti Black-

Scholesovmu vzorcu ovel'a komplikovane;jsia.
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3.3.2 Vzorec pre eurépsku call opciu v CEV modeli podl’a Schrodera

Schroderovi sa podarilo najst’ stivis medzi Coxovym vzorcom a necentralnym chi-kvadrat
rozdelenim. Nasledovna definicia podl'a [18] a veta uvadza zakladné charakteristiky tohto

rozdelenia.

Definicia 3.2 Nech X, ..., X,, su ndhodné premenné z N(0,1) a 64, ..., 6,1 konsStanty, potom

v
V=) (Xi+ 6
i=1

je necentralne chi-kvadrat rozdelenie s v stupfiami volnosti a parametrom necentrality
, v y ’ 2 v . -
A=3i 82, ktoré budeme oznacovat  x, (1). Ak 8; = 0 pre vietky j, potom Y je

distribucnd funkcia centrdlneho chi-kvadrat rozdelenia s v stupiiami volnosti a oznacenim 2.

Tvrdenie 3.1 Pre kumulativau distribucnu funkciu rozdelenia )({,2(/1) plati vzorec:

(/1/2)2 xyv/2+j—1

y
“3dy, x> 0.
22T (/2 + ) ), €y X

F;v,) =P (X{,Z(A) < x) _ e-uzi

j=0

Komplementarna distribucnad funkcia rozdelenia )({,2(/1) je: Q(x;v,1)=1-F(x;v,A).

Takto sa definuje chi-kvadrat rozdelenie pre necelociselné hodnoty stupiiov vol'nosti, preto uz
nie je nutné, aby v bolo celoc¢iselné.

Tvrdenie 3.2 Hustota rozdelenia pravdepodobnosti necentrdlneho chi-kvadrat rozdelenia s

parametrom necentrality A a stupriami volnosti v je:

1
P20 =5 /DW=, o 1 (VAx)e=3+9/2 = P(x;0,2).

Odvodenie ceny opcie pouziva rizikovo neutralnu metédu. Pripomeiime, ze hodnota

europskej call opcie v Case t je:
C = e TTEX(C;IS,) = e T ER (max(0, S5 — K)IS,)

kde diskontovanie uskutoéiuje bezrizikovéa urokova miera r a E? je operator strednej hodnoty

v rizikovo neutrdlnom svete, v ktorom podkladové aktivum sa vyvija podla CEV modelu

dS¢ = rS,fdt+aS§ﬁ/2dE£" vzhladom na pociatoénu podmienku Sf =S,. V roku 1989
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Schroder dokazal spojenie medzi Coxovym vzorcom a necentralnym chi-kvadrat rozdelenim

sposobom, ktory uvadzame nizsie a sleduje postup z [11]:
Cr = E(max(0,Sy —K)) = e f forise (5,0 (Sr — K) dSy =
K

= e_”f STf:SﬂSt(S: T)dSr — e_rTKf STfST|St(S' T)dSy = C; — Gy,
K K

kde sme oznadili C; =e™ " fI;OSTfSﬂSt(s, 1)dS;, C, =e 'K fI;oSTfSﬂSt(S: 71)dS; a
t=T-t.
Zmenou premennej w = k*ST(Z‘ﬁ) dostavame:

dSy = (2 = B) 1 (k* )—1/(2—ﬁ)w(/3—1)/(2—/3)dw_

Dalej nech y = k*K 2-B)_Ppre (,, C, potom plati nasledovné:

(2(xw)/2) dw

Cl — e—rrf e—x—W(x/W)l/(4—2ﬁ)(W/k*)l/(z—ﬁ)1 "
y 2-B)

= e " (w/k)Y @R f e W (x/w)VU2B | 4 (2(xw)Y?)dw
y 2-p)

=e_”5te”f e X W(x/w)VU=2B [ 4 (2(xw)V/?)dw
y (2-pB)

o (1-28+28-2)
C, = Ke‘”f xV/E2B(w) 428 e 1 (2(w)Y?) dw
y (2-p)

= Ke‘”f e X W (x/w) W/ (2Gew)*/?) dw
y (2-p)

Nech Q(x;v,1) = f: P2a (y)dy a dalejnechw = 2w ax = 2x.

Z toho pre C; dostavame:

© wh 1/(4-2p)
C, = Stf e~ (x+w)/2 (—) I 1 (2Gew)Y?)dw
y X 2-p)
' ’ w ’ /. 1 r
=Stj e—(x+w)/2 (—) I 1 (2xw)HY?)zdw
2y X e 2

, 2
= StQ(Zy; v,x) = StQ(Zy; 2+ ﬂ,Zx).

Podobne dostavame vyjadrenie pre C,:
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0 x~\ D/(@E-p)
C, = Ke‘”f e Xxw (—) I 1 (20w)Y%)dw
y w @B

'>(1)/(4_ﬁ)

. o X o 1
_ Ke_rff o= (x+w)/2 <_ I 1 (Z(X w )1/2)_dw
2y w i

2-p)

2
=Q|2y;2——,2
Q( - x)
Teda pre cenu europske;j call opcie v CEV modeli plati:

2 2
— . - _ =-rT . _
CT—StQ(Zy,2+2_B,2x) Ke Q(Zy,Z _Z—B'2x>'

Vsimnime si, ze vyraz 2 — 2/(2 — ) moze nadobudat’ hodnoty mensie ako nula pre f < 2,
¢o modze zapricinit, Ze vypocet Q(.) nebude zrealizovatelny kvoli zapornym hodnotam
stupnov volnosti. Teda je potrebné d’alej upravovat vzorec. Schroder v [20] ukazal, ze

distribu¢né funkcia chi-kvadrat rozdelenia sa dé vyjadrit’ cez gamma funkcie:

Q(2z:2v,2k) = 1 — Z g(n+v,7) Z 9@, k)
n=1 n=1
Toto tvrdenie mozno vyuzit’ pri vypocte:

] OOP(ZZ; 2v,2k) dk = 1 — Q(2z; 2(v — 1),2y),

y
¢o prinasa pre C, tvar:
* 2
C, =Ke " P(Z 24+ —,2 )d
2 e jy X +2—,3 w | dw
=Ke‘"Q(2y'2—L 2x)=Ke‘” 1—Q(2x' - 2y>
) Z—ﬁ’ ’z—ﬁ’ -

Tak dostavame vysledny vzorec pre § < 2:

€ =5,Q (2y; 2+ ﬁ, 2x) — Ke ™" (1 —Q(2x ﬁ, 2y)>, (3.8)

kde Q(z; v, k) je komplementarna distribu¢na funkcia necentralneho chi-kvadrat rozdelenia v

z, v znadi stupne volnosti a k je parameter necentrality a
y — kK(Z_ﬁ)'

X = kS(z_ﬁ)er(Z_ﬁ)T'
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I = 2r
T eR-pEEPT -1y

Ak B > 2, vzorec odvodeny v [7] vyzera takto:

_ 2 —Ke-TT[1 — : 2
¢ =5.Q(2x; Z_ﬁ,Zy) Ke (1 Q(2y;2+ 2_ﬁ,2x)>. (3.9)
Pri pocitani ceny europskej call opcie na akciu, ktora sa riadi procesom (3.1), teda uvazujeme
Sest’ faktorov, ktoré vstupujii do vzorca pre jej vypocet: cena akcie, expiratna cena, expiraény

Cas, bezrizikova trokova miera a CEV parametre 5 a é.

e Expiracna cena K sa pre viacSinu aktivnych kontraktoch pohybuje v rozmedzi
80%~120% ceny podkladového aktiva.

o Cas do expiracie 7 je rozny.

e Pri vybere rizikovo neutralnej trokovej miery r sme uvazovali v diplomovej praci
kratkodobu mieru vladnych dlhopisov 0,0325% podla

(http://www.bloomberg.com/markets/rates-bonds/government-bonds/us/)

e Volatilitu mozno pozorovat niektorymi ukazovatel'mi, napriklad VIX je popularna
miera implikovanej volatility pre S&P 500 index opcie. Za ostatnych 5 rokov kolisala
medzi 10%-45%. Index je pocitany ako sty nasobok druhej odmocniny o¢akavanej 30-
dennej variancie pre S&P 500 mieru vynosu. Variancia je ro¢na a VIX sa vyjadruje v

percentualnych bodoch:

VIX = 100vVar

e V nasej praci budeme parametre § a § urcujuce volatilitu odhadovat’ z dat cien akcii a

opcii

Formula pre eurdpsku call opciu v CEV modeli je komplikovanejSia ako v Black-
Scholesovom modeli, pretoze obsahuje kumulativnu distribuéna funkciu necentralneho chi-
kvadrat rozdelenia Q(z; v, k). Na jej vypocet sme pouzivali prikaz pchisg(qg,df,ncp) vo
vol'ne dostupnom programe R, kde g je kvantil, dfsu stupne volnosti, ktoré mézu nadobudat’

aj necelociselné hodnoty a ncp je parameter necentrality.
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Obr. 3.3: Obrazok ilustruje citlivost’ ceny eurdpskej call opcie poéitanej CEV formulou na zmenu parametru
beta. Pripad at-the-money opcie S, = 100,K = 100, r = 0.0325, t =1, g, = 0.2 a B € (—3,2). Vidime, Ze

uz mala zmena parametra beta moze sposobit’ pomerne vel'ké rozdiely ¢o do ceny opcie.

515

51t 1

505¢ 1

cena call op_cie podla CEV
(%]

4951 1

49} 1

485} ]

beta

Obr. 3.4: Obrazok ilustruje citlivost’ ceny eurdpskej call opcie pocitanej CEV formulou na zmenu parametru
beta. Pripad out-of-the-money call opcie pre S, = 100,K = 105, r = 0.0325, t =1, g, = 0.2a 8 € (—3,2).
Pre out-of-the-money call opcie ma Black-Scholesov model tendenciu nadhodnocovat call opcie oproti CEV
modelu.

3.3.3 Aproximacia pre kumulativnu distribu¢nu funkciu chi-kvadrat rozdelenia

Velmi presnd aproximacia na vypoCet pocitanie necentralneho  chi-kvadrat
rozdelenia Q(z; v, k) je uvedena v ¢lanku od Schrodera [20]. Tato aproximacia dava vel'mi

presné hodnoty pre Siroky rozsah parametrov a mozno ju vyuzit’ pri vypocte vzorca (3.9):
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72 72
_ 2 _ X z _ X
Q(z,v,k)—Pr()( >Z)—Pr<v+k>v+k>—Pr <v+k>

1—hp[1—h+0.5(2 — K)mp] — (ﬁ)h

¢ hy2p(1 + mp)

)

IR

kde
h=1-(2/3)v+k)(v+3k)(v+ 2k)7?

p=(v+2k)/(v+k)?
m=(h—1)(1-3h)

a @(.) je distribu¢na funkcia normalizovaného normalneho rozdelenia.
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Kapitola 4

Odhad parametrov CEV modelu

Prakticka implementacia Black-Scholesovho vzorca vyzaduje urobit’ odhad jedného
parametra - o. Jednou z moznosti, ako ziskat’ tento parameter, predstavuje odhad na zaklade
empirickych poznatkov dat uvedeny napr. v [22] a odhad ¢ sa v tomto pripade nazyva
historicka volatilita akcii. Ako sa d’alej uvadza v knihe [22], teoretické ceny opcii poéitanych
Black-Scholesovym modelom, v ktorom vystupoval odhad parametra ¢ ziskany z minulych
cien akcii, nezachytdvaju dostatone realne trhové ceny opcii. Co autorov knihy vedie k
zavedeniu pojmu Black-Scholesova implikovana volatilita, ktora je ziskavana z buducich
realnych trhovych cien a javi sa ako spol'ahlivejsi prediktor realnej ceny opcie.

Na to aby sme mohli pocitat’ ceny opcii v CEV modeli potrebujeme odhadnut’ dva
parametre § a §. Intenzitu inverzného vztahu medzi uroviiou ceny akcie a jej volatilitou
charakterizuje parameter 8. Na odhad hodnoty £ pouZijeme realne ceny akcii. Pre data, v
ktorych sa odhad parametra [ signifikantne odliSuje od hodnoty 2, ¢o zodpoveda Black-
Scholesovmu modelu, budeme predpokladat’, Ze sa cena akcie riadi procesom pre CEV model
a budeme to brat’ ako opravnenie pouzit’ CEV modelu pre vypocet ceny opcie. Pre tieto data
vypocitame ceny opcii v CEV modeli a budeme ich porovnavat s hodnotami, ktoré

dostaneme vypoctom podl'a Black-Scholesa.
4.1 Odhad parametra g - Beckersovou metodou

V ¢lanku [1] sa Beckers zaobera myslienkou vyuzitia vztahu medzi varianciou okamZitej

miery vynosov a cenou akcie na odhad parametra [5. Z rovnice (3.1) pre vynosy vyplyva:

v (dSt
ar St

st) = 52557 %at. (4.1)

S dennymi datami, mézeme oznacit’ dt = 1, prepiSeme vztah (3.10) na tvar:

in| std (dst
nits St

kde std(.) oznacuje Standardnti odchylku. Regresia (4.2) pre odhad parametra S je podla

B—2
st) = 6 +°—=ns,, (42)

¢lanku [1] efektivna a prinasa odhady pre oba parametre 8 ako aj pre §. Pre praktické pouzitie
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tato regresia vSak vyzaduje vylepSenie, kedze zavisla premennd nie je pozorovatelna.

Vyuzijuc fakt, ze pre denné data je % vel'mi blizko k nule:
t

St+at Steat — St\ _ AS;

R, =1 ( ):z (1+—)z—,

s T St St
pricom posledna aproximacia vyplyva z I[n(1+x) = xpre x = 0. Predpokladame, Ze
X =1In (S¢41/S:) je pre vynosy priblizne normalne, a teda ako sa uvadza v [1] stredna
hodnota X je imerna jej Standardnej odchylke. Pouzitim vzt'ahu pre X namiesto Standardnej

odchylky vynosov, odhadneme parameter 8 z regresie:

St1| _
In lnS— =Y +71InS; + €, (4.3)
t

kde f =27, +2 je odhad pre B. Hypotéza f =2 (tj. Black-Scholesov model) teda
zodpoveda hypotéze y; = 0.

Pomocou regresie (4.3) sme odhadovali parameter f z dennych cien z obdobia 15.2.2012-
16.2.2014 pre 25 akcii. V tabulke st uvedené len tie, pre ktoré hodnota parametra f vysla
mensia ako 2. Farebne vyznacené znamenajt, ze prislusna p - hodnota pre koeficient y; z
regresie bola vyhodnena ako signifikantna, na zaklade ¢oho sme zamietame hypotézu f = 2 0
pouziti Black-Scholesovho modelu. Teda pre farebne vyznacené CEV diftizny model by
mohol opisat’ spravanie sa akcie lepSie nez lognormalny. Podobne ako v ¢lanku [1] nam vysli
malé hodnoty R? $tatistiky, nie je to teda vylu¢ne vlastnost’ nami pouzitych dat. Z tabulky
vidno, ze podl'a regresie (4.3) mozno CEV model pre pocitanie opcii vyuzit' pre 6 aktiv, o je
z percentudlneho hl'adiska zdsadne menej nez vySlo Beckersovi v 1980 (UspeSnost’ autora

regresie bola v 37 zo 47 vysiel odhad bety signifikantne mensi ako dva).

Hy: Y= 0
Spoloénost | odhad beta t-Statistika p-hodnota
Maersk 1,3978 -0,534 0,593
Apple 1,4736 -0,711 0,477
Phillip 0,2306 -0,729 0,467
Google 1,156 -1,577 0,115
Loews 1,3478 -0,391 0,696
Renault 1,1962 -1,769 0,07751
Ford 1,7324 -0,511 0,609
Amazon 1,7682 -0,451 0,65219
Samsung -0,9402 -1,805 0,0716
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HP 0,5194 -3,429 0,000657
VW 0,3458 -2,976 0,00306
GM 0,8592 -2,685 0,007502
UNG 0,4336 -2,552 0,011
Sony 1,3144 -0,729 0,0317
BNP -0,9362 -5,775 0,00044

Tab. 4.1: Tabulka ziskanych odhadov beta z regresie (4.3) a pre tieto odhady prislusnych t - Statistik a p -
hodnét. Cervenou farbou vyzna¢ené firmy, kde nam p - hodnota vysla mensia ako 5%, na zaklade ktorej sme

zamietli hypotézu H, o pouziti Black-Scholesovho modelu.

Pre ilustraciu nasich uvah pri vypocte uvadzame dva vystupy z regresie. Prvy vystup (lavy
obrazok 4.1) je pre akciu firmy Amazon, kde vysiel koeficient modelu § < 2, ale nezamietli
sme Black-Scholesov model. Na zaklade tohto vystupu mame v rovnici (4.3) odhad y; =
—0,1159, z &oho dostavame odhad § = 29, + 2 = 1,7682. Hypotézu o Black-Scholesovom
modeli testujeme pomocou t-testu signifikancie koeficientu y;. Pripomenime, Ze
nesignifikantny koeficient y;(t.j. nezamietnuta hypotéza y; = 0) zodpoveda nezamietnutiu
hypotézy [ = 2, tJ. nezamietnutiu Black-Scholesovho modelu. V nasom pripade ma t -
Statistika hodnotu -0,451 a prislusna p - hodnota 0,65219. To znamena, ze parameter y;
je nesignifikantny a nezamietame hypotézu o jednoduchSom pouziti Black-Scholesovho

modelu.

Call:
Im({formula = lava ~ prava)

Call:
Im({formula = lava ~ prava)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-3.5614 -0.5342 0.1947 0.7584 2.0095

Residuals:
Min 10 Median 3Q Max
-5.2241 -0.5804 0.2327 0.7876 2.8610

Coefficients:

Coefficients: Estimate 5td. Error t wvalue Pr(>|t]

Estimate Std. Error t valus Prir|t]) (Intercept) -1.7203 1.0230 -1.882 0.09326 .
(Intercept) -4.1719 1.4355 -2.906 0.00382 ** prava -0.8271 0.2779 -2.976 0.00306 **
prava -0.1159 0.2570 -0.451 0.8521%9 -—=
—-— Signif. codes: 0O MF&&7 0.001 “*#%F 0.01 *** Q.05 .7 0.1 * " 1
Signif. codes: 0O *xF*r 0.001 “*%r Q.01 ‘¥ 0.05 .7 0.1 " 1

Residual standard error: 1.08% on 492 degrees of freedom

Residual standard error: 1.16 on 499 degrees of freedom Multiple R-squared: 0.01744, Adjusted R-sgquared: 0.01547
Mufltiple R-squared: 0.0004074, Adjusted R-squared: -0.001596 F-statistic: £.859 on 1 and 499 DF, p-value: 0.003059

Obr.4.1: Hodnoty prislu$nych statistik ziskanych z regresie pre akcie firmy Amazon (vl'avo) a VW (vpravo).

Druhy vystup (pravy obrazok 4.1) je pre akciu firmy VW, kde vysiel odhad koeficientu
mensi ako 2 a zamietli sme Black-Scholesov model. Na zaklade tohto vystupu mame v
rovnici (4.3) odhad pre 7, = —0,8271, z ¢oho dostavame odhad § = 0,3458 a z hypotézy 0
Black-Scholesovom modeli testovanej pomocou t-testu signifikancie dostavame odhad
koeficientu y;. Signifikantny koeficient y;(t.j. zamietnutda hypotéza y; = 0) zodpoveda
zamietnutiu hypotézy f = 2, t.J. zamietnutiu Black-Scholesovho modelu. V nasom pripade

ma t - Statistika hodnotu -2,976 a prislusna p - hodnota 0,00306. To znamena, ze parameter
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y1 je signifikantny a hypotézu o vhodnosti jednoduchsieho Black-Scholesovho modelu

zamietame.
4.2 Odhad parametrov - metdda maximalnej vierohodnosti

Na odhad parametrov CEV modelu nevyuzijeme funkciu hustoty (3.4) rozdelenia S, ale ttto
hustotu aproximujeme odhadom funkcie hustoty vynosov z rovnice (3.1), analogicky ako sme
postupovali pri Eulerovej diskretizacii. Preto ndm tito metdda poskytne odhad parametrov,

ktory bude priblizny. Takyto postup bol pouzity napr. v pracach [13], [18].
4.2.1 Aproximacia hustoty vynosov

Riesenic modzeme aproximovat Eulerovou metdédou. Najskor pouzitim Itéovej lemy

dostavame pre Y; = InS; stochasticku diferencialnu rovnicu:

1 _2 B-2
dy, = (u — 8%t )dt +65,7 dé,.

Pouzitim Eulerovej aproximdacie dostdvame:

2

1 _ B=2
Rti+1 = lnSti+1 - lnsti = (‘u - 56255 Z)Ai + 65&'2 \/A_izfiﬂ’

kde Z;~N(0,1) st nezavislé. To ndm déva odhad hustoty vynosov Ry, za podmienky S; a

pre parametre CEV procesu 6 = §, 3, u a Casovy prirastok At v tvare:
1 2¢B-2 2¢B-2
p(Ry,,,|Se,; 6, At)~N (u -5 628, )Ai,a St A ).

Z odhadnutej funkcie hustoty mozno ziskat odhad pre parametre procesu. Metoda
maximalnej vierohodnosti je jednou z moznosti ako ziskat’" parametre CEV modelu pre
konkrétny vypocet ceny opcie. Maximalizaciu je niekedy mozné urobit’ analyticky, ale casto
je potrebné, aby bola uskuto¢nena numericky. Za odhad parametrov 6,0, ...,0;, sa volia
odhady 8,,0,, ..., 0, ktoré pri danych x; maximalizuju funkciu L(6;, 6, ..., 0)|x;). Okrem
maximalizacie funkcie vierohodnosti dat, metdda maximdlnej vierohodnosti ma dalSie

vlastnosti [13]:

e je asymptotickd nevychylenost’ a asymptoticka efektivnost’ odhadov

e asymptotickd normalita odhadov
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e Standardné chyby maji zndme rozdelenie
e invariantnost: odhad g(6y,8,, ...,6;) je rovny g(84,0,, ...,0;), kde 8,,0,,...,0, su
odhady 64, 6,, ..., 6y,

4.2.2 Funkcia vierohodnosti a jej maximalizacia v softvéri R

Funkcia vierohodnosti odhadnutej funkcie hustoty vynosov pre N pozorovani vyzera:

N
L(6) = Hp(Rti+1|Stl.; 6, Ab).
i=1

Pre vypocet jej hodnoty je zauzivané pracovat’ so zlogaritmovanou funkciou vierohodnosti:

N
In L(6) = z Inp(Ry,,.|Se; 6, A8).
i=1

Vierohodnostna funkcia nasej funkcie hustoty s predpokladom pre denné data A;=At = ﬁ

pre vSetky i vyzera:

2
L(O) = ﬁ & ex _ (Rti _ (,u _ %6255_2) At)

p -
_ 2cB—2
i=1 /2n5255 27¢ 28%S;, "At

Z ktorej jednoducho odvodime zlogaritmovanu funkciu vierohodnosti CEV procesu:

2
v g2, (R (0= 5080 )
InL(0) = —=In(2r6?At) ——— ) InS, — — . (44
2 2 : 2625P72p
i=1 t; t

i=1

Odhad pre parametre 2,8, 8 ziskame maximalizovanim funkcie (3.13) vyberom y, § a B.

4

0,6, =arg mgax InL(0)

Pretoze logaritmus je monotonne rastuca funkcia, maximalizacia zlogaritmovanej funkcie
vierohodnosti (4.4) taktiez maximalizuje funkciu vierohodnosti. Analyticky maximalizovat’
tuto funkciu nedokaZeme samostatne pre kazdy parameter. V tomto pripade pouZijeme
numericku optimalizacnu funkciu optim(c(uy, 69, Bo), cev.likelihood, data =
nase_data)$par, ktori nam ponutka program R. Vektor c(uy, 6, Bo) je vektor pociatoénych

hodnét parametrov, cev.likelihood je nasa funkcia vierohodnosti a data = nase_data su
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denné historické data ziskané 70 stranky

http://finance.yahoo.com/q/hp?s=SNE+Historical+Prices. Vyber prave tychto dat - pre akciu
"SONY"- odovodnujeme tym, ze odhad parametra beta z (4.1) vysiel mensi ako 2 a podla p-
hodnoty bol vyhodnoteny ako signifikantne r6zny od 2. Taktiez tato akcia ponukala moznost’

kapy dostato¢nej Skaly opcii, ¢o ostatné akcie neumoznovali.
Vysledky odhadu metédou maximalnej vierohodnosti pre akciu Sony

V programe R sme vypocitali metddou maximalnej vierohodnosti odhady parametrov pre
akciu. Hodnoty odhadov: ﬁ =1,842, § = 0,465, I = 0,0088. Nasledne sme pomocou
vzorca CEV modelu ako aj pomocou aproximacie kumulativnej distribu¢nej funkcie chi -
kvadrat rozdelenia (3.10) vypocitali hodnoty opcii so stfasnou cenou akcie S=17,36 z
1.3.2014, postupne pre 7=95/252, T =137/252 a t =220/252 a porovnali so skuto¢nymi
hodnotami. Z tabuliek vidiet, Zze aproximacia chi-kvadrat rozdelenia dava v porovnani s

explicitnymi hodnotami pri tychto hodnotach parametrov vel'mi presné cisla.

4.2.3 Porovnanie trhovych cien akcii s CEV modelom

Relativna percentualna chyba je pocitana ako:

chyba =

Z tabulky vidime, ze relativna chyba je v pripade pouzitia presného vzorca a aproximacie

|experimentalna cena — redlna trhovd cenal

realna trhova cena

vel'mi podobnd. Graficky su tieto rozdiely zobrazené na obrazku 4.2 .

100%

(4.5)

datum expiracna trhova cena cenaz relativna relativna
expiracie cena cena opcie | podPa CEV | aproximacie | chyba CEV | chyba apro.
13 4,32 | 4,6532033 4,653207 7,713039% 7,713125%
14 4| 3,8098096 3,8098072 4,754760% 4,754820%
15 2,9| 3,0484414 3,048437 5,118669% 5,118517%
16 2,4| 2,3833316 2,3833228 0,694517% 0,694883%
19.7.2014 17 1,78 | 1,8213319 1,8213201 2,322017% 2,321354%
18 1,3 1,3616196 1,3616073 4,739969% 4,739023%
19 0,92| 0,9969772 0,9969665 8,367087% 8,365924%
20 0,58| 0,7159147 0,7159072 23,433569% | 23,432276%
21 0,44| 0,5049042 0,5049005 14,750955% | 14,750114%
13 458| 4,8376118 4,8376148 5,624712% 5,624777%
18.10.2014 15 3,3 3,334174 3,3341642 1,035576% 1,035279%
16 2,43 | 2,7064972 2,7064814 11,378486% | 11,377835%
17 1,95| 2,1660523 2,1660327 11,079605% | 11,078600%
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19 1,3| 1,3340872 1,334068 2,622092% 2,620615%
20 1| 1,0286074 1,0285918 2,860740% 2,859180%
21 0,6| 0,7847674 0,7847566 | 30,794567% | 30,792767%
13,69 | 12,4894171| 12,4894176 8,769780% 8,769776%

9,76 | 9,5829817 9,582991 1,813712% 1,813617%

10 8,30 | 7,7107688 7,7107834 7,099171% 7,098995%
12 6,90 | 5,9809859 5,9809927 | 13,319045% | 13,318946%
17.1.2015 15 450 3,8222292 3,8222065| 15,061573% | 15,062078%
17 3,30 2,7265318 2,726495| 17,377824% | 17,378939%
20 1,80 1,566429 1566394 | 12,976167% | 12,978111%
22 1,05| 1,0556189 1,0555964 0,535133% 0,532990%
25 0,55| 0,5677728 0,5677725 3,231418% 3,231364%

Tab. 4.2: Tabul'ka zobrazuje redlne hodnoty opcii na akciu firmy SONY s ¢asmi expiracie 19.7.2014, 18.10.2014
a 17.1.2015 a ceny opcii pocitanych CEV modelom a jeho aproximacie chi-kvadrat rozdelenia pocitané pre
parametre modelu, ktoré sme ziskali z metédy maximalnej vierohodnosti. 6. a 7. stipec tabulky ilustruje

relativnu chybu spomenutych metdd poéitant rovnicou (4.5).

m trhova
cena opcie

M cena
podla CEV

O R N W & U

M cenaz
aproximacie

17 18 19 20 21

M trhova
cena opcie

M cena
podla CEV

M cenaz
aproximdcie

21

15,00

M trhova
cena opcie

10,00 -
Hcena
podla CEV

5,00 -

@ cenaz

0,00 - s
aproximacie

Obr.4.2: Horny graf porovnava trhovil cenu opcie s datumom expiracie 19.7.2014 pre jednotlivé expiraéné ceny
s hodnotami ziskanymi z presného riesenia CEV modelu a s aproximovanymi hodnotami poéitanymi pre

parametre modelu, ktoré sme ziskali z metddy maximalnej vierohodnosti. Stredny graf ilustruje porovnanie
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realnych a experimentalnych cien pre Cas expiracie 18.10.2014, analogicky plati pre dolny obrazok, kde je cas

expiracie 17.1.2015.

40,00%
30,00% M relativna
20,00% chyba CEV
10,00% M relativna
0,00% - chyba apro.
1 2 3 4 5 6 7 8 9
40,00%
30,00% M relativna
20,00% chyba CEV
10,00% - - M relativna
0’00% __- . . . — I Chyba apro.
13 15 16 17 19 20 21
40,00%
30,00% M relativna
20,00% chyba CEV
10,00% M relativna
0.00% chyba apro.
’ o
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Obr.4.3: Grafy porovnavajuce relativne chyby experimentalnej ceny a trhovej ceny pocitané rovnicou (4.5) pre
CEV model a jeho aproximaciu. Horny obrazok s datumom expiracie 19.7.2014. Stredny graf pre cas

expiracie 18.10.2014 a dolny obrazok S0 splatnost'ou 17.1.2015.
Priemerné relativne chyby pre jednotlivé splatnosti st zahrnuté v tabulke 4.3 a grafe na

obrazku 4.4.

dat. expiracie CEV aproximacia
19.7.2014 | 7,988287% | 7,987782%
18.10.2014 | 9,342254% | 9,341293%

17.1.2015 | 8,909314% | 8,909424%
Tab. 4.3: Priemerné relativne chyby jednotlivych metdd vypoctu pre dané Casy expiracie.

10,00%
9,00%
m CEV
8,00% -
M aprox
7,00% -
19.7.18.10. 17.1.

Obr.4.4: Obrazok graficky ilustruje priemerné relativne chyby metdd pre jednotlivé expiracné Casy.
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4.3 Odhad parametrov CEV modelu zaloZeny na fitovani cien opcii

Pomerne vel'ké rozdiely medzi trhovymi cenami a cenami ziskanymi z modelu sa daja
vysvetlit' postupom odhadovania parametrov: odhadovali sme ich z historickych cien akcii.
Tieto odhady sme pouzili na vypocet opcii. Pre docielenie lepSieho fitovania dat cien opcii v
tejto kapitole odhadneme CEV parametre minimalizaciou suctu Stvorcov rozdielu realnej
trhovej ceny opcie a ceny podl'a CEV modelu. Minimalizovana funkcia V: (0,0) — (0, 00) ma

nasledovny predpis:

V(,B, 6) = Z(Creal(ti) - CEV(Sreal(ti)' T,K,7; 6' B))Zr
i=1

kde n je pocet vyberovych opénych cien, C;(t;) je realna trhova cena opcie v ¢ase t. CEV(.)
je cena eurdpskej call opcie podla vzorca (3.8). Tato formula ma 6 vstupnych hodnoét,
Srear(t;) je redlna cena akcie pozorovand v Case t. T je Cas do expiracie, K- expiracna cena, r -
bezrizikova urokova miera. Do funkcie vstupuja 2 parametrami f a &, ktoré budeme
odhadovat’ nelinearnou metdédou najmensSich Stvorcov. To znamend, ze (ﬁ, 8) =
arg ming 5 V(B,5). Ten isty pristup sme zvolili aj pre odhad parametrov z aproximécie,
CEVgprox(-) oznaCuje cenu eurdpskej call opcie poc€itana tak, Ze sme namiesto presn¢ho
vyjadrenia necentralneho chi-kvadrat rozdelenia pouzili jeho aproximaciu (3.10), t.j. pre

odhad z (3,8) = arg ming s V (B, 6):

V(:Br 6) = Z(Creal(ti) - CEVaprox (Sreal(ti)f T,K,1; 6' :3))2
i=1

datum CEV parametre odhad aprox. parametre odhad
expiracie |sigma beta sigma beta

19.7.2014 0,3522 1,4315 0,3446 1,8636
18.10.2014 0,3065 1,9 0,3633 1,7099

17.1.2015 0,4369 -1,3213 0,4298 -2,5563

Tab. 4.4: Tabulka zahifia odhadnuté parametre pre jednotlivé expiracné ¢asy metddou fitovania.
Odhad parametrov Black-Scholesovho modelu

V pripade odhadovania parametrov z cCasového radu cien akcii sme hypotézu o Black-
Scholesovom modeli testovali ako Statistickli hypotézu v regresnom modeli. Teraz, ked’

fitujeme ceny opcii, analogickl Gcelova funkciu definujeme pre Black-Scholesov model a
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porovname odhadnuté ceny z Black-Scholesovho modelu a CEV modelu s trhovymi. Ako
sme poznamenali na vypocet ceny opcie podl'a Black-Scholesa potrebujeme odhadnut’ jeden
parameter - g, tzv. implikovanu volatilitu. Odhad parametra ¢ sme hl'adali pomocou vzorca
uvedeného v [22].  Volatilita stochastického procesu sa tymto spdsobom urluje
minimalizéciou suctu kvadratov odchyliek realnych cien opcii a teoreticky ziskanych cien

opcii, tak ako sme to robili v pripade CEV modelu v predchadzajucej Casti. Tato myslienka

nas privadza k alohe minimalizovat’ funkciu U: (0,0) — (0,) definovanu predpisom:

n
U(o) = ZICreal(ti) — C(Srear(ty), ti; 0)|%,
i1

kde C(S,t; o) je cena eurdpskej call opcie podl'a vzorca (2.2), Syeq:(t) je realna trhova cena
akcie v Case t a Cpeq(t) je redlna trhova cena opcie v Case t. Parameter o zodpoveda
volatilite stochastického procesu ceny akcie. Argument minima tejto funkcie mézeme potom

povazovat’ za odhad implikovanej volatility ziskany na zaklade ¢asového radu cien opcii a

akeii, t.j.
Oimpt = arg I;1>11(’)1 U(o).
datum | expira¢na trcl;%\:i cena cenaz Cena podl’a | relativna relativna relativna
expiracie cena opcie podla CEV | aproximacie BS chyba CEV | chyba apro. | chyba BS
13| 4,32(4,627121588 | 4,636335736 | 4,629912927 | 7,109296% | 7,322586% | 7,173910%
14 4| 3,7808218 | 3,776700468 | 3,769269736 | 5,479455% | 5,582488% | 5,768257%
15 2,912,995812113 | 2,998076009 | 2,991364347 | 3,303866% | 3,381931% | 3,150495%
16 2,4| 2,33772368|2,317708914 | 2,313548143 | 2,594847% | 3,428795% | 3,602161%
19.7.2014 17 1,78 | 1,7664243|1,744944553 | 1,744620034 | 0,762680% | 1,969407% | 1,987639%
18 1,3| 1,2994293|1,280251561 | 1,284146308 | 0,043900% | 1,519111% | 1,219515%
19| 0,92 0,9309497| 0,9213673| 0,9240023| 1,190185% | 0,148620% | 0,435033%
20 0,580,639378083 | 0,64081058 | 0,651074138 | 10,237600% | 10,484583% | 12,254162%
21| 0,44| 0,4426897|0,438458355 | 0,450073427| 0,611295% | 0,350374% | 2,289415%
13| 4,58 (4,734191195 | 4,776516547 | 4,747937918 | 3,366620% | 4,290754% | 3,666767%
15 3,3(3,194132743 | 3,216361554 | 3,16605672| 3,208099% | 2,534498% | 4,058887%
16 2,431 2,555197967 | 2,566501985 | 2,558734388 | 5,152180% | 5,617366% | 5,297711%
18.10.2014 17 1,95|2,010048174 | 2,011552914 | 1,95001401| 3,079394% | 3,156560% | 0,000718%
19 1,3(1,187469956 | 1,175546051 | 1,10720627 | 8,656157% | 9,573381% | 14,830287%
20 110,893799965 | 0,878539597 | 0,825703958 | 10,620004% | 12,146040% | 17,429604%
21 0,6 | 0,664474946 | 0,647795184 | 0,601780853 | 10,745824% | 7,965864% | 0,296809%
13,69 | 12,8486222 | 12,8839554|13,00100559 | 6,145930% | 5,887835% | 5,032830%
17.1.2015 9,76 | 10,1832777| 10,2011598|10,09321404 | 4,336862% | 4,520080% | 3,414078%
10 8,30| 8,4408229 | 8,4299383|8,198905377 | 1,696661% | 1,565522% | 1,218008%
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12
15
17
20
22
25

6,90
4,50
3,30
1,80
1,05
0,55

6,8161033
4,5781522
3,2987112
1,8001564
1,0727488

0,412627

6,7157623
4,458655
3,2780998
1,904946
1,18061
0,4275752

6,422261142
4,16342747
2,998558969
1,75008526
1,193819488
0,656160646

1,215894%
1,736716%
0,039055%
0,008689%
2,166552%
24,976909%

2,670112%
0,918778%
0,663642%
5,830333%
12,439048%
22,259055%

6,923752%
7,479390%
9,134577%
2,773041%
13,697094%
19,301936%

Tab. 4.5: Tabulka zobrazuje realne hodnoty opcii na akciu firmy SONY so splatnostami 19.7.2014, 18.10.2014

a 17.1.2015 a ceny opcii pocitanych CEV modelom, jeho aproximaciou chi-kvadratu rozdelenia a opcie pocitané

Black-Scholesovym modelom, kde parametre jednotlivych modelov boli ziskané fitovanim redlnych cien opcii.

Posledné 3 stipce tabul’ky ilustruju relativne chyby spomenutych metod poéitané rovnicou (4.5).

O B N W b U

M cena

podla CEV

@ cenaz

20 21

BS

M trhova
cena opcie

aproximacie
B Cena podla

m trhova
cena opcie

19 20

21

BS

M cena
podla CEV
[ cenaz
aproximacie
B Cena podla

15,00

M trhova
cena opcie

17 20

22 25

BS

M cena

podla CEV
M cenaz

aproximacie
B Cena podla

Obr.4.5: Horny graf porovnava trhovli cenu opcie so splatnostou 19.7.2014 pre jednotlivé expiracné ceny s

hodnotami ziskanymi z presného rie$enia CEV modelu, aproximovaného CEV modelu a Black-Scholesovho

modelu, kde parametre jednotlivych modelov boli ziskané fitovanim realnych cien opcii. Stredny graf ilustruje

porovnanie realnych a experimentalnych cien pre ¢as expiracie 18.10.2014, analogicky plati pre dolny obrazok,

kde je Cas expiracie 17.1.2015.
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Obr.4.6: Grafy porovnavajtce relativne chyby experimentalnej ceny a trhovej ceny pocitané rovnicou (4.5) pre

CEV model, aproximaciu CEV modelu a Black-Scholesov model. Horny obrazok s datumom expiracie

19.7.2014. Stredny graf pre Cas expiracie 18.10.2014 a dolny obrazok so splatnostiou 17.1.2015.

splatnost | chyba CEV  |chybazaprox. |chybazB&S
19.7.2014 3,481458% 3,798655% 4,208954%
18.10.2014 6,404040% 6,469209% 6,511541%
17.1.2015 4,702585% 6,306045% 7,663856%

Tab. 4.6: Priemerné relativne chyby jednotlivych metdd vypoctu pre dané Casy expiracie.

10,00%

8,00%

6,00%
4,00%
2,00%

0,00%

19.7.

18.10.

17.1.

M chyba CEV
M chyba z aprox.

m chyba z B&S

Obr.4.7: Obrazok graficky ilustruje priemerné relativne chyby metod pre jednotlivé expiraéné Casy.

41




CEV model zavisi od Siestich parametrov S, 7,K,r,d a [, pricom prvé Styri vstupné
faktory sme ziskali z trhovych hodndt. Parametre modelujuce CEV model § a  nie st zname,
treba ich odhadnat. Odhad parametrov z historickych cien akcii neprinasal uspokojivé
vysledky, pretoze i v kratkodobom ¢asovom horizonte (v naSom pripade mozno povazovat’ 95
dni do expiracie) bola priemerna relativna chyba odhadu ceny opcie pocitanej CEV modelom
takmer 8%. Zaroven sme sa mohli presved¢it’, ze aproximovanie kumulativne]j distribu¢nej
funkcie necetralneho chi-kvadrat rozdelenia, ktoré vystupuje vo vzorci CEV modelu, dava
vel'mi presné hodnoty v porovnani s explicitnym rieSenim.

Odhad CEV parametrov § a 8 prostrednictvom fitovania buducich realnych cien opcii
nam poskytuje z pohl'adu porovnania realnej a experimentalnej ceny lepsi obraz o reélnej
hodnote opcie. Treba ale podotknut, Ze ¢as expiracie zohraval vyznamnu tlohu pri prognéze
cien opcii CEV modelom ako aj Black-Scholesovym modelom. V naSom pripade pre
expiracny doby 95 dni a 137 dni dosahovala priemernd chyba tychto metdd porovnatel'né
¢isla a CEV model ponukol vyrazne lepSie ceny opcii ako Black-Scholesov model len pre

expiracny ¢as 220 dni.
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Z.aver

V tejto diplomovej praci sme sa venovali CEV modelu, ako jednej z moZnosti
ocefiovania opcii inak nez Black-Scholesovym modelom, ktory sa riadi geometrickym
Brownovym pohybom. Vo vzorci pre ocenovanie opcii v CEV modeli je zahrnuta distribu¢na
funkcia necentralneho chi - kvadrat rozdelenia a na to, aby sme mohli pocitat’ ceny opcii v
CEV modeli, potrebujeme urobit’ odhad dvoch neznamych parametrov § a 8. Pouzitie Black-

Scholesovej formuly sa z tohto pohladu zda byt jednoduchsie.

Prvé 2 Kkapitoly prace st venované pojmu opcia a teoretickym vychodiskam
potrebnym na d’alSie nardbanie so stochastickymi procesmi. Druhd Cast’ prace je zamerana na
samotny CEV model, lepSie pochopenie pravdepodobnostnych vlastnosti akcie sledujucej
tento proces a venovali sme sa aj problematike odhadu parametrov procesu. Vysledky
dosiahnuté odhadom parametrov z ¢asového radu ceny akcie, ktord bola Specidlnym pripadom
CEV procesu, sa ukazali ako nedostaCujiice pre opis realnej ceny opcie, a preto sme sa
rozhodli odhadovat’ parametre fitovanim buducich cien opcii, ¢o prinieslo lepsSie vysledky. Z
hradiska porovnania priemernej chyby pre jednotlivé expiracné ¢asy, ale CEV model zretel'ne

prekonal Black-Scholesov model len v ocenovani opcii, ktoré mali najdlhsi expiracny cas.
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