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Abstrakt

KUBALOVA, Lucia: Kvantilova regresia v ekonometrii [Diplomova préacal, Univerzita
Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra apliko-
vanej matematiky a Statistiky; skolitel: Doc. Mgr. Marian Grendar, PhD., Bratislava,
2014, 82 s.

Diplomovéa praca sa zaobera kvantilovou regresiou v ekonometrii . Hlavnym cielom
préace je predstavit teoriu kvantilovej regresie, odvodit optimaliza¢ny problém na od-
had parametrov modelu a popisat algoritmy na jeho rieSenie. V teérii sa zaoberame
zékladnymi vlastnosti odhadov parametrov ako st napriklad vlastnosti ekvivariancie a
asymptoticka teéria. Uloha na vypocet odhadov parametrov kvantilovej regresie sa da
previest na ulohu linedrneho programovania a vyriesit ju pomocou simplexovej metody
a metody vnitorného bodu. Analyzujeme obe metody a predstavime si MM algorit-
mus, ktory riesi zlozitu tulohu kvantilovej regresie pomocou sekvencie jednoduchsich
iloh, ktoré vo vicsine pripadov, vedi k optimu zakladnej ulohy. Nakoniec prace ana-
lyzujeme Americké mzdové data pomocou kvantilovej regresie a podrobne opiSeme

dosiahnuté vysledky.

KTacové slova: kvantil, asymptotika, simplexova metoda, metdéda vniatorného bodu,

MM algoritmus



Abstract

KUBALOVA, Lucia: Quantile Regression in Econometrics [Master Thesis|, Comenius
University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department
of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Doc. Mgr. Marian Grendar, PhD.,
Bratislava, 2014, 82 p.

The master thesis deals with the quantile regression in econometrics. The main ob-
jective of the work is to present a basic theory of quantile regression, to define an
optimization problem associated with the quantile regression and to introduce some
algorithms for the solution of the quantile regression problem. We describe some ba-
sic characteristics of the quantile regression estimator, its equivariance properties and
some basic asymptotic results. Computation of quantile regression estimators may be
formulated as a linear programming problem and solved by the simplex algorithm or
the interior point method. We analyse both of this algorithms and introduce an MM
algorithm, which replaces the difficult optimalization problem of quantile regresion by
a sequence of easier optimization problems, which in the most cases converges to a solu-
tion of the original problem. The last part of this thesis applies the quantile regression

to an analysis of the American income data.

Keywords: quantile, asymptotic, simplex method, interior point method, MM

algorithm
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UVOD

Uvod

Z historického hladiska pojem regresie pochadza z genetiky a bol vytvoreny Francisom
Galtonom v 19. storoc¢i. Vsimol si, ze vysoky rodic¢ia maju tendenciu mat nizke deti
a nizky rodi¢ia zase vysoké deti. Jeho priatel K. Pearson zozbieral Statistické udaje o
vyske jednotlivych ¢lenoch rodiny a zistil, Ze synovia nizsich otcov maju tendenciu byt
vyssi ako priemer vysky otcov a naopak.

V stcasnosti je pri pojme regresia najviac sklonovana klasickd metdéda najmensich
Stvorcov. Myslienka metdédy najmensich Stvorcov je v minimalizovani suctu Stvorcov
odchylok (rezidui).

Menej zndma je [ regresia, ktora je zalozend na minimalizacii suc¢tu absolitnych rezi-
dui. Casto sa jej hovori aj medidnovéa regresia. Je zaujimavé, ze z historického hladiska
je prave [ regresia datovana v strede 18. storocia R.J. Boskovicom, skoro pol storocia
pred publikovanim prace o metéde najmensich Stvorcov.

Jednoduchym rozsirenim medidnovej regresie sa dostaneme ku kvantilovej regresii.
Kvantilovou regresiou modelujeme podmienené kvantily rozdelenia, teda nie len pod-
mienenu stredni hodnotu, ktord ndm pontka standardné regresia. Tymto dostavame
celkovt informaciu o podmienenom rozdeleni. Kvantilové regresia pontka odhad pod-
mienenej kvantilovej funkcie prostrednictvom minimalizacie po Castiach linearnej tce-
lovej funkcie rezidui.

V prvej kapitole diplomovej prace si predstavime zakladné pojmy kvantilovej regresie
a odvodime optimaliza¢nt tlohu pre odhad parametrov kvantilovej regresie. UkaZzeme
si, ako sa da tato uloha kvantilovej regresie previest na tlohu linedrneho programova-
nia [14]. Dalej sa pozrieme na zakladné vlastnosti odhadov modelu, ich asymptotiku,
podmienku optimality a Waldov test na testovanie hypotéz o parametroch modelu.

V druhej kapitole rozoberieme rieSenie tlohy kvantilovej regresie prave pomocou tedrie
linedrneho programovanie. Zavedieme si zakladné pojmy a budeme sa zaoberat dvoma
algoritmami, a to simplexovou metédou pre kvantilovii regresiu a metédou vnatorného
bodu, $pecidlne Frisch-Newtonovym algoritmom.

V tretej kapitole si predstavime MM algoritmus a jeho suvislost s viac znamym EM
algoritmom. UkéZeme si, ako mozeme riesit tlohu kvantilovej regresie pomocou MM

algoritmu. Hlavna cast tejto kapitoly bude spracovana podla ¢lanku [11]. Na konci ka-
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pitoly ilustrujeme pripad pre odhad jedného parametra pomocou MM algoritmu, ktory
naprogramujeme v systéme R.

V poslednej kapitole aplikujeme kvantilova regresiu na Americké mzdové data pre rok
2012. Predstavime si zakladné funkcie z kniZnice quantreg v systéme R na odhad
parametrov ulohy kvantilovej regresie. Podrobne si popiSeme vysledky a sktsime ich

porovnat s inymi rokmi.
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1 KVANTILOVA REGRESIA

1 Kvantilova regresia

Pojem kvantilova regresia zaviedli v roku 1978 Roger Koenker a Gilbert Bassett v
¢lanku [14]. V tejto praci predstavili myslienku, ako ziskat odhad parametrov pre jed-
notlivé kvantily z minimalizacie stic¢tu zoSikmenych absolitnych odchylok. Odvodili i
podmienku optimality pre kvantilovi regresiu a ukazali asymptotickost danych odha-
dov. V roku 2005 publikoval R. Koenker knihu Quantile regression s detailnou tedériou
o kvantilovej regresii a metodami aplikovanymi na prikladoch z ekonémie, financii, bio-
logii ¢ ekologie. Nasledujuca kapitola je spracovana podla prvych kapitol tejto knihy
[13].

1.1 Zakladné pojmy

Definicia 1.1. Nech X oznacuje redlnu ndhodni premenna, ktord je charakterizovand

svojou distribucnou funkciou F(x) = P(X < x). Nech 7 € (0,1), potom
Flir)y=mf{z eR: Flz >71)} (1)

sa nazyva kvantilovd funkcia a hodnota tejto funkcie je T-kvantil nahodnej premennej

X.

Rovnako ako distribu¢na funkcia nahodnej premennej X, tak i kvantilova funkcia
poskytuje kompletny obraz o prislusnej ndhodnej premennej. Z definicie (1) je zrejmé,
ze kvantil sa d& najst ako riesenie jednoduchého optimaliza¢ného problému.

Definujeme po castiach linearnu tcelovi funkciu nazyvanu check function:
pT(u) ZU(T—I(U< 0))7 pre T €& (071)7 (2)

kde I(u < 0) je indikatorova funkecia, ktorej hodnota je 1, ak je argument splneny, inak

je hodnota 0.
1 ue A

0 ug A

I(ue A)=

Sklon check function je teda 7—1 pre u < 0 a 7 pre u > 0. Tato funkcia sa da predstavit
ako naklonend absolutna hodnota, ktorej naklonenie zavisi od volby 7 € (0,1). Pre

najznamejsi kvantil median, kde 7 = 0.5, je check function presne absolitna hodnota.

11



1.1 Zakladné pojmy 1 KVANTILOVA REGRESIA

u(tau—1(u<0))

-10 -5 0 5 10

Obr. 1: Check function pre rézne hodnoty 7 € (0, 1).

Hlavna myslienka, ktort autori predstavili v ¢lanku [14] bola, Ze navrhli merat stratu
pomocou takej stratovej funkcie, za ktora zvolili prave check function p.(u) pre T €

(0,1). Minimalizovanim ocakévanej straty dostavame:

(x — 2)dF(z) + 71 /oo(:c — Z)dF(z). (3)

z

argimin Ep;, (X —2)= (1 — 1)/

—0o0

Zderivujeme danu funkciu (3) podla & a dostaneme:

02(1—7)/96 dF(x)—T/OOdF(x):F(:%)—T. ()

—00
Pokym je distribu¢né funkcia F'(z) monoténna, kazdy prvok mnoziny {z : F(x) = 7}
minimalizuje o¢akavanu stratu (3). Ak existuje inverzna funkcia, tak riesenie je jed-
nozna¢né & = F~1(7). V pripade, Ze inverzna funkcia neexistuje, tak rieSenim je inter-

val. Z vlastnosti, Ze distribu¢né funkcia je spojita zlava

lim F(x) = F(a),

Tr—a~
vyplyva, ze z daného intervalu vyberieme ten najmensi prvok.
Distribu¢nu funkciu F nédhodnej premennej X v praxi ¢asto nepoznéme, a preto ju

nahradime empirickou distribu¢nou funkciou

Faw) = 5 Y10 < o) )

12



1.2 Optimalizacna tloha pre kvantilovii regresiu 1 KVANTILOVA REGRESIA

Potom méZzeme prepisat funkciu o¢akévanej straty nasledovne:
A ) IR A
Bpr(X =) = [ pu(X = )P () = = 3 puoi - 5). ()
i=1
Uloha na néjdenie 7 vyberového kvantilu méze byt nakoniec preformulovana :

min Z pr(z; = &). (7)

£ER <

Je zrejmé, ze ucelova funkcia, ktort chceme minimalizovat je po ¢astiach linedrna

funkcia.

40

35
|

30
|

20
|

15

10
|

-5 o] 5 10 15

beta

Obr. 2: Po castiach linedrna tcelova funkcia pre volbu 7 = % v bodoch (1,2,5,8,11).

Zistili sme, ze kvantily sa daju vyjadrit ako rieSenie jednoduchého optimaliza¢ného
problému (7). Prirodzene sa da toto pozorovanie previezt na vSeobecnejsiu metodu

odhadov parametrov modelu pre podmienent kvantilova funkciu.

1.2 Optimaliza¢ni tloha pre kvantilovi regresiu

Pod jednoduchym modelom linearnej kvantilovej regresie budeme rozumiet
y=XpB:+er, (8)

kde

13



1.2 Optimalizacna tloha pre kvantilovii regresiu 1 KVANTILOVA REGRESIA

® U,x1 je vektor zavislych premennych,
o X, .p sa nazyva matica planu,
e (3, rozmeru p X 1 je vektor parametrov pre dant hodnotu 7 € (0, 1),

e ¢, je vektor chyb, ktorych rozdelenie blizsie nebudeme Specifikovat.

Definicia 1.2. Nech (X,Y)" je ndhodny vektor a Fy|x(y|x) je jeho podmienend

distribuénd funkcia. Podmienend kvantilovd funkcia pre T € (0,1) je definovand:
Qvx(T]x) = Fgllx(ﬂa:) =inf{z € R: Fyx(y|z) > 7}.
Podmienena kvantilova funkcia pre nas model (8) ma tvar:

Qvx(7|z) = 2" 5. (9)
Odhad parametrov BT podmienenej kvantilovej funkcie (9) dostaneme rieSenim opti-

maliza¢nej dlohy:

min 3" p-(y; — o75). (10)
i=1

BERP <
Uloha kvantilovej regresie (10) sa da riesit viacerymi spésobmi. My ju budeme riegit
pomocou teodrie linedrneho programovania a MM algoritmu.
Ak chceme pristupit k rieSeniu prostrednictvom linedrneho programovania, musime
si tlohu (10) preformulovat nasledovne. Ako prvé si zavedieme 2n novych, umelych,
premennych {u;,v; : 1,...,n}, ktoré nam budi reprezentovat kladné a zaporné Casti

vektora rezidui. Potom plati:
minz p-(y; — x'8) = min Z(Tuz + (1 —7)v;)
i=1 i=1
= min[r1 u + (1 — 7)170)].
Ulohu (10) mozeme vyjadrit:

min {71 u+ (1 - 7)120|XB +u—v =y}, (11)
(B,u,v)ERP X RA™

kde 1, oznacuje vektor samych jednotiek dlzky n. Sice sme sa dostali k tlohe line-
arneho programovania, ktort uz vieme riesit, ale za to budeme platit narastom poctu
premennych z p na (p+2n). Metodami, ktoré vyuzijeme na rieSenie danej ulohy (11) sa
budeme zaoberat v dalsich kapitolach. Teraz si povieme niec¢o o vlastnostiach odhadov

parametra modelu (8).

14



1.3 Vlastnosti odhadu parametrov 1 KVANTILOVA REGRESIA

1.3 Vlastnosti odhadu parametrov

Metoda najmensich stvorcov je zalozend na minimalizacii stuctu stvorcov rezidui. De-
rivaciou ucelovej funkcie dostaneme normélne rovnice, ktorych rieSenim dostaneme
odhad parametra B . Tieto normalne rovnice vedi k jednozna¢nému rieSeniu, ak exis-
tuje inverzna matica k matici X7 X. Pre tlohu kvantilovej regresie sa poktisime spravit
podobnu uvahu.

Ozna¢me ucelovu funkciu kvantilovej regresie
R(B) =Y pr(yi — 2 B), (12)
i=1

ktora, ako vieme, je po Castiach linearna a spojita. To znamena, Ze je diferencovatelné,
okrem bodov, kde rezidua y; — 7’3 = 0. V tychto bodoch viak existuje derivicia v
smere.

Derivécia v smere w € RP ucelovej funkcie (12) je:

VR(B,w) = R34 tw)]ecy

— %Z(yz — xiTﬁ — :L“Z-Ttw)[r — (I(y; — x;frﬁ — :EiTtw) < 0)]}i—o

i=1

n
= - Z 1/}:(% - szB7 —x?w)x?w,
=1

kde

Vr(u,v) =
T—I(v<0) u=0.

Ak plati, Ze v bode B je derivacia v smere pre v8etky smery nezéaporna (t.j., VR(B, w) >
0 pre vsetky w € RP s normou || w ||= 1), potom 3 je bod minima t¢elovej funkcie
R(5). Tento vysledok vyplyva z intuicie, Ze bez ohladu na to, do ktorého smeru sa
rozhodneme pohnut z daného bodu B, tak hodnota ucelovej funkcie moéze vzrast. A
tym padom sme v bode minima. Toto minimum v8ak nemusi byt jediné.

Toto tvrdenie vyplyva z faktu, ze tloha kvantilovej regresie sa da previest na tlohu
linedrneho programovanie (11). Z teorie linedrneho programovania vieme, ze ucelovi
funkciu minimalizujeme na polyédri, ¢o je konvexna uzavretd mnozina [17|. TieZ je
zname, ze ak mnozina pripustnych rieSeni obsahuje vrcholy a tloha méa optimélne rie-

Senie, tak optimum je jeden z danych vrcholov. To znamena, Ze ilohu mézeme obmedzit

15



1.3 Vlastnosti odhadu parametrov 1 KVANTILOVA REGRESIA

iba na vrcholy a preverit, v ktorom bude tucelova funkcia neklesajica pre vsetky hrany,
ktoré vychadzaju z daného vrcholu. Toto je myslienka simplexovej metédy, ku ktorej
sa vratime v nasledujucej kapitole.

Teraz si predstavime oznacenia, ktoré nam budu prospesné pre zavedenie

zékladnych vlastnosti odhadu parametra BT pre tlohu kvantilovej regresie.

Ozna¢me mnozinu A = {1,2,...,n} a jej p—prvkovi podmnozinu 5 C .4". Nech h
oznacuje prvky mnoziny . X (h) oznacuje podmaticu matice X, s riadkami {z; : i €
h} a y(h) oznacuje p—prvkovy vektor s prvkami {y; : i € h}. Prvky h maja prislacha-
jici komplement h = .#"\h a plati, Ze matica X (h) je velkosti (n — p) X p, matica s
riadkami {z; : i € h} a podobne (n — p)—prvkovy vektor y(h) s prvkami {y; : i € h}.
Vdaka tomuto oznaceniu modzeme vyjadrit akékolvek pripustné béazické rieSenie pre-

chadzajice bodmi {(z;,y;),1 € h} ako
b(h) = X (h)~"y(h). (13)

Samozrejme za predpokladu, Ze matica X (h) je regularna. Je zjavné, ze danych pri-
pustnych béazickych rieseni je prilis mnoho, a to (Z) = O(nP).

S tymto oznacenim sa vratime naspéat k smerovej derivacii, aby sme odvodili podmienku
optimality pre tlohu kvantilovej regresie (10). Teraz moézeme upriamit pozornost na
kandidata na rieSenie z (13). Pre niektoré h sa moze stat, ze matica X (h) bude singu-
larna. Tento fakt nam vSak nemusi robit starosti, bude nam stacit, ked sa obmedzime
len na také h, pre ktoré bude prislusna matica X (h) regularna.

Z predchadzajiceho pozorovania vieme, ze podmienka optimality pre (13) si vyzaduje

overenie nezapornosti smerovej derivacie vo vSetkych smeroch. Plati:
T T, N\, T
VR(b(h E iy — x; b(h), —x; w)x; w.

Preparametrizujme smer v = X (h)w a dostaneme:

n

VE(b(h), X Z Y (ys — i o(h), —af X ()" v)af X(h) ™
Optimalitu mame zarucenu vtedy a len vtedy, ked:

0<— Z¢ i — 2L b(h), —zT X () *0)zT X (k) 1o,

16



1.3 Vlastnosti odhadu parametrov 1 KVANTILOVA REGRESIA

pre vSetky smery v € RP. Mdzeme si vSimnut, Ze vhodnym usporiadanim prvkov A
dostaneme e/ = 27 X(h)~! pre i € h, kde vektor e; je i-ty bazovy vektor. S tymto

poznatkom dostavame:

0< =Y 20, —v)v; — Y _ Wiy — ] b(h), —x] X (k) 'v)z] X (h) "o
i€h ich
= —> v — &M (14)
i€h
:—Z(T— v; < 0)) S,
i€h

kde
& = 3w (ys — 2 Tb(h), —aT X () o)aT X ()
Definicia 1.3. Hovorime, Ze pozorovania (y,X) si v netrividlnej pozicii, ak pre nejaké
h plati:
yi —xib(h) #0 Vid h.

Veta 1.4. Ak si pozorovania (y,X) v netrividlne pozicii, potom ezistuje rieSenie pre
dlohu kvantilovej regresie (10) v tvare b(h) = X (h) 'y(h) vtedy a len vtedy, ked pre

nejaké h plati:
71, (k) < (1— 7)1, (15)

kde €7(h) = Y ;i Ur(yi — 2] b(h)zl X (h)™! a ¥, = 7 — I(u < 0). Navyse plati, Ze
riesenie b(h) je jediné vtedy a len vtedy, ked mdme ostré nerovnosti v (15). Inak plati,

Ze mnozina rieSeni je konvexny obal niektorych pripustnijch rieSenim v tvare b(h).

Dokaz. Mozeme si vSimnut, ze priestor smerov v € RP je linedrnym obalom smerov
v = te;, kde (i =1, ..., p). To teda znamené, Ze podmienka pre smerovu derivaciu plati
pre vietky smery v € RP len vtedy, ked plati pre 2p vSeobecné smery v = *e;.

Ak zoberieme za smer v = e;, i = 1, ..., p z nerovnosti (14) dostavame:

—(r—=1)—=&(h) >0 i1=1,..,p.
Pre v = —e; mame:

T+&Mh) >0 i=1,..,p.
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1.3 Vlastnosti odhadu parametrov 1 KVANTILOVA REGRESIA

Kombinécia tychto dvoch nerovnosti a z faktu, ze (y, X) st v netrividlne pozicii plati:
—71, <&(h) < (1—1)1,.

Tymto sme dokazali prva ¢ast tvrdenia. Druhu cast o jednoznacnosti riesenie b(h)
dokazeme nasledovne jednoduchou tvahou. Vieme, ze ucelova funkcia (12) je konvexna,

to znamena, Ze jednoznacné rieSenie dosahuje vtedy, ak pre smerovi derivaciu plati:
VR(b(h),w) >0, Yw #0,.

To znamend, ze do ktoréhokolvek smeru sa pohnem, hodnotu ucelovej funkcie len
ZVySim. f)alej uz pokracujeme tak ako na zaciatku tohto dokazu, len vSade namiesto

nerovnosti bude ostra nerovnost. OJ

Veta 1.5. Nech P, N a Z oznacuju pocet kladnijch, zipornijch a nulovijch prvkov vektora
reziduiy—XBT. Ak matica planu obsahuje intercept (t.j., ak existuje taky vektor o € RP,

zZe Xao = 1,,), potom plati:

N<nr<N+Z

P<n(l-1)<P+Z
Doékaz. Vieme, ze BT je optimalne rieSenie, ak je splnené podmienka

n
=D Wiy~ af B —afw)zfw > 0
i=1

pre vietky smery w € RP. Potom musi platit tato podmienka aj pre o € R? spliajice

Xa =1,. Tym dostavame:
- Zw:(yz - szBT? _1) > 07
i=1

¢o vedie k nerovnosti:

tP—(1—-7)N—-(1-71)Z<0. (16)
Podobne, ak za smer zvolime w = —a ziskame nerovnost:
—TP+(1—7)N—-7Z<0. (17)
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1.3 Vlastnosti odhadu parametrov 1 KVANTILOVA REGRESIA

Vyuzijeme fakt, ze sucet P + N + Z = n. Do nerovnice (16) dosadme postupne N =
n—P—ZaP =n—N-—Z. 7 prvej substitucie priamo ziskame nerovnost P < n(1—r7)
a z druhej substitticie Tn < N + Z.

Podobne do druhej nerovnosti (17) postupne dosadime Z =n—N—-PaN =n—P—Z7
a dostaneme d'alsie dve nerovnosti N < tnan(l—7) < P+Z. Spojenim tychto Styroch

vysledkou je dokaz hotovy. n

Désledok 1.6. Ak Z=p, potom podiel zdpornijch rezidui je priblizne T

N N
Do, AP
n n

Y

a podiel kladnych rezidut je priblizne (1 — )

LSRR it )
n n

1.3.1 Vlastnosti ekvivariancie

Predpokladajme, Ze mame model, v ktorom je premenna teplota merana vo Fahrenhei-
toch a my chceme prejst k inej jednotke, ako st napriklad stupne Celzia. Ocakévame, ze
tato zmena v jednotkéch nebude mat zasadny vplyv na nas odhad parametrov modelu.
Ozna¢me odhad parametra modelu zaloZeny na pozorovani (y, X') pre pevné 7 € (0,1)
ako B(T;y,X ). V nasledujicej vete (Koenker a Bassett, 1978) st zhromazdené Styri

zékladné vlastnosti ekvivariancie pre /3 (159, X).

Veta 1.7. Nech matica A velkosti p X p je requldrna, v € RP a a > 0. Potom pre kaZdé
7 € (0,1) plati:

(i) B(rsay, X) = aB(r;y, X)

(74) B(T; —ay, X) = —aﬁ(l — 71y, X)
(447) B(T;y+X% X) = B(r;y,X) +7
( LB(

i) Bry, XA) = T3y, X).

Dékaz. Ucelovi funkciu (12) mozeme prepisat nasledovne:
n

R(: 7y, X ZpT 8) = Ir — = + S sgn(yi — o7 B)l(yi — 27 B),

2 2
=1
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1.3 Vlastnosti odhadu parametrov 1 KVANTILOVA REGRESIA

kde funkcia

-1 =<0
sgn(z) =< 0 =
1 x> 0.

Teraz si moézeme vSimnut, ze plati:

(1) AR(B;7,y,X) = R(AB; 7, My, X), A€ (0,00)

(1)) — AR(B;1,y,X)=R\G;1 —71,\y, X), A€ (—00,0)

(éir) R(B;7y, X) = RB+7vimy+ Xy, X), veR’

(iv) R(Bi7,y. X) = RAT'B;7,y, XA),  [Ay| #0.

A tymto je veta dokézana. O

Pozndmka: Vsimnime si, ze vlastnosti (i) a (i7) st ekvivariancia Skaly, vlastnost (iii)
je ekvivariancia posunu a vlastnost (iv) je ekvivaciancia preparametrizovania matice

planu.

Za predpokladu, ze matica planu obsahuje intercept, nas priklad so zmenou jedno-
tiek teploty sa da lahko pretransformovat z parametra B (7;y, X) vo Fahrenheitoch na

~

3(B(r;y,X) — 327) v stupiioch Celzia. V predchadzajiicom predstavuje v podmienku

9
interceptu (Xv = 1,,). Pre volbu 7 je typické zobrat prvy bazicky vektor e;.

Dalsou uzito¢nou vlastnostou, ktorou disponuje kvantilové regresia je ekvivariancia na
monotonnu transformdciu. Nech h(.) je neklesajuca funkcia na R. Potom pre ndhodnu

premenntu Y plati:

Qry) (1) = h(Qy(7)).

Tato vlastnost ndm hovori len to, Ze kvantily transformovanej ndhodnej premenne;j
h(Y) st jednoducho transformované kvantily pévodnej ndhodnej premennej Y. Tato

vlastnost vyplyva z tvrdenia, Ze pre monoténnu funkciu A(.) plati:
P(Y <y)=P(h(Y) < h(y)).
Avsak, pre stredni hodnotu tato vlastnost neplati:

Eh(Y) # h(E(Y)).
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1.3 Vlastnosti odhadu parametrov 1 KVANTILOVA REGRESIA

1.3.2 Asymptotickd normalita odhadov

Veta 1.8. (Koenker a Bassett, 1978)

Uvazugme linedrny model
yi=xlB+u i=1,2..n

s nezdvislymi, rovnako rozdelenymi chybami {w;}, ktoré maji spolocni distribucni fun-
kciu F a pozitivnu hustotu f pre F~1(7). Potom hustota odhadu ,@T md tvar:
g(b) =Y P{&®) e CHXM) ][ £l ® - 5) + F7H(r)), (18)
hest ich

kde &,(b) = 3, r(yi — 2ib)a! X ()™ a mnoZina C oznacuje kocku [T — 1, 7P

Dokaz. 7 vety (1.4) plati, ze 3. = b(h) = (X(h))y(h) vtedy a len vtedy, ked
&n(b(h)) € C. Nech B(b,0) = b+ [—0/2,0/2]P pre kazdée b € RP. B(b,d) je kocka

so stredom b s hranami o dizke §. Plati:

P{B, € B(b,0)} = Y P{b(h) € B(b,0),&(b(h)) € C}

heA
= Y EI(b(h) € B(b,6))P{&(b(h)) € Cly(h)}.
hes#

Vydelime obe strany objemom B(b,d) = 0P a posleme 6 — 0, aby sme dostali tvar
hustoty:

o(8) — tim P € BOOY 5 BIOW) € BOD) pee 0 ¢ ey,

5—0 b 5—0 p
5 heAH 5

Prvy ¢len sumy ide k zdruZenej hustote vektora X (h)~'y(h), ktorti mézeme prepisat
podla:

=11/

ich
na

foxmy-1y mITLr(x — @ B+ F7(7))

i€h

W [ (F o= B.) + F (7).

i€h
Mozeme si v8imnut, Ze pre také h, kde X (h) je singularna, k hustote sa ni¢ nepridava.
Druhy ¢len, a to podmienena pravdepodobnost ide k P{&,(b) € C}.

Spojenim oboch ¢asti vysledkov dostaneme dana hustotu g(b). O
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1.3 Vlastnosti odhadu parametrov 1 KVANTILOVA REGRESIA

Avgak z praktického hladiska je séitancov pre danu hustotu (Z), ¢o nie je velmi
sikovné v aplikicidch. Preto sa musime vydat cestou, ktorou sa vybrali v teérii naj-
mensich Stvorcov a spravit asymptoticka aproximaciu pre teériu kvantilovej regresie.
Predpokladajme, ze vy, s, ..., y, st rovnako rozdelené a nezavislé nahodné premenné
so spolo¢nou distribu¢nou funkciu F. Predpokladajme eSte, Zze ' mé spojiti hustoty f

v blizkosti &, = F~Y(7) s f(&;) > 0. Uelova funkcia pre 7- vyberovy kvantil ma tvar:

= irglf <§ € Rjn™* iilpT(yi —¢) = min!) .

Dana suma je sucet konvexnych funkcii, teda mnozina je tiez konvexna. Prislusny

gradient ma tvar:

n

gu(&) =n" Y (g < &) —7),

i=1
a je monotonny v . Samozrejme, pre niektoré kvantily plati, ze y; = €. V tomto pripade
potrebujeme prejst k smerovej derivacii, ktori sme uz rozoberali v predchadzajacich
castiach. Toto vSak nie je dolezité pre nasledujicu tvahu.

Funkcia g, je monoténne rastica v & a z monoténnosti vyplyvy, ze éT je vacsie ako &

vtedy a len vtedy, ked ¢,(£) < 0 a teda:
P{Vn(é: — &) > 6} = P{ga(& +6/v/n) < 0}
= P{n! Z(I(yi <& +6/vn)—T1) <0}

Mézeme si v8imnut, ze sCitance nadobtudaju hodnotu (1 — 7) s pravdepodobnostou
F(& +0/+/n) a —7 s pravdepodobnostou 1 — F'(&; 4+ §/+/n). Dostali sme alternativne
rozdelenie. M6zeme pouzit DeMoivreovu-Laplaceovu centralnu limitna vetu a popisat
asymptotické spravanie fT.

Stredna hodnota mé tvar:

E(gn(& +6/vn)) = (F(& +6/vn) = T) =useo )6/ VN

a disperzia:

D(gn(&- +0/vn)) = F(& +6/vn)(1 = F(& +0/v/n)) /1 —nsee 7(1 = 7) /1.
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1.3 Vlastnosti odhadu parametrov 1 KVANTILOVA REGRESIA

Ozna¢me mnozinu w? = 7(1 —7)/f%(&,) a pouzitim DeMoivreovej-Laplaceovej central-

nej limitnej vety dostéavame:

PIVRE —£)> 6} P {gn@ +6/Vi) — f&)S/NVR _ 5}

m(1—7)/n
—1—®(w1d),

kde ®(z) je distribu¢né funkcia normovaného norméalneho rozdelenia. Z toho dostavame

asymptotické rozdelenie pre fT

\/ﬁ(gT - g‘r) ~ N(O’wg)'

Rozsirme predchadzajicu ivahu na zdruzené rozdelenie pre niekol’ko kvantilov. Ozna¢me

én = (émém, ...,éTm) aCn=(&y,8n, - &, ) a dostavame:

\/ﬁ(ér - C‘r) ~ N(O> Q)’

7i(1—75)
fE=H ) (F=H(14)))°

pre i < j. Analogia medzi vyberovymi kvantilmi v one-sample modeli a regresnymi

kde 2 je kovarianéna matica Q(7y, ..., 7, F') velkosti mxm s prvkami w;; = (

kvantilmi v linedrnom modeli je velmi podobné v ich asymptotickom spravani. Nasle-

dujica veta ndm to explicitne uvadza.
Veta 1.9. Predpokladagme klasicky linedrny regresny model
yi = ] B+ u;,

kde chyby {u;} si nezdvislé, rovnako rozdelené a maji spolocni distribuéni funkciu F
s prislusnou hustotou f, pre ktoru plati f(F~'(7;)) > 0 prei = 1,...,m. Predpokladajme,
Ze Q, =n 1Y xuwl konverguje ku kladne definitnej matici Qo. Potom zdruZené asymp-
totické rozdelenie odhadov kvantilovej regresie G = (Bp(10)T, ..., Bu(Tin)T)T md tvar:

~ N

V(G =€) = (Vn(Ba(Ty) = B(7)))er ~ N (0,2 ® Qp ).
Dékaz. Forméalny dokaz mozeme najst v ([14]). O

Pre pripad, ked chyby merania nie st nezéavislé a rovnako rozdelené je asymptotickéa

teoria pre (3, trochu komplikovanejsia. Avsak plati [13] :
Vi(By — Br) ~ N(0,7(1 — 7)H; J, H V),
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1.3 Vlastnosti odhadu parametrov 1 KVANTILOVA REGRESIA

kde

n
Jo(7) =n~" Z riwl
i=1

H,(7) = lim n~* sz%sz(fz(T))

n—00 -
=1

1.3.3 Waldov test

Klasicka tedria linearnej regresie predpokladé, ze podmienené kvantilové funkcie odozvy
y, zodpovedajice premennym x, si navzajom rovnobezné. To znamené, ze odhad ko-
eficientov pre sklon je rovnaky na vSetkych kvantiloch. V praxi vsak st odhady sklonu
kvantilovej regresie rozne rozhadzané. Jeden zo zékladnych problémov kvantilovej re-
gresie zahfna i testovanie rovnosti pre parametre sklonu naprie¢ jednotlivych kvantilov.
UvaZujme zovieobecnent linearnu hypotézu pre vektor parametrov ¢ = (8(m1)7, ..., B(7,) )T

v tvare:
Hy:RC=r
s testovacou Statistikou
T, = n(RC =) [RV'RT)H(RE =),
kde V,, je mp X mp matica s 77 blokmi
Vlmi, 75) = [1i(1 = 1) Ho (7)™ (73, 73) Ho () "

Matice H,(7) a J,(7) sme definovali v predchadzajtcej Casti.

Testovacia Statistika 7}, je asymptoticky Xg rozdelend za platnosti hypotézy Hy, kde
pocet stupnov volnosti ¢ je hodnost matice R.

Tato formulacia nam dava do ruk Siroka skalu testov, od jednoduchych testov pre
samostatné koeficienty kvantilovej regresie, az po zlozité, ktoré zahinaji mnoho pre-
mennych na rozli¢nych kvantiloch.

V dalsich dvoch kapitolach sa vratime k optimaliza¢nej tlohe kvantilovej regresie (10)

a predstavime metédy na jej rieSenie.
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2 Uloha kvantilovej regresie a
lineArne programovanie

Predpokladame, Ze ¢itatel je oboznameny so vSeobecnou teédriou linearneho programo-
vania. Zakladné pojmy linearneho programovania mozeme najst v literatare [17].

Pod tulohou linearneho programovania chapeme optimalizovanie linedrnej tcelovej fun-
kcie pri linearnych obmedzeniach. Ozna¢me maticu A € R™*", vektory ¢,z € R" a
vektory b,y € R™.

Berman vo svojej knihe [3| uvadza, Ze ststava linedrnych nerovnosti sa da previest na
stustavu linedrnych rovnosti na vhodne definovanych konvexnych kuZzeloch. Konvexny

kuzel definujeme ako mnozinu K C R"™, ktora je uzavreta na:
e nasobenie nezapornym skalarom, a X' C K pre a > 0
e konvexni kombinaciu, aK + (1 — a)K C K pre a € (0, 1).

Bude uzito¢né zavedenie primérnej tlohy linearneho programovania vo vseobecnejSom

tvare:
min{c’z|Az — b€ T,z € S}, (19)

kde mnoziny 7" a S st Tubovolné uzavreté konvexné kuzele.

K danej primarnej tlohe (19) zodpoveda duélna:
max{b'y|c — ATy € S*,y € T*}, (20)
Yy

kde mnoziny T a S* st prislusné dualne mnoziny k 7" a S. Pricom dualna mnozina

pre konvexny kuzel K je definovana:
K*={yeR"z"y >0,z € K}.

To znamend, Ze napriklad, ak K = R", tak K* = 0,, alebo ak K = R, tak K* = R}

a ich karteziansky sucin.

Veta 2.1. (Veta o dualite). Majme dvojicu navzdjom dudlnych iloh. Potom plati jedno

z nasledugicich tvrdeni:

25



2 ULOHA KVANTILOVEJ REGRESIE A
LINEARNE PROGRAMOVANIE

1. Obe tulohy maji optimdlne riesenie a hodnoty ucelovijch funkcii sa v danom opti-

mdlnom riesent rovnaji.

2. Jedna z uloh nemd pripustné rieSenie a druhd tloha md neohranicené pripustné

riesenie.
3. Ani jedna z dangjch iloh nemd pripustné rieSenie.
Dékaz. Dokaz modzeme najst v [17]. O

Veta 2.2. (Veta o komplementarite). Pripustné riesenie x primdrnej ilohy a y

dudlnej ulohy su optimdlne rieSenia vtedy a len vtedy, ked platia nasledujice podmienky

komplementarity:
Y (Zai]‘l'j —bz> :0, Vi = 1,...,m
j=1
(Zaijyi—cj> X :0, \V/]: 17...,71
i=1
Dékaz. Dokaz modzeme najst v [17]. O

V predchédzajucej kapitole sme sa dozvedeli, Ze tloha linearnej kvantilovej regresie
sa dé& previest na ulohu linedrneho programovania (11). Vratme sa k tlohe linearne;

kvantilovej regresie:

ktorit mozeme teda prepisat na tlohu:

min {710 u+ (1 — 7)1 0|y — Xb=u—v,b € R?, (u,v) € R¥"}. (21)
(b,u,v)G]RPX]Ri"

MozZeme si vSimnut, ze uloha (21) mé tvar Bermanovej tulohy z (19), kde:
e c= (0], 71, (1 —7m)11)"
o z = (b uT v
o A=[X,I, —1I]
e b=y
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e I'=0,
e S=RPx ]Ri”.
K primarnej alohe (21) existuje dudlna tloha, ktora ma tvar:
T T3 o n
géﬁagg{y dX'd=0,de[r—1,7]"}. (22)

Mnozinu obmedzeni sme ziskali pomocou:

0, X7
71, - I, |de0,xR¥.
(1—-7)1, —1I,

Preparametrizujeme duélnu tlohu pre a = d + (1 — 7)1,, a dostaneme novy problém:

max{y’a|XTa = (1-7)X"1,,a €[0,1]"}. (23)

a€R"
Vidime, ze sme dostali dualnu tlohu, ktorej vektor rieSeni a lezi v jednotkovej n- roz-
mernej kocke.
Ako sme uz avizovali v prvej kapitole, staci sa pozerat na vrcholy mnoziny obmedzeni,
pretoze ak existuje optimalne rieSenie danej tlohy, tak tymto rieSenim je jeden z vrcho-
lov. Tieto vrcholy sme indexovali pomocou bazickych prvkov h mnoziny ¢ a vyjadrili

sme ich ako:

Pre dané prvky plati:

u(h) = (y — Xb(h))*
v(h) = (y — Xb(h))™.
7 vety o dualite [17] vyplyva, Ze pre optimalne riesenie {(b, @, 0), d} musf platit:
170+ (1 —7)17%6 = y7d.
Optimalne d = (d(h), d(h)) dostaneme postupne tak, Ze pre pozorovania i € h z pod-

mienok komplementarity plati:
~ T ’&1 >0

27



2 ULOHA KVANTILOVEJ REGRESIE A
2.1 Simplexova metéda LINEARNE PROGRAMOVANIE

aak i € h, tak J(h) uré¢ime nasledovne z obmedzenia X7d =0 :

d(h)

XTd=[X"(h), X" (h)] |
d(h)

= X"(h)d(h) + X" (h)d(h) = 0

d(h) = =[X(A)"T X (B)"d(h).

RieSenie ci(h) dudlnej ulohy pre bazické rieSenie h zodpoveda vektoru —&(h) z vety

(15). Vidime, Ze z obmedzenia d(h) € [r — 1,7]? je splnené i podmienka optimality.

2.1 Simplexova metéda

Simplexovi metodu predstavil Dantzing v roku 1947 [17]. Je to zékladna metoda,
ktora sa pouziva na rieSenie tuloh linedrneho programovania. Predpoklada, Ze mnozina
pripustnych rieseni obsahuje vrcholy. Za predpokladu, ze ucelova funkciu minimalizu-
jeme, odstartujeme z niektorého z pripustného vrcholu a najdeme, pokial existuje, taki
hranu, ktoré vedie do mensich hodnét tucelovej funkcie. Ak bola dana hrana tseckou,
tak sa dostaneme do d'alsieho bodu. f)alej iterativne pokrac¢ujeme, pokym uz neexistuje
pri danom vrchole hrana, ktord by nas doviedla do mensich hodnot tcelovej funkcie.
Potom sme v optimalnom rieseni a algoritmus kon¢i. Moze sa vSak stat, ze pri danom
vrchole existuje hrana, ktora by nas mohla doviest do mensich hodnét acelovej funkcie,

ale tato hrana nie je tusecka, ale polpriamka. Potom dostavame neohranicené rieSenie.

2.1.1 Simplexova metdéda a tloha kvantilovej regresie

V roku 1974 predstavili Barrodale a Roberts v ¢lanku [2] modifikovany simplexov al-
goritmus na vypocet parametrov medianovej regresie. Neskor v ¢lanku [15] Koenker a
d’Orey tento algoritmus zovSeobecnili na odhad parametrov pre vsetky kvantily.

V niektorych tlohéch linedrneho programovania nie je jednoduché urcit pripustny po-
¢lato¢ny vrchol. AvSak pre pripad kvantilovej regresie zvolime za pripustny pociatocny
vrchol ktortikoI'vek mnozinu prvkov h, ktora spliia regularitu matice X (k). Ozna¢me
dani mnozinu prvkov pre pripustny pociatocny vrchol hyg.

Pre modifikovany simplexov algoritmus vyuZzijeme poznatky, ktoré sme nadobudli v
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prvej kapitole. Uvazujme tcelovu funkciu kvantilovej regresie

=Y pely
=1

a jej smerovi derivaciu v bode b(hg) = X (hg) 'y(ho) a v prislusnom smere §
VR(b Zw . — 2T b(ho), —2T8)aTs.

V prvej kapitole sme si ukazali, Ze pre optimélne rieSenie plati, nezapornost smerovej
derivécie vo vietkych smeroch (t.j., VR(D,8) > 0 pre vietky § € RP).

Z doévodu, ze sa uz nachadzame v pripustnom vrchole pre prvky hg, mozeme zuzit
vyber smeru na smer po hrane, ktora vychédza z daného vrcholu. Ttito hranu mézeme

vyjadrit parametricky nasledovne:
7](0,, ho, (5]) = b(ho) —+ adj,

kde 0; predstavuje j-ty stlpec matice X(h)~" a a je skalar, ktory ma za tlohu kontro-
lovat, kde na hrane sa nachadzame.
V predchadzajicej Casti sme sa dozvedeli, Ze vektor rieseni dualnej tlohy d(h) zodpo-
veda vektoru —¢(h) z vety (1.4)
d(h) = —&(h) = =[X ()" > waabs (ys — 2 b(h),
ich

kde
v, =7 —1(u<0).
Nech d(h) ma tvar:

d(h) = =[X(W) ") witbe (i — ] b(h)).
ich
Ak §; predstavuje j-ty stlpec matice X (h)~!, tak pre i € h plati, Zze 276, = 0 ak j # i.

Pre j =i je 21 d; = 1, tym padom pre takyto smer d; plati :

VR(b(h ZwT z; b(ho))a; 0,
= _Z¢T( Y; Tb h() Z@/Jr Yi Tb h’U)) ZT(SJ
ich ich
=1—7 + d](h)
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a podobne pre —d;:
VR(b(ho), —0;) = T — d;(h).

Ak st tieto smerové derivacie nezaporné pre vsetky j = 1, ..., p, tak potom mame spl-
nent podmienku optimality pre tlohu kvantilovej regresie d(h) € [t — 1, 7]?.

Ak nie st smerové derivacie nezaporné, potom urcite existuje hrana, ktorou poklesne
hodnota ucelovej funkcie R(b), a tak sa dostaneme do nového vrcholu. Avsak takychto
hran moze byt viac. Je vela teorii, akym pravidlom sa riadit pri vybere spravnej hrany.
My pojdeme po tej, ktora je najstrmsia, teda taka, v ktorej bude smerova derivacia naj-
negativnejsia. Toto je zakladna myslienka modifikovanej simplexovej metody pre tlohu
kvantilovej regresie, ktora sa vyuziva i v kniznici quantreg v Statistickom programe
R. Podrobnejsie o tejto metode sa da najst v élanku [15]. MoZeme si eSte vSimnut, Ze
tento algoritmus sme rozoberali pre fixné 7 € (0, 1). Obycajne vSak chceme odhad para-
metrov pre jednotlivé kvantily. Preto je praktické pouzit parametrické programovanie.

Moézeme sa o hom viac docitat v [13], [17].

2.2 Metdéda vniatorného bodu

Nasledujuca cast je volne spracovana podla [18], [12] a [13].

Simplexova metoda sa velmi ¢asto vyuziva v praxi. Podarilo sa vSak zostrojit taky
problém linedrneho programovania, v ktorom algoritmus navstivi vSetky vrcholy, kym
sa dostane do optima. To znamené, Ze pre velké tlohy moéze dani metoda konvergovat
dlho a numericky nemusi byt presna. Prave z toho dévodu odstartoval vyskum inych
alternativnych algoritmov. Metoda, ktoré sa ujala a zacala sa pouzivat sa vola metdda
vnutorného bodu. Na rozdiel od simplexovej metdédy neprebieha po hranici mnoziny
pripustnych rieSeni, ale vo vnutri tejto mnoziny.

Standardnt primérnu tlohu linearneho programovania definujeme v tvare
(P) min{c"x|Az = b,z > 0}.
x

Mnozinu pripustnych rieSeni primérnej tlohy linedrneho programovania (P) oznacu-

jeme:

P ={x e R"|Az = b,z > 0}.
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Podobne definujeme mnozinu vntutorny bodov:
P = {z € Plz > 0}
a mnozina optimalnych rieSeni ma tvar:
P* = {z € Plc'z* < Tx,Vx € P}.
K danej priméarnej ulohe (P) existuje dudlna uloha v tvare:
(D) rr;?zx{bTy\ATy +z=r¢s>0}.
Mnozinu pripustnych rieseni oznacujeme:
D={(y,2) e R" x R"|ATy + 2 =1¢,5 >0},
mnozina vnutornych bodov dualnej tlohy ma tvar:
D° = {(y,2) € D|s > 0}
a mnozina optimalnych rieSent:
D* = {(y*,2*) € D|b'y* > b'y, V(y,z) € D}.
Metoda vnitorného bodu si vyzaduje splnenie dvoch predpokladov:
e Predpoklad 1: Matica A,,», ma plna hodnost.

e Predpoklad 2: Mnoziny vntitornych bodov P? a D sit neprazdne.

Doélezitym pojmom tedrie metédy vnitorného bodu je pojem logaritmickd bariérova

funkcia, ktori definujeme nasledovne.

Definicia 2.3. Pod pojmom primdrna logaritmickd bariérovd funkcia rozumieme fun-
kciu
B(z,pu) =’z — ,uZlnxi,
i=1

kde p > 0.
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Namiesto p6vodnej primérnej tlohy linearneho programovania (P) budeme mat nov

tlohu, ktora mé tvar:

(P,) min {B(x, u)|Az = b}.

zeRY |

To znamena, Ze bariérova funkcia je funkciou, ktori budeme minimalizovat namiesto
nasej ucelovej funkcie ¢’'z. MoZeme si vimnit, Ze sme presli ku nelinearnej tcelo-
vej funkcii, tym padom sa tato nova tloha bude riesit pomocou nastrojov nelinear-
neho programovania. Presli sme k novej triede transformac¢nych bariérovych tloh pa-
rametrizovanych p > 0. [12] Tiez si vSak mozeme vSimnut, Ze z tvaru ucelovej funkcie
B(z,pu) = ¢"z — p >0 Inx; sa rieSenie tejto novej dlohy pre postupnost p — 0, blizi
k rieSeniu nasej povodnej ulohy. Bariéra py ) | Inz; nam zabezpecuje, Ze sa budeme
nachadzat vo vnutri mnoziny pripustnych rieSeni. Dovodom je fakt, Ze ked sa budeme
blizit k hranici, ¢ize x — 0, tak hodnota bariéry bude lim, ,o+py ;. Inz; = —oo.
Tym padom hodnota novej ucelovej funkcie lim, o+ B(x, i) = oo.

Za bariéru sa vo v8eobecnosti mézu vziat aj iné funkcia ako je prirodzeny logaritmus.
Prirodzeny logaritmus berieme z toho dovodu, lebo sa ukézal byt uzito¢ny v praxi.
Dovodom je i to, ze nova primarna tloha (P,) je rydzokonvexna [18] a pri zachovani

primarno-dualnej symetrie ju mozeme aplikovat aj na primarnu i dualnu alohu. [6]

Definicia 2.4. (Centrdlna trajektoria). Nech z(u) je optimdlne riesenie pre pu > 0
ilohy (P,). MnoZinu {z(p)|p > 0} sa nazgva primdrna centrdlna trajektoria.

Nech (y(p),s(p)) je optimdlne riesenie (D). MnoZinu riesent {(y(u),s(p))|p > 0}
nazyvame dudlna centrdlna trajektoria.

Nakoniec primdrno-dudlna centrdlna trajektoria je mnozina {(x (), y(p), z(1))|pn > 0}.

Viac o centralnej trajektorii sa mozeme dozvediet v praci [18].
Metody vnatorného bodu rozdelujeme na primérne, dudlne a primarno-dualne, podla
toho, ¢i iteracia algoritmu prebieha v priestore primarnej, dualnej tloha, alebo v pries-
tore kartézkeho sucinu oboch. Suc¢asné metody sa zaoberaju primarno-dudlnym riese-
nim tlohy. [§]

Prechod na nové ulohy (P,) a (D,) nam déava moznost pouzit Lagrangeovu metodu
pre fixny parameter p > 0. V tomto pripade st Lagrangeove podmienky nutné i po-

sta¢ujice podmienky optimality. [8]
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2.2.1 Newtonova metoda

Uvazujme tlohu, v ktorej tcelovéa funkcia f(z) je C* hladka. Predpokladajme, Ze bod
z¥ € R" je pribliznym rieSenfm naSej tlohy. Aproximujme téelovii funkciu f(x) Tay-

lorovym polynémom druhého stupiia v okoli bodu z*:
1
f(@) = fi+ V iz —2*) + 5 - M)V fr(x — 2F).

Ucelovi funkciu f(x) sme aproximovali kvadratickou funkciou, ktort vieme lahko opti-
malizovat. Nové priblizné riefenie 2**! € R” naSej tlohy bude prave optimum danej

kvadratickej funkcie a ma tvar:
xk-‘—l — xk - (vsz>_1vfk7

kde predpokladame, ze Hessova matica je regularna.

Néjdenie optimalneho riesenia tloh (P) a (D) je ekvivalentné s hladanim optima pre
ulohy (P,) a (D,) pre p — 0.

Nech 2% > 0 je priblizné riefenie primérnej tlohy (P,). Gradient a Hessova matica

funkcie B(x, u) maju tvar:

VB=c— X',

V2B = n X2,
kde matica X = diag(x). Nové priblizné rieSenie v Newtonovej metode oznacme
o = 2F 4+ pp. V kazdom iteraénom kroku chceme néjst také p, = 2! — 2%, ktoré

minimalizuje hodnotu tcelovej funkcie B(x, 11), ¢o ndm zarucuje, Ze sa budeme priblizo-
vat k optiméalnemu rieSeniu. Aproximujme téelovi funkciu pre tlohu (P,) Taylorovym

rozvojom druhého stupiia v okoli bodu z* = z a dostavame:
1
B(x+p, p) = Blx, 1) + p" VB(w, ) + 5p" V2B (x, w)p.

Ohranicenie A(x + p) = b sa ndm zmeni na Ap = 0. V kazdom kroku budeme teda

riesit alohu:

1
min{c’p — pp" XM + Spp" X?p|Ap = 0} (24)
p
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Riesenim tohto problému sa pohneme z daného bodu x v optimélnom smere p.
Na dant tlohu (24) sa moézeme pozerat ako na tlohu o viazanom extréme a prislusna

Lagrangeova funkcia ma tvar:

1
Lip,y)=c"p—pup" X 1, + §upTX p—y"Ap

Zderivujeme Lagrangoevu funkciu podla jednotlivych premennych a dostaneme :

L
6_ —c—puX ', +puX - ATy =0
dp
oL
— =—Ap=0.
dy b

Prvi rovnicu vynasobme maticou AX? zlava a druhii vynasobme konstantou pu:
AX?c — nAX1, + pAp — AX2ATy =0
wAp = 0.
Vzajomnym odcéitanim danych rovnic, ¢im eliminujeme premenni p dostavame:
AX%c — pAX1, = AX2ATy. (25)
Dostali sme systém normalny rovnic, ktoré dostaneme metédou najmensich Stvorcov
optimalizovanim tlohy:
min || X ATy — Xc — pl,||%
y
VyrieSenim systému tychto rovnic dostaneme prislusné y, pomocou ktorého potom vy-
pocitame optimalny Newtonov smer p. Tento pristup je priméarny typ algoritmu vnu-
torného bodu.
Druhy pristup, ktortt bude pre nas prospesnejsi bude primarno-duélny typ algoritmu.

Zaoberajme sa teraz rieSenim dudlnej tlohy (D). Zavedenim bariérovej funkcie B(y, z, u) =

by — " Inz; dostavame novy problém v tvare:
(Dy)  max{B(y, z,p)| A"y + z = ¢,z > 0},

Ako sme uz opomenuli skor, mozeme vyuzit Lagrangeovu funkciu pre alohu (Dy), ktora

ma tvar:

Lp(y,z,z) = by + ,uZlnzj — 2T (ATy + 2 —¢).

=1
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Parcialnymi derivaciami dostaneme systém rovnic:

Ar=b x>0
ATy+z2=¢, 2>0

Xz = pul,.

Mbzeme si v&imnut, Ze Az = b predstavuje priméarnu pripustnost, ATy + z = ¢ pred-
stavuje dualnu pripustnost a Xz = ul,, je u— komplementarita. [8] Rovnaky systém

rovnic by sme dostali tym istym spdésobom pre primarnu tlohu. Prepisme:

Az —b=0 x>0
F(a(p),y(p),y(n) =R ATy+z—c=0, 2>0
Xz—pul,=0

To znamend, Ze systém rovnic mozeme zapisat ako F(x,y,2) = Ogpim, kde z > 0 a
z > 0. Na dant funkciu F(z,y, 2) : R#"™™ — R**™ aplikujeme Newtonovu metodu a

dostaneme ststavu pre vypocet optimélneho smeru v kazdej iteracii:

Z 0 X D ul, — Xz
A 0 0 py | = | 0—Ax ;
0 AT I D c— ATy — 2

kde Z = diag(z). Dant sistavu moézeme explicitne vyriesit [19]:

py = (AZ ' XAT) MAZ ' X (¢ — pX 1, — ATy) + b — Ax]
pe=XZ HATp, + uX ", —c+ ATy
p.=—ATp,+c— ATy — 2.

Pre dané rovnice vsak nemame splnené podmienky x > 0 a z > 0 pre kazdu iteraciu,

a preto sa pristupuje ku regulécii kroku. Viac o vybere kroku v préci [8].

2.2.2 Frisch-Newton algoritmus

Tento algoritmus predstavili v roku 1997 Koenker a Portnoy v ¢lanku [16]. Je urceny
na pocitanie odhadov parametrov pre kvantilova regresiu.

Zaoberame sa tlohou kvantilovaj regresie (10), ktort vieme previest na tlohu linearneho
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programovania:

(P) min {717 u+ (1 — 7)1 vjy — Xb=u—v,b € R, (u,v) € RY"},
(byu,v)ERP XR2+"

s prislusnou dualnou tlohou v tvare:

T T 7 o n
(D) max{y dX"d=0,de[r—1L7]"},

ktora moéze pomocou substiticie a = d + 1 — 7 previest na ulohu ohrani¢end na jed-

notkovej n- rozmernej kocke:

(D) max{y"a|XTa=(1-7)X"1,,a € [0,1]"}.

a€R™
Tento tvar dualnej tlohy zodpoveda tvaru tlohy linearneho programovania, na ktory
mozeme vyuzit metédu vnitorného bodu.

Zavedme doplnkovi premennt s € R™, ktora splha:
a+s=1,.

Tymto ziskame bariérovi funkciu:

B(a,s,n) =y a+p > (Ina;+1Ins;),

i=1
ktorit maximalizujeme vzhladom na obmedzenia X7a = (1 — 7)X71, a a + s = 1,,.
Pokracujeme podobne ako v predchadzajtcej ¢asti pre primérny typ algoritmu, vypo-
¢itame gradient a Hessovu maticu bariérovej funkcie:

VB =y (A7 + 571,

V2B = —pu(A™2 + 572).

Newtonom krok ¢, dostaneme rieSenim tlohy v tvare:
1
rr}sax{yTéa + pof (At 5791, — 5#53(14_2 + 8736,/ X6, = 0},

kde A = diag(a) a S = diag(s). Pouzitim Lagrangeovej funkcie, kde b € R? je Lagran-
geov multiplikator, zderivovanim podla jednotlivych premennych nakoniec dostaneme
systém rovnic:
y+ (AT + S, — (A2 4+ 8725, — Xb=0
X"§, =0.

36



2 ULOHA KVANTILOVEJ REGRESIE A
2.2 Metéda vnutorného bodu LINEARNE PROGRAMOVANIE

Ozna¢me W = (A=2 + S72)~!, prenasobme prvii rovnicu zlava maticou X7W a pou-

zitim X760, = 0 modzeme explicitne vyjadrit b nasledovne:
b= (X"WX) ' XTW(y + u(A™ +5H1,).

V kazdom kroku vypocitame Lagrangeov multiplikitor a potom Newtonow smer J,,
¢im sa dostaneme k novému bodu, ktoré sa blizi k optimu.
Teraz sa pozrieme na primarno-duélny typ algoritmu pre tlohu kvantilovej regreise.

K duélnej tilohe mozeme zostrojit Lagrangeovu funkciu, ktord ma tvar:
L(a,s,b,u, 1) = B(a,s,pu) — b (XTa— (1 —7)X"1,) —u’(a+s—1,).
PouZijeme v = pA~! a dostaneme stistavu rovnic:

Xa=1-71X"1-n

a+s=1,
Xb+u—v=y

Usi, = ul,

AV 1, = ul,,

kde matice U, S,V st diagonalne matice prislusnych vektorov u, s, v. Na danu stustavu

rovnic pouzijeme Newtonovu metdédu a Newtonov smer ziskame, ako rieSenie tlohy:

XT 0 0 0 0 g (1-7)XT1, — XTa
I I 0 0 0 s l,—a—s

0o 0 I —-I X 0w | =1 v—Xb—u+v

o U S 0 0 Oy pul, —US1,

vV 0 0 A 0 O ul, — AV1,

Nakoniec mézeme dantd tlohu upravit na tvar:

S=X"WX)H (1 -7)XT1, — XTa— XTWe(u))
0o = W(Xd + ¢(1))

5y = —0,

8y = puS™1, — U1, + S'UG,

8y = pA M, — V1, + A7V,
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kde funkcia p(p) =y — Xb+ u(A™! — S7H1, a matica W = (S~'U + A~1V)~L.

Modifikovany simplexov algoritmus a Fisch-Newton algoritmus na vypocet odhadu pa-
rametrov kvantilovej regresie najdeme v balicku quantreg v Statistickom programe R.
Na zac¢iatku sme spomenuli, ze metdda vnitorného bodu je efektivnejsia pre rozsiahlej-
Sie ulohy. Samozrejme, zavisi to od poctu parametrov a i velkosti dat. Napriklad, pre
Styri parametre v datovom siibore, zacne byt Frisch-Newton algoritmus efektivnejsi,

ked mame okolo 5000 dat, pre 16 parametrov je efektivnejsi uz okolo 2000 dat. [13|
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3 MM algoritmus

Aplikované Statistika sa zaobera mmnozstvom problémov, ktoré zahifiaji optimalizaciu
funkcii, ako st napriklad funkcia vierohodnosti alebo funkcia sumy Stvorcov rezidui.
Na vypocet odhadov parametrov sa ¢asto pouziva metéda maximéalnej vierohodnosti.
V $pecialnych pripadoch, napriklad ked chybaju niektoré data, sa namiesto metddy
maximalnej vierohodnosti pouziva EM algoritmus (Expectation—maximization algorit-
mus), ktory v roku 1977 zaviedli Dempster, Laird a Rubin. Vela $tatistikov pouziva
dany algoritmus ako ¢iernu skrinku, do ktorej vlozia udaje a dostanu vysledok. AvSak
podstata tohto algoritmu nie je naro¢na na pochopenie. EM algoritmus prebieha v
dvoch krokoch, ktoré sa iterativne opakuji. V prvok kroku, v E-kroku, zostrojime fun-
kciu a to podmienenti stredni hodnotu z logaritmu funkcie vierohodnosti. V druhom
kroku, v M-kroku, maximalizujeme tuto funkciu z E-kroku.

Menej znamy je vsak fakt, ze EM algoritmus je Specidlny pripad vSeobecnejsieho algo-
ritmu, ktory sa nazyva MM algoritmus. MM algoritmus tiez prebieha v dvoch krokoch.
V prvom kroku vytvorime nahradni funkciu, ktort v nasledujiucom kroku optimalizu-
jeme. V pripade minimalizacie, skratka MM znamena z angli¢tiny majorize-minimize.
Ak maximalizujeme, MM zna¢i minorize-maximize. Hlavnym pozitivom tohto algo-
ritmu je, zZe namiesto zlozitého optimalizacného problému ndm pontka sled jednoduch-
sich optimaliza¢nych problémov, ktoré vo viacerych pripadoch konverguju k rieSeniu
nasho pociato¢ného problému.

Hlavna myslienka MM algoritmu je nasledujtica. Predstavme si, Ze chceme minimali-
zovat funkciu redlnej premennej L(5) : R? — R. Nech 8% € RP oznacuje k-ty iteracny
krok. Ako sme si uz spomenuli a z nazvu MM algoritmu vyplyva, Ze bude prebiehat v
dvoch krokoch. Najprv si vytvorime nahradni funkciu Q(3|8%) : R? x R? — R, ktora
bude majorizovat funkciu L(3) v bode 8% € RP. Tato nahradna funkcia musi splhat

nasledujtce vlastnosti:

Q(B%8%) = L(8Y), (26)
Q(BIA*Y) = L(B) VB e R (27)

Inymi slovami, rovina 8 +— Q(f|8*) sa nachadza nad rovinou L(3) a maji spolo¢ny

dotykovy bod 3 = 3*.
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V druhom kroku MM algoritmu minimalizujeme nahradni funkciu Q(3]3%). Bod mi-

nima je S*! € RP. Pre dalsiu iteraciu ¥ € R? z vlastnosti (26) a (27) plati:
L(B™T) < Q(B*B8%) < Q(B*18%) = L(B*). (28)

Z danych vlastnosti vidime nasledujiicu nerovnost L(S*1) < L(B*¥1)) ¢o znamena, 7e
nové iteracia sa priblizuje k minimu danej funkcii L(5). Rovnost nastava iba vtedy,
ked nastane rovnost v (28), teda Q(B*+1|3%) = Q(B*|5").

Pre druhy pripad MM algoritmu (minorize-maximize) hovorime, 7e funkcia Q(f|3*)
minorizuje téelovi funkciu L(S) v bode g% € RP, ak funkcia —Q(f|3*) majorizuje
funkciu —L(83) v bode 8% € RP. V druhom kroku minorize-maximize MM algoritmu
maximalizujeme ndhradnu funkciu z prvého kroku.

Je zrejmé, ze MM algoritmus sa dé dobre vyuzit, ked potrebujeme optimalizovat fun-
kciu, na ktori nemdzeme pouzit Standardné optimalizacné nastroje. Vidime, Zze mys-
lienka MM algoritmu nie je vobec komplikovana. Avsak problém moze prist s faktom,
7e treba najst nahradnt funkciu Q(3|3*), ktord splita dané podmienky (26) a (27). Od
tejto funkcie o¢akavame hlavne to, aby bola I'ahko optimalizovatelna. Vo vSeobecnosti
mozeme majorizujice alebo minorizujice funkcie ziskat z réznych nerovnosti. Pouzi-

vaju sa napriklad:
e Jensenova nerovnost
e Cauchy—Schwarzova nerovnost

e Nerovnosti aritmetického a geometrického priemeru.

Pre pripad viacrozmernej ucelovej funkcie postupujeme tak, Ze vytvorime nahradni
funkciu v kazdej premennej a tu optimalizujeme.

Ako sme uz nacrtli skor, EM algoritmus je Specialny pripad MM algoritmu. Ak za
ucelovu funkciu L(3) zvolime logaritmus funkcie vierohodnosti napozorovanych dat a
funkcia Q(B|8*) je funkcia vytvorena v E-kroku, tak funkcia, ktora bude minorizovat

funkciu L(5) je podla [20] :

Q" (B18%) = Q(BIB™) + L(B*) — Q(B*(8%). (29)

Maximalizaciou danej minorizujicej funkcie (29) prejdeme k maximalizéacii funkcie

Q(B]8%), ¢o je prave myslienka EM algoritmu.
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3.1 MM algoritmus a kvantilova regresia 3 MM ALGORITMUS

Vyhoda MM algoritmu je v numerickej stabilite. Da sa vyuzit aj pre pripad viazaného
extrému. Nevyhoda MM algoritmu je v dlhej konvergencii.
V nasledujucej podkapitole sa vratime ku problému kvantilovej regresii a vyuzitiu MM

algoritmu na jeho riesenie.

3.1 MM algoritmus a kvantilova regresia

Nasledujuca podkapitola je spracovana podla ¢lanku [11].

V prvej kapitole sme zaviedli optimalizac¢ni tlohu kvantilovej regresie (10) a previedli
sme ju na ulohu linedrneho programovania. Dany problém sme riesili pomocou sim-
plexovej metody a metdédy vnitorného bodu. Obe tieto metody st implementované v
systéme R. Zavedenim novych premennych nam vsak vznikol rozsiahlejsi problém. MM
algoritmus ma za tlohu majorizovanie pévodnej ucelovej funkcie kvadratickou
funkciou a nasledné minimalizovanie danej kvadratickej funkcie.

Zaoberajme sa zovseobecnenym problémom kvantilovej regresie a oznac¢me:
L(B) =Y prly: = fi(B): (30)
i=1

Pre tlohe linearnej kvantilovej regresie plati f;(3) = z! 8.
Predpokladajme, ze kazda funkcia f;(5) : R? — R je spojite diferencovatelna. Zave-
dieme si eSte jeden technicky predpoklad:

n
lim 3" () = oo, (31)
18]l =00 4=
=1
Pre jednoduchost si este zadefinujeme i-te reziduum r; = r;(8) = y; — f;:(5).
Minimalizovanie po ¢astiach linearnej ucelovej funkcie L(5) klasickymi optimaliza¢nymi
nastrojmi je komplikované, pretoze moze dosahovat viacndsobné minimé. Problémom
je 1 fakt, ze funkcia p.(r) nie je diferancovatelna, ak r = 0. Tento nedostatok vsak

odstranime tym, ze tucelovi funkciu aproximujeme vhodnejSou funkciou, na ktori po-

tom pouzijeme MM algoritmus. Definujeme si nova funkciu pre € > 0:
€ .
ps(r:) = pr(ri) — 5111(6 +rl) i=1,..,n. (32)

Nova funkcia, ktora aproximuje tucelova funkciu L(f) ma tvar:

L(B) = Z pa(rs). (33)
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3.1 MM algoritmus a kvantilova regresia 3 MM ALGORITMUS

VoIba konstanty € > 0 ovplyviuje, ako d'aleko je aproximovana funkcia (33) od nasej
povodnej ucelovej funkcie (30). Z predpisu nahradnej funkcie (33) je zjavné, ze ¢im je
€ > 0 mensie, tym sa danéd aproximujtca funkcia blizi k funkcii (30).

Nasledujuci obrazok (3) nam znazoriuje jednorozmerny priklad kvantilovej regresie.
Uvazujeme, ze n = 5 a p = 1. Nech kvantil 7 = % a vektor zavislych premennych je
y = (1,2,5,8,11). Na obrazku mozeme vidiet po Castiach linearnu ucelova funkciu z

obrézku 2 a aproximujice funkcie (33) pre dve rozne volby parametra ¢ > 0.
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Obr. 3: Horna krivka predstavuje acelova funkciu pre 7 = % Dolné farebné krivky st apro-

ximacie ucelovej funkcie pre rdoznu volbu parametra ¢ > 0.

7 predchadzajicej podkapitoly vieme, ze MM algoritmus prebieha v dvoch krokoch.
V prvom kroku volime nédhradni funkciu, ktora ndm mé majorizovat prislusna funkciu
(33). N4jst v8ak vhodnt ndhradnu funkciu nie je trividlne. Autori ¢lanku [11] navrhli

nasledovné rieSenie.
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3.1 MM algoritmus a kvantilova regresia 3 MM ALGORITMUS

Veta 3.1. Funkcia

oy L[
CT(ri|rf) =11z e + (4 —2)ri+ ¢ (34)

magjorizuje funkciu p<(r;) z (32) v bode r; = ¥ = r;(8%), kde ¢; € R je konstanta, ktord

splria rovnost CE(rF|rk) = pc(rk).

Dokaz. 7 definicie majorizujiicej funkcie vieme, ze musi splitat podmienky (26) a (27).
Podmienka (26) vyplyva priamo z definicie. Teraz overime vlastnost (27).

Potrebujeme dokazat, ze rozdiel (¢(r|r¥) — p<(r;) > 0.

1 r? €
€ k € 7
Gr(ralri’) = p2(ri) = § g + (A7 = 2)ri+ci| = prlri) — 5 In(e + |ril).

Jediny cleny, kde sa nam nevyskytuje r; v tvare parnej mocniny alebo normy je ¢len

(4T = 2)r; — pr(ry).

Pocitajme:

1 1 riT ri >0 —5ri 120 1
—(Ar=2)r;—p-(r;) = =21 —1D)r; — = 2 = ——|ry
4 2 ri(r—1) <0 ir, <0 2

Z vypoctu nam vyplyva, Ze rozdiel (¢(r;|r¥) — p<(r;) je symetricka funkcia podla 0.
Tento poznatok nam dovoluje obmedzit nase vySetrovanie len na interval, kde r; > 0.

Zderivujeme dany rozdiel na prislusnom intervale:

d k 1 2r; €
el € k) — € : e D A — 9 o
dr; [ rilrd) = pr(ri)] 4 6—|—|7’ﬂ+(7— -7 2e+1;
r; 1 € 1
2+ 1|rf)) 2 2e+mn;

. T T

S 2e+ ) 2et+m)

T ri = |rf

T2 (e+ D (e+r)
Z derivacie funkcie C<(r;|r¥) — p<(r;) vidiet, Ze na intervale (0,7F) je klesajica, v bode
r¥ dosahuje lokalne minimum a na intervale (¥, 00) je rastica. Z vlastnosti (26) plati

CE(rErF) — pS(rk) = 0 a tymto je vlastnost (27) dokazanA. O
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3.2 Zovseobecnenid Newtonova metoda 3 MM ALGORITMUS

Nahradna funkcia k funkeii (33) mé tvar:

n

Qe(BIB") =D ¢ilrilrd). (35)

i=1
Vratme sa znova k nasmu prikladu, ktory je znézorneny na obrazku (2). Nasledujuci
obrazok (4) zobrazuje ucelova funkciu s prislusnou aproximacénou funkciou pre € = 0.2

a ndhradnt majorizujucu funkciu v bode 3° = 10.
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Obr. 4: Cierna krivka predstavuje a¢elovii funkciu L(pB) pre 7 = % Cervena krivka je jej
aproximécia L¢(f) pre volbu parametra e = 0.2 a modra krivka predstavuje majorizujicu

funkciu k L.(8) v bode 5% = 10.

Nov1 optimaliza¢na tlohu mézeme zapisat:

min Q.(8]5"). (36)

BERP
MéZeme pristupit k druhému kroku MM algoritmu. Na minimalizovanie funkcie (35)

pouzijeme Newtonovu metodu.

3.2 Zovseobecnenid Newtonova metdda

Uvazujme tlohu (36). Predpokladajme, 7e 8% € RP je pribliznym rieSenim tejto tlohy.

V okoli tohto bodu 8* aproximujeme tcelovii funkciu (35) Taylorovym polynémom
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3.2 Zovseobecnenid Newtonova metoda 3 MM ALGORITMUS

druhého radu.
Qu(B+ BH18%) = Qu(B¥16) + V(81847 (5 — 6)+
+ 58— BV VPQUMN B - 6) = F(5)

Nové priblizné riesenie 351 € R? v Newtonovej metéde pre danti tilohu (36) definujeme

ako minimum kvadratickej funkcie F'(3). Derivéaciu funkcie F'(3)

VE(B) = VQ(B*18%) + V?Q:(8*18") (B8 — 5) = Opxa
upravime na tvar
V2Q(B*18")(B — 8%) = =V Q(5*|8").
Novy itera¢ny bod, ak predpokladame ze Hessova matica je kladne definitna, je
BE = BE = [V2Q(B*18%)] TV Q.(B|6Y).

Smer Newtonovej metody je teda AF = —[V2Q.(5%8%)]71VQ.(B*|5%) a krok A, = 1.
Dopocitajme prislusny gradient a Hessovu maticu pre konkrétnu tucéelova funkciu (35).

Gradient m4a tvar:

QI =33 |

=1

+27 = ] Vri(B). (37)

Aproximujeme dr;(5) = —df;(). Tato aproximacia je presné v pripade linearnej kvan-

tilovej regresie. Potom moZzeme prepisat Hessovu maticu z (37)

VQUBI8) = 3eHV(B) (33)

kde vektor

@B o, (B) )|)T_

'Ug(/B) = (1—2T—W,..., T 6—}—|’r‘n(ﬁk

Hessova matica mé tvar:

n

V2Q.(88°) - 32 { !

+ |7F|
n

zlz{ L VTZ(B)TVTZ-(B)]. (40)

24~ e+ |7k |
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3.2 Zovseobecnenid Newtonova metoda 3 MM ALGORITMUS

Vyuzijeme aproximaciu pouZita pre gradient dr;(f) = —df;(3) a Hessovu maticu mo-

zeme maticovo prepisat na:

VIQUBI) ~ 5V F(B) WABIVF(B), (41)

kde Vf(B) je n x p matica prvych derivacii a W.(5*) je diagonalna matica velkosti
n x n, ktorej i-ty diagonalny prvok je [e + [r¥(3)[] 7.

Newtonov spadovy smer méa teda tvar:
Af = —[VFB ) W(B)V BTV F(B") Tee(B4)T. (42)

V pripade linedrnej funkcie f;(3) = x7 3 plati, ze Vf(8) = X, a preto ! = gk + Ak
je dobry novy itera¢ny bod, ktory nam zarucuje, ze dosiahneme minimum. V pripade
nelinearnej funkcie kvantilovej regresie nie je jasné, ze % + AF bude znizovat hodnotu
nahradnej funkcie Q.(3|5*). V dosledku toho je spochybneny krok A, = 1 a musime
prejst k modifikovanému Newtonovmu algoritmu a krok skratit. Novy iteracny bod

vyzera nasledovne:
B = BR - NAY (43)
kde krok volime
A= max {27 Q(B" + 27" A|") < Qc(*|8%), v € N}. (44)

Ak AF =0, sme v stacionarnom bode. Vtedy poloZime \* = 1.

Algoritmus modifikovanej Newtonovej metody:

Vstup:

Zvolime Startovaci bod 8% € RP, toleran¢ni konstantu ¢ > 0 a nastavime pocitadlo
iteracii k = 0.

Vystup:

1. Vypocet novej iterdcie B! pomocou (43), kde prislugny krok A\* a smer AF

volime podla rovnic (44) a (42).

2. Nastavime pocitadlo na kK = k£ + 1 a ak nemame splnené konvergentné kritérium,

tak sa vratime na 1. krok.
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3.2 Zovseobecnenid Newtonova metoda 3 MM ALGORITMUS

Ako volit 5%, € a konvergentné kritérium rozoberieme v nasledujicej podkapitole. Teraz
nas ale zaujima, ¢i algoritmus (43) zarucuje minimalizovanie aproximujicej tcelove;
funkcie L.(f) a ako blizko je ziskané minimum od pociato¢nej ucelovej funkcie L(f).
Na prvu otéazku sa da Tahko odpovedat. Tento algoritmus nedokéZe najst minimum pre
vSetky problémy. AvSak pre tlohu linearnej kvantilovej regresie za urcitého predpokladu

nam bude Newtonova metoda konvergovat.

Tvrdenie 3.2. Nech matica plinu X md plni hodnost. Potom pre tlohu linedrnej

kvantilovej regresie plati, Ze algoritmus (43) konverguje k jednoznacnému rieseniu ilohy
(56).

Dokaz moze ¢itatel najst v dodatku ¢lanku [11].

Nelinearna kvantilova regresia nam vSak moze priniest problémy. Hlavnym problémom
je fakt, ze ucelova funkcia L.(5) nemusi byt konvexné. V dosledku toho nam algoritmus
(43) moze najst iba lokdlne minimum. Z praktického hladiska sa tento problém riesi
sekvenciou viacerych tloh s réznymi startovacimi bodmi 8°. Z vysledkov tychto tiloh
sa vyberie t4 hodnota, v ktorej nadobuda funkcia L.() najnizsiu funkénia hodnotu.
Tento bod potom prehlasime za nase globdlne minimum.

V dalsom tvrdeni sa obmedzime na vyber volby parametra z kompaktnej podmnoziny

(2 mnoziny parametrov modelu.

Tvrdenie 3.3. Nech 3° je lubovolny bod z RP. Kompaktnd mnoZina
Q={BeR": Li(B) < L(B") +n}

obsahuje vietky 3, ktoré spliiaji nerovnost L(B) < L(B°) alebo tiez L.(3) < L.(B°) pre
vSetky € € (0,1). Funkcia Ly(B) je aprozimujica ucelovd funkcia pre € = 1.

Mnozina ) obsahuje vsetky iterdcie z MM algoritmu, ktory za pociatocnij krok voli prdve
B°. Predovietkym vsak mnoZina Q obsahuje aj vietky minimd funkcii L(8) a L(8) pre
volbu € € (0,1).

Dékaz. Mnozina  musi byt kompaktna, pretoze predpoklad (31) nam zarucuje, ze
{B: L(B) < ¢} je kompaktnd podmnozina R?.
Z (33) pre kazdeé € € (0,1) plati:

Li(B) < Le(B) < L(B) + n.
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Potom pre kazdé S splhajice L.(8) < L.(3°) plati:

Li(B) < Le(B) < Le(B%) < L(B") + n.

To znamené, ze skutocne 5 € Q.

]

Dané tvrdenie je pre nas prospesné skor z teoretického hladiska. Mozeme si vSak

v8imnut, Ze sme sa obmedzili pri vybere € len na interval (0, 1).

Druhé otézka, ktora by bolo prospesné zodpovedat sa tyka toho, ako blizko je ziskané
minimum od optima pociatocnej ucelovej funkcie L(3). Odpoved na tito otazku nam

dé nasledujice tvrdenie.

Tvrdenie 3.4. Nech d =1+ sup{|r;(5)|: B € Q,1 <i <n}. Ak ed < 1, potom plati
L(8) = L(B)| < —F lne, VBeEQ. (45)

Ak postupne 8 a B. minimalizuji L(B) a L.B), potom

L(B) = L(B) < —enlne. (46)

Dékaz. Nakolko mnoZina € je kompaktna a funkcia f;(3) je spojita je d konecné &islo.
Dalej plati, ak € + ||7|| < 1 a vieme Ze e € (0,1), potom |In(e + ||r||)] < —Ine. Ak

e+||r|| > 1, potom z predpokladu € < d~! vyplyva |In(e+||r||)] < Ind < —Ine. Potom

Zln(e + |74))
i=1

A druha nerovnost (46) vyplyva z:

n

< %Z]ln(e—i— i) < —%lne.

i=1

IL(8) - L(B)] = 5

L(BJ—L(B) < L(Bé>_L€<Be>+L6(B)_L(B) < |L<Be>_LE<B€)|+|LE<B)_L(B)| < —enlne.
0

Stale je ndm ale nezname, ako ziskame optiméalne B € RP. Odpoved néjdeme v

nasledujicom tvrdeni.

Tvrdenie 3.5. Nech 3, minimalizuje funkciu L(B). Ak md funkcia L(B) minimum B,
potom plati

A

lim 3. = 8.
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Doékaz. Nech ¢ je postupnost klesajica k 0 s limk_méek = [*. Z (32) a (33) vyplyva,
ze limy_ooLe, () = L(B) pre vietky (. Tak limita z nerovnosti L., (5., ) < L, (3) vedie
pre § € R? k nerovnosti L(8*) < L(f). To znamené, Ze ak méa funkcia L(f) minimum,

tak ho dosahuje prave v bode *. n

3.2.1 VoI'ba parametrov a konvergen¢né kritérium

V tejto podkapitole objasnime vyber konvergencného kritéria, ktory budeme pouzivat
pre modifikovany Newtonov algoritmus, volbu € € (0, 1) a pociato¢nu Startovaciu hod-
notu 3°.

Za konvergecné kritérium pre MM algoritmus vyberieme:

Qc(B*18%) = Qe(B™1[8%) < w. (47)

To znamené, Ze rozdiel funkénych hodnét v dvoch po sebe idtucich itera¢nych bodoch
musi byt mensi ako konstanta v € R. Vyber konstanty v a € je navzajom podmieneny,
a to tak, ze en|Ine| = v.

Vyber startovacej hodnoty £Y uréime jednoduchym sposobom. MM algoritmus za¢neme
blizko hodnoty, ktora dostaneme ako odhad parametra nasho modelu pomocou metody

najmensich Stvorcov.

3.2.2 Zhrnutie MM algoritmu

MM algoritmus sme naprogramovali v systéme R. Pri programovani, sme si vSimli
nezrovnalosti v ¢lanku [11]. Na zaciatku si autori zadefinovali vektor rezidui r. Neskor,
pri definovani aproximad¢nej a majorizujicej funkcie s tymto vektorom pracovali ako
s jednorozmernou premennou. Tym sme dostali problém pre vypocet ¢ z vety (34).
7 ¢lanku vyplyva, Ze je to konStanta. Aby sa majorizujica funkcia dotykala aproxi-
mujicej funkcii postupne v danych bodoch B* pre jednotlivé k, ¢ musi byt zarucene
vektor roznych konstant. V tejto praci je veta (34) v opravenej verzii, pomocou ktorej
je zrejmy i vypocet zloziek vektora konstant ¢ € R"™.

Najprv sme naprogramovali MM algoritmus pre odhad jedného parametra. V niekto-
rych pripadoch nedokonvergoval MM algoritmus k optimu rieSenie, ale zastal v jeho

blizkosti.
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Pre viacrozmerny pripad sme mali problém s odhadom interceptu. Pouzili sme déta
engel, ktoré st dostupné v kniznici quantreg v systéme R. Odhad parametrov (bez in-
terceptu) bol porovnatelny pri danej presnosti s vysledkami modifikovanej simplexovej
metody pre tlohu kvantilovej regresie. Intercept sa vsak lisil a to hlavne na najspodnej-
sich (7 = 0.1) a najvrchnejsich (7 = 0.9) kvantiloch. Autori ¢lanku [11] sa o ziadnych
podobnych problémoch nezmienuju.

MM algoritmus, ktory sme naprogramovali, bol vyrazne pomalsi ako alternativne al-
goritmy, t.j. modifikovana simplexova metéda a Frisch-Newton algoritmus. Je v8ak
prospesné zoznamit sa s MM algoritmom, pretoze ma velku vyhodu v jednoduchosti a
pre zlozité optimaliza¢né tlohy je to Sikovny néastroj na ich rieSenie.

Naposledy sa vratme k nasmu prikladu, ktory bol znazorneny na obrazku (2). Nasle-
dujuca sekvencia obrazkov znézornuje iteracie MM algoritmu. Za pociato¢nt hodnotu
sme zvolili odhad parametra 3 pomocou metédy najmensich stvorcov 3° = 5.4. Za kon-
Stantu upsilon sme zobrali ¢islo 0.01 a k tomu sme vypocitali prislusné e = 0.00024.
Pre toto € je aproxima¢na funkcia L.(f3) takmer totozna s ucelovou funkciou L(f),
preto nie su viditelné na grafe obe, lebo pri danej mierke splyvaju.

Spolu sme dostali 13 iterécii, pokym sme sa dostali k minimu L.(/3). Nasledujice ob-
razky ndm postupne zobrazuji dané iterdcie. Jednotlivé grafy ndm znézoriuju ucelova
funkciu L(8) = L.(f) ¢iernou farbou a modrou farbou nahradnit majoriza¢ni funkciu
k danej funkcii L (), ktortt majorizuje v ¢ervenom bode ¥, ktory sme dostali ako

minimum z predchédzajicej iteracie.
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Obr. 5: Cierna krivka predstavuje funkcu L(j3) = L(8). Modra krivka je nahradna funkcia

k ucelovej v Gervenom bode B*. Ide o 1.-4. iteraciu.
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Obr. 6: Cierna krivka predstavuje funkcu L(3) = L¢(8). Modra krivka je nahradné funkcia

k ucelovej v Gervenom bode $*. Ide o 5.-8. iteraciu.
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Obr. 7: Cierna krivka predstavuje funkcu L(j3) = L(8). Modra krivka je nahradna funkcia

k ucelovej v Gervenom bode 8*. Ide o 9.-12. iteraciu.
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Obr. 8: Cierna krivka predstavuje funkcu L(3) = L¢(8). Modra krivka je nahradné funkcia

k ucelovej v ¢ervenom bode $*. Ide o poslednii 13. iteraciu, pricom sme dosiahli minimum.
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4 AMERICKE MZDOVE DATA

4 Americké mzdové data

V tejto kapitole aplikujeme kvantilovi regresiu na mikroekonomické data. Datovy su-
bor, ktory pouZijeme je volne dostupny . Data st ziskané na zaklade prieskumov po
celych Spojenych statoch americkych. Datové sibory si rozsiahle, obsahuju data okolo
2 milibnov respondentov. Déta sa daju ziskat ako pre domécnosti, tak i pre jedin-
cov. Taktiez obsahuji dostatoéné mnozstvo premennych od zakladnych tdajov, ako
st pohlavie, vek, rasa, az po udaje, ako prijem ¢i zdravotné poistenie. My si vybe-
rieme premenné podla ¢lanku [1] od Angrista a spol. V tomto ¢lanku sa autor zaoberal
americkymi mzdovymi datami pre roky 1980, 1990 a 2000. My budeme analyzovat rok

2012. Avsak v modeli spravime drobni obmenu, vid [5].

4.1 Popis dat

Upravou datového stiboru pre vybrané hodnoty premennych, ktoré navrhol Angrist,

nam ostalo 94 027 adajov o jedincoch. Premenné, ktoré budeme zahinat do modelu si:

WAGP  Logaritmus tyzdennych prijmov vzhladom k roku 1989 v dolaroch.

AGEP  Vek v rokoch, s rozsahom 40-49.

RAC1P Binarna premennd vyjadrujuca farbu pleti, 0 pre belochov a 1 pre
¢ernochov.

SCHL  Dosiahnuty stupen vzdelania.

EXP Potencialna skusenost vypocitana ako (AGEP-SCHL-6).

EXP2  Druhé& mocnina EXP.

Potencidlna skiisenost EXP by mala byt vypocitana ako rozdiel veku a poctu rokov
studia a odratania 6. Data vsak neobsahovali pocet rokov $tudia jednotlivca a z toho

dovodu sme spravili danti aproximaéciu.

IData st dostupné na stranke http://www.census.gov/.
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Dosiahnuty stupen vzdelania nadobtuda nasledujtice hodnoty:

7 Piaty az 6smy stupen vzdelania.

8,9,10 9., 10., 11. stupen vzdelania.

11 12. stupen vzdelania ale bez diplomu.

12 Stredna skola s maturitou.

13 Rozvoj vseobecného vzdelavania (GED) alebo nahradny diplom.
14 Vysoka skola, ale stadium kratsie ako jeden rok.

15 Vysoka skola, viac ako jeden rok, avsak bez diplomu.

16 Associate’s degree, obdoba diplomu z nadstavbového studia.

17 Dosiahnuty bakalar.

18 Dosiahnuty magister.

19 Professional degree?.

20 Dosiahnuty doktorandsky titul.

7891011 12 13 14 15 16 17 18 19 20

RAC1P

alll B8

SCHL

[ m—
=

Obr. 9: Mozaikovy graf.

2Professional degree je stupei §tidia, ktorého absolventi st pripraveny na tlohu poradcov pre

konkrétne profesie s dorazom na vedomosti a praktické analyzy cez tedriu a vyskum.
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Déatovy subor obsahuje 94 027 dat, pricom belochov je 83 272 a ¢ernochov 10 755.
Z obrazku 9 mézeme vidiet zastipenie belochov a ¢ernochov v jednotlivych trovniach
vzdelania. Pomer belochov voci ¢ernochom je vyrazne vacsi pre vyssie tirovne vzdelania
ako su 17., 18., 19., 20., ale taktiez v nizsej Grovni 7. Cernosi maji vacsie zastupenie v
nizsich drovniach studia, ale i v 13. a 15. trovni. Je vidiet, Ze najatraktivnejsia troven
studia je 12. a 17., teda stredna Skola s maturitou a bakalar. Taktiez pomerné cast
absolvuje 15., 16. a 18. Groven.

Model, ktory pouzil Angrist na svoje data mé tvar:
WAGP = By + B1RAC1P + BoEXP + B3EXP2 + (34SCHL + €. (48)

Premennti SCHL bral autor ako kvantitativnu premennt a jej hodnoty vysvetlil ako
pocet rokov Studia. AvSak je to iba jeho aproximacia, pretoze v skutocnosti je premenna
SCHL kategorickd premenné, to znamena, ze tvorcovia dat si mohli namiesto skély (7 —
20) zobrat tplne odlisna, napriklad (107 —120). V tomto pripade by aproximacia, ktort
Angrist pouzil bola tplne scestna. V [5] je kategorickost danej premennej zohladnena

v modeli, ktory mé tvar:

WAGP =f, + 51RAC1P + B,EXP + [B3EXP2 + [3,SCHL(7) + [5SCHL(8) + [gSCHL(9)
+B37SCHL (10) + 33SCHL(11) + [BySCHL(12) + (31oSCHL (13) + (3;;SCHL (14)
+312SCHL (15) + 313SCHL(16) + [314SCHL(17) + [315SCHL(18) + [316SCHL (19)
+17SCHL (20) + €.

(49)

V dalsej podkapitole si predstavime zakladné funkcie, ktoré sa pouzivaju v systéme R

na pracu s kvantilovou regresiou.

4.2 Kvantilova regresia v systéme R

Ak chceme pracovat s kvantilovou regresiou v systéme R, tak musime ako prvé na-
instalovat balicek quantreg. NajdolezitejSia funkcia ktortt budeme z daného balicka
pouzivat bude funkcia rq. Této funkcia sa vyuziva na odhad parametrov linearneho

modelu.
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rq(formula, tau, data, method,...)

Argumenty tejto funkcie su:

formula Predstavuje nas model, ktorého parametre chceme vypocitat, zadany
v klasickom tvare y ~ x1 4+ x5... .
tau Hodnota kvantilu, pre ktory chceme dany odhad.
Ak je 7 € (0,1) jedno ¢islo, dostaneme odhad pre dané 7.
Ak je 7 € (0,1) vektor, dostaneme odhady pre kazda jeho zlozku.
Pre 7 ¢ (0,1) dostaneme cely kvantilovy proces.
data Datovy subor, odkial mame déata.
method  Volime metdédu, ktort vyuzijeme na odhad parametrov modelu. Na
vyber méme simplexovu metédu "br", Frisch-Newton algoritmus
"fn" a modifikovany Frisch-Newton algoritmus "pfn" pre extrémne
vel'ké datové subory.
Na vystupe tejto funkcie dostaneme odhady danych parametrov modelu pre dané 7. Po-
uzitim funkcie summary () dostaneme i iné informacie o danom odhade, ako st napriklad
konfiden¢né intervaly, Standartné odchylky, t-Statistiky, p-hodnoty... . Ked pouZijeme
plot (summary(rq)), dostaneme grafické znazornenie odhadov parametrov pre jednot-
livé kvantily s prisluSnymi intervalmi spolahlivosti a taktieZ odhad pre podmienenu
stredni hodnotu, tiez s prislusnymi intervalmi spolahlivosti. Z daného obrazku sa daju
vycitat informéacie o charaktere dat.
Zoberme do tvahy nasledujtce priklady.
1. Symetrické, homoskedastické ddta
Nech vektor x a e st z norméalneho rozdelenia x ~ N(2,0.5) a € ~ N(0,1). Nech
g =(1,-2) ay = 1— 2z + e. Nagenerujeme si 10 000 pozorovani y a = a spravime
odhad parametrov g pre jednotlivé kvantily. Na obréazku 10 je znazorneny bodovy graf
nagenerovanych dat x verzus y a bodmi prelozené priamky pre kvantilova regresiu, kde
jednotlivé kvantily sa {0.1,0.2,0.3,0.4,0.6,0.7,0.8,0.9}. Tieto priamky st znézornené
purpurovou farbou. Najspodnejsia priamka je pre 7 = 0.1 a pokracuje postupne az ku
najvrchnejsej pre 7 = 0.9. Na danom obrazku je eSte znazornena modra priamka pre
median a ¢ervena prerusovana cCiara pre podmienent strednit hodnotu, ktort sme dostali

pomocou metddy najmensich Stvorcov. Moézeme si vSimnit, Ze jednotlivé priamky pre
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rozne kvantily st rovnobezné a medzery medzi nimi si totozné. Rovnobeznost priamok
vyplyva z homoskedasticity dat a symetria rozdelenia vyplyva z toho, Ze medianova
priamka je totozné s priamkou podmienenej strednej hodnoty. Symetriu dat mozeme
vidiet i na odhade interceptu pre jednotlivé kvantily. Ak je tato priamka priblizne pod
uhlom 45°, tak st data symetrické. Z odhadu pre sklon 5, moézeme vidiet, ze odhady
pre jednotlivé kvantily st totozné pre odhad podmienenej strednej hodnoty. Je to prave
preto, ze chyby e st nezavislé, rovnako rozdelené a z normalneho rozdelenia. Hovori

nam to o homoskedasticite.

(Intercept)

15 20
1

\

0.0 05

-1.96

-2.00

-2.04

o
-
N
w
IS

-2.08

Obr. 10: Odhad parametrov pre symetrické rozdelenie.

2. Asymetrické, homoskedastické ddta

Zoberieme si tie isté premenné ako v 1. priklade, len € budeme generovat s lognor-
mélneho rozdelenia € ~ LN (0,1). Dostaneme asymetrické rozdelenie pre y. Priamky
pre jednotlivé kvantily st znova rovnobezné, avsak medzery medzi nimi sa s rastom
kvantilov zvic¢suju. Toto nam presne hovori o asymetrickosti a z obrazku 11 mozeme
vidiet, Ze je to lavostranné asymetrické rozdelenie. Mozeme si tiez vS§imnut, ze aj odhad
strednej hodnoty sa nam vzdialil oproti medianu. Tiez sa da vypozorovat, ze odhad
pre intercept nie je na 45° priamke, ¢o nam tiez indikuje, zZe data nie st symetrické.
Odhad pre sklon vSak zase vysiel podobny odhadu podmienenej strednej hodnoty, to

znamena, ze data s homoskedastické.
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Obr. 11: Odhad parametrov pre asymetrické rozdelenie.

3. Symetrické, heteroskedastické ddta

Ako treti priklad si zoberieme heteroskedastické data. Premenné z a € si rovnaké ako
v ako pre 1. priklad, ale y budeme modelovat pomocou y = 1 — 2z + (9 — z)e. Obrazok
12 znézornuje priamky pre jednotlivé kvantily, ktoré vSak uz nie st rovnobezné. Av-
sak medidnovy odhad splyva s odhadom podmienenej strednej hodnoty, tak mozeme
usudit ze méme symetrické déta. Vidime to i z odhadu interceptu, ktory lezi na 45
stupnovej priamke. Sklon sa rapidne meni pre jednotlivé kvantili, ¢o nam potvrdzuje
heteroskedasticitu déat.

Kvantilova regresia sa da teda vyborne vyuzit ako néstroj na preskumanie dat.

Na odhad parametrov pre nelinedrnu kvantilovi regresiu sa vyuziva funkcia nlrq(Q).
V nasledujtcej casti si odhadneme parametre ndsho modelu v systéme R pomocou

vyssie uvedenej funkcie rq().
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Obr. 12: Odhad parametrov pre heteroskedastické déta.

4.3 Odhad parametrov modelu

Odhad parametrov pre model (49) pomocou kvantilovej regresie, pouzitim algoritmu
Frich-Newton ziskame nasledovne:

library(quantreg)

tau=seq(0.1,0.9, by=0.1 )

fitl=rq(WAGP~ EXP+EXP2+RAC1P+as.factor(SCHL), tau=tau, method="fn")
plot (summary(fit1))

Hodnoty parametrov pre jednotlivé vysvetlujice premenné v zavislosti na vybranych
kvantiloch mézeme vidiet znazornené na obrazku 13 ¢iernou prerusovanou ¢iarou. Siva
oblast predstavuje prislusny 90- percentny interval spolahlivosti. Cervené ¢iary sa hod-
noty odhadu parametrov ziskané metédou najmensich stvorcov. Cervené prerusované
Glary su prislusné 90- percentné intervaly spolahlivosti pre dané odhady strednej hod-
noty.

Intercept modelu (49) [y mozeme interpretovat ako odhad podmienenej kvantilove;
funkcie pre rozdelenie logaritmu miezd WAGP belocha, ktory ma priemerné skiisenosti a
dosiahol 5, 6 alebo 7 stupen vzdelania. VSetky ostatné odhady parametrov modelu st

teda relativne voci interceptu.

Skusenosti EXP vstupuju do modelu kvadraticky. Obrazok 14 znézornuje, aky vplyv
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Obr. 13: Odhar parametrov modelu (49)
pre hodnoty 7 = (0.1,0.2, ..., 0.9).

na WAGP maju skusenosti EXP pre vybraté kvantily. MozZeme si v8imni, Ze pre nizsie
kvantily je funkcia konvexna a pre vyssie kvantily sa stava viac konkavna. Pre vSetky
kvantily sa s rastiicimi skusenostami zvysuje vplyv na WAGP. U nizsich kvantilov s ras-
tom skusenosti rastie vplyv na WAGP ovela pomalsie. Pre vyssie kvantily je vplyv ovela

vacsi a s rastom skiisenosti rastie i rychlejsie. Najviac zardbajuci obc¢ania, t.j. 0.9 kvan-

til, maji mensi vplyv s rastom skusenosti ako 0.7 kvantil.

Samostatna prislusnost ¢iernej rasy ma za pri¢inu pokles mzdy oproti belochom. Odha-
dom pre podmienent strednit hodnotu metédou najmensich stvorcov je to skoro o 0.22.

Moézeme si vsimnut, Ze ¢ernosi, ktory maju nizku mzdu, sice na drovni do 0.15 kvan-
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Obr. 14: Vplyv skiisenosti na logaritmus tyzdennych miezd pre 5 roéznych kvantilov.

tilu maju rozdiel WAGP oproti belochom oc¢ividne vyssi, cez 0.24. Najblizsie ku mzdam
belochov to maju ¢ernosi, ktory maji WAGP okolo 0.4 kvantilu a ti zardbaji menej o
0.176. Mdzeme si eSte vSimnut, ze horny 10 percent zarabajuicich ¢ernochov zarabaju

aj tak o 0.22 WAGP menej ako belosi.

Vsetky trovne vzdelania nebudeme interpretovat, vyberieme si len niektoré, ktorych
odhady sa zdaja byt najzaujimavejsie. Mozeme si vSimnut, ze 12, 14, 15, 16, 17 a 18
troven maju podobny charakter. T, ktori zardbaji najmenej, t.j. na trovni 0.1 kvan-
tilu maju najvyssi vplyv na WAGP. Pre ostatné kvantily st odhady pomerne rovnakeé,
ich hodnota je pod hodnotou ziskanou metédou najmensich Stvorcov.

Americkym ob¢anom sa oplati chodit do skoly. Cim vyssi level absolvuji, tym viac ich
zarobky vzrastu oproti interceptu. Ti ¢o absolvuji maturitu, maji na trovni 0.1 kvan-
tilu vyssiu mzdu o 0.8. Ten ¢o skonci bakalara zvysi na tom istom kvantile mzdu o 1.3
a magister o 1.7 voci referencnému obcanovi. Pre ostatné kvantily plati, Zze s kazdym

dalsim absolvovanym stupfiom vzrastie WAGP priblizne o 0.1. Najvacsi skok pre tieto
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dané kvantily je z trovne 16 na troven 17, kde sa z 0.7 dostanem na 1.1 WAGP.

13 aroven ma oproti predchadzajiucim trovniam vzdelania skor rastici trend. Aj ked
oproti 12 tirovni, ¢o je maturita, ma na vSetkych kvantiloch nizsi narast mzdy. Maxi-
malny narast dosahuji medidnovi obc¢ania a hornych 20 percent zarabajtucich WAGP a to
a to je tesne nad 0.4.

19 droven ma zaujimavy trend. Spociatku taktiez klesa, pricom na 0.1 kvantile ma
mzdu vysSiu o 2.1 a od 0.2 — 0.7 m& pomerne konstantné rozloZenie a mzdu vyssiu
oproti interceptu priblizne o 1.8 WAGP. Avsak pre zvysné horné kvantily 0.8 a 0.9 za¢nu
mzdy rast a znova sa dostani na troven 2.1.

Doktorandsky titul ma podobny charakter ako troven 19. AvSak okrem dolnych 10 per-
cent zarabajucich WAGP, ktori zvySuju svoj prijem o 2.2, maja vSetky ostatné kvantily
mensi vzrast prijmu ako v 19 drovni.

Teraz sa pozrieme na roky, ktoré analyzoval Angrist. Budeme postupovat podla [5] a

skiisime sa pozriet, ako sa vyvijali niektoré parametre v priebehu rokov.

4.3.1 Angristove data a porovnanie vybranych premennych

V prilohe A st obrazky A.18, A.19 a A.20, na ktorych st znazornené odhady koeficien-
tov pre jednotlivé kvantily. Postupne zobrazuju rok 1980, 1990 a 2000. Vyberieme si
niektoré zaujimavé premenné aby sme ich navzajom porovnali s nasimi vysledkami.

Premenné, ktoré vstupuji do modelu maji odlisné znacenie ako nase a niektoré tirovne
vzdelania sa nezhoduju z naSimi troviiami. Nebudeme vypisovat jednotlivé drovne
vzdelania, st tam iba malé zmeny a v naSom porovnani to nebude prekazat. Dajui sa
v8ak najst na stranke <http://www.census.gov/>, kde st tieto déata volne dostupné.

Oznacenie premennych je nasledovné:

62



4.3 Odhad parametrov modelu 4 AMERICKE MZDOVE DATA
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black
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Logaritmus tyzdennych prijmov vzhladom k roku 1989 v dolaroch, v
nasom pripade WAGP.

Vek v rokoch, ohrani¢eny pre osoby 40-49 ro¢né, v nasom pripade
AGEP.

Binarna premenné vyjadrujica farbu pleti, 0 pre belochov a 1 pre
¢ernochov, v naSom pripade RAC1P.

Dosiahnuty stupen vzdelania,, v nasom pripade SCHL.

Potencialna sktsenost vypocitana ako (age-educ-6), v nasom pripade
EXP.

Druha mocnina educ, v naSom pripade EXP2.

Nasledujtci obrazok 15 ndm znézoriiuje vyvoj RAC1P pre dané roky.

1980 1990

.
-

2000 2012

__,/'\_

Obr. 15: Porovnanie vyvoja premennej RAC1P podla jednotlivych rokov 1980, 1990, 2000 a

2012.

Ako prvé si mozeme vsimnut, ze z roku 1980 na rok 1990 sa pre vSetky kvantily posunul

odhad parametrov smerom nahor. To znamené, Ze rozdiel v primoch medzi belochmi a

¢ernochmi sa za 10 rokov zmensil. V priemere sa tento rozdiel zmensil z -0.27 na -0.21,

teda o 0.06. Ani tvar vyvoja podla jednotlivych kvantilov sa rapidne nezmenil. Iba ti,

ktori najviac zarabali, to znamené hornych 10 percent, ostali skoro na tom istom, ako
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boli i v roku 1980.

Zmena znova nastalo o desat rokov. V roku 2000 sa prepadli a priblizili sa k roku 1980.
Hornych 40 percent WAGP sa dostali presne na rovnaka droven ako pred dvadsiatimi
rokmi. Zvysnych 60 percent tiez poklesli oproti roku 1990, ale nie az na tGroven, v ktorej
sa nachédzali v roku 1980. V priemere poklesli z -0.21 na -0.24, teda o 0.03.

Za dalsich 12 rokov sa znova situécia zlepsila. V priemere zrastol rozdiel z -0.24 na
-0.22, ¢o je zlepSenie o 0.02. Nastala v8ak velkd zmena v tvare. Kym doteraz mal tvar
skor rastici trend, v roku 2012 to uz tak nebolo. 10 percent najviac zarabajicich cer-
nochov sa prepadlo na troven -0.22; ¢o je pokles skoro o 0.02 WAGP. Naopak 0.4 kvantil
sa vySvihol o 0.04 WAGP a ich rozdiel oproti belochom bol na trovni 0.17, ¢o je porov-
natelné s 0.8 kvantilom v roku 1990. Este vacsi progres mali na 0.2 kvantile, ked za 12
rokov sa ich rozdiel v prijmoch oproti belochom zmensil o 0.08.

Obréazok 16 nam znazorhuje vyvoj 19. trovne vzdelania pre prislusné roky.

1980 1990

2000 2012

Obr. 16: Porovnanie vyvoja premennej as.factor (SCHL) 19 podla jednotlivych rokov 1980,
1990, 2000 a 2012.

V roku 1980 bol efekt na mzdu skoro rovnaky ako pre mélo zarabajucich, tak pre tych,
¢o zarabali viac. O 10 rokov vSak nastal znacny rozdiel. Vplyv na mzdu vzréastol a

dostali sme celkom odlisny tvar. Je vidiet rastuci trend skoro na vSetkych kvantiloch

64



4.3 Odhad parametrov modelu 4 AMERICKE MZDOVE DATA

okrem 0.9 a rapidne zvySenie na 0.8 kvantile, kde efekt vzrastol o vySe 1 WAGP.

V roku 2000 bol tvar velmi podobny ako v roku 1990 a zmena v efekte na WAGP nie je
skoro ziadna az na 0.8 kvantile, kde sa vplyv zase zvysil a to priblizne o 0.2.

V roku 2012 efekt na mzdu vzrastol a zmena v tvare je znova rapidna. O rastticom
trende sa uz neda ani hovorit. Efekt mzdy pre najmenej zarabajucich a to na trovni
0.1 kvantilu vzrastol o 1, podobne ako v roku 1990 pre 0.8 kvantil. Ostatné kvantili
mierne vzrastli, len 0.8 ostal na rovnakej trovni.

Posledné premenné ktord si porovname bude 20. troven vzdelania, teda dosiahnuty
doktorandsky titul. Na obrazoku 17 mame znazorneny vyvoj 20. trovne vzdelania pre

dané roky.

1980 1990

2000 2012

Obr. 17: Porovnanie vyvoja premennej as.factor (SCHL)20 podla jednotlivych rokov 1980,
1990, 2000 a 2012.

V roku 1980 bolo rozlozenie na jednotlivych kvantiloch pomerne konstantné okolo hod-
noty 1 WAGP. Len dolnych 10 percent zarabajtcich bolo na drovni tesne nad 0.8 a
hornych 10 percent na trovni 1.1.

V roku 1990 sa tvar odhadov pre jednotlivé kvantili mierne zmenil, nabral klesajuci

trend skoro na vSetkych kvantiloch. Vplyv na WAGP sa zvysil pre vSetky kvantily v prie-
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mere o viac ako 0.2. AvSak najvacsi skok sa stal pre 0.1 kvantil a to o 0.55. 10 percent
najviac zarabajucich zostalo skoro na rovnakej trovni, ako boli pred desiatimi rokmi.
V roku 2000 nastal pokles na vSetkych kvantiloch v priemere o vyse 1 WAGP. Ani tvar sa
vyrazne nezmenil. Zaujimavejsi je vSak rok 2012. V priemere sa vplyv na mzdy zvysil o
0.65. Na 0.3 - 0.8 kvantile je vplyv rovnaky okolo 1.6 WAGP. Na chvostoch je vsak vplyv
vyrazne vyssi. 10 percent najmenej zarabajicich ma vplyv dokonca skoro 2.2.

Zaujimavé je, ze v porovhani s 19. Groviou vzdelania je vplyv na mzdu pre 20 percent

najviac zardbajucich ovela mensi od roku 1990.
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Zaver

V diplomovej praci sme sa zaoberali kvantilovou regresiou v ekonometrii. V prvej ka-
pitole sme si predstavili zakladnt teériu kvantilovej regresie, odvodili sme si optimali-
zacnu tlohu kvantilovej regresie na odhad parametrov modelu. Pomocou smerovej deri-
vacie sme zaviedli podmienku optimality pre dant tlohy. Zaoberali sme sa vlastnostami
odhadov, ako su ekvivariancia Skaly, ekvivariancia posunu a ekvivariancia preparamet-
rizovania matice planu. Na zaver tejto kapitoly sme si ukazali asymptoticki normalitu
odhadov, ktora je tizko spéta s tedriou jednorozmernych vyberovych kvantilov. Pomo-
cou Waldovho testu sme naznagcili, ako sa testuji hypotézy o parametroch modelu pre
kvantilovi regresiu.

Druhéa kapitola sa zaoberala rieSenim optimalizacnej tlohy kvantilovej regresie pomo-
cou teorie linearneho programovania. Uloha linearnej kvantilovej regresie sa da, za
pomoci novych premennych, previest na tlohy linearneho programovania. Na zaciatku
kapitoly sme rozobrali zakladna teodriu linedrneho programovania. Predstavili sme si
modifikovanu simplexovi metédu na rieSenie tlohy kvantilovej regresie, ktora vyuziva
podmienku optimality z prvej kapitoly. Pre velké datove subory je vsak modifiko-
vany simplexov algoritmus neprakticky, a preto sme predstavili i alternativny Frisch-
Newtonov algoritmus pre odhad parametrov kvantilovej regresie pomocou teodrie vnu-
torného bodu.

V tretej kapitole sme sa zaoberali MM algoritmom. Ukézali sme, ze znamejsi EM al-
goritmus je Specidlny pripad MM algoritmu. MM algoritmus sme vyuzili na odhad
parametrov modelu pre tlohu kvantilovej regresie. Naprogramovali sme ho v systéme
R. Pri programovani sme narazili na malé nezrovnalosti v ¢lanku [11], z ktorého sme vy-
chadzali. Tieto nezrovnalosti st popisané v casti (3.2.2). V niektorych pripadoch nam
nedokonvergoval MM algoritmus k optimu danej tlohy, ale zostal len v jeho blizkosti.
Na zaver tejto kapitoly sme ilustrovali fungovanie MM algoritmus na jednoduchom pri-
klade.

Posledna, stvrta kapitola analyzuje Americké mzdové data pre kvantilovia regresiu z
roku 2012. V tejto kapitole sme ukazali ako sa pracuje s kvantilovou regresiou v sys-
téme R. Ukazali sme, ¢o vSetko ndm modze kvantilova regresia prezradit o charaktere

dat. Mézeme zhrnit, Ze kvantilova regresia je velmi prospesny néastroj na prieskum dat.
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Podrobne sme opisali vyznam odhadov parametrov kvantilovej regresie pre jednotlivé
premenné. Na zaver sme porovnali nase vysledky s vysledkami z predchadzajucich ro-
kov, aby sme videli, ako sa dané premenné vyvyjali v priebehu rokov.

Teoria kvantilovej regresie sa od doby, ¢o ju v roku 1978 predstavil Koenker a Bassett
vyrazne rozsirila. Uelom tejto prace bolo priniest ¢itatelovi zakladne poznatky z teorie
kvantilovej regresie a predstavit algoritmy na ziskanie odhadov modelu pre jednotlivé

kvantily.
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Obr. A.18: Odhad parametrov modelu (49) pre rok 1980.
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Obr. A.19: Odhad parametrov modelu (49) pre rok 1990.

73



Priloha Priloha
Odhady parametrov modelu pre 2000
(Intercept) exper exper2 black
4 &
e S . .
i P & Jiormiia T § ] [ gl
. o s S B ©
3—""':" """" I :./ ............ O_\ . g—-':f. """""
o? 1 NN T iy
[T PR © - PN o o- - te S |
) < S N
o o ™
T T 1 ! T T 1 2 T T 1 o T T 1
02 04 06 0.8 02 04 06 0.8 02 04 06 0.8 02 04 06 0.8
as.factor(educ)9 as.factor(educ)10 as.factor(educ)11 as.factor(educ)12
= b 4
o
< © .
- S el S I\
N e e ] oo o ] -0 .
o ORI MRS A S S ———
—""""'."'.'." ‘\!_""'---:-’-ﬁ-- i ‘-:-.--
. o . - ~
o }
T T T T © T T T T T T T T g T T T T
02 04 06 0.8 02 04 06 0.8 02 04 06 0.8 02 04 06 0.8
as.factor(educ)13 as.factor(educ)14 as.factor(educ)16 as.factor(educ)17
o | &
4 o 7 s
~ * 1. . o ]
S _.?._‘_,_,: _______ g ____\_°_:_.. _______ 3 :..}.- ----------- § B .
g—-------- :0--0-: g_ ---------- .--°-: g_""""'."'"' g: ---------- .--:°-
T T T T T T T T T T T T e T T T T
02 04 06 0.8 02 04 06 0.8 02 04 06 0.8 02 04 06 0.8
as.factor(educ)18 as.factor(educ)19 as.factor(educ)20
9 N <
:‘i : ~N a /o\ o
o | * B
o . - | N _.\
R T 1 < _prroosrosstocd A
=5 ~ . b _ . 4
8 T+t -----=-= . 1'."5{- o _.’ o | 777777 S |
S o =

02 04 06 08

02 04 06 08

02 04 06 08

Obr. A.20: Odhad parametrov modelu (49) pre rok 2000.
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Prikazy v systéme R na odhad parametrov modelu (49) pre dané roky

#nac¢itanie dat z textového siboru 2012.txt
mydata<-read.table("C:\\Users\\Lucia\\Desktop\\Dipl_data\\2012.txt" ,header=T,sep="\t")
attach(mydata)

dim(mydata)

library (ved)

crosstab <- table(RAC1P , SCHL)

setEPS ()

postscript ("mosaic.eps")

#mozaikovy diagram pre zastipenie rasy v jednotlivych dGrovniach vzdelania

mosaicplot (crosstab,sort=c(2,1) ,dir=c("h","v"),main = " ")

dev.off ()

#balicek na pouzZitie kvantilovej regresie

library (quantreg)

#EXP pre vybrané kvantily

setEPS ()

postscript("v2.eps")

par (mfrow=c(3,2))

tau=c(0.1,0.3,0.5,0.7,0.9)

for (i in 1:length(tau)){

fit=rq(WAGP "EXP+EXP2+RAC1P+as.factor (SCHL), tau=tauli], data=mydata,method="fn")

x<-sort( unique (EXP, fromLast = TRUE))

plot(x,fit$coef [2] *x+fit$coef [B]*x~2,type="1",xlab="EXP",ylab="vplyv EXP",
main=paste("tau=",tauli]))

}

dev.off ()

EXP<-EXP-mean (EXP)

EXP2<-EXP2-mean (EXP2)

#nastavenie kvantilov taul\in(0.1, 0.2, ..., 0.9)

tau=seq(0.1,0.9, by=0.1 )

#funkcia pre odhad parametrov kvantilovou regresiou

fitl=rq(WAGP EXP+EXP2+RAC1P+as.factor (SCHL), tau=tau, data=mydata,method="fn")

summary (fit1)

#odhady jednotlivjch parametrov pre tau
setEPS ()

postscript("vl.eps")

plot (summary (£fit1))

dev.off ()

#Angristove data pre rok 1980

library (foreign)
mydata80<-read.dta("C://Users//Lucia//Desktop//data//census80.dta")
attach (mydata80)

exper<-exper -mean (exper)
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exper2<-exper2-mean (exper2)

tau=seq(0.1,0.9, by=0.1 )

fit2=rq(logwk*perwt~“exper+exper2+black+as.factor (educ), tau=tau, data=mydata80)

summary (fit2)

#odhady jednotlivyjch parametrov pre tau
setEPS ()

postscript ("v3.eps")

plot (summary (£it2))

dev.off ()

#Angristove data pre rok 1990
mydata90<-read.dta("C://Users//Lucia//Desktop//data//census90.dta")

attach(mydata90)

tau=seq(0.1,0.9, by=0.1 )

exper<-exper -mean (exper)

exper2<-exper2-mean (exper2)

fit3=rq(logwk*perwt exper+exper2+black+as.factor (educ),
tau=tau, data=mydata90 ,method="£fn")

summary (£it3)

#odhady jednotlivjch parametrov pre tau
setEPS ()

postscript("vd.eps")

plot (summary (£it3))

dev.off ()

#Angristove data pre rok 2000
mydata0O<-read.dta("C://Users//Lucia//Desktop//data//census00.dta")

attach (mydata00)

tau=seq(0.1,0.9, by=0.1 )
exper<-exper -mean (exper)

exper2<-exper2-mean (exper2)

fit4=rq(logwk~ exper+exper2+black+as.factor (educ), tau=tau, data=mydata00)

summary (fit4)

#oodhady jednotlivych parametrov pre tau
setEPS ()

postscript ("vb.eps")

plot (summary (£fit4))

dev.off ()

#porovnanie RAC1P pre jednotlivé roky

setEPS ()

postscript ("v9.eps")

plot (summary (fitl1) ,parm=c("RAC1P") ,main="2012",ylim=c(-0.35, -0.16))
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dev.off ()

setEPS ()

postscript("v6.eps")

plot (summary (fit2) ,parm=c("black") ,main="1980",ylim=c(-0.35, -0.16))
dev.off ()

setEPS ()

postscript ("v7.eps")

plot (summary (£fit3) ,parm=c("black") ,main="1990",ylim=c(-0.35, -0.16))
dev.off ()

setEPS ()

postscript ("v8.eps")

plot (summary (fit4) ,parm=c("black") ,main="2000",ylim=c(-0.35, -0.16))
dev.off ()

#porovnanie (SCHL)19 pre jednotlivé roky

setEPS ()

postscript("v13.eps")

plot (summary (fitl) ,parm=c("as.factor (SCHL)19") ,main="2012",ylim=c (0.6, 2.3))
dev.off ()

setEPS ()

postscript ("v10.eps")

plot (summary (fit2) ,parm=c("as.factor (educ)19") ,main="1980",ylim=c (0.6, 2.3))
dev.off ()

setEPS ()

postscript("vil.eps")

plot (summary (£it3) ,parm=c("as.factor (educ)19") ,main="1990",ylim=c (0.6, 2.3))
dev.off ()

setEPS ()

postscript ("vi2.eps")

plot (summary (fit4) ,parm=c("as.factor (educ)19") ,main="2000",ylim=c (0.6, 2.3))
dev.off ()

#porovnanie (SCHL)20 pre jednotlivé roky

setEPS ()

postscript ("v17.eps")

plot (summary (fitl) ,parm=c("as.factor (SCHL)20") ,main="2012",ylim=c (0.6, 2.4))
dev.off ()

setEPS ()

postscript("vi4.eps")

plot (summary (fit2) ,parm=c("as.factor (educ)20") ,main="1980",ylim=c (0.6, 2.4))
dev.off ()
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setEPS ()

postscript ("vi5.eps")

plot (summary (£it3) ,parm=c("as.factor (educ)20") ,main="1990",ylim=c (0.6, 2.4))
dev.off ()

setEPS ()

postscript("vi6.eps")

plot (summary (fit4) ,parm=c("as.factor (educ)20") ,main="2000",ylim=c (0.6, 2.4))
dev.off ()
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Prikazy v systéme R na vykreslenie obrazkov 10, 11 a 12

#symetrické, homoskedastické data
eps<-rnorm (10000, mean=0,sd=1)
x<-rnorm (10000, mean = 2, sd = 0.5)
y=1-2*x+eps

plot (density(y))

library (quantreg)
tau=seq(0.1,0.9,by=0.1)
fit=rq(y~x,tau=tau)

fit1=1m(y~x)

setEPS ()

postscript ("prl.eps")

plot(x, y, cex = 0.25, type = "n")
points(x, y, cex = 0.6)

abline (rq(y x, tau = 0.5), col = "blue",lwd=2)

abline (1m(y x), 1ty = 2, col = "red",lwd=2)
taus <- c¢(0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9)
for (i in 1:length(taus)) {
abline(rq(y ~ x, tau = taus[i]), col="magenta")
}
dev.off ()
setEPS ()
postscript ("pr2.eps")
plot (summary (fit))

dev.off ()

#asymetrické, homoskedastické data
eps<-rlnorm (10000, meanlog = 0, sdlog = 1)
x<-rnorm (10000, mean = 2, sd = 0.5)
y=1+2%*x+eps
plot (density (y))

library (quantreg)
tau=seq(0.1,0.9,by=0.1)
fit=rq(y~x,tau=tau)

fitl=1lm(y~x)

setEPS ()

postscript ("pr5.eps")

plot(x, y, cex = 0.25, type = "n")
points(x, y, cex = 0.6)

abline (rq(y X, tau = 0.5), col = "blue",lwd=2)

abline (1m(y x), 1ty = 2, col = "red",lwd=2)

taus <- c¢(0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9)
for (i in 1:length(taus)) {

abline(rq(y ~ x, tau = taus[i]), col="magenta")

}
dev.off ()

setEPS ()
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postscript ("pr6.eps")
plot (summary (fit))
dev.off ()

#symetrické, heteroskedastické data
eps<-rnorm (10000, mean=0,sd=1)
x<-rnorm (10000, mean = 2, sd = 1.5)
y=1-2%x+(9-x) *eps
plot (density (y))
library (quantreg)
tau=seq(0.1,0.9,by=0.1)
fit=rq(y~x,tau=tau)
fitl1=1m(y~x)
setEPS ()
postscript ("pr3.eps")
plot(x, y, cex = 0.25, type = "n")
points(x, y, cex = 0.6)
abline(rq(y ~ x, tau = 0.5), col = "blue",lwd=2)
abline (1m(y ~ x), lty = 2, col = "red",lwd=2)
taus <- c¢(0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9)
for (i in 1:1length(taus)) {
abline(rq(y ~ x, tau = taus[i]), col="magenta")
}
dev.off ()
setEPS ()
postscript ("pr4.eps")
plot (summary (fit))
dev.off ()
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MM algoritmus

# majorizacéna funkcia (viacrozmerna)
funl <- function(tau,eps,beta,y,x,betak) {
r=y-x%*%beta
rr=y-x/*%betak
for (i in 1:length(r))
viil=ifelse(r[i]l<0,1,0)
for (1 in 1:length(r))
vv[l]=ifelse(rr[1]<0,1,0)
rrl <- abs(rr)
#vypoclet vektora konstant c
c=4*((rr*(tau-vv) -eps/2x(log(eps+abs(rr))))) -(rr~2/(eps+(rr1))+(4*tau-2) *rr)
sum(1/4*(r~2/(eps+rri1)+(4*tau-2)*r+c))
}
#f majorizalna funkcia(jednorozmerna)
fun2 <- function(tau,eps,beta,y,x,betak) {
r=y-x*beta
for (i in 1:length(r))
v[il=ifelse(r[i]l<0,1,0)
rr=y-x*betak
for (1 in 1:length(r))
vv[l]=ifelse(rr[1]<0,1,0)
rrl <- abs(rr)
c=4*((rr*(tau-vv) -eps/2*x(log(eps+(abs(rr)))))) -(rr~2/(eps+rrl)+(4*tau-2) *rr)
sum(1/4*(r~2/(eps+rrl)+(4*tau-2)*r+c))
}
#MM algoritmus
MM<-function(qtau,ni,y,X){
x<-cbind (rep(1,length(y)),X)
eps<-uniroot (function(epsilon) epsilon*length(y)*abs(log(epsilon))-ni , lower =
10~(-20), upper = 0.9, tol = 1le-9)$root
vysledok<-matrix (data=NA,nrow=length(qtau) ,ncol=dim(x) [2])
#pre ubohy model (model len s interceptom)
if (dim(x) [2]1==1){
for(t in 1:length(qtau)) {
tau<-qtaul[t]
betak<-1lm(formula=y~ -1+x)$coeff #startovacia hodnota
betakk<-optim(betak,fn=fun2,tau=tau,eps=eps,x=x,y=y,betak=betak ,method ="Brent"
,lower = -10"6, upper = 1076) $par
while ((fun2(tau,eps,betak,y,x,betak)-fun2(tau,eps,betakk,y,x,betak))>ni)
{
betak<-betakk
solve<-optim(betak,fn=fun2,tau=tau,eps=eps,x=x,y=y,betak=betak ,method ="
Brent",lower = -10"6, upper = 1076)
betakk<-solve$par
}
vysledok [t,] <-betakk
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}
}
#pre viac parametrov vratane interceptu
else {
for(t in 1:length(qtau)) {

tau<-qtault]

betak<-1lm(formula=y~-1+x)$coeff #pociatocna hodnota betal

betakk<-optim(betak ,fn=funl,tau=tau,eps=eps,x=x,y=y,betak=betak) $par

while ((funl(tau,eps,betak,y,x,betak)-funl(tau=tau,eps,betakk,y,x,betak))>ni)

{
betak<-betakk
solve<-optim(betak,fn=funl,tau=tau,eps=eps,x=x,y=y,betak=betak)
betakk<-solve$par
¥

vysledok [t ,]<-betakk

}
rownames (vysledok, do.NULL = TRUE)
rownames (vysledok) <- c(qtau)

t(vysledok)
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