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Abstrakt

KVANDOVA, Stanislava: NIG rozdelenia a ich vyuzitie v stochastickom dynamickom
programovani [Diplomova pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta
matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky;
vedici prace: Daniel éevéovié, prof. RNDr., CSc., Bratislava, 2014, 61 s.

Tato diplomové praca sa zaobera analyzou parametrickej triedy NIG rozdeleni
nédhodnych premennych a ich vyuzitim v stochastickom dynamickom programovani.
Budeme analyzovat aj citlivost optimélnej odozvy vzhladom na parametre tychto
rozdeleni akymi st Sikmost a kurtéza rozdelenia. Vysledky vyuzijeme pri

kvalitativnom a kvantitativnom vyhodnocovani optimalneho zloZzenia portfélia akcii.

Krlucové slova: NIG rozdelenie, sikmost, Spicatost, stochastické dynamické

programovanie



Abstract

KVANDOVA, Stanislava: NIG distributions and their use in stochastic dynamic
programming [Diploma Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of
Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and
Statistics, Supervisor: Daniel éevéovié, prof. RNDr., CSc., Bratislava, 2014, 61 p.
This Diploma Thesis deals with analysis of NIG distributions of random variables and
their use in stochastic dynamic programming. We will analyse the sensibility of
optimal response to parameters of these distributions like skewness and kurtosis of
distribution. We use results in quantitative and qualitative evaluation of composition

of portfolio assets.

Key words: NIG distribution, skewness, kurtosis, stochastic dynamic programming
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UVOD

Uvod

V oblasti investovania je uz dlho snahou najst ¢o najlepsi spésob ¢ metodu, ktora by
investorovi pomohla optimalizovat svoje rozhodnutia. Kazdy investor chce zo svojej
investicie ziskat ¢o najviac, pricom chce podstipit ¢o najmensie riziko. A to najmé v
poslednej dobe, kedy sa investovanie na finan¢nych trhoch stalo este rizikovejsim.
Zvysené volatilita nie je typickd uz len pre akcie, ale riziko sa zvysilo uz aj pri
investiciach donedavna povazovanych za bezrizikové a to pri investovani do statnych
dlhopisov.

Pri skimani redlnych dat sa ukazuje, Ze v skutoénosti vela finanénych aktiv
nadobida extrémne hodnoty, ¢ize ich rozdelenie mé tazké chvosty. Okrem toho
pozorujeme v datach aj Sikmost. Predpoklad normality vynosov aktiv kvoli tazkym
chvostom ale aj nenulovej Sikmosti rozdelenia je tak treba prehodnotit. Mnoho préc
teda zacalo studovat rozdelenia s tazkymi chvostmi a ich vyuzitie pri optimalizacii
skladby portfolia.

V tejto praci sa pozrieme na aplikaciu problému investora v déchodkovom sporeni
podobne ako v niekol'kych préacach S. Kilianovej, I. Melicher¢ika, D. gevéoviéa, T.
Jakubika, Z. Macovej a D. Graczovej (9], [12], [8], [11], [7]. Pracovat pritom budeme
okrem predpokladu normélneho rozdelenia vynosov aj s predpokladom rozdelenia s
tazkymi chvostmi. Spomedzi triedy tychto rozdeleni budeme konkrétne pouzivat NIG
rozdelenie (Normal Inverse Gaussian distribution).

V uvode prace najprv uvedieme investicny model, z ktorého budeme vychadzat. V
dalSej casti popiSeme penzijny systém na Slovensku a aplikujeme investi¢ny model v
dochodkovom systéme. Nasledne struc¢ne popiseme ciele tejto prace. Vo stvrtej
kapitole odprezentujeme vysledky optimalizacie pricom pouzijeme predpoklad
normality vynosov. Detailne popiSeme nielen vysledky, ale aj pouzity postup.

V dalsej casti si predstavime rozdelenia s tazkymi chvostmi, pricom sa sustredime
hlavne na vlastnosti NIG rozdelenia, ktoré budeme dalej pri optimalizacii pouZivat.
Vysvetlime vyznam parametrov NIG rozdelenia a ukézeme, ako sa daju odhadnut
pomocou prvych styroch momentov rozdelenia - strednej hodnoty, variancie, Sikmosti
a Spicatosti. Nakoniec si ukdzeme motivaciu pre pouzitie tohto rozdelenia, no

poukazeme aj na problémy, s ktorymi musime pri préaci s nim ratat.
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UVOD

Posledna kapitola tejto prace sa bude venovat vysledkom optimalizacie pri
predpoklade NIG rozdelenia vynosov. V prvom rade popiSeme pouzity postup a jeho
zmeny oproti optimalizacii pre normalne vynosy. Ako skusku spravnosti porovname
vysledky pre normalne rozdelenie a NIG rozdelenie navolené tak, aby odpovedalo
normalnemu rozdeleniu. Nésledne sa pozrieme na vysledky pre NIG rozdelenie so
sikmostou a Spicatostou neodpovedajicimi norméalnemu rozdeleniu. Zanalyzujeme ich

vplyv na optimalnu skladbu portfélia.
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1 INVESTICNY MODEL

1 Investicny model

V tejto kapitole predstavime problém investora, s ktorym budeme d'alej v préci
pracovat. Vychadzat pri tom budeme z modelu, ktory vo svojej praci predstavili

Ferguson a Gilstein [5].

1.1 VsSeobecny investicny model

Predpokladajme vSeobecny investi¢ny model uvedeny v [5]. Investor investuje po
dobu T rokov. V kazdom z rokov t = 1, ..., T si moze vybrat z j = 1, ..., J investi¢nych
moznosti. Kazda investi¢nd moznost sa vyznacuje roznou vynosnostou a rizikom.
Dalej predpokladame, Ze investor ma v kazdom ¢ase t = 0, 1,... 7' — 1 informécie o
historii trhu a tychto investi¢nych moznosti, ozna¢me tieto informaécie I;.

Investor na zaciatku investicie vlastni kapital Cy a C; oznacuje vysku kapitalu na
zaciatku t-teho ¢asového obdobia.

Rozhodnutie investora v ¢ase t je reprezentované J-rozmernym vektorom

by = (b7, b5, ...b%), kde b vyjadruje mnozstvo investorovho kapitalu investovaného do

j-tej investinej moznosti v ¢ase t. Vektor b, musi v kazdom ¢ase spliiat podmienky:

b:>0 prej=1,....J (1)
at=0,1,.7T-1
J
DB <C opret=0,1,..T - 1. (2)
j=1

Nie st teda povolené zaporné pozicie (1) a investor nemoéZe investovat viac kapitalu,
ako vlastni (2).

Nech dalej r? oznacuje vynos petiaznych prostriedkov ulozenych v banke za casové
obdobie (t,t + 1) a 1/ vynos j-tej investitnej moznosti v ¢ase (t,t + 1). Vynos r? je v
¢ase t uz znamy, ale vynos rg je ndahodnou premennou a je znamy az na konci
¢asového obdobia (t,t + 1). Informacia I; tak obsahuje histériu 7% pre éasy 7 < t a
historiu vynosov 7“{ pre vSetky investi¢né moznosti j = 1,...,J v ¢asoch 7 < t.
Predpokladame, ze kapital neinvestovany ani do jednej z investi¢nych moznosti

j=1,...,J sa uklada do banky, kde sa zhodnocuje vynosom r?. Vynos

15



1 INVESTICNY MODEL

neinvestovaného kapitalu vieme vyjadrit ako

J
j=1

Vymnos z investicie do stratégie b, za ¢asové obdobie (t,t + 1) sa vypocita ako

J . .
Z biry.
j=1
Hodnota investorovho kapitalu sa tak bude vyvijat podla rovnice:

Crar = (L+1)(C =Y b)) + Y bl(1+1]). (3)

Jj=1 Jj=
Na konci ¢asového obdobia (t — 1,¢) investor obdrzi novu informéaciu I; a rozhodne sa
pre nasledujtcu stratégiu b,. Téato stratégia je funkciou zaciatoc¢ného kapitalu Cy a
informacnych mnozin Iy, ...I;. b, implicitne zavisi aj od postupnosti vysky
investorovho kapitalu Cy, ..., C;.
Investorove preferencie st reprezentované funkciou uzito¢nosti U, ktora je funkciou
kapitalu. Investor investuje svoj kapital na finanénom trhu, pricom vynos z neho je
nahodny, preto volba stratégie j zavisi aj od investorovej averzie k riziku. Investorova
averzia k riziku sa so zvySujucim kapitalom znizuje. Preto m6zeme formulovat tlohu
ako maximalizaciu o¢akavanej uzito¢nosti kapitalu v ¢ase T' pre danu troven

investorovej averzie k riziku:

max E(U,(Cr)|Iy),

kde « oznacuje koeficient averzie k riziku.

1.1.1 Funkcia uzitoénosti

Funkcia uzitocnosti je dobrym meradlom hodnoty kapitalu. Aby funkcia uzito¢nosti
vedela zmysluplne porovnavat investi¢né moznosti, musi splhat zakladné vlastnosti.

Od funkcie uzito¢nosti vyzadujeme:

e rastucost (U'(xz) > 0) - vyplyva prirodzene z toho, Ze investor ma vacsi uzitok z

vacsieho majetku.

e konkavnost (U”(z) < 0) - vyplyva z predpokladu rizikovo averzného investora.

Ak ma investor moznost investovat do portfolia, ktoré mu prinesie isty kapitél

16



1 INVESTICNY MODEL

vo vyske k alebo do portfélia so strednou hodnotou ziskaného kapitalu &k, potom
uzito¢nost portfolia s istym kapitédlom k je vyssSia a investor si vyberie prave

tito moznost.
Najcastejsie sa pouzivajuce typy funkcie uzitocnosti su:
e cxponencidlna U(z) = —e %, pre b > 0
e logaritmickd U(x) = In(x)
e mocninovd U(x) = ba®, pre b < 1,b# 0
e kvadratickd U(x) = x — bx?, pre b < 0

Kazda funkcia uzito¢nosti ma uré¢ité vyhody i nevyhody. Napr. logaritmicka funkcia
uzito€nosti pre nulovy majetok nadobida hodnotu —oo a kvadratickd funkcia
uzitocnosti je rastiica len pre x < %

Averziu investora k riziku mézeme popisat aj ¢iselne a to cez Arrow-Prattov
absolutny koeficient averzie k riziku:

B U//(x
U'(x)

~—

as(x) =

Plati, ze vacsi Arrow-Prattov koeficient odpoveda vyssej averzii k riziku.
Okrem toho poznéame aj relativny koeficient averzie k riziku

U// (.T)
U'(a)

ar(x) = —x

ktory meria absolutnu averziu k riziku v pomere k majetku.
V spojitosti s Arrow-Prattovym absolutnym koeficientom a relativnym koeficientom

averzie k riziku sa spajaju dve najcastejsie sa pouzivajice skupiny funkcii uzito¢nosti:

e CARA funkcie uzito¢nosti (Constant absolute risk aversion): majia konstantny

koeficient a4(z).

e CRRA funkcie uzitocnosti (Constant relative risk aversion): majia konstantny

koeficient ag(z).

17



1 INVESTICNY MODEL

1.2 Formulacia problému investora

Predpokladame investora, ktory svoj kapital investuje v ¢casoch t = 1,2,...,T —1 a ma
moznost investovat do investi¢nych moznosti j = 1, ..., J. Tieto investi¢né moznosti sa
od seba odliSuji pomerom medzi menej a viac rizikovym aktivom. Rizikovejsie
aktivum ma vyssiu volatilitu ale aj vyssi vynos, naopak menej rizikové aktivum sa
vyznacuje nizSou volatilitou a aj nizsSim vynosom. Volatilita a vynos jednotlivej
investi¢nej moznosti bude zavisiet od volatilit a vynosov tychto aktiv a korelacie
medzi nimi.

Vyvin investorovho kapitalu bude zavisiet od vybratej investicie a mézeme ho

vyjadrit nasledovne:

Ct+1 :Ft(Ct;j77’g)7 t:17277T_1

CO > 07 (4)

kde funkcia zmeny kapitalu Fy(Cy, j,77) je funkciou kapitalu v predchadzajicom case,
zvolenej investicie j a 7‘{ - vynosu tejto investicie v obdobi (¢, ¢+ 1).

Investor sa v kazdom ¢asovom kroku na zéklade informécii I; rozhoduje, do ktorej
investiénej moznosti investuje. Sleduje pri tom ciel - maximalizaciu o¢akévane;j
uzito¢nosti svojho majetku na konci investicie v ¢ase T'. Ako sme spominali [;
pozostava z informacii o historickom vyvine vynosov Tf pre kazdua investiénii moznost
j do casu t.

Investorovu optimalizéciu rozhodnutia mézeme formulovat ako stochasticky
dynamicky problém:

max E(U(Cr))

J

Ct+1 :Ft(0t7j7ri), t:1,2,,T—1 (5)
C() >0
Podla tedrie podmienenych o¢akivani mézeme povazovat postupnost informécii I; za
postupnost nezmensujtcich sa o-algebier. To nam umoznuje pouzitie vezového

pravidla pre podmienené o¢akavania na problém (5). Toto pravidlo uvadzame v

nasledujucej vete, pricom ¢erpame zo 4. kapitoly knihy I. Melichercika [14].

18



1 INVESTICNY MODEL

Veta 1.1. (Vezové pravidlo pre podmienené ocakdvania) Nech X je ndhodnd
premennd v pravdepodobnostnom priestore (S0, F,P) takd, Ze jej strednd hodnota

E(|X]|) < co. Nech G, H si o-algebry také, Ze G C H C F. Potom plati:
E(X]G) = E(E(X[H)[F).
Pouzitim predchadzajucej vety dostavame
E(U(Cr)) = E(E(U(Cr)[1)) = E(E(U(Cr)|Ch)),
kde E(E(U(Cr)|C})) je maximalna. Ozna¢me hodnotovu funkciu (investorovu
okamzittu uzitocnost) V;(C) = maj(]E(U (Cr)|Cy = C). Aplikovanim vety (1.1) na
jE
hodnotovi funkciu dostavame Bellmanovu rovnicu:
V(€)= maxB(Vi1 (F(C, 5, 7)) = maxB(Via (F(C, 5(C, 1), 7))
Vr(C) = U(C). (6)
Riesenie rovnice (6) je optimalnou vol'bou investi¢nej moznosti j v kazdom ¢ase v
zavislosti od ndhodnej premennej C - aktualnej hodnoty kapitdlu investora v case t.
Nech pozname pravdepodobnostné rozdelenie vynosov ! v rovnici (6),

charakterizované funkciou hustoty ft] . Potom sa rovnica (6) moéze dalej prepisat do

tvaru:

Vi(C) :r?eajdE(WH(Ft(C,j, r))) = Iilgji /VtJrl(Ft(Caja T))ftj(T) dr
R

Vlastnosti optimélneho riesenia rovnice (7) za splnenia uréitych podmienok si

priblizime v nasledujtcej vete.

Veta 1.2. Nech U(x) je rastica, strikine konkdvna, C* hladkd funkcia pre x > 0.

Potom pre kaZdy cast =1,...,T plati:
o funkcia Vi(x) je rastica a strikine konkdvna v premennej x.
o cxistuje prave jeden argument j,(x), ktory mazimalizuje iilohu (7).
o funkcie Vy(z) a j,(x) si spojité a C* hladké v premennej x > 0 na lubovolnom

ohranicenom intervale 0, 4. 0krem najviac koneéného poctu izolovangch bodov.
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2 Penzijny systém

V dosledku starnutia populécie sa financovanie déchodkov stéva stale narocnejsim.
Zmena demografickej struktury vedie k neudrzatelnosti PAYG (Pay as you go)
systému - priebezného dochodkového systému, ktory je zaloZeny na priebeznom
prerozdelovani financii od pracujicich k déchodcom. Vo vicsine krajin sa totiz stale
zvySuje pomer starsich I'udi (vo vekovej skupine nad 65) a mladych (od 15-64). Napr.
v Nemecku sa odhaduje, Ze sa tento pomer zvysi z trovne 24% v roku 2002 na 49% v
roku 2050.

7 tohto dovodu pristipilo aj Slovensko k zmene dochodkového systému. Od januéra
2005 je tak slovensky dochodkovy systém tvoreny tromi piliermi.

Prvy pilier je povinny a je zalozeny na PAYG systéme. Odvody do prvého piliera,
ktoré sa momentalne pohybuju na trovni 8% z prijmu zamestnanca, su odvadzané do
socialnej poistovne.

Druhy pilier je tiez povinny a odvody st v rovnakej vyske ako tie do prvého piliera.
Na rozdiel od prvého piliera vSak ide o investovanie na sikromnych déchodkovych
uctoch v déochodkovych spraveovskych spolo¢nostiach (DSS).

Posledny treti pilier je dobrovolny a je nastaveny ako doplnkové penzijné sporenie.
Tu ide uz o mensie Giastky ako je to pri prvych dvoch pilieroch. KedZe je dobrovolny,
Stat sa ho snazi podporovat a to cez danové ulavy. Pri sporeni v tomto pilieri si
zamestnanec vyberie vysku mesa¢ného prispevku, ktory je potom odvadzany z jeho
¢istého prijmu. Zamestnavatel mu (ale len do urcitej vysky) prispieva rovnakou
sumou.

V tejto praci budeme pracovat len s druhym pilierom doéchodkového systému. Kazda
spraveovské spolo¢nost pontikajica sporenie v tomto pilieri musi poniikat sporitelom
tri typy fondov, do ktorych moézu investovat. Kazdy z tychto fondov ma inua rizikovost

a ziskovost.

e rastovy penzigny fond - najrizikovejsi z fondov, no zaroven ma najvacsi
ocakavany vynos
e vyvdZeny penzijny fond - ponika zaujimavy trok pri rozumnej irovni rizika

Tvv s

e konzervativny fond - fond s najnizsim ocakavanym vynosom a s najnizsim
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2 PENZIINY SYSTEM

rizikom

Sporitelia si vyberaju jeden z tychto fondov, do ktorého sa potom investuji vsetky
ich peniaze v druhom pilieri. Svoju volbu mézu vSak ¢asom menit.

V rastovom fonde moze byt podiel akcii na portfoliu az 80%. Preto je rastovy fond
povazovany za najviac riskantny. V dlhodobom horizonte v8ak mé potencial
najvyssieho vynosu. Kedze variancia hodnoty portfolia v tomto fonde je kvoli akciam
velk4, je povolené investovat sporitelom do tohto fondu len vtedy, ak im do déchodku
zostava viac ako 15 rokov. Toto je zakotvené priamo v zakone.

Vo vyvéazenom penzijnom fonde je povoleny podiel akcii maximalne 50%. ZvySok
musi byt investovany do dlhopisov a penaznych trhovych néastrojov. V porovnani s
rastovym fondom sa tak povazuje za menej riskantny, a preto v iom modze investovat
sporitel az do 7 rokov pred déchodkom.

Konzervativny penzijny fond pozostava uz iba z dlhopisov a penaznych investicii,
pricom vSetky aktiva musia byt zahedZované proti menovému riziku. V dlhodobom
horizonte sa od tohto fondu ocakavaji najnizsie vynosy.

Nech 60, oznacuje podiel akcii v portféliu sporitela a (1 — 6;) je podiel dlhopisov v ¢ase
t. Nech T oznacuje pocet rokov, ktoré sporitelovi zostavaju do déchodku na zaciatku
sporenia. Potom spominané legislativne obmedzenia jednotlivych fondov mézeme

vyjadrit vztahmi:

0, <0,8 pret=1,...,T —15
0, <0,5 pret=T-16,...T -7 (8)

0, =0 pret=T—6,....T —1

2.1 Aplikacia investicného modelu v déchodkovom systéme

Investor, o ktorom sme rozpréavali v prvej kapitole, je vlastne v nasom pripade
sporitel, ktory si spori na déchodok v druhom pilieri dochodkového sporenia.
Namiesto investovania urcitého poc¢iato¢ného kapitalu na zaciatku investi¢ného
obdobia sporitel prispieva na dochodok pravidelne, vidy rovnaku ¢astku zo svojho
platu. Spori si po dobu T rokov, kde T' je pocet rokov, ktoré sporitelovi zostavaju do

dochodku na zaciatku sporenia.
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2 PENZIINY SYSTEM

Cielom sporitela je maximalizovat o¢akavané uspory na konci sporenia, pri¢om si
moze volit z viacerych investiénych moznosti. Sporitel si spori peniaze v
dochodcovskej spravcovskej spolo¢nosti, v rdmci ktorej si moze vybrat jeden z fondov.
Kazdy fond sa vyznacuje inou volatilitou a vynosnostou. Sporitel si moze tento fond
v Case menit, my budeme predpokladat moznost zmeny fondu raz ro¢ne. Rovnako,
raz ro¢ne, su vykonavané aj prispevky sporitela na svoj tucet. Sporitel si moze v
danom ¢ase vybrat len jeden fond, v ktorom chce sporit a zaroven jeho vyber musi
spliiat obmedzenia, o ktorych sme rozpravali v tivode tejto kapitoly (8).

Sporitel maximalizuje ocakavant uZitocnost nasporeného majetku v ¢ase T pri danej
urovni jeho averzie k riziku. Predpokladajme, Ze sporitelove preferencie si

charakterizované CRRA funkciou uzito¢nosti U:

=) 1), o

U, je funkciou sporitelovho majetku a o > 0 vyjadruje jeho relativnu averziu k riziku.

Zvysujuci sa parameter « znamena, ze sporitel vyhladava menej rizikové fondy.
Nech d; oznacuje nahodnii premennt, ktora predstavuje nasporent sumu v ¢ase t a
Uy, definovana v (9) je funkcia uzitocnosti sporitela s relativnou averziou k riziku a.
Predpokladéame, Ze sporitel sa moze v kazdom ¢asovom kroku t € {1,...,7 — 1}
rozhodnut pre jeden z fondov j € {1, ..., J}, do ktorého budu investované jeho aspory
v druhom pilieri za cielom maximalizacie o¢akavanej uzito¢nosti v ¢ase T'. Problém

mozZeme formulovat nasledovne:

maxE(U(dr)) (10)

j€J
za podmienok a=a
d; € D
jed
kde J popisuje mnozinu pripustnych investi¢nych moznosti, urcent vladnymi
obmedzeniami (8), D oznacuje obmedzenia na d; a @ je sporitelova relativna averzia
k riziku.

Pozrime sa teraz blizsie na vyvin kapitalu sporitela. Sporitel prispieva na déchodok

raz ro¢ne 7-Cast svojho ro¢ného platu w, a nasporené peniaze mé investované v case t
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vo fonde j, pricom volba fondu spliia podmienky (8). Nech s, oznacuje nasporeny

kapital v ¢ase t. Potom sa vyvin kapitalu sprava nasledovne:

St+1 =st(1+r§)+wt+17, t=1,...,T—1

§1 = W1 T, (1]‘)

kde ! oznacuje vynos j-teho fondu za ¢asové obdobie (¢,t 4 1).

Plat sporitela ¢asom rastie a to podla vztahu:

Wi41 = (1 + pt)wt7

kde p; predstavuje rast mzdy v ¢ase t. Budeme predpokladat, Zze rast miezd je znamy
a vieme ho odhadnut pomocou ekonometrického modelu.

Vzhladom na to, Ze sporitela nebude pri odchode na déchodok zaujimat celkova
nasporend suma, ale skor pomer nasporenej sumy a jeho mzdy v case T', je lepsie
zaviest novi stavovi premennt d; = 3-. Hodnota stavovej premennej v case T' (dr)
vyjadruje pocet rokov, pocas ktorych ma sporitel vdaka sporeniu v druhom pilieri k
dispozicii rovnaky prijem, ako to bolo v ¢ase jeho odchodu na déchodok.

Pouzitim novej stavovej premennej d; = 3+ sa vztah (11) zmeni nasledovne:

dt-i-l:Ft(dt?j?Tz) :dteript+77 tzl,,T—l

dl =T, (12)

kde Tf oznacuje vynos j-teho fondu za ¢asové obdobie (t,t+ 1) a p; je rast mzdy v
Case t.

V pripade aplikacie investi¢cného modelu v déchodkovom systéme sa meni aj
informac¢nd mnozina I;. Na rozdiel od informac¢nej mnoziny, ktora sme popisali pre
v8eobecny pripad investora v (1.2), uz neobsahuje len historiu vynosov jednotlivych
investi¢nych moznosti rf , ale aj informaécie o raste miezd do casu t.

Vzhladom na novu stavovi premennt, je potrebné upravit aj Bellmanovu rovnicu (6).
Pre pripad sporitel'a, ktory maximalizuje o¢akévani uzito¢nost pomeru nasporenej

sumy a mzdy

maxE(U (dr)),

jeJ
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dostavame Bellmanovu rovnicu v tvare:

= maxE(Via(F(d, 5(d.1),1))) (13)
= maxE(Vin (die )

Vir(d) = U(d).

RieSenie (13) predstavuje pre sporitela optimélnu vol'bu fondu j v kazdom ¢ase t v
zavislosti od hodnoty ndhodnej premennej d; v danom case.

V poslednej casti tejto kapitoly eSte upresnime mnozinu investi¢nych moznosti.
Doteraz sme hovorili o vybere investi¢nej moznosti ako o vybere fondu. Kazdy fond je
tvoreny castou akcii a ¢astou dlhopisov. Preto mdézeme investi¢ni moznost definovat
aj ako portfolio, ktoré je tvorené z O-Casti akciami a (1 — 6)-Casti dlhopismi, kde

0 € (0,1). Mnozina pripustnych investi¢nych moznosti, ozna¢me ju ©, pritom musi
spliiat legislativne obmedzenia (8).

Cely problém sporitela tak moézeme prepisat nasledovne:

maxE(U (dr)) (14)

za podmienok diy1 = F(dy, 0,77))
—de P, t=1,...T—1 (15)
dl =T <16>
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3 Ciele prace

Cielom tejto diplomovej préce je riesit tlohu, ktora sme si predstavili v ¢asti (2.1).
Riesit ju budeme pre predpoklad réznych rozdeleni vynosov investi¢nych moznosti
F(r).

Doteraz najcastejSie pouzivanym typom rozdelenia vynosov bola trieda normalnych
rozdeleni. Ako sme vSak nacrtli v vode, redlne data vykazuju tazké chvosty a
nenulova Sikmost. Tieto tvrdenia sa pokisime aj osobne potvrdit.

Nésledne sa pozrieme na rozdelenia s tazkymi chvostmi a stustredime sa pritom na
NIG rozdelenie. Nagim ciefom bude porovnat vysledky pre normalne rozdelenie a
NIG rozdelenie. Vzhladom na to, Ze pri NIG rozdeleni vieme navyse od normélneho
rozdelenia navolit vhodne aj treti a Stvrty moment rozdelenia - Sikmost a kurtozu,
zaujimat nas bude senzitivita optimélneho riesenia vzhladom na ne. Vypocty
vykoname nielen pre roznu volbu Sikmosti a Spicatosti, ale aj pre réznu troven
averzie k riziku.

KedZe tuto ulohu nebudeme riegit analyticky, ale budeme hladat jej numerické
rieSenie, bude potrebné si vhodne pripravit program. Ten sa bude pre predpoklad

normélneho rozdelenia a NIG rozdelenia v niektorych detailoch lisit.
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4 Vysledky optimalizacie pre normalne rozdelenie

V tejto casti detailne popiSeme nielen vysledky optimalizacie, ale aj pouzity postup a
numerické metody. Vychadzat pritom budeme z prac [9] a [7].

Vratme sa k Bellmanovej rovnici:

VH(C) —taaB(Vies (F(C.0,1))) = max [ Viea(F(C0.0) 1 (r)dr

Vir(C) =U(C). (17)

V nej sme pouzili predpoklad, Ze pozname rozdelenie vynosov jednotlivych
investi¢nych moznosti, charakterizované funkciou hustoty f?(r). Ako sme hovorili v
zévere predchadzajucej kapitoly, 6 tu vyjadruje proporciu akcii v portfoliu, pricom
zvysok (1 — 0) ¢asti portfolia tvoria dlhopisy.

V mnohych modeloch sa pri préaci s vynosmi aktiv predpoklada, Ze stt normélne
rozdelené. V tejto kapitole sa pozrieme na vysledok optimalizacie pri tomto
predpoklade.

S aplikaciou investi¢ného modelu v déchodkovom systéme, pricom bol pouzity
predpoklad normality vynosov, sa vo velkej miere zaoberaju aj I. Melichercik a D.

Sevcovic [8],[9],[11],]12].

4.1 Normadalne rozdelenie

Normalne rozdelenie, zname aj ako Gaussovo rozdelenie, je charakteristické svojim
zvonovym tvarom. Jeho presny tvar je uréeny dvoma parametrami - strednou
hodnotou j a varianciou o2.

Hustota normalneho rozdelenia N(ju, 0?) ma tvar:

1 _ (e—pw)?
e 2072

fx) =

2o
Okrem prvych dvoch momentov (strednej hodnoty a variancie) nas buda v tejto praci
zaujimat aj Sikmost a kurtéza rozdelenia.

Sikmost (skewness) nahodnej premennej X je definovana ako:
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kde p je stredna hodnota rozdelenia.

Kurtoza (kurtosis) nahodnej premennej X je definovana ako:

kde i je opat stredné hodnota rozdelenia.

V pripade normalneho rozdelenia pre lubovolné parametre rozdelenia 1 a o2 je
koeficient Sikmost rovny nule a koeficient kurtézy rovny hodnote 3.

Pri praci s normalnym rozdelenim budeme vyuzivat niektoré vlastnosti, ktoré si

priblizime v nasledujicom tvrdeni.
Tvrdenie 4.1. Normdlne rozdelenie md nasledovné vlastnosti:

o Konvolicia: Ak Xy ~ N(u1,0?) a Xy ~ N(uz,03) s koreldciou p, potom ich
sucet Y = X1 + XQ ~ N(,ul + M2, O'% + O'% —+ 2p0'1(72).

X—p
g

md

e Standardizdcia: Ak X ~ N(u,0?), potom premennd Y =

standardizované normdlne rozdelenie N(0,1).

Pri predpoklade normality rozdelenia vynosov akcii a dlhopisov, z ktorych sa sklada
portfolio fondu, a s pouzitim prvej vlastnosti z tvrdenia (4.1) vieme vyjadrit strednu
hodnotu a standardnt odchylku jednotlivej investi¢nej moznosti.

Nech investi¢na moznost 6 € © odpoveda portfoliu skladajicemu sa z 6 casti akcii s
rozdelenim N(rg,02) a (1 — 6) ¢asti dlhopisov s rozdelenim N (ry, o), medzi ktorymi

je korelacia p. Potom stredna hodnota vynosu tejto investi¢nej moznosti je:
pg = 0rg+ (1 —0)ry (18)

a jeho standardné odchylka je:

op = \/0203 + (1= 0)20% +20(1 — 0)posoy. (19)

4.2 Postup a numerické metédy

V tejto Casti popiSeme postup vyuzity pri vypoctoch a aj pouzité numerické metody.

Vychéadzat pri tom budeme z prac 9] a [12].

27



4 VYSLEDKY OPTIMALIZACIE PRE NORMALNE ROZDELENIE

Nagim cielom je pouZitim numerickych metéd riesit alohu stochastického
dynamického programovania, ktori sme si predstavili v (2.1). RieSenie tejto tlohy
spliia Bellmanovu rovnicu (17).

Algoritmus vypoc¢tu bude spoc¢ivat v postupnom pocitani hodnét V;, pricom budeme
postupovat spéatne od poslednej ¢asovej vrstvy t = T az po ¢as t = 1. Hodnotu
funkcie V' budeme pocitat v m diskrétnych bodoch d;. Body d; buda bodmi delenia

intervalu (d,in, dmaz) na m — 1 rovnako dlhych podintervalov, teda

dmaz _dmm .
d; = dypyi + im0 =0, m— 1. (20)
m—1

Na casovej vrstve T je hodnota funkcie V' rovné uzito¢nosti v danom bode

Vr(d) = U(d). Na vsetkych ostatnych ¢asovych vrstvach je pre kazdé d; potrebné

vypocitat max [Viig1(dis1) fO(r) dr. Interval © = (0, 1) nahradime rovnomernym
€O R

delenim intervalu {6y = 2 k =0,...,ny} a pre kazdé 6 vypocitame

/ Vi (dusa) £(r) dr.

R

f? je funkcia hustoty normélneho rozdelenia s parametrami yp a o2, ktoré sa
vypocitaju zo vztahov (18) a (19).
Pozrime sa teraz na vypocet samotného integralu

/ Viga(dion) £(r) dr = / Vi (die™ + 1) f(r) dr, (21)

R R

Pri jeho vypocte sa stretdavame s problémom velkej variancie hodnot funkcie V. V;
nadobida nielen vel'ké hodnoty, ale aj radovo malé, ¢o vedie k numerickym
nepresnostiam. Preto je pri vypocte integralu (21) vyhodné zaviest skdlovanie, aké sa
v podobnych pripadoch ¢asto pouziva. Nech funkcia H,(d) je ohrani¢ena kladna

funkcia pre t = 1,...,T. V zavislosti od ¢asu ¢ nech je dana vztahmi:

1

Hr = ——— 22

T 2
1

H————— pre t=T—1,..1 (23)

VIV,

Funkciu V;(d) budeme skalovat funkciou H,;(d) a dostaneme tak nova funkciu

Wi(d) = Hy(d)Vi(d). Namiesto problému

Vi(dy) = T(gleaef)’( /‘/15+1(dt+1>f9(r> dr (24)
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tak budeme riesit problém

Hy(dy)

—Ht+1(dt+1)f (r)dr. (25)

d;) = d

Wi(d:) max /Wt+1( t+1)
R

Na vypocet integralu pouzijeme Simpsonove pravidlo, pricom interval R obmedzime

na interval (rg — 309,79 + 309), v ktorom sa s pravdepodobnostou 99,7% nachéadzaju

vynosy 6-tej investi¢nej moznosti. Pocet ekvidistanénych bodov zvolime 11, teda

6

Hodnota integralu aproximovana Simpsonovym pravidlom sa vypocita:

11

> Wi (diy)

=1

Hy(dy)

A Ti).
Ht+1(dt+1)f ( Z) <26)

Tu nam vystupuje hodnota stavovej premennej d; 1 = die" " + 7. KedZe hodnoty
funkcii Wy, H; pozname len v diskrétnych bodoch d; (20), potrebujeme hodnoty v
ostatnych bodoch vhodne aproximovat. My sme pre tento tcel pouzili jednoducht

linearnu interpolaciu:

Wiii(djs1) — Wi (d;
Weir(d) = Wen dy) + i) = Heeald) g 0
J+1 T &y
Hy(djy1) — Hepq(d;
Hos(d) = Hs () + Detle) 2l g (29
J+1 T Hy

kde d lezi v intervale (d;, d;1) pre nejaké j.
Taktiez je potrebné vhodne si zvolit okrajové podmienky pre d;,, ktoré nepadni do

intervalu (d,,in, dmae)- Nase okrajové podmienky vyzeraju nasledovne:

Wii1(d) = Wi (dimin), pre d < dpmin (29)
Wi (d) = Wipr (doas), pre d > dyas (30)
Hyp1(d) = Hip1(dppin), pre d < dpin (31)
Hy1(d) = Hip1(dmaz), pre d > dipas (32)

4.3 Parametre

Predpokladédme sporitela v druhom pilieri dochodkového sporenia, ktorému do

dochodku zostava 40 rokov (7' = 40). Ako to vyplyva zo slovenského dochodkového
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systému, prispieva mesacne 9% svojho platu. Bez straty na vSeobecnosti, budeme
predpokladat pravidelny ro¢ny prispevok 9% z jeho ro¢ného platu. Dalej
predpokladajme, ze dochodcovské spravcovskéi spolocnost tohto sporitela investuje
len do dvoch aktiv. Jednym st akcie reprezentované indexom S&P500 a druhym si
10-ro¢né vladne dlhopisy Spojenych statov americkych. Index S&P500 méa priemerny
vynos us = 10,28% a standardni odchylku o, = 16,90%. Naopak dlhopisy sa
vyznacuju nizsim priemernym vynosom p, = 5, 16% ale aj nizSou Standardnou
odchylkou o, = 0, 82%. Medzi tymito aktivami je aj korelacia, ktort sme odhadli na
urovni psp = —0,1151. Hodnoty sme pouzili rovnaké ako v praci [9].

Delenie © = (0; 1) sme zvolili {¢; € (0;1) |i = 1,...,101}. Stredna hodnota vynosu a
jeho standardna odchylka pre investi¢ni moznost 6; sa vypocitaju pomocou vztahov
(18), (19).

Na rast mzdy na Slovensku p; sme pouzili vysledky prace [10] od autorov V. Kvetan,
M. Mlynek, V. Palenik a V. Radvansky. Casovi struktaru rastu mzdy uvidzame v

nasledujucej tabulke:

Tabul'ka 1: Predikcia rastu miezd na Slovensku

Obdobie | Rast mzdy p [%]
2006-2008 7,0
2009-2014 7,5
2015-2021 6,5
2022-2024 6,0
2025-2050 5,0

Co sa tyka stavovej premennej d interval (dmin; Amae) sme zvolili (0,0891;20) a pocet
bodov d; v tomto intervale sme zvolili 500.

Strednt hodnotu stavovej premennej, ktortt budeme v priebehu sporenia - v ¢asoch
t=1,...,T sledovat E(d;) ziskame ako priemer z 10000 simulacii vyvinu vynosov, pri
pouziti optimélnej investi¢nej moznosti 6, v kazdom z ¢asov t = 1,...,T — 1. Podobne,

pomocou tychto simulécii, ziskame aj Standardnt odchylku Std(dy).
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4.4 Vysledky pre normalne rozdelenie vynosov

V nasledujucej ¢asti popiseme vysledky optimalizacie pri predpoklade norméalneho
rozdelenia vynosov. Problém sme riesili pre réznu troven averzie k riziku, konkrétne
pre hodnoty « od 5 do 13. Najprv sme sa pozreli na volbu 6; pre tlohu bez
obmedzeni, a potom aj pre tlohu s obmedzeniami. Ako ukazovatel efektivnosti sme
brali vyvin strednej hodnoty stavovej premennej E(d;) v kombinécii s jeho
standardnou odchylkou Std(d;).

Na nasledujucich obrazkoch (1),(2),(3) st zobrazené optiméalne volby 6; v zavislosti
od ¢asu t a hodnoty stavovej premennej d. Namiesto oblasti

{lt,d] -t € (1,T —1),d € (dmin; dmaz) } ndm bude stacit poznat optimalnu volbu 6, na
oblasti {[t,d] : t € (1,T —1),d < §}, pretoZe stavova premenna d; sa na zaciatku
investicie k hodnotam blizkym d,,,., redlne nedostane a az s narastajicim ¢asom sa
nam rozsiruje relevantny interval moznych hodnét d;.

Na kazdom z grafov je zobrazeny aj vyvin strednej hodnoty stavovej premennej E(d;)
(bielou) a aj E(d;) £+ Std(d;) (¢iernou).

Na jednotlivych obrazkoch su zobrazené postupne dvojice vysledkov pre riesenie
tlohy bez obmedzeni (vlavo) a s obmedzeniami (vpravo). Na obrazku (1) bol pouzity

koeficient averzie k riziku aw = 5, na obrazku (2) o = 9 a na obrazku (3) a = 13.

Obr. 1: Optiméalna volba 6 pre tlohu bez obmedzeni (vlavo) a s obmedzeniami (vpravo) s

koeficientom averzie k riziku o« = 5

Na kazdom z tychto grafov pozorujeme spolo¢né ¢rty optiméalnych rieSeni. Na

zaCiatku sporenia si na dochodok je pre sporitela vyhodné investovat do
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0.9 07
0.8
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Obr. 2: Optimalna volba 6 pre tlohu bez obmedzeni (vlavo) a s obmedzeniami (vpravo) s

koeficientom averzie k riziku o« = 9
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Obr. 3: Optimalna volba € pre ulohu bez obmedzeni (vlavo) a s obmedzeniami (vpravo) s

koeficientom averzie k riziku o« = 13

riskantnejsich investi¢nych moznosti, teda vac¢siu proporciu investicie dat do akcii.
Tato proporcia sa zmensuje ¢asom alebo so zvySujicou sa hodnotou stavovej
premennej. Vidime vsak, ze vplyv ¢asu je nizsi ako vplyv vysky premennej d. Tento
vysledok je o¢akivany, pretoze sporitelovi hovori, Ze sa mu oplati riskovat v pripade,
ze ¢as do dochodku sa mu krati, ale jeho nasporena suma nie je vysoké. RizikovejSou
poziciou totiz mdze stratit menej akoby to bolo pri vyssej irovni stavovej premennej
d. Naopak sporitelovi, ktory méa uZ v malom c¢ase t dostato¢ne vysoki nasporenti
sumu, sa neoplati riskovat, pretoze moze aj viac stratit.

Teraz sa pozrime na rozdiely v optiméalnom rieseni tilohy v pripade, Ze berieme do
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uvahy legislativne obmedzenia a v pripade bez obmedzeni. V pripade tulohy s
obmedzeniami priamo z legislativnych obmedzeni vyplyva, Ze pripustné rieSenia a
teda aj to naSe optimélne sa pohybuje najvyssie na trovni 0,8 pre lubovolny cas t.
Najvacsie rozdiely v rieSeniach tychto tloh st v poslednych 7 rokoch sporenia a v
pripade nizsich hodnot stavovej premennej v neskorsich rokoch (menej ako 15 rokov
do déchodku). Kym optimélne rieSenie tlohy bez obmedzeni tu sporitelovi radi
riskovat, v rieSeni tlohy s obmedzeniami to uz nie je mozné kvoli legislativnych
obmedzeniam. Toto mé vplyv hlavne na celkovo nizsiu ocakavanti hodnotu E(dr) a
obmedzenie v poslednych 7 rokoch pred dochodkom ma za nasledok pomalsi rast
E(d;), ¢o je na grafe viditeIné ako zlom krivky v ¢ase t = 33. Okrem zlomu krivky je
viditeIné aj to ze Sirka intervalu (E(d;) — Std(d;),E(d;) + Std(d;)) sa v tomto case
zalina rozsirovat pomalSie, ¢o je sposobené velkym skokom od relativne rizikovych
investicnych moznosti k investi¢nej moznosti predstavujicej investiciu uz len do
dlhopisov.

Nakoniec sa pozrime na rozdiely medzi vysledkami pre rozne tirovne sporitelovej
averzie k riziku. Vidime, Ze tak ako sme ocakavali, vyssia averzia k riziku sposobuje
skorsi prechod od rizikovych pozicii k tym s nizsim rizikom. To ma za nasledok nizsiu
oCakavant hodnotu dr ale aj uzsi interval (E(d;) — Std(d,), E(d;) + Std(dy)).

Taktiez vidime, Ze legislativne obmedzenia maji najvacsi vplyv na vysledky pri
najmensej averzii k riziku (o = 5), kde sa rieSenie pre ulohu s obmedzeniami a pre
tlohu bez nich vyrazne 1isi. Pri vysokej averzii k riziku (a = 13) je uz rozdiel v
optimélnom rieSeni ovela mensi, rozdiel je vidiet uz len v poslednych 7 rokoch
sporenia.

Vysledky podla nasich ocakavani dostavame, aj ked sa pozrieme na vyvin stavovej
premennej d; pre rozne trovne averzie k riziku (obr. 4). Ci je to uz pre tlohu bez
obmedzeni (vlavo) alebo s obmedzeniami (vpravo), vidime, Ze ¢im vysSia je averzia k
riziku, tym niz8ia je ocakadvanéd hodnota d;. Rozdiel medzi o¢akadvaniami pre jednotlivé
urovne rizika sa ¢asom logicky zviacsuje. Vidime taktiez, Ze pri tlohe s obmedzeniami
na vahy aktiv su rozdiely mensie a aj to, ze 7 rokov pred ukoncéenim sporenia nastéva
viditelny zlom, pretoze legislativne obmedzenia uz nedovoluji investiciu do akeii a

----- cvve .

vynosy tak klesaji. Zlom je tym viditelnejsi, ¢im nizsiu averziu k riziku ma sporitel.
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Obr. 4: Vyvin stavovej premennej d; pre tlohu bez obmedzeni (vlavo) a s obmedzeniami

(vpravo) pre rozne trovne averzie k riziku a € {5,7,9,11,13}

10— : : 10 :
—E@) —E@d,)

o - -E(d)+Std(d,) | 9 - -E(d )+Std(d)|

al . E(d,)-Std(d,)], 8 E(d,)-Std(d,)|.

Obr. 5: Zavislost ocakavanej hodnoty stavovej premennej na konci sporenia E(dr) a jej
standardnej odchylky Std(dr) od koeficientu averzie k riziku pre tlohu bez obmedzeni (vlavo)

a s obmedzeniami (vpravo)

Nakoniec sa detailne pozrime na o¢akavania v ¢ase odchodu sporitela na déchodok,
¢ize na konci sporenia (obr. 5). Opét je tu vidiet negativny vztah medzi strednou
hodnotou stavovej premennej E(dr) a koeficientom averzie k riziku . Rovnako,
negativne vplyva koeficient averzie k riziku « aj na standardnu odchylku Std(dr).
Toto je spdsobené tym, Ze pri nizsej averzii k riziku je optimélna volba 6 vyssia a tak
sporitel investuje do investi¢nej moznosti sice s vysSim priemernych vynosom, ale aj
vysSou varianciou, rizikovostou. Rovnaké vztahy platia aj pre tlohu s obmedzeniami
na vahy aktiv (graf vpravo), no mézeme vidiet, ze kvoli legislativnym obmedzeniam je

vplyv averzie nizsi.
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5 ROZDELENIA S TAZKYMI CHVOSTMI

5 Rozdelenia s tazkymi chvostmi

Tak ako sme v tvode nacrtli, je otazne, ¢i vynosy maji normélne rozdelenie. Na
empirické data sa viac hodia rozdelenia s tazsimi chvostmi. Toto ukézali v svojej praci
[1] Andersen, Bollerslev, Diebold a Ebens. Pozreli sa najméi na denné DJIA (Dow
Jones Industrial Average) vynosy a zistili, Ze vi¢Sina akcii mé nielen tazké chvosty,
ale je aj zosikmené doprava.

Na pochopenie samotného pojmu ,,tazké chvosty* uvadzame aj matematicka

definiciu.
Definicia 5.1. Hovorime, Ze rozdelenie nahodnej premennej X s funkciou hustoty
fx(x) ma:
o tazky lavy chvost, ak plati fx(x) ~ |2|F) kde 2 — —00 a 0 < a < 2
o tazky pravy chvost, ak plati fx(z) ~ =+ kde v — 400 a 0 < a < 2
e tazké chvosty, ak md tazky lavy aj pravy chvost.
Potom plati, Ze Pr[X > x| ~ |z|™%, kde x — +o0.

Prikladmi takychto rozdeleni s tazkymi chvostmi st napriklad Studentovo
t-rozdelenie, vSeobecné hyperbolické rozdelenie, Sikmé Studentovo t-rozdelenie...

V nasledujtcej casti si niektoré z nich blizsie predstavime.

5.1 VsSeobecné hyperbolické rozdelenie

Vseobecné hyperbolické rozdelenie (VHR) bolo predstavené v praci Bandorff-Nielsena
v roku 1977 [2]|. Trieda VH rozdeleni predstavuje mnoho zaujimavych rozdeleni
vratane normalizovaného inverzného Gaussovského rozdelenia, hyperbolického
rozdelenia, norméalneho rozdelenia ¢i Sikmého t-rozdelenia.

Aby sme mohli uviest definiciu VH rozdelenia, uvedieme najprv definiciu

modifikovanej Besselovej funkcie tretieho druhu.

Definicia 5.2. Modifikovand Besselova funkcia tretieho druhu s parametrom X\ je

funkcia
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o0
K@) = § [y e iy, w0,
0

Definicia 5.3. Ndhodnd premennd X md vseobecné hyperbolické rozdelenie,

X ~GH(\ «, B, 1, 8) prave vtedy, ak jej funkcia hustoty md tvar

2)A i) (V2 H(T—p) 2\ A2
fau(z|X o, B,p,6) = \/275}2—1(57)&( W(—""-) K1 (ay/2 + (x — p)?),

kde v = /a2 — 5%, K\ je modifikovand Besselova funkcia tretieho druhu a x € R.

Pre parametre rozdelenia platia nasledovné obmedzenia:

p o € R,
d>0,|1fl<a ak A>0,
0>0,|8l<a ak A=0,

0>0,16|<a ak A<O.

Chvosty v8eobecného hyperbolického rozdelia sa povazuju za polotazké a pre

x — 400 maju priblizne rozdelenie fgu (x|, o, B, u,8) ~ |z}~ teFathz,

Spomedzi Specidlnych a limitnych pripadov VH rozdelenia st zndmejsie napr.
vSeobecné inverzné Gaussovské rozdelenie, hyperbolické rozdelenie ¢i normalizované
inverzné Gaussovské rozdelenie. Hyperbolické rozdelenie je Specidlnym pripadom VH
rozdelenia pre A = 1. Podobne normalizované inverzné Gaussovské rozdelenie je VH

rozdelenie s parametrom \ = —%.

Definicia 5.4. Ndhodnd premennd X md vseobecné inverzné Gaussovské rozdelenie
(General inverse Gaussian distribution), X ~ GIG(\, x, ) prdve vtedy, ak jej

funkcia hustoty md tvar

0>

— X fohx
farolelh ) = (2) st e (-557).

kde Ky je modifikovand Besselova funkcia tretieho druhu a x > 0. Pre parametre

rozdelenia platia nasledovné obmedzenia:

AeR akx>0,9>0
A>0,v>0 akx=0

A<0,x>0 akvy=0.

36



5 ROZDELENIA S TAZKYMI CHVOSTMI

5.2 Normalizované inverzné Gaussovské rozdelenie

Normalizované inverzné Gaussovské rozdelenie (NIG rozdelenie) je $pecialnym
pripadom v8eobecného hyperbolického rozdelenia. M4 $tyri parametre «, 3, 4t a 9,

ktoré urcuja tvar funkcie hustoty.

Definicia 5.5. Ndhodnd premennd X md normalizované inverzné Gaussovské

rozdelenie NIG(«, 3, 1,0 ), ak md jej funkcia hustoty tvar:

2 (s ) L )

L+ (55)2

fz) =

Y

kde K1 oznacuje modifikovani Besselovu funkciu tretieho druhu a obmedzenia na

parametre si. o> 0,0 > 0,p € R0 < |f| < a.

Napriek tomu, ze funkcia hustoty vyzera dost komplikovane, momentovéa vytvarajica

funkcia tohto rozdelenia ma jednoduchy tvar:

M, (t) = exp (m +o(Var =B — o= (B+t) )). (33)

Pomocou tejto funkcie vieme vypocitat prvé styri momenty - strednit hodnotu,
varianciu, Sikmost a kurtézu. Tie mdéZeme pomocou parametrov rozdelenia vyjadrit

nasledovnymi vztahmi:

M(X)=p+36 f — (34)
V(X)=6 CEaRE (35)
S(X) =3 b (36)

ar/ 0/ a2 — 32
K(X)=3+3 L+ 4 (37)

Podobne pomocou vztahov (34) - (37) sa daja spatne vyjadrit hodnoty parametrov
rozdelenia, ak pozname jeho prvé styri momenty. Tieto vztahy uvadzame v
nasledujucej vete, uvedenej aj v praci [4] od autorov A. Ericsson, E. Ghysels a F.

Wang.
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Veta 5.6. Nech ndhodnd premennd X je NIG(«, 3, 11,0) rozdelend a nech jej strednd

hodnota, variancia, Sikmost a kurtoza si oznacené M,V,S, K. Potom vztahy

parametrov a momentov su:

a=3
p—1|SVV
1
=3
P sy
VV
5 3YVVr =1

kde p=3(K —3)S™2 —4 > 1.

5.2.1 Vyznam parametrov NIG rozdelenia

Kym prvé dva parametre o a [ urcuju tvar funkcie, u a § su skalovacie parametre. Na

nasledujucich obréazkoch (6), (7) st znézornené zavislosti funkcie hustoty od

parametrov rozdelenia «, 5, a 9.

Hustota NIG rozdelenia v zavislosti od parametra a

0.7 .
—NIG(1,0,0,1)

0.67 —NIG(0.1,0,0,1) |{
—N(0,1)

0.57

0.47

0.31

0.2¢

0.1r

—%O -5 5 10

Hustota NIG rozdelenia v zavislosti od parametra 3

0.7

0.6¢

0.5r

0.4r

0.3r

0.2r

0.1r

—NIG(1,0.5,~0.5/(1-0.5%)*2 1)
—NIG(1,0.9,-0.9/(1-0.9%)"2 1)]|
—N(0,1)

Ao

Obr. 6: Hustoty pre rozne hodnoty parametrov o a 3

a ovplyviuje $picatost rozdelenia. Cim je vacsia, tym sa pravdepodobnost viac

sustreduje okolo strednej hodnoty.

[ urcuje Sikmost rozdelenia. Ak je § = 0, potom je rozdelenie symetrické. Ak je

zaporna, rozdelenie je zoSikmené doprava - mé tazsi lavy chvost a naopak, ak je

kladna, rozdelenie je zoSikmené dolava - ma tazsi pravy chvost.
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Hustota NIG rozdelenia v zavislosti od parametra p Hustota NIG rozdelenia v zavislosti od parametra &
0.7 w w ————— 0.7 w w :
—NIG(1,0,1,1) —NIG(1,0,0,1)
0.6 —NIG(1,0,2,1)| 0.6} —NIG(1,0,0,3) |
—N(0,1) —N(0,1)
0.5¢ 1 0.5r
0.4¢ ] 0.4r
0.3f 1 0.31
0.2f 1 0.2r
0.1f 1 0.1r
—qO -5 0 5 10 —% -5 0 5 10

Obr. 7: Hustoty pre rozne hodnoty parametrov p a ¢

Zavislost hustoty od parametra u je jednoducha - zmenou p o konstantu k sa len cela
funkcia hustoty posunie a to o rovnaka konstantu. p v8ak vo v8eobecnosti nie je
stredna hodnota rozdelenia, p sa rovna strednej hodnote len ak 5 = 0.

Ako sme spominali, posledny parameter § je Skidlovacim parametrom a urcuje

disperziu rozdelenia.

5.2.2 Spojitost medzi NIG a normalnym rozdelenim

Na rozdiel od normalneho (Gaussovského) rozdelenia méa NIG rozdelenie viac
parametrov, ¢o mu umoziuje viac volnosti a tym lepSie moZnosti pri popisovani dat
tymto rozdelenim. Na realne data sa totiz vo vicsine pripadov hodi viac NIG
rozdelenie s nenulovou sikmostou a kurtézou réznou od hodnoty 3, ktoré by
odpovedali norméalnemu rozdeleniu.

Pred uvedomenim si rozdielov je délezité pochopit aj podobnost tychto rozdeleni. Pri
vhodnom navoleni parametrov NIG rozdelenia vieme dostat rozdelenie, ktoré sa
priblizuje Gaussovskému rozdeleniu.

Majme premennt X, ktord je normalne rozdelend s parametrami /i a 62. Pomocou
vztahov (34) - (37) odvodime hodnoty parametrov NIG(«, 3, i, 0), ktoré by ¢o
najlepsie odpovedali normélnemu rozdeleniu N (i, 5?).

KedZe normélnemu rozdeleniu odpovedaju nulova sikmost a kurt6za o hodnote 3, tak
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vztahy (34) - (37) buda v nasom pripade nasledovné:

M(X)=p+6 F__; (42)
Oé2 _ ﬁ2
VX) 20— 5 (43)
(a2 — (2)3/2
S(X)=3 b =0 (44)
ar/ o0/ a? — (32
8
K(X) =34+ 3—"2a7_ _g (45)

Vidime, ze hodnotu Sikmosti 0 dosiahneme len nastavenim parametra 8 = 0. Hodnotu
kurtozy 3 vSak vieme dosiahnut iba v limitnom pripade, pretoze pri podmienkach na
parametre NIG rozdelenia (a > 0,6 > 0, € R, 0 < || < ) vidime, 7e K > 3.

Po dosadeni parametra § = 0 a po zmene pozadovanej kurtézy na hodnotu 3 + €, kde

¢ je nekonecne malé, sa ndm vztahy zmenia nasledovne:

M(X)=p=p (46)
V(X) = g = 5° (47)
S(X) =0 (48)
K(X):3+%:3+5. (49)

Potom je uz jednoduchym dopocitanim mozné vyjadrit vztah medzi parametrami
NIG a normalneho rozdelenia:

N(fi,52) ~ NIG 5\/5 0, i, a\/3> pre & — 0+,
V tabulke (2) sa blizgie pozrieme na konvergenciu NIG rozdelenia. SnaZzime sa najst
¢o najpodobnejsie NIG rozdelenie k normélnemu rozdeleniu N(0,05;0,01). Sledujeme
pri tom, ako sa vyvijaju parametre NIG rozdelenia, prvé styri momenty a velkost
rozdielu medzi funkciami hustot jednotlivych rozdeleni.
Moézeme sledovat, Ze znizovanim e skutocne dostavame rozdelenie, ktoré konverguje k
normalnemu. Vidime v8ak aj to, Ze v praxi nemozeme e znizit na l'ubovolni hodnotu,
pretoZe pri velmi nizkych hodnotéach (ako je to tu pre 0,001), je uz problém s

numerickym vypoc¢tom hodnot funkcie hustoty fyig.
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Tabulka 2: Konvergencia NIG rozdelenia k pozadovanému norméalnemu rozdeleniu

N(0,05;0,01)

£ a Bl u 4] M V |S] K max(|fn(z) — fvic(z)])
1 17,3205 | 0 | 0,05 | 0,1732 || 0,05 | 0,01 | O 4 0,4574

0,5 24,4949 |1 0| 0,05 | 0,2449 || 0,05 { 0,01 | O | 3,5 0,2379

0,1 || 54,7723 | 0] 0,05 | 0,5477 || 0,05 | 0,01 | 0| 3,1 0,0494

0,01 || 173,2051 | 0 | 0,05 | 1,7321 || 0,05 | 0,01 | 0 | 3,01 0,005

0,001 || 547,7226 | 0 | 0,05 | 5,4772 || 0,05 | 0,01 | O | 3,001 NaN

5.2.3 Limity NIG rozdelenia

Aj napriek zdanlivej podobnosti NIG rozdelenia a normalneho rozdelenia, je praca s
NIG rozdelenim znacne zlozitejsia. Problém nastava najmé pri s¢itovani dvoch NIG
rozdelenych ndhodnych premennych. Vlastnosti NIG rozdelenia si bliz§ie popiSeme v

nasledujicom tvrdeni.
Tvrdenie 5.7. Trieda NIG rozdeleni md nasledovné vlastnosti:

1. Skdlovacia vlastnost: Ak X ~ NIG(a, B, 1, 6), potom premennd
Y =cX ~ NIG(2, 2, cp, cf).

2. Konvolicia: Ak X1 ~ NIG(«, 8, j11,01) a Xo ~ NIG(«, B, 12, 02) st nezdavislé,
potom ich sucet Y = X1 + Xo ~ NIG(av, B, pu1 + 2,01 + 02).

3. Standardizdcia: Ak X ~ NIG(«, B, 1, 6), potom premennd Y = % md
standardizované NIG rozdelenie NIG(ad, 59,0, 1).

Vidime teda, ze pri praci s portféliom pozostavajicim z aktiv, ktorych vynosy st NIG
rozdelené, nemozeme automaticky predpokladat, Ze aj vynosy portfélia buda z NIG
rozdelenia, ako je to pri Gaussovskom rozdeleni. V tomto pripade sa mdzeme aspon
pokusit aproximovat rozdelenie vynosov portfélia NIG rozdelenim a parametre
odhadnit pomocou prvych Styroch vyberovych momentov dat cez vztahy (38) - (41).
Dalsou problematickou ¢astou prace s NIG rozdelenim, je praktické generovanie
realizécii dvoch nahodnych premennych s konkrétnou nenulovou koreléciou. Zvolit

postup generovania tak, aby nam sedelo vSetkych 9 parametrov (4 parametre pre dve
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NIG rozdelenia a ich korelacia), je ovela zloZitejsie ako pri normélnom rozdeleni. Pre
normalne rozdelenie je potrebné, aby sedelo len 5 parametrov. Pri generovani
normalnych nahodnych premennych sa tento problém riesi s vyuzitim Choleského
rozkladu pozadovanej kovarian¢nej matice generovanych nahodnych premennych. Pre
NIG rozdelenie budeme v tejto préaci dalej pracovat s predpokladom, Ze korelacia
vynosov S&P indexu a dlhopisov je nulova. Tak sa nas problém zmeni na jednoduchy

problém generovania realizdcii ndhodnej premennej zo znameho rozdelenia.

5.3 Realne data

V tejto Casti sa budeme venovat motivacii k pouzitiu NIG rozdelenia. Pozrieme sa na
redlne data a na to, ako dobre vieme ich rozdelenie popisat normalnym a NIG
rozdelenim.

Skimanim realnych dat sa zaoberal napriklad aj Omer Onalan [15], ktory sa zameral
najmé na data dvoch indexov S&P500 a VIX. Ukazal, ze denné spojité vynosy ani
jedného z indexov nemaju normélne rozdelenie, pretoze Sikmost a kurtéza nadobudaja
hodnoty netypické pre normélne rozdelenie. Konkrétne zistené hodnoty st uvedené v
tabulke (3). Nasledne pomocou tychto momentov odhadol parametre NIG rozdelenia.
Hustota tohto NIG rozdelenia bola velmi podobné empirickej hustote a popisovala

spravanie vynosov na chvostoch ovela lepsie ako hustota normélneho rozdelenia.

Tabul'ka 3: Vyberové momenty dat pre S&P a VIX index

index || stredna hodnota | Stand. odchylka | Sikmost | kurtoza

S&P500 -0,00013 0,0142 -0,1213 | 11,89
VIX 0,00019 0,061 0,5744 | 7,53

Zoberme si realne data pre S&P index za obdobie 3.1.2000 az 26.3.2014. Denné
spojité vynosy sa pohybuji v priemere na trovni 6,723.10~° a Standardna odchylka
mé hodnotu 0,0126. Podobne ako v praci [15] aj my zistujeme, Ze v datach je
nenulova sikmost, v naSom pripade na drovni -0,2205, a aj vysoka kurtoza 10,2985, ¢o
naznacuje, ze vynosy nie si norméalne rozdelené.

To, ze nase data maji skutocne tazsie chvosty, ako je to u normélneho rozdelenia, je

vidiet na obrazku (8). Na tomto obrazku je zobrazeny Q-Q plot, ktory vykresluje
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Obr. 8: Q-Q plot vynosov S&P indexu

vztah medzi kvantilmi naSich dat a kvantilmi normalneho rozdelenia. Ak by nase data
boli normalne rozdelené, body by lezali na priamke, ktora je tu zobrazené ¢ervenou
prerusovanou c¢iarou.

Na obréazku (9) je zobrazené rozdelenie redlnych dat, ktoré sme sa snazili popisat
normalnym aj NIG rozdelenim. Parametre jednotlivych rozdeleni sme odhadli u
normélneho rozdelenia cez prvé dva a u NIG rozdelenia cez prvé Styri momenty. Na
tomto obrazku je velmi dobre vidiet, Ze kurtoza (Spicatost) rozdelenia vobec
neodpovedd normalnemu rozdeleniu, ale lepsie popisuje data NIG rozdelenie.
Samotna Sikmost tu nie je az takd vyrazna, ale pri blizSom skiiman{ je vidiet, ze
rozdelenie nie je symetrické, ale je mierne zosikmené doprava.

Pri odhade parametrov rozdelenia hra délezitt rolu dizka historického obdobia, ktort
si zvolime. Pre rozne dlzky zvoleného obdobia totiz dostavame rozne odhady. Zoberme
si historické data ro¢nych vynosov za obdobie 1.3.2000 az 31.3.2014. Pozrieme sa, ako
sa pre roznu dlzku zvoleného obdobia budt menit vyberové momenty.

V tabulke (4) st zobrazené vyberové momenty a aj odhady parametrov NIG
rozdelenia pri pouziti historickych dat za poslednych 4,7,10 a 13 rokov.

Vidime, ze vSetky momenty st na vyber braného ¢asového okna citlivé. Hodnota

43



5 ROZDELENIA S TAZKYMI CHVOSTMI

80r
Il denné vynosy S&P
—NIG rozdelenie
normalne rozdelenie
60t
40t
20t
—8.1 -0.05 0.05 0.1

Obr. 9: Rozdelenie redlnych dat a jeho fit pomocou funkcie hustoty normalneho a NIG

rozdelenia

sikmosti sa pohybuje od kladnych hodnét (0,3596) az po vyrazne zaporné (-1,5775).
Kurtoéza sa drzi nad droviiou 3, typickou pre normélne rozdelenie, pohybuje sa medzi
hodnotami 4 a 8. Rovnako citlivé na vyber ¢asového obdobia st aj stredna hodnota a

variancia. Zaujimavé je napr. obdobie za poslednych 7 rokov, ktoré zac¢ina v marci

Tabul'ka 4: Vyberové momenty a odhady parametrov pre roéné vynosy S&P indexu

pocet rokov 4 7 10 13

M 0,1202 | 0,0401 | 0,0506 0,0348
\Y 0,0025 | 0,0902 | 0,0604 0,0609
S 0,3596 | -1,3088 | -1,5775 | -1,1054
K 4,1746 | 5,9606 | 7,7668 95,0391
o 36,3339 | 44,8593 | 13,7012 | 1841,2585
6] 7,53 -41,20 | -10,37 | -1835,77
1 0,10 0,62 0,32 0,70

4} 0,08 0,25 0,23 0,05
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2008 a pokryva hlavne krizové obdobie. To sa prejavuje zna¢ne nizsSim priemernym
vynosom (hlavne oproti 4-roénému obdobiu) a taktiez ovela vysSou varianciou.
Kedze vplyv strednej hodnoty a variancie vynosov na optimélnu volbu ¢asti 6 je
jasny, stustredime sa najmé na to, ako budd na vysledky vplyvat hodnoty ostatnych
dvoch momentov Sikmosti S a $picatosti K. Pre danu strednt hodnotu a varianciu sa
pozrieme na roézne kombinacie S a K spliiajice podmienku K > 3 + gS 2. Tato
podmienka musi byt splnené, aby sme vedeli odhadnit parametre NIG rozdelenia zo

vztahov (38)-(41).
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6 Vysledky optimalizacie pre NIG rozdelenie

V tejto casti popiSeme vysledky optimalizacie a pouzity postup pri predpoklade, ze
vynosy akcii a dlhopisov maji NIG rozdelenie. Tieto vysledky porovname s
vysledkami ziskanymi pri predpoklade normality vynosov. Okrem toho preskimame
vplyv Sikmosti a Spicatosti na vysledky optimalizacie.

Pouzity postup je z vicsej ¢asti zhodny s postupom, ktory sme pouzili v asti (4.2).
Hodnoty funkcie V; v ¢asoch T, ..., 1 budeme opét pocitat v m diskrétnych bodoch d;.
Body d; budu bodmi delenia intervalu (d,in; dnez) na m — 1 rovnako dlhych

podintervalov, teda

dmax _dmin .
d; = dypipy + i—292 M 0, om— 1. (50)
m—1

Delenie intervalu © = (0, 1) bude {6, = nﬁg, k=0,..ng}.

Opit je potrebné pre kazdé 0 vypocitat [Viyi(di1)f?(r) dr, kde f? je funkcia hustoty
Vynosov investi¢nej moznosti pozostévaj%cej z 0 Casti akcii a (1 — 0) casti dlhopisov.
Ako sme uz hovorili v ¢asti (5.2.3), nemoZeme automaticky predpokladat, Ze tieto
vynosy budu NIG rozdelené. My vsak budeme pracovat s predpokladom, zZe sa tieto
vynosy daji NIG rozdelenim dobre aproximovat. Parametre NIG rozdelenia

oy, By, e, 09 vypocitame zo vztahov (38) - (41).

Pri vypocte samotného integralu

/W+1(dt+1)f9(r) dr

R

sa opét stretavame s problémom velkej variancie hodnot funkcie V;. Preto zavedieme
rovnaké Skalovanie ako v predchadzajicom pripade. Funkciu V;(d) budeme gkéalovat

ohrani¢enou kladnou funkciou H;(d) definovanou ako:

1
Hr=— — ol
’ 1+ V7 (51)
1
= pre t=T-1,..,1 (52)

Problém

Vi) = ase [ Viea(do) () dr
R
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sa zmeni nasledovne:

Hy(d:)

0
() fo(r)dr,

Wi(de) = s /Wt+1(dt+1)
R

kde f? je funkcia hustoty NIG rozdelenia s parametrami ag, S, o, 9¢-
Pri numerickom vypocte integralu potrebujeme opét obmedzit integra¢na oblast R,
na ohraniceny interval, ktory s ¢o najvéicsou pravdepodobnostou pokryje vynosy
danej investi¢nej moznosti. KedZe v8ak teraz budeme pracovat s rozdelenim, ktoré ma
tazsie chvosty ako normalne rozdelenie, bude treba brat do Gvahy 8irs{ interval ako
interval (rg — 309; 79 + 304), kde 1y predstavuje priemerny vynos a oy predstavuje
standardni odchylku pre investiciu 6.
Pri volbe intervalu v tvare (ry — kog; e + kog) pre k > 0, si treba uvedomit, Ze vo
vSeobecnosti pre lubovolné parametre NIG rozdelenia neplati, Ze plocha pod zvyskom
Tavého chvosta (—oo; 19 — kog) a pravého chvosta (rg + kog; 00) je rovnaka. Aby
rozdiel tychto ploch nebol prilis velky, rozhodli sme sa pre pouZitie dost Sirokého
intervalu s parametrom k = 15, ¢ize (rg — 150¢; 79 + 1509).
Na vypocet samotného integralu pouzijeme tento krat Legendre-Gaussovu
kvadratiru, s po¢tom ekvidistan¢nych bodov n = 50. Legendre-Gaussova kvadratira
aproximuje integral nasledovne:

1

[~ Zzn;wif(xi),

-1

kde z; st korene Legendrovho polynému P,(x) a vahy w; vypocitame ako:

W = An TYn—1
' Any Pn—l(xz‘)Pé(Iz’)7
pricom
1
~ (2n)! B / 2. 2
A, = 27 (nl)? a v, = [[Pu(x)] dz = 1

-1

Integracni oblast (—1, 1) rozsirime na I'ubovolny interval (a, b) jednoduchou

transforméaciou:
/ b / b b b u b b
—a —a +a —a —a +a
/f(x)dx— ; /f( 5 )dx_ . Ewif( it )
a -1 =
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Co sa tyka problému s aproximovanim hodnét funkcii Wy, H; v bodoch réznych od
bodov delenia premennej d (50), budeme ho riesit rovnako ako v predchédzajicom
pripade, ¢ize linedrnou interpoléaciou, a v bodoch mimo intervalu (d,in; dimas) budeme

aproximovat hodnotami v krajnych bodoch, vid vztahy (27),(28),(29)-(32).

6.1 Parametre

Parametre pouzité v tejto Casti sa z velkej ¢asti zhoduju s parametrami z Casti (4.3).
Opat predpokladame sporitela v druhom pilieri déchodkového sporenia, ktorému do
dochodku zostava 40 rokov. Sporitel si prispieva raz ro¢ne 9% zo svojho ro¢ného
platu.

Dochodcovské spraveovska spolo¢nost, rovnako ako v predchéadzajiucom pripade,
investuje len do dvoch aktiv. Jednym s akcie reprezentované indexom S&P500 a
druhym st 10-ro¢né vladne dlhopisy Spojenych statov americkych. Index S&P500 ma
priemerny vynos 10, 28% a Standardna odchylku 16, 9%. Dlhopisy maji priemerny
vynos 5, 16% a standardnt odchylku 0, 82%. Korelaciu medzi tymito aktivami sme
odhadli na trovni ps, = —0, 1151. Ako sme hovorili v ¢asti (5.2.3), dalej budeme
pracovat s predpokladom, Ze korelacia medzi tymito aktivami je nulova.

Na rozdiel od ¢asti (4.3) vSak budeme predpokladat, Ze vynosy st NIG rozdelené.
Preto néas nezaujimaju len stredné hodnota a Standardna odchylka, ale aj Sikmost a
kurtéza. Pre S&P index vykoname vypocty pre rozne hodnoty Sikmosti a kurtézy z
mnoziny

{[S,K]:S € (-1,51,5), K € (4;11), K > 3 + 252}.

Kedze pre vynosy dlhopisov v datach nepozorujeme zvySena kurtozu ani vyraznejsiu
sikmost, ako je to pri NIG rozdeleni, budeme pocitat s NIG rozdelenim
odpovedajucim normélnemu rozdeleniu. Pri volbe parametrov sa riadime postupom
popisanym v podkapitole (5.2.2), konkrétne pouzijeme hodnoty pre sikmost S =0 a
pre Spicatost K = 3,01.

Delenie © = (0; 1) zostava rovnaké {0; € (0;1) |i = 1,...,101}. Pouzité hodnoty rastu
mzdy na Slovensku st uvedené v tabulke (1). Interval pre stavovi premenni d
zostéava tiez rovnaky (dpmin; dmaz) = (0,0891;20) a rovnaky zostéva aj pocet bodov d;

v tomto intervale m = 500.

48



6 VYSLEDKY OPTIMALIZACIE PRE NIG ROZDELENIE

Strednt hodnotu stavovej premennej, ktortt budeme v priebehu sporenia - v ¢asoch
t=1,...,T sledovat E(d;) ziskame ako priemer z 10000 simulacii vyvinu vynosov, pri
pouziti optimélnej investi¢nej moznosti 6; v kazdom z ¢asov t = 1,...,T — 1. Podobne,

pomocou tychto simulécii, ziskame aj Standardnt odchylku Std(d;).

6.2 Vysledky pre NIG rozdelenie vynosov

V nasledujtcej ¢asti popiseme vysledky optimalizacie pri predpoklade NIG rozdelenia
vynosov a to pre rozne urovne averzie k riziku, pre rézne kombinacie Sikmosti a

Spicatosti a pre tlohu s obmedzeniami na optimélnu volbu 6 aj bez nich.

6.2.1 Odhad parametrov NIG rozdelenia

Predtym, ako sa pozrieme na konkrétne vysledky, pozrime sa na doélezitu cast
vypoctu a to na odhad parametrov NIG rozdelenia. Ako sme vraveli v ¢asti (5.2.3),
vynos portfolia pozostavajiceho z 6 ¢asti akeii a z (1 — 6) ¢asti dlhopisov, ktorych
vynosy st NIG rozdelené, nie je tiez NIG rozdeleny. My vsak budeme predpokladat,
ze sa da NIG rozdelenim dobre aproximovat. Odhad parametrov rozdelenia

ay, Pa, g, I pre jednotlivé 0 ziskame zo vztahov (38) - (41).

Z grafov na obréazku (10) vidime, Ze kym pre parametre p a ¢ je zavislost od 6
linedrna, pri parametroch « a § to uz neplati. Okrem toho by sme intuitivne c¢akali,
ze tieto odhady budi monotoénne, ¢o pre parametre a a  neplati.

Pri aproximacii rozdelenia zistujeme, ze odhad parametrov a, 3, i1, d je ovplyvneny
podmienkou na momenty K > 34 25? a to konkrétne jej rezervou K — 3 — 252, Pri
odhade parametrov na obr. (10) sme pracovali s navolenymi parametrami tak, ze
rezerva tejto podmienky bola na trovni 0,1 (K=3,1 a S=0).

Tato rezerva vplyva na vSetky parametre no najviac na parametre a a (3. Zavislost
odhadov ag, By od 0 pri roznych trovniach rezervy v podmienke je zobrazena na
obrazku (11).

Je teda mozné, ze v pripade navolenia parametrov rozdelenia vynosov dlhopisov a
akciového indexu tak, ze ich momenty sikmost a kurtoza budua spliat podmienku
K>3+ gS 2 s malou rezervou, budeme dost4avat menej presné odhady ag, Bs, jg, 09 a

teda aj menej presné vysledky optimalizacie.
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Obr. 10: Vztah medzi # n odhadnutymi parametrami rozdelenia «, 3, i, 6.
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Obr. 11: Odhady parametrov gy a 3y pre roznu droven rezervy v podmienke K > 3 + %S 2,

6.2.2 Porovnanie vysledkov pre normalne a NIG rozdelenie

NizkuhodnoturozdieluK——?)-—-%S2 dostavame napr. aj vtedy, ak volime parametre

NIG rozdelenia tak, aby odpovedalo normélnemu rozdeleniu. Pri pouziti parametrov
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odvodenych v podkapitole (5.2.2) dostavame rezervu
K—-3-352=3+e-3-320%=c¢.

Pozrime sa na konkrétne vysledky optimalizacie v pripade, Ze rezervu € zvolime 0, 01.
Prehl'ad pouzitych parametrov sa nachadza v tabulke (5). Vysledky nasledne

porovname s vysledkami ziskanymi v kapitole (4).

Tabul'ka 5: Volba parametrov pre NIG rozdelenie odpovedajice norméalnemu rozdeleniu s

e=20,01
M \Y S K ! 6] 1 )
S&P500 || 0,1028 | 0,1690 | 0 3,01 102,5 0 0,1028 | 2,9272
dlhopisy || 0,0516 | 0,0082 | 0 3,01 2112,3 | 0 0,0516 | 0,1420

Porovnanie rieseni optimalizacie pre tlohu bez obmedzeni aj s obmedzeniami pri
predpoklade normalneho rozdelenia a NIG rozdelenia je zobrazené na obréazkoch (12)

a (13).
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Obr. 12: Optiméalna vol'ba 6 pre tilohu bez obmedzeni pri predpoklade normalneho rozdelenia

(vlavo) a NIG rozdelenia (vpravo) s koeficientom averzie k riziku o = 9.

Vidime, Ze rieSenia s aj napriek nepresnostiam v odhade parametrov takmer zhodné.
Rozdiely v optimalnej ¢asti 0 i v o¢akavanej hodnote stavovej premennej E(d;) st len

minimaéalne.
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Obr. 13: Optimalna volba 6 pre tlohu bez s obmedzeniami pri predpoklade normélneho

rozdelenia (vlavo) a NIG rozdelenia (vpravo) s koeficientom averzie k riziku o = 9.

6.2.3 Vplyv Sikmosti a Spicatosti na vysledky optimalizacie

Ukézali sme, Ze pre normalne rozdelenie a NIG rozdelenie so $picatostou a Sikmostou
odpovedajicou normélnemu rozdeleniu, dostavame zhodné riesenia. V nasledujtcej
Casti sa naopak zameriame na pripady, ked Sikmost a kurtéza nemaju
"normalne"hodnoty. Okrem analyzy vplyvu averzie k riziku na vysledky sa pozrieme

na to, ako na E(d;) a Std(d;) vplyvaju hodnoty Sikmosti a Spicatosti.
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Obr. 14: Funkcia hustoty pre rézne hodnoty Sikmosti S pri parametroch M = 0,1028,V =
0,169% a K = 5 (vlavo) a funkcia hustoty pre rozne hodnoty picatosti K pri parametroch
M =0,1028,V = 0,169? a S = 0 (vpravo).

Na obrézku (14) je zobrazena funkcia hustoty vynosov indexu S&P500 pri roznej

vol'be Sikmosti a kurtozy. Vidime, Ze pri zapornej Sikmosti, je riziko velmi nizkych
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vynosov ovela vysSie ako pri kladnej Sikmosti. Pravdepodobnost vynosov o nieco
vyssich ako priemer je vsak tiez vyssia. Je otazne, ktory z tychto aspektov teda zavazi
viac a ¢ mame ocakavat, Ze vplyv Sikmosti na optimélnu volbu ¢asti # bude kladny
alebo naopak zaporny. Vysledok moéze samozrejme zavisiet aj od averzie investora k
riziku. Pre investora s vysokou averziou k riziku by malo skor platit, Ze ¢im nizSia
(zapornejsia) bude sikmost rozdelenia, tym nizsia bude optimalna cast 6.

Co sa tyka Spicatosti, plati, ze ¢im vysSia je Spicatost, tym vyssia je pravdepodobnost
vynosov blizkych strednej hodnote. Zaroven sa vsak zvySuje aj pravdepodobnost
extrémnych hodnot na oboch chvostoch rozdelenia. KedZe stredna hodnota vynosu
akciového indexu je ovela vysSia ako stredné hodnota vynosov dlhopisov,
predpokladame, Ze mierne zvySené riziko na l'avom chvoste rozdelenia aZ tak nezavazi
a bude platit, Ze ¢im vacsia bude Spicatost rozdelenia, tym bude optimalna volba 6
vyssia. Tak ako v pripade sikmosti bude urcite zélezat aj na investorovej averzii k
riziku. Ci sa nage hypotézy potvrdia, zistime pri dalSej analyze vysledkov
optimalizacie.

Pre zvolent hodnotu averzie k riziku, v tomto pripade to bude o = 10, vykoname
vypocty pre rozne kombinécie Sikmosti a Spicatosti vynosov S&P indexu z mnoziny:
{[S,K]:S € (-1,5;1,5), K € (4;11), K > 3 + 25?}. Nésledne sa pozrieme na
oc¢akavané hodnoty stavovej premennej d; a jej Standardnej odchylky v case.

Hodnoty ziskané pri pouziti hodnot sikmosti S € {—1,5;0;1,5} a Spicatosti K = 7 st
zobrazené na obrazku (15). Hodnoty ziskané pri pouziti hodnot Spicatosti

K € {4;7;11} a sikmosti S = 0 st zobrazené na obrazku (16).

Vidime, Ze vplyv sikmosti na ocakavant hodnotu d; aj na jej Standardnt odchylku je
kladny. Plati, Ze vysSia hodnota Sikmosti vedie k vysSej optimélnej volbe 0. Vicsie
percento tspor investované do akciového indexu, ¢ize zvySené riziko sa potom
odzrkadli vo zvysenej strednej hodnote ale aj standardnej odchylke.

Co sa tyka vplyvu Spicatosti na optimalnu volbu € a z nej vyplyvajicu stredna
hodnotu a Standardnu odchylku, situacia uz nie je taka jasna. Na prvy pohlad sa
nam moze zdat, Ze jej vplyv na stredni hodnotu je len minimélny alebo dokonca
nulovy. Vplyv Spicatosti je o trochu viac viditeIny pri standardnej odchylke. Tu sa

zd4, Ze vyssia hodnota Spicatosti vedie k vyssej Standardnej odchylke.
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—s-15 —S-—15

std(d)

Obr. 15: Vyvin strednej hodnoty stavovej premennej d; a Standardnej odchylky v Case v

zévislosti od zvolenej hodnoty S pre K = 7.

std(d)

Obr. 16: Vyvin strednej hodnoty stavovej premennej d; a Standardnej odchylky v Case v

zévislosti od zvolenej hodnoty K pre S = 0.

Kedze tieto vysledky nie st velmi jasné, uvedieme eSte iny pohlad, ktory moze tieto
vplyvy objasnit. Pozrieme sa na to, ako vplyvaju Sikmost a Spicatost na priemerni
optimalnu volbu 0 v ¢ase. Okrem toho, kedZe je tiez otazne, ¢i sa pre rozdielne
arovne averzie k riziku nemenia charaktery rieSeni vo vztahu k tymto momentom,
uvedieme vysledky vypoctov pre nizku aj vysoki averziu k riziku.

Na obréazku (17) je zobrazena optimélna volba 6 pre rozne hodnoty $picatosti. Graf
vlavo mozeme chapat ako optimélnu volbu 6 troch investorov s rovnakou averziou k
riziku (o = 5), pricom vsak kazdy z nich mé na vyber investicie pozostavajuce z

dlhopisov a aktiva s rdéznou Spicatostou. Rovnako graf vpravo odpoveda trom
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Obr. 17: Vyvin priemernej optiméalnej volby 6 pre rozne hodnoty Spicatosti pri nizkej (o = 5)

a vysokej (o = 10) averzii k riziku.

investorom s rovnakou averziou k riziku, v tomto pripade a = 10.

Vidime, Ze na vztah medzi $picatostou a optiméalnou vol'bou # skuto¢ne vplyva aj
uroven zvolenej averzie k riziku. Pre investora s vysokou averziou k riziku plati, ze ak
sa rozhoduje medzi dlhopismi a aktivom s vysSou Spicatostou rozdelenia, ma v
optimélnom pripade nizsiu volbu 6 ako keby sa rozhodoval medzi dlhopismi a
aktivom s nizSou Spicatostou. Pri nizkej averzii k riziku sa tento vztah meni. Vysoka
Spicatost aktiva vedie na zaciatku sporenia k jeho vys$sim pozicidm, no na konci
naopak k nizsim oproti investorovi, ktory ma k dispozicii aktivum s nizSou
Spicatostou. Vyssia Spicatost rozdelenia aktiva teda vedie k rychlejsiemu poklesu jeho

proporcie v portfoliu.

0.7

0.45

—S=-15 —S=-15

0.47

0.35f

0.37

0.25¢

0.27

0.3r
0.157

0.2 ; ' ' 0.1

Obr. 18: Vyvin priemernej optimalnej vol'by 6 pre rozne hodnoty Sikmosti pri nizkej (o = 5)

a vysokej (o = 10) averzii k riziku.
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Z obréazku (18) vidime, Ze na vztah medzi sikmostou a optiméalnou volbou 6 troven
zvolenej averzie k riziku nevplyva. Pri vysokej averzii i nizkej averzii k riziku plati, ze
ak sa investor rozhoduje medzi dlhopismi a aktivom s vysSou Sikmostou, optiméalna
volba 6 je vysSia, ako by to bolo v pripade rozhodovania sa medzi dlhopismi a
aktivom s nizSou Sikmostou.

Prehlad zistenych vztahov medzi Sikmostou, Spicatostou a vysledkami optimalizécie

je zobrazeny v nasledujucej tabulke (6):

Tabul'ka 6: Vplyv Sikmosti a Spicatosti na vysledky optimalizacie

E(dy) Std(dy) 0
ST T T T
K 1 priblizne priblizne T na zaciatku sporenia
+ nizka averzia k riziku rovnaka rovnaka J na konci
K 71 priblizne priblizne i
+ vysoka averzia k riziku rovnaka rovnaka

Aké st vztahy medzi optimélnymi rieSeniami v zavislosti od Sikmosti a Spicatosti uz
vieme. Teraz sa zameriame na rozdiely v rieSeniach pre optimalizaciu s predpokladom
normality vynosov a s predpokladom NIG rozdelenia vynosov. Vzhladom na
obmedzenie K > 3 + 252 porovname rieSenie pre normalne rozdelenie s tromi

pripadmi, ktoré mozu nastat:
e NIG rozdelenie mé nulova Sikmost a vyssiu kurtézu ako 3
e NIG rozdelenie ma zapornu Sikmost a vyssiu kurtézu ako 3
e NIG rozdelenie ma kladnt sikmost a vyssiu kurtozu ako 3

Priemerna optimélnu pozicia akcii 6 v ¢ase pre jednotlivé pripady pre nizku averziu k
riziku (vlavo) a pre vysoku averziu k riziku (vpravo) je zobrazena na obrazku (19).
Vidime, Ze pre nizku aj vysoka averziu k riziku plati, Ze oproti normélnemu
rozdeleniu méa NIG rozdelenie s kladnou Sikmostou vysSie optimalne pozicie akcii 6 a
naopak NIG rozdelenie so zapornou Sikmostou nizsie. Pri porovnavani normalneho

rozdelenia a NIG rozdelenia s nulovou Sikmostou a vyssou kurtézou zalezi od rizikove;
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Obr. 19: Vyvin priemernej optimélnej volby 6 pre normélne rozdelenie vs. NIG rozdelenie

pri nizkej (v = 5) a vysokej (a = 10) averzii k riziku.

averzie investora. Pri vysokej averzii k riziku vyssia kurtéza vedie k nizsim
optimélnym vaham. Pri nizkej averzii k riziku vyssia kurtoza vedie na zaciatku
sporenia k vy$sim vaham oproti norméalnemu rozdeleniu a ku koncu sporenia klesni
optimélne vahy pod troven optimalnych vah pre norméalne rozdelenie.

Nakoniec sa pozrime na rozdelenie stavovej premennej dr v ¢ase odchodu na
dochodok. Na obrazku (20) st zobrazené histogramy pri predpoklade norméalneho
rozdelenia akcii (vlavo) a NIG rozdelenia (vpravo). V oboch pripadoch dostavame
rozdelenie, ktoré je pozitivne zoSikmené. Konkrétne nadobtidaju momenty tychto

premennych hodnoty uvedené v tabulke (7).

Tabul'ka 7: Hodnoty momenty dr pri predpoklade norméalneho rozdelenia akcii a NIG roz-

delenia
Normalne rozd. | NIG rozd.
M 5,1904 5,0252
\Y 0,9350 0,7347
S 0,6307 0,4369
K 3,4279 3,2813

Na prvy pohlad je jasné, Ze toto rozdelenie nie je Gaussovské, kedZe je znacéne
zoSikmené dolava. V tomto pripade v8ak nie je ani NIG rozdelené. Dévodom je jeho

prilis nizka kurtoza, ¢o v kombinécii s vysokou sikmostou sposobuje, Ze nie je splnena
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Rozdelenie dT Rozdelenie dT
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Obr. 20: Histogram naakumulovaného majetku na konci investicie pre predpoklad normaél-
neho rozdelenia akeif a pre NIG rozdelenie. Sikmost a kurtéza boli zvolené -1 a 7 a troveil

averzie k riziku bola v oboch pripadoch o = 10.

podmienka na momenty K > 3 + gS 2,
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ZAVER

Zaver

V nagSej praci sme pracovali s investicnym modelom, ktory sme aplikovali v oblasti
dochodkového sporenia. Pre nasu tulohu stochastického dynamického programovania
sme hladali optimalne zloZenie portfélia pozostavajuceho z casti dlhopisov a casti
akeil.

Klacova rolu v nasom modeli hral vyber vhodného rozdelenia vynosov. KedZze pri
sktimani realnych dat sa ukazuje, Ze vynosy maju tazké chvosty a pritomna je aj
sikmost, pozreli sme sa na rieSenia pri predpoklade normality vynosov aj pri
predpoklade rozdelenia s tazkymi chvostmi. Konkrétne sme pracovali s normélnym a
NIG rozdelenim.

Pri praci s norméalnym rozdelenim sme sa sustredili najmé na vplyv trovne averzie
investora k riziku na optimalnu volbu pozicie akcii v portfoliu. Podla naSich
ocakavani sa ukézalo, Ze pre vyssiu averziu investora k riziku boli optimalne vahy pre
akcie nizsie, ¢o vplyvalo aj na nizsiu oc¢akavani hodnotu naakumulovaného kapitalu
na konci sporenia. Okrem nizkej o¢akévanej hodnoty to vsak viedlo aj k nizsej
standardnej odchylke.

Tak ako sa uvadza v praci [15], aj my sme pri analyze realnych dat zistili, ze data
vykazuju vlastnosti netypické pre normalne rozdelenie. Zistili sme v datach nenulovii
sikmost a aj vysoki kurtézu. Preto sme sa v praci nasledne venovali rozdeleniam s
tazkymi chvostmi, pricom sme sa sustredili na NIG rozdelenie.

V poslednej casti sme sa zamerali na vysledky optimalizacie pre toto rozdelenie. Pre
porovnanie sme sa pozreli na vysledky pre NIG rozdelenie so Sikmostou a $picatostou
odpovedajucimi norméalnemu rozdeleniu. Nasledne sme sa sustredili na pripady, kedy
sikmost a kurtéza nadobudali iné hodnoty a zanalyzovali ich vplyv na optimalnu
skladbu portfolia. Zistili sme, Ze dolezitejsiu tlohu pri volbe optimalnej skladby
portfolia hra Sikmost. Vplyv kurtozy je ovela mensi a meni sa v zéavislosti od
investorovej averzie k riziku.

Ciele, ktoré sme si stanovili v kapitole (3), sme tak splnili.
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