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ABSTRAKT

ORAVCOVA, Zosia : Numericka analyza rieSeni nelinearnych parcialnych
diferencialnych rovnic vyskytujicich sa vo finan¢nej matematike |Diplomova
préaca|, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a in-
formatiky, Katedra Aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel : prof. RNDr

Daniel Sevcovic, Csc., Bratislava 2014, 72 stran

NaSa praca sa zaobera analyzou nelinearnych modelov Black-Scholesovho
typu. BliZsie sa v nej zaujimame o dva nelinearne modely, sltZiace pre oceniova-
nie opcii eurdépskeho typu. Prvy model je model investorovych preferencii, kde
zahffiame investorovu averziu voéi riziku a jeho snahu maximalizovat uZitok
v koncovom ¢ase. Druhy model je model skdkajicej volatility, tiez zndmy pod
nazvom model neurcitej volatility. Tento model zohl'adiuje nelikviditu trhu.
Volatilita, vstupujica do nelinedrneho ocenovacieho modelu je narozdiel od
tej, ktord vstupuje do linedrneho Black-Scholesovho modelu, funkcia zavisla
nie len od ceny podkladového aktiva a Casu do expirécie, ale aj od samotnej
hodnoty ceny opcie, ktorta hladame.

Nelinearita v modeli vznika prave zahrnutim dodato¢ného predpokladu, vdaka
ktorému je ocenovaci model bliZsie k realite. Nelinearita v modeloch spbsobuje,
7e nevieme aktualnu hodnotu ceny opcie urcit pomocou explicitného vzorca,
ako pri Black-Scholesovom linedrnom modeli. V praci teda hladame hodnotu

ceny opcie pomocou numerického vypoctu.

klacové slova: opcia eurépskeho typu, Black-Scholesova rovnica, model in-

vestorovych preferencii, model skdkajucej volatility, Gama rovnica
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ABSTRACT

ORAVCOVA, Zosia : Numerical analysis of solutions to nonlinear partial dif-
ferential equations arising in financial mathematics [Master thesis|, Comenius
University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, De-
partment of Apllied Mathematics and Statistics; supervisor: prof. RNDr Daniel
Sevcovié, Csc., Bratislava 2014, 72 p.

Our work investigate nonlinear Black-Scholes model analysis. In detail, we
investigate two nonlinear models, which serves to pricing options of european
type. The First model, which we discuss in our work is called model of In-
vestor’s preferences. In this model we include investor’s risk aversion and his
effort to maximize utility in the terminal time. The second model is called
jumping volatility model, which is also known as uncertain volatility model.
This one takes into account market illiquidity. Volatility, that enters nonlinear
pricing model, is function, which depends on value of underlying asset, time,
and in opossite to volatility, that enters Black-Scholes model, this volatility
also depends on value of option price itself.

Nonlinearity in model is caused, by taking into account additional condition,
that makes our pricing model closer to reality. This nonlinearity in models
causes, that we don’t know how to find the actual value of the option price by
explicit formula, like we can calculate for Black-Scholes linear equation. In our

thesis we pricing option by numerical calculations.

Key words: option of european type, Black-Scholes equation, model of in-

vestor’s preferences, model of jumping volatility, Gamma equation
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Uvod

Trh s finanénymi néstrojmi a moznostou obchodovat s nimi, zaznamenava v dnesnej
dobe rozmach, vdaka ¢omu sa viac pozornosti zameriava prave na financné derivaty,
ktoré su predmetom aj nasho zaujmu. Cena finanéného derivatu zavisi od ceny pod-
kladového aktiva, ktorym moze byt akcia, dlhopis, vymenny kurz a iné. Mohli by sme
povedat, Ze vyuzivanie finan¢nych derivatov sluzi hlavne k ochrane portfélia pred ne-
¢akanymi zmenami na trhu. V nasej praci nas zaujima len jeden typ derivatu, asice
opcia eurdpskeho typu, vypisana na akciu. Takyto derivat vieme pomerne jednoducho
ocenit pomocou tedrie, ktort zaviedli Black a Scholes. T1, za istych zjednodusujtcich
predpokladov, prindsaju linearny model ocenovania opcii eurépskeho typu, ktori vedie
na linearnu parcidlnu diferencidlnu rovnicu, tiez znamu ako Black-Scholesova rovnica.
Ich model je zédkladom pre ocenovanie opcii vypisanych na akciu, a vSetky dalsie mo-
dely, ktoré sa snazia priniest viac realnych predpokladov do modelu ocenovania, vycha-
dzaju préave z neho. Takéto modely, v8ak vdaka zahrnutiu dodato¢nych predpokladov,
v snahe viac sa priblizit realite, vedui na nelinearnu parcialnu diferencidlnu rovnicu pre
cenu opcie. Vypocet pomocou takychto nelinedrnych modelov je podstatne zlozitejsi,
no riesi isté nedostatky a obmedzenia linearneho Black-Scholesovho modelu. Pre ta-
kéto nelinearne modely, nevieme vo vSeobecnosti vyjadrit explicitné riesenie, a teda na
rieSenie nelinearneho modelu vyuzivame numericka schému.

Na zaciatok si priblizime problematiku finan¢nych derivatov, a ocenovanie eurépskych
opcii pomocou spominaného linearneho Black-Scholesovho modelu. Dal’ej uvedieme
odvodenie dvoch nelindrnych modelov - model investorovych preferencii a model ska-
kajucej (neurcitej) volatility. Na zaklade poznatkov z numerickych metod a ocenovania
finan¢nych derivatov pomocou tychto metod, zostrojime numerické schémy pre vypocet

ceny opcie eur6pskeho typu.



1 Zakladné poznatky o finan¢nych derivatoch a ich

ocenovani

Pojem derivdt (derivatovy kontrakt) na finanénom trhu predstavuje finan¢ény néstroj,
ktorého cena sa odvija od ceny podkladového aktiva, ktorym moze byt napr. akcia,
alebo iny cenny papier, akciovy idex, komodita, mena, trokova miera atd.

Prvé pisomné zéznamy o finan¢nych derivatoch sa objavujia uz v 17.storoc¢i v Japonsku.
Jedna sa o polnohospodarske kontrakty na nakup ryze.

Ak vedel farméar predpokladat s urcitou pravdepodobnostou, Ze pri vstupnom kapitéle
k je schopny do jesene vypestovat objem ryze ¢ a nasiel obchodnika, ktory bol ochotny
tento objem na jesen kipit, mohli uz na jar uzavriet dohodu o budiicom obchode.
Vdaka dohode mal farmar uz na jar prostriedky na nakup osiva a zaroven zaruceny
dopyt na jesen. Obchodnik mal zafixovani cenu ryZze a nemusel sa obavat, aky bude
vyvoj jej ceny na trhu.

Fixacia ceny ma samozrejme aj svoje nevyhody. Ak bolo napriklad vel'a sucha a dopes-
tovalo sa malo ryze, jej cena vzrastla. Ak farmar dopestoval aspon ¢, mohlo ho mrziet,
7e toto mnozstvo nepreda drahsie. Ak nedopestoval mnozstvo, postacujice pre dodrza-
nie kontraktu, musel rozdiel doktpit za vysiu cenu. V oboch pripadoch bol stratovy. Na
druhej strane obchodnik mal zisk z rozdielu nakupnej a trhovej ceny. Ak bolo obdobie
urodné, cena ryze klesla, farmér na tomto obchode zarobil, a kupujici stratil.

Tento typ finanéného derivatu sa nazyva forward.

Forward je terminovy kontrakt, medzi kupujicim a predévajicim, v ktorom sa obe
strany zavézuju kapit alebo predat urcité aktivum (akciu, komoditu, atd’) vo vopred
stanovenom détume za vopred dohodnutd cenu. S forwardmi sa obchoduje na mimobur-
zovom trhu OTC' (over-the-counter). Z toho vyplyva, Ze vSetky podmienky kontraktu
st vysledkom dohody protistran. Podobnym derivatom je future. Rozdiel medzi nimi
spoc¢iva v tom, ze s future sa obchoduje na Specidlnych burzach. Teda burza urcuje
napr. minimalny objem alebo Zivotnost kontraktu.

Dalsim finanénym derivatom je swap. Swap je dohoda o periodickej vymene platieb
medzi dvoma ¢ viacerymi subjektmi v budicnosti. Mohli by sme ho chapat ako kom-
binaciu dvoch alebo viacerych forwardov, ktoré st navzajom prepojené. V zasade sa s
nimi obchoduje na trhoch OTC.
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Ako posledny finanény derivat spomenieme opcie. Prave tie budi predmetom na-
Sej prace. Opcia na rozdiel od forwardu predstavuje typ kontraktu, pri ktorom maé jej
vlastnik pravo, ale nie povinnost kupit resp. predat dané aktivum vo vopred stanove-
nom expiracnom case za vopred urcenii expira¢ni cenu strike price.

Opcia dava drzitelovi slobodu rozhodnutia pri jej uplatiiovani. RozliSujeme, ¢i sa jedné
o pravo na kipu resp. predaj, potom hovorime o call resp. put opcii. Pre lepsiu ilus-
traciu uvedieme kratky priklad. Predpokladajme, Ze vlastnime kipnu (call) opciu na
nakup akcii Spotify za vopred dohodnutii expira¢ni cenu £, ktord mame pravo uplat-
nit o mesiac. Ak za mesiac cena akcie stipne, uplatnenie nasej opcie nam prinesie zisk
rovny rozdielu ceny akcie v expiraCnom cCase a expiracnej ceny F. Ak nastane tato
situacia, hovorime, Ze opcia je in the money, pretoze jej uplatnenie nam prinieslo zisk.
Na druhej strane, ak cena akcie klesne, neoplati sa ndm opciu uplatnit a teda ndm
neprinasa ziadny zisk, hovorime, Ze opcia je out of money. V pripade, Zze by po me-
siaci bola cena akcie totozné s expira¢nou, opcia je at the money. Vidime, Ze préavo,
nie povinnost uplatnenia opcie nam prinasa istt vyhodu, za ktoru je potrebné zaplatit
pri vypisovani kontraktu. Tato prémia pre vypisovatela opcie je cena, ktora za opciu
zaplatime. Existuje niekol'ko typov opcii okrem zékladnych Europskych, tiez zvanych
Vanilla options ako napr. Americké ¢ FExotické opcie. Vanilla opcia je pravo kupit
resp. predat akciu za vopred dohodnuti expira¢nu cenu vo vopred dohodnutom expi-
racnom case. Americké opcie sa lisia tym, Ze ich mozeme uplatnit v Tubovolnom case
do stanoveného datumu expiracie. Pre vacsinu Ezotickiyjch opcii plati, Zze nejakym spo-
sobom zohl'adnuju historicky vyvoj ceny podkladového aktiva, preto sa im hovori tiez
Path-dependent opcie. Teda ich cena nezavisi iba od aktualnej hodnoty podkladového
aktiva, ale aj od dalSej hodnoty ziskanej z priebehu cien za dané sledované obdobie.
Exotickymi path-dependent opciami sa napr. Azijské, Bariérové, Lookback, Ruské opcie
a iné.

Hodnota Azijskej opcie zavisi od aritmetického priemeru ceny aktiva. Bariérovd opcia
je vlastne klasicka Vanilla opcia s tym rozdielom, Ze ak niekedy v obdobi trvania opcie
dosiahne cena akcie hodnotu B, tak opcia straca svoju platnost a vypisovatel je povinny
vyplatit jej drzitelovi vopred dohodnutti odmenu tzv. rabat. Bariérova opcia moze byt
dvoch typov, podla toho ¢ straca platnost v momente, ked cena akcie klesne alebo
vzrastie na hodnotu B. Hovorime o down-and-out resp. up-and-out opcii. Pre Lookback

opcie plati, Ze ich cena zavisi aj od maxima resp. minima ceny akcie za dané obdobie.
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V nagej praci sa budeme zaoberat len zakladnymi Vanilla opciami.

1.1 Stochasticky charakter ceny akcie

Akcia je druh cenného papiera, ktorého drzitel ma préavo podielat sa na riadeni a
zisku danej akciovej spolocnosti. Cena akcie sa meni kazdy den v zavislosti od dopytu
a ponuky, od trendu na finaénych trhoch, alebo v désledku réznych inych vplyvov.
Predpovedat hodnotu ceny akcie teda nie je jednoduché, nakolko jej hodnota mé sto-
chasticky charakter.

Rozlisujeme dve ceny akcie. Ask price je ponuka na predaj akcie, za tto cenu mozeme
akciu na burze kupit. Bid price je ponuka na kupu akcie, za tito cenu mozeme akciu
na burze predat. Je zrejmé, ze Ask price je vzdy viacSia ako Bid price a za trhovi cenu
akcie povazujeme rovnovaznu hodnotu medzi nimi. Akcie mézu vyplacat dividendy,

teda pravidelny vynos zavisly od hospodéarenia spolocnosti za uplynulé obdobie.

S31-12-12 EBHF Dai |y -

38
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Feb  HMar Apr  May Jon Fiug Sep 0ot M Dec
Obr.1.1: Casovy vyvoj ceny akcie BHP Billiton

Na obrazku Obr.1.1 mdzeme vidiet vyvoj ceny akcie australskej petrolejovej spolocnosti
BHP Billiton za obdobie februar az december 2012.

Zdroj obrazka : http: / /www.shareswatch.com.au/blog/stockmarket /bhp-billiton-
commonwealth-bank-telstra-2012-charts-review/ .

Pri pohlade na cenu akcie z dlhodobého hladiska hovorime o trende. Pre ceny akcie
BHP Billiton mo6zeme vidiet klesajuci trend od februéra priblizne po jul a naopak ras-

tuci trend od augusta do decembra. Z kratkodobého hladiska sa pozerame na fluktudciu
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ceny akcie. Je zrejmé, ze ¢im vyraznejSie st zmeny v cene akcie, tym vacsi prinasa vy-
nos alebo stratu. Naopak pri relativne stabilnej cene akcie, neoc¢akavame velké vynosy
ani straty, teda moézeme chapat vyssi vynos ako prémiu za podstipené riziko. Za bez-
pecné aktivum sa povazuju dlhopisy. Stéatne dlhopisy dokonca za bezrizikové, pretoze
predpokladame, ze §tat neskrachuje. Hoci sme v nedévnej minulosti mohli vidiet, Ze aj
to je mozné, aj nadalej budeme za bezrizikovi urokovi mieru povazovat urok Statnych
dlhopisov.

Nakol'ko mé cena akcie S(t) stochasticky charakter budeme ju modelovat stochastickym

procesom, konkrétne pomocou geometrického Brownovho pohybu (GBP):
S(t) = Sperttow® (1.1)

kde Sy je cena akcie v pociato¢nom ¢ase, u(S,t) je ofakdvany vynos akcie (trend),
o(S,t) je volatilita akcie, w(t) je Wienerov ndhodny proces, ktory ma normalne rozde-
lenie w(t) ~ N(0,1).

1.2 Payoff a Profit diagram

7 uz zmieneného vieme, Ze drzitel opcie ju uplatni, len ak mu prinesie toto uplatne-
nie zisk. Nakolko uvazujeme wvanilla opcie, drzitel opcie ju moZe uplatnit len v Gase

expiracie T. Hodnotu opcie v tomto Case pozname, je zrejma.

Ve(s, T) = max{S — E,0}
VP(S,T) =maz{E — S,0}

Pricom V¢(S,T) budeme oznacovat hodnotu call opcie a V?(S,T') hodnotu put opcie
v case T, kde E je expiracna cena a S je cena akcie v ¢ase T

Payoff diagram drZzitela opcie je cena opcie v expira¢nom ¢ase, ktora sa rovna rozdielu
ceny akcie v tomto ¢ase a expiracnej ceny akcie, danej v Case vypisovania opcie. Profit
diagram drzitela opcie je teda Payoff diagram znizeny o cenu opcie, ktora pri vypiso-
vani zaplatil. Cena opcie v Case uzavretia kontraktu, sa zvykne oznacovat ako opcnd

prémia. Na Obr.1.2 mame zobrazeny profit diagram drzitela call /put opcie.
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Profit diagram drZitela call opcie Profit diagram drZitela put opcie
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Obr.1.2: Profit diagram drZitela opcie

Pozname aj rozne kombinované stratégie, ktoré ndm prinesu zisk, ak sa naplnia nase
ocakévania o naraste, poklese, miernej alebo vyraznej zmene ceny akcie. Ak napr.
ocakavame, Ze cena akcie sa vyrazne zmeni, ale nevieme ktorym smerom, mozeme
pouzit stratégiu Long Straddle (resp. Bought Straddle), ktoré je kombinéciou kipy call

a put opcie s rovnakou expira¢nou cenou F. Potom payoft je nasledovny :
V(S,T) = max(S — E,0) + maz(E — S,0)

Touto stratégiou si limitujeme stratu v pripade, Ze je cena v blizkosti expiracnej ceny,
inak méame vysokt moznost zisku (vidno aj z Obr.1.3).

Ak by sme ocakavali, Ze cena akcie sa nebude velmi hybat, je pre nas vyhodné po-
uzit stratégiu Long Call Butterfly. Tato stratégia kombinuje kipu dvoch call opcif s
expiracnymi cenami £y, F'5 a predaj dvoch call opcii s rovnakou expira¢nou cenou FEj,

pricom plati F; < F3 < E,. Navyse plati: Fy + Ey = 2FE5. Payoff vyzera nasledovne :
V(S,T) = maz(S — E1,0) — 2max(S — E3,0) + max(S — Es,0)

Tato stratégia ndm prinesie zisk, ak bude cena akcie v ¢ase expiracie blizko hodnoty Ej3
(taktiez vidime z Obr.1.3). Na Obr.1.3 mozeme vidiet profit diagram oboch stratégii
pre konkrétne expiracné ceny : F, E, Fy, F5, a k nim prislichajtce ceny opcif pri ich

VyplSOV&Ili * Veally Uput, U1, V2, V3.
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Profit diagram opéne;j stratégie Long Straddle Profit diagram opénej stratégie Long Call Butterfly

zisk
zisk

0 10 20 30 40 5 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 5 60 70 80 90 100
cena akcie cena akcie

Obr.1.3: Profit diagram drZitela opcnej stratégie.

Parametre stratégie Long Straddle : expiracné ceny F, = 20, Fy = 40, E3 = 30 ; ceny

opcit pri vypisovant, v; = 8.85, vy = 0.05, v; = 1.78,

Parametre stratégie Long Call Butterlfy : expiracnd cena E = 60, ; ceny opcii pri

VYPISOVANT, Veaip = D, Vpyt = 7

1.3 Black-Scholesov model

Cenu opcie v ¢ase expiracie uz pozname, teraz nam ostava zistit jej hodnotu v pocia-
tocnom case t = 0, kedy opciu kupujeme.

Pre tento el si odvodime Black-Scholesovu parcidlnu diferencidlnu rovnicu, ktord nam
povie, ako sa meni cena opcie v ¢ase, v zavislosti od hodnoty ceny akcie S, na ktori je
opcia vypisana.

Odvodenie spominanej rovnice sa da predviest dvoma spo6sobmi : na zaklade predpokla-
dov, z ktorych vychadzaji Black a Scholes, alebo na zéklade tych, z ktorych vychadza
Merton. Podrobné odvodenie Black-Scholesovho modelu moézeme najst napriklad v [10]
alebo [11]. Uvedieme odvodenie podla Mertona, nakolko je v8eobecnejsi a elegantnejsi.
Uz vieme, Ze cena akcie sa riadi GBP, vid rovnica (1.1) v predchadzajtcej podkapitole.

Uvedieme si dalsie predpoklady modelu:
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- konstantné bezrizikova trokova miera r

- nulové transakéné naklady

- moZzeme kupovat a predavat lubovolné aj neceloé¢iselné pocty akcii, rovnako hotovosti
- ziadne obmedzenia na kratke pozicie (short selling)

- opcia je eurdpskeho typu

Dalsim dolezitym predpokladom je myslienka samofinancovanej stratégie, ktora pri-
nasa dve klacové podmienky :

podmienka nulovyjch investicii : na zéklade nulovych transakénych nakladov moézeme
dynamicky kupovat/predavat jednotlivé zlozky portfolia pre udrzanie jeho bezriziko-
vosti a ni¢ nas to nestoji.

podmienka samofinancovanosti portfolia : portfélio neprinasa vynos a nevyzaduje do-
datoc¢né investovanie, teda ndkup niektorej zlozky portfolia je kompenzovany predajom
inej.

Prave tieto dve podmienky st zdkladnym rozdielom medzi spominanymi dvoma odvo-
deniami. Black a Scholes tieto podmienky nezahriaju.

Majme portfolio IT zlozené z akcii jedného druhu, opcii na tieto akcie a dlhopisov (resp.
hotovosti). Ozna¢me Qg pocet akcii o hodnote S, @y pocet opcii 0 hodnote V' a B nech
je hotovost na ucte, alebo bezrizikovy dlhopis (peniaze tro¢ené bezrizikovou urokovou
mierou 7). Dalej oznacime d()g zmenu poc¢tu akeii, dQ)y zmenu poc¢tu opcii a § B zmenu

hotovosti, sposobent kupou/predajom akcii a opcii. Nase portfolio teda vyzera :
M=5SQs+VQy+ B

Podmienku nulovych investicii pre vsetky ¢asy ¢t € (0,7") vieme matematicky zapisat
nasledovne:

M=5SQs+VQy+B=0 (1.2)

7 tejto podmienky nam vyplyva, ze hodnota portfélia sa v ¢ase nemeni a teda plati:
dll =d(SQs +VQv + B) =0 (1.3)

Rovnako pre vsetky casy ¢t € (0,7") vieme matematicky zapisat podmienku samofinan-

covanosti portfolia nasledovne:
SdQs +VdQy +dB =0 (1.4)

Nakol'ko uvazujeme bezrizikové dlhopisy nevyplacajice kupony, plati jednoduchéa oce-

rt

novacia rovnica B(t) = B(0)e™ a teda rovnica vyjadrujica zmenu penazného objemu
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dlhopisov: dB = rBdt + 6 B
Diferencovanim vztahu (1.2) a néaslednym dosadenim dB dostéavame:
=d(SQs +VQv + B)
=d(SQs +VQy)+dB
Rozpisanim derivacii dostavame:
0=2S5dQs+VdQy + 6B + QgdS + QvdV + rBdt
Vidime, ze prvé tri ¢leny nam dévaja nulu. Po vyjadreni rBdt zo vztahu pre zmenu
penazného objemu dlhopisov a naslednom dosadeni, dostavame:
0=QsdS + QudV —r(SQs+ VQvy)

Rovnicu vydelime Qy a ozna¢ime A = ——— 5 nasledne dostavame

Qv
AV — rVdt — A(dS — rSdt) = 0 (1.5)

Pre pokracovanie v hladani dV', rovnako ako pre celu teériu ocenovania derivatov, je
kIa¢ova nasledovné lema, ktora nam hovori, ako najst diferencial ndhodnej funkcie.

Lema 1.3 (Itoova lema) Nech f(x,t) je hladkd funkcia dvoch premennych, pricom

premennd x je rieSenim stochastickej diferencidlnej rovnice
de = p(z,t)dt + o(x,t)dw,

kde w je Wienerov proces. Potom prvy diferencidl funkcie f je dany vztahom

df = fd +(a—{+— 2(z, )gQJ;)dt

dosledkom coho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici

df = <g—{ + ,u(x,t)g—i -+ %(72(33 t) ;‘2> dt + (x,t)g—idw. (1.6)

Uvedeny vztah (1.6) sa da jednoducho dokazat napr. cez Taylorov rozvoj funkcie f.
Znenie lemy aj s intuitivnym dékazom mozeme najst napr. v [10]. Na zaklade uvedene;j
lemy, vieme odvodit stochastickii diferencialnu rovnicu pre cenu akcie, ktoréa vyzera

nasledovne:

dS = (S, t)Sdt + o(S, t)Sdw (1.7)
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Podla Itovej lemy uz vieme vyjadrit stochasticku diferencialnu rovnicu pre cenu deri-

vatu, opcie V:

_[(oV ov. 1, ,0%V ov
dV—(at +uSaS+2US 852)dt+0585dw

Dosadenim vztahov pre diferencialy dV a d.S do rovnice (1.6) a po tprave dostavame:

ov o 1 0?V ov
S —— 4+ =0?SP s — "V = ApS+ArS | dt+ 0S| -5 —A)dw=0
(at 195 7277 852 a ) (as )
Predpokladame, Ze investor je averzny voci riziku a teda jeho cielom je riziko neutrali-
zovat. Jediny rizikovy ¢len v rovnici vyssie je stochasticky ¢len dw, Wienerov nahodny
proces. Ten vieme jednoducho eliminovat definovanim :

oV

A= ——
a8

A teda po uprave dostavame Black-Scholesovu parcialnu diferencidlnu rovnicu pre cenu
europskej opcie :
av 1 0*V oV

ov 1 2pedV oV v
at—i—zaSaSQ—i-rSaS rV =0 (1.8)

Uvedieme este v skratke jedno uzito¢né zovSeobecnenie. Predpokladajme, ze akcia vy-
placa spojité dividendy s ro¢nou dividendovou mierou D > 0. Drzanim tejto akcie
dostavame za ¢as dt dividendovy podiel DSdt. Samotné cena aktiva vSak vyplatenim
dividend klesa, ¢o moZzeme sledovat na nasledovnom zniZenom trende akcie, a teda sto-
chastické rovnica pre cenu takejto akcie bude : dS = (u — D)Sdt + o Sdw.
Vyplatenim dividendy ziskame nové finanéné prostriedky, ¢o sa prejavi v rovnici vy-
jadrujucej zmenu hodnoty penazného objemu dlhopisov, ktora nadobudne nasledovny
tvar: dB = rBdt + 0B + DSQgdt

Nasledne zopakovanim rovnakého postupu, ako pri odvodzovani PDR pre opciu na ak-
ciu nevyplacajicu dividendy, dostaneme Black-Scholesovu rovnicu pre cenu derivatu:.

oav 1 0?V oV

8t+205882+(r D)Sas rV =0 (1.9)

Mézeme si v8imnut, Ze ani jedna z rovnic (1.8),(1.9) ndm nedava informéciu o tom,

o aky druh opcie (call resp. put) sa jedna, tito informéciu doplhaju az terminalové
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podmienky (hodnota opcie v Case expiracie T'), ktoré sme uviedli v uvode casti 1.2
Payoff a Profit diagram. Odvodena Black-Scholesova PDR je linedrna a da sa po-
mocou transformacii previest na rovnicu vedenia tepla, ktora vieme riesit pomocou
Greenovho vzorca. Toto rieSenie moze ¢itatel najst napr. v [10]. Najst rieSenie analy-
ticky vieme prave vdaka tomu, Zze v predpokladoch modelu zanedbavame transakéné
naklady, predpokladame, Ze mozeme kupovat aj necelociselné pocty akcii a pod. To
vSetko velmi zjednoduSuje realitu, vdaka ¢omu vieme rieSenie najst pomerne rychlo.
Je samozrejmé, 7e akykolvek model by sme chceli pouZit, ¢i navrhnit, nedokézeme
presne opisat realitu, vzdy budeme musiet na zaciatku urcit predpoklady a teda, medzi
nasim rieSenim a trhovou cenou vzdy vznikne odchylka. Nasim cielom je, aby bola ¢o
najmensia. Prave linedrny model, pre svoje obmedzujtuce predpoklady, a teda mies-
tami aj vyrazne odchylky, vyvoldva snahu najst vernejsie zobrazenie reality v zahrnuti

dodatocénych predpokladov, ako napriklad zahrnutie transakénych nakladov.
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2 Nelinedrne modely

V sucasnosti existuje niekolko modelov, ktoré zahfhaju aspon jeden realny predpoklad
navyse. Prave tento predpoklad nam sposobi nelinearitu vyslednej parcialnej diferen-
cialnej rovnice pre cenu opcie. Ocenovacia nelinedrna PDR si zachova svoj pdvodny
tvar z Black-Scholesovho linearneho modelu. Volatilita podkladového aktiva sa stane
funkciou zéavislou nielen od ceny akcie S a ¢asu t, ale aj od samotnej ceny opcie V(.5,1).

Vsgeobecne ju mozeme vyjadrit v tvare:

o=0(S?0%V,S, T —t)

2.1 Priklady jednotlivych nelinearnych modelov

Ako sme uz spominali vysSie, nelinearne modely nas zaujimaju, pretoze chceme ziskat
realnejsi pohlad na ocenovanie opcii, pomocou zahrnutia dodatoénych predpokladov
ako napr. netrivialne transakéné naklady, efekt spétnej vézby ¢i riziko z nezaisteného

portfolia.
Lelandov model

Lelandov model je jednym z prvych modelov, zahriiujacich transakéné naklady. Pod-
robne ho rozoberaji napr. Leland v [9] alebo Avellaneda a Paras v [1]. Leland pridal do
Black-Scholesovho modelu transakéné naklady na nakup ¢i predaj akcii, ktory mozeme
vykonévat, a tymto sposobom nase portfolio prerozdelovat kazdych A ¢ ¢asovych jed-
notiek. Pre ¢asovy krok A t plati, Ze splha dolné ohranicenie ziskané pri odvodzovani
modelu. Predpokladame diskrétne prerovnavanie portfolia, spojité by viedlo k nekonec-
nym néakladom. Pokial uvazujeme opciu v dlhej pozicii, teda ju vlastnime, volatilita o
je dana:
o?(S?0%V, S, T —t) = 6*(1 — Lesign(0zV))

Ak opciu dlhujeme, teda je v tzv. kratkej pozicii, volatilita o vyzera nasledovne :
0?(S?0%V, S, T —t) = 6*(1 + Lesign(02V))

kde 62 > 0 je konstantna historické volatilita podkladového aktiva a Le > 0 je tzv. Le-
landovo ¢islo dané nasledovne : Le = +/2rC//(6v/ A t), kde C reprezentuje konstantné
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Sask—Sbid
Sask+Sbid

predaj resp. nakup akcie s cenou S musime pocitat s dodatoénymi nékladmi vo vyske

percentualne naklady na predaj a kupu jednej akcie. Plati C' = . Ak uvazujeme

C <. « v 21 o . . e , ,
5.5, Cim Castejsie portfolio prerozdelujeme, tym vySsie mame naklady.
RAPM model

Model Riziko zahriiujicej metodoldgie (RAPM) odvodil Kratka v [7] a neskor zovSeobec-
nil Sevéovic a Jandacka v [6]. Narozdiel od Lelandovho modelu, v RAPM modeli okrem
transakénych néakladov zahihame aj riziko z neprerozdelovania portfolia. S rasticim
prerozdelovanim rastt naklady, s klesajucou frekvenciou prerozdelovania sa stava nase
portfolio rizikovejsim, strata moze byt vacsia. V tomto modeli je nasim cielom najst
optimalnu dizku kroku A t, pri ktorej budu néklady a riziko z nezaisteného portfolia

minimélne. Volatilita mé tvar:

028202V, S, T — t) = &7 (1 + u(a@vﬁ)

kde 6% > 0 je opit volatilita, ziskan4 z historickych dat vyvoja ceny akcie a p =
3(C%*R/ 27r)%, kde C' > 0, R > 0 st nezaporné konStanty reprezentujtice mieru trans-

akénych nékladov resp. mieru prémie za podstipené riziko.
Modelovanie Investorovych Preferencii

Na zaklade prace Hodgesa a Neubergera [5], odvodili Barles a Soner v praci [3] model,
v ktorom maximalizujeme tzitok z koncového stavu v ¢ase expiracie T, pricom pred-
pokladame exponencidlnu funkciu uzitocnosti. Tymto modelom sa budeme zaoberat v

dalsich kapitolach. V tomto pripade volatilita vyzeréa:
o?(SP0V, S, T —t) = 6 (1 + ¢(a’e" T 502)) (2.1)

kde 62 > 0 je historicka volatilita a 9 je rieSenim oby¢ajnej diferencialnej rovnice:

pricom plati : ¢(0) = 0.
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Modelovanie Nelikvidity trhu

Model zohladiujuci nelikviditu trhu odvodil Frey v [4]. Model zahfnia vplyv dominant-
ného investora a teda tzv.feedback efect. Zohladnuje ovplyvnenie ceny podkladového
aktiva, v pripade pouzitia vybranej obchodnej stratégie dominantnym investorom. Ak
takyto investor nakupi velké mnozstvo podkladového aktiva, cena tohto aktiva sa ur-
¢ite zmeni, ¢o nasledne ovplyvni cenu opcie. Takéto velké mnoZstvo sa tazsie predava

za trhovi cenu, straca svoju likvidnost. Volatilitu vyjadrime ako :
o2 (S202V, S, T — t) = 62 (1 — pA(S)Sa2V) 7,

kde 62 > 0 je historicka volatilita, a p > 0 je parameter likvidity a pA(S) je striktne
konvexna funkcia a plati pA(S) > 1.

Modelovanie Netuiplnosti trhu

Posledné nelineérne zovseobecnenie Black-Scholesovej PDR je model zahriiujuci pred-
poklad nedplnosti trhu tzv. Model so skdkajicou (neurcitou) volatilitou. Model odvodili

Avellaneda, Levy a Paras v [1]. V ich modeli vyzera volatilita nasledovne:

5 o1, ak 93V <.
o(S°0V, 8, T —t) = (2.2)
oy, ak 02V > 0.
kde oy a oy reprezentuji dolnt a hornt apriérnu hranicu inak nespecifikovanej volatility.

V préci sa budeme zaoberat modelom Investorovych preferencii a modelom Skakajice;j

volatility.

2.2 Model Investorovych preferencii

Pri odvodzovani sa odvolavame na pracu Barlesa a Sonera [3].
Model je odvodeny pre trh s transakénymi nakladmi. Myslienka modelu spociva v
zahrnuti preferencii investora do ocenovacieho modelu. Tieto preferencie st opisané

funkciou uzitoénosti a konstantnou investorovou averziou k riziku.
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2.2.1 Odvodenie modelu

Uvazujeme ocenovanie eurdpskej call opcie s expira¢nou cenou E v Case expiracie T'. Za
podkladové aktivum uvazujeme akciu, nevyplacajucu dividendy, riadiacu sa Geomet-

rickym Brownovym pohybom:
dS = pSdt + 6Sdw (2.3)

kde konstanty p a ¢ si trend a volatilita podkladového aktiva a w je Standardny
Wienerov proces. Uvazujme dva procesy:
X; = objem penazi drzanych v case t
Y, = pocet akcii drzanych v case t

Ako obchodnt stratégiu na intervale [t, T] definujeme dvojicu (L, M;) zlava spojitych
a neklesajuicich funkcii, pre ktoré plati L; = M; = 0. Funkcie L; a M; mozeme inter-
pretovat ako kumulativny prenos merany poc¢tom akcii.

L; = pocet akcii, ktoré naktupime v case t

M,; = pocet akcii, ktoré predame v case t

Definujeme p € (0, 1) ako mieru transakénych nékladov pri ndkupe alebo predaji aktiv.

Pre cenu S, ponuku na predaj, a cenu Sp;q, ponuku na kipu, plati:

Sask = (1 -+ /L)S
Sbid = (1 — /L)S

kde S = (Sask + Shiq)/2 je priemer medzi kipnou a predajnou cenou akcie.

Pre ucely nasledovnych rovnosti ozna¢me: X, = X(p) , Y, = Y(p) , M, = M(7) ,
L.=1L(r), S =5(7) .

Vdaka p a pociatoénym hodnotam z, y procesov X;, Y; mdzeme vyjadrit hodnotu
portfolia X (p) = X(p;t,x,y, L(.),M(.)) a Y(p) = Y(p;t,x,y, L(.),M(.)) v Case p €

[t, T| nasledovne:
X(p)=x— /tp S(1)(1 4+ p)dL(T) + /tp S(T)(1 — p)dM(T) (2.4)

Y(p) =y+ L(p) — M(p) (2.5)

Pre jednotlivé zmeny dX a dY teda plati:
dX = —=S(1+ p)dL + S(1 — p)dM

23



dY =dL —dM

Budeme uvazovat dva pripady : portfolio bez a s op¢nou prilezitostou. V pripade, ze

nema moznost investovat do opcii, investorov uzitok z koncového stavu je :

V pripade op¢nej prilezitosti, predpokladame, Ze sme predali N call opcif a teda tzitok
vcaset =T je:
X1+ YrSr — N(Sp — E)*

Idea ocenenia opcie spoc¢ivajica v maximalizacii funkcie uzito¢nosti pochadza od Hod-
gesa a Neubergera [5]. Uvazujeme funkciu uzito¢nosti U, ktora je rastuca, konkavna a

pre vietky r > 0 splha podmienku constant absolute risk aversion :

_U//(T,>
,— — /'}/
ur(r)
kde v > 0 je parameter averzie k riziku. Funkciu uzito¢nosti uvazujme v nasledov-
nom exponencidlnom tvare : U(r) = 1 — e™". Predpokladame, Ze funkcia uZzito¢nosti

konkrétneho investora, zohladhujtca jeho mieru averzie k riziku U¢ je dana nasledovne:
Us=0U(¢/e)

pre vSetky £ > 0 a pre parameter € = WLN, pre ktory plati : 0 < e < 1
V pripade, ak neuvazujeme prilezitost investovat do opcii, hodnotovd funkcia investora
vl = vl (z,y,s,t) je dand problémom stochastického dynamického programovania :
vl (x,y, s,t) = sup E(U(X7 + YrSr)) (2.6)
LM

Tymto problémom je hladanie maximélneho uzitku z koncového stavu, cez vSetky

obchodné stratégie (L,, M), T € [t,T] pri pociatoénych podmienkach :
Xi=x,Y,=y,S;=s

V pripade, ak sme predali N eurépskych call opcii, hodnotova funkcia investora vyzera

nasledovne :

v(z,y,s,t) =supE(U (Xt + YrSr — N(Sp — E)1)) (2.7)

L,M
kde maximalizujeme ocakavany uzitok z koncového stavu, vzhladom na vSetky ob-

chodné stratégie a poc¢iatocné podmienky, spomenuté vyssie.
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Hodges a Neuberger v [5] zaviedli predpoklad, Ze cena kazdej opcie je rovna maximaél-

nemu rieseniu A = A(z, vy, s,t;7, N), vyhovujicemu nasledovnej algebraickej rovnici:
v(@+ NA,y,5,8) = o' (2,y,5,1) (2.8)

Vdaka linearite vztahov (2.4),(2.5) mozeme odvodit tzv.skdlovaciu vlastnost pre cenu

opcie A(z,y,s,t;7y, N) :
A(z,y,s,t;7,N) = AM(Nz, Ny, s, t;yN, 1)

Tato vlastnost hovori, ze predaj N opcii s rizikovym faktorom v ndm prinesie rovnakt
cenu opcie, ako predaj len jednej s rizikovym faktorom N .
Predchadzajtci argument skalovania nas navadza uvazovat asymptoticki analyzu, pre

N idace do nekonecna. Upravime rovnice (2.6), (2.7) a dostavame :

vf(x7 Y, s, t) =1—infE <e_é(XT+YTST)>
LM

v(x,y,s,t)=1— inf E (efi(XﬂYTsTf(sTfEm)
) Y Y L7M

Pre zjednodusenie analyzy definujeme implicitne pomocné funkcie 2 a 25/

v(z,y,8,t) =1— <e’%(5’3+95*25(9¢’9757t”) (2.9)

vl (2,y,5,t) =1 — <e_%(x+ys_zs’f(”"’y’s’t))> (2.10)
V ¢ase expiracie t = T, pre lubovolné pociatoéné hodnoty x,y, s plati:
2%(z,y,8,T)=(s— E)" | 2 (2,y,5,T) =0
Teraz mozeme z rovnice (2.8) a rastucosti funkcie uzito¢nosti U vidiet, Ze pre cenu

opcie A plati:
1
A(.QT, Y, S7t7 B 1) - Za(aj,y’ Svt) - Z€7f<x>ya Sat) (211)
g

Nas dalsim krokom bude uréenie hodnotovych funkcii v/ a v.
Idea spociva v prevzati tzv. Bellmanovho principu optimality na rieSenie rovnice Dy-

namického Programovania, na zéklade ktorého méame :

v(z,y,s,t) = SLUJEE(U(XHdt, Yitat, St4ar, t + dt))
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Pricom maximalizacia ocakavanej uzitocnosti prebieha cez vsetky obchodné stratégie
L., M., T € [t,t+dt] , po¢iatotné podmienky X = z, Yy = y, St = s a dt, pod ktorym
rozumieme Tubovolny casovy prirastok. Rovnaka rovnica plati pre hodnotova funkciu
v?.

Pouzitim Itoovej lemy na prirastok dv = v(Xiiar, Yerar, Sevar, t + dt) — v(x,y, s,t) na

intervale [t,t + dt] dostavame:

p 5’U+ 3U+&25232U+8vdX+8de+A2 avdW
v=|—=—+ps— —+—— 4+ —— + 65—

at " " as 2 0s? Ox dt Oy dt ds
Nakol'ko pozname rovnice pre zmenu dX a dY uvedené vyssie mame:

dX . . dY . .
= = —s(1+p)L+s(1—p)M — =L-M
o s(I+p)L+s(1—p) 7

kde L = % a M = %. Nakolko pre obchodné stratégie L,M predpokladame neklesa-

jacost, dostdvame podmienku pre ich prvé derivacie: L, M > 0. Z konstrukcie Itdovho
0
Integralu ( mézeme najst v [11],[10] ) vieme, ze E (&Sa—vdW> = 0.
s

Kedze E(v(Xitat, Yt Stvar, t + dt)) = v(x,y, s,t) + E(dv) dostavame:
v v 625 0% v Ov) . ov ov\ -

— inf |—Z %Y gy 1+ )2~ (L s — D\ i

0 L,lz\r'/}zo { ot~ "7 os * 2 0s? * (S( +'u)c9x 3y> * <8y s m@x) }

Je jednoduché ukazat, ze plati nasledovné:

inf [A+BL+0M}:0 =  min(A,B,C) =0

L,M>0
Ako désledok dostavame rovnicu pre hodnotova funkciu v v nasledovnej forme:

, v v n 6252 0% (1+ )81) v v (1 )(% 0
min | —— — pS— + ——5;$ — — — ——s(l—pu)— | =
ot " os 2 0s? K ox dy’ Oy are
Pouzitim implicitnej rovnice pre pomocnu funkciu z°(x,y, s,t) a bertc do uvahy ras-
tucost funkcie uzitocnosti U¢ mozeme odvodit nasledovnu rovnicu dynamického prog-

ramovania pre funkciu 2° :

. % B 6252 022¢ B 6252 [ 0z° B 2 o 0z°¢ Ay
ot 2 0s? 2¢ 0s y p 0s y)s
02z°¢ 0z°
ay _N8+8(1+:U’) ax7
0z°¢ 0z°¢
JR— —_— 1 —_— p—
f ay ps —s(1 — p) D7 0
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Nakol'ko terminélové podmienky v ¢ase t = T pre funkciu z nezévisia od premennej x,
ani koeficienty prave uvedenej rovnice od nej nezavisia, ani rieSenie z tejto rovnice, nie
je od tejto premennej zavislé, tak z = z(y, s,t). Dokaz mozeme néjst v [3].

Spominant rovnicu teda mézeme prepisat nasledovne:
0z¢  02s20%2¢  6%s% [0zF 2 0z°
max | — — — — — ps -y );
ot 2 0s? 2: \os 7 PP\ s Y
(2.12)
Analogickii rovnicu mozeme odvodit aj pre 25/ (x, 7, s,t) a teda 25/ je rieenim rovnice

v 6282 0%257 522 (025 2 0251
mazr | — — — — — ps — :
ot 2 a2 2 \as Y) P\ \as V)

02z°
dy

—us | =0

0257
Jdy

‘—,us =0

(2.13)
Pripomeiime si terminalové podmienky pre nase hl'adané funkcie 2%, 25/ pre l'ubovolné
pociatoéné podmienky v, s:
(g s,t) = (s — E)*

2y, 5,t) =0 (2.14)

Zavedieme Strukturalny predpoklad o miere transakénych nékladov u:

= aye

kde, a > 0 je dand konStanta. V dalSom kroku si uvedieme konvergenény vysledok
asymptotickej analyzy Barlesa a Sonera. Pre nami uvaZované funkcie 2°(y, s, ), 25/ (y, s, t)
a e — 0" plati:

2y, s,t) =0

2%(y, s,t) = V(s,1), (2.15)

kde V' = V/(s,t) je rieSenie nelinearnej Black-Scholesovej rovnice s volatilitou podla
(2.1). V dosledku tohto tvrdenia, ak ¢ — 0%, podla rovnice (2.11) A konverguje k
rieSeniu V' (s, t).
Formalne odvodenie limity je vskutku priamociare a intuitivne. Ako désledok termina-
lovej podmienky 25/ (y, s, T) = 0, vieme dokazat aplikovanim principu parabolického
porovndvania ohranicenie funkcie 257 (y, s,t):
ep?
262

(T —t) < 250 (y, s,t) < 2°(y, s, 1)
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I (y,5,t) < psly| = av/eslyl #(y,s,t) < p+ uply — 1|

7 prvej, z vyssie uvedenych nerovnosti, mézeme l'ahko vidiet, podla Principu stldcania,
ze :

lim 257 (y, s,t) = 0

e—0
Pre désledny dokaz odkazujeme ¢itatela na [3].
Ako sme spomenuli vyssie, odvodeny vztah (2.14) je vysledkom asymptotickej analyzy,

ktora predpoklada nasledovny asymptoticky rozvoj funkcie 2¢(y, s,t) pre e — 07 :

2°(y, s,t) = V(s,t) +eC(r, A) + o(e)

OV

k L s
de " O0s 0s2

NG

Teraz mozeme vypocitat jednotlivé derivacie funkcie 2(y, s,t) vstupujice do rovnice

as ((9\/ y) , A a2

(2.12), pricom predpokladame, ze funkcia r je 1.radu:

7 =V, + 0(e)

zy = Cory = —/easC, = —usC, 4+ O( /¢)

G =Vi+ V2 (5) G+ 0(VE)

25, = Vit & (e1.Cy) = Vaw + £(r)?Crr = Vau + (£)* Crr + O(VE)

Ak teraz dosadime nase vypocty do (2.12) a zanedbame ¢leny O(4/€) dostavame rovnicu
dynamického programovania

AQSQ

max (—Vt — U_VSS (A2C,, + [r + AC’T]2) i |Cr| — 1) =0 (2.16)

&2
2 2a?
Podl'a ohrani¢enia pre funkciu z° plati : 2 < usly — 1| + s , teda pre jej derivaciu plati:
z; < ps. To je ekvivalentné s podmienkou [C;| < 1.
Nakolko (2.16) je splnené pre I'ubovolni hodnotu y, dosledkovo aj pre vetky r, musi

existovat funkcia K(A) taka, ze

522
Vi = SV = K(4) (2.17)
Rovnica (2.16) nadobuda tvar:
52
max (K(A) - % [A%C,, + (r+ AC,)?] 5 |Cy| — 1> =0 (2.18)
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Definujeme funkciu ¥ = W(A) nasledovne:

2a?
=—K(A 2.19
1z K (4) (2.19)
Barles a Soner v [3, apendix A]| skonstruovali explicitné rieSenie funkcie C(r, A) a
funkcie W(A) problému (2.18), spliiajtice pridané hraniéné podmienky, zarucujtice jed-
noznacnost rieSenia C'(r, A):
C(0,A) =C,.(0,A), ‘l|im Cr(r,A) =
r|—00
pre vSetky A. Presko¢ime vacsinu detailov konstrukcie funkcie C' odvolanim sa na |3
apendix A]. Funkciu ¥(A) modzeme skonstruovat ako rieSenie nelinedrnej obycajne;
diferencialnej rovnice:
aw U(A)+1
WA+

A T - A

Barles a Soner taktiez ukazali, ze pre funkciu W(A) platia nasledovné vztahy:

lim —qj(A) =1
A—o0

lim U(A)=-1

A——o00

W(0) =0 (2.20)

Barles a Soner uvadzaju nasledovné riesenie V'(s,t) pre pripad nulovej bezrizikove;
urokovej miery r =0 :
V(5,1t) = lim((g,5,t) — 27(§,5.1))
e—0

kde poc¢iatoéné podmienky su dané nasledovne:

(X(1),Y(1),5(t)) = (£,7,3) = ("7 Dz, y,e'TVs)

Potom rieSenie V' (s, t) pre nenulovii bezrizikovi tirokovi mieru 7 # 0 je :

Vs, t) = e TV (erT s 1)
Podrobny dokaz moze Citatel najst v [3 apendix A|. Vychadzujuc z rovnice (2.19),
zoberieme do tvahy jednotlivé rieSenia pre nulovii a nenulovt trokovi mieru a definiciu
funkcie A(s, t), a dostavame findlnu parcialnu diferencialnu rovnicu pre cenu call opcie,

pre vetky pociato¢né ceny podkladovej akcie s > 0 a vSetky ¢asy t € [0, T:

W L g o2V
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kde
o (s20°V, T —t) = 62(1 + U (a?e" TV s29%V)) (2.22)

a 02 je konstantna volatilita podkladovej akcie ziskan4 z historickych dét. Pripomeiime,

7e rieSenie V (s, t) splha terminalovii podmienku V (s, T) = (s — E) pre s > 0.

2.2.2 Transforméacia modelu investorovych preferencii na Gama rovnicu

Nagim dalsim cieflom bude transformovat odvodent nelinedrnu parabolickti rovnicu
(2.21) na kvazilinearnu parabolickd rovnicu, pre ktort vieme zostrojit efektivnu nume-
rickt schému pre aproximéciu riesenia V' (S, t). Hned na zaciatku zavedieme substittciu
nezavislych premennych:

r=In(S/E),re R, 7=T—t,7€[0,7T].

V transformécii modelu vyuzijeme Gama funkciu I':

r— 2V

H(z,7)= ST = S0tV

B(H) = %2 (1+ V(Fa?e"™ ™ H)) H

Na zéklade zavedenych substittcii, uvedieme niekol'ko derivacii, ktoré nam pomozu pri

transformacii rovnice (2.21) na Gama rovnicu:

0,5 = 8,(Ee*) = Be® = S

0,V (S,t) = 05V 0,S = SdsV

02V (S,t) = SOV +59,(0sV) = SOsV +05(0sV)0,S = SOV + S202V = SV +SH
0. H(x,7) = 0,(SOV(S,1))d:t = —0,(SO2V (S, 1))

Zderivujeme podla premennej = rovnicu (2.21).
Derivacie jednotlivych ¢lenov:

0.(8V) = 0(0,V) = S0,(DsV)

0x(rSAsV) = rd,(S0sV) = ro*V = r(S0sV + S?0%V)
0:(SB) = 0,58 + 89,5 = SB + S8,

0p(rV) =10,V =rSosV

Rovnicu (2.21) predelime cenou akcie S, uvazujeme nenulové ceny, dostaneme:

8tV5+r(V5+SV55)+6+6$ﬁ—rvg =0
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Tuato rovnicu opét derivujeme podla premennej x. Jednotlivé ¢leny:
0: (0iVs) = 04(0:Vs) = 0,(SVss) = S0;Vss

O0p (r(Vs + SVss)) =1 (0. Vs + 0,(SVss)) = r(SVss + 0. H)

0 (0.8) = 033

Dostavame transformovani kvazilinearnu parabolickd rovnicu pre funkciu H(z, 7) :
O0-H(z,7) = 028(H(z,7)) + 0.8(H(z,7)) + r0.H(x,T) (2.23)

Tito rovnicu budeme nazyvat I' rovnica. Vieme ju efektivne vyriesit numerickou sché-
mou. Touto tlohou sa d'alej zaoberame v tretej kapitole. Po najdeni rieSenia H(z,T),
nasleduje jeho spétna transformacia na riesenie V (S, 0).

Substitucia H(z,7) = S02V(S,t) nam poskytuje rovnicu pre druha deriviciu funkcie
V(S,t). Budeme teda dvakrat integrovat funkciu 92V (S,t). Po prvej integracii dosta-

vame:
51
sV (S, 1) = / SH(In(S/E),T — 1) ds + i (1)
Oln(S/E)
:/ H(z, T —)dz + Cy (1)

—00

Po druhej integracii:

—00

V(S,t) = /0 ’ ( / m(S/E)H@, T —t) dx) ds + SOy (t) + Ca(t)

_ / e ( T H@T—1) ds) dz + SCi(t) + Ca(t)

Ee®

— 00

= / max(S — Ee®,0)H (z, T —t)dz + SC1(t) + Ca(t)

Kde €y = 05V (0,t), Cy = V(0,t) st nezavislé od S a plati : dsV (0,t) = V(0,t) =0

Pre call opciu po tprave dostéavame:

V(S,1) = / " nan(S — Bet, 0)H(z, T — 1) da (2.24)

Analogickym postupom dostavame vzorec pre cenu put opcie:
V(S,t) = / mazx(Ee® —S,0)H(x, T —t)dx (2.25)
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2.3 Model Skakajtiicej volatility

Ako sme uz spominali vyssie druhym modelom, ktorym sa budeme v praci zaoberat je
model skdkajucej (neurcitej) volatility. Budeme vychadzat z modelu, ktory pre nedplny
trh odvodili Avellaneda, Levy a Paras v [1].

V ich modeli volatilita nie je presne ur¢ena, predpokladame, ze nadobuda jednu z hra-
ni¢nych hodndt : 6,.in, Omaz, Kde Gmin < Gmaz- Tieto hodnoty mézu byt uréené napr.
ako najnizsia a najvyssia hodnota volatility ceny akcie, urcenej z historickych tadajov,
alebo tiez ako najnizsia a najvyssia hodnota implikovanej volatility, urcenej pri oceno-
vani opcii napr. cez linedrny model. V modeli predpokladame, ze volatilita nadobtuda

tieto hodnoty v zavislosti od znamienka druhej derivéicie ceny opcie :

62, pre 05V <.
o2(S202V, S, 7) = pregs (2.26)
52 pre 9%V > 0.

max?

Zaujimavy pre nas pri tomto modeli je fakt, Ze uz pozname model, ktory vieme prepi-
sat na model skdkajicej volatility. Je to Lelandov model, spominany v predchédzajicej
kapitole. Pripomenme si, ako vyzera volatilita Lelandovho modelu pre ocenovanie call

opcie v kréatkej pozicii:

0?(S?0%V, S, 7) = 6*(1 + Lesign(93V)),

kde Le = /2/7C/(6v/ At) je Lelandovo ¢islo. Vieme teda funkciu volatility Lelandovho

modelu prepisat do tvaru volatility dania vztahom (2.26), a teda :

62, = 0°(1 — Le)

min

6200 = 0°(1+ Le) (2.27)

max

Analogicky ako pri predchadzajicom modeli, transformujeme pévodnu nelinearnu Black-
Scholesovu rovnicu na kvézilinearnu parabolickd rovnicu pre nova premenna H(x, 7) =
SOV -

O-H(x,7)=02B(H(z,7)) + 0,8(H(x,7)) +r0,H(x,T), (2.28)
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kde B(H(x, 7)) je definované:

&’2’2“'" H, pre H<O0.
B(H(z,7)) =94 , (2.29)
Zmez [, pre H>0.

Transformovana rovnica s novou premennou nadobtida pre oba modely rovnaky tvar, a
teda po spétnej transformacii na riesenie V(5,t) dostavame vztah (2.24) pre cenu call
opcie a vztah (2.25) pre cenu put opcie.

Nakolko sa znamienko druhej derivacie 92V v Lelandovom modeli nemeni pre ocefio-
vanie call a put opcie, nas model skakajucej volatility mé zmysel len pre ocenovanie

op¢nych stratégii. Pre call alebo put opciu, dostavame linedrny Black-Scholesov model.
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3 Numerické rieSenie

Pri oboch modeloch sme nelinedrnu ocenovaciu PDR pre cenu opcie previedli na kva-
zilinedrnu I' rovnicu. Ttto rovnicu nevieme vyriesit analyticky, ale pozname efektivne
numerické metody pre najdenie rieSenia. Budeme teda hladat rieSenie pre oba modely
numerickou schémou. Pozname viacero moznosti, ako najst pomocou numerického vy-
po¢tu hodnotu finanéného derivatu, napr. v [10], [11]. V tejto kapitole si rozoberieme
niektoré z nich a aplikujeme ich na model investorovych preferencii a model skakajicej

volatility.

3.1 Bod prepojenia a pociato¢nd podmienka

Predtym nez budeme uvadzat moznosti rieSenia rovnice (2.23), uvedieme pre fiu pocia-
tocnu podmienku, ktord sme doposial nespomenuli.

Tato podmienka je vysledkom tvahy o tom, ¢o sa deje v ¢ase blizko expiracie .
Pozrieme sa na prepis Lelandovho modelu na model skikajicej volatility. Podla Lelan-
dovej metodologie modelovania transakénych nakladov, prerozdelujeme nase portfolio
kazdych At asovych jednotiek, pri¢om pripustny ¢asovy krok At splita ohranicenie :
At > (2/7)(C?/0?), kde C' = (Sqsk — Spia)/(Sask + Spia). Definovanim 7 = T — ¢, za ¢as
blizko expiracie povazujeme 7 > 0 , kde 7 je ¢islo blizko nule.

Leland vo svojom modeli predpoklada, Ze frekvencia prerozdelovania At je ovela men-
Sia ako 7 [odkaz na literaturu/. Ak je ¢as do expiracie vacsi ako Casovy krok preroz-
delovania, 7 > At , moZeme portfolio prerozdelovat. Ak je v8ak 7 < At portfélio uz
prerozdelit nemozeme.

Dostéavame teda dva Gasové intervaly : (0,7*), kde portfolio prerozdelujeme a (7*,7T),
kde portfolio neprerozdelujeme. Ostava urcit hodnotu 7*. Z dévodu udrziavania mini-
malnej rizikovosti nasho portfolia, by sme radi mali moznost ¢o najviac prerozdelovat
portfolio, a preto polozime 7* rovné minimélnej pripustnej frekvencii prerozdelovania.
Do modelu investorovych preferencii Barles a Soner taktiez zahfhaji predpoklad o
transakénych nakladoch, avSsak nevznika tu dolné ohranicenie na frekvenciu preroz-
delovania At. Hodnotu 7* preto méZeme pre model investorovych preferencii polozit

rovna At.
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Definicia (Bod prepojenia)
Ak pre ™ € (0,T) plati, Ze ¢ = At tak, nazgvame 7 bodom prepojenia a pre
t*€(0,T), kde t* =T — 7* plati:
ak t € (0,t*) riesime transformdciu nelinedrnej Black-Scholesovej rovnice, I' rovnicu
definovani vztahom (2.23),

ak t € (t*,T) riesime linedrnu Black-Scholesovu rovnicu.

Teraz uvedieme pociatoéni podmienku H (x,0) = H(z) pre I rovnicu. Budeme ju uva-
zovat v tvare Diracovej 0 funkcie, ktortt mézeme chapat, v zmysle pravdepodobnostnych
rozdeleni, ako limitu funkcie hustoty normalneho rozdelenia so strednou hodnotou 0,

pre parameter a bliziaci sa k nule, teda :

Ako sme uz spominali, na intervale (0, 7*) riesime linearnu Black-Scholesovu rovnicu,
a teda nasSa pociato¢nd podmienka vstupujica do I' rovnice vyhovuje rieSeniu Black-
Scholesovej rovnice v tomto bode. Detail odvodenia rieSenia linearnej Black-Scholesove;j
rovnice, najdeného pomocou Greenovho vzorca moze ¢itatel najst napr. v [10]. Diracovu
d(z) funkciu pre nasu pociatoénit podmienku budeme aproximovat, a vyjadrime ju z
rovnosti Diracovej d,(x) funkcie a rieSenia linearnej Black-Scholesovej rovnice v bode
prepojenia. Dostavame aproximaciu posunutej Diracovej d(x) funkcie :
()= 0,
oVT*

kde N'(d) = e ad=(z+ (r - 0®/2)7")/(6v/7).
Ako okrajové podmienky zvolime nasledovné:

H(+00,7) = H(—00,7) =

3.2 Numerickid schéma

V nasledovnej ¢asti si uvedieme niekolko numerickych schém, ktoré by sme na nasu
tlohu mohli aplikovat. Vsetky schémy vychadzaju z myslienky numerickej metody ko-

ne¢nych diferencii, pomocou ktorej vieme aproximovat jednotlivé parcidlne derivacie.

35



Skor nez za¢neme aproximovat, potrebujeme nas spojity priestor transformovat na dis-
krétny. Premenni z uvazujeme vo vSeobecnosti z intervalu vSetkych realnych cisel,
r € (—00,+00). Nakolko premenna = = In(S/E) a uvazujeme len S > 0, a rovnako
nepredpokladame, ze by cena akcie mohla tak prudko vzrast, az by presahovala nami
stanovenu hornd hranicu, resp. by ju presahovala so zanedbatelne malou pravdepodob-
nostou, moézeme pre dostatocne velké L, pre premennu x uvazovat = € (—L,L). Ako
dostatocne velké L sa ukazuje uz hodnota L ~ 1,2. My budeme v numerickych sché-
mach vyuzivat L = 2, a teda naSa finan¢né premenna, cena akcie S sa bude pohybovat
v intervale (Ee~t, Eet) = (0.135F, 7.389F).

Hlavna myslienka metody koneénych diferencii spo¢iva vo vytvoreni siete mrezovych
bodov v priestore nezavislych premennych, preto sa tiez zvykne nazyvat aj metdda
sieti, v nasom pripade (z,7), kde z € (—L,L) a 7 € (7%,T) . Zvolime si diskretizaciu
¢asovej premennej nasledovne, interval (7%, T) rozdelime na m rovnakych dielov, odkial
pre ¢asovy krok dostavame: k = (T'—7*)/m, a teda pre diskretizaciu ¢asovej premennej
m;plati : 7 =7"+k(j — 1), kde j =1,2...,m+ 1.

Pre diskretizaciu priestorovej premennej = zvolime priestorovy krok h, potom n = L/h
ax; =—L+h(i—1), kde i = 1,2,...,2n + 1. Vdaka metode sieti mozeme aproxi-
movat rovnicu (2.23) v kazdom mrezovom bode a tym hladat rieSenie po jednotlivych
¢asovych vrstvach pre celu 8kalu vstupnych argumentov z; ; x; = —L + h(i — 1). Nas
samozrejme zaujima posledna casova vrstva, ktord po spéitnej transformaécii, urcuje
nasu hladana cenu opcie v po¢iato¢nom case. Aproximaciu nasho hladaného rieSenia
I" rovnice v bode (z;, 7;) budeme oznacovat ako:

H] ~ H(l’i,Tj).

7

Skor nez prejdeme k aproximécii jednotlivych parcialnych derivacii, spomenieme eSte

okrajové podmienky, ktoré aproximujeme nasledovne:

H($1,Tj> = H(x2n+177—j> = 0 y
prej=1,2...m+1

Z numerickych metod [2] si pripomenime ako aproximovat parcidlnu derivaciu funkcie.

Idea spoc¢iva v nahradeni derivacie diferenciou. Uvedieme tri moznosti aproximacie
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prvej derivacie :

doprednd diferencia, chyba ridu O(h) :

Tit1 — T4 h
spatnd diferencia, chyba radu O(h) :

fi—i—l_fi fi+1_fz'

centrdlna diferencia, chyba radu O(h?) :
fir1 — fina o Jir1 — fina 2
e J(Ti) R ——— h*) = ——— h
0.1~ LI oy L 2oy oy

Je pochopitelné, Ze centralna diferencia ma mensiu chybu, ako dopredné a spétné, na-
kol'ko hodnotu derivécie v bode x; po¢itame cez hodnoty funkcie f(z) v bodoch z;_; a
Zii1, @ nie pomocou len jedného z nich, ako je to pri ostatnych dvoch, teda aproximacia
je presnejsia a od skuto¢nej hodnoty sa 1iSi mene;j.
Druht derivaciu moézeme aproximovat nasledovne:

O f (1) ~ Jiv1 = 2fi + fina + O = fir1 = 2fi + fina +O(h?)

(Tig1 — 4)? h?

Aproximacia druhej derivacie nAm dava chybu radu O(h?). V naSej numerickej schéme
by sme radi chybu minimalizovali, a preto budeme pouzivat na aproximaciu prvej de-
rivicie pre priestorovi premenni centralnu diferenciu, a teda spolu s aproximéciou
druhej derivécie priestorovej premennej nepresiahneme chybu O(h?).

Prvia derivaciu ¢asovej premennej mozeme aproximovat doprednou alebo spétnou di-
ferenciou, obe nam spésobia chybu O(7). Podla volby aproximacie dostéavame pre
doprednu diferenciu explicitnd metédu, pre spatni diferenciu implicitni, resp. semi-
implicitni metodu, to zavisi od volby aproximacii pre priestorovi premenn.
Pripomenme si, Ze pri explicitnej schéme pocitame novi ¢asova vrstvu jedine z hodnoét
predchédzajicej casovej vrstvy. Druhé zakladna schéma je implicitna, kde novia ¢asova
vrstvu pocitame z prvkov novej ¢asovej vrstvy.

Pozrieme sa teraz na nasu funkciu §(H (z;, 7;), i, 7;), ktorej derivacie chceme aproxi-

movat. Pre oba modely pozname jej vyjadrenie, méZzeme si uvazit, ako jej derivacie ¢o
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najlepsie aproximovat. Pre prehladnost zvolime nasledovné oznacenie:

B8]~ B(H (zi,75), i, 75)
(Br)] ~ By (H (zi, ), i, 75)
(B)] =~ B, (H (x:,7;), %, 7;)
0,8] ~ 0, B(H (x;,75), w1, 75)
028] ~ O2B(H (i, 75), i, 75)
0.8(H) ~ 0,8
0:B(H) =~ 933
B(H;) = B;
(By)i ~ B (H;)
V pripade modelu skékajtcej volatility je funkeia 8 = B(H(z:, 7)) oznatenie defino-

vané vyssie, tykajice sa indexovania, ostava rovnaké.

Prva moznost ako aproximovat 9,3 a 920 je nasledovna:

0,8 ~ Bi+12—h5i—1 +O(?)
023 ~ Biv1 — 2]1521 + B +O(h?) (3.1)

Druha moznost, ktord sa nam pontka, je vyuzitie faktu, ze pre oba modely predpis
funkcie S pozname a teda vieme si vyjadrit aj jej derivaciu. Potom vieme aproximovat

jednotlivé derivacie nasledovne:

. Hiyv1 — Hi—
0.8 ~ (5H)1HT1 +O(h?)
! H’L - Hz / Hl - Hi, 1
B~ ((ﬁH)iJrl/Q% — (5H)i1/2Tl> 7 +O(h?) (3.2)

Aproximéacia (3.2) vyuziva aj hodnoty H;_ /5 a H;y1/9, ktoré sa nachadzaji medzi
mrezovymi bodmi, a teda budeme ich hodnotu pri vypocte interpolovat pomocou su-
sednych mrezovych bodov.

Aproximécia (3.2) by mala zniZit nepresnosti pri vypocte oproti aproximéacii(3.1). Je
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to sposobené tym, ze do aproximacie (3.2) zahfhiame vac¢si podiel explicitného pred-
pisu funkcie S a mensi priestor ddvame aproximacii. Pre model investorovych prefe-
rencii mame § = S(H(x,7),x,7) a teda aproximécia vyuZivajuca derivaciu funkcie
B(H(x,7),z,7) je v tvare:

A e RACARN

0% 1 (s (=) - s (50
<(5;)i - (5;;%71) (3.3)

Teraz, ked sme si ur¢ili ako aproximovat jednotlivé derivéicie funkcie g = S(H(x, 7))
resp. S(H(x,7),x,7), mozeme prejst k vol'be aproximacie derivéacie podla jednotlivych
premennych, a teda k tomu, ¢i pre casovy resp. priestorovy krok zvolime doprednu
alebo spéatnu diferenciu, a tym sa dostaneme k explicitnej, implicitnej alebo semiimpli-

citnej metode.

3.2.1 Explicitna meto6da

Ako sme uz spominali vySsie, explicitnii metédu dostaneme, ak ¢asovi derivaciu nahra-
dime doprednou diferenciou. Explicitnd metoda je jednoduché na vypocet, poskytuje
nam rekurentny vztah, podla ktorého pocitame dnesnu casovi vrstvu len z hodnot
véerajsej casovej vrstvy. Pre nasu I' rovnicu vyuzitim explicitnej metody a aproximé-

cie (3.1) dostavame :

H™—-H 1, S 1, .
T = ﬁ ( i]—H - 251‘] +5§—1) + % ( f+1 - 55—1)
o (Hly = HL)) (3.4)

Ziskali sme aproximéaciu rovnice (2.27) s chybou radu O(k + h?). Konvergenciu rie-
Senia nam zarucuje splnenie Courant-Levy-Fridrichsovej podmienky stability, ktora
udéava obmedzenie na ¢asovy resp. priestorovy krok:

ko?
gz =
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Tato metoda je jednoduché, no tym, Ze podmienuje volbu ¢asového kroku k a pries-
torového kroku h, moZe pri danej hodnote h viest k volbe malého ¢asového kroku,

ktorym sa dlzka vypoctu znacne znasobi.

3.2.2 Implicitnad metéda

Implicitnid metédu dostaneme tak, Ze vSetky ¢leny rovnice dnesnej casovej vrstvy po-

¢itame priamo z dneSnej ¢asovej vrstvy. Pre aproximéciu (3.1) dostéavame :

H™—H 1, , , 1, :
Tz (BI =260 + 81 + o7 (85 - B))
r i1 i1
+% (Hij—:rl - szjl) (3-5)

Vyhodou implicitnej metody v porovnani s explicitnou je, Ze pri nej odpadé pod-
mienka stability (CLF), avSak prinaSa zna¢ne komplikovany postup rieSenia, a preto

sa niou v tejto praci nebudeme zaoberat.

3.2.3 Semiimplicitnd metoda

Semiimplicitna metoda vznikne tak, Ze nelinearne ¢leny I' rovnice zoberieme zo starej
(vGerajsej) Gasovej vrstvy, a linedrne Cleny zoberieme z novej (dnesnej) ¢asovej vrstvy.
To znamené, ze cleny H, , H, pocitame implicitne z dnesnej, j-tej Casovej vrstvy a
cleny By , B, pocitame explicitne zo véerajdej, j — 1 Gasovej vrstvy.

Uvedieme si teraz semiimplicitni metodu pre v8eobecny tvar funkcie f(H (x, 1), x, 7).
Uvazujeme aproximaciu prvej derivacie funkcie f(H) = [(H(x,7),z,7) podla pre-
mennej x z aproximacie (3.1), a aproximéaciu druhej derivacie 5(H) = 5(H (z,7),x, T)

podla premennej x z aproximacie (3.3). Dostavame aproximéciu I' rovnice v tvare :

[j[ij_HZ?*1 Lo Hl.j —Hf P Hf—Hf_
— = (Bu)i ' (HT> — (BT (Tl)

+— (B = (B)D)

SRS

1 . . r . .
+ n (Bz] b 53711) + o (Hi]+11 - Hi]fll) (3.6)
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Po tprave rovnice (3.6) dostavame nasledovné vztahy:

agHijfl + bef + C'ZHl]+1 = dg

. ]{? ’ i—1 ]{37’
af = _ﬁ(ﬁH)g—l + 2h
. k j—1 kr
i _ﬁ(ﬁH)z - ﬁ
b =1—(a] + )
A N - o i
dl = (87— B (B - (81 (3.7)

Vztahmi definovanymi v (3.7) dostavame tlohu v kazdej ¢asovej vrstve vyriesit sys-

tém linearnych rovnic, pre ndjdenie hodnot z novej ¢asovej vrstvy. V maticovom zépise:

ANH — @

Dostavame trojdiagonélny systém, ktory vieme efektivne riesit metédou LU rozkladu.
Tento postup dalej opisujeme priamo v aplikicii vypoc¢tu na model investorovych pre-

ferencii v nasledovnej podkapitole v casti VyuZitie semitmplicitnej metody.

3.3 Numerické rieSenie modelu investorovych preferencii
Riesenie rovnice (2.23) budeme hladat pomocou explicitnej metody pre aproximécie
(3.1) a (3.3), a pomocou semiimplicitnej metody, podla vztahu (3.6).

3.3.1 Vyuzitie explicitnej metody

VyuZite aproximdcie (3.1)
S vyuzitim aproximacie (3.1) dostavame dosadenim do I' rovnice vztah (3.4). Pripo-

menme si predpis funkcie 5(H (x, 7),x,7) pre model investorovych preferencii:

&2

B(H(z,7),2,7) = 5 (1+(Ea’e ™" H)) H (3.8)
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Definujeme si pomocné premenné, ktoré sa buda menit v kazdom kroku nasho cyklu,

prebiehajiceho cez vSetky i =2:2naj=1:m:
(3.2

a= ? (1 + w(Ea2erjk+(ifl)hHij_l))

/\2 )
b= % (14 ¢(Ba*e7* " HY))

5'2

2

Pripomenme si ako mame zadant funkciu 1(A) podla Barlesa a Sonera:

c (1 + w<Ea2€rjk+(i+1)hHij+1))

dy YA +1
dA — 2,/AY(A) - A

kde ¥(0) =0 a A = Fa*¢""*"H(x,T).

Diferencialnu rovnicu pre 1(A) riesime numerickou doprednou Newtonovou metodou,

(3.9)

(detail v Prilohe 5), na obrazku mozeme vidiet nasu aproximéciu funkcie 1(A) na

intervale (0, 1), ktory bude pre naSe tcely postacujuci.

2.5

1.5 1

Psi(A)

0.5 1

0 T T T T T T T T T T T
0 010203040506 070809 1 1112
A

Obr.3.1: Numerické RieSenie ¢)(A) ODR rovnice (3.9)
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Pre néjdenie hodnot (A1), kde Al € (0,1) pouzivame funkciu interp1(A,psi, A1),
ktora najde hodnotu (A1) interpolaciou z dvoch najblizsich bodov A € (0,1), v
ktorych méme hodnotu ¥ (A) vypocitant numericky pomocou Newtonovej dopredne;
metoédy. Pomocné premenné a,b,c pouzivame pre zjednoduSenie vyjadrenia hodnoty

aproximéacie funkcie B(H (z,7),z,7) v sietovych bodoch:
55—1 = aHz'j—1
6] = voH]
1=l

Dosadenim tychto hodnét do rovnice (3.4) a po uprave, dostavame rekurentny vztah

pre vypocet hodnot H’*!, z uz znAmych hodnot H:

' ak ak  kr < 2bk - ck ck kr '
N (S P R PR O

Po naplneni matice H(i,j), s rozmermi (2n + 1) x (m + 1), do ktorej ukladame vypo-
¢itané jednotlivé casové vrstvy HY pre j = 1,2...,m + 1, nés blizsie zaujima posledna
casova vrstva H(x,T). T4 vstupuje do vypoctu integralu definovaného vztahom (2.24)
pre cenu call opcie v pociatocnom ¢ase t = 0. Nasa tloha je najst hodnotu nasledov-

ného integrélu:
V(S,0) = / mazx(S — Ee®,0)H (z,T) dx (3.11)

Cenu call opcie definovani vytahom (3.11) spo¢itame numericky pre Tubovolnu skalu
cien S > 0. Vypocet spociva v spocitani horného a dolného integralneho suctu, v de-
liacich bodoch x;, pre ¢ = 1,...,2n 4+ 1, v ktorych st ndm znédme hodnoty H(i,T).
Vysledna cena V' (S,0) je priemerom horného a dolného integrélneho suétu.

Na nasledovnom obrazku Obr.3.2, mézeme vidiet cenu call opcie s parametrami : expi-
racnd cena E = 30, Sy = 36.26, Spiq = 36.25, bezrizikova trokova miera r = 0.02,
o = 0.15 a ¢ = 0.001 je konstanta zohl'adiujica mieru averzie k riziku jednotlivého
investora.

Black-Scholesovu cenu aj payoff mézeme vidiet ¢ervenou farbou, cenu vypocitani po-

mocou modelu investorovych preferencii modrou.
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Obr.3.2: Cena V(S,0) call opcie s parametrami: E = 30, S,s = 36.26, Spiq = 36.25,
r = 0.02, 6 = 0.15, podla modelu investorovijch preferencii - modrd krivka a podla

linedrnej Black-Scholesovej rovnice - cervend krivka

VyuZite aproximdcie (3.3)

Po dosadeni aproximécie (3.3) do I' rovnice dostavame :

w1, (HL — , . (HI —H " .
Ao ((m;)i (T> ~ (Bl (T) (8 - (5x)?_1>

Y] Hz'j—l-l — Hz'j—l '\j r j j
B (T Y+ (L — HL) (3.12)
Funkciu B(H (x, T), z, 7) vyjadrent vztahom (3.8) zderivujeme podla jednotlivych pre-
mennych, upravime a dostdvame vztahy pre derivacie 85 (H) a S, (H) :
) ~2
B(H) = 5 (L+ 0(A)) + T HEa?e™ ¢/ (4)
, 62 H? '
B,(H) = 5 Ea?e"™ ) (A) , kde A = Ea’*e" ™™ H(x, 1)

V porovnani s predchadzajucou explicitnej metédou, v tejto verzii potrebujeme k vy-
poctu aj hodnoty derivécie funkcie ¥(A).
Derivaciu moézeme pocitat dvoma sposobmi, moézeme ju aproximovat diferenciou, na-

kolko mame hodnoty 1(A) numericky vypocitané, nahradzat vieme nasledovne :
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, V(AL + krok) — (A1)

V(A = krok ’

kde krok je nami zvoleny krok, a stale plati, ze 1)(Al), kde Al € (0, 1) pocitame inter-
polaciou pomocou funkcie interpl(A, psi, Al).

Druhy spdsob vypoc¢tu vyuziva explicitny predpis pre derivaciu funkcie 1)(A) defino-
vany vztahom (3.9).

Po tprave vztahu (3.12) dostédvame rekurentny predpis pre vypocet hodnot H/™! v

¢asovej vrstve j + 1 z hodnot H’ v ¢asovej vrstve j :

. k., k., . kr -
HIH = (ﬁ(ﬁ[{)zl - ﬁ(ﬁH)z - ﬁ) Hi]fl

E o, ko, .
+ (el = g B+ 1)
k. ok, kr ~
+ (Bt + gy Gt + 57 ) Hl
k: / y k ! y / y
kde derivacie 3, a 3;; mame definované vyssie.

Analogicky ako v predchadzajuicej ¢asti pocitame integral (3.11) numericky.

Na obréazkoch v Obr.3.3 mézeme vidiet cenu opcie, s parametrami zhodnymi s opciou s
predchadzajicej ¢asti, vypoc¢itanit pomocou modelu investorovych preferencii s vyuzi-
tim aproximaécie (3.1) - ¢ervena krivka , s vyuzitim aproximacie (3.3) - modré krivka a
nakoniec vypoc¢itant numericky pomocou linearnej Black-Scholesovej rovnice - zelena
krivka, na obrazku vidime aj krivku urcujtcu payoff, taktiez zelenou farbou. Na pra-

vom obrazku mozeme vidiet priblizeny pohlad.
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Obr.3.3: Cena V(S,0) call opcie s parametrami: E = 30, S,sx = 36.26, Spiq = 36.25,
r = 0.02, 6 = 0.15, vypocitand podla modelu investorovijch preferencii s vyuZitim ex-
plicitnej metody a aproximdcie (3.1)- cervend krivka, s vyuZitim explicitnej metddy a
aproximdcie (3.3)- modrd krivka, a podla linedrnej Black-Scholesovej rovnice - zelend

krivka. Napravom obrdzku mozZeme vidiet priblizenyj pohlad

3.3.2 Vyuzitie semiimplicitnej metody

V nasledovnej casti uvedieme rieSenie I' rovnice pre model investorovych preferencii
pomocou semiimplicitnej schémy. V podkapitole Numerickd schéma ¢asti Semiimpli-
citnd metoda sme uviedli vSeobecntu schému, ktora plati pre oba nami skimané modely.
Najprv si ju odvodime pre model investorovych preferencii.

Ako sme uz spomenuli vySSie, pre vypocet novej ¢asovej vrstvy j zo starej casovej

vrstvy j — 1, dostavame trojdiagonalny systém :

AH = d, (3.13)

definovany vztahmi (3.7), kde A je $tvorcova matica s rozmermi (2n — 1) x (2n — 1).

Pripomenme, Ze matica H ma rozmery (2n + 1) x (2n — 1). Odvolavajic sa na [10],
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uvedieme teraz sposob, ako vyriesit trojdiagonélny systém, definovany vztahmi (3.7),
(3.13) pomocou LU rozkladu matice A.
Vyjadrime si maticu A ako suc¢in dolnej trojuholnikovej matice L a hornej trojuholni-

kovej matice U, a ulohu (3.13) prepiSseme do tvaru :
LUH = d’ (3.14)

Maticu A7 si teda vieme vyjadrit v tvare LU rozkladu nasledovne: A7 = LU/ :

v, ¢ 0 10 . . 0\ (v & .

a, v, & ... o1 o 10 wu & .
0 da b & 0 =10 81 . 0 0 0 uw, ¢ .0
0 ... 0 ab, b, 00 . 1,1 0o . . . u

Po roznasobeni dolnej L7 a hornej U’ matice, dostavame vztahy pre vyjadrenie prvkov

tychto matic, zo znAmych hodnot matice A7 :

u% = b;' o
. . c al
ul =0 — 1) predi=3.4....2n
Uy
;
. a
lj =——,prei=23..2n

1

pricom musi platit u{_l #0prei=3,4,....2n .

D4 sa ukazat, Zze ak je matica A diagonalne dominantna, t.j spliia podmienku : bf >
\af | + |cf | pre i = 2,3...,2n, existuje pre nu jednoznaény LU rozklad definovany prave
uvedenymi vztahmi .

Pre zarucenie nenulovosti teda mozeme v kazdom casovom kroku, pre vSetky ¢ =
2,3...,2n , overovat, ¢i je matica A’ diagonalne dominantna, alebo kontrolovat jed-
notlivée cleny u.

Vieme ako vyzeraju matice L a U, a tak mozeme problém (3.14) na kazdej ¢asovej
vrstve j rozdelit na dve jednoduché tlohy. Uvedieme postup rieSenia pre jednu ¢asovi
vrstvu j , pre lubovolné j =2,3...,2n — 1.

Na kazdej casovej vrstve teda riesime dve tlohy, ktoré vyzeraju nasledovne:

U'H! =7 (3.15)
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Lyl = d (3.16)

V prvej tlohe, hfaddme vektor 4/ s dlzkou 2n — 1, pre ktory plati rovnost (3.16). Z
tejto rovnosti dostavame nasledovné vztahy pre zlozky hladaného vektora 17 :

v = d

lfyf_l + yf = df pret=3,4,..,2n
Vdaka prvému z uvedenych vztahov dostavame rekurentny predpis pre vyjadrenie viet-
kych ostatnych zloZiek vektora 37 .
Po najdeni vektora 37, rieSime tlohu (3.15), hfadame H’. Po prepise maticového za-
pisu, dostavame vztahy pre zlozky vektora H7 :

wl H) + cfoH =y prei=2,3,.,2n—1

w3, = Y,
Vdaka druhému z uvedenych vztahov vieme, tak ako v predchadzajicom pripade, vy-
jadrit vietky ostatné zlozky vektora H7 .
Pre model investorovych preferencii, do vztahov definovanych v (3.7), dosadime funkciu
B(H(z,7),z,7) definovant v (3.8) a jej derivacie : (8y)! , (8,)], ktoré uvadzame na
zaciatku odseku VyuZitie aprorimdcie (3.3) v ramci Casti VyuZitie explicitnej metody
podkapitoly Numerické riesenie modelu investorovijch preferencii. Po ziskani matice H
numericky po¢itame integral definovany v (3.11), analogicky ako pre explicitnta schému,
pomocou integralneho suctu.
Na obrazkoch Obr.3.4 mézeme vidiet porovnanie cien call opcie, s parametrami: £ =
30, Sask = 36.26, Spig = 36.25, r = 0.02, 6 = 0.15 . Cena call opcie vypocitana pomocou
modelu investorovych preferencii explicitne, s vyuzitim aproximéacie (3.1) je znédzornena
¢ervenou krivkou, s vyuzitim aproximécie (3.3) je znazornena zelenou krivkou. Krivka
znazorhujuca, cenu call opcie, vypoéitant pomocou linearneho Black-Scholesovho mo-
delu, je na obrazku znézornena modrou farbou. Krivka opisujica cenu, vypocitanti
podla semiimplicitnej metody, na obrazku zodpoveda modrej farbe a je oznacend ’+’.

Pravy obrazok nam pontuka priblizeny pohlad.
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Obr.3.4: Cena V(S,0) call opcie s parametrami: E = 30, S,sx = 36.26, Spiq = 36.25,
r = 0.02, 6 = 0.15, vypocitand podla modelu investorovijch preferencii s vyuZitim ex-
plicitnej metdody a aproximdcie (3.1)- cervend krivka, s vyuZitim explicitnej metddy a
aproximdcie (3.3)- zelend krivka, podla linedrnej Black-Scholesovej rovnice - modrd
krivka a podla semiimplicitnej metddy - modrd krivka s oznacenim ’+’. Napravom ob-

razku mozZeme vidiet pribliZeny pohlad.

3.4 Numerické rieSenie modelu skakajticej volatility

V tejto podkapitole si uvedieme numerické rieSenia modelu skdkajucej volatility. Nu-
merickt schému skonstruujeme pre explicitni metédu, pomocou dvoch réznych ap-
roximécii prvej a druhej derivacie funkcie S(H (z,7)) , a pre semiimplicitni metodu
definovani vztahmi (3.6) a (3.7).

3.4.1 Vyuzitie explicitnej metody

VyuZite aproximdcie (3.1)
Vyuzitim aproximécie (3.1) dostavame vztah (3.4), pomocou ktorého hladame jednot-

livé ¢asové vrstvy H7. Pripomeiime si, ako vyzera predpis funkcie 3(H (x, 7)) pre model
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skakajucej volatility :

&’2’;“ H, pre H<QO.
B(H(x,7)) =1 , (3.17)
Zmee [, pre H > 0.,

2

kde pre 62, a 62, podla vztahu (2.27) plati:

62, =6&*(1 — Le)

62 =61+ Le)

maz
Podl'a predpisu funkcie (H (x, 7)) vidime, Ze sa v kazdej ¢asovej vrstve j, pre vSetky
uvazujice 7 , budeme pozerat na znamienko H j a podla toho ur¢ovat hodnotu funkcie
B(H (x,T)). Zavedieme si nasledovné pomocné oznacenie:

@jﬂ = aHij-‘rl

8 = bi]

Bf_l = cHz-j_l, kde pre a,b,c plati :

2 .
@i pre H],, <0.

w  pre Hi,, > 0.

—min - pre Hg < 0.

maz - pre Hg > 0.

min  pre H) | < 0.

&'?naz H] O
-y, pre Hi, > 0.

Po dosadeni funkcie S(H (z, 7)) do vztahu (3.4) dostavame rekurentny predpis na vy-
pocet hodnot j + 1 ¢asovej vrstvy H'T! z hodnotj-tej casovej vrstvy HY:

jor_ (S ek kY ()Y gy (akak kY
H _(h2 TR R G R VERISTREETY R R

Analogicky ako pri vSetkych predoslych pripadoch, nasleduje numericky vypocet integ-
ralu (3.11).
Ako sme uz spominali v podkapitole 2.3, model skdkajucej volatility ma zmysel ak

sa meni znamienko 9%V, teda ak ocefiujeme opé¢nu stratégiu. Pre explicitni schému,
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vyuzivajicu aproximéciu (3.1), overime spravnost modelu skékajicej volatility pre oce-
nenie call opcie. Podl'a spravnosti, by sa cena call opcie podla modelu skikajtcej vo-
latility mala rovnat cene call opcie, ocenenej pomocou linedrneho Black-Scholesovho
modelu. Na obrazku Obr.3.5 mo6zeme vidiet cenu vypocitani pomocou modelu skika-
jucej volatility, modra ¢iara s oznacenim "+", a cenu vypocitani pomocou linearneho
Black-scholesovho modelu, ¢ervena ¢iara. Na obrazku je taktiez vyznaceny payoff danej
call opcie, rovnako ¢ervenou farbou. Cena je pocitana pre call opciu s parametrami :
E =30, Sy = 36.26 , Spig = 36.25 , r = 0.02 , 62 = 0.15.

30

251

201

15

101

20 25 30 35 40 45 50 55

Obr.3.5: Cena call opcie s parametrami : E = 30, Sy = 36.26, Spiq = 36.25, r = 0.02,
6% = 0.15, vypocitand pomocou modelu skdkajicej volatility - modrd, pomocou Black -

Scholesovho modelu-cervend, payoff - cervenou farbou.

Mozeme vidiet, Ze obe ceny sa tesne prekryvaji, numerickd schéma pre nas model by
teda mala fungovat dobre.

VyuZite aproximdcie (3.2)

PouZitim explicitnej schémy a aproximécie (3.2) pre model skékajtcej volatility, dosté-

vame rovnicu:

B I L, (B =) gy, (2
k h H/i+1/2 h H/i—1/2 h
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H!,  — H’ H!,  — H!
+(6H)Z< z+12h ll)—l-’f’( Z+12h 21>7 (319)

/L Tum - pre H < 0.
G =14 | (3:20)

Zmez - pre H] > 0.

kde:

Opét sa budeme v kazdej ¢asovej vrstve j, pre vSetky uvazujice ¢ , pozerat na zna-
mienko H: J] , a zavedieme pomocné oznacenie, podobné ako v predchédzajicej explicit-
nej schéme:

(6}{)? 1/2 =a

(BH) -

(BH)Z,H/2 = ¢, kde pre a,b,c plati :

< 0.

win pre H 12

—maz - pre H > 0.

—-1/2

{&’2'2”", pre Hij < 0.
)

- J
mar - pre H7 > 0.

< 0.

2
2 .
man
2 » DPre H+1/2
2

mez  pre HY > 0.

i+1/2

Po dosadeni B}I do rovnice (3.19) dostavame nasledovny rekurentny predpis:

e (0K Ok TR ak kN i (R VR TR
H _<h2 on ~an) T\ e ) e T gy g ) e (321

Ako pri predoslych pripadoch, dalej pokra¢ujeme numerickym vypocetom integralu
(3.11).

Obe explicitné schémy, odvodené pre model skékajtucej volatility, sa vo vysledkoch
lisia len velmi mélo, budeme teda pre dalSie porovnévanie cien, ¢i vypocty pouZivat
explicitni schému, vyuzivajiucu aproximéciu (3.2). Na obrazkoch v Obr.3.6 méZeme
vidiet H’ pre vsetky ¢asové vrstvy j = 1,2,3...,m + 1. Teda postupni iteraciu od
pociatoénej podmienky H' po koncovti podmienku H™*! pre opént stratégiu bullish
spread s parametrami : £1 = 25 [F2 = 30, Sy = 36.26 , Spiq = 36.25 , r = 0.02 ,

6% = 0.15. Na pravom obrazku vidime pribliZenie.

D2



45 4 05 0 05 1 15 203 02 01 0 01 02 03 04 05

Obr.3.6: Jednotlivé casové vrstvy H? pre j = 1,2,...,m + 1 pre opénii stratégiu bullish
spread s parametrami : E1 = 25 |E2 = 30, Sy = 36.26 , Spiq = 36.25 , r = 0.02

6% = 0.15. Na pravom obrdzku vidime priblizenyj zdber.

3.4.2 Vyuzitie semiimplicitnej metédy

Vdaka jednoduchému predpisu funkcie B(H (z, 7)) pre model skikajicej volatility vid
(3.17), sa nam semiimplicitna metéda zjednodusi, resp. prvky definované vztahom (3.7)
najdeme jednoduchsie a pre tento model budu vyzerat nasledovne:

HL + VB 4 ], =

k kr
J _ _
a; %QB—I—]%h
; T
ST
bl =1+5(B+C)
k

d! = HI™' + 2 (CH/™' = BH!7)) |, kde :

K3 K3 h
p_ )8 pre H7) < 0.
- -2
g

—mer o pre Hij:ll > 0.
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Y

c Zmin - pre HI ™' < 0.
= o .
Tmos  pre HI ™' > 0,

D4 sa ukazat, Ze odvodenie I rovnice bude rovnaké pre opénu stratégiu bullish spread,
ako pre opciu call resp. put. Zmeni sa len pociatoéna podmienka, ktord nadobudne
podla [11] nasledovny tvar:

7 N'(d)  N'(dy)

H =
GV VT
N'(d) = A=es

dy = (z+ (r —0%/2)7%) [ (6VT7)

dy = (z — In(E2/E1) + (r — 6%/2)7*) /(6/T%)

Vyuzitim rovnakého postupu, ako pre model investorovych preferencii, pri odvadzani
simiimplicitnej schémy, dostdvame poslednti ¢asovii vrstvu matice H*"~ !, ktora vstu-
puje do vypoctu pre cenu opénej stratégie, ktort pocitame pomocou (3.12), pricom
polozime E = E'1.

Na obrazku Obr.3.7 mézeme vidiet cenu opénej stratégie bullish spread. Zelenou far-
bou je vyznacena krivka, oznacujica cenu vypocitani pomocou explicitnej schémy
s vyuZitim aproximaécie (3.2) . Modra krivka zobrazuje cenu pomocou semiimplicitne;
schémy a nakoniec ¢ervena krivka zobrazuje payoff. Parametre bullish spread : F1 = 25
JE2 =30, S, = 36.26 , Spig = 36.25 , r =0.02 , 6% = 0.15
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Obr.3.7: Cena opcnej stratégie bullish spread s parametrami : E1 = 25, E2 = 30,
Sasie = 36.26, Spiq = 36.25, r = 0.02, 6% = 0.15. Zelend krivka je cena, vypocitand ex-
plicitnou schémou s vyuZitim aproximdcie (3.2) pre model skdkajicej volatility, modrd
krivka je cena, vypocitana pomocou semiiplicitnej schémy pre model skdkajicej volati-

lity a cervenou je zndzorneny payolff.

Moézeme vidiet, Ze semiimplicitnd a explicitnd metdda pre model skakajucej volatility
déava velmi podobné vysledky. V nasledovnom obrazku si dokreslime k porovnaniu se-
miimplicitnej a explicitnej metody, esSte cenu opénej stratégie, vypocitanii pomocou

linedarneho Black-Scholesovho modelu.
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Obr.3.8: Cena opcnej stratégie bullish spread s parametram: : E1 = 25 E2 = 30,
Sasie = 36.26 , Spig = 36.25 , r = 0.02 , 6% = 0.15 podla Obr.¢.3.7 s pridanou cervenou

krivkou, zndzorfiujicou cenu, podla linedrneho Black-Scholesovho modelu .
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Zaver

Cielom na$ej prace bola numericka analyza a odvodenie numerickych schém pre modely
ocenovania opcii eurépskeho typu, ktoré vznikaju modelovanim nelinearnych efektov,
akymi su transakéné néklady, riziko plyntice z nezaisteného portfélia, ktoré vstupuju,
okrem iného, do modelovania investorovych preferencii a skakajtcej volatility.

V prvej kapitole priblizujeme ¢itatelovi problematiku finanénych derivatov a ocefiova-
nia opcii eurépskeho typu. Taktiez v tejto kapitole uvadzame riesenie linearnej Black-
Scholesovej rovnice, ktora je vychodiskom pre vSetky ostatné nelinearne modely oce-
novania eur6pskych opcii. V druhej kapitole podrobne rozoberdme odvodenie modelu
investorovych preferencii a modelu skakajtcej volatility.

Pre oba modely vieme vzniknutd nelinearnu parcialnu diferencidlnu rovnicu transfor-
movat na kvazilinearnu parcialnu diferencialnu rovnicu, tiez znamu ako Gama rovnicu.
Pomocou Gama rovnice vieme skonstruovat numerickt schému pre vypocet ceny call
resp. put opcie eurépskeho typu pre model investorovych preferencii, a taktiez pre vy-
pocet hodnoty opcnej stratégie pre model skakajucej volatility.

V tretej kapitole odvadzame numerické schémy pre spominané modely.

Pri odvadzani numerickej schémy vieme aproximéciu prvej a druhej derivacie funkcie
B(H(x,T),z,7), vystupujicej v Gama rovnici, nahradit pomocou vyjadrenia jej par-
cidlnych derivéacii, podla jednotlivych premennych x a H, nakolko pozname jej pred-
pis pre oba skiimané modely. Prave vo vyuziti tychto parcidlnych derivacii funkcie
B(H (x,T),z,T) vo vyjadreni aproximacie prvej a druhej derivacie funkcie 5(H (z,7), x, T),
vidime prinos nasej diplomovej prace.

Pre aproximéciu prvej a druhej derivécie funkcie 5(H(x, 7), z, 7) teda vyuzivame okrem
klasickej diferencie aj aproximaciu vyuzivajticu parcialne derivacie funkcie (H (x, 1), x, 7).
Na jednotlivé aproximéacie aplikujeme explicitni a semiimplicitnd metoédu. Explicitna
metdda je sice jednoduchsia, no narozdiel od semiimplicitnej, nas obmedzuje na vol'bu
¢asového a priestorového kroku numerickej schémy, kvoli podmienke CLF, ktora za-
rucuje konvergenciu explicitnej metody. V tejto kapitole taktiez uvadzame vysledky

nasich numerickych schém.
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Prilohy

Priloha 1 : Vstupy do modelu skakajicej volatility, pre obe explicitné schémy

//Vstupy do modelu skdkajicej volatility

/'

function |[v|=Leland(c,sigma, delta t)

v=c./(sigmaxsqrt(delta t))*sqrt(2/%pi);
endfunction
//
//konkretne wvstupy
E= 30;
r—0.02;
Sask=36.26;
Sbid =36.25;
sigma=0.15;
S=(Sask+Sbid) /2;
C=(Sask—Sbid)/S;

//podmienka pre pripustne casy : delta t > pt
pt = (2/%pi)*(C"2/sigma"2)

//interval prerozdelovania

delta t = 0.01;

L=2;

T=1,

m=100;

Le=Leland (C,sigma ,delta t);

//s pridanou pociatocnou podmienkou sa zmensi

//c¢asovy interval pre tau o taul,

//kde taul je bodom prepojenia
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taul = delta t;
k=(T—taul) /m;

//podmienka konvergencie CLF : h >= sqrt(kxsigma"2)
sigma * sqrt (k)

h=0.02;

n = round(L/h);

Priloha 2 : Plnenie matice H pre explicitni schému modelu skakajtcej vo-

latility vyuzivajacu aproximéaciu (3.1)

//  Model skdkajicej volatility ,aprox.1 , plnenie matice H

J//inicializacia
H=zeros (2+«n+1,m+1);
x=—L:h:L;

tau=taul :k:T;

//okrajove podmienky
H(1,:)=zeros(1,m+1);
H(2+«n+1,:)=zeros (1 ,m+1);

//pociatocna podmienka => aproximacia dirac delta

for i = 2:2%n
x=—L+(i —1)xh;
d=(x+(r—sigma~2/2)«taul)/(sigmaxsqrt(taul ));
H(i,1) =((1/sqrt(2x%pi))*xexp(—d~2/2))/(sigmax*sqrt(taul ));

end

//vkladanie hodnot do matice rieseni H
sil=sqrt ((sigma~2)x(1—Le));

si2=sqrt ((sigma"~2)x(1+Le));
a=0;b=0;ab=0;
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for j=1m

for i=2:2xn
if sign(H(i+1,j)) ==1 then a=(si2"2)/2;
elseif sign(H(i+1,j)) ==—1 then a=(sil ~2)/2;
else a=0;

end

if sign(H(i,j)) ==1 then b=(si2"~2)/2;

elseif sign(H(i,j)) ==—1 then b=(sil ~2)/2;
else b=0;

end

if sign(H(i—1,j)) ==1 then ab=(si2"2)/2;
elseif sign(H(i—1,j)) =1 then ab=(sil ~2)/2;

else ab=0;

end

H(i,j+1) = ((abxk)/h~2 — (abxk)/(2xh) — (rxk)/(2xh))*H(i—1,j)
+ (1—=(2xbxk)/h"2)«H(i,j) + ((k*a)/h"2 + (kxa)/(2xh)
+ (kxr)/(2xh))«H(i+1,j);

end

end

Priloha 3 : Plnenie matice H pre explicitni schému modelu skakajtcej vo-

latility vyuzivajacu aproximaciu (3.2)

// Plnenie H, pre model skdikajicej volatility aprox2
J//inicializacia
H=zeros (2+xn+1,m+1);

x—L:h:L;
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tau=taul : k:T;

//okrajove podmienky
H(1,:)=2zeros (1 m+1);
H(2xn+1,:)=zeros (1 ,m+1);

//pociatocna podmienka => aproximacia dirac delta

for i = 2:2x%n
x=—L+(1 —1)xh;
d=(x+(r—sigma~2/2)xtaul )/ (sigmaxsqrt(taul));
H(i,1) =((1/sqrt(2x%pi))*xexp(—d~2/2))/(sigmas*sqrt(taul ));

end

///vkladanie hodnot do matice rieseni H
sil=sqrt (sigma~2x(1—Le));
si2=sqrt (sigma " 2x(1+Le));
A1=0;A2=0;A3=0;

for j=1m

for 1=2:2xn

if sign((H(i—1,j)+H(i,j))/2) =——1 then A2-sil ~2/2;
else A2-si2"°2/2;

end

if sign((H(i+1,j)+H(i,j))/2) =——1 then Al=sil ~2/2;
else Al=si2"2/2;

end

if sign(H(i,j)) ==—1 then A3=sil ~2/2;

else A3=si2"2/2;

end

H(i,j+1) = (A2xk/h~2 — A3xk/(2xh) — rxk/(2xh))«H(i—1,j)
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+ (1—A2xk/h~2—Alxk/h~2)«H(i,j)
+ (Alxk/h"~2 + A3xk/(2xh) + kxr/(2xh))*H(i+1,j);

end

end

Priloha 4 : Numericky vypocet integralu

//NUMERICKY INTEGRAL

K=100;
krok=K/(2%n);

v= zeros(2*n,1);

for j=2:2xn
s1=0;s2=0;
S1=0+krok=x*j ;

for i = 2:2xn
sl=s1+hx*(max(S1-Exexp(—L+(i—1)xh),0)«H(i—1m+1));
s2=s2+h*(max(S1-Exexp(—L+ixh),0)*H(i m+1)) ;

end

v(j,1)=(sl+4s2)/2;

end

Priloha 5 : Numericky vypocet funkcie 1

/) Vipocet psi pomocou Newtonovovej metody ——
nn = 100;

hh = 0.01;

A 0= 0;

psi_ 0 = 0;
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A = zeros(nn,l);
psi = zeros(nn,1);
A(1,1) = 0.01;
psi(1,1) = 0.3;

for i=2:nn
A(i,1) = A(i—1,1) + hh;
psi(i,1) = psi(i—1,1) +
hh«((psi(i—1,1)+1)/(2«sqrt(psi(i—1,1)xA(i—-1,1)) — A(i—1,1)));

end

A=[A 0,A7] ’;
psi=|[psi_0,psi’|’;

//

Priloha 6 : Vstupy do modelu investorovych preferencii, pre obe explicitné

schémy

/Vstupy do modelu investorovych preferencii
E = 30;

r=0.02;

Sask =36.26;

Sbhid =36.25;

sigma=0.15;

S=(Sask+Sbid)/2;

mi = (Sask—Sbid)/(Sask+Sbid);
eps = 0.001;

a = mi/sqrt(eps);

delta_t = 0.01; //interval prerozdelovania
L=2;
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T=1;
m=100;

taul = delta t;
k=(T—taul) /m;

//podmienka konvergencie CLEF : h >= sqrt(k+sigma"2)
sigma x sqrt (k)

h—0.02;

n = round(L/h);

Priloha 7 : Plnenie matice H, pre model ivestorovych preferencii s vyuzitim

aproximacie (3.1)

//Plnenie H pre IP aprox. 1

J//inicializacia
H=zeros (2+«n+1,m+1);
x=—L:h:L;
tau=taul : k:T;

//okrajove podmienky
H(1,:)=zeros (1 ,m+1);
H(2+n+1,:)=zeros (1 m+1);

//pociatocna podmienka => aproximacia dirac delta

for i = 2:2xn
x=—L+(1 —1)xh;
d=(x+(r—sigma~2/2)xtaul)/(sigmaxsqrt (taul));
H(i,1) =(exp(—d~2/2))/(sigmaxsqrt(taul )xsqrt(2+«%pi));

end

//vkladanie hodnot do matice rieseni H
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Al = 0;A2 = 0;A3 = 0;
al=0;a2=0;a3=0;
for j=1m
for i=2:2xn
al = Ex(a~2)xexp(r=*(taul +(j —1)*k)+(—L+(i —2)xh))«H(i—1,j);
Al = (sigma~2/2)*(1+interpl (A, psi,al)) ;
a2 = Exa2xexp(r=*(taul+(j —1)*k)+(—L+(i —1)xh))*H(i,j);
A2 = (sigma~2/2)*x(1+interpl (A, psi,a2)) ;
a3 = Exa " 2xexp(r*(taul+(j—1)*k)+(— L+1*h)) H(i+1,j);
A3 = (sigma~2/2)x(1+interpl (A, psi,a3)) ;

H(i,j+1) = ( Alxk/(h~2)—Alxk/(2xh)—k*r/(2*h))*H(i—1,j)
+ (1=2xkxA2/h"2)«H(i,j) + (A3xk/h"2 + A3xk/(2xh)
+ kxr /(2xh))«H(i+1,j);
end
end

Priloha 8 : Plnenie matice H, pre model ivestorovych preferencii s vyuzitim

aproximacie (3.4)

//pociatocna podmienka => aprozximacia dirac delta
for i = 2:2xn
x=—L+(1 —1)xh;
d=(x+(r—sigma~2/2)xtaul)/(sigmaxsqrt (taul ));
H(i,1) =(exp(—d~2/2))/(sigmaxsqrt(taul )xsqrt (2x%pi));

end

///vkladanie hodnot do matice rieseni H
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kk=0.01;
Al = 0;A2 = 0;
al=0;b1=0;c1=0;d1=0;

for j=1m

for 1=2:2xn

Al
A2

al

bl

cl

= Exa~2xexp(r*(taul+(j —1)xk)+(—L+(i—1)«h))«H(i,j);
= Exa”2xexp(r*(taul+(j —1)xk)+(—=L+(i—2)«h))«H(i—-1,j);

=(k/(2%h)+k/h"2)x( (sigma~2/2)*(1+interpl (A, psi,Al))
+((sigma~2)/2)«H(i,j)*Exa"~2

xexp (r*(taul+(j —1)xk)+(—L+(i—1)xh))

*( (interpl (A, psi,Al+kk)—interpl (A, psi,Al))/kk ) )
(k) /(24h)

=(=k/(h~2))*( (sigma~2/2)x(1+interpl (A, psi,Al))
+(sigma~2/2)«H(i,j)*Exa"2xexp(r=*(taul+(j —1)xk)
+(=L+(i—1)xh))«( (interpl (A, psi,Al+kk)
—interpl (A, psi,Al))/kk ))

+(=k/(h~2))*( (sigma~2/2)x(1+interpl (A, psi,A2))
+(sigma~2/2)«H(1i—1,j)*Exa"2xexp(r=(taul+(j —1)xk)
+(=L+(i —=2)xh))«( (interpl (A, psi, A2+kk)
—interpl (A, psi,A2))/kk ))+1 ;

=(k/h"2)x( (sigma~2/2)x(l+interpl (A, psi,A2))
+(sigma~2/2)«H(i—1,])*Exa~2xexp(rx(taul+(j —1)xk)
+(=L+(i —=2)xh) )« ( (interpl (A, psi,A2+kk)
—interpl (A, psi ,A2))/kk ) )

—(k/(2xh))*( (sigma~2/2)x(1l+interpl (A, psi,Al))
+(sigma~2/2)xH(i,j)*Exa"2xexp(r=(taul+(j —1)xk)
+(=L+(i—=1)xh))«( (interpl (A, psi,Al+kk)
—interpl (A, psi ,Al))/kk ))

—((lexr) /(2xh)) ;
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dl =(k+(k/h))*(sigma~2/2)xH(i,j)*xExa"2

xexp (rx*(taul+(j —1)xk)+(=L+(i—1)xh))

x((interpl (A, psi,Al+kk)—interpl (A, psi ,Al))/kk ) ;
H(i,j+1) = al«H(i+1,j) + bl«H(i,j) + clsH(i—1,j) + dl;

end

end

Priloha 9 : Vstupy a plnenie matice H pre model ivestorovych preferencii

pre semiinplicitni met6du

E = 30;

r=0.02;
Sask=36.26;

Shid =36.25;
sigma=0.15;
S=(Sask+Sbid ) /2;

mi = (Sask—Sbid)/(Sask+Sbhid);
eps = 0.01;
a = mi/sqrt(eps);

//podmiemka pre pripustne casy : delta t > pt
pt = (2/%pi)*(mi~2/sigma"~2)

delta _t = 0.01; //interval prerozdelovania
L=2;

T=1;

n=100;

h=L/n;
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taul = delta t;
k=(T—taul)/(2+«n—2);
J//inicializacia
H=zeros (2x«n+1,2xn—1);
x=—L:h:L;
tau=taul : k:T;

//okrajove podmienky
H(1,:)=zeros(1,2xn—1);
H(2#n+1,:)=zeros(1,2%n—1);

//pociatocna podmienka => aproximacia dirac delta
for i = 2:2xn
x=—L+(i —1)xh;
d=(x+(r—sigma~2/2)xtaul)/(sigmaxsqrt (taul ));
H(i,1) =((1/sqrt(2x%pi))*exp(—d~2/2))/(sigmaxsqrt(taul));

end

kk=0.01;
aa=zeros (2*n,1);
b=zeros(2xn,1
c=zeros (2x*n,1);
2*%n,1
2*n,1

d=zeros
l=zeros

Y

u—zeros

Y

)

)
( )
( )
(2¥n,1);
( )

y=Zeros

I

///vkladanie hodnot do matice rieseni H

for j=2:2xn
disp(’j’)
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for 1=3:2x%n

al = Exa”2xexp(r=*(taul+kx(j—1)) + —L+(i—1)*h )*xH(i—-1,j—1);
a2 = Exa 2xexp(r*(taul+tkx(j—1)) + —L+(i)*h )«H(i,j—1);

aa(i,l)=(—k/h~2) * ((sigma"~2/2)% (1+interpl (A, psi,al))
+ (sigma~2/2)xH(i—1,j—1)*al
x((interpl (A, psi,altkk)—interpl (A, psi,al))/kk))
(ker) /(24h);

end
for 1=2:2xn—1

al = Exa"2xexp(rx(taul+kx(j—1)) + —L+(i—1)xh )*xH(i—-1,j—1);
a2 = Exa~2xexp(r*(taul+k*(j—1)) + —L+(i)«h )*H(i,j—1);

c(i,1) =(-k/h~2) * ((sigma"~2/2)x(1+interpl (A, psi, a2))
+ (sigma~2/2)«H(i,j—1)xa2x*((interpl (A, psi,a2+kk)
—interpl (A, psi,a2))/kk))

— (kxr)/(2xh);

end
for 1i=2:2xn

al = Exa"2xexp(rx(taul+kx(j—1)) + —L+(i—1)xh )*xH(i—-1,j—1);
a2 = Exa 2xexp(r=*(taul+kx(j—1)) + —L+(i)«h )*H(i,j—1);
bl= (sigma~2/2)x (1+interpl (A, psi,al))«H(i—1,j—1);
b2= (sigma~2/2)x (l1+interpl (A, psi,a2))*H(i,j—1);
(sigma~2/2)% H(i—1,j—1)"2xal
*((interpl (A, psi,altkk)—interpl (A, psi,al))/kk) ;
(sigma~2/2)% H(i,j—1)"2%a2

x((interpl (A, psi,a2t+kk)—interpl (A, psi,a2))/kk) ;

b(i,1)=1—(aa(i,1)+c(i,1));
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d(i,1)= H(i,j—1)+(k/h)*( b2—bl+bx2—bxl );

end
//
for i=3:2xn
u(2,1) = b(2,1) ;
u(i,l) = b(i,1) — c(i—1,1)*aa(i,l)/u(i—-1,1);
1(i,1)=aa(i,l)/u(i—-1,1);

end

for 1=3:2x%n

y(i,1)=d(i,1)=1(i,1)*y(i—1,1) ;

end

for i = 2xn—1:—-1:2
H(2#n,j)=y(2*xn,1)/u(2%n,1);
B ) —( (1) —e (i, 1)#H(i11,5)) /uli 1)
end

end

Priloha 10 : Pociato¢nid podmienka pre stratégiu bullish spread pre model

skakajucej volatility

//pociatoénd podmienka pre bullish spread
for i = 2:2xn
x=—L+(1 —1)xh;
dl=(x+(r—sigma~2/2)xtaul )/(sigmaxsqrt(taul));
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end

d2=(x—log (E2/E1)+ (r—sigma~2/2)xtaul ) /(sigmaxsqrt (taul ));
H(i,1) =((1/sqrt(2x%pi))*exp(—dl~2/2))/(sigmaxsqrt(taul))
—((1/sqrt (2x%pi) )xexp(—d2°2/2))/(sigma*xsqrt (taul ));
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