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Abstrakt

TRAJOVA, Jana: Urokova miera s ohrani¢enym oborom hodnét [Diplomova
préaca|, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: RNDr. Beata Stehlikova, PhD.,
Bratislava, 2014, 52 s.

Cielom prace je predstavit menej zndmy model trokovej miery s ohrani¢enym
oborom hodnét a jeho vlastnosti. Sucastou prace je odvodenie hustoty trokovej miery
pre vybrany model, odhad parametrov modelu metédou maximélnej vierohodnosti a
ich aplikidcia na realnych datach. Ziskané odhady parametrov pouzijeme na vypocet

cien dlhopisov pomocou aproximac¢nej formuly.

Krlucové slova: e dlhopis e vynosova krivka e model trokovej miery s ohrani¢enym

oborom hodnot e aproximacia

Abstract

TRAJOVA, Jana: Bounded short rate model [Master’s Thesis|, Comenius Uni-
versity in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department
of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: RNDr. Beata Stehlikova, PhD.,
Bratislava, 2014, 52 p.

The aim of our thesis is to present little known one-factor bounded short rate
model and its properties. One part of our thesis is to derivate density of short rate for
choosen model, to estimate parameters of model using maximum likelihood method and
their application to real data. We use estimated parameters to compute bond prices

via the Taylor expansion.

Keywords: e bond e yield curve e bounded short rate model e approximation
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Uvod

Finan¢ny svet bez dlhopisov, opcii, swapow, capov, floorov ¢i inych finanénych na-
strojov. V dnesnych ¢asoch tazko predstavitelné. Pre ich korektné ocenovanie je ale
nutné zachytit dynamiku trokovej miery. Urokova miera vSak nie je deterministicka
veli¢ina, prave naopak jej vyvoj je nadhodny, stochasticky. Vdaka panovi Vasickovi a
jeho pionierskej praci z roku 1977 svet dnes pozna modely trokovych mier popisujice
¢asovu Struktaru trokovych mier prostrednictvom stochastickych diferencialnych rov-
nic. Okrem kultovo znamych modelov ako Vasickov model, Black-Karasinského model,
Cox-Ingersoll-Rossov model ¢i Hull-Whiteov model, existuju i menej zndme modely.
A préave jeden takyto si predstavime v tejto praci. Model okamzitej trokovej miery s
ohrani¢enym oborom hodnét.

Praca je rozdelena na Styri casti. V prvej kapitole nahliadneme do problematiky
modelovania tirokovych mier a to predstavenim zakladnych pilierov - pojmov ako dl-
hopis a trokova miera a stochastického kalkulu.

Druhé kapitola je venovana samotnym modelom okamzitej irokovej miery s ohra-
ni¢cenym oborom hodnot, vlastnostiam a odvodeniu hustoty trokovej miery pre dany
model.

Metoda maximalnej vierohodnosti na odhad parametrov modelu je naplnh tretej
kapitoly. Odvodime pre explicitné vztahy pre odhady a aplikujeme ich na realne data.

V poslednej $tvrtej kapitole navrhneme aproximacni formulu pre cenu dlhopisu,
pretoze explicitny vzorec neexistuje. Pouzijeme ju na vypocet aproximacie cien dlhopi-
sov pre parametre ziskané v predchadzajicej kapitole a vysledky porovname s Monte

Carlo simuléciami.

Ak citatel hlada motivaciu k stadiu modelov okamZitych trokovych mier, tak
nasledujuci rozhovor medzi QUANTom, expertom na analyzu kvantitativnych dat
a TRADERom, obchodnikom o tom, ¢i maja short rate modely budtcnost, je tou
motivaciou.

Q: Do you think short rate models still have a future?
T: Who knows. The HIM developments did not threaten seriously the short-rate world

but rather incorporated it. However, the recent growth of market models certainly thre-



atens the short-rate model survival.

Q: What can be impressing is the calibrating capacity: The LIBOR market model can
calibrate a lot of swaptions and caps at the same time, at least in priciple...

T: Sure, but that is not necessarily a uniform advantage. Remember what I call the
tncertainty principle of modelling”, the more a model fits, the less it explains.

Q: What do you mean exactly?

T: I mean, if a model recovers a huge number of financial observables by construction,
it cannot be able to explain well what is happening, exactly because it éatséverything
you feed it on. On the contrary, a model that cannot calibrate a huge number of prices
will signal problems. Then, I can watch the data and decide whether the problem s with
the model limitations or there are some pathologies with the market structures given as
wmput. So the poor model warns me, while a too rich mode s always happy and does
not help me that much to sense danger.

Q: This looks like a point of short rate models.

T: Yes.
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Kapitola 1

Uvod do modelovania Grokovych mier

Ak chceme nahliadnut do problematiky modelovania trokovych mier, je namieste za-
definovat zakladné pojmy a vyslovit definicie ¢i lemy, na ktorych st modely trokovych
mier postavené. Tato prva kapitola patri dlhopisom, tirokovej miere, vynosovym kriv-

kim a zakladnej vete stochastického kalkulu, Itovej leme.

1.1 Dlhopisy a okamzita tirokova miera

Dihopis (bond) je cenny papier, s ktorym je spojené pravo majitela pozadovat
splédcanie dlznej sumy v menovitej hodnote a vyplécanie vynosov z nej k urc¢itému
datumu a povinnost osoby opravnenej vydéavat dlhopisy tieto zavézky splnit [11].

Cena dlhopisu P(t,T) zavisi od okamzitého ¢asu ¢, doby splatnosti, maturity, 7" a
taktiez od arokovej miery:

P(t,T) = ¢ BEDIT=D), (1.1)

Dlhopisy sa delia na bezkuponové (zero coupon bonds), spravidla s kratSou matu-
ritou (do 1 roka) a kupdnové (coupon bonds), spravidla s dlh§ou maturitou (niekolko
rokov). Najjednoduch$im derivatom trokovej miery je diskontny dlhopis (bezkupénovy
dlhopis s nominéalnou hodnotou 1).

Casovd 3truktira trokovijch mier R(t,T) vyjadruje zavislost trokovej miery
od maturity dlhopisu. Je odvodena zo vztahu (1.1):

In P(t,T)

R(t,T) = =

(1.2)
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Zvycajne je rastuca, pretoze na dlhsiu dobu pozi¢iavame s vySsim trokom, pri ocakavani
poklesu trokovych mier je klesajica. Nemusi vSak mat nutne monoténny charakter.

Niekedy sa nazyva aj vynosovd krivka. Priklad vynosovej krivky je na obrazku 1.1.

Vynosova krivka
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Obr. 1.1: Casova Struktira trokovych mier z dita 1.10.2013, Euribor. Zdroj: [10].

Euribor (Euro Interbank Offered Rate) je medzibankova referencéna sadzba v ramci
hospodéarskej a menovej tinie, ktora bola zavedena v roku 1999. Je to sadzba, za ktortu
st euro terminové vklady pontikané jednou bankou inej banke na medzibankovom trhu
[11].

Okamzitd drokovd miera (short rate) r; v ¢ase t je urokova miera R(t,T) s

okamzitou splatnostou T' = t, t.j.
re = lim R(¢,T) (1.3)
T—t

Predstavuje zaciatok krivky ¢asovej Struktiry drokovych mier: r, = R(t,t). Dosadenim

definicie (1.2) do (1.3) dostaneme predpis

r(t) = — lim InP(t,T) _8lnP(t,t).

T—t T —t N 8T (14>

Na finan¢nom trhu tato veli¢ina priamo neexistuje, ¢asovo najblizsie ma k nej EONTA
(The Euro OverNight Index Average). EONIA je referenc¢na sadzba pre skutocne reali-
zované jednodnové obchody v euro. Vypocita sa ako vazeny priemer vSetkych jednodio-
vych nezabezpecenych tverovych transakcii, ktoré sa uskuto¢nili na medzibankovom
trhu krajin eurozony, medzi dvoma prispievajtcimi bankami (panel banks). [11]
Prakticky sa v8ak okamzita arokova miera nahradza jednomesacnou alebo trojmesac-
nou drokovou mierou, kedZe jednodnové obchody moézu byt ovplyvnené Spekuldciami

a prislugna trokova miera mé velmi velku volatilitu.
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Obr. 1.2: Priebeh urokovej sadzby EONIA za obdobie 1.3.2011 - 1.3.2012, zdroj [10]

1.2 Stochasticky kalkulus

Matematicky zahrnat ndhodnost pri modelovani trokovych mier ndm umoznujiu sto-
chastické procesy. V tejto casti si povieme, ¢o je to stochasticky proces, aké ma vlast-

nosti a jeho $pecialne pripady. Tato kapitola je spracovana podla [6].

Definicia 1.2.1. Stochasticky proces je t-parametricky systém ndhodniyjch premen-

nych X (t),t € I, kde I je interval alebo diskrétna mnoZina indezov.

Definicia 1.2.2. Brownov pohyb X(t),t > 0 je t-parametricky systém ndhodnijch

veli¢in, pricom

1. vsetky prirastky X (t+A) — X (t) maju normdlne rozdelenie so strednou hodnotou
pA a disperziou oA\,

2. pre kazdé delenie to = 0 < 11 < to < ... < t,, su prirastky X (t1) — X (to), X (t2) —
X(t1), ..., X (tn) — X(tn_1) nezdvislé nahodné premenné s parametrami podla bodu

1.,
3. s pravdepodobnostou 1 si trajektorie tohto procesu spojité a X (0) = 0.
Brownov pohyb s parametrami pn = 0,02 = 1 nazijvame Wienerov proces.

Obréazok 1.3 znézornuje niekol'ko realizécii Wienerovho procesu.

Zékladna veta stochastického kalkulu, Itdova lema, umoznuje zostavit stochasticki

13
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Obr. 1.3: Niekol'ko simulacii Wienerovho procesu
diferencialnu rovnicu popisujicu vyvoj lubovolnej hladkej funkcie f(x,t), ak x je ries-

nim zadanej stochastickej diferencialnej rovnice.

Lema 1.2.3. Itéova lema. Nech f(x,t) je hladkd funkcia dvoch premenngch, pricom

premennd x je rieSenim stochastickej diferencidlne;j rovnice
dr = p(z,t)dt + o(x,t)dw,

kde w je Wienerov proces. Potom prvy defencidl funkcie f je dany vztahom

df = fd +(a—{+— ?(x, )ng>dt

dosledkom coho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici

52
df = ((9f p(z, )O_f +50 (a:,t)axf)dt+ (x,t)g—idw.

1.3 Jednofaktorové short rate modely

Short rate modely, resp. modely okamzitej arokovej miery, popisuju vyvoj kréatko-

dobej tirokovej miery prostrednictvom stochastickej diferencialnej rovnice
dr = u(t,r)dt + o(t,r)dw. (1.5)

Drift (trend) u(t,r) vo vyvoji trokovej miery urc¢uje deterministicki ¢ast pro-

cesu dr, charakter nahodnych fluktuécii irokovej miery v okoli deterministickej zlozky

14



ovplyviwje volatilita o(t,r).

Casto sa drift voli v tvare

p(t,r) = (0 =),

kde k, 0 su kladné konstanty. Parameter 6 sa nazyva limitnou drokovou mierou a
je rychlost navratu k limitnej trokovej miery. Podstatou takto zvoleného driftu je, ze
stredna hodnota trokovej miery je pritahovana k rovnovaznej hodnote 6, pricom sila
pritahovania je dana parametrom k. Procesy s takymto driftom sa oznac¢uji aj mean
reversion procesy [6].

Teraz si predstavime najznéamejsie short rate modely:

e Vasickov model (1977)
dr = k[0 — rldt + odw
e Cox - Ingersoll - Rossov model (CIR) (1985)
dr = k[0 — r]dt + ov/rdw
e Hull - Whiteov model (HW) (1990)
dr = k(t)[0(t) — r]dt + o(t)dw
e Black - Karasinského model (BK) (1991)
dlnr = k(t)[0 — Inr]dt + o(t)dw,

kde k, 0 su kladné konstanty a 6(.), x(.),o(.) st nezaporné funkcie.
Prehlad tychto modelov s ich zakladnymi charakteristikami, ¢o st odpovede na

otazky:
e Pripusta model zaporné trokové miery?
e 7 akého pravdepodobnostného rozdelenia je r?7
e Je model mean-reverting?

e Existuje explicitné vyjadrenie pre cenu dlhopisu?

je uvedeny v tabulke 1.1 a spracovany podla [3].
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Model | » > 0| Rozdelenie r | Mean - reversion | Existencia expl.ceny dlhopisu
Vasicek | nie normaélne ano ano

CIR ano | necentralny y?2 ano ano

HW nie normaélne ano a4no

BK ano lognormélne nie nie

Tabul'’ka 1.1: Vlastnosti vybranych modelov trokovych mier

1.4 Parcialna diferencialna rovnica pre cenu dlhopisu

V modeloch okamzitej trokovej miery je cena dlhopisu P rieSenim parcialnej dife-

rencialnej rovnice. V jednofaktorovych modeloch mame zavislost P = P(r,t,T). Hod-

nota dlhopisu teda zavisi od hodnoty okamzitej tirokovej miery r, ¢asu t a ¢asu do

expirdcie T'. Cas do expiracie chapeme ako parameter, ¢as t a irokova miera r pred-

stavuji casovi a priestorovi premennt.

Pri odvodzovani ceny dlhopisu pouZijeme rovnaky postup ako v [6]. Budeme uva-

zovat diskontny dlhopis a predpokladat, Ze vyvoj okamzitej trokovej miery je dany

stochastickou diferencidlnou rovnicou:

dr = p(r,t)dt + o(r, t)dw.

Podla Itoovej lemy potom plati:

i (

OP N OP N o2 0P
“(97" 2 Or?

OP
or

) dt + oc—dw = pg(t,r)dt + op(t,r)dw,

kde pp(t,r) oznacuje drift a og(t,r) volatilitu ceny dlhopisu. Zostrojime portfolio po-

zostavajice z dvoch typov dlhopisov:

e 1 dlhopis s maturitou 77,

e A dlhopisov s maturitou 75.

Hodnota 7 tohto portfolia je: m = 1.P(r,t,T1)+A.P(r,t,T3). Zmena hodnoty portfolia:

dm = dP(r,t, 1) + AdP(r,t,Ts)

= pp(t,r,Th)dt + op(t,r,T1)dw + Apg(t,r, Tr)dt + Aop(t,r, T>)dw

= I:/’LB (t7 T, Tl) + AMB <t7 T, TQ)]dt + [O-B<t7 T, Tl) + AUB(t7 T, T2)]dw

16




__op(t,rTh)

Eliminaciou ndhodnosti v portfoliu, tj. A = o (tr Do)

dostavame bezrizikové portfélio
len s deterministickou zlozkou a vyli¢enim moznosti arbitraze plati, Ze vynos takéhoto
portfolia sa rovna okamzitej irokovej miere: dm = rndt, ¢ize:

OB (ta T, Tl)
OB (ta T, TQ)

0-B<t) r, Tl)

P(r,t,T)) —
T< (r’7 1> O-B<t7T7T1)

P(rt,Ty))dt = (uB(t,r, Ty) — pup(t,r, T2)> dt,

preto musi platit

OB (ta r, Tl)
OB (ta r, TQ)

OB (ta r, Tl)

P(r t,T7) —
T( (Tj’ 1) O-B(tar)Tl)

P<T7 ta TQ)) - :U’B(ta r, Tl) - MB(ta r, T2>>

z ¢oho vyplyva, ze musi byt splnené rovnost:

—rP(rt, 1) + pp(t,r, T1) _ —rP(rt,Ty) + pup(t,r, Ts) (1.6)
O'B(t,r, Tl) O'B(t,’l", TQ) ' ’

Maturity 77 a Ts st Iubovolné, a preto vyraz (1.6) nezavisi od maturity dlhopisu, t;j.

existuje taka funkcia A(r,t), ze pre l'ubovolnt maturitu 7" plati:

—rP(r,t,T) + pp(t,r,T)
O-B<t7r7 T) .

A(rt) = (1.7)

Funkcia A sa nazyva trhova cena rizika a vyjadruje ocakadvany narast vynosu dlhopisu
na jednotku rizika.

Dosadenim funkcii up a o do (1.7) dostavame parcialnu diferencialnu rovnicu pre

cenu dlhopisu P(r,t,T)

oP oP  o*(r,t) O*P
rP = s + (u(ryt) = A(r, t)o(r, t))a + 5 52 (1.8)

ktora musi byt splnena pre kazdé t € [0,T) a kazdé r > 0. V ¢ase splatnosti T je
hodnota dlhopisu rovna jednotke bez ohladu na aktuélnu hodnotu okamZitej arokove;

miery, a preto P(r,T,T) = 1 pre kazdé r > 0.
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Kapitola 2

Modely trokovej miery s ohranicenym

oborom hodné6t

Zadefinovat vlastnosti korektného modelu Grokovej miery nie je jednoznac¢na tloha.
Ak by sme za postacujtce vlastnosti zvolili nezapornost, ohrani¢enost a tendenciu na-
vratu k rovnovaznej hodnote, jednym z kandidétov je menej znamy jednofaktorovy
model trokovej miery s ohrani¢enym oborom hodnét. Uz samotny nézov impli-
kuje, Ze hodnoty trokovej miery pochadzaju z nejakého intervalu (a,b). Vyznam dolnej
nezapornej hranice napr. zamedzenie arbitraznym Spekulaciam pri tirokoch, opodstat-
nenie hornej hranice, Grokova miera nepresiahne urc¢it hornt hranicu, ma dosah na-
priklad na stabilitu hodnoty penazi. Tato kapitola predstavi 2 modely ohranic¢ene;j

urokovej miery a ich zakladné charakteristiky.

2.1 Model tirokovej miery s ohrani¢enym oborom hod-

not 1.

Schlogl a Sommer publikovali v roku 1994 ¢lanok On short rate processes and their
implications for term structure movements, v ktorom sa zaoberali modelmi trokovych
mier a ich vlastnostami. Prvy jednofaktorovy model trokovej miery s ohrani¢enym
oborom hodnot, s ktorym sa obozndmime v nasSej diplomovej praci, je popisany v

tomto ¢lanku [9]. Je dany nasledovnou stochastickou diferencialnou rovnicou (SDR) v
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rizikovo - neutralnej miere!:

i — [c(a +b—2r) (b—ry)(r —a)

- Q(t)] g + o L= =)

b—a

— o aw,,  (2.1)

kde a je dolna hranica, b horna hranica, pricom b > a, ¢ > 0,0 > 0, 6 je trhova cena
rizika.

Pre proces v redlnej miere potom plati

dr, = {M} dt + U(b — 1) (re — a)

dw;. (2.2)

Pre zmenu miery z rizikovo - neutralnej do redlnej miery sme vyuzili fakt, ze funkcia

volatility je pri obidvoch mierach rovnaka a pre drift plati

[rizikovo - neutralny drift] = [redlny drift] — [trhova cena rizikaA][volatilital.

Viac o mierach a zmenach miery najde ¢itatal v [5]. Konstruovat model v realnej tiro-
kovej miere umoznuje demonstrovat niektoré vlastnosti trokovych mier, napr. mean-

reversion. Mean - reversion vlastnost sa do modelu zahrnie volbou driftu v tvare
p(r,t) = k(0 —r)dt, (2.3)

kde &, 6 st konstanty. Upravou nagho modelu (2.2) na tvar mean - reversion, t.j.

(b—1)(ry — a)

dry =r(0 —r)dt + o — dwy,
dostavame
2c (a+D (b—1r)(ry —a)
dr, = —r)dt dw;. 24
Tt b—a ( 9 7") +o0 b—a Wy ( )
Zo vztahu (2.3) vidime, Ze limitné trokova miera § = %5 a rychlost pritahovania dana
parametrom x = Ii—ca

Vsimnime si, ze hodnota konstanty ¢ podmienuje rychlost reverzie k. Cim Vys-
Sia hodnota ¢, tym rychlejSie sa stredn& hodnota tirokovej miery priblizuje k limitnej
hodnote. Demonstruje to Obr. 2.1, kde hodnota ¢ = 0.45 a Obr. 2.2 s ¢ = 0.0045,
ostatné parametre st rovnaké: hranice a = 0.0275, b = 0.0925, pociato¢na hodnota
ro = 0.06, volatilita o = 2. Zelenou ¢iarou je znazornena limitné hodnota 0.06 a Cerve-

nymi ¢iarami su znazornené hranice a, b.

Lrizikovo - neutralna miera bude mat znacenie dW, redlna miera dw
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Obr. 2.1: Vyvoj trokovej miery v ohrani¢enom short-rate modeli, ¢ = 0.45
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Obr. 2.2: Vyvoj trokovej miery v ohrani¢enom short-rate modeli, ¢ = 0.0045

Ak podiato¢nd hodnota trokovej miery 7y je z intervalu (a,b), tak cely prie-
beh tdrokovej miery lezi v tomto intervale (a,b). Intuitivne to vidime z tvaru vola-
tility danej predpisom o(t,r) = a%. Ak tdrokova miera nadobudne hrani¢ni
hodnotu a resp. b, volatilita je nulova. Drift je pritom v pripade dosiahnutia dolnej
hranice kladny (bZ_—ca(“TJ“b —a)=c> 0) a v pripade dosiahnutia hornej hranice zaporny
(Z= (% —b) = —¢ < 0) . Presny dokaz ohranicenosti trokovej miery danej SDR (2.1)
najde ¢itatel v [9].

Realizacie procesov na obrazkoch boli ziskané Eulerovou - Maruyamovou diskretizé-
ciou procesu (2.4). V pripade, Ze volatilita je vysoka, je vyhodnejsie pouzit nasledovnu
transforméaciu urokovej miery r, ktoré je navrhnuta v [9):

rTr—a

b—r

x = f(t,r) =1In (2.5)
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Funkcia f(t,r) je hladka funkcia a r je rieSenim (2.4), potom podla Itdovej lemy plati:

df = (af + p(r,t )%i+- 2(r, )g£>dt+ o(r,t )%%Mu

Pripomenme si, ze pre drift p(r, t)a volatilitu o(r,t) plati

2c a+b
M(Tat):b_a( 2 —7’),

o(r,t) = GW.

Dalej vypotitame parcialne derivacie funkcie f danej vztahom (2.5)

of

Lo,

ot

8_f:b—7’1(b—r)—(r—a)(—1): b—a

or r—a (b—1)?) (r—a)(b—r)’
0*f —(—2r+a+0)

Erc R U e T 4

Teda proces x je dany stochastickou diferencidlnou rovnicou

cla+b—-2r) 1 ;a+b—2r
de = ——+— 5 — —0"——— | dt d 2.6
v ((r—a)(b—r) 27 T h_q ) +oaw, (2:6)

pricom
be® + a

r T o (2.7)

Ak teraz diskretizujeme stochasticku diferencialnu rovnicu (2.6) a hodnoty procesu r
vypocitame zo vztahu (2.7), mame zarucené, ze budu z intervalu (a, b).

Porovnajme priebeh trokovej miery ziskany FEuler - Maruyamovou diskretizaciou
modelu (2.4), Obr. 2.3, s priebehom trokovej miery po aplikacii transformacie a dis-
kretizaciou rovnice (2.6) na Obr. 2.4. Pouzitd hodnota volatility o = 20 a ostatné
parametre a = 0.0275, b = 0.0925, pociato¢na hodnota ry = 0.06, ¢ = 0.45.

Vidime, Ze pri vysokej volatilite moéze trokova miera definovana v (2.4) v désledku
priamej diskretizacie nadobudniat hodnoty mimo intervalu (a,b). Ak v8ak pouZijeme

transformaciu (2.5), priebeh trokovej miery ostéava v intervale (a,b).
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Obr. 2.3: Simulovany vyvoj trokovej miery, diskretizicia rovnice (2.4)
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Obr. 2.4: Simulovany vyvoj urokovej miery, transformécia (2.5) a diskretizacia rovnice (2.6)

2.2 Model Girokovej miery s ohranicenym oborom hod-
not II.

V roku 2010 Alexander Antonov a Michael Spector v ¢lanku Analytical approxi-
mations for short rate models [1]| pracovali s nasledovnym modelom okamzitej arokove;

miery s ohrani¢enym oborom hodnét:

U(t)eP®Xiwi 4 L(t)a(t)
POTiwi £ at)

re=f(t,z) = (2.8)

pricom L(t) je dolné a U(t) horna hranica a X = ) .x;. X je F- faktorovy mean-

reverting proces spliajuci:
dx;(t) = (i(t) — a;(t)x;(t))dt + Ni(t)dw(t),

pre vsetky 1 =1, ..., F.
Aby zabezpecili platnost nasledovnych vlastnosti arokovej miery, a to f(t,0) = R(t)
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a f'(t,0) = 1, pricom R(t) je forwardova trokova miera, funkcie a(t) a 5(t) definovali

ako

p(t) = (R(t) — L) (U(t) — R(t))

Podrobnejsie sa budeme venovat Specidlnemu pripadu jednofaktorovému modelu
trokovej miery (2.8) s pevne stanovenymi hranicami L, U a konStantnymi funkciami
a, . Bez dodato¢nych poziadaviek na hodnotu procesu pri nulovom sucte faktorov x;
tak dostavame dobre definovany stochasticky proces, ktory mozeme zobrat ako model

pre okamzitti irokovi mieru.

2.3 Ohraniceny model tirokovej miery II. s konstant-
nymi parametrami

V tejto Casti budeme uvazovat Specidlny jednofaktorovy pripad modelu trokove;

miery s ohrani¢enym oborom hodnét II a to

B UePX + La

2.9
ePX +a (2.9)

kde «a, 8,U su kladné konstanty, L je nezédporna konstanta a L < U. Proces X =

B~11n —L)

a(qﬂ . o N o v . N . . ., . .
) Je typu mean- reversion a je rieSenim stochastickej diferencialnej rovnice

dX = (¢ — aX)dt + Mdw. (2.10)

Na obrazku 2.5 je niekol'ko simulécii procesu (2.9). Ukazeme, Ze irokova miera r defino-
vané vztahom (2.9) je z intervalu (L, U) a pomocou Itéovej lemy odvodime stochasticki
diferencialnu rovnicu pre r.

Pri dokaze ohranicenosti irokovej miery vychadzame z predpokladu, ze L < U a

postupnymi tipravami dostavame:

L<U

LePX + La < Ue®X + La

Ue’X + La
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Obr. 2.5: Simulécie trokovej miery r s parametrami U = 0.05,L = 0.01,a=1,8=1.

Obdobne postupuje pri hornej hranici U

U>1L

UePX + Ua > Ue®X + La

UePX + La

Z nerovnosti (2.11) a (2.12) uz vyplyva ohrani¢enost urokovej miery (2.9), t

UeX 4+ La
U> ——=r>1L.
X +a

Na odvodenie stochastickej diferencidlnej rovnice pre r pouzijeme Itéovu lemu.

Parcialne rovnice funkcie r st nasledovné

af

ot =0,

of U (ePX +a) — (UeP* + La)(BePX)  ePXap(U — L)

0xX (eBX 4 a)? T (ePX )2
52 BX (BX 2 BX . (.BX BX BX(n _ BX
e AT

Drift a volatilita st dané vztahom (2.10). Proces r splia nasledovnii stochasticku dife-

rencidlnu rovnicu:

PXaB(U—-L) 1 ePX (o — ePX)
dr = <(¢ —aX) T N aB (U~ L)m) dt+

()\eﬁXaﬂ (U — L))dw

_|_

(o e
! (Aﬂ L)) dw. (2.13)
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2.3.1 Odvodenie hustoty okamzitej irokovej miery r» v modeli
s ohranicenym oborom hodné6t

Uvazujme nasledovny model tirokovej miery (2.9)

UePX + La
ePX +a

Stochasticka diferencidlna rovnica pre mean - reversion proces X je dana predpisom
(2.10) a ak pozname hodnotu x, v case 0, tak hodnota procesu X v ¢ase t je z normal-

neho rozdelenia so strednou hodnotou p a disperziou o2, kde

= _(1 _ efat) + xoefat7
a
)\2
o’ = 2—(1 — 720,
a
Hustotu pre dané xq a t oznacme
()2
fX _ 12 e (%Qu)
s

Pre limitné rozdelenie procesu X plati X ~ N (2 é\—) pricom limitna hustota procesu

—(@—2)?

Xje fx =37k & 6]

Teraz odvodime vztah pre hustotu procesu r. Ozna¢me distribu¢ni funkciu X ako

Fx(x) a distribu¢na funkciu r ako F,.(7). Potom plati:

ﬂ(f):P[rsﬂ:P{U;iX—iiag] :P[Xgﬁ_lln%]

Vyuzijeme vztah medzi hustotou a distribu¢nou funkciou premenne;j:

_ a(f—L)
dF,  dFx (57 m 5= r)>dX
dr dx

() =

— pe (S

U—7) ) dr’
kde X = 8~ 11In 2U=5) Hustota f, je teda dand predpisom

o 4, o(fF—1L) 1 U-L
fr(r)_fX<5 lnm>ﬁ F— LU —7)

pri¢om p a 0% dosadzované do fx zavisia od toho, aki hustotu poc¢itame (podmienent

alebo limitnu).
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Limitna hustota trokovej miery je

(ﬁ71 In a(r—L) %)2

L \/2_ae—% ‘ZT;“_ ., (U-1L)
fr(7) = Wors s T (2.14)

Obrazok 2.6 zobrazuje limitné hustoty trokovej miery pre rézne hodnoty volatility
A. Hustota trokovej miery s najnizsou volatilitou (A = 1) je vyznaena ¢iernou farbou,
modra farba hustoty je pre volatilitu A = 3 | Cervena pre A\ = 5, ZzItd pre A = 7 a
turokova miera s najvyssou volatilitou A\ = 9 je znazornena zelenou farbou. Vidime,
ze pri mensich hodnotach volatility (A = 1,resp.A = 3) je tvar hustoty r podobny
normalnemu rozdeleniu. Vysoké volatilita sposobuje, Ze Grokova miera ¢asto nadobuda
hodnoty blizke hrani¢nym hodnotam U a L, z ¢oho prameni bimodalny tvar hustoty

trokovej miery (A = 7,resp.A = 9).

Hustota urokovej miery r pre rézne hodnoty volatility
0.6

0.55 -
0.5
0.45 -
0.4
0.35 -
0.3
0.25 -
0.2
0.15 -
0.1

/ / \ >
0 L T S S L A A D
4 7 8 9 10 11 1

T T T
2 1 0 1 2 3 5 6

2

Obr. 2.6: Hustota tirokovej miery r pre rozne volatility A, ostatné parametre modelu arokovej

miery st U =0.11, L =0,a=1,4=0.36,a =1,¢ = 0.5
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Kapitola 3

Odhad parametrov modelu okamzite;]

urokovej miery s ohranicenym oborom

hodnot

3.1 Metdéda maximalnej vierohodnosti

Nech X = (X7, ..., X,,) je ndhodny vyber zo spojitého rozdelenia s hustotou f(x|6),
kde 6 = (04, ...,0,,)T je vektor nezndmych parametrov a z, ..., ¥, si realizicie nahod-
ného vyberu.

Funkciu vierohodnosti znac¢ime L(x|0) (z angl. likelihood) a definované je nasle-

dovne:
L(x|0) = L(z1, ... 2|01, ... 00) = [ ] f(:]6).
=1

Princip met6dy maximélnej vierohodnosti tkvie v tom, ze odhadujeme hodnotu vektora
0 pomocou vektora nameranych tdajov x = (1, ..., x,)T ako rieSenie maximalizatnej
tlohy

A n

0 = arg mGaXH f(x:]6).

i=1

Castokrat sa pri vypoctoch pouziva logaritmicka transformacia L, t.j.
[ =InL(x|0) = ] f(x:]0).
i=1

Tato transformacia zachovava hodnotu maxima, pretoze logaritmus je monoténna ras-

tiica funkcia.
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Ak X = (X3, ..., X,,) nie je ndhodny vyber a pre realizacie vyberu xy, ..., z,, plati, Ze
hodnota z; je podmienena predchadzajtcou hodnotou a A je dlzka ¢asového intervalu

medzi dvoma hodnotami, tak funkcia vierohodnosti je definovana ako

n

| = 1an(xi,9|37171)7

=1

kde f(z;,0|z;_1) je podmienena hustota rozdelenia x; pri danej hodnote x;_[7].

3.2 Metdéda maximalnej vierohodnosti na odhad pa-
rametrov modelu ohranicenej tirokovej miery

Metodu maximalnej vierohodnosti pouzijeme na vypocet parametrov modelu tro-

kovej miery z kapitoly 2.3. Pripomenme si, ze ma tvar:

BX 4 T,
r= M, (3.1)
eBX + o

kde X je mean - reversion proces dany SDR dX = (¢ — aX)dt + A\dW.
Majme ¢asovy rad 71, ..., 7, znamych hodnot urokovej miery (3.1) a At ¢asovy krok

medzi dvoma realizaciami urokovej miery. Potom podmienena hustota f(r;|r;_1) je

2

N Gy o W o
) = -3 o - 3.2
f(rt|rt 1) /—271_0’26 /8 (Tt _ L)(U _ Tt)7 ( )

pricom
o ¢ 1 —aAt —aAt 3 3
p= E( e ") e (3.3)
0_2 — >‘_2(1 e—QaAt) (3 4)
2a

Funkciu vierohodnosti mozno vyjadrit ako

L Y R e i) MU (g
L(rla, 8,6, ). a) = [ B Ty

Pouzitim logaritmickej funkcie vierohodnosti a vyuzitim vztahu, Ze logaritmus stic¢inu

28



sa rovna suctu logaritmov dostévame:

1 _
e
V2mo?

ol
q
|
=
—

n (5t B ) L
I =InL(rla, B, ¢, Na) =Y In ( = S Gl
t=1

= 1 1 4, a(rp—1L) )2
-3 | S (RS S M U2
t=1 [ V2ro? 207 (ﬁ U—ry s

=3 In(=—(1 — e 228%))—

n

2
—_ )\2(1 16_2aAt) Z |:61 In Oég't__rL) - (%(1 . efaAt> + rtleaAt>:| +
W\ t=1 ¢

a

3o [ |

E (ry — L)(U —1y) o, B,a,6,)\

Predpokladajme, ze konstanty «, 8 st dané. Kvoli zjednoduSeniu vypoc¢tu odhadov

parametrov a, ¢, A\ zavedieme substiticiu

¢
9 = —. 3-5
¢ (3.5)

Potom strednt hodnotu u a disperziu o v (3.3) resp. (3.4) modzeme zapisat ako
pw=0(1—A)+ Arg (3.6)
2 o _ N 20t

=PB°=_—(1—e“° 3.7
’ 2 (1 e (3.7)

Logaritmické vierohodnostna funkcia je nasledovné:

n

1 — L
In L(r|0, A, B?) = —g In(27rB?) — Y > [5—1 In %n) — 01— A) — Ar,_y| +

t=1

= 1 (U-1)
* ;ln [E (ry — L)(U — rt)} ~ H{I}S;{? (38)

Optimalne hodnoty parametrov 0, A, B? st teda rieSenim parcialnych vierohodnost-

nych rovnic:

ol 1 [, ar—1L)

= - In——Z —01—A)—Ar,_1| (-1 +A) = :
00 B2 t=1 {ﬁ ! U—ry d ) ro ] (FL A =0 (39)
o n 1 [ aln—1) :

o = 3 o | T, oA ) <0 g0

n

ol alry, — L
a_A - _éz |:ﬁ1 lngffrt) — 9(1 — A) — Art1‘| (6 — T'tfl) = 0. (311)
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Z rovnice (3.9) ziskavame vztah pre odhad parametra 6 a rieSenie rovnice (3.10) je

odhad parametra B?:

> n a(Un—;tL) — Arey

0 = " , (3.12)
n(l—A)

5 I [, ,, alr—L) . . 2

B2 =— 'm————= —0(1—A) — Ar,_| . 1

Pre odhad parametra A plati podla rovnice (3.11) nasledovné rovnost:

Zn: [5‘1 Uit o(1 — A) — Art_l] (0 —ri_q) =0. (3.14)

=1 U—T't

A, odhad parametra A, vyjadrime len v zavislosti od hodnét r; a r,_1, ¢o nam néasledne
umozni explicitne vypocitat odhad 0 a pomocou fl,é i hodnotu parametra B2,

Pre lepsiu ¢itatelnost vypoctu zavedme substitucie:

_ —L) _ 06(th1 —L) > - Xy S - X1
X, = 104(7}— X, =1 X, = — X1 = )
t B U—Tt 9 t—1 ﬁ U—Tt,1 ) t na t—1 ; n

t=1
V pripade premennych X, a X,;_; index ¢ oznacuje ¢as, hodnoty X, X;_; st konstanty
zodpovedajuce aritmetickému priemeru hodnot X; a indexy ¢, resp. t — 1 oznacuju z
akych hodnot sa pocita priemer.

Vyuzitim vyssSie uvedenej substitutie a dosadenim 6 z rovnice (3.12) do odhadu
parametra A, rovnica (3.14), dostavame

O = Z(Xt — Xt — AXt_1>(é - Xt—1>7

0=49 i(xt ~X)-A i(XH - XH)] - i [(Xt X - AX, — XH))Xt,l} .

(3.15)

Vyraz v prvej hranatej zatvorke rovnosti (3.15) je nula, pretoze Y ; , (Xt — )_(t) =0.

Teda B
Do (X — X)X

A= 2 ' |
S (X — X)X

(3.16)

Pri vypocte odhadov parametrov 8, A, B? sme predpokladali, Ze zvy$né parametre

a, 3 st zndme konstanty. Teraz zistime, ¢ odhadnuté parametre 6, A, B? a hodnota
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vierohodnostnej funkcie (3.8) zavisia, resp. nezavisia od hodnoty «, (3.
Oznacme Y; = In O‘g%f), t. j. hodnota Y; je X; zodpovedajica g = 1, plati X; =
B~YY,. Teraz pomocou Y;, premennej nezavislej od 3, vyjadrime odhady A, é, B2.

Odhad parametra A je
> (Y~ Y)Y

A S o (&-17)
Pre odhady 0 a B2 plati
o (RS = ()
_ % 0 _1 7 (Yt _ AY@_1> , (3.18)
B?:% Y (Xt—é(1—A)—AXt,1) - %ti(Xt—Xt—A(Xt - X, 1)>2 -

1|1 _ A _ 2
= — [EZ (Yt—Yt—A(Yt—l _Yt—1>> ] : (3.19)
7 odhadov parametrov A, B2,0 prostrednictvom Y, moézme usudit, 7e odhad A
nezavisi od hodnoty parametra (3, kym odhady i B2 od parametra [ zavisia a tato
zévislost je dana vztahmi (3.18) a (3.19). Ak dosadime odhady 6, A, B2 v tvare (3.18),
(3,17), (3.19) do logaritmickej vierohodnostnej funkcie (3.8), dostaneme po tuprave

n n — U-L n 1 & _ R _ 2
l = —§1n(27r)—§+21n e Tt)_§ln [ﬁ Z (YZ —Y; =AY — Yt—l)) ] :

t=1 t=1

Premennéa Y;,Y;_ 1 a tiez odhad A nie st funkciou [ a teda i hodnota vierohodnostnej
funkcie nezavisi od parametra .

Teraz vysetrime vplyv parametra «. Pouzijeme nasledovnii substittciu:

— L — L
Ytzlnwzlna—l—lnrt—zlna—i—&. (3.20)

U—T't — Tt

Potom:
}/;5_1 =lna + Zt—17 (321)
1, alr—1L) -

Y, = — In——= =1 Z 3.22
T ; t U—nr nadt 2 ( )
}7;5,1 =lha + thl- (323)
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Dosadenim (3.20), (3.21), (3.22), (3.23) do odhadov parametrov A (3.17), B? (3.19), 6
(3.18) dostaneme tieto vztahy

i S (Y — 5:/t)Yt,1 _ S (na+Z —Ina—Z)(Ina+ Z_4) _
S Y=Y, )Yy Y (mha+Z_y—Ina—Z_)(Ina+Z,_4)
o Wmad (L= Z) 3 (= Z) 2
CInad (L — Z) + Y (T — Zea) Dy
%= 27
S (Ze = Zia) 2y

. 1 11 & _ . _ 2
nggﬁgxﬁ—n—AmA—ﬁ40]=
1 & _ N _ 2
:n—ﬁ2;<lna—|—Zt—lna—Zt—A(lna—|—Zt1—ln04—Zt1)> =
m%EZ AZyy — 7)),
~ 1 1 — A 1 1 _ N _
0=—|— (Y, — AY,_ = - —(na+ Z; — A(lna+ Z;_1)) =
3 (1—A)<t tl)] 5(1—A)( o= Al 1))
_Ina n Zy — AZ_I
B B1—-A)

Premenné Z;, Zy, Zy_1, Z;_1 neobsahuji parameter o. Uk4zali sme teda nezavislost od-
hadov parametrov A, B? od hodnoty parametra «. Hodnota vierohodnotnej funkcie

U L 1 & 2
| = ——ln 27) ———i—E ln " [ﬁ (Zt Zy — Zt e/ 1)> ] )
— ) :

=1

tiez nezavisi od parametra a.
Zistili sme teda, Ze v modeli trokovej miery s ohrani¢enym oborom hodnot (3.1)
stadf uvazovat o = 1, 8 = 1 (resp. iné zvolené konstanty). Odhad parametrov a, ¢, \?
metodou maximélnej vierohodnosti modelu mézeme explicitne vyjadrit pomocou na-

sledovnych vztahov

L In A

T A

¢ = 0a,

) 2632
)\2 = 1— 6—2&At’

pri¢om odhady parametrov A, B2.0 spliiajii (3.17), (3.13), (3.12).
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3.2.1 Aplikacia na realnych datach

Uvazujme proces (3.1) s parametrami o« = 1, 5 = 1. Na§ model teda vyzera takto:

UeX + L

eX +1

?

pri¢om mean - reverting proces X spliia stochasticka diferencialnu rovnicu
dX = (¢ — aX)dt + AdW.

Parametre a, ¢, A2 najskor odhadneme z hodnot EONIA za obdobie 2.1.2007 - 30.12.2011
a potom aj pre 3 - mesaény EURIBOR v obdobi 2.1.2013 - 28.6.2013.

Odhad parametrov z irokovej sadzby EONIA

Vyvoj urokovej miery EONIA pocas daného obdobia je zaznamenany na Obr. 3.1
vlavo. Vidime, Ze na zaciatku sledovaného obdobia sa kratkodobé trokova miera drzala
stabilne okolo hodnoty 0.04, koncom roku 2008 sa prepadla na hodnotu 0.005 a az do
konca obdobia nadobtida nizke hodnoty, od 0.005 do 0.015. Takyto priebeh implikuje
vysoku volatilitu arokovej miery. Podla vyvoja EONIE ur¢ime horna hranicu U = 0.05
a dolnd hranicu L = 0.

Odhadnuté parametre ohranicenej trokovej miery metédou maximalnej vierohodnosti

su v tabulke 3.1.

~

a A2 b

2.70389 | 16.50245 | -2.31657

Tabul'ka 3.1: Odhadnuté parametre z modelu ohrani¢enej tirokovej miery pre EONIA

Pre arokovi sadzbu EONIA zobrazime jej hustotu pomocou odvodeného vztahu (2.14),

tvar hustoty je na Obr.3.1 vpravo.

Odhad parametrov z 3 - mesac¢ného EURIBORU

Déata, z ktorych odhadnuté parametre a, ¢, \? , pouzijeme v daldej ¢asti nasej prace

st hodnoty 3 - mesaéného EURIBORu z obdobia 2.1.2013 - 28.6.2013. Vzhladom na
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0.04
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Obr. 3.1: VIavo - vyvoj urokovej sadzby EONIA za obdobie 2.1.2007 - 30.12.2011, vpravo -
hustota trokovej miery pri odhadnutych parametroch a, ¢, \? a danych hraniciach L = 0,U =

0.05

nadobudnuté hodnoty EURIBORu, uréime hornti hranicu U = 0.0025 a dolnt hranicu
L = 0.0015. Metédou maximalnej vierohodnosti dostaneme hodnoty parametrov, ktoré

st uvedené v tabulke 3.2.

~

a 22 b

8.4192503 | 2.2825595 | 5.7624479

Tabul'ka 3.2: Odhadnuté parametre z modelu ohrani¢enej tirokovej miery pre 3 - mesacny

EURIBOR

Tieto data st menej volatilné. Na Obr. 3.2 vlavo je znazorneny priebeh 3 - mesa¢ného
EURIBORU a vlavo jeho hustota odvodena opét zo vzorca (2.14).

Hodnota hornej a dolnej hranice pre trokovit mieru EURIBOR bola urcena
podla jej priebehu, avSak nie exaktne, aby napr. obor hodnot trokovej miery bol ¢o
najuzsi. Vystupuje tu teda otazka, ako hranice L a U ovplyviiuji hustotu trokove;j
miery. Demonstracia je na Obr. 3.3 pre rozne hranice L a U. Vidime, Ze hustoty tro-
kovej miery pre rozne ohranicenia si velmi podobné a Sirka intervalu (L, U) vyznamne

neovplyvni tvar hustoty trokovej miery.
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Obr. 3.2: Vlavo - vyvoj arokovej sadzby EURIBOR za obdobie 2.1.2013 - 28.6.2013, vpravo
- hustota trokovej miery pri odhadnutych parametroch a, ¢, A\? a danych hraniciach L =

0.0015,U = 0.0025
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Obr. 3.3: Hustota turokovej miery EURIBOR za obdobie 2.1.2013 - 28.6.2013, pri¢om cer-
venou je znazornend hustota s hranicami L = 0.0015, U = 0.0025, zelenou s L = 0.0005,
U = 0.0035, modrou s L = 0, U = 0.005, zltou s L = 0.0015, U = 0.0035 a Ciernou s
L =0.0018, U = 0.0024.
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Kapitola 4

Aproximacia ceny dlhopisu v

ohranicenom modeli irokovej miery

Rogemar S. Mamon v ¢lanku Three ways to solve for bond prices in the Vasicek model
[4] predstavil hned tri sposoby ako odvodit explicitny vzorec ceny dlhopisu pre Va-
sickov model. Pre mnoho modelov tirokovych mier explicitny vzorec ceny dlhopisu je
bud zlozity a odvodenie komplikované alebo explicitné rieSenie neexistuje. K takymto
modelom sa radi aj model trokovej miery s ohrani¢enym oborom hodnét. Preto pre
cenu dlhopisu pouzijeme aproxima¢ni formulu s vyuzitim Taylorovho polynému, ktora

je odvodena v ¢lanku [8].

4.1 Vypocet ceny dlhopisu pomocou Taylorovho roz-
voja

Nech turokova miera je v rizikovo neutralnej pravdepodobnostnej miere dané sto-

chastickou diferencidlnou rovnicou
dr = u(r,t)dt + o(r, t)dW.

Cena dlhopisu, P = P(t,r), je potom rieSenim parcialnej diferencialnej rovnice

op oP  o¥(r,t) 9°P
p-r n2r 1) 078
rP= g tunt) ot oo

36



a je splnena pre kazdé t € [0,T) a kazdé r > 0. PouZitim transforméacie 7 = T — ¢
mozme prepisat cenu dlhopisu ako P = P(r,r) splhajticu rovnicu

oP oP 1, 0P
——+M(7")a—+§ ()W—TP 0 (4.1)

pre vietky r > 0, 7 € (0,7] s po¢iato¢nou podmienkou P(0,r) = 1 pre vSetky r > 0

Taylorov rozvoj P(7,r) v okoli 7 = 0 konStruujeme v tvare

P(r,r) =Y c;i(r)7.

=0

(4.2)

Rovnicu (4.1) prepiSseme pomocou Taylorovho rozvoja (4.2) a dostavame
— [Z kck('r)Tk’l [Z e (r + = a (r) [Z cg(r)Tk] -7 [Z ck('r)rk] =0
k=0 k=0

k=0
Porovnanim koeficientov pri 77 pre j = 0,1, ...

5 [+ Do) +u040) + 32016 0) - reatn)] 74 <o

dostavame vztah

— (ko Dewa () + (r)ch(r) + 502 ()elr) — rea(r) = 0. (43)

Z pociato¢nej podmienky P(0,r) = 1 dopo¢itame koeficient cy(r), plati

P0,r) =Y c;(r)07 = co(r)0° + 1 (r)0" + - = co(r). L+ 0+ 0+ -+ = co(r).

Jj=0

Ak pozname cy, z rovnice (4.3) vieme rekurzivne dopocitat ostatné koeficienty c

1 1
(1) = m(M(T)CQ(T) + 502(7“)02'(7“) —re(r)). (4.4)
Vypocitame ostatné koeficienty Taylorovho rozvoja do J-teho radu ¢ (r), ca(r), ..., (),
potom cena dlhopisu sa da vyjadrit aproximacne ako
(4.5)

P(r,r) ~ Z cj(r)r’



4.2 Vypocet logaritmu ceny dlhopisu pomocou Tay-
lorovho rozvoja

Pri vypocte logaritmu ceny dlhopisu postupujeme rovnako ako v predchadzajucej

kapitole pri odvodeni aproximécie P(7, 7). Ozna¢me logaritmus ceny dlhopisu ako

f(r,r) =InP(7,7).

Potom plati P(7,7) = e/(""). Vyuzitim tohto vztahu transformujeme parcialnu diferen-
cidlnu rovnicu (4.1), pricom pre parcidlne derivéacie plati:
or del 0 af _ 8 af
ar  of f or 87
or del 0 af _ 8 of
o of f or 07’
o*P del 0 af 0 f / 0 f
—l— e | =5
o | of for or?

of *f
[e ( or > e 87‘2 ] '
a ich dosadenim do (4.1) dostavame

Ekvivalentnou tupravou, vynasobenim rovnice eif, dostaneme novu parcialnu diferen-

cidlnu rovnice pre f(7,7)

B af 1 ar\> o2
— 8_£ —i—u(r)a—f—i-aJ?(r) [(8_71:) +6_7£] —r=0. (4.6)

Logaritmus ceny dlhopisu opat vyjadrime v tvare

f(r,r) = ¢ (r)7. (4.7)

2
o0 o0 1 oo
— [Z kep(r)T* 7 + u(r) [Z A.(r) | + =% (r) [Z ()| +
k=0 k=0 k=0
+350 (1) [Z )yt —rr0 = (4.8)
k=0
Porovnanim koeficientov pri 7° sme dostali vztah
1 1
—Lan(r) + p(r)eg(r) + 50° () (r)” + 50°(r)ef(r) —r = 0. (4.9)
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Z pociatocnej podmienky pre cenu dlhopisu dostaneme: f(0,7) =1In P(0,r) =In1 =0,
z ¢oho vidime, Ze ¢o(r) = 0 pre kazdé r > 0. Z rovnice (4.9) dosadenim za cy(r) = 0
dopocitame ¢ (r) = —r.

Ak upravime rovnost (4.8), t. j.

5 [+ Veen(r) + n)er) + 3o1eln)] 7
k=0
+50%(r) [E () chw] —r=0,

a porovname koeficienty pri 77 pre j = 1,2, ..., pricom z &lena [> 37 &}, (r) 7% Y77 ¢ (r)7"]

vyberieme, len tie koeficienty c}(r), ktoré ndm v sicine daji 7%, dostavame

c(r)e,_;(r) + %az(r)c'é(r) =0. (4.10)

-

I
o

— (b Deka(r) + 4rIG0) + 50°(r)

(2

Koeficienty cjy1 vypoc¢itame podla rekurzivneho vztahu

o) = g [HOAE) 50 0N+ 30|

A ak pozname koeficienty cs, cs, ..., ¢s, aproximacia In P(7,r) je nasledovna

J

In P(7,7r) ~ Z c;(r)r.

j=0

4.3 Numerické vysledky pre model Grokovej miery s
ohranicenym oborom hodnét I1.

V tejto casti vypocitame ceny dlhopisov a vynosové krivky najskér pomocou odvodenej

aproximacie a porovname ich s vysledkami ziskanymi Monte Carlo simulaciami.

4.3.1 Numerické vysledky ziskané aproximaciou ceny dlhopisu

Uvazujme model ohrani¢enej tirokovej miery II. v rizikovo neutralnej miere

B UeX + L

—_— 4.12
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Pre trokovi mieru r sme odvodili stochasticki diferencialnu rovnicu v tvare!

. {(qb—alln(TU__i)) (r—i)_(zi—r) %AZ(U—T)(E”U—_L)L()IQJ—I—L—%) dt

. [)\(U —r)(r— L)] Jw. (4.13)

U-L
Zo vztahu (4.13) pozname drift p(r) a volatilitu o(r) procesu r, a ich dosadenim do
vzorca (4.4) vypoc¢itame koeficienty cx(r) aproximécie cenu dlhopisu a dosadenim pa-
rametrov do vzorca (4.11) ziskame koeficienty pre logaritmus ceny dlhopisu 2. Prvé tri

koeficienty pre cenu dlhopisu st

co(r) =1,
c(r)=—r,

L =DU=n)(@-am[i=]) 1X0-LU-NL-2+U) ,
U-L 9 (U —L)? LA IS

Pre logaritmus ceny dlhopisu st prvé tri koeficienty nasledovné

co(r) =0,

c(r) = —r,

eo(r) = 1 <_(T_L)<U_7’> (¢—aln[52]) EAZ(T_L)(U—T)(L—QT—FU))
T2 U-L 2 U — L) -

V 3. kapitole sme odhadovali parametre a, ¢, A pri danej hornej U a dolnej L hranici.
S odhadnutymi parametrami a = 8.4192503, ¢ = 5.7624479, A = 1.5108142 a hodnotou
okamzitej urokovej miery r = 0.0018 vypocitame cenu a logaritmus ceny dlhopisu s
maturitou 3 mesiace. Vysledky st zobrazené v tabulke 4.1 a graficky na obrazku 4.1.
Prvé dva grafy znazornuju konvergenciu Taylorovej aproximacie ceny a logaritmu
ceny dlhopisu pri zaokruhleni na pat desatinnych miest, dalsie dva grafy konvergenciu
pri zaokrithleni na Styri desatinné miesta. Pre dlhopis s trojmesacnou maturitou na-
stava konvergencia na 4 desatinné miesta.

Porovnajme konvergenciu ceny dlhopisu pre rozne maturity (Tabulka 4.2 ).

Vidime, ze konvergencia ceny dlhopisu zavisi od jeho maturity. Pri nizsich maturitach

ISDR (2.13), parametre a = 1,3 =1
Zkoeficienty vyssich rddov Taylorovho rozvoja, t.j. J = 3, 4, 5 st uvedené v prilohe (koeficient

c3(r)), ostatné koeficienty kvoli ich dizke st k dispozicii na vyziadanie
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rad J | aproximécia | rad J | aproximécia
0 1 0 0
1 0.99955 1 -0.000450
2 0.99946 2 -0.000538
3 0.99949 3 -0.000506
4 0.99953 4 -0.000465
5 0.99945 5 -0.000549

Tabul'ka 4.1: Model trokovej miery s ohrani¢enim oborom hodnét II. s parametrami a =
8.4192503, ¢ = 5.7624479, A = 1.5108142, L = 0.0015, U = 0.0025 a maturitou 7 = 1/4,

vlavo je cena dlhopisu, vpravo logaritmus ceny dlhopisu.

rad J T=1 T=23 T=06 T=12

0.99985 | 0.99955 | 0.99910 | 0.99820
0.99984 | 0.99946 | 0.99875 | 0.99680
0.99984 | 0.99949 | 0.99901 | 0.99883
0.99984 | 0.99954 | 0.99967 | 1.00941
0.99984 | 0.99945 | 0.99695 | 0.92257

Ot = W N -

Tabul'ka 4.2: Konvergencia ceny dlhopisu pre rézne maturity 7 |[v mesiacoch]

nastdva konvergencia rychlejsie a je aj presnejSia, napr. aproximacia ceny dlhopisu s
mesac¢nou maturitou konverguje na 5 desatinnych miest a od 2. radu Taylorovho roz-
voja. Pre dlhopis s ro¢nou maturitou je konvergencia pomal& a ani pri 5.rade nie je
presnejsia ako na 1. desatinné miesto. Kedze ceny dlhopisu st aproximované Tayloro-
vym rozvojom H.radu v okoli 7 = 0, o¢akavame teda presnejsie vysledky pre malé 7.
Odhadnuta vynosové krivka, zavislost drokovej miery od maturity dlhopisu, a zé-
vislost ceny dlhopisu od maturity dlhopisu aproximéciou ceny dlhopisu pomocou Tay-

lorovho rozvoja je na obrazku 4.2.

4.3.2 Monte Carlo metoda

Monte Carlo metdéda umozinuje odhadnit ¢iselntt hodnotu prostrednictvom stochas-

tickych simulécii, ak je prilis komplikované vypocitat ju analytickymi prostriedkami.
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Cena dlhopisu Logaritmus ceny dlhopisu
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Obr. 4.1: Model turokovej miery s ohrani¢enim oborom hodnét II. s parametrami a =
8.4192503, ¢ = 5.7624479, A = 1.5108142, L = 0.0015, U = 0.0025 a maturitou 7 = 1/4,
vlavo cena dlhopisu, vpravo logaritmus ceny dlhopisu. Horné 2 grafy st s hodnotami zaok-
rihlenymi na 5 desatinnych miest, dolné 2 s hodnotami zaokrihlenymi na 4 desatinné miesta,

¢o sa premietne do rozdielnych hodnét na y - ovej osi dolnych a hornych grafov.

Velmi zjednoduSenéd schéma Monte Carlo metody spociva vo vytvoreni modelu pre
stochasticky spravajici sa objekt, vygenerovani nahodnych ¢isel a ich dosadenim do
modelu, ¢im ziskame vystup z modelu - ¢iselni hodnotu a opakujeme generovanie na-
hodnosti ¢im dostavame nové vystupy z modelu.

Monte Carlo metédu pouzijeme na odhad ceny dlhopisov s roznymi maturitami od
1 az po 12 mesiacov a na skonstruovanie vynosovej krivky.

Pre cenu dlhOpiSU plati
P — [T d
(T, t) = 1;[6 ft r(s) S}.

Vieme, ze urokova miera je dana stochastickou diferencidlnou rovnicou (4.13). Sto-
chasticka ¢ast procesu r - o(r,t)dW je popisand Wienerovym procesom W, ktorého
prirastky dW st z normélneho rozdelenia.

Najskor nasimulujeme 10 000 trajektorii drokovej miery r na intervale, ktorého
dlzka zodpoveda maturite dlhopisu. Interval je malym ¢asovym krokom dt = 9—6150 roz-
deleny na N bodov. Budeme simulovat trajektorie arokovych mier podla modelu (4.12),

pricom pouzijeme odhadnuté parametre z podkapitoly 3.2.1 . Na obrazku 4.3 je jedna
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Obr. 4.2: Grafické vysledky pre aproximéciu ceny dlhopisu pomocou Taylorovho rozvoja
v modeli ohranicenej trokovej miery s parametrami a = 8.4192503, ¢ = 5.7624479, A\ =
1.5108142, L = 0.0015, U = 0.0025, vlavo zavislost ceny dlhopisu od jeho maturity ( v

mesiacoch ), vpravo vynosové krivka.

simulécia priebehu turokovej miery pre dlhopis s maturitou 3 mesiace.

Simulécia priebehu Grokovej miery

00 20 10
maturita dihopisu = 3 mesiace

Obr. 4.3: Simulécia priebehu trokovej miery pre dlhopis s maturitou 3 mesiace

Pre kazdy vygenerovany priebeh tirokovej miery r spo¢itame cenu dlhopisu P(r,7),
t.j. vypocitame integral ako obsah plochy pod krivkou trokovej miery (Obr.4.4). Kedze
mame vygenerované hodnoty trokovej miery v diskrétnych casovych bodoch, integral
poéitame numericky. Pouzili sme obdlznikové pravidlo [7].

Vysledné cena dlhopisu P(7,7) sa odhadne ako aritmeticky priemer zo vSetkych

simulovanych cien dlhopisov. Ak pozname ceny dlhopisov, pouzitim vzorca P(t,T) =
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Vypocet integralu

e DT dopocéitame trokové miery.

Odhadnuté ceny dlhopisov s réznymi maturitami a tirokové miery su v tabulke 4.3
a v tabulke 4.4 su Statistické udaje o pribliznych cenach dlhopisov ziskanych Monte

Carlo metodou a to minimum, maximum, Standardna odchylka a interval spolahlivosti

pre cenu dlhopisu.

Obr. 4.4: Vypocet integrilu

T | P(1,7) R(T) T | P(r,7) R(7)

1 10.99984 | 0.0018757 | 7 | 0.99878 | 0.0020846
21 0.99967 | 0.0019539 | 8 | 0.99861 | 0.0020932
31 0.99950 | 0.0020021 | 9 | 0.99843 | 0.0021011
4 10.99932 | 0.0020347 | 10 | 0.99825 | 0.0021074
5 10.99914 | 0.0020567 | 11 | 0.99807 | 0.0021124
6 | 0.99896 | 0.0020729 | 12 | 0.99789 | 0.0021162

Tabul'ka 4.3: Vysledky Monte Carlo simulacii pre model ohrani¢eného short rate modelu
s parametrami: a = 8.4192503, ¢ = 5.7624479, A = 1.5108142, L = 0.0015, U = 0.0025,
pociatoéna hodnota r(0) = 0.0018. Oznacenie: 7 = maturita v mesiacoch, P(7,7) = cena

dlhopisu, R(7) = urokova miera.

Graficky znazornené vysledky z Monte Carlo simulécii st na Obr. 4.5 , konkrétne

zévislost ceny dlhopisu od maturity dlhopisu a vynosova krivka.
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7 | P(r,r) | minimum | maximum | $tand. odchylka | interval spolahlivosti
1 10.99984 | 0.999829 | 0.999857 3.81313E-06 | (0.999836, 0.999851)
2 1 0.99967 | 0.999639 | 0.999709 8.93202E-06 (0.999657, 0,999692)
3 1099950 | 0.999450 | 0.999555 1.3456E-05 (0.999473, 0.999527)
4 10.99932 | 0.999260 | 0.999385 1.73981E-05 (0.999287, 0.999357)
5 1 0.99914 | 0.999065 | 0.999216 2.05494E-05 | (0.999102, 0.999185)
6 | 0.99896 | 0.998884 | 0.999048 2.34463E-05 (0.998917, 0.999011)
7 1 0.99878 | 0.998697 | 0.998889 2.61952E-05 (0.998732, 0.998837)
8 10.99861 | 0.998491 | 0.998712 2.83399E-05 | (0.998549, 0.998662)
9 | 0.99843 | 0.998292 | 0.998543 3.09708E-05 (0.998363, 0.998487)
10 | 0.99825 | 0.998140 | 0.998369 3.25082E-05 (0.998180, 0.998310)
11 1 0.99807 | 0.997951 | 0.998207 3.45262E-05 (0.997996, 0.998135)
12 { 0.99789 | 0.997761 | 0.998043 3.63419E-05 | (0.997813, 0.997959)

Tabul'ka 4.4: Statistické parametre Monte Carlo simulacif pre ohrani¢eny short rate model
s parametrami: ¢ = 8.4192503, ¢ = 5.7624479, A = 1.5108142, L = 0.0015, U = 0.0025,

hodnota okamzitej trokovej miery » = 0.0018.

4.3.3 Porovnanie met6dy Monte Carlo a aproximacie cien dl-
hopisov Taylorovym polynémom

Pre model turokovej miery s ohrani¢enym oborom hodnoét neexistuje explicitny vzorec
né vypocet ceny dlhopisu. Preto sme na jej vypocet pouzili aproximéciu ceny dlhopisu
Taylorovym polynémom a metédu Monte Carlo, kde sme pre nas model s danymi
parametrami simulovali cenu dlhopisu. Teraz sa pozrieme ako dobre fituju vysledky
ziskané aproximaciu s vysledkami metody Monte Carlo. Grafické porovnanie metody
Monte Carlo a Taylorovskej aproximécie je na Obr. 4.6 a ¢iselné porovnanie v tabulke

4.5.
Ak sa pozrieme na grafy (Obr. 4.6) vSimneme si, Ze ziskané ceny dlhopisov sa

zhoduju pri malej maturite, tj. 1, 2 a 3 mesiace. So zvacSujicou sa maturitou sa zvacuje

i rozdiel ziskanych hodnot dvoma sposobmi. Trhové data sa udavaja s presnostou na
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Obr. 4.5: Grafické vysledky Monte Carlo simulacii pre model ohrani¢eného short rate modelu
s parametrami: ¢ = 8.4192503, ¢ = 5.7624479, A = 1.5108142, L = 0.0015, U = 0.0025,
hodnota okamZitej trokovej miery r = 0.0018. Vlavo je znazornené zéavislost ceny dlhopisu

od maturity, vpravo vynosova krivka - zavislost drokovej miery od maturity dlhopisu.

tri desatinné miesta. Ak vezmeme do tvahy tito skutocnost a porovndme odhadnuta
vynosovi krivku Monte Carlo simulaciami s vynosovou krivkou konstruovanou cez ap-
roximaciu ceny dlhopisu Taylorovym polynémom 5. radu, zhoda nastéva pri dlhopisoch
s maturitou 1 az 3 mesiace. Pri maturite 5 mesiacov a viac, je zna¢ny rozdiel - od 0.182
do 7.529 %.

Dovody, preco je odvodena aproximécia ceny dlhopisu nepresné, si minimélne
dva. Poc¢itame s nulovou trhovou cenou rizika a teda rizikovo neutrilne parametre,
ktoré pouzivame, nemusia byt realistické a data, z ktorych odhaduje parametre mo-

delu, su volatilné, ¢o moze sposobit pomalsiu konvergenciu pri cenach dlhopisov.
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Obr. 4.6: Cierna farba grafov patri aproximécii ceny dlhopisu Taylorovym rozvojom, modra a
¢ervena reprezentuje vysledky ziskané Monte Carlo simulaciami. VIavo je znazornena zavislost
ceny dlhopisu od maturity, vpravo vynosova krivka - zavislost trokovej miery od maturity
dlhopisu. Dolné dva grafy porovnanaju vysledky s vdcSou presnostou a maturitou 1 az 5

mesiacov.
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T | P*(r,r) | P(r,7) | rozdiel | R*(7) R(7) rozdiel

1 10.99984 | 0.99984 0 0.00188 | 0.00190 | - 0.00002
2 1 0.99967 | 0.99967 0 0.00195 | 0.00200 | - 0.00005
3 1 0.99950 | 0.99945 | 0.00005 | 0.00200 | 0.00220 | - 0.0002
4 10.99932 | 0.99909 | 0.00023 | 0.00203 | 0.00272 | - 0.00069
5 | 0.99914 | 0.99838 | 0.00076 | 0.00206 | 0.00388 | - 0.00182
6 | 0.99896 | 0.99695 | 0.00201 | 0.00207 | 0.00610 | - 0.00403
7 10.99878 | 0.99424 | 0.00454 | 0.00208 | 0.00988 | - 0.0078
8 1 0.99861 | 0.98943 | 0.00918 | 0.00209 | 0.01585 | - 0.01376
9 10.99843 | 0.98146 | 0.01697 | 0.00210 | 0.02472 | - 0.02262
10 | 0.99825 | 0.96891 | 0.02934 | 0.00211 | 0.03731 | - 0.0352
11 | 0.99807 | 0.95000 | 0.04807 | 0.00211 | 0.05453 | - 0.05242
12 1 0.99789 | 0.92257 | 0.07532 | 0.00212 | 0.07741 | - 0.07529

Tabul'ka 4.5: Porovnanie cien dlhopisov a trokovych mier ziskanych Monte Carlo simula-
ciami (oznacené hviezdickou) s cenami dlhopisov a hodnotami trokovych mier aproximéaciou

Taylorovym polynémom
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Zaver

V tejto praci sme sa venovali modelu okamzitej tirokovej miery s ohrani¢enym obo-
rom hodnét. Typicka charakteristika tohto modelu, ohranicenost je dosiahnuta tvarom
volatility v stochastickej diferencialnej rovnici, ktorou sa modeluje nahodny priebeh
urokovej miery alebo transforméaciou pomocného procesu funkciou s pozadovanym obo-
rom hodnot.

Metodou maximéalnej vierohodnosti sme z idajov 3 - mesa¢ného EURIBORU za
prvé dva kvartaly roku 2013 odhadli parametre modelu a tie sme pouzivali i pri dalsich
vypoctoch. KedZe neexistuje explicitné vztah pre cenu dlhopisu, pouzili sme aproxi-
macnu formulu pre ocenovanie dlhopisov, Taylorov rozvoj ceny dlhopisu a Monte Carlo
simulacie. Vysledky boli uspokojivé len pre dlhopisy s malou maturitou, preto pred-
metom dalgieho vyskumu by mohlo byt pouZitie inej aproximacnej formuly pre cenu
dlhopisu, napr. Exponent Expansion z ¢lanku [2]. Tato metoda totiz umoziuje rozdelit
¢asovy interval na kratsie podintervaly, pouzit aproximaciu na kazdom z nich a potom

vysledky "pospéjat".
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A.1 Priloha

Koeficient c3(r) z Taylorovho rozvoja pre cenu dlhopisu

c3(r) = (= (r*(r?=(0.5%xlambda?®*(— L+r)*(L—2xr+U)*(—r+U)) /(= L+U)?—((— L+
r)«(—r+U)*(phi—a*Log[(—L+7)/(—r+U)]))/(—L+U)))/2+ ((2xr+ (0.5 lambda®*
(—L+7r)x(L=2xr+U))/(—=L+U)?>+ (1.xlambda*+ (—L+7)*(—r+U))/(=L+U)*—
(0.5xlambda®x (L —2xr+U)x(—r+U))/(=L+U)*+ (ax (—r+U)?* ((=L+7r)/(—r+
U+ (—r+U) =1))/(=L+U)+((—L+7)*(phi—ax Log[(—L+7)/(—r+U)])) /(= L+
U)—((=r+U)*(phi—axLog[(—L+7)/(—=r+U)]))/(—L+U))*((0.5xlambda?®* (— L+
)« (L—2xr+U)x(—r+U))/(=L+U)?*+((—L+7)*(—r+U)* (phi —ax Log[(— L+
)/ (=r+U)]))/(=L+U)))/2+ (lambda® x (—L+1)? x (—r + U)? % (2. — (2. * lambda® *
(—L+7))/(=L+U)?>—=1.xlambda**(—((L—2%r+U)/(—=L+U)*)— (2% (—r+U))/(—L+
U)?) = ((=L+7r)x(2xax(—r+U)*(—L+7r)/(=r+U)*+(=r+U)(=1)))/(=L+7r)—
ax(—r+U)«(((—=r+U)* (2% (=L+7r))/(=r+U)*+2/(=r+U)?))/(=L+7r)— ((-L+
r)/(—r + U2+ (—r+ U =1)/(=L+7) = ((—r+U)* ((=L+7)/(—=r + U2 + (—r +
D) =N/ (=L+7)))/(=L+U) = (2% (—phi — (ax (=r+U)*x((=L+7)/(—r+U)*+
(=r+0)(=1))/(=L+r)+a*Log[(—L+7)/(—=r+U)])/(=L+U)))/(4x(=L+U)*))/3
Koeficient c3(r) z Taylorovho rozvoja pre logaritmus ceny dlhopisu

c3(r) = ((lambda® x (=L +1)** (—r +U)?) /(2% (=L +U)?) + (((0.5 x lambda® * (— L +
r)«(L—2xr+U))/(—=L+U)?+ (1.xlambda®* (—L+7)x (—r+U))/(—=L+U)*— (0.5
lambda®« (L—2xr+U)x(—r+U))/(—=L+U)*+(ax(—r+U)*«((—L+7)/(—r+U)*+
(—r+U)(=1)))/(~L+U) + ((—L +r) = (phi — ax Log[(—L +r)/(—r + U)]))/(—L +
U)—((=r+U)*(phi—axLog[(—=L+7)/(—=r+U)]))/(=L+U))*((0.5xlambda?®* (— L+
)« (L—2xr+U)x(—r+U))/(—L+U)?*+((—L+7)*(—r+U)* (phi —ax Log[(— L +
r)/(=r+U)])/(=L+U)))/2+ (lambda® * (—L+1)** (—r 4+ U)?* (0. — (2. * lambda? x
(=L+7))/(=L+U)?>—1.xlambda**(—((L—2xr+U) /(—=L+U)*)— (2% (—r+U))/(—L+
U)?) = ((=L+7r)x(2xax(—r+U)*(—L+7r)/(=r+U)*+(—r+U)(=1)))/(=L+7r)—
ax(—r+U)«(((—=r+U)* (2% (=L+7r))/(=r+U)*+2/(=r+U)?)/(=L+7r)— ((-L+
)/ (—r + U2+ (—r+ U =1)/(=L+7) = ((—r+U)* ((=L+7)/(—=r + U)? + (—r +
U) =)/ (=L+1)*)/(=L+U) — (2% (=phi— (a* (=r+U)** (=L +7)/(~=r+U)* +
(=r+0)(=1)))/(=L+r)+a*Log[(—L+7)/(—=r+U)])/(=L+U)))/(4x(-L+U)*))/3

)
)
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