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Abstrakt

Cechvala, Martin: Kalibracia jednofaktorového modelu darokovych mier po-
mocou viacerych kritérii. [Diplomova praca| - Univerzita Komenského v Bratislave.
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; Katedra aplikovanej matematiky a Statis-

tiky. - Veduci diplomovej prace: RNDr. Beata Stehlikova, PhD., - Bratislava 2015 /62

s./.

Tato diplomova praca sa zaoberd kalibraciou Vasickovho modelu a CKLS modelu
kratkodobej trokovej miery sicasne pomocou metdédy maximélnej vierohodnosti a
zhodnotenia kvality fitovania vynosovych kriviek. V praci navrhujeme metodu, ktora
zohladni optima podla oboch pouZitych metdéd a urdi mnozinu vhodnych odhadov
parametrov. Kazdému z moznych odhadov tiez prislicha miera dvojkriteridlnej efekti-
vity, ktora reprezentuje to, ako velmi je dana kombinacia parametrov optimalizovana
podla funkcie vierohodnosti a kvality fitovania vynosovych kriviek stucasne. NaSe me-
tody otestujeme pre Vasickov model a CKLS model na programovo vygenerovanych
datach podla podmieneného rozdelenia trokovej miery, ako aj na skuto¢nych hodno-

tach Euribor.

Krladéové slova: ¢asova Struktura trokovych mier, kratkodoba tirokova miera, model
b) )

urokovej miery, kalibracia, pravdepodobnostna miera.



Abstract

Cechvala, Martin: Calibration of one-factor interest rate model using multic-
riterial method. [Master’s thesis| - Comenius University in Bratislava. Faculty of
mathematics, physics and informatics; Department of applied mathematics and statis-

tics. - Supervisor: RNDr. Beata Stehlikova, PhD., - Bratislava 2015. /62 pp./.

This work is concerned with calibration of Vasicek and CKLS interest rate models
simultaneously by maximum likelihood method and quality of fitting the term struc-
tures. In work, we develop a method, that works with optimal estimations according
to both used methods and determines a set of convenient estimations. For every conve-
nient estimation there is rate of two-criterial effectiveness, which represents how much
is this estimation optimized by likelihood function and quality of fitting the term struc-
tures simultaneously. We will test our methods for Vasicek model and CKLS model on
generated data following conditional probability distribution, as well as on real Euribor

rates.

Keywords: term structure, short rate, interest rate model, calibration, probability

margin.



Obsah
Uvod

1 Zakladné pojmy modelovania arokovych mier

1.1 Dlhopisy a casova struktara arokovych mier . . . . ... .. ... ...
1.2 Okamzita Grokova miera . . . . . . . . . . ... ... L
1.3 Stochasticky proces . . . . . . . . ...
1.4  Brownow pohyb a Wienerov proces . . . . . .. .. ... ... .....
1.5 Ttéovalema . . . . . . . ...

1.6 Realna a rizikovo neutrilna pravdepodobnostnd miera . . . . . . . . ..

Modely trokovych mier

2.1 Jednofaktorové modely . . . . . .. .. ...

2.2 Zmena miery . . . . . ... o e e e e e e

2.3 Cena dlhopisu v jednofaktorovych modeloch . . . . ... .. ... ...
2.3.1 Cena dlhopisu vo Vagickovom modeli . . . . ... ... ... ..

2.3.2 Aproximacia ceny dlhopisu v CKLS modeli . . . . . ... .. ..

Meto6dy kalibracie modelov arokovych mier

3.1 Metoéda maximalnej vierohodnosti . . . . . . .. ... 0oL
3.1.1 Metoéda maximélnej vierohodnosti pre Vasickov model . . . . . .
3.1.2  Aproximacia funkcie vierohodnosti pre CKLS model . . . . . . .

3.2 Metoéda minimalizujica vzdialenost teoretickych a redlnych vynosovych
kriviek . . . . .
3.2.1 Odhady pre Vasickov model . . . .. ... ... ... ......
3.2.2  Odhady pre CKLS model . . . .. ... .. .. ... .. ....

3.3 Odhad trhovej ceny rizika . . . . . .. ... .o o000

3.4 Vylepsenie kalibracie Vasickovho modelu . . . . . . .. ... ... ...

Testovanie programov na vygenerovanych datach
4.1 Vagickov model - dvojkriteridlna optimalizécia pri volnej volatilite (Ka-

libracia 1) . . . . . . ..



4.2 Vasickov model - dvojkriteridlna optimalizacia pri pevnej volatilite (Ka-
libracia 2) . . . . . .
4.3 CKLS model - dvojkriterdlna optimalizacia (Kalibracia 3) . . . . . . . .

5 Testovanie programov na realnych datach
5.1 Vagickov model (Kalibracia 1) . . . . .. .. .. .. ... .. ...
5.2 Vagickov model (Kalibracia 2) . . . . .. .. .. .. ... .. ...
5.3 CKLS model (Kalibracia 3) . . . . ... .. ... ... ... .. ....

Zaver

Literatiara

51
02
59
26

60

61



Uvod

V poslednej dobe sa problematika trokovych mier a oceiiovania od nich odvodenych
derivatov dostava ¢oraz viac do popredia. Na finan¢énych trhoch sa vo velkom obchoduje
s mnohymi derivatmi irokovej miery, preto je velky zaujem popisat jej vyvoj nejakym
stochastickym procesom.

V tejto préaci sa zoberame kalibraciou jednofaktorovych modelov, konkrétne Vagic-
kovho modelu a CKLS modelu, ktory je jeho zovSseobecnenim. Medzi najpouzivanejsie
metody kalibracie patria metéda maximalnej vierohodnosti a metdéda minimalizujtca
vazent stredni kvadratickd chybu medzi skuto¢nymi a modelom implikovanymi vy-
nosmi. My navrhujeme metodu, ktord tieto dva pristupy kombinuje a vymedzi isti
mnoZinu vhodnych odhadov pri zohladneni oboch kritérii. Ako velmi je konkrétny od-
had vhodny nam potom urcuje miera dvojkriteridlnej efektivity, ktora sme zaviedli na
zaznamenanie toho, ako je dand kombinacia parametrov optimalna vzhladom na obe
pouzité jednokriteridlne metody.

Pracu sme rozdelili na 5 ¢asti. V prvej kapitole definujeme zédkladné pojmy potrebné
pre ivod do tejto problematiky ako dlhopis, ¢asova Strukttra drokovych mier, alebo
okamZitd urokova miera. TaktieZ uvadzame ¢itatela do problematiky stochastického
kalkulu, kedZe modely tirokovych mier s ktorymi v tejto praci pracujeme st formulované
v tvare stochastickej diferencidlnej rovnice a teda v nej vystupuje nahodny proces.

Druhé c¢ast je venovana prehladu modelov drokovych mier, a ich formuléciam v re-
alnej a rizikovo neutralnej pravdepodobnostnej miere. Prechodu medzi tymito mierami
sa tu tak isto venujeme, aj ked len okrajovo. Potom postupne odvodime cenu dlho-
pisu vo v8eobecnom jednofaktorovom modeli, cenu dlhopisu vo Vasickovom modeli a
nakoniec aproximujeme cenu dlhopisu pre CKLS model.

V tretej kapitole sa zaoberdme metodami kalibracie nasich dvoch modelov troko-
vych mier. Odvodime podmienené pravdepodobnostné rozdelenie trokovej miery pre
Vagickov model, ¢o naAm umozni odvodit vierohodnostnii funkciu pre tento model. Toto
potom zovSeobecnime aj pre CKLS model, kde odvodime aproximéciu vierohodnostnej
funkcie. Pre fitovanie trhovych a teoretickych vynosovych kriviek uvedieme na zaklade
cien dlhopisov v jednotlivych modeloch tvar tcelovych funkcii a metody ich optimaliza-

cie. Potom na zaklade vysledkov z oboch met6d uvedieme vypocet trhovej ceny rizika.



Na zaver kapitoly navrhneme vylepSenie dvojkriteridlnej metody pre Vasickov model,
ktord poméha vylepsit vychylené odhady driftu metddou maximélnej vierohodnosti.

V stvrtej casti sformulujeme a otestujeme tri algoritmy na vygenerovanych détach.
Pre CKLS model vygenerujeme data a vynosové krivky pre CIR model, ¢o je CKLS
model s parametrom v = 0.5, kedZe pre tento je zname podmienené rozdelenie arokovej
miery. Vystupy z kalibracii analyzujeme a popisujeme.

V poslednej casti pouzijeme tieto tri dvojkriteridlne pristupy na kalibraciu redlnych
dat drokovej sadzby Euribor. Podobne ako v predchadzajtcej kapitole, prezentujeme

tu ziskané vystupy a vysledky.
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1 Zakladné pojmy modelovania trokovych mier

V tejto kapitole definujeme a objasnime zakladne pojmy tykajice sa modelovania tro-
kovych mier pomocou stochastickych procesov. Najprv definujeme pojmy ako dlhopis,
¢asova Struktira trokovych mier a okamzitd trokova miera. V dalSej Casti uvedieme
¢itatela do problematiky stochastického kalkulu, o ktory sa modelovanie okamzitej

trokovej miery opiera. Vychadzame pritom z knih [7] a [8].

1.1 Dlhopisy a ¢asova Struktira tirokovych mier

Dlhopis je zdkladnym derivatom trokovej miery. Je to dohoda zaplatit ur¢iti sumu,
za prislub obdrzania vy$Sej sumy v budicnosti. Rozlisujeme kupénové a bezkuponové
dlhopisy. Kupoénové dlhopisy vyplacaji poc¢as doby splatnosti isté ¢iastky a v case T
vyplatia finalnu c¢iastku. Bezkuponovy dlhopis vyplati sumu len v ¢ase splatnosti 7.
Najjednoduchs$im derivatom trokovej miery je dlhopis, ktory vyplati vlastnikovi v ¢ase
T jednotkovi sumu. Takyto cenny papier nazyvame diskontny dlhopis. Ceny dlhopisov

urc¢uju ¢asova Struktiru trokovych mier definovana ako
P(t, T) — efR(t,T)(Tft)

kde P(t,T) je hodnota dlhopisu v ¢ase t so splatnostou v 7" a R(t,T') je urokova miera
dlhopisu v ¢ase t so splatnostou v T'. Z tohto vztahu vieme vyjadrit R(t,T) ¢ize ¢asovi
Struktiru arokovych mier ako

I P(t,T)

R(t,T) = ——

(1.1)

Casova struktira arokovych mier teda vyjadruje zavislost urokovej miery v ¢ase t od
maturity dlhopisu 7T'. Inak povedané vyjadruje vztah medzi hodnotou dlhopisu a ¢asom
do splatnosti. Preto sa tato krivka nazyva aj vynosova krivka. KedZe na dlhsie obdobie
sa pozitiava s vyssim trokom, obvykle je casova strukttra tGrokovych mier rastica. Nie
je to vsak pravidlo. V pripade ocakavania poklesu tirokovych mier je krivka klesajtca.

Na obrazku 1.1 je vynosova krivka trokovej miery Euribor zo diha 2.1.2007, teda

eSte pred finan¢nou krizou.
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Obr. 1.1: Priklad vynosovej krivky

1.2 Okamzita tirokova miera

Okamzita (pripadne kratkodoba) arokova miera (anglicky short rate) je R(t,T) s okam-

zitou splatnostou v ¢ase T' =t a je definovana v [3] ako

r(t) = lim R(t,T).

T—tt
Kedze predpokladame spojity ¢as t, okamzita trokova miera predstavuje irokovii mieru
na limitne kratke obdobie, a teda sa neustale meni. Je to teoretickd veli¢ina a v praxi
na trhu sa nahradza dennou, tyzdennou, pripadne mesa¢nou aproximaciou.
Ak zohrava urokova miera tlohu podkladového aktiva finan¢ného derivatu, nazyva sa
dany derivat derivatom trokovej miery. Medzi derivaty arokovej miery patria napriklad

swapy, forwardy alebo opcie.

1.3 Stochasticky proces

Modely trokovych mier st ¢asto formulované v tvare stochastickych diferencidlnych

rovnic. Si to rovnice, v ktorych vystupuje aspon jeden stochasticky proces.

Definicia 1.3.1. Stochasticky proces je t - parametricky systém ndhodngch premenngjch

X(t),t € I, kde I je interval alebo diskrétna mnoZina indezov.

Pre nazornost je mozné predstavit si premenni ¢ ako ¢as a X ako ndhodny expe-
riment. X (t) je potom realizicia, alebo vysledok experimentu X v ¢ase t, kde pri
opétovnej realizécii experimentu X v ¢ase t mozme dostat iny vysledok, kedze X (t) je

nadhodna premenna.
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1.4 Brownow pohyb a Wienerov proces

Najznamejsim stochastickych procesom je Brownow pohyb.

Definicia 1.4.1. Brownow pohyb {X(t),t > 0} je t - parametricky systém ndhodngch
velicin, pricom:

(i) vietky prirastky X (t+ A) — X (t) maji normdlne rozdelenie so strednou hodnotou
pA a disperziou (alebo aj varianciou) oA,

(ii) pre kazdé delenie to = 0 < t; < ty < t3 < ... < t, su prirastky X(t;) —
X(to), X(t2) — X(t1), ..., X(tn) — X (tn_1) nezdvislé nihodné premenné s parametrami
podla bodu (i),

(111) X(0) =0

Brownow pohyb s parametrami pn = 0,02 = 1 nazjvame Wienerov proces.

< —— Wienerov proces 1
—— Wienerov proces 2
Wienerov proces 3

I I I I I I
0 200 400 600 800 1000

Obr. 1.2: Wienerov proces

Na obrazku 1.2 vidime tri realizacie Wienerovho procesu. Ako vidime, proces moze
rast, aj klesat. Nie je to vSak trend, ale volatilita procesu, ktora tento proces vychy-
Tuje. Vsetky modely kratkodobej trokovej miery, ktorymi sa v tejto praci zaoberame,

obsahuju prave Wienerov proces.
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1.5 It6éova lema

Vo finan¢nej matematike je Itéova lema jedna z najdoélezitejsich. Popisuje vztah medzi
malou zmenou hodnoty nadhodnej premennej a malou zmenou hodnoty funkcie tejto

nadhodnej premenne;j.

Lema 1.5.1. Nech f(x,t) je hladkd funkcia dvoch premenniych, pricom premennd x je

riesenim stochastickej diferencidlnej rovnice
dr = p(x,t)dt + o(x, t)dw

kde w je Wienerov proces. Potom prvy diferencidl funkcie f je danyj vztahom

df = f +(a—‘:+—( )a“’;)dt

dosledkom coho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici

0*f of

df = ((9f w(z t)a—f+§ ?(, t)a 2)dt+ (z, )%dw.

Itéova lema ukazuje, ako je mozné zostavit stochasticki diferencidlnu rovnicu z Tu-
bovolnej hladkej funkcie f(z,t), kde premenna z je rieSenim zadanej stochastickej
diferencialnej rovnice. It6ova lema nam neskér pomoze odvodit cenu dlhopisu pre vse-

obecny jednofaktorovy model trokovej miery.

1.6 Realna a rizikovo neutrilna pravdepodobnostna miera

Modely urokovych mier je mozné formulovat bud v redlnej, alebo rizikovo neutralnej
pravdepodobnostnej miere. Redlna miera sa pouziva v suvislosti s pracou na realnych
datach. Rizikovo neutralna miera je pravdepodobnostnd miera, pri ktorej je hodnota
aktiva v sticasnosti rovnéd budiicej hodnote aktiva diskontovanej bezrizikovou tirokovou
mierou do sucasnosti. Zanika tak moznost arbitriaze a preto sa pouziva na ocenovanie
finan¢nych derivatov. V zavislosti od metody kalibracie daného modelu, budeme v nasej
praci pracovat s obomi formulaciami modelu. Pre lepsie pochopenie pouzitych metod
je potrebné definovat pojmy ako podmienena strednd hodnota a martingal, ktoré sa
vyuZzivaji v principe zmeny miery. V nasledujucich riadkoch vychadzame z knihy [7],

kde moze citatel najst podrobnejSie informéacie k tejto problematike.
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Predstavme si sled diskrétnych udalosti, kde v kazdom kroku pozname pravdepo-
dobnost nasledovnych moznych realizacii udalosti. Realizacie udalosti v jednotlivych
krokoch sa ovplyviiuja. V tomto pripade sa d& zjednoduSene povedat, ze podmienena
strednd hodnota za podmienky informacie v ¢ase ¢t je nadhodné premenné priradzujtca
krokom v ¢ase t stredné hodnoty podmienené ostatnymi krokmi. Tento pojem teraz

definujeme.

Definicia 1.6.1. Nech (Q, F, P) je pravdepodobnostny priestor, X : Q — R ndhodnd
premennd, pre ktord plati E(|X|) < co. Nech H C F' je o-algebra. Podmienend strednd
hodnota E(X|H) je ndhodnd premennd s nasledujicimi vlastnostami:

(i) E(X|H) je H-meratelnd

(ii) [, E(X|H)dP = [, XdP ~ VH € H.

Zo znamej Radon-Nikodymovej vety, ktorej sa venuje cela praca [6] vyplyva existen-

cia a jednoznacnost E(X|H).

Definicia 1.6.2. Filtrdciou na pravdepodobnostnom priestore (£, F, P) nazjvame sys-

tém o-algebier { My}, My C F takych, Ze
0<s<t= M, C M,.

Tato definicia je potrebna na definovanie martingalu, ¢o je ista trieda stochastickych

pProcesov.

Definicia 1.6.3. Stochasticky proces {M,},., na (2, F, P) sa nazjva martingal vzhla-
dom k filtrdcii {M,},., (a miere P), ak

(1) ndhodnd premennd M, je M-meratelndg pre vsetky t > 0

(i) E[|My|]] <00  Vt>0

(i11) E[M| M) = M, Vs > t.

Inak povedané, martingal je ndhodny proces, ktorého ndhodné premenné sa v kaz-
dom ¢ase Fi-meratelné a jeho stc¢asna hodnota je rovna podmienenej strednej hodnote

jeho budiceho stavu. Priklad martingalu je Wienerov proces.

Veta 1.6.4. (Girsanova veta)
Nech Wy(w),0 < t < T, je Brownow pohyb na (Q, F, P). Nech Wy(w) = Wy(w) + nt,

15



kde n je konstanta. Nech v;(w) je F}Y -adaptovany proces, pre ktory

1 (7
E, (emp (5/ 7t2dt)) < 0.
0

Potom existuje miera Q na (), F') takd, Ze
(i) Q~P
- dQ T 1 T )
(i) 5 w) =exp (= [ w(w)dWi(w) -5 [ ~(w)dt
dP 0 2 Jo

. t
(iii) Wi(w) = Wi(w) +/ vs(w)ds je Brownow pohyb na (0, F, Q).
0

Girsanovu vetu vyuzijeme v nasledujiicej kapitole pri zmene miery.
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2 Modely trokovych mier

V tejto kapitole si predstavime niektoré modely kratkodobej trokovej miery. Najdo-
lezitejSou vlastnostou modelu drokovej miery je jeho presnost pri porovnavani s real-
nymi datami. Na druhej strane vSak prili§ komplikované modely platia svoju dan v
podobe naro¢nosti (alebo nemoznosti) ocenovania derivatov urokovych mier. Kedze
druhd cast naSej prace sa zaoberd kalibraciou Vasickovho modelu a Chan-Karolyi-
Longstaff-Sanders (CKLS) modelu, kladieme na ne $pecialny doraz a odvodime pre ne

aj cenu dlhopisu, resp. v pripade CKLS modelu jeho aproximaciu.

2.1 Jednofaktorové modely

Jednofaktorové modely predstavuji najjednoduch$iu triedu modelov trokovej miery.
V tejto podkapitole vychadzame z knihy [8]. V jednofaktorovych modeloch vystupuje
len jeden nadhodny faktor a tym je prave okamzita tirokova miera r. V tychto modeloch

je okamzita trokova miera r dané rieSenim stochastickej diferencidlnej rovnice v tvare
dr = p(t,r)dt + o(t,r)dw. (2.1)

Proces pozostava z dvoch ¢lenov, kde jeden je deterministicky a druhy stochasticky.
Deterministicky ¢len u(t, r)dt nazyvame trend (drift) vyvoja irokovej miery, stochas-
ticky ¢len o(t, r)dw uréuje ndhodné vychylky tohto procesu v ¢ase, pricom dw je zmena
Wienerovho procesu definovaného v predchadzajicej kapitole a o(t, r) sa nazyva vola-
tilita procesu. V jednoduchosti sa da povedat, Ze volatilita urc¢uje velkost ndhodnych
fluktuacii v okoli trendovej funkcie.

Obvykle sa ako driftova funkcia voli u(t,r) = k(0 — r), kde k a 6 st kladné kon-
Stanty. Parameter 6 nazyvame limitnou drokovou mierou a s rychlostou navratu k
limitnej urokovej miere. Lahko vidiet, Ze ked r = 0, je drift nulovy a teda tento ¢len
nemeni okamziti trokovia mieru v danom c¢ase t. Naopak, ¢im vacsi je ich rozdiel v
absolatnej hodnote, tym viac pritahuje drift okamzita trokova mieru r v istom case
t k limitnej hodnote 6. Rychlost nédvratu r k 6 urcuje x a tato vlastnost modelovych
mier nazyvame mean reversion. Stochasticky proces s driftovou funkciou v tomto tvare

sa nazyva Ornstein - Uhlenbeckov mean reversion proces. Pre jeho stredni hodnotu

17



plati
dE(ry) = E(dry) = k(0 — E(ry))dt + E(o(t,r)dw) = k(0 — E(ry))dt,

pri¢om rieSenie tejto diferencidlnej rovnice ma tvar
E(ry) =0+ (E(ro) — 0)e™™

a plati
lim E(r;) = 6.
t—o00
Teraz sa zameriame na Orstein - Uhlenbeckove procesy typu mean reversion. Jednotlivé

modely sa budi o seba li§it tvarom funkcie volatility o(r, ).

Vasickov model

dr = k(0 — r)dt + odw (2.2)

bol odvodeny v praci [13] v roku 1977 ¢eskym matematikom Old¥ichom Vasitkom. Patri
medzi prvé a najjednoduchsie short rate modely, z ¢oho vyplyva relativne jednoduché
vypoctova zlozitost. Za jeho najvicsiu nevyhodu sa povazoval fakt, Ze s nenulovou
pravdepodobnostou pripusta zaporné hodnoty trokovej miery. Ked je r blizke nule,
volatilita je konStantna a je mozné ze proces moéze nadobudnit zaporné hodnoty, ¢o
bola v minulosti pri modelovani drokovej miery neziaduca vlastnost a hlavny nedosta-
tok tohto modelu, no dnes sa uz arokové miery pohybuji aj v zapornych hodnotach,

preto tento argument dnes uz neplati.

Dothanov model so stochastickou diferencialnou rovnicou v tvare
dr = o+/rdw,
disponuje nulovou driftovou funkciou. Bol navrhnuty rok po Vagickovom modeli s cie-
Tom zarud¢it kladné drokové miery tym, Ze volatilita je zavisla od r.
Exponencialny Vasi¢kov model vznikol vyuzitim procesu (2.2) pre z; a defino-
vanim drokovej miery r; = e”*. Dostaneme stochastickid diferenciadlnu rovnicu

dlnr = k(Inf — Inr)dt + odw,
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v ktorej je trokova miera r vzdy kladné.

Cox-Ingersoll-Rossov model (skratene CIR model) odvodeny v praci [4] pridava

zavislost driftu od r. Stochastickéd diferencidlna rovnica pre tento model ma tvar
dr = k(0 — r)dt + oy/rdw. (2.3)

Pre r blizke nule je aj volatilita mala a pre »r = 0 je volatilita nulova, pricom drift
je kladny, ¢o zabezpecuje deterministicky navrat tirokovej miery do kladnych hodnot.
Navyge, ak plati 2x0 > o2 tak dosiahnutie hodnoty r = 0 m4 nulovt pravdepodobnost.

Kratky dokaz tohto tvrdenia moze ¢itatel najst v [8].

Ho a Lee model v tvare

dr = 0(t)dt + odw

je prvy bezarbitrazny model trokovej miery, ktory sa ¢asto pouziva na ocehovanie
derivatov trokovych mier. 6(t) zabezpectuje, aby model dobre fitoval dnesna ¢asovi

Struktiru drokovych mier.

Chan-Karolyi-Longstaff-Sanders model (skratene CKLS model) navrhnuty v
préaci 2] predstavuje zovSeobecnenie Vasickovho modelu a CIR modelu. Stochasticka

diferencidlna rovnica pre r ma tvar
dr = k(0 — r)dt + or’dw, (2.4)

1
kde v > 0 je konStanta. Naozaj pre v = 0 dostaneme Vasickov model a pre v = 5

dostaneme CIR model.

2.2 Zmena miery

Problematika zmeny miery je pomerne zlozita, preto uvedieme k tejto téme iba zé-
kladné myslienky. Podrobnejsie informécie najde citatel v [4]. V naSom pripade je
ciefom zmeny miery, aby isty It6ov proces (napriklad proces daného diskontovaného

podkladového aktiva) pri rizikovo neutralnej miere ) bol martingal. To znamena, ze
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z istého vychyleného Brownovho pohybu v redlnej miere P dostaneme Brownov po-
hyb v silade s definiciou 1.4.1 pri miere Q. Ak oznacime premenné prislusné rizikovo

neutralnej miere vlnovkou, tak podla Girsanovej vety 1.6.4 plati
dw = dw + A(t,r)dt.

Ako sme uviedli na zaciatku tejto podkapitoly, kazdy model kratkodobej irokovej miery
moze byt definovany v reédlnej, alebo rizikovo neutralnej miere. Vseobecny jednofakto-
rovy model (2.1) je v tomto tvare v realnej miere. Tento model po transformacii do

rizikovo neutrélnej miery bude mat tvar
dr = (u(t,r) = Xt, r)o(t,r))dt + o(t, r)dw,

kde A(t,r) sa nazyva trhova cena rizika, ktora blizsie Specifikujeme neskor. Vidime, ze
vo vSeobecnosti plati pre tento prechod, Ze funkcia volatility ostane nezmenené a pre

funkciu driftu plati
filt,r) = p(t,r) = At,r)o(t,r), (2.5)

kde fi(t,r) je rizikovo neutralny drift. Pre Vagickov model (2.2) v redlnej miere mozme

teda priradit jeho ekvivalent v rizikovo neutralnej miere ako
dr = (k(0 — 1) — Ao)dt + odw.
My v8ak budeme v tejto praci pouzivat zapis
dr = (& + Br)dt + odw, (2.6)

pricom
a =kl — Ao 5 = —K.

Neskor, ked budeme kalibrovat modely, sa nam kvoli lep§iemu porovnaniu odhadnutych

parametrov hodi aj zapis pri redlnej miere v tvare
dr = (o + pr)dt + odw, (2.7)

kde
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V zévislosti od kontextu pravdepodobnostnej miery budeme dalej zapisy (2.6) a (2.7)
Vagickovho modelu v tvare vSeobecného linearneho driftu pouzivat a d'alej v préci pre
ne odvodzovat prislusné vztahy.

Pre CKLS model (2.4) zapisany v redlnej miere, je jeho ekvivalent v rizikovo neut-
ralnej miere

dr = (k(0 — 1) — X(r, t)or?)dt + or7dw.
Casto sa zvykne zvolit A(r, t) tak, aby bol vysledny drift linearny. Ak A(r,t) = Ar™—7,
potom vieme model zapisat ako
dr = (& + fr)dt 4+ or"dw, (2.8)
pricom
a =kt — o B=—k.

Podobne ako v pripade Vasickovho modelu, budeme pri kalibréacii v redlnej miere vy-

uzivat tvar s v§eobecnym linedrnym driftom, teda
dr = (a + Br)dt + or’dw, (2.9)

kde

a = kb b= —k.

Dalej budeme pre CKLS model pouzvat zapisy (2.8) a (2.9) v tvare vSeobecného
linedrneho driftu v zavislosti od kontextu pravdepodobnostnej miery.

V dalsom texte budeme rizikovo neutralne parametre modelu oznacovat s vlnovkou,
teda v a B a realne parametre ako a, §. Volatilitu (¢, ) budeme znacit bez vinovky aj
v rizikovo neutralnej miere, lebo pri zmene miery sa meni len drift a volatilita ostava

nezmenena.

2.3 Cena dlhopisu v jednofaktorovych modeloch

V nasledujucich riadkoch odvodime cenu bezkupénového dlhopisu vo vseobecnom jed-
nofaktorovom modeli (2.1) tirokovej miery tak, ako to je v [8]. Nagim cielom je odvodit

parcialnu diferencialnu rovnicu pre cenu dlhopisu P so splatnostou v ¢ase T. P zavisi
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okrem terminéalneho ¢asu 7' aj od okamzitého casu ¢t a od aktualnej hodnoty urokovej
miery 7, t.j. P = P(r,t,T). Z I6ovej lemy 1.5.1 dostavame

B + P or + CW= dt + Jydw = pug(t,r)dt +op(t,r),

0P 0P 2o’pP oP

P = ( ? )
kde pp(t,r) oznacuje drift a og(t,r) volatilitu ceny dlhopisu. Zostrojime portfolio po-
zostavajuce z dlhopisov s dvomi maturitami. V portfoliu budeme mat jeden dlhopis s

maturitou 77 a A dlhopisov s maturitou 75. Hodnota portfélia 7 je
7= P(rt,Th)+ AP(r,t,1T3).
Potom je zmena jeho hodnoty

dr = dP(r,t,T\) + AdP(r,t,T3)

= (pp(r,t,Th) + Aup(r,t,Ty))dt + (og(r,t,T1) + Aog(r,t,Ts))dw.

Nech je pocet A dlhopisov s maturitou 75

UB(T7 ta Tl)

A=_28ntiy)
op(r,t,Ts)

Pre takto zvolent A sa stochasticky ¢len eliminuje a dostaneme bezrizikové portfolio s
deterministickou zlozkou

OB (Tv t? Tl)

dm = (ILLB(T,t,T1> — op (T

,uB(r,t,Tg)> dt.

Aby sme znemoznili arbitraz, vynos tohto portfélia sa musi rovnat kratkodobej bezri-
zikovej irokovej miere r t.j. dm = rmdt, alebo inak

OB (Ta ta Tl)

t, 1)) — ————=
MB(Ta ) 1) UB(T',t,TQ)

,uB(Tv t) TQ) =TT,

kde po dosadeni za m dostavame

OB (7”, t? Tl)
OB (Tu t? TQ)

OB (Ta t? Tl)

ps(rst, Th) = op(r,t,Ty)

up(r,t,Ty) =r (P(r,t,Tl) — P(r,t,T2)> .

Tento vztah implikuje rovnost

pp(r,t,Ty) —rP(r,t,Th)  pp(r,t,Ty) —rP(r,t, 1)
O-B(Tat7T1) B O-B(Tat7T2) .
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Na zaciatku tohto odvodenia sme stanovili ¢asy splatnosti 77 a Ty Tubovolné a teda
tento vyraz nezavisi od maturity dlhopisu. Z toho vyplyva, Ze existuje funkcia A(r,t)

taka, 7e
r,t,T) —rP(rt,T)
O-B(Tu t7 T)

pre vietky T'. Funkciu A nazyvame aj trhova cena rizika, lebo zachytéva ocakavany né-

A ) = P2t (2.10)

rast vynosu dlhopisu na jednotku rizika. Nasim poévodnym zamerom vSak bolo odvodit
parcidlnu diferencidlnu rovnicu pre cenu dlhopisu. T dostaneme dosadenim pg a op
do (2.10) ako

) oP  o*0?P

E—F(M—)\U)E—F?W—TP:O. (2.11)

V momente splatnosti dlhopisu je bez ohladu na aktualnu hodnotu trokovej miery
cena diskontného dlhopisu rovna jednej. Riegenie rovnice P(r,T,T) teda musi spliaf
koncovi podmienku

P(r,T,T)=1 Vr > 0.

2.3.1 Cena dlhopisu vo Vasickovom modeli

V nasledujucich riadkoch opét vychadzame z [8] a ukadzeme, okrem explicitného odvo-
denia ceny dlhopisu pre Vagickov model, aj to, ze funkciu troch parametrov P(r,t,T)
mozme zjednodudit po transformécii 7 = 7' — ¢ na funkciu dvoch parametrov P(r, 7).
Cenu dlhopisu pre Vasickov model budeme teda hladat ako funkciu okamZitej arokovej
miery 7 > 0 a ¢asu do splatnosti 7 € (0,7"). Po dosadeni prislusnych premennych do
(2.11) dostaneme

_ 2 52
_g_P+(&+ﬁr)a_P+O_a—P—rP:O (2.12)
T

or 2 Or?
a podiato¢ni podmienku

P(r,0)=1  Vr>0.

Nech A je kongtanta. Potom budeme hladat rieSenie v tvare

P(r,7) = A(r)e P, (2.13)
kde funkcie A(7) a B(7) budi spliaf pociatoéné podmienky A(0) = 1 a B(0) = 0.
. ... OP OP O*P .
Dosadenim derivacii, —, — a —— vystupujicich v rovnici (2.12) dostaneme
or’ or  0r?

. . 2 ~
(A— ABr) + %BZA — (@ + Br)AB —rA =0.
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Vyjmeme 7 z ¢lenov, ktoré ho obsahuji, aby sme dostali linearnu rovnicu pre 7.
. 0‘2 . ~
(—A + AB? - dAB) +rA (B — 3B - 1) —0.

Ked7Ze rovnica (2.12) musi byt splnena Vr > 0, musi aj tato rovnost platit pre vietky 7.
To plati len vtedy, ak st obe zatvorky rovné nule. Dostavame teda ststavu obycajnych

diferencialnych rovnic

. 0'2
—A+7AB2—&AB = 0
B—fBB—-1 = 0

Oby¢ajna diferencialna rovnica pre B je linearna a preto jej rieSenie, ktoré splia po-

¢iato¢nt podmienku B(0) = 0 je mozné jednoducho néjst v tvare

eBT -1
B = —
(1) 3

Ked uz pozname funkciu B, integrovanim rovnice pre A dostaneme

In A 2
lnA:/dn :/U—BQ—dBdT.
dr 2

Po dosadeni funkcie B(7) a vypocitanim integralu s vyuzitim podmienky A(0) = 1

dostavame

A7) = exp { [T - %(eéT _ 1)} (% 4 ;—;> 4 Aj‘—;u _ ew} |

Po dosadeni funkcii A(7) a B(7) do (2.13) pozname teda explicitné vyjadrenie ceny
dlhopisu vo Vasickovom modeli.
Ak oznadime Casovt Strukturu arokovych mier ako R(r,¢,t 4 7), v ¢ase r a so splat-

nostou v ¢ase t + 7, vieme ju vyjadrit ako

R(T,t,t—i—T):—M: <1+ 1_~€BT> (%+U—~2> +

T

2 BT -1 2 B‘r -1
T Gt i (2.14)
433 T BT

¢o vyuzijeme neskor pri generovani vynosovych kriviek v nasom programe.
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2.3.2 Aproximacia ceny dlhopisu v CKLS modeli

Kedze pre CKLS model neexistuje explicitné vyjadrenie ceny dlhopisu, uvedieme ap-
roxima¢nt formulu a rad presnosti pre jeho cenu tak, ako je to v [12]. Uvazujme CKLS
model pri rizikovo neutrélnej pravdepodobnostnej miere v tvare (2.8). Potom je cena

diskontného dlhopisu P(r, 7),r > 0,7 € (0,7T) rieSenim parcialnej diferencialnej rovnice

- 2—1: %Jgr%% + (& + Br)%—]: —rP=0 (2.15)
s podiato¢nou podmienkou P(0,7) = 1,Vr > 0. Téato parcidlna diferencialna rovnica
zahriiuje aj Vasickov model, ako podmnozinu triedy CKLS modelov. Naozaj, ked do-
sadime v = 0 do (2.15), dostaneme parcidlnu diferencidlnu rovnicu (2.12) pre cenu
dlhopisu vo VaSickovom modeli. Rovnako po dosadeni v = % dostaneme parcidlnu
diferenciadlnu rovnicu pre cenu dlhopisu v CIR modeli, ktorej explicitné rieSenie je
tiez zname (pozri [10]). S vynimkou tychto dvoch modelov, v8ak explicitné rieSenie
pre CKLS model neexistuje, preto uvidzame jednu z jeho aproximécii. Ak zoberieme
rieSenie rovnice (2.13) pre cenu dlhopisu vo Vasickovom modeli z prechiadzajicej pod-

kapitoly, dostaneme pre jeho logaritmus

lanaS(r,T) = <%+ 20;2> (1—B€BT +T> +Zf'_/@23(1_e[3’7')2+ 1 —56/87'70.

Ak v tomto rieSeni zamenime funkcie volatility jednotlivych modelov, ¢ize miesto o

dosadime or” dostaneme aproximéciu rieSenia rovnice (2.15)

~ 2,.2v 1 — BT 2,27 = 1— pr
1nP“p(r,r):<3+”f )( £ +T>+U7: (1- )2+ Be r. (2.16)

go2p g
Ozna¢me teraz P*(r,T) presné, ale nezname rieSenie parciilnej diferencialnej rovnice

(2.15). Potom podla [12] plati
In P (r,7) — P(r,7) = cy(r)7* + o(7*)
ak 7 — 0%, pricom
ca(r) = —2—1477’27_202 26 + 2612 + (27 — 1)r?o?].

Pre dokaz tohto tvrdenia pozri [12].
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3 Metody kalibracie modelov tirokovych mier

Existuju viaceré sposoby kalibracie modelov trokovych mier. Od konkrétnej metody
sa pochopitelne povazuje, aby odhadla model a jeho parametre tak Ze ziskany proces
opisuje ¢o najlepsie skutoény vyvoj trokovej miery, ako aj to, aby vypoctova zlozi-
tost metody bola prijatelna. Pri zlozitejsich algoritmoch, od ktorych o¢akavame Siroké
spektrum testovanych hodnét a vystupov to totiz zaberie isty ¢as na vyratanie, o com
sme sa presvedcili v nami naprogramovanych algoritmoch. Treba vSak jednym dychom
dodat, ze tok programu nemusel byt optimalny.

Vo vSeobecnosti sa daju modely kalibrovat z ¢asového radu kratkodobej trokovej
miery, snahou o ¢o najvac¢siu zhodu teoretickych a redlnych vynosovych kriviek, alebo
kombinéciou tychto dvoch pristupov. Medzi najpouzivanejsie metody kalibracie patria
metoda maximalnej vierohodnosti, kde je mozné vSetky parametre modelu odhadnit
z Casového radu short rate a metoda, ktord minimalizuje vzdialenost teoretickych a
redlnych vynosovych kriviek, kde do algoritmu vstupuji okrem okamzitej urokovej
miery aj vynosové krivky. V dalsej ¢asti prace predstavime c¢itatelovi obe metody. V
praktickej casti naSej prace sme totiz navrhli algoritmy, ktoré vyuzivaji obe spominané

metody a kombinuja ich vystupy.

3.1 Metoéda maximalnej vierohodnosti

V nasledujicich riadkoch najprv odvodime podmienené rozdelenie rokovej miery vo
Vasgickovom modeli, ktoré je potrebné v metdéde maximalnej vierohodnosti. Potom od-
vodime ucelovi funkciu vierohodnosti pre Vasickov model ktorej maximaliziciou zis-
kame odhady parametrov neznameho modelu. Nakoniec tento postup zovseobecnime
tak, ze pre CKLS model (2.4) ziskame aproximaciu vierohodnostnej funkcie. Vychéa-

dzame pritom z [8].

3.1.1 Metéda maximalnej vierohodnosti pre Vasickov model

Podmienené rozdelenie okamzitej irokovej miery je mozné odvodit viacerymi spésobmi.
Napriklad v [8] odvodili autori toto rozdelenie pomocou Fokker - Planckovej parcidlne;j

diferencialnej rovnice. My vSak uviddzame iné odvodenie z rovnakej knihy. Vynasobime
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stochasticki diferencidlnu rovnicu (2.2) pre Vagitkov model vyrazom e=?¢. Vyuzitim

Itoovej lemy pre f(s,t) = e P*r a kratkych tupravach ziskame vztah
d(e %1, = —Bhe Pds + oe P dw,,

ktory ked integrujeme s hranicami od t do t + At dostaneme

AL tHAL
e BHA . Ny —e 7Pl = a/ e Pods + 0/ e B8 dw
¢ ¢

_ Qo BtAY _ Bt A
= 73 (e —e M +o e Pdws.  (3.1)
t

Po tprave dostaneme explicitné vyjadrenie ndhodnej premennej ry,a¢
t+ At
Fear = e "Blry + (1— e’“At)H + ge A / e dws.
t

Podmienené rozdelenie ;4 o; pri danom 7, je normalne a jeho stredn& hodnota je

BAt

«Q
E(repadlre) = e”ry — E(l - eﬂm)-

Pre varianciu plati

t+At
Var(radr) = o280y gy (/ eﬁsdws>
t

t+At 2
_ 0_262—ﬁ(t+At)E |:/ e—ﬁsdw8:|
t

t+At
— 0_2626(t+At) / (6—55>2d8
t

2
= T (o,

2
Pri tiprave tohto vztahu sme vyuzili Itbovu izometriu uvedeni v knihe |7]. Podmienené

rozdelenie ;. A; pri danom r; je teda

BAt - BAL o 28At
rt+At|rt~N(e rt—B(l—e ), %(e —1)) ,
¢o moézeme pre model v tvare (2.2) zapisat ako
2
Teradrs ~ N (e"‘mm +0(1 — 721, g—ﬁ(l — 6_2““)) . (3.2)
Majme teraz ¢asovy rad sStatistickych merani kratkodobej trokovej miery, ktorého hod-

noty oznacime ako rg, ra¢, Toa¢, -, Tvar pOzorované v okamihoch 0, At, 2At, ..., N, At.
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Ak oznacéime

2
2 _ T (2840 _ 4
v 25(6 )

e = At

potom vieme pre tento pripad vyjadrit funkciu hustoty normalneho rozdelenia v tvare

rig1 — e + 2(1 —€)]?
f(ri+1|ri):;€xp{_[ + 6( )] }

22 202

Ked7Ze predpokladame nezavislost pozorovani, vieme vyjadrit funkciu vierohodnosti

ako suc¢in hustot nahodnych, normalne rozdelenych premennych ako

n

1 [ri1 —eri + (1 — ¢)]?
L(a,ﬁ,vg) = H Wexp {— i 2v2ﬂ } ,

pricom CastejSie sa pouziva logaritmickd funkcia vierohodnosti (ktorej argument ma-

=1

xima ostava nezmeneny) v tvare
l(a,B,v*) =InL = M nome? - = i[riﬂ — PRl 4 g(1 — P82 (3.3)
T 2 0% = 6}
Pre model v tvare (2.2) dostaneme
I(e,0,v%) = “Mnore? — L zn:[riﬂ —er; — 0(1 — €))% (3.4)
o 2 20% —

Cielom je maximalizovat funkciu (3.3) vzhlTadom na parametre ¢,6,v? resp. funkciu
(3.4) vzhTadom na «, 3,v%. To dosiahneme pomocou parcialnych derivacii, ktoré tu
uz v8ak neuvadzame a Citatel ich moze najst v [3]. Z takto odhadnutych parametrov
uz Tahko ziskame spétnou transforméaciou parametre k,o. Ak fixujeme parametre 8 a
o, optimalizujeme funkciu (3.3) iba vzhladom na « a vieme explicitne vyjadrit jeho

optimalnu hodnotu ako
a= __b5 i(ri_i_l — PRy, (3.5)
n(efst —1) <
Tento fakt sme pri kalibracii vyuzili tak, ze sme zvolili dostato¢ne Siroky interval pre
parametere 5 a o, v ktorom sme ocakavali ich skuto¢né hodnoty a diskretizovali ich.
Nésledne sme pre kazda kombinaciu 3, o z tychto mnozin vypocitali optimalnu hodnotu
a podla vztahu (3.5). Kazdu trojicu «, §, 0 sme dosadili do funkcie vierohodnosti (3.3)

a z nich vybrali najvicsiu hodnotu. Prislusné odhady «, 3,0 st odhadnuté parametre

modelu podla tejto metody.
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3.1.2 Aproximacia funkcie vierohodnosti pre CKLS model

V tejto podkapitole odvodime aproximéaciu funkcie vierohodnosti podla Nowmana [8|
pre CKLS model (2.4). V pripade, ze 7 = 0 sa odvodena aproximécia bude zhodovat s
funkciou vierohodnosti pre Vasickov model z predchadzajicej podkapitoly. Ide teda o
priamociare zovSeobecnenie, nakolko aj CKLS model je zovSeobecnenim Vasickovho a
inych modelov.

Ak oznadime volatilitu procesu ako o(r) a dosadime ju miesto o do (3.1), dostaneme

t+At t+At
e Py —e Pl = a/ e 7ds +/ o(rs)e P dw,
t t

% Bt+Al) -t At _Bs
— _B(e —e ) + o(rs)e 7 dws.
t

Tento vyraz sa od zodpovedajiuceho vyrazu (3.1) v pripade Vasickovho modelu lisi tym,
ze o(r) je teraz sucastou integralu. Nemozno ho vynat pred integral ako v pripade
Vasickovho modelu, kde nam to potom umoznilo explicitne vypocitat jeho rozdelenie.
Tento integral moézeme v pripade v # 0 iba aproximovat. Predpokladajme teraz, ze
volatilita o(r) je na kratkom intervale [t,¢ + At] kon$tantna. V pripade dostatoéne
malych intervalov je toto rozumny predpoklad a aproximacia sa blizi skuto¢nej hodnote
integralu. Nech sa volatilita rovna hodnote na za¢iatku tohto intervalu, teda o(ry) ~

or] pre s € [t,t + At). Aproximécia integralu teda vyzera nasledovne:
t+AL tHAL
/ U(rs)e_ﬁsdws ~ 07’3/ e P dw,.
t t

Dalej postupujeme rovnako ako v pripade Vagickovho modelu a dostaneme funkciu

vierohodnosti v rovnakom tvare ako (3.3) s tym, Ze vyraz v? sa zmeni na

, O 2BAt 2y
v = %(6 - Driy
a kedze je zavisly od r;, stane sa stucastou sumy, ¢ize mame
n 1 © o'
I, B,v%) = —= In27m0? — — riv1 — €58 + = (1 — 5812, 3.6
(0, ,0) = = 5oz Sl — P SR (3)

i=1
Opit maximalizujeme tuto funkciu vzhladom na «, 3,v?. My sme fixovali parametre
o a vy (kedze v?(o,7), fixujeme vlastne v?) a odhadovali sme parametre realneho driftu
a a f ako dvojrozmerni optimalizaciu pomocou funkcie optim v softvéri R, ktorej

implementacia vyuziva BFGS optimaliza¢ny algoritmus. Téato problematika patri pod
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nelinedrne programovanie, blizSie sa jej nevenujeme a podrobnejsie informacie moze
Citatel najst v [5]. Zvolime teda dostatoc¢ne Siroké intervaly v ktorych o¢akavame sku-
to¢né hodnoty parametrov o,7 a diskretizujeme ich. Pre kazda dvojicu 0,7 z nami
zvolenych intervalov teda dostaneme optimalnu dvojicu «, 3, ktorta ked spolu s prislus-
nou dvojicou 0,7 dosadime do vierohodnostnej funkeie (3.6), obdrzime jej optimalnu
hodnotu pre dand dvojicu o,vy. Podobne ako vo Vasickovom modeli jednotlivé hodnoty
optima porovname a vyberieme ti s najvysSou hodnotou. Prislusné parametre o, 3, o

a 7 predstavuji odhady parametrov CKLS modelu.

3.2 Metéda minimalizujica vzdialenost teoretickych a realnych
vynosovych kriviek

Cielom tejto metdédy je minimalizovat urCiti mieru vzdialenosti medzi skuto¢nymi
a modelom implikovanymi vynosovymi krivkami. V tejto podkapitole vychadzame z
¢lanku [12], kde je funkcia vzdialenosti dana ako
1 ¢\ 2

F=— 2 ; wi; (R(7;,7:) — Rij)?, (3.7)
kde ry,...,14,...,7, je krdtkodobé trokova miera pozorovand v i-ty dei, 7q,...,7j, ..., T
je j-ta maturita urokovych mier, R(7;,7;) je teoretickd irokova miera pre 7; s maturitou
7; vypocitané z modelu, R;; je irokova miera pozorovand v i-ty deil s maturitou 7; a w;;
st zodpovedajice vahy pre konkrétny rozdiel teoretickej a skuto¢nej tirokovej miery v
i-ty defi s maturitou 7;. Podl'a vztahu (1.1) ak pozname cenu dlhopisu P(7,r), vieme pri
danych maturitach vypoditat aj ¢asova Strukttru arokovych mier R(7,r) implikovant
modelom. Pre Vasickov model sme odvodili presné riesenie parcidlnej diferencidlne;j
rovnice (2.12) v tvare (2.13). Pre CKLS model pozname iba jeho aproximéciu (2.16).
V oboch pripadoch sa daji prirodzené logaritmy rieSeni prepisat ako linedrna funkcia

parametrov & a o>

In P(T7 T) = CO(Tv T) + C1 (Tv T)d/ + CQ(Ta 7“)0‘27

kde v oboch modeloch maji koeficienty ¢y a ¢; tvar

Co(Tj,Ti) = ,rl(l_’# Cl(Tj) = % (ﬂ —|—Tj> .

30



V zavislosti od modelu sa bude liSit koeficient co. Najprv rozoberieme pripad Vagickovho

modelu.

3.2.1 Odhady pre Vasickov model

Koeficient ¢, moézeme v pripade Vagickovho modelu napisat ako

1 [1—€fm (1 — ePmi)2
CQ(Tj)Z_~ —~+T]+—~
23 B 26
Toto vyjadrenie dosadime do (3.7)a pre Vasi¢kov model dostaneme
1 n m w;; )
F = % Z Z 7_—2] [Co(Tj, Ti) + Cl(Tj)O[ + CQ(T]‘)UQ + RijTj]z . (38)
i=1 j=1 J

Od tohto momentu sa mozné pristupy k hladaniu optima tejto funkcie lisia. My sme pri
kalibrécii pouzili metddu, kde sme fixovali parametre B a o a dostali sme jednorozmerni
optimalizaciu pre parameter &. Ak teda fixujeme parametre Bao je tento funkcionél

kvadraticka funkcia parametra & a jeho optiméalna hodnota je

Z E] 1 zﬁj [CO(Tﬁrl) + C2(TJ)‘7 + RUTJ] Cl(TJ)

Z’L 12] li;JCI(T])Q

o}
I

(3.9)

Ak zvolime dostatocne Siroké intervaly v ktorych ocakavame skutoéné hodnoty pre
parametre B , 0 a diskretizujeme ich, vieme pre kazda ich kombinaciu vyratat optimalnu
hodnotu & podla vztahu (3.9). Naslednym dosadenim prislusnej trojice do (3.8) ziskame
optimélnu hodnotu tcelovej funkcie pre dané B ac. Optimalna trojica parametrov bude

ta, pre ktort sa nadobtida najmensia hodnota ucelovej funkcie F'.

3.2.2 Odhady pre CKLS model

Koeficient c; je v pripade CKLS modelu v tvare

P2 11— P (1 — P2
CQ(TJ') = 2—32 T+Tj+2—/é

Ked dosadime cenu dlhopisu v tomto tvare do (3.7) podobne dostédvame

n m

Wi
ZZ T] co(7,73) + c1(15)@ + ea(Tj) 0 —I—RUT]]Q. (3.10)
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V CKLS modeli okrem parametrov d,ﬁ a o odhadujeme aj parameter . Tak isto
sa da zvolit viacero postupov na najdenie optima tohto funkcionalu. My sme fixo-
vali parametre o a v a odhadovali sme parametre rizikovo neutrélneho driftu & a B
ako dvojrozmernu optimalizaciu pomocou funkcie optim v softvéri R, podobne ako pri
metode maximalnej vierohodnosti pre tento model. Zvolime teda dostatoc¢ne Siroké in-
tervaly v ktorych ocakavame skuto¢né hodnoty parametrov o, a diskretizujeme ich.
Pre kazda dvojicu o, teda dostaneme optimalnu dvojicu @, B, ktoru ked spolu s pri-
slusnou dvojicou o, v dosadime do tcelovej funkcie F', obdrzime jej optimalnu hodnotu
pre dant dvojicu o, 7. Jednotlivé hodnoty optima opét porovndme a vyberieme tu s
najnizsou hodnotou. Prislusné parametre a, B, o a v predstavuji odhady parametrov

touto metodou pre CKLS model.

3.3 Odhad trhovej ceny rizika

V praci [3] sa navrhuje odhadnut trhova cenu rizika pomocou minimalizacie vzdia-
lenosti teoretickych a redlnych vynosovych kriviek. V prvej faze sa odhadni vSetky
parametre modelu okrem trhovej ceny rizika bud metédou maximalnej vierohodnosti,
alebo minimalizaciou vzdialenosti trhovych a teoretickych vynosovych kriviek. V dru-
hej faze minimalizujeme vzdialenost vynosovych kriviek s tym, Ze jedinym neznamym
parametrom v tcelovej funkcii je trhova cena rizika A\ a teda ide o jednorozmerni
optimalizaciu.

V nasSej praci vSak optimalizujeme jednu sadu dat stucasne pomocou funkcie viero-
hodnosti aj minimalizacie vzdialenosti redlnych a teoretickych vynosov. Najprv teda
odhadneme vSetky parametre modelu v realnej aj rizikovo neutrilnej pravdepodobnost-
nej miere a potom zo ziskanych odhadov konecne odhadneme aj trhovi cenu rizika.

Pre vSeobecny jednofaktorovy model plati (2.5):

ft,r) = p(t,r) — Ar)o(t,r),
kde fi(t, r) je drift modelu v rizikovo neutralnej miere a u(t, r) je drift pri redlnej miere.
Inak povedané rizikovo neutralny drift ziskame cez minimalizaciu vzdialenosti trhovych
a teoretickych vynosov a redlny drift met6dou maximalnej vierohodnosti. Pre Vasickov

teda plati
&+ fBr=a+pr—Ao. (3.11)
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V nasej praci sme optimalizujeme Vagickov model pomocou dvoch popisanych metod
pri fixovanej bete a sigme. V tomto pripade to znamena 3 = § a teda mozme vyjadrit

A ako konStantu nezavisla od r v tvare

V pripade odhadu trhovej ceny rizika pre CKLS model postupujeme analogicky, ¢ize
podla (2.5) dostavame

&+ Br=a+ Br—ror.
Ako sme pisali, pri odhadovani tohto modelu fixujeme o a ~ pre obe pouzité metody
a teda na rozdiel od Vagitkovho modelu mame f3 # [ a odhadujeme osobitne obomi
metodami oba parametre driftu «, 8 resp. &, B Pre trhova cenu rizika teda plati

)\(T):Oé_&"‘(ﬁ_g)rz0‘_6‘4_5_570177_

or7y or?y o
V CKLS modeli je teda A(r) naozaj zavisla od okamzitej arokovej miery r.

(3.12)

3.4 VylepSenie kalibracie Vasickovho modelu

Podla prac [1] a [9] je odhad driftu metédou maximélnej vierohodnosti pre maly pocet
dat velmi vychyleny, o ¢om sme sa presveddili aj v testoch na vygenerovanych datach
podla podmieneného rozdelenia trokovej miery. Odhady parametrov «a a 5 st opacne
vychylené (5 nadol, o nahor) tak, Ze ich pomer, teda povodny parameter 6, ostava
pomerne robustny. Odhady vSetkych parametrov st asymptoticky presné pre vSetky
parametre Vasickovho modelu. V praxi nam metdéda maximalnej vierohodnosti davala
pri radovo desiatkach dat velmi vychylené odhady, pri stovkéach to zaviselo od konkrét-
nej sady dat a az pri tisickach dat odhadovala met6d parametre § a « relativne presne.
V situéciach, kde sa bezne kalibruje model zo ¢asového radu short rate za jeden kvartal,
teda 63 hodndt, si tento problém vyzaduje aspon ¢iasto¢né rieSenie. Ukazalo sa, Ze me-
toda maximalnej vierohodnosti, ako aj metoda zalozena na minimalizacii vzdialenosti
redlnych a teoretickych vynosovych kriviek davala velmi presné odhady pre parameter
0. Po prvotnych odhadoch obomi metédami navrhujeme teda v druhom kroku zafixo-
vat parameter o na hodnote aritmetického priemeru pre odhadnuté optimalne hodnoty

o a o, teda
o+o

2

(3.13)

O fig =
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Ak oznacéime
o

tak sa v pripade kon§tantnej o = o, logaritmicka funkcia vierohodnosti pre Vasickov

rigr — P8+ = (1 — PR = S,

model zmeni na

626At -1

o, B) = 3 <ln 2m0fip + 10 28 ) + 0%, (1 — e205%) ;S .

Tuato funkciu treba maximalizovat vzhladom na «, 5. Skisime teda najst jej parcidlne

derivacie podla tychto premennych v bode maxima. Po kratkych upravach dostdvame

o1
o 2p

+ {% [B(eQ’BAt _ 1) - 262At62’8m] isa} +

=1

[nafcm(l — PR (2RI BAL 4 PR 1)] +

+2(1 . ezﬂAt)(eﬁAtAt) Z S (Ti + %) = 0.
=1

Pre druhu parcialnu derivaciu v bode maxima plati

ol 1 — ePAt -
Do o2(1 — e2BAt) Z 5=0

i=1
Z tejto ststavy rovnic nevieme explicitne vyjadrit argument maxima («, 3), preto sme
v nasom programe zafixovali premennti S a odhadovali @ pomocou funkcie optimize ako
jednorozmernt numerickd optimalizaciu. Iterdciou cez diskrétny vektor hodnodt 5 sme
pre kazdia hodnotu 5 dostali optimélnu « a optiméalnu hodnotu I(«a, 8). Ako koneént
optiméalnu kombinaciu nakoniec vyberieme t1, pre ktorii sa dosahuje najvicsia hodnota
l(a, B).

V metéde minimalizacie vzdialenosti teoretickych a trhovych vynosovych kriviek sa
pri konstantnej o vo vyrazoch (3.8) a (3.9) iba zameni premenna o za oy, a dalej

postupujeme rovnako s jedinym rozdielom, Ze iterujeme iba cez premennu f3.
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4 Testovanie programov na vygenerovanych datach

V tejto kapitole analyzujeme testy naSich programov v softvéri R na vygenerovanych
datach. Pod vygenerovanymi datami rozumieme data vygenerované pre nam znamy
model a jeho hodnoty parametrov pomocou podmieneného rozdelenia trokovej miery.
Nasledne vygenerujeme aj prislusné vynosové krivky pre urcené maturity. Kedze ka-
librujeme dva modely trokovej miery, aj data musime generovat dvomi sposobmi. V
pripade Vagickovho modelu to nie je problém, pretoze sme odvodili podmienené roz-
delenie trokovej miery (3.2) v tomto modeli, ako aj vztah (2.14) pre ¢asovu Struktiru
urokovych mier. Pre CKLS model vSak nepozname podmienené rozdelenie kratkodo-
bej trokovej miery pre 7 intt ako 0, alebo 0,5. Preto nemo6zme vygenerovat short rate
presne pre Tubovolny CKLS model. KedZe pri generovani dat pomocou podmieneného
rozdelenia rokovej miery pozname presné parametre modelu, slizi kalibracia na tychto
datach hlavne na otestovanie naprogramovanych algoritmov. Pre tento ticel ndm teda
bohato posluzi CIR model (2.3), teda CKLS model s v = 0, 5.

Na presné generovanie ¢asového radu kratkodobej trokovej miery potrebujeme po-
znat jej podmienené rozdelenie. Nech pozndme hodnotu trokovej miery r; nameranej
v Case i. Podla [11] je podmienené rozdelenie urokovej miery r;;; v Case i + 1 > i

podmienené hodnotou r; necentralny chi-kvadrat

Tiy1|ri ~ CX:12(f)a (4.1)
pricom
R NEYN o - A[3ePAt
C—EU(Q —1) d—? —mm.

Blizsie informécie napriklad, napriklad o strednej hodnote a variancii tohto rozdelenia
néajde ¢Citatel v [10]. Teraz uvedieme vzorec, ktory sme pouZzili na generovanie ¢asovej

Struktary drokovych mier pre CIR model, ktory je odvodeny v (8]

12K6 29T/
702 Wt ) (e — 1)+ 20

R(rit,t+71)=— +
1 2(e®” — 1)

TGO D2 42

kde

Y =kK+ Ao ¢:\/(H+/\0)2+20'2.

35



4.1 Vasickov model - dvojkriteridlna optimalizicia pri volnej

volatilite (Kalibracia 1)

Cielom tejto podkapitoly je objasnit novi dvojkriteridlnu metédu na odhad paramet-
rov «a, 5 a o Vasickovho modelu v tvare (2.6). Pri zohladneni jedného kritéria sa za
najucinnejsie metoédy povazuji maximalizacia funkcie vierohodnosti a minimalizacia
vzdialenosti redlnych a modelom implikovanych vynosovych kriviek. V tejto metode
sa pokusame odhadnut parametre modelu tak, ze optimalizujeme stcasne obe kritéria.
NaSou tlohou je odhadnut nezname parametre Vasickovho modelu z historickych dat
priebehu short rate a vynosovych kriviek. Zhrnutie tohto pristupu uvadzame v nasle-

dovnej schéme.

Kalibracia 1: Vasi¢kov model pri vol'nej o

Vstupy

e Skuto¢né hodnoty parametrov «, 3,0 odhadovaného modelu

e Pocet vygenerovanych trokovych mier n, vektor maturit irokovych mier 7 s dlz-

kou m, casovy tGsek medzi dvomi pozorovaniami dt

e Mnoziny testovanych hodnot parametrov 8 a o

Algoritmus

e Vygenerovat urokové miery a vynosové krivky na zaklade skutocnych hodnot

parametrov modelu

e Pre kazdu kombinéaciu 3,0 z mnoziny testovanych hodnét vyratat vzhladom na
minimalizaciu hodnoty zapornej funkcie vierohodnosti (3.3) optimalnu hodnotu

a podla (3.5)
e Dosadit vsetky trojice 3, o, a do ucelovej funkcie a vybrat minimum
e Pre kazdu kombinéaciu 3,0 z mnoziny testovanych hodnoét vyratat vzhladom na

minimalizaciu hodnoty funkcionalu (3.8) optimélnu hodnotu & podla (3.9)
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Dosadit vSetky trojice (3, 0, & do ucelovej funkcie a vybrat minimum

Pre kazdu kombinéciu 3, o vyratat trhova cenu rizika A

Identifikovat efektivne kombinécie parametrov, vyhovujuce vztahu (4.3)

Vyratat pre kazdy efektivny bod dvojkriteridlnu mieru efektivity - 2krit podla
(4.4)

Vystupy
e Odhady parametrov «, 3,0 podla metody maximélnej vierohodnosti

e Odhady parametrov &, 3,0 podla minimalizacie miery vzdialenosti medzi teore-

tickymi a trhovymi vynosmi

e Efektivne kombinacie parametrov a odhady o, &, 3, 0, A, 2krit pre kazdy z efek-

tivnych bodov

e Grafické zobrazenie vSetkych, aj efektivnych bodov

Uloha moze znief takto:

Predpokladajme, Ze sa kratkodoba trokova miera riadi VaSickovym modelom. K dis-
pozicii mame hodnoty short rate za jeden stvrt rok (teda 63 hodnét) pre kazdy obcho-
dovatelny den a prislusné vynosové krivky. Odhadnite parametre «, 3,0 neznameho
Vasickovho modelu.

V tejto podkapitole vygenerujeme short rate podla vztahu (3.2) a prislugné vynosové
krivky podla (2.14). Funkcional (3.8) minimalizujeme, kym vierohodnostni funkciu
(3.3) treba maximalizovat. My vSak budeme minimalizovat —In L, aby sme optimali-
zovali obe ucelové funkcie jednym smerom a mohli ich hodnoty vykreslit a porovnat v
jednom scatterplote.

Vidime, Ze ML odhad optimalizujeme vzhladom na «, § a o a fitujeme krivky vzhla-
dom na &, a o. V pripade fixovanych hodnot 5 a o vieme explicitne vyjadrit opti-
malnu hodnoty parametra « ako (3.5) a parametra & ako (3.9). Naslednym dosadenim
optimalnych parametrov a prislusnych dvojic f a o vieme zistit hodnoty ucelovych

funkecii.
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V naSom programe v softvéri R sme si teda zvolili mnoziny diskrétnych hodnot z
istych intervalov pre § a o, v ktorych predpokladame vyskyt skutoénych hodnot. Pre
kazdi kombinaciu 5 a o sme vypocitali a a @ a dosadili trojicu «, 8,0 do (3.3), resp.
&, f,0 do (3.8). Ak sme napriklad zvolili 50 testovanych hodnét pre § a 60 hodnot pre
o, dostali sme celkom 50 x 60 = 3000 hodno6t oboch tcelovych funkcii. Zaznamenané
hodnoty oboch tcelovych funkcii sme potom vykreslili do scatterplotu z ktorého sme
potom vyhodnocovali efektivnost alebo neefektivnost jednotlivych bodov a teda kom-
binécii parametrov. Efektivne body st také, ktoré si v zmysle posudenia oboch kritérii
optimélne, ¢o neskor presne definujeme. Vysledky dvojkriteridlneho pristupu sa lisia
od jednokriterialneho tym, 7e v pripade vyhodnocovania dvoch kritérii sa najcastejsie
ukézalo efektivnych bodov viac. To znamena Ze nemozeme jednoznacne prehlasit jedina
kombinéciu parametrov za optiméalnu, ako je to v pripade jednokriteridlneho pristupu.
Ukazeme si niekol’ko vystupov nasho programu pre 63 (Stvrt rok) dennych hodnot short
rate.

Najprv sme teda vygenerovali 63 short rate-ov podla podmienenej hustoty normal-
neho rozdelenia (3.2). Parametre, podla ktorych sa tieto hodnoty generovali (mozeme
ich nazvat skuto¢né parametre modelu) sme si sami urcili a uvadzame ich v nasledovnej

tabulke:

Nazov parametra a [ o n m dt

Hodnota parametra | 0.05 -1 0.06 63 12 1/252

Pre uplnost, vektor ¢asov do splatnosti 7 je 12 miestny vektor s rovnomerne rozlozenymi
hodnotami medzi 1/12 a 1, ¢ize ¢asy do splatnosti rasti o 1 mesiac. Vygenerovany

priebeh short rate zobrazuje nasledovny obrazok 4.1.
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Obr. 4.1: Priebeh short rate

Mnoziny, pre ktoré testujeme parametre 5 a o, sme zvolili tak, aby dostato¢ne po-
kryvali skuto¢né parametre modelu a ich okolie a zaroven, aby bolo delenie dostatocne

jemné. Su nasledovné:

8| {-2.0,-19,..,—0.2,—0.1}
o | {0.01,0.02,...,0.19,0.20}

Vysledky odhadov podla metody maximélnej vierohodnosti:

Néazov parametra « 6 o -InL

Odhad parametra | 0.2565715 -2 0.05 -265.8918116

Pozorujeme vychylenost odhadov 5 a o« pomocou tejto metody popisani v pracach [1]
a [9]. V pripade fitovania kriviek potrebujeme aj realne vynosové krivky R;;. Pre acely
overenia postupu vsak teraz vygenerujeme vynosové krivky na zaklade skuto¢nych pa-
rametrov modelu. Posltzi nadm to zaroven na overenie spravnosti postupu a nagho kodu,
kedze hodnota funkcionalu (3.8) v optime bude nulova a odhadnuté parametre tymto
sposobom by mali byt zhodné so skutoénymi parametrami. Naozaj, z tejto metody

dostavame odhady:
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Néazov parametra | a« [ o F

Odhad parametra | 0.05 -1 0.06 2.910042 x 10733

Hodnota funkcionalu 2.910042 x 10732 m4a byt v optime teoreticky nulova, prakticky
vSak dostdvame mali numerickd chybu sposobent vypoc¢tovym algoritmom a zaokrih-
Tovanim v softvéri R. Vzhladom na jej rad je v8ak zanedbatelna.

Ked uZ pozname obe hodnoty tcelovych funkcii pre kazda kombinaciu parametrov,
vieme podla vztahu (3.11) vypo¢itat trhovi cenu rizika A, ktoré s vo Vasickovom mo-
deli nezavisle od r, teda konstanty. Uvedieme ich pre niektoré kombinécie parametrov,
ktoré nazveme optimalne.

Na obréazku 4.2 vidime scatterplot vSetkych kombinécii parametrov, teda 20 x 20 =

400 bodov.
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Obr. 4.2: Scatterplot kombinécii

Cielom je najst vSetky efektivne body tohto grafu. Efektivne body st prave tie body,
ktoré st v zmysle postdenia oboch kritérii optimalne. Ak ozna¢ime mnozinu v8etkych
posudzovanych bodov ako M, potom je bod x efektivny, ak patri do nasledovnej mno-
ziny E:

E={x;Vy e M : (x[-InL] < y[—InL)) V (z[F] < y[F])}. (4.3)
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Z hladiska nasho grafu su to také body, ktoré nemaja Ziadne iné body v smere vlavo
dole, pripade presne vlavo alebo presne nadol od nich. Vo vSeobecnosti sa efektivne
body nachédzaji v Tavom dolnom rohu grafu, pripadne na jeho spodnej alebo Tavej
hranici, kedZe v smere oboch osi optimalizujeme prave tymto smerom. Priblizenie a
zobrazenie optim podla jedného kritéria ¢ervenou farbou a vsetkych ostatnych efektiv-

nych bodov zelenou farbou zobrazuje obrazok 4.3.
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Obr. 4.3: Efektivne body

V tomto pripade mame 12 efektivnych bodov. Pre kazdy efektivny bod by bolo
vhodné urcit mieru jeho dvojkriterialnej efektivity, ktora by hovorila o tom, ako velmi je

bod optimalny pri posideni oboch kritérii. Od tejto charakteristiky budeme pozadovat:

e chceme ju iba pre efektivne body (teda v pomyselnom $tvorci okolo nich st optiméa

podla jedného kritéria v Tavom hornom a pravom dolnom rohu),

e optiméa podla jedného kritéria by mali mat dvojkriteridlnu efektivnost nulovi,
lebo oproti ostatnym efektivnym bodom najmenej kombinuja dve pouzité metody
na optimalizaciu, napriek tomu Ze sit maximéalne efektivne vzhladom na jednu z

nich,

e teoreticky bod v Tavom dolnom rohu by mal mat efektivnost 100, lebo je maxi-

malne efektivny pre obe metody.
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VzhIadom na tieto poziadavky sme pouZili postup, kde ratame relativne efektivnosti
bodov podla metédy maximalnej vierohodnosti, resp. minimalizacie strednej vaZenej
kvadratickej chyby medzi teoretickymi a skuto¢nymi vynosmi. Po vynasobeni tychto
dvoch ¢isel dostaneme vysledntu dvojkriterialnu efektivitu, ktora splia pozadované
vlastnosti. Ak oznac¢ime dM L rozpétie hodnot tcelovej funkeie (3.3) pre efektivne body
a dF ako rozpétie hodnot (3.8) pre tieto body, potom vieme dvojkriteridlnu efektivnost
pre dany bod X vyjadrit v percentach ako

max(—InL) — X[—InL] max(F) — X[F]
dML dF

Eoprit = 100, (4.4)

kde maz(—InL) je maximalna hodnota zapornej funkcie vierohodnosti pre efektivne
body a max(F) maximalna hodnota funkcionalu F.

Samozrejme, toto nie je jediny mozny pristup k tejto charakteristike. Mohli by sme
napriklad pocitat aritmeticky priemer efektivnosti podla jednotlivych metod, to by
vSak nespliialo nase poziadavky na tato vlastnost.

Dolezité idaje (hodnoty parametrov a uc¢elovych funkeii pre tento bod), ktoré sa ich
tykaji sme ulozili do matice effectivePoints na obrazku 4.4, kde 2krit vyjadruje mieru

dvojkriteridlnej efektivity vyjadrent v percentach.

> effectivePoints

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6]
alpha(-TnL) 2.565715e-01 2.506063e-01 2.446410e-01 2.386757e-01 2.327105e-01 2.267452e-01
alpha(F) 1.067560e-01 1.010628e-01 9.536860e-02 8.967338e-02 8.397710e-02 7.827976e-02
beta -2.000000e+00 -1.900000e+00 -1.800000e+00 -1.700000e+00 -1.600000e+00 -1.500000e+00
sigma 5.000000e-02 5.000000e-02 5.000000e-02 5.000000e-02 5.000000e-02 5.000000e-02
Tambda 2.996310e+00 2.990869e+00 2.985448e+00 2.980047e+00 2.974668e+00 2.969310e+00
-1nL -2.658918e+02 -2.658913e+02 -2.658906e+02 -2.658899e+02 -2.658890e+02 -2.658881e+02
F 1.375808e-06 1.164808e-06 9.626548e-07 7.714835e-07 5.937494e-07 4.322711e-07
2krit 0.000000e+00 1.532606e+01 2.998551le+01 4.381936e+01 5.664669e+01 6.826170e+01

[,7] [,8] [,9] [,10] [,11] [,12]
alpha(-TnL) 2.207800e-01 2.148148e-01 2.088495e-01 2.028843e-01 1.969191e-01 1.969191e-01
alpha(F) 7.258132e-02 6.688177e-02 6.118109e-02 5.547925e-02 4.977624e-02 5.000000e-02
beta -1.400000e+00 -1.300000e+00 -1.200000e+00 -1.100000e+00 -1.000000e+00 -1.000000e+00
sigma 5.000000e-02 5.000000e-02 5.000000e-02 5.000000e-02 5.000000e-02 6.000000e-02
Tambda 2.963974e+00 2.958660e+00 2.953369e+00 2.948101e+00 2.942856e+00 2.448651e+00
-TnL -2.658871e+02 -2.658859e+02 -2.658846e+02 -2.658833e+02 -2.658818e+02 -2.650935e+02
F 2.902833e-07 1.714952e-07 8.015823e-08 2.114419e-08 3.359755e-11 2.910042e-33
2krit 7.843040e+01 8.688681e+01 9.332865e+01 9.741245e+01 9.874799e+01 0.000000e+00

Obr. 4.4: Efektivne body

Vidime, ze najvyssiu dvojkriteridlnu efektivitu maji body 9,10 a 11, preto ich v

istom zmysle mozeme povazovat za najviac doveryhodné odhady.
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4.2 Vasickov model - dvojkriteridlna optimalizacia pri pevnej

volatilite (Kalibracia 2)

Teraz aplikujeme algoritmus popisany v podkapitole 3.4 na vysledky ziskané v pred-
chadzajucej podkapitole, teda zafixujeme odhad o na hodnote aritmetického priemeru
odhadov tohto parametra podla oboch pouzitych metod, v tomto pripade na hodnote

0 iz = 0.055. Zhrnutie tohto pristupu uvddzame v nasledovnej schéme.

Kalibracia 2: Vasickov model pri pevnej o

Vstupy

e Prislusné vygenerované trokové miery a vynosové krivky z predchadzajiceho

postupu
e Mnozina testovanych hodno6t parametru S

e Odhady parametru o podla funkcie vierohodnosti, resp. minimalizécie vzdiale-

nosti trhovych a modelom implikovanych vynosov

Algoritmus

e Zafixovat hodnotu oy;, na hodnote aritmetického priemeru odhadov oboch pou-

zitych metod

e Pre kazdd 8 z mnoziny testovanych hodnét a oy, vyratat vzhladom na mini-
malizaciu hodnoty zapornej funkcie vierohodnosti (3.3) optimalnu hodnotu (3.5)

pre «
e Dosadit vSetky trojice 3, 0y, o do ticelovej funkcie a vybrat minimum

e Pre kazdu f z mnozZiny testovanych hodnot vyratat vzhladom na minimalizéciu

hodnoty funkcionalu (3.8) optimélnu hodnotu 3.9 &
e Dosadit vSetky trojice 3, 0y, & do ucelovej funkcie a vybrat minimum
e Pre kazdu  z mnoziny testovanych hodnoét vyratat trhova cenu rizika A

e Identifikovat efektivne hodnoty parametra (3, vyhovujice vztahu (4.3)
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e Pre kazdy efektivny bod vypocitat mieru dvojkriteridlnej efektivity
Vystupy
e Odhady parametrov o, 3, 0y, podla metédy maximalnej vierohodnosti

e Odhady parametrov &, 3, 0, podla minimalizicie miery vzdialenosti medzi te-

oretickymi a trhovymi vynosmi

e Efektivne parametre S a odhady «, &, 8, A, 2krit pre kazdy z efektivnych bodov

pri volatilite o,

e Grafické zobrazenie vSetkych, aj efektivnych bodov

Odhady parametrov, podla met6dy maximalnej vierohodnosti uvadzame v nasle-

dovnej tabulke:

Néazov parametra Q B Ofia -InL

Odhad parametra | 0.2565715 -2 0.055 -275.4752628

Odhady podla véazenej strednej kvadratickej chyby medzi teoretickymi a trhovymi

vynosovymi krivkami su:

Néazov parametra o B Ofix F

Odhad parametra | 0.04988304 -1 0.055 9.180323 x 10712

Podla vztahu (3.11) doratame kongtantné trhové ceny rizika, pre kazda kombinaciu
parametrov. KedZe sme zafixovali hodnotu o, iterujeme a poc¢itame hodnoty tacelovych
funkcii iba pre rozli¢né hodnoty [ a teda dostaneme v tomto pripade celkovo 20x1 = 20
bodov v scatterplote. V8etky jeho body, kde opdt mame optimé podla jedného kritéria
zobrazené cervenou farbou a vSetky ostatné efektivne body zelenou farbou zobrazuje

obrazok 4.5.
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Podstatné informacie tykajice sa tychto bodov sme ulozili do matice effectivePo-

intsFix na obrazku 4.6.

> effectivePointsFix

[,1] [,2] £,3] [,4] £,5] [,e]
alpha(-TnL) 2.565715e-01 2.506063e-01 2.446410e-01 2.386757e-01 2.327105e-01 2.267452e-01
alpha(F) 1.068363e-01 1.011452e-01 9.545320e-02 8.976030e-02 8.406647e-02 7.837168e-02
beta -2.000000e+00 -1.900000e+00 -1.800000e+00 -1.700000e+00 -1.600000e+00 -1.500000e+00
sigma 5.500000e-02 5.500000e-02 5.500000e-02 5.500000e-02 5.500000e-02 5.500000e-02
Tambda 2.722459e+00 2.717474e+00 2.712505e+00 2.707554e+00 2.702619e+00 2.697701e+00
-nL -2.754753e+02 -2.754723e+02 -2.754692e+02 -2.754661e+02 -2.754629e+02 -2.754596e+02
F 1.375588e-06 1.164593e-06 9.624458e-07 7.712831le-07 5.935604e-07 4.320970e-07
2krit 0.000000e+00 1.397927e+01 2.463466e+01 3.191776e+01 3.583509e+01 3.646170e+01

[.7] [.8] [.9] [,10] [,11]
alpha(-TnL) 2.207800e-01 2.148148e-01 2.088495e-01 2.028843e-01 1.969191e-01
alpha(F) 7.267593e-02 6.697920e-02 6.128148e-02 5.558276e-02 4.988304e-02
beta -1.400000e+00 -1.300000e+00 -1.200000e+00 -1.100000e+00 -1.000000e+00
sigma 5.500000e-02 5.500000e-02 5.500000e-02 5.500000e-02 5.500000e-02
Tambda 2.692801e+00 2.687919e+00 2.683055e+00 2.678210e+00 2.673382e+00
-TnL -2.754562e+02 -2.754527e+02 -2.754491e+02 -2.754455e+02 -2.754418e+02
F 2.901280e-07 1.713634e-07 8.005541e-08 2.107679e-08 9.180323e-12
2krit 3.395750e+01 2.858666e+01 2.074088e+01 1.096701e+01 0.000000e+00

Obr. 4.6: Efektivne body

Najvyssiu mieru dvojkriteridlnej efektivity maja body 5, 6 a 7.

4.3 CKLS model - dvojkriteralna optimalizacia (Kalibracia 3)

V tejto podkapitole opiSeme a otestujeme algoritmus dvojkriteridlnej kalibracie CKLS
modelu z vygenerovanych dat. Ako sme uviedli v podkapitole 3.1.2, nepozname podmie-

nené rozdelenie okamzitej tirokovej miery pre ubovolny parameter v v CKLS modeli.
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Pozname ho pre hodnoty v = 0 (Vasi¢kov model) a v = 0,5 (CIR model). Kedze Va-
Sickov model sme uz kalibrovali, rozhodli sme sa generovat kratkodobu urokovi mieru
pre CIR model podla pravdepodobnostného rozdelenia (4.1) a vynosové krivky podla
(4.2). Treba poznamenat, Ze toto je najpresnejsi sposob generovania short rate, lebo
vyuziva odvodené podmienené rozdelenie okamzitej tirokovej miery, avsak nie je jediny.
Napriklad v [11] autor generoval hodnoty pomocou aproximécie. Uvadzame schému al-

goritmu:

Kalibracia 3: CKLS model

Vstupy

e Skuto¢né hodnoty parametrov «, §,0 odhadovaného CIR modelu (CKLS s v =
0,5)

e Pocet vygenerovanych trokovych mier n, vektor maturit irokovych mier 7 s dlz-

kou m, ¢asovy tisek medzi dvomi pozorovaniami dt

e Mnoziny testovanych hodno6t parametrov o a

Algoritmus

e Vygenerovat urokové miery a vynosové krivky na zaklade skutocnych hodnot

parametrov modelu

e Pre kazdu kombinaciu o, z mnoziny testovanych hodnot vyratat vzhladom na
minimalizaciu hodnoty aproximécie zapornej funkcie vierohodnosti (3.6) opti-

méalne hodnoty a a 3
e Dosadit vsetky Stvorice o,7v, a, f do tcelovej funkcie a vybrat minimum

e Pre kazdi kombinaciu o, z mnoziny testovanych hodnét vyratat vzhladom na

minimalizaciu hodnoty funkcionalu (3.10) optimalne hodnoty & a g
e Dosadif vietky stvorice o, 7, @, 3 do tcelovej funkcie a vybrat minimum

e Pre kazdu kombinaciu o,y vyratat trhovi cenu rizika A(r) ako funkciu short rate
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e Identifikovat efektivne kombinacie parametrov, vyhovujice vztahu (4.3)

e Pre kazdy efektivny bod vypocitat mieru jeho dvojkriteridlnej efektivity
Vystupy

e Odhady parametrov a, (3,0, podla metody maximalnej vierohodnosti

e Odhady parametrov &, B, 0,7 podla minimalizicie miery vzdialenosti medzi te-

oretickymi a trhovymi vynosmi

e Efektivne kombinacie parametrov a odhady o, 3, &, 5, 0,7, A(r), 2krit pre kazdy
z efektivnych bodov

e Grafické zobrazenie vSetkych, aj efektivnych bodov

Skuto¢né hodnoty parametrov, ktoré sme pouzili na generovanie kratkodobej tdro-

kovej miery a vynosovych kriviek s prislusnymi splatnostami:

Néazov parametra « B o Y n m dt

Hodnota parametra | 0.04 -0.8 0.08 0.5 63 12 1/252

Zvolené testované mnoziny parametrov o a 7:

o | {0.01,0.02,0.03, ...,0.99,1}
v|  {0,0.1,0.2,..,1.4,1.5}

0.052 0.054 0.056 0.058
| | |

0.050
|

index

Obr. 4.7: Priebeh short rate
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Na obrazku 4.7 je vygenerovany priebeh short rate. Odhady parametrov, podla metody

maximalnej vierohodnosti uvadzame v nasledovnej tabulke:

Nazov parametra @ 6] o v -InLL

Odhad parametra | 1.788655 -33.533898 0.8 1.3 -394.764287

Odhady podla vazenej strednej kvadratickej chyby medzi teoretickymi a trhovymi

vynosovymi krivkami su:

Néazov parametra Q 15} o F

Odhad parametra | 0.05553105 -1.091344 0.04 0 9.406554 x 107

Podla vztahu (3.12) doratame trhové ceny rizika A(r) ako funkcie zavislé od r, pre
kazda kombinaciu parametrov. Nasledovny obrazok 4.8 zobrazuje, ako fituji odhadnuté

vynosové krivky skutocné.

— realne
—— teoretické

vynos

0.050 0.052 0.054 0.056 0.058
|

maturita (v mesiacoch)

Obr. 4.8: Fitovanie vSetkych vynosov

Fitovanie doch kriviek pre indexy 10 a 40 zobrazuje dvojica obrazkov 4.9.
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Obr. 4.9: Fitovanie pre indexy 10 a 40

Tu nabadame ¢itatela, aby si v8imol mierku osi pre vynos, takze aj zdanlivo nepresné
fitovanie pre index 40, je v skuto¢nosti velmi dobré. Pripominame, 7e v CKLS modeli,
uz trhovéa cena rizika A(r) nie je konstanta ako v pripade Vasickovho modelu, ale funkcia
zéavisla or r podla vzfahu (3.12). Vypocitali sme koeficienty tejto funkcie pre kazdy bod
a na dvojici obrazkov 4.10 je jej priebeh pre body optima podla funkcie vierohodnosti

resp. podla F.

15

10
1

trhové cena rizika
-5

trhové cena rizika

-5
-10

-15

0.050 0.052 0.054 0.056 0.058 0.050 0.052 0.054 0.056 0.058

Obr. 4.10: Trhové ceny rizika

Scatterplot odhadov a jeho pribliZenie efektivnych bodov vidime na dvojici obrazkov

4.11.
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Obr. 4.11: Scatterplot CKLS

Podstatné informacie tykajice sa efektivnych bodov sme ulozili do matice effective-

Points zobrazenej na obrazku 4.12.

> effectivepPoints

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6]
alpha(-TnL) 2.196811e+00 4.534687e+00 1.599271e+00 7.548992e+00 1.933135e+00 1.916145e+00
alpha(F) 5.529939e-02 5.539592e-02 5.527587e-02 5.553105e-02 5.528858e-02 5.528782e-02
beta(-1TnL) -4.120947e+01 -8.517538e+01 -2.996984e+01 -1.418615e+02 -3.625479e+01 -3.593570e+01
beta(F) -1.091450e+00 -1.091406e+00 -1.091461e+00 -1.091344e+00 -1.091455e+00 -1.091456e+00
sigma 2.000000e-02 3.000000e-02 3.000000e-02 4.000000e-02 6.000000e-02 8.000000e-02
gamma 0.000000e+00 0.000000e+00 2.000000e-01 0.000000e+00 4.000000e-01 5.000000e-01
-TnL -3.937649e+02 -3.839950e+02 -3.943751e+02 -3.739308e+02 -3.945021e+02 -3.945513e+02
F 9.448766e-09 9.422706e-09 9.490467e-09 9.406554e-09 9.535561e-09 9.555541e-09
2krit 8.158963e+01 4.566470e+01 7.023799e+01 0.000000e+00 5.559133e+01 4.902528e+01

[,7] [,8] [,9] [,10] [,11] [,12]
alpha(-TnL) 1.695672e+00 1.831119e+00 1.813232e+00 1.765884e+00 1.750366e+00 1.820692e+00
alpha(F) 5.527922e-02 5.528435e-02 5.528352e-02 5.528163e-02 5.528098e-02 5.528368e-02
beta(-TnL) -3.178181le+01 -3.433457e+01 -3.399769e+01 -3.310436e+01 -3.281123e+01 -3.413876e+01
beta(F) -1.091460e+00 -1.091457e+00 -1.091458e+00 -1.091458e+00 -1.091459e+00 -1.091458e+00
sigma 1.000000e-01 1.400000e-01 2.500000e-01 3.300000e-01 4.400000e-01 4.500000e-01
gamma 6.000000e-01 7.000000e-01 9.000000e-01 1.000000e+00 1.100000e+00 1.100000e+00
-TnL -3.946259e+02 -3.946747e+02 -3.947166e+02 -3.947317e+02 -3.947372e+02 -3.947411le+02
F 9.563057e-09 9.590583e-09 9.627934e-09 9.642141e-09 9.659032e-09 9.667501e-09
2krit 4.667391e+01 3.749964e+01 2.495212e+01 2.016543e+01 1.445645e+01 1.159365e+01

[,13] [,14] [,15]
alpha(-1nL) .752253e+00 .804609e+00 1.788655e+00
alpha(F) .528100e-02 .528301e-02 5.528235e-02
beta(-1nL) .284657e+01 -3.383522e+01 -3.353390e+01

1 1
5 5
-3 3
beta(F) -1.091459e+00 -1.091458e+00 -1.091458e+00
sigma 5.900000e-01 6.000000e-01 8.000000e-01
gamma 1.200000e+00 1.200000e+00 1.300000e+00
-TnL -3.947471e+02 -3.947554e+02 -3.947643e+02
F 9.677863e-09 9.684811e-09 9.701765e-09
2krit 8.089742e+00 5.740516e+00 0.000000e+00

Obr. 4.12: Efektivne body

Ako vidime, najvyssiu mieru dvojkriteridlnej efektivity maja body 1,3 a 5.
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5 Testovanie programov na realnych datach

V tejto kapitole pouzijeme identické postupy ako z predchadzajicej kapitoly s rozdie-
lom, Ze kratkodobu tdrokovi mieru nebudeme programovo generovat, ale zoberieme jej
aproximéaciu v podobe tyzdenného Euribor-u a vynosové krivky zoberieme ako tarokové
miery Euribor so zvySnymi dlhsimi dobami splatnosti. Prislusné vynosové krivky zo-
brazime neskor na grafe, ktory nadm podobne ako obrézok 4.8 ukaze, ako dobre fituju
odhadnuté vynosy skutoc¢né.

Sada dat je z prvého kvartalu roku 2013, konkrétne od 2.1.2013 do 2.4.2013. Tieto

déta st volne dostupné na stranke [14]. Na obrézku 5.1 vidime priebeh tejto sady dat.
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Obr. 5.1: Priebeh short rate

Treba dodat, Ze v tomto pripade je vektor ¢asov do splatnosti 7 14 miestny, kedZe

tu sa eviduju aj casy do splatnosti 2 a 3 tyzdne (1 tyzden nahradza short rate).
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5.1 Vasi¢kov model (Kalibracia 1)

Mnoziny pre testované parametre 5 a o sme zvolili na zédklade obrazku 5.1 a testov na
vygenerovanych datach. Vieme, ze [ urcuje rychlost navratu drokovej miery k dlho-
dobej hodnote a o volatilitu procesu. Intervaly musime tieZ pochopitelne diskretizovat
vzhladom na rad hodnot dostato¢ne jemne. Samozrejme urcovanie tejto mnoziny len
na zéklade obrazku a predchadzajucich skusenosti z kalibracie tohto modelu je velmi
nepresné, preto musia tieto mnoziny pokryvat dostato¢ne Siroké spektrum hodnoét. V
tomto pripade sme najprv zistili optimélne hodnoty parametrov podla metody ma-
ximélnej vierohodnosti, aj fitovania kriviek samostatne a potom sme zvolili intervaly,
ktoré sme diskretizovali nerovnomerne tak, aby v okoli optimalnych odhadov boli hod-
noty hustejsie. Spravili sme to z toho dovodu, ze odhady podla metod boli od seba
radovo pomerne daleko vzdialené, a keby sme rovnomerne a jemne diskretizovali cely
interval, dostali by sme velky pocet efektivnych bodov, ¢o z pohladu kalibracie ne-
vadi, kedze efektivna hranica je nejaké krivka, teda nekonecne vela bodov, ale je to pri
zobrazovani matice effectivePoints v tejto praci neprehladné. Nami zvolené mnoZiny

uvadzame v nasledovnej tabulke:

3 {~5,—4,..,—1,-0.9,-0.8, ...,—0.2, —0.1}
o | {0.0001,0.0002, ...,0.0005,0.01, 0.02, ..., 0.05, 0.055, 0.056, ..., 0.060}

Vysledky odhadov podla metody maximalnej vierohodnosti:

Nézov parametra Q@ I6] o -InLL

Odhad parametra | 0.004227909 -5 0.0002 -619.1838

Ako sme spominali v podkapitole 3.4, odhady driftu st pre mensi pocet dat v tejto
metode velmi vychylené, ako aj v tomto pripade.

Vysledky odhadov pre fitovanie vynosov:

Néazov parametra « 15} o F

Odhad parametra | 0.01126347 -0.1 0.057 1.820375 x 1078

Kedze sme aplikovali na data obe metody, mozeme doratat trhova cenu rizika, ktorej
hodnoty uvedieme pre efektivne body. Ukazka fitovania vSetkych vynosovych kriviek

je na obrazku 5.2.
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Obr. 5.2: Fitovanie v8etkych vynosov

Na obrazkoch 5.3 je ukadzka fitovania vynosovych kriviek pre v poradi desiatu a

tridsiatu tirokovi mieru.
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Obr. 5.3: Fitovanie vynosov s indexmi 10 a 30

Scatterplot vSetkych kombinacii s efektivnymi bodmi vyznac¢enymi zelenou farbou

zobrazuje nasledovny obrazok 5.4.
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> effectivePoints

alpha(-TnL) 4.
alpha(F) 3.
beta -5.
sigma 2.
Tambda -1.
-nL -6.
F 1.
2krit 0.
alpha(-TnL) 8.
alpha(F) 1.
beta -8.
sigma 2.
Tambda -6.
-TnL -6.
F 1.
2krit 9.
alpha(-1nL) 4.
alpha(F) 1.
beta -4,
sigma 4.
Tambda -2.
-1lnL -5
F 1
2krit 9.

alpha(-TnL) 2
alpha(F) 1.

beta -1.
sigma 5
Tambda -1.
=nL -2.
F 1.
2krit 6.

[,1]
227909e-03
113190e-02
000000e+00
000000e-04
345200e+02
191838e+02
014435e-07
000000e+00

.71
130324e-04
305300e-02
000000e-01
000000e-04
119984e+01
187372e+02
981559e-08
792974e+01

[,13]
878065e-04
149698e-02
000000e-01
000000e-04
752293e+01

.936127e+02
.827643e-08

210254e+01
[,19]

.438871e-04

120126e-02
000000e-01

.500000e-02

992250e-01
942763e+02
820679e-08
769396e-01

-550 -500 -450

~In(L)

awese
aeese
i

-400 -350 -300

Obr. 5.4: Efektivne body

[,2]

.414842e-03
.664303e-02
.000000e+00
.000000e-04
.161409e+02
.190828e+02
.053065e-08
.511590e+01

[,8]

.317259%e-04
.265980e-02
.000000e-01
.000000e-04
.964037e+01
.187258e+02
.916389%e-08
.870815e+01

[,14]

.878065e-04
.149700e-02
.000000e-01
.000000e-04
.201839e+01
.819254e+02
.827643e-08
.853288e+01

[,20]

.438871e-04
.123209e-02
.000000e-01
.600000e-02
.962179e-01
.931591e+02
.820400e-08
.354589e-01

[,3]

.601776e-03
.223795e-02
.000000e+00
.000000e-04
.818089%e+01
.189785e+02
.833666e-08
.175387e+01

[.9]

.504194e-04
.226933e-02
.000000e-01
.000000e-04
.809456e+01
.187144e+02
.868206e-08
.928273e+01

[,15]

.878065e-04
.152181e-02
.000000e-01
.000000e-02
.103401e+00
.999983e+02
.827580e-08
.296725e+01

[,21]

.438871e-04
.126347e-02
.000000e-01
.700000e-02
.933261e-01
.920618e+02
.820375e-08
.000000e+00

[,4]

.788711e-03
.795463e-02
.000000e+00
.000000e-04
.082958e+01
.188708e+02
.712021e-08
.720080e+01

[,10]

.691130e-04
.188168e-02
.000000e-01
.000000e-04
.656286e+01
.187030e+02
.838210e-08
.963909e+01

[,16]

.065000e-04
.134727e-02
.000000e-01
.000000e-02
.646924e-01
.318805e+02
.826593e-08
.216336e+01

Obr. 5.5: Efektivne body

o4

[,5]

.756454e-04
.384725e-02
.000000e+00
.000000e-04
.435804e+01
.187598e+02
.158273e-08
.581631e+01

[,11]

.878065e-04
.149695e-02
.000000e-01
.000000e-04
.504571e+01
.186915e+02
.827643e-08
.976235e+01

[,17]

.065000e-04
.152777e-02
.000000e-01
.000000e-02
.780318e-01
.140447e+02
.826052e-08
.715524e+00

[.6]

.943389%e-04
.344885e-02
.000000e-01
.000000e-04
.277254e+01
.187485e+02
.062557e-08
.696135e+01

[,12]

.878065e-04
.149696e-02
.000000e-01
.000000e-04
.669718e+01
.068092e+02
.827643e-08
.613314e+01

[,18]

.251936e-04
.140533e-02
.000000e-01
.000000e-02
.216028e-01
.001977e+02
.823240e-08
.486278e+00



Matica effectivePoints je na obrézku 5.5. Dvojkriteridlna efektivita nad 90% sa do-

sahuje pre body 5-13, teda tieto odhady povazujeme za najdoveryhodnejsie.

5.2 Vasickov model (Kalibracia 2)

Hodnota oy, sa teda rovna 0.0286 podla vztahu (3.13), mnozina testovanych hodnot
beta ostava rovnaka.

Vysledky odhadov podla metody maximalnej vierohodnosti:

Néazov parametra « B Ofig -InLL

Odhad parametra | 0.004227909 -5 0.0286 -346.2396

Vysledky odhadov podla F:

Néazov parametra Q 15} O fix F

Odhad parametra | 0.01132612 -0.3 0.0286 1.827125 x 107

KedZe sa odhadnuté parametre zmenili, dordtame opéit aj trhova cenu rizika .
Odhadnuté vynosové krivky sa z grafického podhladu zmenili oproti Kalibracii 1 len
minimalne, preto ich tu neuvadzame.

Obréazok 5.6 zobrazuje scatterplot vSetkych kombinéacii a efektivnych bodov zelenou

farbou.
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Obr. 5.6: Efektivne body
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Na obrazku 5.7 je matica effectivePointsFix.

> effectivePointsFix

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6]
alpha(-TnL) 4.227909e-03 3.414842e-03 2.601776e-03 1.78871le-03 9.756454e-04 8.943389e-04
alpha(F) 3.120012e-02 2.672390e-02 2.233663e-02 1.807964e-02 1.401363e-02 1.362061le-02
beta -5.000000e+00 -4.000000e+00 -3.000000e+00 -2.000000e+00 -1.000000e+00 -9.000000e-01
sigma 2.860000e-02 2.860000e-02 2.860000e-02 2.860000e-02 2.860000e-02 2.860000e-02
Tambda -9.430844e-01 -8.150020e-01 -6.900300e-01 -5.696129e-01 -4.558736e-01 -4.449744e-01
-InL -3.462396e+02 -3.461134e+02 -3.459870e+02 -3.458604e+02 -3.457337e+02 -3.457210e+02
F 1.016572e-07 8.083064e-08 5.875363e-08 3.765648e-08 2.205067e-08 2.105433e-08
2krit 0.000000e+00 1.967508e+01 2.959667e+01 2.781683e+01 1.425635e+01 1.237349e+01

[.7] [.8] [,9] [,10] [,11] [,12]
alpha(-TnL) 8.130324e-04 7.317259e-04 6.504194e-04 5.691130e-04 4.878065e-04 4.065000e-04
alpha(F) 1.323043e-02 1.284321e-02 1.245906e-02 1.207808e-02 1.170039e-02 1.132612e-02
beta -8.000000e-01 -7.000000e-01 -6.000000e-01 -5.000000e-01 -4.000000e-01 -3.000000e-01
sigma 2.860000e-02 2.860000e-02 2.860000e-02 2.860000e-02 2.860000e-02 2.860000e-02
Tambda -4.341748e-01 -4.234785e-01 -4.128894e-01 -4.024114e-01 -3.920485e-01 -3.818049e-01
-TnL -3.457083e+02 -3.456957e+02 -3.456830e+02 -3.456703e+02 -3.456576e+02 -3.456449e+02
F 2.019450e-08 1.948046e-08 1.892161e-08 1.852744e-08 1.830750e-08 1.827125e-08
2krit 1.042193e+01 8.411180e+00 6.351707e+00 4.254927e+00 2.133234e+00 0.000000e+00

Obr. 5.7: Efektivne body

Najvyssiu dvojkriteridlnu optimalitu maju body 2,3 a 4, ktoré su vSak stale pomerne
nizke, ¢o znamené ze v tomto pripade neméme kombinaciu parametrov, ktora by davala

oproti ostatnym efektivnym bodom vel'mi dobré vysledky podla oboch metdd stucasne.

5.3 CKLS model (Kalibracia 3)

V tejto casti budeme kalibrovat tie isté data, teda trokova mieru s priebehom na ob-
razku 5.1, avSak nas predpoklad zovseobecnime, a budeme predpokladat, ze sa irokova
miera riadi podla CKLS modelu.

Odhady parametrov podla metody maximalnej vierohodnosti:

Nazov parametra o 6] o v -InLL

Odhad parametra | 0.01664077 -20.25671119 0.8 1.2 -680.41515088

Odhady na zaklade F:

Nazov parametra Q@ 15} o v F

Odhad parametra | 0.01405009 -1.050683 0.0009 1.5 2.21206 x 108

Kedze pozname hodnoty tuc¢elovych funkcii, dordtame trhové ceny rizika A(r) zévislé

or r. Fitovanie vSetkych vynosov je na obrazku 5.8.
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Obr. 5.8: Fitovanie v8etkych vynosov

Fitovanie v poradi desiatej a dvadsiatej vynosovej krivky zobrazuje obrazok 5.9.
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Obr. 5.9: Fitovanie pre indexy 10 a 20

Na obréazku 5.10 je scatterplot vSetkych kombinécii a priblizenie efektivnych bodov.
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Obr. 5.10: Scatterplot CKLS

Zobrazenie funkcii A(r) pre body optima podla metoédy maximalnej vierohodnosti
resp. podla met6dy minimalizujicej mieru vzdialenosti teoretickych a skuto¢nych vy-

nosovych kriviek zobrazuje dvojica obrazkov 5.11.
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Obr. 5.11: Trhové ceny rizika
V8imnime si, ze pre bod optima metody fitovania vynosovych kriviek nadobuda

funkcia A(r) pre pozorované turokové miery velmi nizke hodnoty. Prvych 18 z 251

efektivnych bodov zobrazuje obrazok 5.12.
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> effectiverPoints

[,1] [,2] £,3] [,4] [,5] [.6e]
alpha(-TnL) 1.000000e-04 1.000000e-04 1.000000e-04 1.000000e-04 1.000000e-04 1.000000e-04
alpha(F) 1.405010e-02 1.405009e-02 1.405009e-02 1.405009e-02 1.405009e-02 1.405009e-02
beta(-1nL) -1.000000e-04 -1.000000e-04 -1.000000e-04 -1.000000e-04 -1.000000e-04 -1.000000e-04
beta(F) -1.050683e+00 -1.050683e+00 -1.050683e+00 -1.050683e+00 -1.050683e+00 -1.050683e+00
sigma 1.000000e-04 1.000000e-04 1.000000e-04 1.000000e-04 1.000000e-04 1.000000e-04
gamma 0.000000e+00 1.000000e-01 2.000000e-01 3.000000e-01 4.000000e-01 5.000000e-01
-TnL -6.469703e+02 -3.937673e+02 7.853942e+02 5.774769e+03 2.644425e+04 1.116480e+05
F 2.212061e-08 2.212060e-08 2.212060e-08 2.212060e-08 2.212060e-08 2.212060e-08
2krit 6.662392e+01 9.179799e+01 9.798524e+01 9.950474e+01 9.987706e+01 9.996400e+01

[,7] [,8] £,9] [,10] [,11] [,12]
alpha(-TnL) 1.000000e-04 1.000000e-04 1.000000e-04 1.000000e-04 1.000000e-04 1.000000e-04
alpha(F) 1.405009e-02 1.405009e-02 1.405010e-02 1.405009e-02 1.405009e-02 1.405009e-02
beta(-1nL) -1.000000e-04 -1.000000e-04 -1.000000e-04 -1.000000e-04 -1.000000e-04 -1.000000e-04
beta(F) -1.050683e+00 -1.050683e+00 -1.050683e+00 -1.050683e+00 -1.050683e+00 -1.050683e+00
sigma 1.000000e-04 1.000000e-04 2.000000e-04 2.000000e-04 2.000000e-04 2.000000e-04
gamma 6.000000e-01 7.000000e-01 1.000000e-01 2.000000e-01 3.000000e-01 4.000000e-01
-nL 4.624795e+05 1.906760e+06 -6.453938e+02 -3.836904e+02 8.305663e+02 5.964848e+03
F 2.212060e-08 2.212060e-08 2.212061e-08 2.212060e-08 2.212060e-08 2.212060e-08
2krit 9.996884e+01 9.990003e+01 6.719237e+01 9.194236e+01 9.802202e+01 9.951414e+01

[,13] [.14] [,15] [,16] [,17] [,18]
alpha(-TnL) 1.000000e-04 1.000000e-04 1.000000e-04 1.000000e-04 1.000000e-04 1.000000e-04
alpha(F) 1.405009e-02 1.405009e-02 1.405009e-02 1.405009e-02 1.405009e-02 1.405009e-02
beta(-1nL) -1.000000e-04 -1.000000e-04 -1.000000e-04 -1.000000e-04 -1.000000e-04 -1.000000e-04
beta(F) -1.050683e+00 -1.050683e+00 -1.050683e+00 -1.050683e+00 -1.050683e+00 -1.050683e+00
sigma 2.000000e-04 2.000000e-04 2.000000e-04 2.000000e-04 3.000000e-04 3.000000e-04
gamma 5.000000e-01 6.000000e-01 1.000000e+00 1.100000e+00 2.000000e-01 3.000000e-01
-TnL 2.723269e+04 1.149075e+05 3.328169e+07 1.370508e+08 -5.830071e+02 -6.784637e+01
F 2.212060e-08 2.212060e-08 2.212060e-08 2.212060e-08 2.212060e-08 2.212060e-08
2krit 9.987939%9e+01 9.996448e+01 9.829098e+01 9.296358e+01 8.187093e+01 9.554992e+01

Obr. 5.12: Efektivne body

Ako vidime, nachadza sa medzi nimi mnoho bodov s dvojkriteridlnou efektivitou
nad 90%, viaceré dokonca nad 99,9% a tento trend pokracuje aj pre ostatné efektivne
body. Ked sa pozrieme na obrazok 5.10, naozaj sa vi¢sina bodov nachadza velmi blizko

Tavého dolného rohu.
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Zaver

Kalibracia modelov tirokovych mier je vo vSseobecnosti problematika s nejednozna¢nym
pristupom. V pripade vyhodnocovania iba jedného kritéria (metoéda maximalnej viero-
hodnosti, alebo fitovanie kriviek) dostaneme vzdy iba jediné optimélne riesenie, ktoré
vS8ak moze byt velmi vychylené, hlavne pre metédu maximalnej vierohodnosti a mensi
pocet dat.

Hlavny prinos tejto prace spoc¢iva v navrhu dvojkriterialnej metody, kde pre ista
mnozinu parametrov odhadujeme zvySné parametre na zaklade optimélnej hodnoty
ucelovej funkcie podla jedného kritéria. Navrhli sme jej tri verzie, z toho dve pre Vasic-
kov model a jednu pre CKLS model. Kombinaciou vysledkov z dvoch metéd dostavame
mnozinu efektivnych bodov, ktoré charakterizuju body, od ktorych neexistuju kombi-
nicie parametrov, ktoré by boli lepSie v oboch posudzovanych kritériach. Samozrejme,
toto zavisi aj od rozumnej volby mnoziny testovanych hodnot.

Dalej sme pre tieto efektivne body zaviedli doélezitt charakteristiku, ktori sme na-
zvali dvojkriteridlna miera efektivity a vyjadruje, ako velmi su jednotlivé efektivne
body optimalizované vzhTadom na obe tc¢elové funkcie oproti optimélnym odhadom.

Odhady tejto dvojkriterialnej metody spocivaju v istom vymedzeni kombinécii pa-
rametrov, ktoré sa javia ako najpravdepodobnejsie. Zohladiuju sa pritom dve kritéria
a preto sa zvysi aj vierohodnost takto nadobudnutych vysledkov. KedZze vicsinou do-
staneme optimélnych bodov viac, otvaraju sa dalsie moznosti na blizsie a podrobnejsie
preskiimanie optimalnych rieseni avsak v pripade, Ze sa uspokojime s efektivhym bodov
s najvacSou mierou dvojkriterialnej efektivity, dostavame uspokojivé vysledky odhadov.

Predmetom d'alsieho vyskumu v tejto oblasti by mohla byt napriklad analyza vplyvu
dvojkriterialnej efektivity na presnost odhadov metody, alebo zahrnutie d'alsich posu-

dzovanych kritérii a modelov do kalibracie.
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