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Abstrakt

�echvala, Martin: Kalibrácia jednofaktorového modelu úrokových mier po-

mocou viacerých kritérií. [Diplomová práca] - Univerzita Komenského v Bratislave.

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; Katedra aplikovanej matematiky a ²tatis-

tiky. - Vedúci diplomovej práce: RNDr. Beáta Stehlíková, PhD., - Bratislava 2015 /62

s./.

Táto diplomová práca sa zaoberá kalibráciou Va²í£kovho modelu a CKLS modelu

krátkodobej úrokovej miery sú£asne pomocou metódy maximálnej vierohodnosti a

zhodnotenia kvality �tovania výnosových kriviek. V práci navrhujeme metódu, ktorá

zoh©adní optimá pod©a oboch pouºitých metód a ur£í mnoºinu vhodných odhadov

parametrov. Kaºdému z moºných odhadov tieº prislúcha miera dvojkriteriálnej efekti-

vity, ktorá reprezentuje to, ako ve©mi je daná kombinácia parametrov optimalizovaná

pod©a funkcie vierohodnosti a kvality �tovania výnosových kriviek sú£asne. Na²e me-

tódy otestujeme pre Va²í£kov model a CKLS model na programovo vygenerovaných

dátach pod©a podmieneného rozdelenia úrokovej miery, ako aj na skuto£ných hodno-

tách Euribor.

K©ú£ové slová: £asová ²truktúra úrokových mier, krátkodobá úroková miera, model

úrokovej miery, kalibrácia, pravdepodobnostná miera.



Abstract

�echvala, Martin: Calibration of one-factor interest rate model using multic-

riterial method. [Master's thesis] - Comenius University in Bratislava. Faculty of

mathematics, physics and informatics; Department of applied mathematics and statis-

tics. - Supervisor: RNDr. Beáta Stehlíková, PhD., - Bratislava 2015. /62 pp./.

This work is concerned with calibration of Vasicek and CKLS interest rate models

simultaneously by maximum likelihood method and quality of �tting the term struc-

tures. In work, we develop a method, that works with optimal estimations according

to both used methods and determines a set of convenient estimations. For every conve-

nient estimation there is rate of two-criterial e�ectiveness, which represents how much

is this estimation optimized by likelihood function and quality of �tting the term struc-

tures simultaneously. We will test our methods for Vasicek model and CKLS model on

generated data following conditional probability distribution, as well as on real Euribor

rates.

Keywords: term structure, short rate, interest rate model, calibration, probability

margin.
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Úvod

V poslednej dobe sa problematika úrokových mier a oce¬ovania od nich odvodených

derivátov dostáva £oraz viac do popredia. Na �nan£ných trhoch sa vo ve©kom obchoduje

s mnohými derivátmi úrokovej miery, preto je ve©ký záujem popísa´ jej vývoj nejakým

stochastickým procesom.

V tejto práci sa zoberáme kalibráciou jednofaktorových modelov, konkrétne Va²í£-

kovho modelu a CKLS modelu, ktorý je jeho zov²eobecnením. Medzi najpouºívanej²ie

metódy kalibrácie patria metóda maximálnej vierohodnosti a metóda minimalizujúca

váºenú strednú kvadratickú chybu medzi skuto£nými a modelom implikovanými vý-

nosmi. My navrhujeme metódu, ktorá tieto dva prístupy kombinuje a vymedzí istú

mnoºinu vhodných odhadov pri zoh©adnení oboch kritérií. Ako ve©mi je konkrétny od-

had vhodný nám potom ur£uje miera dvojkriteriálnej efektivity, ktorú sme zaviedli na

zaznamenanie toho, ako je daná kombinácia parametrov optimálna vzh©adom na obe

pouºité jednokriteriálne metódy.

Prácu sme rozdelili na 5 £astí. V prvej kapitole de�nujeme základné pojmy potrebné

pre úvod do tejto problematiky ako dlhopis, £asová ²truktúra úrokových mier, alebo

okamºitá úroková miera. Taktieº uvádzame £itate©a do problematiky stochastického

kalkulu, ke¤ºe modely úrokových mier s ktorými v tejto práci pracujeme sú formulované

v tvare stochastickej diferenciálnej rovnice a teda v nej vystupuje náhodný proces.

Druhá £as´ je venovaná preh©adu modelov úrokových mier, a ich formuláciám v re-

álnej a rizikovo neutrálnej pravdepodobnostnej miere. Prechodu medzi týmito mierami

sa tu tak isto venujeme, aj ke¤ len okrajovo. Potom postupne odvodíme cenu dlho-

pisu vo v²eobecnom jednofaktorovom modeli, cenu dlhopisu vo Va²í£kovom modeli a

nakoniec aproximujeme cenu dlhopisu pre CKLS model.

V tretej kapitole sa zaoberáme metódami kalibrácie na²ich dvoch modelov úroko-

vých mier. Odvodíme podmienené pravdepodobnostné rozdelenie úrokovej miery pre

Va²í£kov model, £o nám umoºní odvodi´ vierohodnostnú funkciu pre tento model. Toto

potom zov²eobecníme aj pre CKLS model, kde odvodíme aproximáciu vierohodnostnej

funkcie. Pre �tovanie trhových a teoretických výnosových kriviek uvedieme na základe

cien dlhopisov v jednotlivých modeloch tvar ú£elových funkcií a metódy ich optimalizá-

cie. Potom na základe výsledkov z oboch metód uvedieme výpo£et trhovej ceny rizika.
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Na záver kapitoly navrhneme vylep²enie dvojkriteriálnej metódy pre Va²í£kov model,

ktorá pomáha vylep²i´ vychýlené odhady driftu metódou maximálnej vierohodnosti.

V ²tvrtej £asti sformulujeme a otestujeme tri algoritmy na vygenerovaných dátach.

Pre CKLS model vygenerujeme dáta a výnosové krivky pre CIR model, £o je CKLS

model s parametrom γ = 0.5, ke¤ºe pre tento je známe podmienené rozdelenie úrokovej

miery. Výstupy z kalibrácií analyzujeme a popisujeme.

V poslednej £asti pouºijeme tieto tri dvojkriteriálne prístupy na kalibráciu reálnych

dát úrokovej sadzby Euribor. Podobne ako v predchádzajúcej kapitole, prezentujeme

tu získané výstupy a výsledky.
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1 Základné pojmy modelovania úrokových mier

V tejto kapitole de�nujeme a objasníme základne pojmy týkajúce sa modelovania úro-

kových mier pomocou stochastických procesov. Najprv de�nujeme pojmy ako dlhopis,

£asová ²truktúra úrokových mier a okamºitá úroková miera. V ¤al²ej £asti uvedieme

£itate©a do problematiky stochastického kalkulu, o ktorý sa modelovanie okamºitej

úrokovej miery opiera. Vychádzame pritom z kníh [7] a [8].

1.1 Dlhopisy a £asová ²truktúra úrokových mier

Dlhopis je základným derivátom úrokovej miery. Je to dohoda zaplati´ ur£itú sumu,

za prís©ub obdrºania vy²²ej sumy v budúcnosti. Rozli²ujeme kupónové a bezkupónové

dlhopisy. Kupónové dlhopisy vyplácajú po£as doby splatnosti isté £iastky a v £ase T

vyplatia �nálnu £iastku. Bezkupónový dlhopis vyplatí sumu len v £ase splatnosti T .

Najjednoduch²ím derivátom úrokovej miery je dlhopis, ktorý vyplatí vlastníkovi v £ase

T jednotkovú sumu. Takýto cenný papier nazývame diskontný dlhopis. Ceny dlhopisov

ur£ujú £asovú ²truktúru úrokových mier de�novanú ako

P (t, T ) = e−R(t,T )(T−t)

kde P (t, T ) je hodnota dlhopisu v £ase t so splatnos´ou v T a R(t, T ) je úroková miera

dlhopisu v £ase t so splatnos´ou v T . Z tohto vz´ahu vieme vyjadri´ R(t, T ) £iºe £asovú

²truktúru úrokových mier ako

R(t, T ) = − lnP (t, T )

T − t
(1.1)

�asová ²truktúra úrokových mier teda vyjadruje závislos´ úrokovej miery v £ase t od

maturity dlhopisu T . Inak povedané vyjadruje vz´ah medzi hodnotou dlhopisu a £asom

do splatnosti. Preto sa táto krivka nazýva aj výnosová krivka. Ke¤ºe na dlh²ie obdobie

sa poºi£iava s vy²²ím úrokom, obvykle je £asová ²truktúra úrokových mier rastúca. Nie

je to v²ak pravidlo. V prípade o£akávania poklesu úrokových mier je krivka klesajúca.

Na obrázku 1.1 je výnosová krivka úrokovej miery Euribor zo d¬a 2.1.2007, teda

e²te pred �nan£nou krízou.
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Obr. 1.1: Príklad výnosovej krivky

1.2 Okamºitá úroková miera

Okamºitá (prípadne krátkodobá) úroková miera (anglicky short rate) je R(t, T ) s okam-

ºitou splatnos´ou v £ase T = t a je de�novaná v [3] ako

r(t) = lim
T→t+

R(t, T ).

Ke¤ºe predpokladáme spojitý £as t, okamºitá úroková miera predstavuje úrokovú mieru

na limitne krátke obdobie, a teda sa neustále mení. Je to teoretická veli£ina a v praxi

na trhu sa nahrádza dennou, týºdennou, prípadne mesa£nou aproximáciou.

Ak zohráva úroková miera úlohu podkladového aktíva �nan£ného derivátu, nazýva sa

daný derivát derivátom úrokovej miery. Medzi deriváty úrokovej miery patria napríklad

swapy, forwardy alebo opcie.

1.3 Stochastický proces

Modely úrokových mier sú £asto formulované v tvare stochastických diferenciálnych

rovníc. Sú to rovnice, v ktorých vystupuje aspo¬ jeden stochastický proces.

De�nícia 1.3.1. Stochastický proces je t - parametrický systém náhodných premenných

X(t), t ∈ I, kde I je interval alebo diskrétna mnoºina indexov.

Pre názornos´ je moºné predstavi´ si premennú t ako £as a X ako náhodný expe-

riment. X(t) je potom realizácia, alebo výsledok experimentu X v £ase t, kde pri

opätovnej realizácií experimentu X v £ase t môºme dosta´ iný výsledok, ke¤ºe X(t) je

náhodná premenná.
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1.4 Brownow pohyb a Wienerov proces

Najznámej²ím stochastických procesom je Brownow pohyb.

De�nícia 1.4.1. Brownow pohyb {X(t), t ≥ 0} je t - parametrický systém náhodných

veli£ín, pri£om:

(i) v²etky prírastky X(t+∆)−X(t) majú normálne rozdelenie so strednou hodnotou

µ∆ a disperziou (alebo aj varianciou) σ2∆,

(ii) pre kaºdé delenie t0 = 0 < t1 < t2 < t3 < ... < tn sú prírastky X(t1) −

X(t0), X(t2) − X(t1), ..., X(tn) − X(tn−1) nezávislé náhodné premenné s parametrami

pod©a bodu (i),

(iii) X(0) = 0

Brownow pohyb s parametrami µ = 0, σ2 = 1 nazývame Wienerov proces.

0 200 400 600 800 1000

−
2

0
2

4 Wienerov proces 1
Wienerov proces 2
Wienerov proces 3

Obr. 1.2: Wienerov proces

Na obrázku 1.2 vidíme tri realizácie Wienerovho procesu. Ako vidíme, proces môºe

rás´, aj klesa´. Nie je to v²ak trend, ale volatilita procesu, ktorá tento proces vychy-

©uje. V²etky modely krátkodobej úrokovej miery, ktorými sa v tejto práci zaoberáme,

obsahujú práve Wienerov proces.
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1.5 Itóova lema

Vo �nan£nej matematike je Itóova lema jedna z najdôleºitej²ích. Popisuje vz´ah medzi

malou zmenou hodnoty náhodnej premennej a malou zmenou hodnoty funkcie tejto

náhodnej premennej.

Lema 1.5.1. Nech f(x, t) je hladká funkcia dvoch premenných, pri£om premenná x je

rie²ením stochastickej diferenciálnej rovnice

dx = µ(x, t)dt+ σ(x, t)dw

kde w je Wienerov proces. Potom prvý diferenciál funkcie f je daný vz´ahom

df =
∂f

∂x
dx+

(
∂f

∂t
+

1

2
σ2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt,

dôsledkom £oho funkcia f vyhovuje stochastickej diferenciálnej rovnici

df =

(
∂f

∂t
+ µ(x, t)

∂f

∂x
+

1

2
σ2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt+ σ(x, t)

∂f

∂x
dw.

Itóova lema ukazuje, ako je moºné zostavi´ stochastickú diferenciálnu rovnicu z ©u-

bovo©nej hladkej funkcie f(x, t), kde premenná x je rie²ením zadanej stochastickej

diferenciálnej rovnice. Itóova lema nám neskôr pomôºe odvodi´ cenu dlhopisu pre v²e-

obecný jednofaktorový model úrokovej miery.

1.6 Reálna a rizikovo neutrálna pravdepodobnostná miera

Modely úrokových mier je moºné formulova´ bu¤ v reálnej, alebo rizikovo neutrálnej

pravdepodobnostnej miere. Reálna miera sa pouºíva v súvislosti s prácou na reálnych

dátach. Rizikovo neutrálna miera je pravdepodobnostná miera, pri ktorej je hodnota

aktíva v sú£asnosti rovná budúcej hodnote aktíva diskontovanej bezrizikovou úrokovou

mierou do sú£asnosti. Zaniká tak moºnos´ arbitráºe a preto sa pouºíva na oce¬ovanie

�nan£ných derivátov. V závislosti od metódy kalibrácie daného modelu, budeme v na²ej

práci pracova´ s obomi formuláciami modelu. Pre lep²ie pochopenie pouºitých metód

je potrebné de�nova´ pojmy ako podmienená stredná hodnota a martingal, ktoré sa

vyuºívajú v princípe zmeny miery. V nasledujúcich riadkoch vychádzame z knihy [7],

kde môºe £itate© nájs´ podrobnej²ie informácie k tejto problematike.
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Predstavme si sled diskrétnych udalostí, kde v kaºdom kroku poznáme pravdepo-

dobnos´ nasledovných moºných realizácií udalosti. Realizácie udalostí v jednotlivých

krokoch sa ovplyv¬ujú. V tomto prípade sa dá zjednodu²ene poveda´, ºe podmienená

stredná hodnota za podmienky informácie v £ase t je náhodná premenná priradzujúca

krokom v £ase t stredné hodnoty podmienené ostatnými krokmi. Tento pojem teraz

de�nujeme.

De�nícia 1.6.1. Nech (Ω, F, P ) je pravdepodobnostný priestor, X : Ω −→ R náhodná

premenná, pre ktorú platí E(|X|) <∞. Nech H ⊂ F je σ-algebra. Podmienená stredná

hodnota E(X|H) je náhodná premenná s nasledujúcimi vlastnos´ami:

(i) E(X|H) je H-merate©ná

(ii)
∫
H
E(X|H)dP =

∫
H
XdP ∀H ∈ H.

Zo známej Radon-Nikodymovej vety, ktorej sa venuje celá práca [6] vyplýva existen-

cia a jednozna£nos´ E(X|H).

De�nícia 1.6.2. Filtráciou na pravdepodobnostnom priestore (Ω, F, P ) nazývame sys-

tém σ-algebier {Mt}t≥0 ,Mt ⊂ F takých, ºe

0 ≤ s < t⇒Ms ⊂Mt.

Táto de�nícia je potrebná na de�novanie martingalu, £o je istá trieda stochastických

procesov.

De�nícia 1.6.3. Stochastický proces {Mt}t≥0 na (Ω, F, P ) sa nazýva martingal vzh©a-

dom k �ltrácii {Mt}t≥0 (a miere P ), ak

(i) náhodná premenná Mt je Mt-merate©ná pre v²etky t ≥ 0

(ii) E[|Mt|] <∞ ∀t ≥ 0

(iii) E[Ms|Mt] = Mt ∀s ≥ t.

Inak povedané, martingal je náhodný proces, ktorého náhodné premenné sú v kaº-

dom £ase Ft-merate©né a jeho sú£asná hodnota je rovná podmienenej strednej hodnote

jeho budúceho stavu. Príklad martingalu je Wienerov proces.

Veta 1.6.4. (Girsanova veta)

Nech Wt(ω), 0 ≤ t ≤ T , je Brownow pohyb na (Ω, F, P ). Nech W̃t(ω) = Wt(ω) + ηt,
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kde η je kon²tanta. Nech γt(ω) je FW
t -adaptovaný proces, pre ktorý

Ep

(
exp

(
1

2

∫ T

0

γ2
t dt

))
<∞.

Potom existuje miera Q na (Ω, F ) taká, ºe

(i) Q ∼ P

(ii)
dQ

dP
(ω) = exp

(
−
∫ T

0

γt(ω)dWt(ω)− 1

2

∫ T

0

γ2
t (ω)dt

)
(iii) W̃t(ω) = Wt(ω) +

∫ t

0

γs(ω)ds je Brownow pohyb na (Ω, F,Q).

Girsanovu vetu vyuºijeme v nasledujúcej kapitole pri zmene miery.
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2 Modely úrokových mier

V tejto kapitole si predstavíme niektoré modely krátkodobej úrokovej miery. Najdô-

leºitej²ou vlastnos´ou modelu úrokovej miery je jeho presnos´ pri porovnávaní s reál-

nymi dátami. Na druhej strane v²ak príli² komplikované modely platia svoju da¬ v

podobe náro£nosti (alebo nemoºnosti) oce¬ovania derivátov úrokových mier. Ke¤ºe

druhá £as´ na²ej práce sa zaoberá kalibráciou Va²í£kovho modelu a Chan-Karolyi-

Longsta�-Sanders (CKLS) modelu, kladieme na ne ²peciálny dôraz a odvodíme pre ne

aj cenu dlhopisu, resp. v prípade CKLS modelu jeho aproximáciu.

2.1 Jednofaktorové modely

Jednofaktorové modely predstavujú najjednoduch²iu triedu modelov úrokovej miery.

V tejto podkapitole vychádzame z knihy [8]. V jednofaktorových modeloch vystupuje

len jeden náhodný faktor a tým je práve okamºitá úroková miera r. V týchto modeloch

je okamºitá úroková miera r daná rie²ením stochastickej diferenciálnej rovnice v tvare

dr = µ(t, r)dt+ σ(t, r)dw. (2.1)

Proces pozostáva z dvoch £lenov, kde jeden je deterministický a druhý stochastický.

Deterministický £len µ(t, r)dt nazývame trend (drift) vývoja úrokovej miery, stochas-

tický £len σ(t, r)dw ur£uje náhodné výchylky tohto procesu v £ase, pri£om dw je zmena

Wienerovho procesu de�novaného v predchádzajúcej kapitole a σ(t, r) sa nazýva vola-

tilita procesu. V jednoduchosti sa dá poveda´, ºe volatilita ur£uje ve©kos´ náhodných

�uktuácií v okolí trendovej funkcie.

Obvykle sa ako driftová funkcia volí µ(t, r) = κ(θ − r), kde κ a θ sú kladné kon-

²tanty. Parameter θ nazývame limitnou úrokovou mierou a κ rýchlos´ou návratu k

limitnej úrokovej miere. �ahko vidie´, ºe ke¤ r = θ, je drift nulový a teda tento £len

nemení okamºitú úrokovú mieru v danom £ase t. Naopak, £ím vä£²í je ich rozdiel v

absolútnej hodnote, tým viac pri´ahuje drift okamºitú úrokovú mieru r v istom £ase

t k limitnej hodnote θ. Rýchlos´ návratu r k θ ur£uje κ a túto vlastnos´ modelových

mier nazývame mean reversion. Stochastický proces s driftovou funkciou v tomto tvare

sa nazýva Ornstein - Uhlenbeckov mean reversion proces. Pre jeho strednú hodnotu
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platí

dE(rt) = E(drt) = κ(θ − E(rt))dt+ E(σ(t, r)dw) = κ(θ − E(rt))dt,

pri£om rie²enie tejto diferenciálnej rovnice má tvar

E(rt) = θ + (E(r0)− θ)e−κt

a platí

lim
t→∞

E(rt) = θ.

Teraz sa zameriame na Orstein - Uhlenbeckove procesy typu mean reversion. Jednotlivé

modely sa budú o seba lí²i´ tvarom funkcie volatility σ(r, t).

Va²í£kov model

dr = κ(θ − r)dt+ σdw (2.2)

bol odvodený v práci [13] v roku 1977 £eským matematikom Old°ichom Va²í£kom. Patrí

medzi prvé a najjednoduch²ie short rate modely, z £oho vyplýva relatívne jednoduchá

výpo£tová zloºitos´. Za jeho najvä£²iu nevýhodu sa povaºoval fakt, ºe s nenulovou

pravdepodobnos´ou pripú²´a záporné hodnoty úrokovej miery. Ke¤ je r blízke nule,

volatilita je kon²tantná a je moºné ºe proces môºe nadobudnú´ záporné hodnoty, £o

bola v minulosti pri modelovaní úrokovej miery neºiaduca vlastnos´ a hlavný nedosta-

tok tohto modelu, no dnes sa uº úrokové miery pohybujú aj v záporných hodnotách,

preto tento argument dnes uº neplatí.

Dothanov model so stochastickou diferenciálnou rovnicou v tvare

dr = σ
√
rdw,

disponuje nulovou driftovou funkciou. Bol navrhnutý rok po Va²í£kovom modeli s cie-

©om zaru£i´ kladné úrokové miery tým, ºe volatilita je závislá od r.

Exponenciálny Va²í£kov model vznikol vyuºitím procesu (2.2) pre xt a de�no-

vaním úrokovej miery rt = ext . Dostaneme stochastickú diferenciálnu rovnicu

d ln r = κ(ln θ − ln r)dt+ σdw,
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v ktorej je úroková miera r vºdy kladná.

Cox-Ingersoll-Rossov model (skrátene CIR model) odvodený v práci [4] pridáva

závislos´ driftu od r. Stochastická diferenciálna rovnica pre tento model má tvar

dr = κ(θ − r)dt+ σ
√
rdw. (2.3)

Pre r blízke nule je aj volatilita malá a pre r = 0 je volatilita nulová, pri£om drift

je kladný, £o zabezpe£uje deterministický návrat úrokovej miery do kladných hodnôt.

Navy²e, ak platí 2κθ ≥ σ2 tak dosiahnutie hodnoty r = 0 má nulovú pravdepodobnos´.

Krátky dôkaz tohto tvrdenia môºe £itate© nájs´ v [8].

Ho a Lee model v tvare

dr = θ(t)dt+ σdw

je prvý bezarbitráºny model úrokovej miery, ktorý sa £asto pouºíva na oce¬ovanie

derivátov úrokových mier. θ(t) zabezpe£uje, aby model dobre �toval dne²nú £asovú

²truktúru úrokových mier.

Chan-Karolyi-Longsta�-Sanders model (skrátene CKLS model) navrhnutý v

práci [2] predstavuje zov²eobecnenie Va²í£kovho modelu a CIR modelu. Stochastická

diferenciálna rovnica pre r má tvar

dr = κ(θ − r)dt+ σrγdw, (2.4)

kde γ ≥ 0 je kon²tanta. Naozaj pre γ = 0 dostaneme Va²í£kov model a pre γ =
1

2
dostaneme CIR model.

2.2 Zmena miery

Problematika zmeny miery je pomerne zloºitá, preto uvedieme k tejto téme iba zá-

kladné my²lienky. Podrobnej²ie informácie nájde £itate© v [4]. V na²om prípade je

cie©om zmeny miery, aby istý Itóov proces (napríklad proces daného diskontovaného

podkladového aktíva) pri rizikovo neutrálnej miere Q bol martingal. To znamená, ºe
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z istého výchýleného Brownovho pohybu v reálnej miere P dostaneme Brownov po-

hyb v súlade s de�níciou 1.4.1 pri miere Q. Ak ozna£íme premenné príslu²né rizikovo

neutrálnej miere vlnovkou, tak pod©a Girsanovej vety 1.6.4 platí

dw̃ = dw + λ(t, r)dt.

Ako sme uviedli na za£iatku tejto podkapitoly, kaºdý model krátkodobej úrokovej miery

môºe by´ de�novaný v reálnej, alebo rizikovo neutrálnej miere. V²eobecný jednofakto-

rový model (2.1) je v tomto tvare v reálnej miere. Tento model po transformácii do

rizikovo neutrálnej miery bude ma´ tvar

dr = (µ(t, r)− λ(t, r)σ(t, r))dt+ σ(t, r)dw,

kde λ(t, r) sa nazýva trhová cena rizika, ktorú bliº²ie ²peci�kujeme neskôr. Vidíme, ºe

vo v²eobecnosti platí pre tento prechod, ºe funkcia volatility ostane nezmenená a pre

funkciu driftu platí

µ̃(t, r) = µ(t, r)− λ(t, r)σ(t, r), (2.5)

kde µ̃(t, r) je rizikovo neutrálny drift. Pre Va²í£kov model (2.2) v reálnej miere môºme

teda priradi´ jeho ekvivalent v rizikovo neutrálnej miere ako

dr = (κ(θ − r)− λσ)dt+ σdw.

My v²ak budeme v tejto práci pouºíva´ zápis

dr = (α̃ + β̃r)dt+ σdw, (2.6)

pri£om

α̃ = κθ − λσ β̃ = −κ.

Neskôr, ke¤ budeme kalibrova´ modely, sa nám kvôli lep²iemu porovnaniu odhadnutých

parametrov hodí aj zápis pri reálnej miere v tvare

dr = (α + βr)dt+ σdw, (2.7)

kde

α = κθ β = −κ.
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V závislosti od kontextu pravdepodobnostnej miery budeme ¤alej zápisy (2.6) a (2.7)

Va²í£kovho modelu v tvare v²eobecného lineárneho driftu pouºíva´ a ¤alej v práci pre

ne odvodzova´ príslu²né vz´ahy.

Pre CKLS model (2.4) zapísaný v reálnej miere, je jeho ekvivalent v rizikovo neut-

rálnej miere

dr = (κ(θ − r)− λ(r, t)σrγ)dt+ σrγdw.

�asto sa zvykne zvoli´ λ(r, t) tak, aby bol výsledný drift lineárny. Ak λ(r, t) = λr−γ,

potom vieme model zapísa´ ako

dr = (α̃ + β̃r)dt+ σrγdw, (2.8)

pri£om

α̃ = κθ − λσ β̃ = −κ.

Podobne ako v prípade Va²í£kovho modelu, budeme pri kalibrácii v reálnej miere vy-

uºíva´ tvar s v²eobecným lineárnym driftom, teda

dr = (α + βr)dt+ σrγdw, (2.9)

kde

α = κθ β = −κ.

�alej budeme pre CKLS model pouºíva´ zápisy (2.8) a (2.9) v tvare v²eobecného

lineárneho driftu v závislosti od kontextu pravdepodobnostnej miery.

V ¤al²om texte budeme rizikovo neutrálne parametre modelu ozna£ova´ s vlnovkou,

teda α̃ a β̃ a reálne parametre ako α, β. Volatilitu σ(t, r) budeme zna£i´ bez vlnovky aj

v rizikovo neutrálnej miere, lebo pri zmene miery sa mení len drift a volatilita ostáva

nezmenená.

2.3 Cena dlhopisu v jednofaktorových modeloch

V nasledujúcich riadkoch odvodíme cenu bezkupónového dlhopisu vo v²eobecnom jed-

nofaktorovom modeli (2.1) úrokovej miery tak, ako to je v [8]. Na²im cie©om je odvodi´

parciálnu diferenciálnu rovnicu pre cenu dlhopisu P so splatnos´ou v £ase T . P závisí
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okrem terminálneho £asu T aj od okamºitého £asu t a od aktuálnej hodnoty úrokovej

miery r, t.j. P = P (r, t, T ). Z Ióovej lemy 1.5.1 dostávame

dP =

(
∂P

∂t
+ µ

∂P

∂r
+
σ2

2

∂2P

∂r2

)
dt+ σ

∂P

∂r
dw = µB(t, r)dt+ σB(t, r),

kde µB(t, r) ozna£uje drift a σB(t, r) volatilitu ceny dlhopisu. Zostrojíme portfólio po-

zostávajúce z dlhopisov s dvomi maturitami. V portfóliu budeme ma´ jeden dlhopis s

maturitou T1 a ∆ dlhopisov s maturitou T2. Hodnota portfólia π je

π = P (r, t, T1) + ∆P (r, t, T2).

Potom je zmena jeho hodnoty

dπ = dP (r, t, T1) + ∆dP (r, t, T2)

= (µB(r, t, T1) + ∆µB(r, t, T2))dt+ (σB(r, t, T1) + ∆σB(r, t, T2))dw.

Nech je po£et ∆ dlhopisov s maturitou T2

∆ = −σB(r, t, T1)

σB(r, t, T2)
.

Pre takto zvolenú ∆ sa stochastický £len eliminuje a dostaneme bezrizikové portfólio s

deterministickou zloºkou

dπ =

(
µB(r, t, T1)− σB(r, t, T1)

σB(r, t, T2)
µB(r, t, T2)

)
dt.

Aby sme znemoºnili arbitráº, výnos tohto portfólia sa musí rovna´ krátkodobej bezri-

zikovej úrokovej miere r t.j. dπ = rπdt, alebo inak

µB(r, t, T1)− σB(r, t, T1)

σB(r, t, T2)
µB(r, t, T2) = rπ,

kde po dosadení za π dostávame

µB(r, t, T1)− σB(r, t, T1)

σB(r, t, T2)
µB(r, t, T2) = r

(
P (r, t, T1)− σB(r, t, T1)

σB(r, t, T2)
P (r, t, T2)

)
.

Tento vz´ah implikuje rovnos´

µB(r, t, T1)− rP (r, t, T1)

σB(r, t, T1)
=
µB(r, t, T2)− rP (r, t, T2)

σB(r, t, T2)
.
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Na za£iatku tohto odvodenia sme stanovili £asy splatnosti T1 a T2 ©ubovo©né a teda

tento výraz nezávisí od maturity dlhopisu. Z toho vyplýva, ºe existuje funkcia λ(r, t)

taká, ºe

λ(r, t) =
µB(r, t, T )− rP (r, t, T )

σB(r, t, T )
(2.10)

pre v²etky T . Funkciu λ nazývame aj trhová cena rizika, lebo zachytáva o£akávaný ná-

rast výnosu dlhopisu na jednotku rizika. Na²im pôvodným zámerom v²ak bolo odvodi´

parciálnu diferenciálnu rovnicu pre cenu dlhopisu. Tú dostaneme dosadením µB a σB

do (2.10) ako
∂P

∂t
+ (µ− λσ)

∂P

∂r
+
σ2

2

∂2P

∂r2
− rP = 0. (2.11)

V momente splatnosti dlhopisu je bez oh©adu na aktuálnu hodnotu úrokovej miery

cena diskontného dlhopisu rovná jednej. Rie²enie rovnice P (r, T, T ) teda musí sp¨¬a´

koncovú podmienku

P (r, T, T ) = 1 ∀r > 0.

2.3.1 Cena dlhopisu vo Va²í£kovom modeli

V nasledujúcich riadkoch opä´ vychádzame z [8] a ukáºeme, okrem explicitného odvo-

denia ceny dlhopisu pre Va²í£kov model, aj to, ºe funkciu troch parametrov P (r, t, T )

môºme zjednodu²i´ po transformácii τ = T − t na funkciu dvoch parametrov P (r, τ).

Cenu dlhopisu pre Va²í£kov model budeme teda h©ada´ ako funkciu okamºitej úrokovej

miery r > 0 a £asu do splatnosti τ ∈ (0, T ). Po dosadení príslu²ných premenných do

(2.11) dostaneme

− ∂P

∂τ
+ (α̃ + β̃r)

∂P

∂r
+
σ2

2

∂2P

∂r2
− rP = 0 (2.12)

a po£iato£nú podmienku

P (r, 0) = 1 ∀r > 0.

Nech λ je kon²tanta. Potom budeme h©ada´ rie²enie v tvare

P (r, τ) = A(τ)e−B(τ)r, (2.13)

kde funkcie A(τ) a B(τ) budú sp¨¬a´ po£iato£né podmienky A(0) = 1 a B(0) = 0.

Dosadením derivácií,
∂P

∂τ
,
∂P

∂r
a
∂2P

∂r2
vystupujúcich v rovnici (2.12) dostaneme

(Ȧ− AḂr) +
σ2

2
B2A− (α̃ + β̃r)AB − rA = 0.
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Vyjmeme r z £lenov, ktoré ho obsahujú, aby sme dostali lineárnu rovnicu pre r.(
−Ȧ+

σ2

2
AB2 − α̃AB

)
+ rA

(
Ḃ − β̃B − 1

)
= 0.

Ke¤ºe rovnica (2.12) musí by´ splnená ∀r > 0, musí aj táto rovnos´ plati´ pre v²etky r.

To platí len vtedy, ak sú obe zátvorky rovné nule. Dostávame teda sústavu oby£ajných

diferenciálnych rovníc

−Ȧ+
σ2

2
AB2 − α̃AB = 0

Ḃ − β̃B − 1 = 0

Oby£ajná diferenciálna rovnica pre B je lineárna a preto jej rie²enie, ktoré sp¨¬a po-

£iato£nú podmienku B(0) = 0 je moºné jednoducho nájs´ v tvare

B(τ) =
eβ̃τ − 1

β̃
.

Ke¤ uº poznáme funkciu B, integrovaním rovnice pre A dostaneme

lnA =

∫
d lnA

dτ
=

∫
σ2

2
B2 − α̃Bdτ.

Po dosadení funkcie B(τ) a vypo£ítaním integrálu s vyuºitím podmienky A(0) = 1

dostávame

A(τ) = exp

{[
τ − 1

β̃
(eβ̃τ − 1)

](
α̃

β̃
+

σ2

2β̃2

)
+

σ2

4β̃3
(1− eβ̃τ )2

}
.

Po dosadení funkcií A(τ) a B(τ) do (2.13) poznáme teda explicitné vyjadrenie ceny

dlhopisu vo Va²í£kovom modeli.

Ak ozna£íme £asovú ²truktúru úrokových mier ako R(r, t, t+ τ), v £ase r a so splat-

nos´ou v £ase t+ τ , vieme ju vyjadri´ ako

R(r, t, t+ τ) = − lnP (r, τ)

τ
=

(
1 +

1− eβ̃τ

β̃τ

)(
α̃

β̃
+

σ2

2β̃2

)
+

+
σ2

4β̃3

(eβ̃τ − 1)2

τ
+
eβ̃τ − 1

β̃τ
r, (2.14)

£o vyuºijeme neskôr pri generovaní výnosových kriviek v na²om programe.
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2.3.2 Aproximácia ceny dlhopisu v CKLS modeli

Ke¤ºe pre CKLS model neexistuje explicitné vyjadrenie ceny dlhopisu, uvedieme ap-

roxima£nú formulu a rád presnosti pre jeho cenu tak, ako je to v [12]. Uvaºujme CKLS

model pri rizikovo neutrálnej pravdepodobnostnej miere v tvare (2.8). Potom je cena

diskontného dlhopisu P (r, τ), r > 0, τ ∈ (0, T ) rie²ením parciálnej diferenciálnej rovnice

− ∂P

∂τ
+

1

2
σ2r2γ ∂

2P

∂r2
+ (α̃ + β̃r)

∂P

∂r
− rP = 0 (2.15)

s po£iato£nou podmienkou P (0, r) = 1,∀r > 0. Táto parciálna diferenciálna rovnica

zahr¬uje aj Va²í£kov model, ako podmnoºinu triedy CKLS modelov. Naozaj, ke¤ do-

sadíme γ = 0 do (2.15), dostaneme parciálnu diferenciálnu rovnicu (2.12) pre cenu

dlhopisu vo Va²í£kovom modeli. Rovnako po dosadení γ = 1
2
dostaneme parciálnu

diferenciálnu rovnicu pre cenu dlhopisu v CIR modeli, ktorej explicitné rie²enie je

tieº známe (pozri [10]). S výnimkou týchto dvoch modelov, v²ak explicitné rie²enie

pre CKLS model neexistuje, preto uvádzame jednu z jeho aproximácii. Ak zoberieme

rie²enie rovnice (2.13) pre cenu dlhopisu vo Va²í£kovom modeli z prechádzajúcej pod-

kapitoly, dostaneme pre jeho logaritmus

lnPvas(r, τ) =

(
α̃

β̃
+

σ2

2β̃2

)(
1− eβ̃τ

β̃
+ τ

)
+

σ2

4β̃3
(1− eβ̃τ )2 +

1− eβ̃τ

β̃
r.

Ak v tomto rie²ení zameníme funkcie volatility jednotlivých modelov, £iºe miesto σ

dosadíme σrγ dostaneme aproximáciu rie²enia rovnice (2.15)

lnP ap(r, τ) =

(
α̃

β̃
+
σ2r2γ

2β̃2

)(
1− eβ̃τ

β̃
+ τ

)
+
σ2r2γ

4β̃3
(1− eβ̃τ )2 +

1− eβ̃τ

β̃
r. (2.16)

Ozna£me teraz P ex(r, τ) presné, ale neznáme rie²enie parciálnej diferenciálnej rovnice

(2.15). Potom pod©a [12] platí

lnP ap(r, τ)− P ex(r, τ) = c4(r)τ 4 + o(τ 4)

ak τ → 0+, pri£om

c4(r) = − 1

24
γr2γ−2σ2[2α̃r + 2β̃r2 + (2γ − 1)r2γσ2].

Pre dôkaz tohto tvrdenia pozri [12].
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3 Metódy kalibrácie modelov úrokových mier

Existujú viaceré spôsoby kalibrácie modelov úrokových mier. Od konkrétnej metódy

sa pochopite©ne povaºuje, aby odhadla model a jeho parametre tak ºe získaný proces

opisuje £o najlep²ie skuto£ný vývoj úrokovej miery, ako aj to, aby výpo£tová zloºi-

tos´ metódy bola prijate©ná. Pri zloºitej²ích algoritmoch, od ktorých o£akávame ²iroké

spektrum testovaných hodnôt a výstupov to totiº zaberie istý £as na vyrátanie, o £om

sme sa presved£ili v nami naprogramovaných algoritmoch. Treba v²ak jedným dychom

doda´, ºe tok programu nemusel by´ optimálny.

Vo v²eobecnosti sa dajú modely kalibrova´ z £asového radu krátkodobej úrokovej

miery, snahou o £o najvä£²iu zhodu teoretických a reálnych výnosových kriviek, alebo

kombináciou týchto dvoch prístupov. Medzi najpouºívanej²ie metódy kalibrácie patria

metóda maximálnej vierohodnosti, kde je moºné v²etky parametre modelu odhadnú´

z £asového radu short rate a metóda, ktorá minimalizuje vzdialenos´ teoretických a

reálnych výnosových kriviek, kde do algoritmu vstupujú okrem okamºitej úrokovej

miery aj výnosové krivky. V ¤al²ej £asti práce predstavíme £itate©ovi obe metódy. V

praktickej £asti na²ej práce sme totiº navrhli algoritmy, ktoré vyuºívajú obe spomínané

metódy a kombinujú ich výstupy.

3.1 Metóda maximálnej vierohodnosti

V nasledujúcich riadkoch najprv odvodíme podmienené rozdelenie úrokovej miery vo

Va²í£kovom modeli, ktoré je potrebné v metóde maximálnej vierohodnosti. Potom od-

vodíme ú£elovú funkciu vierohodnosti pre Va²í£kov model ktorej maximalizáciou zís-

kame odhady parametrov neznámeho modelu. Nakoniec tento postup zov²eobecníme

tak, ºe pre CKLS model (2.4) získame aproximáciu vierohodnostnej funkcie. Vychá-

dzame pritom z [8].

3.1.1 Metóda maximálnej vierohodnosti pre Va²í£kov model

Podmienené rozdelenie okamºitej úrokovej miery je moºné odvodi´ viacerými spôsobmi.

Napríklad v [8] odvodili autori toto rozdelenie pomocou Fokker - Planckovej parciálnej

diferenciálnej rovnice. My v²ak uvádzame iné odvodenie z rovnakej knihy. Vynásobíme
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stochastickú diferenciálnu rovnicu (2.2) pre Va²í£kov model výrazom e−βs. Vyuºitím

Itóovej lemy pre f(s, t) = e−βsr a krátkych úpravách získame vz´ah

d(e−βsrs) = −βθe−βsds+ σe−βsdws,

ktorý ke¤ integrujeme s hranicami od t do t+ ∆t dostaneme

e−β(t+∆t)rt+∆t − e−βtrt = α

∫ t+∆t

t

e−βsds+ σ

∫ t+∆t

t

e−βsdws

= −α
β

(
e−β(t+∆t) − e−βt

)
+ σ

∫ t+∆t

t

e−βsdws. (3.1)

Po úprave dostaneme explicitné vyjadrenie náhodnej premennej rt+∆t

rt+∆t = e−κ∆trt + (1− e−κ∆t)θ + σe−κ(t+∆t)

∫ t+∆t

t

eκsdws.

Podmienené rozdelenie rt+∆t pri danom rt je normálne a jeho stredná hodnota je

E(rt+∆t|rt) = eβ∆trt −
α

β
(1− eβ∆t).

Pre varianciu platí

V ar(rt+∆t|rt) = σ2e2β(t+∆t)V ar

(∫ t+∆t

t

e−βsdws

)
= σ2e2−β(t+∆t)E

([∫ t+∆t

t

e−βsdws

]2
)

= σ2e2β(t+∆t)

∫ t+∆t

t

(e−βs)2ds

=
σ2

2β
(e2β∆t − 1).

Pri úprave tohto vz´ahu sme vyuºili Itóovu izometriu uvedenú v knihe [7]. Podmienené

rozdelenie rt+∆t pri danom rt je teda

rt+∆t|rt ∼ N

(
eβ∆trt −

α

β
(1− eβ∆t),

σ2

2β
(e2β∆t − 1)

)
,

£o môºeme pre model v tvare (2.2) zapísa´ ako

rt+∆t|rt ∼ N

(
e−κ∆trt + θ(1− e−κ∆t),

σ2

2κ
(1− e−2κ∆t)

)
. (3.2)

Majme teraz £asový rad ²tatistických meraní krátkodobej úrokovej miery, ktorého hod-

noty ozna£íme ako r0, r∆t, r2∆t, ..., rN∆t pozorované v okamihoch 0,∆t, 2∆t, ..., N,∆t.
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Ak ozna£íme

v2 =
σ2

2β
(e2β∆t − 1)

ε = eβ∆t,

potom vieme pre tento prípad vyjadri´ funkciu hustoty normálneho rozdelenia v tvare

f(ri+1|ri) =
1√

2πv2
exp

{
−

[ri+1 − εri + α
β
(1− ε)]2

2v2

}
.

Ke¤ºe predpokladáme nezávislos´ pozorovaní, vieme vyjadri´ funkciu vierohodnosti

ako sú£in hustôt náhodných, normálne rozdelených premenných ako

L(α, β, v2) =
n∏
i=1

1√
2πv2

exp

{
−

[ri+1 − εri + α
β
(1− ε)]2

2v2

}
,

pri£om £astej²ie sa pouºíva logaritmická funkcia vierohodnosti (ktorej argument ma-

xima ostáva nezmenený) v tvare

l(α, β, v2) = lnL = −n
2

ln 2πv2 − 1

2v2

n∑
i=1

[ri+1 − eβ∆tri +
α

β
(1− eβ∆t)]2. (3.3)

Pre model v tvare (2.2) dostaneme

l(ε, θ, v2) = −n
2

ln 2πv2 − 1

2v2

n∑
i=1

[ri+1 − εri − θ(1− ε)]2. (3.4)

Cie©om je maximalizova´ funkciu (3.3) vzh©adom na parametre ε, θ, v2, resp. funkciu

(3.4) vzh©adom na α, β, v2. To dosiahneme pomocou parciálnych derivácií, ktoré tu

uº v²ak neuvádzame a £itate© ich môºe nájs´ v [3]. Z takto odhadnutých parametrov

uº ©ahko získame spätnou transformáciou parametre κ, σ. Ak �xujeme parametre β a

σ, optimalizujeme funkciu (3.3) iba vzh©adom na α a vieme explicitne vyjadri´ jeho

optimálnu hodnotu ako

α =
β

n(eβ∆t − 1)

n∑
i=1

(ri+1 − eβ∆tri). (3.5)

Tento fakt sme pri kalibrácií vyuºili tak, ºe sme zvolili dostato£ne ²iroký interval pre

parametere β a σ, v ktorom sme o£akávali ich skuto£né hodnoty a diskretizovali ich.

Následne sme pre kaºdú kombináciu β, σ z týchto mnoºín vypo£ítali optimálnu hodnotu

α pod©a vz´ahu (3.5). Kaºdú trojicu α, β, σ sme dosadili do funkcie vierohodnosti (3.3)

a z nich vybrali najvä£²iu hodnotu. Príslu²né odhady α, β, σ sú odhadnuté parametre

modelu pod©a tejto metódy.
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3.1.2 Aproximácia funkcie vierohodnosti pre CKLS model

V tejto podkapitole odvodíme aproximáciu funkcie vierohodnosti pod©a Nowmana [8]

pre CKLS model (2.4). V prípade, ºe γ = 0 sa odvodená aproximácia bude zhodova´ s

funkciou vierohodnosti pre Va²í£kov model z predchádzajúcej podkapitoly. Ide teda o

priamo£iare zov²eobecnenie, nako©ko aj CKLS model je zov²eobecnením Va²í£kovho a

iných modelov.

Ak ozna£íme volatilitu procesu ako σ(r) a dosadíme ju miesto σ do (3.1), dostaneme

e−β(t+∆t)rt+∆t − e−βtrt = α

∫ t+∆t

t

e−βsds+

∫ t+∆t

t

σ(rs)e
−βsdws

= −α
β

(e−β(t+∆t) − e−βt) +

∫ t+∆t

t

σ(rs)e
−βsdws.

Tento výraz sa od zodpovedajúceho výrazu (3.1) v prípade Va²í£kovho modelu lí²i tým,

ºe σ(r) je teraz sú£as´ou integrálu. Nemoºno ho vy¬a´ pred integrál ako v prípade

Va²í£kovho modelu, kde nám to potom umoºnilo explicitne vypo£íta´ jeho rozdelenie.

Tento integrál môºeme v prípade γ 6= 0 iba aproximova´. Predpokladajme teraz, ºe

volatilita σ(r) je na krátkom intervale [t, t + ∆t] kon²tantná. V prípade dostato£ne

malých intervalov je toto rozumný predpoklad a aproximácia sa blíºi skuto£nej hodnote

integrálu. Nech sa volatilita rovná hodnote na za£iatku tohto intervalu, teda σ(rs) ≈

σrγt pre s ∈ [t, t+ ∆t). Aproximácia integrálu teda vyzerá nasledovne:∫ t+∆t

t

σ(rs)e
−βsdws ≈ σrγt

∫ t+∆t

t

e−βsdws.

�alej postupujeme rovnako ako v prípade Va²í£kovho modelu a dostaneme funkciu

vierohodnosti v rovnakom tvare ako (3.3) s tým, ºe výraz v2 sa zmení na

v2
i =

σ2

2β
(e2β∆t − 1)r2γ

i−1

a ke¤ºe je závislý od ri, stane sa sú£as´ou sumy, £iºe máme

l(α, β, v2) = −n
2

ln 2πv2 − 1

2v2

n∑
i=1

[ri+1 − eβ∆tri +
α

β
(1− eβ∆t)]2. (3.6)

Opä´ maximalizujeme túto funkciu vzh©adom na α, β, v2. My sme �xovali parametre

σ a γ (ke¤ºe v2(σ, γ), �xujeme vlastne v2) a odhadovali sme parametre reálneho driftu

α a β ako dvojrozmernú optimalizáciu pomocou funkcie optim v softvéri R, ktorej

implementácia vyuºíva BFGS optimaliza£ný algoritmus. Táto problematika patrí pod
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nelineárne programovanie, bliº²ie sa jej nevenujeme a podrobnej²ie informácie môºe

£itate© nájs´ v [5]. Zvolíme teda dostato£ne ²iroké intervaly v ktorých o£akávame sku-

to£né hodnoty parametrov σ, γ a diskretizujeme ich. Pre kaºdú dvojicu σ, γ z nami

zvolených intervalov teda dostaneme optimálnu dvojicu α, β, ktorú ke¤ spolu s príslu²-

nou dvojicou σ, γ dosadíme do vierohodnostnej funkcie (3.6), obdrºíme jej optimálnu

hodnotu pre danú dvojicu σ, γ. Podobne ako vo Va²í£kovom modeli jednotlivé hodnoty

optima porovnáme a vyberieme tú s najvy²²ou hodnotou. Príslu²né parametre α, β, σ

a γ predstavujú odhady parametrov CKLS modelu.

3.2 Metóda minimalizujúca vzdialenos´ teoretických a reálnych

výnosových kriviek

Cie©om tejto metódy je minimalizova´ ur£itú mieru vzdialenosti medzi skuto£nými

a modelom implikovanými výnosovými krivkami. V tejto podkapitole vychádzame z

£lánku [12], kde je funkcia vzdialenosti daná ako

F =
1

mn

n∑
i=1

m∑
j=1

wij(R(τj, ri)−Rij)
2, (3.7)

kde r1, ..., ri, ..., rn je krátkodobá úroková miera pozorovaná v i-ty de¬, τ1, ..., τj, ..., τm

je j-ta maturita úrokových mier, R(τj, ri) je teoretická úroková miera pre ri s maturitou

τj vypo£ítaná z modelu, Rij je úroková miera pozorovaná v i-ty de¬ s maturitou τj a wij

sú zodpovedajúce váhy pre konkrétny rozdiel teoretickej a skuto£nej úrokovej miery v

i-ty de¬ s maturitou τj. Pod©a vz´ahu (1.1) ak poznáme cenu dlhopisu P (τ, r), vieme pri

daných maturitách vypo£íta´ aj £asovú ²truktúru úrokových mier R(τ, r) implikovanú

modelom. Pre Va²í£kov model sme odvodili presné rie²enie parciálnej diferenciálnej

rovnice (2.12) v tvare (2.13). Pre CKLS model poznáme iba jeho aproximáciu (2.16).

V oboch prípadoch sa dajú prirodzené logaritmy rie²ení prepísa´ ako lineárna funkcia

parametrov α̃ a σ2

lnP (τ, r) = c0(τ, r) + c1(τ, r)α̃ + c2(τ, r)σ2,

kde v oboch modeloch majú koe�cienty c0 a c1 tvar

c0(τj, ri) =
ri(1− eβ̃τj)

β̃
c1(τj) =

1

β̃

(
1− eβ̃τj

β̃
+ τj

)
.
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V závislosti od modelu sa bude lí²i´ koe�cient c2. Najprv rozoberieme prípad Va²í£kovho

modelu.

3.2.1 Odhady pre Va²í£kov model

Koe�cient c2 môºeme v prípade Va²í£kovho modelu napísa´ ako

c2(τj) =
1

2β̃2

[
1− eβ̃τj

β̃
+ τj +

(1− eβ̃τj)2

2β̃

]
.

Toto vyjadrenie dosadíme do (3.7)a pre Va²í£kov model dostaneme

F =
1

mn

n∑
i=1

m∑
j=1

wij
τ 2
j

[
c0(τj, ri) + c1(τj)α̃ + c2(τj)σ

2 +Rijτj
]2
. (3.8)

Od tohto momentu sa moºné prístupy k h©adaniu optima tejto funkcie lí²ia. My sme pri

kalibrácii pouºili metódu, kde sme �xovali parametre β̃ a σ a dostali sme jednorozmernú

optimalizáciu pre parameter α̃. Ak teda �xujeme parametre β̃ a σ je tento funkcionál

kvadratická funkcia parametra α̃ a jeho optimálna hodnota je

α̃ = −

∑n
i=1

∑m
j=1

wij

τ2j
[c0(τj, ri) + c2(τj)σ

2 +Rijτj] c1(τj)∑n
i=1

∑m
j=1

wij

τ2j
c1(τj)2

. (3.9)

Ak zvolíme dostato£ne ²iroké intervaly v ktorých o£akávame skuto£né hodnoty pre

parametre β̃, σ a diskretizujeme ich, vieme pre kaºdú ich kombináciu vyráta´ optimálnu

hodnotu α̃ pod©a vz´ahu (3.9). Následným dosadením príslu²nej trojice do (3.8) získame

optimálnu hodnotu ú£elovej funkcie pre dané β̃ a σ. Optimálna trojica parametrov bude

tá, pre ktorú sa nadobúda najmen²ia hodnota ú£elovej funkcie F .

3.2.2 Odhady pre CKLS model

Koe�cient c2 je v prípade CKLS modelu v tvare

c2(τj) =
r2γ

2β̃2

[
1− eβ̃τj

β̃
+ τj +

(1− eβ̃τj)2

2β̃

]
.

Ke¤ dosadíme cenu dlhopisu v tomto tvare do (3.7) podobne dostávame

F =
1

mn

n∑
i=1

m∑
j=1

wij
τ 2
j

[
c0(τj, ri) + c1(τj)α̃ + c2(τj)σ

2 +Rijτj
]2
. (3.10)
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V CKLS modeli okrem parametrov α̃, β̃ a σ odhadujeme aj parameter γ. Tak isto

sa dá zvoli´ viacero postupov na nájdenie optima tohto funkcionálu. My sme �xo-

vali parametre σ a γ a odhadovali sme parametre rizikovo neutrálneho driftu α̃ a β̃

ako dvojrozmernú optimalizáciu pomocou funkcie optim v softvéri R, podobne ako pri

metóde maximálnej vierohodnosti pre tento model. Zvolíme teda dostato£ne ²iroké in-

tervaly v ktorých o£akávame skuto£né hodnoty parametrov σ, γ a diskretizujeme ich.

Pre kaºdú dvojicu σ, γ teda dostaneme optimálnu dvojicu α̃, β̃, ktorú ke¤ spolu s prí-

slu²nou dvojicou σ, γ dosadíme do ú£elovej funkcie F , obdrºíme jej optimálnu hodnotu

pre danú dvojicu σ, γ. Jednotlivé hodnoty optima opä´ porovnáme a vyberieme tú s

najniº²ou hodnotou. Príslu²né parametre α̃, β̃, σ a γ predstavujú odhady parametrov

touto metódou pre CKLS model.

3.3 Odhad trhovej ceny rizika

V práci [3] sa navrhuje odhadnú´ trhovú cenu rizika pomocou minimalizácie vzdia-

lenosti teoretických a reálnych výnosových kriviek. V prvej fáze sa odhadnú v²etky

parametre modelu okrem trhovej ceny rizika bu¤ metódou maximálnej vierohodnosti,

alebo minimalizáciou vzdialenosti trhových a teoretických výnosových kriviek. V dru-

hej fáze minimalizujeme vzdialenos´ výnosových kriviek s tým, ºe jediným neznámym

parametrom v ú£elovej funkcii je trhová cena rizika λ a teda ide o jednorozmernú

optimalizáciu.

V na²ej práci v²ak optimalizujeme jednu sadu dát sú£asne pomocou funkcie viero-

hodnosti aj minimalizácie vzdialenosti reálnych a teoretických výnosov. Najprv teda

odhadneme v²etky parametre modelu v reálnej aj rizikovo neutrálnej pravdepodobnost-

nej miere a potom zo získaných odhadov kone£ne odhadneme aj trhovú cenu rizika.

Pre v²eobecný jednofaktorový model platí (2.5):

µ̃(t, r) = µ(t, r)− λ(r)σ(t, r),

kde µ̃(t, r) je drift modelu v rizikovo neutrálnej miere a µ(t, r) je drift pri reálnej miere.

Inak povedané rizikovo neutrálny drift získame cez minimalizáciu vzdialenosti trhových

a teoretických výnosov a reálny drift metódou maximálnej vierohodnosti. Pre Va²í£kov

teda platí

α̃ + β̃r = α + βr − λσ. (3.11)
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V na²ej práci sme optimalizujeme Va²í£kov model pomocou dvoch popísaných metód

pri �xovanej bete a sigme. V tomto prípade to znamená β̃ = β a teda môºme vyjadri´

λ ako kon²tantu nezávislú od r v tvare

λ =
α− α̃
σ

.

V prípade odhadu trhovej ceny rizika pre CKLS model postupujeme analogicky, £iºe

pod©a (2.5) dostávame

α̃ + β̃r = α + βr − λσrγ.

Ako sme písali, pri odhadovaní tohto modelu �xujeme σ a γ pre obe pouºité metódy

a teda na rozdiel od Va²í£kovho modelu máme β̃ 6= β a odhadujeme osobitne obomi

metódami oba parametre driftu α, β resp. α̃, β̃. Pre trhovú cenu rizika teda platí

λ(r) =
α− α̃ + (β − β̃)r

σrγ
=
α− α̃
σrγ

+
β − β̃
σ

r1−γ. (3.12)

V CKLS modeli je teda λ(r) naozaj závislá od okamºitej úrokovej miery r.

3.4 Vylep²enie kalibrácie Va²í£kovho modelu

Pod©a prác [1] a [9] je odhad driftu metódou maximálnej vierohodnosti pre malý po£et

dát ve©mi vychýlený, o £om sme sa presved£ili aj v testoch na vygenerovaných dátach

pod©a podmieneného rozdelenia úrokovej miery. Odhady parametrov α a β sú opa£ne

vychýlené (β nadol, α nahor) tak, ºe ich pomer, teda pôvodný parameter θ, ostáva

pomerne robustný. Odhady v²etkých parametrov sú asymptoticky presné pre v²etky

parametre Va²í£kovho modelu. V praxi nám metóda maximálnej vierohodnosti dávala

pri rádovo desiatkách dát ve©mi vychýlené odhady, pri stovkách to záviselo od konkrét-

nej sady dát a aº pri tisíckach dát odhadovala metód parametre β a α relatívne presne.

V situáciach, kde sa beºne kalibruje model zo £asového radu short rate za jeden kvartál,

teda 63 hodnôt, si tento problém vyºaduje aspo¬ £iasto£né rie²enie. Ukázalo sa, ºe me-

tóda maximálnej vierohodnosti, ako aj metóda zaloºená na minimalizácii vzdialenosti

reálnych a teoretických výnosových kriviek dávala ve©mi presné odhady pre parameter

σ. Po prvotných odhadoch obomi metódami navrhujeme teda v druhom kroku za�xo-

va´ parameter σ na hodnote aritmetického priemeru pre odhadnuté optimálne hodnoty

σ a σ̃, teda

σfix =
σ + σ̃

2
. (3.13)
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Ak ozna£íme

ri+1 − eβ∆tri +
α

β
(1− eβ∆t) = S,

tak sa v prípade kon²tantnej σ = σfix logaritmická funkcia vierohodnosti pre Va²í£kov

model zmení na

l(α, β) = −n
2

(
ln 2πσ2

fix + ln
e2β∆t − 1

2β

)
+

β

σ2
fix(1− e2β∆t)

n∑
i=1

S2.

Túto funkciu treba maximalizova´ vzh©adom na α, β. Skúsime teda nájs´ jej parciálne

derivácie pod©a týchto premenných v bode maxima. Po krátkych úpravách dostávame

∂l

∂β
=

1

2β2

[
nσ2

fix(1− e2β∆t)(−2e2β∆tβ∆t+ e2β∆t − 1)
]

+

+

{
1

β2

[
β(e2β∆t − 1)− 2β2∆te2β∆t

] n∑
i=1

S2

}
+

+2(1− e2β∆t)(eβ∆t∆t)
n∑
i=1

S

(
ri +

α

β

)
= 0.

Pre druhú parciálnu deriváciu v bode maxima platí

∂l

∂α
=

1− eβ∆t

σ2(1− e2β∆t)
2

n∑
i=1

S = 0.

Z tejto sústavy rovníc nevieme explicitne vyjadri´ argument maxima (α, β), preto sme

v na²om programe za�xovali premennú β a odhadovali α pomocou funkcie optimize ako

jednorozmernú numerickú optimalizáciu. Iteráciou cez diskrétny vektor hodnôt β sme

pre kaºdú hodnotu β dostali optimálnu α a optimálnu hodnotu l(α, β). Ako kone£nú

optimálnu kombináciu nakoniec vyberieme tú, pre ktorú sa dosahuje najvä£²ia hodnota

l(α, β).

V metóde minimalizácie vzdialenosti teoretických a trhových výnosových kriviek sa

pri kon²tantnej σ vo výrazoch (3.8) a (3.9) iba zamení premenná σ za σfix a ¤alej

postupujeme rovnako s jediným rozdielom, ºe iterujeme iba cez premennú β̃.
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4 Testovanie programov na vygenerovaných dátach

V tejto kapitole analyzujeme testy na²ich programov v softvéri R na vygenerovaných

dátach. Pod vygenerovanými dátami rozumieme dáta vygenerované pre nám známy

model a jeho hodnoty parametrov pomocou podmieneného rozdelenia úrokovej miery.

Následne vygenerujeme aj príslu²né výnosové krivky pre ur£ené maturity. Ke¤ºe ka-

librujeme dva modely úrokovej miery, aj dáta musíme generova´ dvomi spôsobmi. V

prípade Va²í£kovho modelu to nie je problém, pretoºe sme odvodili podmienené roz-

delenie úrokovej miery (3.2) v tomto modeli, ako aj vz´ah (2.14) pre £asovú ²truktúru

úrokových mier. Pre CKLS model v²ak nepoznáme podmienené rozdelenie krátkodo-

bej úrokovej miery pre γ inú ako 0, alebo 0, 5. Preto nemôºme vygenerova´ short rate

presne pre ©ubovo©ný CKLS model. Ke¤ºe pri generovaní dát pomocou podmieneného

rozdelenia úrokovej miery poznáme presné parametre modelu, slúºi kalibrácia na týchto

dátach hlavne na otestovanie naprogramovaných algoritmov. Pre tento ú£el nám teda

bohato poslúºi CIR model (2.3), teda CKLS model s γ = 0, 5.

Na presné generovanie £asového radu krátkodobej úrokovej miery potrebujeme po-

zna´ jej podmienené rozdelenie. Nech poznáme hodnotu úrokovej miery ri nameranej

v £ase i. Pod©a [11] je podmienené rozdelenie úrokovej miery ri+1 v £ase i + 1 > i

podmienené hodnotou ri necentrálny chi-kvadrát

ri+1|ri ∼ cχ
′2
d (f), (4.1)

pri£om

c =
1

4β
σ2(eβ∆t − 1) d =

4α

σ2
f =

4βeβ∆t

σ2(eβ∆t − 1)
ri.

Bliº²ie informácie napríklad, napríklad o strednej hodnote a variancii tohto rozdelenia

nájde £itate© v [10]. Teraz uvedieme vzorec, ktorý sme pouºili na generovanie £asovej

²truktúry úrokových mier pre CIR model, ktorý je odvodený v [8]

R(r, t, t+ τ) = −1

τ

2κθ

σ2
ln

[
2φe(φ+ψ)τ/2

(ψ + φ)(eφτ − 1) + 2φ

]
+

+
1

τ

2(eφτ − 1)

(φ+ ψ)(eφτ − 1) + 2φ
r, (4.2)

kde

ψ = κ+ λσ φ =
√

(κ+ λσ)2 + 2σ2.
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4.1 Va²í£kov model - dvojkriteriálna optimalizácia pri vo©nej

volatilite (Kalibrácia 1)

Cie©om tejto podkapitoly je objasni´ novú dvojkriteriálnu metódu na odhad paramet-

rov α, β a σ Va²í£kovho modelu v tvare (2.6). Pri zoh©adnení jedného kritéria sa za

najú£innej²ie metódy povaºujú maximalizácia funkcie vierohodnosti a minimalizácia

vzdialenosti reálnych a modelom implikovaných výnosových kriviek. V tejto metóde

sa pokú²ame odhadnú´ parametre modelu tak, ºe optimalizujeme sú£asne obe kritéria.

Na²ou úlohou je odhadnú´ neznáme parametre Va²í£kovho modelu z historických dát

priebehu short rate a výnosových kriviek. Zhrnutie tohto prístupu uvádzame v nasle-

dovnej schéme.

Kalibrácia 1: Va²í£kov model pri vo©nej σ

Vstupy

• Skuto£né hodnoty parametrov α, β, σ odhadovaného modelu

• Po£et vygenerovaných úrokových mier n, vektor maturít úrokových mier τ s d¨º-

kou m, £asový úsek medzi dvomi pozorovaniami dt

• Mnoºiny testovaných hodnôt parametrov β a σ

Algoritmus

• Vygenerova´ úrokové miery a výnosové krivky na základe skuto£ných hodnôt

parametrov modelu

• Pre kaºdú kombináciu β, σ z mnoºiny testovaných hodnôt vyráta´ vzh©adom na

minimalizáciu hodnoty zápornej funkcie vierohodnosti (3.3) optimálnu hodnotu

α pod©a (3.5)

• Dosadi´ v²etky trojice β, σ, α do ú£elovej funkcie a vybra´ minimum

• Pre kaºdú kombináciu β, σ z mnoºiny testovaných hodnôt vyráta´ vzh©adom na

minimalizáciu hodnoty funkcionálu (3.8) optimálnu hodnotu α̃ pod©a (3.9)
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• Dosadi´ v²etky trojice β, σ, α̃ do ú£elovej funkcie a vybra´ minimum

• Pre kaºdú kombináciu β, σ vyráta´ trhovú cenu rizika λ

• Identi�kova´ efektívne kombinácie parametrov, vyhovujúce vz´ahu (4.3)

• Vyráta´ pre kaºdý efektívny bod dvojkriteriálnu mieru efektivity - 2krit pod©a

(4.4)

Výstupy

• Odhady parametrov α, β, σ pod©a metódy maximálnej vierohodnosti

• Odhady parametrov α̃, β, σ pod©a minimalizácie miery vzdialenosti medzi teore-

tickými a trhovými výnosmi

• Efektívne kombinácie parametrov a odhady α, α̃, β, σ, λ, 2krit pre kaºdý z efek-

tívnych bodov

• Gra�cké zobrazenie v²etkých, aj efektívnych bodov

Úloha môºe znie´ takto:

Predpokladajme, ºe sa krátkodobá úroková miera riadi Va²í£kovým modelom. K dis-

pozícií máme hodnoty short rate za jeden ²tvr´ rok (teda 63 hodnôt) pre kaºdý obcho-

dovate©ný de¬ a príslu²né výnosové krivky. Odhadnite parametre α, β, σ neznámeho

Va²í£kovho modelu.

V tejto podkapitole vygenerujeme short rate pod©a vz´ahu (3.2) a príslu²né výnosové

krivky pod©a (2.14). Funkcionál (3.8) minimalizujeme, kým vierohodnostnú funkciu

(3.3) treba maximalizova´. My v²ak budeme minimalizova´ − lnL, aby sme optimali-

zovali obe ú£elové funkcie jedným smerom a mohli ich hodnoty vykresli´ a porovna´ v

jednom scatterplote.

Vidíme, ºe ML odhad optimalizujeme vzh©adom na α, β a σ a �tujeme krivky vzh©a-

dom na α̃, β a σ. V prípade �xovaných hodnôt β a σ vieme explicitne vyjadri´ opti-

málnu hodnoty parametra α ako (3.5) a parametra α̃ ako (3.9). Následným dosadením

optimálnych parametrov a príslu²ných dvojíc β a σ vieme zisti´ hodnoty ú£elových

funkcií.
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V na²om programe v softvéri R sme si teda zvolili mnoºiny diskrétnych hodnôt z

istých intervalov pre β a σ, v ktorých predpokladáme výskyt skuto£ných hodnôt. Pre

kaºdú kombináciu β a σ sme vypo£ítali α a α̃ a dosadili trojicu α, β, σ do (3.3), resp.

α̃, β, σ do (3.8). Ak sme napríklad zvolili 50 testovaných hodnôt pre β a 60 hodnôt pre

σ, dostali sme celkom 50 × 60 = 3000 hodnôt oboch ú£elových funkcií. Zaznamenané

hodnoty oboch ú£elových funkcií sme potom vykreslili do scatterplotu z ktorého sme

potom vyhodnocovali efektívnos´ alebo neefektívnos´ jednotlivých bodov a teda kom-

binácií parametrov. Efektívne body sú také, ktoré sú v zmysle posúdenia oboch kritérií

optimálne, £o neskôr presne de�nujeme. Výsledky dvojkriteriálneho prístupu sa lí²ia

od jednokriteriálneho tým, ºe v prípade vyhodnocovania dvoch kritérií sa naj£astej²ie

ukázalo efektívnych bodov viac. To znamená ºe nemôºeme jednozna£ne prehlási´ jedinú

kombináciu parametrov za optimálnu, ako je to v prípade jednokriteriálneho prístupu.

Ukáºeme si nieko©ko výstupov ná²ho programu pre 63 (²tvr´ rok) denných hodnôt short

rate.

Najprv sme teda vygenerovali 63 short rate-ov pod©a podmienenej hustoty normál-

neho rozdelenia (3.2). Parametre, pod©a ktorých sa tieto hodnoty generovali (môºeme

ich nazva´ skuto£né parametre modelu) sme si sami ur£ili a uvádzame ich v nasledovnej

tabu©ke:

Názov parametra α β σ n m dt

Hodnota parametra 0.05 -1 0.06 63 12 1/252

Pre úplnos´, vektor £asov do splatnosti τ je 12 miestny vektor s rovnomerne rozloºenými

hodnotami medzi 1/12 a 1, £iºe £asy do splatnosti rastú o 1 mesiac. Vygenerovaný

priebeh short rate zobrazuje nasledovný obrázok 4.1.

38



0 10 20 30 40 50 60

0.
05

0.
06

0.
07

0.
08

index

r

Obr. 4.1: Priebeh short rate

Mnoºiny, pre ktoré testujeme parametre β a σ, sme zvolili tak, aby dostato£ne po-

krývali skuto£né parametre modelu a ich okolie a zárove¬, aby bolo delenie dostato£ne

jemné. Sú nasledovné:

β {−2.0,−1.9, ...,−0.2,−0.1}

σ {0.01, 0.02, ..., 0.19, 0.20}

Výsledky odhadov pod©a metódy maximálnej vierohodnosti:

Názov parametra α β σ -lnL

Odhad parametra 0.2565715 -2 0.05 -265.8918116

Pozorujeme vychýlenos´ odhadov β a α pomocou tejto metódy popísanú v prácach [1]

a [9]. V prípade �tovania kriviek potrebujeme aj reálne výnosové krivky Rij. Pre ú£ely

overenia postupu v²ak teraz vygenerujeme výnosové krivky na základe skuto£ných pa-

rametrov modelu. Poslúºi nám to zárove¬ na overenie správnosti postupu a ná²ho kódu,

ke¤ºe hodnota funkcionálu (3.8) v optime bude nulová a odhadnuté parametre týmto

spôsobom by mali by´ zhodné so skuto£nými parametrami. Naozaj, z tejto metódy

dostávame odhady:
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Názov parametra α β σ F

Odhad parametra 0.05 -1 0.06 2.910042× 10−33

Hodnota funkcionálu 2.910042 × 10−33 má by´ v optime teoreticky nulová, prakticky

v²ak dostávame malú numerickú chybu spôsobenú výpo£tovým algoritmom a zaokrúh-

©ovaním v softvéri R. Vzh©adom na jej rád je v²ak zanedbate©ná.

Ke¤ uº poznáme obe hodnoty ú£elových funkcií pre kaºdú kombináciu parametrov,

vieme pod©a vz´ahu (3.11) vypo£íta´ trhovú cenu rizika λ, ktoré sú vo Va²í£kovom mo-

deli nezávisle od r, teda kon²tanty. Uvedieme ich pre niektoré kombinácie parametrov,

ktoré nazveme optimálne.

Na obrázku 4.2 vidíme scatterplot v²etkých kombinácií parametrov, teda 20× 20 =

400 bodov.
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Obr. 4.2: Scatterplot kombinácií

Cie©om je nájs´ v²etky efektívne body tohto grafu. Efektívne body sú práve tie body,

ktoré sú v zmysle posúdenia oboch kritérií optimálne. Ak ozna£íme mnoºinu v²etkých

posudzovaných bodov ako M , potom je bod x efektívny, ak patrí do nasledovnej mno-

ºiny E:

E = {x;∀y ∈M : (x[−lnL] < y[−lnL]) ∨ (x[F ] < y[F ])} . (4.3)
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Z h©adiska ná²ho grafu sú to také body, ktoré nemajú ºiadne iné body v smere v©avo

dole, prípade presne v©avo alebo presne nadol od nich. Vo v²eobecnosti sa efektívne

body nachádzajú v ©avom dolnom rohu grafu, prípadne na jeho spodnej alebo ©avej

hranici, ke¤ºe v smere oboch osí optimalizujeme práve týmto smerom. Priblíºenie a

zobrazenie optím pod©a jedného kritéria £ervenou farbou a v²etkých ostatných efektív-

nych bodov zelenou farbou zobrazuje obrázok 4.3.
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Obr. 4.3: Efektívne body

V tomto prípade máme 12 efektívnych bodov. Pre kaºdý efektívny bod by bolo

vhodné ur£i´ mieru jeho dvojkriteriálnej efektivity, ktorá by hovorila o tom, ako ve©mi je

bod optimálny pri posúdení oboch kritérií. Od tejto charakteristiky budeme poºadova´:

• chceme ju iba pre efektívne body (teda v pomyselnom ²tvorci okolo nich sú optimá

pod©a jedného kritéria v ©avom hornom a pravom dolnom rohu),

• optimá pod©a jedného kritéria by mali ma´ dvojkriteriálnu efektívnos´ nulovú,

lebo oproti ostatným efektívnym bodom najmenej kombinujú dve pouºité metódy

na optimalizáciu, napriek tomu ºe sú maximálne efektívne vzh©adom na jednu z

nich,

• teoretický bod v ©avom dolnom rohu by mal ma´ efektívnos´ 100, lebo je maxi-

málne efektívny pre obe metódy.
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Vzh©adom na tieto poºiadavky sme pouºili postup, kde rátame relatívne efektívnosti

bodov pod©a metódy maximálnej vierohodnosti, resp. minimalizácie strednej váºenej

kvadratickej chyby medzi teoretickými a skuto£nými výnosmi. Po vynásobení týchto

dvoch £ísel dostaneme výslednú dvojkriteriálnu efektivitu, ktorá sp¨¬a poºadované

vlastnosti. Ak ozna£íme dML rozpätie hodnôt ú£elovej funkcie (3.3) pre efektívne body

a dF ako rozpätie hodnôt (3.8) pre tieto body, potom vieme dvojkriteriálnu efektívnos´

pre daný bod X vyjadri´ v percentách ako

E2krit =
max(−lnL)−X[−lnL]

dML

max(F )−X[F ]

dF
100, (4.4)

kde max(−lnL) je maximálna hodnota zápornej funkcie vierohodnosti pre efektívne

body a max(F ) maximálna hodnota funkcionálu F.

Samozrejme, toto nie je jediný moºný prístup k tejto charakteristike. Mohli by sme

napríklad po£íta´ aritmetický priemer efektívnosti pod©a jednotlivých metód, to by

v²ak nesp¨¬alo na²e poºiadavky na túto vlastnos´.

Dôleºité údaje (hodnoty parametrov a ú£elových funkcií pre tento bod), ktoré sa ich

týkajú sme uloºili do matice e�ectivePoints na obrázku 4.4, kde 2krit vyjadruje mieru

dvojkriteriálnej efektivity vyjadrenú v percentách.

Obr. 4.4: Efektívne body

Vidíme, ºe najvy²²iu dvojkriteriálnu efektivitu majú body 9,10 a 11, preto ich v

istom zmysle môºeme povaºova´ za najviac dôveryhodné odhady.
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4.2 Va²í£kov model - dvojkriteriálna optimalizácia pri pevnej

volatilite (Kalibrácia 2)

Teraz aplikujeme algoritmus popísaný v podkapitole 3.4 na výsledky získané v pred-

chádzajúcej podkapitole, teda za�xujeme odhad σ na hodnote aritmetického priemeru

odhadov tohto parametra pod©a oboch pouºitých metód, v tomto prípade na hodnote

σfix = 0.055. Zhrnutie tohto prístupu uvádzame v nasledovnej schéme.

Kalibrácia 2: Va²í£kov model pri pevnej σ

Vstupy

• Príslu²né vygenerované úrokové miery a výnosové krivky z predchádzajúceho

postupu

• Mnoºina testovaných hodnôt parametru β

• Odhady parametru σ pod©a funkcie vierohodnosti, resp. minimalizácie vzdiale-

nosti trhových a modelom implikovaných výnosov

Algoritmus

• Za�xova´ hodnotu σfix na hodnote aritmetického priemeru odhadov oboch pou-

ºitých metód

• Pre kaºdú β z mnoºiny testovaných hodnôt a σfix vyráta´ vzh©adom na mini-

malizáciu hodnoty zápornej funkcie vierohodnosti (3.3) optimálnu hodnotu (3.5)

pre α

• Dosadi´ v²etky trojice β, σfix, α do ú£elovej funkcie a vybra´ minimum

• Pre kaºdú β z mnoºiny testovaných hodnôt vyráta´ vzh©adom na minimalizáciu

hodnoty funkcionálu (3.8) optimálnu hodnotu 3.9 α̃

• Dosadi´ v²etky trojice β, σfix, α̃ do ú£elovej funkcie a vybra´ minimum

• Pre kaºdú β z mnoºiny testovaných hodnôt vyráta´ trhovú cenu rizika λ

• Identi�kova´ efektívne hodnoty parametra β, vyhovujúce vz´ahu (4.3)
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• Pre kaºdý efektívny bod vypo£íta´ mieru dvojkriteriálnej efektivity

Výstupy

• Odhady parametrov α, β, σfix pod©a metódy maximálnej vierohodnosti

• Odhady parametrov α̃, β, σfix pod©a minimalizácie miery vzdialenosti medzi te-

oretickými a trhovými výnosmi

• Efektívne parametre β a odhady α, α̃, β, λ, 2krit pre kaºdý z efektívnych bodov

pri volatilite σfix

• Gra�cké zobrazenie v²etkých, aj efektívnych bodov

Odhady parametrov, pod©a metódy maximálnej vierohodnosti uvádzame v nasle-

dovnej tabu©ke:

Názov parametra α β σfix -lnL

Odhad parametra 0.2565715 -2 0.055 -275.4752628

Odhady pod©a váºenej strednej kvadratickej chyby medzi teoretickými a trhovými

výnosovými krivkami sú:

Názov parametra α β σfix F

Odhad parametra 0.04988304 -1 0.055 9.180323× 10−12

Pod©a vz´ahu (3.11) dorátame kon²tantné trhové ceny rizika, pre kaºdú kombináciu

parametrov. Ke¤ºe sme za�xovali hodnotu σ, iterujeme a po£ítame hodnoty ú£elových

funkcií iba pre rozli£né hodnoty β a teda dostaneme v tomto prípade celkovo 20×1 = 20

bodov v scatterplote. V²etky jeho body, kde opä´ máme optimá pod©a jedného kritéria

zobrazené £ervenou farbou a v²etky ostatné efektívne body zelenou farbou zobrazuje

obrázok 4.5.
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Obr. 4.5: Efektívne body

Podstatné informácie týkajúce sa týchto bodov sme uloºili do matice e�ectivePo-

intsFix na obrázku 4.6.

Obr. 4.6: Efektívne body

Najvy²²iu mieru dvojkriteriálnej efektivity majú body 5, 6 a 7.

4.3 CKLS model - dvojkriterálna optimalizácia (Kalibrácia 3)

V tejto podkapitole opí²eme a otestujeme algoritmus dvojkriteriálnej kalibrácie CKLS

modelu z vygenerovaných dát. Ako sme uviedli v podkapitole 3.1.2, nepoznáme podmie-

nené rozdelenie okamºitej úrokovej miery pre ©ubovo©ný parameter γ v CKLS modeli.
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Poznáme ho pre hodnoty γ = 0 (Va²í£kov model) a γ = 0, 5 (CIR model). Ke¤ºe Va-

²í£kov model sme uº kalibrovali, rozhodli sme sa generova´ krátkodobú úrokovú mieru

pre CIR model pod©a pravdepodobnostného rozdelenia (4.1) a výnosové krivky pod©a

(4.2). Treba poznamena´, ºe toto je najpresnej²í spôsob generovania short rate, lebo

vyuºíva odvodené podmienené rozdelenie okamºitej úrokovej miery, av²ak nie je jediný.

Napríklad v [11] autor generoval hodnoty pomocou aproximácie. Uvádzame schému al-

goritmu:

Kalibrácia 3: CKLS model

Vstupy

• Skuto£né hodnoty parametrov α, β, σ odhadovaného CIR modelu (CKLS s γ =

0, 5)

• Po£et vygenerovaných úrokových mier n, vektor maturít úrokových mier τ s d¨º-

kou m, £asový úsek medzi dvomi pozorovaniami dt

• Mnoºiny testovaných hodnôt parametrov σ a γ

Algoritmus

• Vygenerova´ úrokové miery a výnosové krivky na základe skuto£ných hodnôt

parametrov modelu

• Pre kaºdú kombináciu σ, γ z mnoºiny testovaných hodnôt vyráta´ vzh©adom na

minimalizáciu hodnoty aproximácie zápornej funkcie vierohodnosti (3.6) opti-

málne hodnoty α a β

• Dosadi´ v²etky ²tvorice σ, γ, α, β do ú£elovej funkcie a vybra´ minimum

• Pre kaºdú kombináciu σ, γ z mnoºiny testovaných hodnôt vyráta´ vzh©adom na

minimalizáciu hodnoty funkcionálu (3.10) optimálne hodnoty α̃ a β̃

• Dosadi´ v²etky ²tvorice σ, γ, α̃, β̃ do ú£elovej funkcie a vybra´ minimum

• Pre kaºdú kombináciu σ, γ vyráta´ trhovú cenu rizika λ(r) ako funkciu short rate
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• Identi�kova´ efektívne kombinácie parametrov, vyhovujúce vz´ahu (4.3)

• Pre kaºdý efektívny bod vypo£íta´ mieru jeho dvojkriteriálnej efektivity

Výstupy

• Odhady parametrov α, β, σ, γ pod©a metódy maximálnej vierohodnosti

• Odhady parametrov α̃, β̃, σ, γ pod©a minimalizácie miery vzdialenosti medzi te-

oretickými a trhovými výnosmi

• Efektívne kombinácie parametrov a odhady α, β, α̃, β̃, σ, γ, λ(r), 2krit pre kaºdý

z efektívnych bodov

• Gra�cké zobrazenie v²etkých, aj efektívnych bodov

Skuto£né hodnoty parametrov, ktoré sme pouºili na generovanie krátkodobej úro-

kovej miery a výnosových kriviek s príslu²nými splatnos´ami:

Názov parametra α β σ γ n m dt

Hodnota parametra 0.04 -0.8 0.08 0.5 63 12 1/252

Zvolené testované mnoºiny parametrov σ a γ:

σ {0.01, 0.02, 0.03, ..., 0.99, 1}

γ {0, 0.1, 0.2, ..., 1.4, 1.5}
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Obr. 4.7: Priebeh short rate
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Na obrázku 4.7 je vygenerovaný priebeh short rate. Odhady parametrov, pod©a metódy

maximálnej vierohodnosti uvádzame v nasledovnej tabu©ke:

Názov parametra α β σ γ -lnL

Odhad parametra 1.788655 -33.533898 0.8 1.3 -394.764287

Odhady pod©a váºenej strednej kvadratickej chyby medzi teoretickými a trhovými

výnosovými krivkami sú:

Názov parametra α β σ γ F

Odhad parametra 0.05553105 -1.091344 0.04 0 9.406554× 10−9

Pod©a vz´ahu (3.12) dorátame trhové ceny rizika λ(r) ako funkcie závislé od r, pre

kaºdú kombináciu parametrov. Nasledovný obrázok 4.8 zobrazuje, ako �tujú odhadnuté

výnosové krivky skuto£né.
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Obr. 4.8: Fitovanie v²etkých výnosov

Fitovanie doch kriviek pre indexy 10 a 40 zobrazuje dvojica obrázkov 4.9.
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Obr. 4.9: Fitovanie pre indexy 10 a 40

Tu nabádame £itate©a, aby si v²imol mierku osí pre výnos, takºe aj zdanlivo nepresné

�tovanie pre index 40, je v skuto£nosti ve©mi dobré. Pripomíname, ºe v CKLS modeli,

uº trhová cena rizika λ(r) nie je kon²tanta ako v prípade Va²í£kovho modelu, ale funkcia

závislá or r pod©a vz´ahu (3.12). Vypo£ítali sme koe�cienty tejto funkcie pre kaºdý bod

a na dvojici obrázkov 4.10 je jej priebeh pre body optima pod©a funkcie vierohodnosti

resp. pod©a F.
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Obr. 4.10: Trhové ceny rizika

Scatterplot odhadov a jeho priblíºenie efektívnych bodov vidíme na dvojici obrázkov

4.11.

49



●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●
●●●
●●●
●●
●●
●●
●●
●●
●
●
●

●●●●●●●●●

●
●
●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●
●●●●●
●●●
●●●
●●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●

●●●●●●●●●●●●

●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●

●●●●

●

●

●

●

●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●
●●●●●●
●●●●●
●●●●
●●●
●●●
●●●
●●●
●●
●●
●●
●●
●

●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●
●●●●●●
●●●●●
●●●●
●●●●
●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

0e+00 1e+05 2e+05 3e+05 4e+05 5e+05 6e+05

0e
+

00
2e

−
06

4e
−

06
6e

−
06

−lnL

F

●●●●●●●●●●●●●●●●●

(a) V²etky body

●

●

●

● ● ●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●
●
●
●
●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●

●●●●●●●●●●●●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●

●
●
●
●

●●●●●●●●●●●●●●●●

−395 −390 −385 −380 −3759.
40

e−
09

9.
50

e−
09

9.
60

e−
09

9.
70

e−
09

−lnL

F

●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●●

(b) Efektívne body

Obr. 4.11: Scatterplot CKLS

Podstatné informácie týkajúce sa efektívnych bodov sme uloºili do matice e�ective-

Points zobrazenej na obrázku 4.12.

Obr. 4.12: Efektívne body

Ako vidíme, najvy²²iu mieru dvojkriteriálnej efektivity majú body 1,3 a 5.
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5 Testovanie programov na reálnych dátach

V tejto kapitole pouºijeme identické postupy ako z predchádzajúcej kapitoly s rozdie-

lom, ºe krátkodobú úrokovú mieru nebudeme programovo generova´, ale zoberieme jej

aproximáciu v podobe týºdenného Euribor-u a výnosové krivky zoberieme ako úrokové

miery Euribor so zvy²nými dlh²ími dobami splatnosti. Príslu²né výnosové krivky zo-

brazíme neskôr na grafe, ktorý nám podobne ako obrázok 4.8 ukáºe, ako dobre �tujú

odhadnuté výnosy skuto£né.

Sada dát je z prvého kvartálu roku 2013, konkrétne od 2.1.2013 do 2.4.2013. Tieto

dáta sú vo©ne dostupné na stránke [14]. Na obrázku 5.1 vidíme priebeh tejto sady dát.
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Obr. 5.1: Priebeh short rate

Treba doda´, ºe v tomto prípade je vektor £asov do splatnosti τ 14 miestny, ke¤ºe

tu sa evidujú aj £asy do splatnosti 2 a 3 týºdne (1 týºde¬ nahrádza short rate).
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5.1 Va²í£kov model (Kalibrácia 1)

Mnoºiny pre testované parametre β a σ sme zvolili na základe obrázku 5.1 a testov na

vygenerovaných dátach. Vieme, ºe β ur£uje rýchlos´ návratu úrokovej miery k dlho-

dobej hodnote a σ volatilitu procesu. Intervaly musíme tieº pochopite©ne diskretizova´

vzh©adom na rád hodnôt dostato£ne jemne. Samozrejme ur£ovanie tejto mnoºiny len

na základe obrázku a predchádzajúcich skúseností z kalibrácie tohto modelu je ve©mi

nepresné, preto musia tieto mnoºiny pokrýva´ dostato£ne ²iroké spektrum hodnôt. V

tomto prípade sme najprv zistili optimálne hodnoty parametrov pod©a metódy ma-

ximálnej vierohodnosti, aj �tovania kriviek samostatne a potom sme zvolili intervaly,

ktoré sme diskretizovali nerovnomerne tak, aby v okolí optimálnych odhadov boli hod-

noty hustej²ie. Spravili sme to z toho dôvodu, ºe odhady pod©a metód boli od seba

rádovo pomerne ¤aleko vzdialené, a keby sme rovnomerne a jemne diskretizovali celý

interval, dostali by sme ve©ký po£et efektívnych bodov, £o z poh©adu kalibrácie ne-

vadí, ke¤ºe efektívna hranica je nejaká krivka, teda nekone£ne ve©a bodov, ale je to pri

zobrazovaní matice e�ectivePoints v tejto práci nepreh©adné. Nami zvolené mnoºiny

uvádzame v nasledovnej tabu©ke:

β {−5,−4, ...,−1,−0.9,−0.8, ...,−0.2,−0.1}

σ {0.0001, 0.0002, ..., 0.0005, 0.01, 0.02, ..., 0.05, 0.055, 0.056, ..., 0.060}

Výsledky odhadov pod©a metódy maximálnej vierohodnosti:

Názov parametra α β σ -lnL

Odhad parametra 0.004227909 -5 0.0002 -619.1838

Ako sme spomínali v podkapitole 3.4, odhady driftu sú pre men²í po£et dát v tejto

metóde ve©mi vychýlené, ako aj v tomto prípade.

Výsledky odhadov pre �tovanie výnosov:

Názov parametra α β σ F

Odhad parametra 0.01126347 -0.1 0.057 1.820375× 10−8

Ke¤ºe sme aplikovali na dáta obe metódy, môºeme doráta´ trhovú cenu rizika, ktorej

hodnoty uvedieme pre efektívne body. Ukáºka �tovania v²etkých výnosových kriviek

je na obrázku 5.2.
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Obr. 5.2: Fitovanie v²etkých výnosov

Na obrázkoch 5.3 je ukáºka �tovania výnosových kriviek pre v poradí desiatu a

tridsiatu úrokovú mieru.
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Obr. 5.3: Fitovanie výnosov s indexmi 10 a 30

Scatterplot v²etkých kombinácií s efektívnymi bodmi vyzna£enými zelenou farbou

zobrazuje nasledovný obrázok 5.4.
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Obr. 5.4: Efektívne body

Obr. 5.5: Efektívne body
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Matica e�ectivePoints je na obrázku 5.5. Dvojkriteriálna efektivita nad 90% sa do-

sahuje pre body 5-13, teda tieto odhady povaºujeme za najdôveryhodnej²ie.

5.2 Va²í£kov model (Kalibrácia 2)

Hodnota σfix sa teda rovná 0.0286 pod©a vz´ahu (3.13), mnoºina testovaných hodnôt

beta ostáva rovnaká.

Výsledky odhadov pod©a metódy maximálnej vierohodnosti:

Názov parametra α β σfix -lnL

Odhad parametra 0.004227909 -5 0.0286 -346.2396

Výsledky odhadov pod©a F:

Názov parametra α β σfix F

Odhad parametra 0.01132612 -0.3 0.0286 1.827125× 10−8

Ke¤ºe sa odhadnuté parametre zmenili, dorátame opä´ aj trhovú cenu rizika λ.

Odhadnuté výnosové krivky sa z gra�ckého podh©adu zmenili oproti Kalibrácii 1 len

minimálne, preto ich tu neuvádzame.

Obrázok 5.6 zobrazuje scatterplot v²etkých kombinácií a efektívnych bodov zelenou

farbou.
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Obr. 5.6: Efektívne body
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Na obrázku 5.7 je matica e�ectivePointsFix.

Obr. 5.7: Efektívne body

Najvy²²iu dvojkriteriálnu optimalitu majú body 2,3 a 4, ktoré sú v²ak stále pomerne

nízke, £o znamená ºe v tomto prípade nemáme kombináciu parametrov, ktorá by dávala

oproti ostatným efektívnym bodom ve©mi dobré výsledky pod©a oboch metód sú£asne.

5.3 CKLS model (Kalibrácia 3)

V tejto £asti budeme kalibrova´ tie isté dáta, teda úrokovú mieru s priebehom na ob-

rázku 5.1, av²ak ná² predpoklad zov²eobecníme, a budeme predpoklada´, ºe sa úroková

miera riadi pod©a CKLS modelu.

Odhady parametrov pod©a metódy maximálnej vierohodnosti:

Názov parametra α β σ γ -lnL

Odhad parametra 0.01664077 -20.25671119 0.8 1.2 -680.41515088

Odhady na základe F:

Názov parametra α β σ γ F

Odhad parametra 0.01405009 -1.050683 0.0009 1.5 2.21206× 10−8

Ke¤ºe poznáme hodnoty ú£elových funkcií, dorátame trhové ceny rizika λ(r) závislé

or r. Fitovanie v²etkých výnosov je na obrázku 5.8.
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Obr. 5.8: Fitovanie v²etkých výnosov

Fitovanie v poradí desiatej a dvadsiatej výnosovej krivky zobrazuje obrázok 5.9.
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Obr. 5.9: Fitovanie pre indexy 10 a 20

Na obrázku 5.10 je scatterplot v²etkých kombinácií a priblíºenie efektívnych bodov.
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Obr. 5.10: Scatterplot CKLS

Zobrazenie funkcií λ(r) pre body optima pod©a metódy maximálnej vierohodnosti

resp. pod©a metódy minimalizujúcej mieru vzdialenosti teoretických a skuto£ných vý-

nosových kriviek zobrazuje dvojica obrázkov 5.11.
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Obr. 5.11: Trhové ceny rizika

V²imnime si, ºe pre bod optima metódy �tovania výnosových kriviek nadobúda

funkcia λ(r) pre pozorované úrokové miery ve©mi nízke hodnoty. Prvých 18 z 251

efektívnych bodov zobrazuje obrázok 5.12.
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Obr. 5.12: Efektívne body

Ako vidíme, nachádza sa medzi nimi mnoho bodov s dvojkriteriálnou efektivitou

nad 90%, viaceré dokonca nad 99, 9% a tento trend pokra£uje aj pre ostatné efektívne

body. Ke¤ sa pozrieme na obrázok 5.10, naozaj sa vä£²ina bodov nachádza ve©mi blízko

©avého dolného rohu.
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Záver

Kalibrácia modelov úrokových mier je vo v²eobecnosti problematika s nejednozna£ným

prístupom. V prípade vyhodnocovania iba jedného kritéria (metóda maximálnej viero-

hodnosti, alebo �tovanie kriviek) dostaneme vºdy iba jediné optimálne rie²enie, ktoré

v²ak môºe by´ ve©mi vychýlené, hlavne pre metódu maximálnej vierohodnosti a men²í

po£et dát.

Hlavný prínos tejto práce spo£íva v návrhu dvojkriteriálnej metódy, kde pre istú

mnoºinu parametrov odhadujeme zvy²né parametre na základe optimálnej hodnoty

ú£elovej funkcie pod©a jedného kritéria. Navrhli sme jej tri verzie, z toho dve pre Va²í£-

kov model a jednu pre CKLS model. Kombináciou výsledkov z dvoch metód dostávame

mnoºinu efektívnych bodov, ktoré charakterizujú body, od ktorých neexistujú kombi-

nácie parametrov, ktoré by boli lep²ie v oboch posudzovaných kritériach. Samozrejme,

toto závisí aj od rozumnej vo©by mnoºiny testovaných hodnôt.

�alej sme pre tieto efektívne body zaviedli dôleºitú charakteristiku, ktorú sme na-

zvali dvojkriteriálna miera efektivity a vyjadruje, ako ve©mi sú jednotlivé efektívne

body optimalizované vzh©adom na obe ú£elové funkcie oproti optimálnym odhadom.

Odhady tejto dvojkriteriálnej metódy spo£ívajú v istom vymedzení kombinácií pa-

rametrov, ktoré sa javia ako najpravdepodobnej²ie. Zoh©ad¬ujú sa pritom dve kritéria

a preto sa zvý²i aj vierohodnos´ takto nadobudnutých výsledkov. Ke¤ºe vä£²inou do-

staneme optimálnych bodov viac, otvárajú sa ¤al²ie moºnosti na bliº²ie a podrobnej²ie

preskúmanie optimálnych rie²ení av²ak v prípade, ºe sa uspokojíme s efektívnym bodov

s najvä£²ou mierou dvojkriteriálnej efektivity, dostávame uspokojivé výsledky odhadov.

Predmetom ¤al²ieho výskumu v tejto oblasti by mohla by´ napríklad analýza vplyvu

dvojkriteriálnej efektivity na presnos´ odhadov metódy, alebo zahrnutie ¤al²ích posu-

dzovaných kritérií a modelov do kalibrácie.
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