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Abstrakt v ²tátnom jazyku

DUDLÁK, Samuel: Spektrálna analýza tíchnutia hudobného tónu [Diplomová práca],

Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Ka-

tedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: Mgr. Pavol Bokes, PhD., Bratislava,

2015, 54 s.

V na²ej práci analyzujeme frekven£né spektrum gitarového tónu. Zameriame sa na

pokles harmonických frekvencií v £ase. Na za£iatku práce de�nujeme diskrétnu Fou-

rierovu transformáciu a rýchlu Fourierovu transformáciu, ktorej softvérovú implemen-

táciu v práci pouºívame na získanie zastúpenia harmonických frekvencií. Z namera-

ných dát analyzujeme rýchlosti poklesov jednotlivých harmonických frekvencií v £ase

znenia tónu. Ich správanie porovnáme s modelom mocninového zákona dvoma rôz-

nymi spôsobmi. Na základe získaných odhadov mocninového zákona pozorujeme vplyv

sily úderu, vý²ky tónu a druhu gitary na charakter tíchnutia harmonických frekven-

cií. Výsledky nazna£ujú najmä vplyv vý²ky tónu a druhu gitary na charakter poklesu

frekven£ného spektra. Napriek tomu sila úderu má stále vplyv na farbu tónu.

K©ú£ové slová: Fourierove rady, diskrétna Fourierova transformácia, harmonické

frekvencie, alikvóty, spektrum hudobného tónu, Mocninový zákon



Abstract

DUDLÁK, Samuel: Spectral analysis of acoustic sound [Master's Thesis], Comenius

University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department

of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Pavol Bokes, PhD., Bratislava,

2011, 54p.

In our work we analyze the spectrum of a guitar tone. We focus on the attenuation

of harmonics allong the time. At the beginning of the work we de�ne discrete Fourier

transform and fast Fourier transform. We use its software implementation to obtain an

amount of tone harmonics. From the measured data, we analyze the rate of attenuation

of an individual harmonics in the decay time of the tone. We compare the behavior

of the power law model in two di�erent ways. Based on the estimated power-law we

observe the impact of the plucked force, tone pitch and the type of a guitar on the

nature of attenuation of tone harmonics. The results particularly indicate the impact

of the pitch and the type of guitar on the pattern of spectrum attenuation. However,

the plucked force still has the impact on the timbre.

Keywords: Fourier series, discrete Fourier transform, harmonics, frequency

spectrum, power-law
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ÚVOD ÚVOD

Úvod

Kaºdý hudobný nástroj produkuje nejaký zvuk. Ten sa môºe sklada´ z jedného alebo

viacerých tónov alebo ²umu, ktorý zodpovedá nepravidelným vibráciam nástroja, teda

neharmonickému zvuku ako napríklad bicie nástroje. V na²ej práci sa zameriame na

nástroje, ktoré produkujú jeden alebo viacero harmonických tónov. Harmonické tóny

sú také, ktoré dokáºeme popísa´ ur£itou harmonickou funkciou. Otázkou uº len zostáva,

ako túto funkciu nájs´?

Aby sme mohli vôbec nejakým spôsobom skúma´ tóny, musíme ich vedie´ zazna-

mena´. Téme, ako elektroakusticky zaznamenáme tón a následne sa dostaneme ku

hodnotám jeho amplitúdy sa venujeme v jednej kapitole. Dôleºité je si taktieº uvedo-

mi´, ºe tieto hodnoty sú diskrétne s konkrétnou hustotou vzorkovania. Ak sa následne

pozrieme na funkciu tlaku vzduchu harmonického tónu v £ase, tak uvidíme, ºe sa tu

nachádza periodicita v grafe. Tento tón vieme opísa´ troma charakteristikami: hlasi-

tos´, vý²ka a farba tónu. Hlasitos´ zodpovedá intenzite zmien tlaku. Vý²ka sa mení

v závislosti od d¨ºky jedného opakovania periódy tlakovej funkcie. Hlboké tóny majú

dlh²iu periódu ako vysoké. Posledná charakteristika�farba�bude ma´ do£inenia so

²truktúrou opakujúcej sa periódy. Práve tejto charakteristike budeme venova´ na²u

pozornos´.

Vedomos´, ºe tlaková funkcia je periodická, nám dáva motiváciu, aby sme ju popísali

len harmonickými funkciami. S vyuºitím matematického aparátu Fourierovej transfor-

mácie sa ku takémuto prevodu dostaneme. Tu sa naskytá celkom iný poh©ad na tón

ako doteraz. Zistíme, ºe tón nehrá len svoju hlavnú frekvenciu ale aj jej násobky, ktoré

predstavujú koe�cienty Fourierovho radu. Práve zastúpenie týchto harmonických frek-

vencií udáva tónu jeho farbu. Preto napríklad vieme rozozna´ tón zahratý na gitare od

tónu s tou istou hlasitos´ou a vý²kou zahraného na klavíri. Cie©om na²ej práce bude

práve analýza tohoto frekven£ného spektra. Konkrétne sa zameriame na tíchnutie jed-

notlivých harmonických frekvencií v £ase. Na to, ktoré frekvencie tíchnu rýchlej²ie a

ktoré pomal²ie, prípadne, £i by charakter ich tíchnutia nedal popísa´ nejakým vz´ahom.

Táto práca môºe prinies´ vysvetlenia na rôzne akustické javy, ktoré vnímame, prípadne

overi´ experimentami rôzne akustické teórie alebo vz´ahy z fyziky, £i ²tatistiky. Zárove¬

môºe poslúºi´ ako motivácia pre zdokonalenie rôznych algoritmov na syntézu tónov.
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1 FOURIEROVA TRANSFORMÁCIA

1 Fourierova transformácia

Z fyzikálnej teórie kmitov vieme, ºe struny majú nieko©ko prirodzených módov kmitania

(alebo rezonan£ných frekvencií) a ºe kaºdý typ vibrácie, ktorý je daný po£iato£nými

podmienkami, môºme chápa´ ako kombináciu nieko©kých prirodzených módov, ktoré

spolu kmitajú. �alej vieme, ºe prirodzené módy kmitania struny sú ω0, 2ω0, 3ω0, ...

kde ω0 je základná frekvencia. Základný mód sa opakuje v perióde T1 = 2π/ω0. Druhý

harmonický mód sa opakuje v perióde T2 = 2π/2ω0, tak tieº to znamená, ºe dva

krát po£as základnej periódy T1 = 2T2. Podobne tretí mód sa zopakuje 3 krát po£as

základnej periódy, at¤. Toto vytvára hudobný tón.

Obr. 1: Harmonický tón.

Kone£ný zvuk ale vytvára pohyb vzduchu, ktorý je stimulovaný pohybom struny. Zo-

berme teda f(t) ako funkciu tlaku vzduchu pod©a £asu pre hudobný tón, ako na obrázku

1. Ke¤ºe ide o harmonickú funkciu, tak môºeme predpoklada´, ºe f(t) vieme zapísa´

ako sú£et nieko©kých jednoduchých harmonických funkcií (napr. cosωt), zodpoveda-

júcich jednotlivým harmonickým frekvenciám. Pre periódu T bude nosná frekvencia

ω = 2π/T a harmonické frekvencie budú 2ω, 3ω, ...

�alej si musíme uvedomi´, ºe po£iato£né fázy nemusia nutne by´ rovnaké pre v²etky

frekvencie a preto budeme bra´ do úvahy funkciu tvaru cos(ωt + φ). Jednoduch²ie ale

9



1.1 Farba 1 FOURIEROVA TRANSFORMÁCIA

bude pouºitie sínusu aj kosínusu pre kaºdú frekvenciu. Rozpí²eme si teda výraz

cos(ωt+ φ) = cosφ cosωt− sinφ sinωt . (1)

Ke¤ºe φ je kon²tanta, budú kon²tantné aj výrazy cosφ a sinφ. Dostávame tvar

Fourierovho radu pre ©ubovo©nú harmonickú funkciu f(t) s periódou T

f(t) ≈ a0 +
∞∑
n=1

an cosnωt+
∞∑
n=1

bn sinnωt , (2)

kde ω = 2π/T a a, b sú kon²tanty, ktoré sa nazývajú Fourierove koe�cienty a hovoria

nám ako ve©mi sú jednotlivé kmity dominantné. Aby bol tento vzorec v²eobecný, pridali

sme aj kon²tantu a0, ktorá reprezentuje posun priemernej hodnoty na ypsilonovej osi.

Pre hudobný tón je to oby£ajne nula. Hodnoty týchto kon²tánt sa dajú odvodi´ z hore

uvedeného vz´ahu a vyjadri´ nasledovne:

a0 =
1

T

∫ T

0

f(t) dt ,

an =
2

T

∫ T

0

f(t) cos
2nπt

T
dt ,

bn =
2

T

∫ T

0

f(t) sin
2nπt

T
dt .

(3)

1.1 Farba

Ako sme spomínali v úvode, hudobný tón vieme popísa´ ²tyrmi charakteristikami:

hlasitos´, vý²ka a farba tónu. V tejto kapitole si povieme nie£o o poslednej menovanej.

Pomocou vy²²ie de�novaného Fourierovho radu vieme matematicky popísa´, £o farba

tónu vyjadruje. Je to relatívne zastúpenie harmonických frekvencií, teda koe�cientov

a a b. Tón, ktorý by mal iba prvú harmóniu ozna£ujeme ako jednoduchý. Naopak tón

s ve©kým zastúpením harmonických frekvencií voláme sýty. Gitara má iné zastúpenie

harmonických frekvencií ako napríklad klavír.

Ak by sme pripojili nieko©ko oscilátorov ku reproduktoru, vieme vytvori´ rôzne

hudobné tóny. Oscilátor totiº vytvára jednoduchú harmonický funkciu. Frekvencie os-

cilátorov zvolíme ω, 2ω, 3ω, at¤. a pridávaním alebo uberaním hlasitostí jednotlivým

oscilátorom ovplyv¬ujme zastúpenie harmonických frekvencií. Na takomto princípe fun-

guje syntetizátor, ktorý vie dokáºe vyprodukova´ zvuk rozli£ných nástrojov zvä£²a za

pomoci len troch oscilátorov.
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1.2 Energia 1 FOURIEROVA TRANSFORMÁCIA

Taktieº je zaujímavé, ºe nám na to sta£í iba jeden oscilátor pre kaºdú frekvenciu�

nepotrebujeme zvlá²´ oscilátor pre sínus a zvlá²´ pre kosínus. Na²e ucho nevie dobre

rozlí²i´ relatívne fázy frekvencie. Po£uje najmä celkové zastúpenie sínusovej a kosínu-

sovej £asti frekvencie.

1.2 Energia

Vo v²eobecnosti je energia vlny�teda aj zvukovej vlny�úmerná druhej mocnine jej

amplitúdy. Energia jednej periódy vlny v komplexnom tvare na intervale [0, T ] bude

teda úmerná
∫ T

0
f 2(t) dt. Funkciu amplitúdy f(t) si e²te vyjadríme pomocou Fouriero-

vých koe�cientov∫ T

0

f 2(t) dt =

∫ T

0

[
a0 +

∞∑
n=1

an cosnωt+
∞∑
n=1

bn sinnωt

]2

dt. (4)

Po roznásobení dostaneme rôzne kombinácie sú£inov sínusov a kosínusov. Dá sa ukáza´,

ºe pre m,n ∈ Z−0 a ω = 2π/T platí∫ T

0

sinnωt cosmωt dt = 0,∫ T

0

cosnωt cosmωt dt∫ T

0

sinnωt sinmωt dt

 =

 0 ak m 6= n

T/2 ak m = n

(5)

a teda nám ostali len sú£iny tvaru a2
n cos2 nωt alebo a2

n sin2 nωt, ktorých integrál jednej

periódy je rovný T/2. Dostávame nakoniec∫ T

0

f 2(t) dt = Ta2
0 +

T

2

∞∑
n=1

(
a2
n + b2

n

)
. (6)

Táto rovnica sa nazýva teória energie a hovorí, ºe celková energia vlny je iba sú£et

energii v²etkých jej Fourierových koe�cientov.

1.3 Diskrétna Fourierova transformácia

Pre jednoduch²ie pracovanie s Fourierovými radmi pouºijeme komplexnú reprezentáciu,

v¤aka ktorej budeme schopný previes´ rad do nasledujúceho tvaru

f(t) ≈
∑
n∈Z

cn e
2πi
T
nt (7)
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1.3 Diskrétna Fourierova transformácia 1 FOURIEROVA TRANSFORMÁCIA

Pomocou Eulerových vzorcov,

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
, sin θ =

eiθ − e−iθ

2i
, (8)

rozpí²eme tvar Fourierovho radu (2):

a0 +
∞∑
n=1

[
an cos

2πnt

T
+ bn sin

2πnt

T

]
= a0 +

∞∑
n=1

[
an

e
2πi
T
nt + e−

2πi
T
nt

2
+ bn

e
2πi
T
nt − e−

2πi
T
nt

2i

]
=

= a0 +
∞∑
n=1

[(
an − ibn

2

)
e

2πi
T
nt +

(
an + ibn

2

)
e−

2πi
T
nt

]
a dostaneme tvar kon²tánt cn:

c0 = a0 , cn =
an − ibn

2
, c−n =

an + ibn
2

, ∀n ∈ N. (9)

Po dosadení an a bn z pôvodného tvaru dostaneme

cn =
1

T

∫ T

0

f(t) e−
2πi
T
nt dx , ∀n ∈ Z. (10)

V¤aka tvaru (7) Fourierovho radu máme uº iba jeden vektor koe�cientov. Navy²e ak

zoberieme predpoklad, ºe na dostato£nú presnos´ nám sta£í iba kone£ný po£et hodnôt

de�nujeme diskrétnu Fourierovu transformáciu (DFT).

De�nícia 1.1. Nech ~f = (f0, f1, ..., fN−1) je postupnos´ zloºená z N komplexných £ísel

fk. Pod diskrétnou Fourierovou transformáciou tejto postupnosti rozumieme N-ticu

komplexných £ísel ~F = (F0, F1, ..., FN−1) de�novanú nasledovným predpisom

Fk =
1

N

N−1∑
n=0

fne−
2πi
N
kn. (11)

Poznámka: �asto sa v literatúre vyskytuje de�nícia v podobe Fk =
∑N−1

n=0 fne−
2πi
N
kn.

Av²ak podoba, ktorú sme v tejto práci zvolili, jednak kore²ponduje s tvarom Fouriero-

vých koe�cientov z rovnice (10) a tieº s [cooleytukey] a [cooley], kde je DFT de�novaná

ako Fk =
∑N−1

n=0 fne
2πi
N
kn a teda na²a de�nícia kore²ponduje s ich de�níciou inverznej

DFT.

Ak ozna£íme wN = e
2πi
N môºeme zápis DFT zjednodu²i´ na

Fk =
1

N

N−1∑
n=0

fnw
−kn
N . (12)
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1.3 Diskrétna Fourierova transformácia 1 FOURIEROVA TRANSFORMÁCIA

Môºeme to chápa´ aj ako násobenie vektora maticou, teda ako lineárne zobrazenie z

CN → CN :

~F =
1

N
F~f (13)

kde F je N ×N matica tvaru

F =



1 1 1 · · · 1

1 w−1
N w−2

N · · · w
−(N−1)
N

1 w−2
N w−4

N · · · w
−2(N−1)
N

...
...

... . . . ...

1 w
−(N−1)
N w

−2(N−1)
N · · · w

−(N−1)2

N


(14)

alebo ekvivalentne

Fij = w
−(i−1)(j−1)
N . (15)

1.3.1 Súvis DFT a Fourierových koe�cientov

Pre vysvetlenie toho, pre£o nám sta£í kone£ný po£et bodov na dostato£nú aproximáciu,

vrá´me sa opä´ k pôvodnej funkcii f(t), ktorá je periodická s periódou T . Ukázali sme,

ºe jej Fourierov rad má tvar (7) a jeho koe�cienty cn (10). Ak teraz navzorkujeme f(t)

na N rovnako vzdialených bodov medzi 0 a T , dostaneme postupnos´ f(k∆t), kde

∆t = T/N . Táto postupnos´ je periodická s periódou N . Substitúciou (7) dostávame

f(k∆t) = f

(
k
T

N

)
=
∑
n∈Z

cn e
2πi
N
nk

=
N−1∑
n=0

[∑
l∈Z

cn+lN

]
e

2πi
N
nk

=
N−1∑
n=0

pcn e
2πi
N
nk.

(16)

Ke¤ºe DFT má tvar (11), inverzným procesom (tieº zvaným ako inverzná diskrétna

Fourierova transformácia) môºeme poveda´, ºe výraz

pcn =
∑
l∈Z

cn+lN (17)

je diskrétnou (kone£nou) Fourierovou transformáciou postupnosti f(k∆t). Tieto úvahy

môºeme zhrnú´ do vety.
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1.3 Diskrétna Fourierova transformácia 1 FOURIEROVA TRANSFORMÁCIA

Veta 1.2. Ak vieme rozvinú´ periodickú funkciu f(t) s periódou T do Fourierovho radu

s koe�cientami cn,

f(t)↔ cn (18)

potom tvar Fourierových koe�cientov pcn pre kone£nú periodickú postupnos´ f(j∆t) s

periódou N , kde ∆t = T/N vyzerá nasledovne:

f(j∆t)↔ pcn =
∑
l∈Z

cn+lN . (19)

1.3.2 Fast Fourier Transformation

Nako©ko budeme pracova´ s ve©kým po£tom dát, má zmysel zamyslie´ sa nad efektivitou

algoritmu DFT. Výpo£tová náro£nos´ tejto metódy je N2, £o je pri ve©kom N obrovské

£íslo a teda úmerne dlhá bude aj výpo£tová doba. Rýchla Fourierova transformácia

(FFT z anglického �Fast Fourier transform�) je algoritmus, ktorý zredukuje výpo£tovú

náro£nos´ DFT na N log2N , £o je významná redukcia pri ve©kom N , ktorá môºe u²etri´

významnú £as´ výpo£tového £asu.

FFT algoritmov existuje nieko©ko, my si na£rtneme asi najznámej²í�Cooley-Turkey

algoritmus [cooleytukey]. Základná my²lienka algoritmu spo£íva v rozloºení transfor-

mácie d¨ºky N za predpokladu, ºe N nie je prvo£íslo na N = r1r2, následne sa DFT

12 rozpísaním indexov k a n

k = k1r1 + k0, k0 = 0, 1, ..., r1 − 1, k1 = 0, 1, ..., r2 − 1,

n = n1r2 + n0, n0 = 0, 1, ..., r2 − 1, n1 = 0, 1, ..., r1 − 1,
(20)

vyjadrí pomocou dvoch súm

f(k1, k0) =
∑
n0

∑
n1

c(n1, n0) · wkn1r2
N wkn0

N . (21)

Úpravami tohoto výrazu dospejeme k záveru, ºe na celý výpo£et algoritmu nám posta£í

N(r1 + r2) operácií.

Celý algoritmus sa dá zov²eobecni´ na m krokov, potom N = r1 · r2 · · · rm. Ak

zárove¬ v²etky rj sú rovné r, dostávame výsledný po£et operácií rN logrN . To sa

e²te dá zov²eobecni´ pre N = rm1sm2tm3 · · · . Av²ak najvä£²ie výhody pre prácu s

po£íta£mi nám poskytuje forma N = rm, kde r = 2 alebo 4, nako©ko po£íta£e vyuºívajú
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1.3 Diskrétna Fourierova transformácia 1 FOURIEROVA TRANSFORMÁCIA

v odkazovaní aj v násobení binárny zápis. Navy²e pod©a [cooleytukey] je pre tieto dve

hodnoty algoritmus takmer najefektívnej²í�formálne najefektívnej²í je pre r = 3, ale

úspora výkonu je len o 6% v porovnaní s predo²lými dvoma, ktoré majú navy²e výhodu

aplikácie v po£íta£i.

Najjednoduch²ia a najpouºívanej²ia forma Cooley-Turkey algoritmu je tzv. split-

radix algoritmus. Princíp spo£íva v rozdelení transformácie d¨ºky N na dve transfor-

mácie d¨ºok N/2 pomocou identity. Rozdelené sú pod©a indexov n na párne n = 2m a

nepárne n = 2m+ 1. Pre DFT tvaru (12) z de�nície 1.1 to bude vyzera´ nasledovne

N−1∑
n=0

fnw
−kn
N =

N/2−1∑
n=0

f2mw
−(2m)k
N +

N/2−1∑
n=0

f2m+1w
−(2m+1)k
N

=

N/2−1∑
n=0

f2mw
−mk
N/2 + w−kN

N/2−1∑
n=0

f2m+1w
−mk
N/2 ,

(22)

tieº je to známe ako Danielson-Lanczosnova lema.

FFT v Matlabe

V na²ej práci budeme na výpo£et FFT vyuºíva´ funkciu v Matlabe s názvom fft. Y =

fft(x) je de�novaná pre vstupný vektor x d¨ºky N v tvare

Yk =
N∑
n=1

xnw
−(k−1)(n−1)
N , (23)

kde wN = e
2πi
N je N -tá mocnina identity.

Pri výpo£te N -bodovej DFT s vyuºitím kniºnice FFTW [�tw] a Cooley-Turkey

algoritmom [cooleytukey] najprv rozloºí N = r1r2 a ¤alej postupne vypo£íta r1 trans-

formácií ve©kosti r2, potom r2 transformácií ve©kosti r1. Tento rozklad robí rekurzívne

pre obidve transformácie�r1-bodová aj r2-bodová�aº kým nemôºe by´ problém vy-

rie²ený pomocou jedným z nieko©kých po£íta£om-generovaných skriptov �xnej d¨ºky.

Tieto skripty pouºívajú kombináciu nieko©kých algoritmov vrátane vy²²ie spomenu-

tého dvoj-krokového Cooley-Turkey algoritmu, prime-factor algoritmu a split-radix al-

goritmu. Ak je N prvo£íslo, kniºnica FFTW najprv pomocou Raderovho algoritmu

rozloºí N -bodový problém na tri (N−1)-bodové problémy. Následne pomocou Cooley-

Turkey rozkladu vypo£íta (N − 1)-bodové DFT ako je popísané vy²²ie v odseku.
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2 Technický popis merania

2.1 Akustická a elektrická gitara

V nasledujúcich riadkoch si v stru£nosti povieme nie£o o stavbe gitary a o tom ako

v nej vzniká tón. To, £o v²etko hrá úlohu pri jeho tvorbe nám môºe neskôr objasni´

javy, ktoré budeme pozorova´ pri analyzovaní tíchnutia tónov. V tejto kapitole citujeme

niektoré informácie z [6].

Akustická gitara

Moderné akustické gitary majú ²es´ strún, sú asi 65 cm dlhé a ich ²tandardné ladenie

je E2, A2, D3, G3, B3 a E4 (f = 82, 110, 147, 196, 247, 330 Hz). Vyrobené sú z dreva,

zvy£ajne sekvojového, palisandrového, mahagónového alebo javorového.

Rozli²ujeme ²tyri základné typy akustických gitár: klasické, �amenco, folkové (�at

top), jazzové (arch top). Klasické a �amenco gitary majú nylonové struny, folkové a

jazzové majú kovové. V na²ej práci budeme pouºíva´ klasickú a folkovú gitaru. Navy²e

folková gitara má aj zabudovaný mikrofón, teda okrem akustického zvuku budeme

nahráva´ aj elektroakustický.

Zvuk gitary môºeme chápa´ ako systém viazaných vibrácií. Samotné brnknutie

struny priamo spôsobí len slabý zvuk ale ten rozvibruje kobylku a vrchnú dosku, ktoré

odovzdajú energiu do vnútornej dutiny, lubov�ktoré spájajú vrchnú a spodnú dosku�

a do spodnej dosky. Zvuk sa potom ²íri po vibrujúcich doskách von z kruhového rezo-

nan£ného otvoru. Pri nízkych frekvenciách vrchná doska prená²a energiu na spodok cez

luby a vzduch vo vnútornej dutine. Kobylka sa správa ako £as´ vrchnej dosky. Pri vyso-

kých frekvenciách sa vä£²ina zvuku ²íri po vrchnej doske a vtedy môºu by´ dominantné

mechanické charakteristiky kobylky.

V na²om meraní je pri v²etkých akustických tónoch mikrofón nasmerovaný tesne

pred rezonan£ný otvor a okolo gitary je penová izolácia aby sa £o najviac zabránilo

neºelaným odrazom zvuku od stien miestnosti.
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Obr. 2: Ilustrácia rôznych typov gitár: klasická nylonová, folková, elektrická a jazzová.

Elektrická gitara

Hlavný rozdiel elektrických gitár od akustických je, ºe pouºívajú elektromagnetické, prí-

padne piezoelektrické sníma£e. Elektromagnetický sníma£ pozostáva z cievky so stálym

magnetom. Vibrujúca kovová struna spôsobí zmenu magnetického po©a cievky a tým v

nej indukuje elektrický signál. Vä£²ina sníma£ov má zvlá²´ magnet pre kaºdú strunu.

Cievka je potom bu¤ ovinutá okolo v²etkých ²iestich magnetov, alebo ²es´ separátnych

cievok je zapojených do série. Vzdialenos´ medzi magnetmi a strunami je nastavite©ná,

zvy£ajne býva okolo 1,5 mm.

Kvôli nízkemu indukovanému signálu, sú gitarové sníma£e náchylné na 60 Hz ²um z

elektrického napájania. Toto viedlo ku vyvinutiu tzv. humbuckových sníma£ov, ktoré

kombinujú výstup z dvoch cievok navinutých v protichodnom smere, tak aby bol ²um

z vä£²ej £asti vyru²ený.

Vä£²ina gitár má dva alebo tri sníma£e upevnené o telo na rôznych pozíciach medzi

krkom a kobylkou, tak aby boli zvýraznené iné harmonické frekvencie. Sníma£ pri krku

zvýraz¬uje viac niº²ie harmónie a naopak sníma£ pri kobylke tie vy²²ie. Prepínaním

medzi sníma£mi prípadne zvä£²ovaním ich odporov vieme ovplyv¬ova´ celkovú farbu

17
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Obr. 3: Sníma£e na elektrickú gitaru. V ©avo hore je jednoduchý sníma£ a ostatné dva sú

humbuckery.

tónu gitary. V na²om meraní nahrávame gitaru, ktorá má dva humbuckové sníma£e.

Signál zaznamenávame z oboch sníma£ov bez zvy²ovania odporu.

Telo gitary je plné, najmä kvôli men²ej spätnej väzbe medzi reproduktorom a sní-

ma£mi, ktorá býva vä£²ia pri elektroakustických gitarách s dutým telom. Tým, ºe

struny prená²ajú relatívne málo energie do tela, elektrické gitary sú charakteristické

dlhým doznievaním tónu. Celkovú farbu tónu okrem samotných sníma£ov a strún

ovplyv¬uje�v men²ej miere�aj tvar tela, £i materiály z ktorých je gitara vyrobená.

2.2 Digitálne zaznamenanie tónu

V na²ej práci budeme analyzova´ tóny zahraté na ²tyroch rôznych gitarách: akustická s

nylonovými, akustická s kovovými strunami, elektrická a elektroakustická gitara. Tóny z

akustických gitár zaznamenáme pomocou mikrofónu SHURE SM58, ktorý bude signál

¤alej posiela´ cez externú zvukovú kartu do po£íta£a. Elektrickú a elektroakustickú

gitaru budeme nahráva´ priamo káblom z gitary do externej zvukovej karty a z nej

následne do po£íta£a. V po£íta£i pracujeme so zvukom pomocou tzv. Digital Audio

Workstation (DAW). Konkrétne v na²om prípade pouºijeme softvér Audacity, ktorý je

bezplatný open-source program na nahrávanie a úpravu hudby. Ná² cie© je dosta´ sa
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k diskrétnym hodnotám funkcie amplitúdy zvuku. Na tento ú£el pouºijeme skript v

jazyku Python, ktorý uvádzame v Prílohe. Vstupom je hudobný záznam v nekompri-

movanom formáte �Berkley/IRCAM/CARL Sound File� s kódovaním �Signed 16 bit

PCM� a výstupom je textový súbor s hodnotami funkcie amplitúdy v kaºdom delia-

com bode, oddelenými novým riadkom. Po nahratí tónu pomocou DAW ho uloºíme v

poºadovanom formáte a následne zbehneme spomínaný skript. Výstup z tohto skriptu

je vlastne vektor diskrétnych hodnôt funkcie amplitúdy zvuku v textovom formáte. Ta-

kýto súbor ©ahko importujeme do matematického softvéru Matlab, v ktorom môºeme

¤alej tón analyzova´. Pre lep²iu ilustráciu uvádzame nasledujúcu schému:

Obr. 4: Schéma zapojenia nástrojov a zaznamenania analyzovaných tónov.

2.3 Temperované ladenie

V hudbe poznáme základných sedem celých tónov: C, D, E, F, G, A, H, aby boli vzdia-

lenosti medzi v²etkými tónami rovnaké nachádzajú sa e²te medzi niektorými poltóny:

Cis, Dis, Gis, Ais. Dokopy nám to dáva interval dvanástich rovnako rozloºených tónov.

Harmonické frekvencie si v²imol uº Pythagoras, tým ºe niektoré tóny spolu znejú prí-

jemne a niektoré naopak nie. Objavil, ºe je to vtedy ak d¨ºky dvoch strún rovnakého

materiálu a napätia sú v pomere dvoch malých celých £ísel. Napríklad ak sú v po-

mere jedna ku dvom zodpovedá to jednej oktáve, teda ten istý tón o dvanás´ poltónov

vy²²ie. Ak sú d¨ºky v pomere dva ku trom, zodpovedá to intervalu napríklad medzi
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tónami C a G, nazývame ho kvinta. Dôvod pre£o znejú tóny príjemne sú práve har-

monické frekvencie, totiº tretia harmonická frekvencia prvého tónu je zhodná s druhou

harmonickou frekvenciou druhého tónu. Podobne to platí pre v²etky tóny, ktoré majú

frekvenciu v nejakom pomere celých £ísel. Práve ale od pomeru kvinty je odvodené

tzv. pythagorejské ladenie. V tomto ladení sú v²etky tóny oktávy získané postupnými

kvintovými krokmi. Problém v tomto ladení je, ºe sú£et dvanástich £istých kvínt sa ne-

rovná siedmim oktávam. Tento fenomén sa nazýva pythagorejská koma a matematicky

sa dá vyjadri´ ako

(3 : 2)12

(2 : 1)7
=

312

212+7
=

531441

524288
≈ 1, 01364.

Vzniklo preto rovnomerne temperované ladenie, v ktorom kvinty nie sú £isté ale

temperované s pomerom frekvencií 27/12 : 1. Dvanásta kvinta sa tak rovná siedmej ok-

táve. Rovnomerné preto, lebo pythagorejská koma je rovnomerne rozdelená do v²etkých

dvanástich kvínt. Ekvivalentne vieme ku tomuto ladeniu dospie´, ak priamo rozdelíme

oktávu na dvanás´ rovnako ve©kých intervalov. Frekvencie v rovnomerne temperovanom

ladení sú teda tvorené geometrickou postupnos´ou s kvocientom q = 12
√

2 ≈ 1, 05946.

Tým, ºe je to iracionálne £íslo, rovnomerne temperované ladenie bude okrem oktáv

vºdy mierne vychýlené od intervalov v £istom pythagorejskom ladení.
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3 Mocninový zákon

V na²ej práci as pokúsime nájs´ vz´ah tíchnutia jednotlivých harmonických frekvencií

v £ase. Jedna z hypotéz bude, ºe pokles ich amplitúd v £ase bude rovnomerný, teda

frekvencie budú spolu klesa´ rovnakou rýchlos´ou. Na tento predpoklad nám poslúºi

práve mocninový zákon, ktorý vyjadruje mocninový vz´ah medzi dvoma veli£inami.

Takýto vz´ah platí v rôznych prírodných alebo £lovekom zaprí£inených javoch: fázový

prechod vody alebo magnetu, ve©kos´ £astíc piesku, rozdelenie populácie v mestách

alebo taktieº akustický útlm v zmysle merania straty energie ²írenia zvuku v nejakom

prostredí.

Práve posledný menovaný fenomén nás motivoval v skúmaní mocninového zákona

v tíchnutí harmonických frekvencií. Najprv si ale povieme nie£o bliº²ie o ¬om. Vä£-

²ina prostredí je viskózna, a teda nie sú ideálnymi prostrediami v ktorých sa zvuk ²íri.

Vºdy totiº dochádza ku tepelnej spotrebe energie zaprí£inené viskozitou. Mnohé expe-

rimentálne ²túdie ukazujú, ºe koe�cient akustického útlmu v mnohých prostrediach z

viskózno-elastických materiálov, ako sú mäkké tkanivá, polyméry, zem a pórovitá skala

môºe by´ vyjadrený ako mocninový zákon v závislosti od frekvencie [10,7]:

E(x+ ∆x) = E(x)e−λ(ω)∆x, (24)

λ(ω) = λ0ω
k, (25)

kde ω je uhlová frekvencia, E je amplitúda akustického pola ako napríklad tlak alebo

rýchlos´, ∆x je vzdialenos´ ²írenia vlny, λ(ω) je koe�cient akustického útlmu a k je

reálny nezáporný exponent závislí od frekvencie, ktorý je získaný ako odhad empiric-

kých dát. Jeho hodnota sa pohybuje od 0 do 2. Akustický útlm vo vode, mnohých

kovoch a kry²talických materiáloch je kvadraticky závislí od frekvencie, teda k = 2.

�alej napríklad pre sedimenty, zem a skaly sa pohybuje okolo hodnoty 1 a pre vä£²inu

mäkkých tkanív medzi hodnotami 1 a 2 [10,7].

3.1 �kálová invariantnos´

Jedna z vlastností mocninových zákonov je ich ²kálová invariantnos´. Pre rovnicu

f(x) = axk (26)
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to znamená, ºe ²kálovaním argumentu x nejakým kon²tantným faktorom c spôsobí len

propor£né ²kálovanie samotnej funkcie. Matematicky vyjadrené ako

f(cx) = a(cx)k = ckf(x) ∝ f(x). (27)

Zna£í to, ºe ²kálovaním kon²tantou c jednoducho vynásobíme pôvodný vz´ah moc-

ninového zákona kon²tantou ck. Teda v²etky mocninové zákony s nejakým ²kálovým

exponentom sú ekvivalentné aº na kon²tantné faktory, ke¤ºe kaºdý je zrejme ²kálovou

variantou iného. Toto správanie je to, £o robí lineárnu závislos´ pri zlogaritmovaných

f(x) a x. Gra�cky to vieme vyjadri´ priamkou na log-log grafe, ktorá sa £asto nazýva

znak mocninového zákona. V reálnych dátach je tento znak nutnou ale nie posta£u-

júcou podmienkou správania mocninového zákona. V skuto£nosti existuje ve©a spôso-

bov ako vygenerova´ dáta, ktoré majú tento znak, ale pri asymptotickom priblíºení

to nie sú skuto£né mocninové zákony. Ako ilustráciu porovnania znaku mocninového

rozdelenia uvádzame obrázok 5. Na podobrázku 5b sú náhodne vygenerované dáta z

log-normálneho rozdelenia s parametrami µ = 0 a σ = 2, pre ktoré sme odhadli para-

metre modelu mocninového zákona a vykreslili na log-log graf. Na podobrázku 5a sú

na porovnanie dáta vygenerované z rozdelenia mocninového zákona s parametrami z

predchádzajúceho odhadu. Preto je správne odhadovanie a posudzovanie modelu moc-

ninového zákona stále aktívnou oblas´ou výskumu v ²tatistike.

(a) Rozdelenie mocninového zákona (b) Log-normálne rozdelenie

Obr. 5: Porovnanie znaku rozdelenia mocninového zákona a log-normálneho rozdelenia na

log-log grafe. Modré guli£ky sú náhodne vygenerované dáta z príslu²ných rozdelení a £ierna

preru²ovaná £iara vyzna£uje dáta, ktoré sa správajú pod©a mocninového zákona.

�al²ie vlastnosti mocninového zákona sú univerzálnos´ a samopodobnos´.
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3.2 Pravdepodobnostné rozdelenie moncinového zákona

Vo v²eobecnosti pre mnoºinu x platí mocninový zákon, ak je jej pravdepodobnostné

rozdelenie

p(x) ∝ x−α, (28)

kde α je kon²tantný parameter rozdelenia a nazývame ho exponent alebo ²kálový pa-

rameter. �kálový parameter zvy£ajne nadobúda hodnoty 2 < α < 3, ale nastávajú aj

výnimky.

V praxi len pre zopár empirických javov platí mocninový zákon pre v²etky hodnoty

x. Vä£²inou platí len pre hodnoty, ktoré sú vä£²ie ako nejaké najmen²ie xmin. Vtedy

hovoríme, ºe mocninové rozdelenie platí pre chvost rozdelenia.

Rozdelenie mocninového zákona rozli²ujeme na spojité rozdelenie, kedy hodnoty dát

sú reálne £ísla a diskrétne rozdelenie, kedy uvaºujeme, ºe obor hodnôt pozostáva len

z nejakej diskrétnej mnoºiny bodov, naj£astej²ie celých £ísel. V na²ej práci budeme

pozorova´ exponenty poklesu jednotlivých harmonických frekvencií, ktoré nadobúdajú

spojité reálne hodnoty. Samotné dáta budú samozrejme diskrétne, len ich hodnoty

budú pochádza´ zo spojitého oboru hodnôt. Zameriame sa preto na spojité rozdelenie

mocninového zákona a ¤alej budeme uvádza´ vzorce len pre tento typ rozdelenia. Jeho

hustota pravdepodobnosti je

p(x) dx = Pr(x ≤ X < x+ dx) = Cx−α dx, (29)

kdeX je pozorovaná veli£ina a C normaliza£ná kon²tanta sp¨¬ajúca
∑∞

x=xmin
Cx−α = 1.

Vidíme, ºe toto rozdelenie diverguje pri x→ 0. Preto musíme zavies´ dolné ohrani£enie

xmin > 0 mocninového zákona. �alej predpokladáme α > 1, ke¤ºe rozdelenia s α ≤

1 nie sú normalizovate©né a preto ani reálne v prírode nemôºu nasta´. Dopo£ítame

normaliza£nú kon²tantu a dostávame

p(x) =
α− 1

xmin

(
x

xmin

)−α
. (30)

V niektorých prípadoch je taktieº vhodné uvaºova´ aj kumulatívnu distribu£nú fun-

kciu alebo CDF (z anglického cumulative distribution function) rozdelenia mocninového

zákona, ktorú zna£íme P (x) a je de�novaná ako P (x) = Pr(X ≥ x). Jej tvar pre spojitý
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prípad vyzerá nasledovne

P (x) =

∫ ∞
x

p(x′)dx′ =

(
x

xmin

)−α+1

. (31)

3.3 Analýza dát mocninového zákona

Hoci výskyt mocninového zákona v prírodných lebo ©udských javoch je £astý, jeho

odhalenie a charakterizovanie je zvy£ajne komplikované najmä kvôli �uktuáciám na

chvoste rozdelenia ako aj obtiaºnos´ou identi�kovania rozsahu dát pre ktorý mocni-

nový zákon platí. �asto pouºívané metódy na analyzovanie mocninového zákona, ako

napríklad metóda najmen²ích ²tvorcov, môºu spôsobi´ nepresné odhady parametrov

mocninového zákona ako aj nedostato£nú informáciu o tom, £i vôbec dáta správajú

pod©a mocninového zákona. Na takéto metódy £asto nabáda jednoduchá úvaha. Ak

zlogaritmujeme obe strany rovnice (28) dostávame, ºe rozdelenie mocninového zákona

popisuje vz´ah ln p(x) = α lnx+ kon²tanta, £o implikuje klesajúcu priamku na grafe s

oboma zlogaritmovanými osami. �alej sa oby£ajne kvanti�kuje závislos´ x, zostrojí sa

histogram frekvencie rozdelenia a vykreslí sa do zlogaritmovaného grafu. Následne sa na

základe histogramu usúdi, £i krivka so ²kálovým parametrom α dostato£ne aproximuje

dáta. Sklon krivky sa zvy£ajne odhaduje pomocou lineárnej regresie najmen²ích ²tvor-

cov logaritmu histogramu. Nasledujúci postup nám�narozdiel od toho predchádzajú-

ceho [1]�zaru£í dobrý a dostato£ne presný odhad parametrov rozdelenia mocninového

zákona:

1. Odhadnutie parametrov xmin a α pomocou metód popísaných v kapitole 3.4.

2. Vypo£ítanie správnosti odhadu modelu pomocou metód z kapitoly 3.5. Ak je

výsledná p-hodnota vä£²ia ako 0.1, mocninový zákon je prípustnou hypotézou

pre dáta, inak je zamietnutý.

3. Porovnanie mocninového zákona s alternatívnou hypotézou pomocou testu maxi-

málnej vierohodnosti, ako je popísané v kapitole 3.6. Ak je pre kaºdú alternatívu

pomer vierohodnosti významne odli²ný od nuly, potom to vypovedá o tom, £i je

alternatíva preferovaná vo£i modelu mocninového zákonu alebo nie.
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3.4 Odhadnutie parametrov modelu

Odhadnutie dolného ohrani£enia

Ako sme uº spomínali vy²²ie, je dôleºité správne ur£enie dolného ohrani£enia dát, od

ktorého sa správajú pod©a mocninového zákona. Ak by sme ho zvolili ve©mi nízko,

dostaneme vychýlený odhad ²kálového parametra, ke¤ºe sa budeme pokú²a´ odhadnú´

model mocninového zákona s nemocninovými dátami. Na druhej strane, ak zvolíme

xmin ve©mi ve©ké, zbyto£ne sa zbavíme legitímnych dát xi < x̂min, £o zvý²i ²tatistickú

chybu ²kálového parametra ako aj odchýlku spôsobenú kone£ným rozsahom.

Metóda, ktorú popí²eme je zaloºená na minimalizovaní �vzdialenosti� medzi mode-

lom mocninového zákona a empirických dát a môºe sa pouºi´ pre diskrétne aj spojité

dáta. Základná my²lienka metódy je jednoduchá: zvolíme takú hodnotu x̂min, aby bolo

rozdelenie pravdepodobnosti meraných dát a najlep²í odhad mocninového modelu £o

najpodobnej²í ako nad x̂min. Vo v²eobecnosti, ak zvolíme x̂min vy²²ie, ako skuto£ná

hodnota xmin, zbyto£ne zredukujeme ná² dátový súbor a tým bude hor²ie vyhovova´

rozdelenie pravdepodobnosti kvôli ²tatistickým �uktuáciám. Naopak, ak zvolíme x̂min

niº²ie ako skuto£né xmin, rozdelenie bude iné kvôli základným rozdielom medzi dátami

a modelom, ktorým ho popisujeme. Niekde medzi nimi teda leºí ná² najlep²í odhad.

Na meranie vzdialenosti medzi dvoma pravdepodobnostnými rozdeleniami pouºi-

jeme Kolmogorov-Smirnov alebo KS ²tatistiku, nako©ko nejde o normálne dáta. Udáva

maximálnu vzdialenos´ medzi kumulatívnymi distribu£nými funkciami dát a odhado-

vaného modelu:

D = max
x≥xmin

|S(x)− P (x)|. (32)

S(x) tu predstavuje CDF dát pre pozorovania s hodnotou aspo¬ xmin a P (x) je CDF

pre model mocninového zákona, ktorý najlep²ie popisuje dáta v rozsahu x ≥ xmin. Ná²

odhad x̂min je potom hodnota xmin, ktorá minimalizuje D.

Odhad ²kálového parametra

Správne odhadnutie ²kálového parametra α vyºaduje dolné ohrani£enie xmin dát mocni-

nového zákona. Odhad xmin uº máme z predo²lej kapitoly, môºme teda prejs´ k odhadu

α.
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Na odhadovanie parametru α pouºijeme metódu maximálnej vierohodnosti. Odhad

maximálnej vierohodnosti (MLE z anglického maximum likelihood estimator) pre dáta

z rozdelenia mocninového zákona pre x ≥ xmin je

α̂ = 1 + n

[
n∑
i=1

ln
xi
xmin

]−1

, (33)

kde xi, i = 1...n sú namerané hodnoty x, pre ktoré platí xi ≥ xmin. �tandardná odchýlka

odhadu α̂ je

σ =
α̂− 1√

n
+O(1/n), (34)

kde korekcia vy²²ieho rádu je kladná. [1]

3.5 Správnos´ odhadu modelu

Nástroje v predo²lej kapitole nám pomôºu nastavi´ rozdelenie mocninového zákona pre

dané dáta a poskytnú´ odhady α a xmin. Av²ak nehovoria ni£ o tom, £i je mocninový

zákon pravdepodobný odhad pre dáta. Bez oh©adu na skuto£né rozdelenie, z ktorého

dáta pochádzajú, vºdy môºme odhadova´ mocninovým zákonom. Potrebujeme teda

nejaký spôsob ako ur£íme, £i je odhad modelu pre dané dáta správny.

Na odpove¤ pre takúto hypotézu pouºijeme tzv. test správnosti modelu, ktorý nám

vygeneruje p-hodnotu, ktorá vy£ísli pravdepodobnos´ testovanej hypotézy. Tieto testy

sú zaloºené na meraní �vzdialenosti� medzi rozdelením empirických dát a predpoklada-

ným modelom. Vzdialenos´ je porovnaná s nameranou vzdialenos´ou pre porovnate©ne

syntetické dáta pochádzajúce z rovnakého modelu a p-hodnota je de�novaná ako podiel

syntetických vzdialeností vä£²ích ako empirická vzdialenos´. Ak je p ve©ké (blízke 1),

potom sú rozdiely medzi empirickými dátami a modelom zodpovedajúce iba ²tatistic-

kým �uktuáciám. Ak je malé, model je pre dané dáta nepravdepodobný.

Najprv odhadneme empirické dáta modelom mocninového zákona ako je popísané

v kapitole 3.4 a vypo£ítame KS ²tatistiku pre tento odhad. �alej vygenerujeme ve©ké

mnoºstvo syntetických dát z rozdelenia mocninového zákona so ²kálovým parametrom

α a dolným ohrani£ením xmin, ktoré nám vy²li z odhadu modelu. Odhadneme kaºdý

syntetický dátový súbor zvlá²´ jeho vlastným modelom mocninového zákona a pre

kaºdý vypo£ítame KS ²tatistiku v závislosti od jeho modelu. Potom spo£ítame akým
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podielom je výsledná ²tatistika vä£²ia ako hodnota pre empirické dáta. Tento podiel je

na²a p-hodnota.

Ak sa uº dopo£ítame ku na²ej p-hodnote, potrebujeme vedie´ rozhodnú´ £i je do-

stato£ne malá na to aby sme mohli zamietnu´ hypotézu mocninového zákona, alebo £i

je naopak pravdepodobná pre testované dáta. Hypotézu mocninového zákona zamiet-

neme ak p ≤ 0.1 teda vtedy, ak je pravdepodobnos´ 1 ku 10 alebo men²ia a to v tom

prípade, ºe by sme náhodou vygenerovali dáta, ktoré tak nepresne zodpovedajú modelu

ako dáta ktoré testujeme.

Je dôleºité si tieº uvedomi´, ºe ve©ká p-hodnota nutne neznamená rozdelenie mocni-

nového zákona dát. Sú na to dva dôvody. Po prvé, môºe existova´ iné rozdelenie, ktoré

popisuje dáta rovnako dobre alebo e²te lep²ie v rozsahu pozorovaných x. Je potrebné

vykonanie ¤al²ích testov na zamietnutie takýchto alternatív, tie popí²eme v kapitole

3.6. Po druhé je moºné, ºe pre malé hodnoty n bude empirické rozdelenie pribliºne

zodpoveda´ mocninovému zákonu a teda p-hodnota bude ve©ká napriek tomu, ºe moc-

ninový zákon je zlý model pre dáta. Toto nie je nedostatok metódy ale odzrkad©uje to

fakt, ºe je skuto£ne ´aºké zamietnu´ mocninový zákon, ak máme ve©mi málo dát. Preto

by sme vysoké p-hodnoty mali vyhodnocova´ opatrne pri malom n.

3.6 Alternatívne rozdelenia

Metódy písane v kapitole 3.5 nám poskytujú spo©ahlivý test, £i dané dáta pravdepo-

dobne pochádzajú z rozdelenia mocninového zákona. Nehovoria uº ale ni£ o tom, £i

nejaké iné rozdelenie, napríklad exponenciálne alebo log-normálne, nepopisujú model

rovnako dobre alebo prípadne e²te lep²ie. Toto vieme eliminova´, ak by sme znovu po-

uºili test správnosti odhadu�jednoducho môºeme celý proces popísaný vy²²ie urobi´

pre ¤al²ie moºné rozdelenia, nakoniec vypo£íta´ p-hodnoty a porovna´ ich s p-hodnotou

rozdelenia mocninového zákona. Pochopite©ne nevieme porovna´ odhad mocninového

zákona so v²etkými moºnými rozdeleniami, je preto v kone£nom dôsledku na uváºení

výskumníka, ktoré hypotézy má zmysel porovnáva´.

V praxi sa porovnaniam alternatívnych rozdelení dostaneme len vtedy, ak bude

splnený test správnosti odhadu rozdelenia mocninového zákona. Ak by nebol, ¤alej

nás rozdelenie nezaujíma. Ak je splnený, existujú metódy, ktoré priamo porovnávajú
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dve rozdelenia a sú jednoduch²ie na implementovanie ako KS test. Takou metódou je

test pomeru vierohodnosti. Základná my²lienka je spo£íta´ vierohodnos´ dát pre dve

konkuren£né rozdelenia. Rozdelenie s vä£²ou vierohodnos´ou je lep²ím odhadom.
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4 Spektrálna analýza tónu

V nasledujúcej kapitole sa budeme venova´ analytickej práci. Celý výskum budeme sle-

dova´ na rôznych druhoch gitár. Na²u pozornos´ upriamime na správanie harmonických

frekvencií v £ase znenia tónu. Zameriame sa na rôzne faktory�charakteristiky�ktoré

na to môºu vplýva´. Tieto charakteristiky sme uº v tejto práci spomínali�sú to vý²ka,

hlasitos´ a farba tónu. Najprv si ale po¤me priblíºi´, akým spôsobom to budeme sle-

dova´.

Aby sme mohli pozorova´ závislosti medzi jednotlivými charakteristikami ako aj

to, ako kaºdá zvlá²´ vplýva na výslednú farbu tónu, potrebujeme zostavi´ meranie,

ktoré pokryje v²etky kombinácie zmien charakteristík. Teraz popí²eme to, ako budeme

jednotlivé charakteristiky ovplyv¬ova´.

Tóny budeme hra´ na rôznych strunách, teda rôznych vý²kach tónu. Pre jednodu-

chos´ si zvolíme len jeden tón a meni´ budeme iba jeho oktávy, presnej²ie násobky jeho

frekvencie. Ako pozorovací tón sme si zvolili E. Výhodou tohto tónu na gitare je, ºe

dve struny (najhrub²ia a najten²ia) sú naladené na jeho frekvencie v rozdiele dvoch

oktáv�E2 a E4. Kaºdú z týchto dvoch strún okrem brnknutia na prázdno, zahráme aj

o oktávu vy²²ie, £iºe s prichyteným dvanástym praºcom. Okrem dvoch ¤al²ích tónov

E3 a E5, získame aj poh©ad na farbu stla£enej struny na praºci.

Struny budeme vºdy brnka´ pribliºne na rovnakom mieste na strune a budeme po-

uºíva´ brnkátko, pre £o najvä£²iu jednotnos´ v hraní. Kaºdý tón budeme hra´ troma

rôznymi intenzitami�slabo, stredne silno a silno. Získame tak poh©ad na charakte-

ristiku hlasitosti tónu v podobe sily úderu. Aj bez analýzy totiº vnímame na vlastné

u²i rozdiel vo farbe tónu zahratého slabu£ko a ve©mi silno, samozrejme okrem zmeny

samotnej hlasitosti.

Farba tónu bude na²im primárnym objektom pozorovania. Okrem jeho pozorovania

ho budeme aj priamo ovplyv¬ova´ hraním tónov na rôznych druhoch gitár. Ako sme

písali v kapitole 2.1, na výslednú farbu vplýva ve©a faktorov�tvar tela, materiály, druh

strún ako aj spôsob zachytenia a prenosu signálu. V na²om meraní pouºijeme klasickú

akustickú gitaru s nylonovými strunami, elektroakustickú gitaru s kovovými strunami

(folková gitara), ktorú budeme sníma´ jednak akusticky mikrofónom ale aj priamo

káblom cez zabudovanú elektroakustickú mechaniku gitary a nakoniec elektrickú gitaru
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s elektromagnetickými sníma£mi.

Pre lep²í preh©ad uvádzame nasledujúcu tabu©ku zachytávajúcu spôsoby alternova-

nia charakteristík hudobných tónov v na²om meraní. Výsledný súbor dát pozostáva so

v²etkých kombinácií uvedených moºností a navy²e kaºdý tón je zahratý tri krát pre lep-

²iu objektivitu merania. Spolu to dáva 4 vý²ky×3 hlasitosti×4 druhy gitár×3merania =

144 tónov.

Vý²ka, struna a praºec Hlasitos´ Druh gitary

E2 82.41 Hz, 6, 0 slabo klasická

E3 164.81 Hz, 6, 12 stredne silno folková

E4 329.63 Hz, 1, 0 ve©mi silno elektroakustická

E5 659.25 Hz, 1, 12 elektrická

Tabu©ka 1: Preh©ad spôsobov zmien charakteristík tónu v meraniach. Prvý st¨pec reprezen-

tuje zmenu vý²ky. Prvý údaj v ¬om udáva ozna£enie tónu a jeho vý²ku frekvencie, nasleduje

poradové £íslo struny na gitare�1 znamená najten²ia struna a 6 najhrub²ia, posledný údaj

ozna£uje prichytený praºec na danej strune. V druhom st¨pci sú tri rôzne intezity brnknutia

na strune a posledný st¨pec reprezentuje obmenu farby tónu vplyvom rôznych typov gitár.

Pri nahrávaní budeme postupova´ spôsobom popísaným v kapitole 2.2. Výstupom

uvedeného postupu bude 144 textových súborov, v ktorých budú zapísané hodnoty

funkcie amplitúd jednotlivých tónov merania. Takéto súbory vieme ©ahko importova´

do výpo£tového softvéru Matlab a pracova´ s nimi ako s vektormi hodnôt.

4.1 Tíchnutie harmonických frekvencií

Na²ou prvou a hlavnou úlohou bude analyzovanie tíchnutia harmonických frekvencií

v £ase. Teda to, ako sa správajú jednotlivé harmonické frekvencie od brnknutia na

strunu, aº po doznenie tónu. Zaujíma nás, £i by sme vedeli tento úpadok reprezentova´

nejakou vhodnou funkciou, prípadne, £i sa vývoj v £ase nejako odli²uje pri rôznych

frekvenciách.

Ukáºeme si ako to v praxi vyzerá na konkrétnom tóne. Ako príklad si zoberme

tón E4 zahraný stredne silno na akustickej folkovej gitare s kovovými strunami. Obrá-

30



4.1 Tíchnutie harmonických frekvencií 4 SPEKTRÁLNA ANALÝZA TÓNU

zok 6 reprezentuje priebeh jeho funkcie amplitúdy v £ase. Popí²eme si najprv obálku

tónu�je to celková ²truktúra amplitúdy zvuku. Uº na prvý poh©ad z obrázku vidno

exponenciálny pokles amplitúdy, £o je v princípe známy fenomén. Na za£iatku tónu

môºeme bada´ krátky nárast amplitúdy nazývaný anglicky attack, nasleduje pomalý

úbytok amplitúdy (decay) potom doznievanie (sustain) aº nakoniec doznenie (release).

Tieto premenné sú £asto krát nastavite©né v syntetizátoroch, nako©ko do ve©kej miery

ovplyv¬ujú charakter výsledného zvuku.

Obr. 6: Priebeh amplitúdy tónu v celej dobe znenia.

Ak by sme si obrázok 6 dostato£ne priblíºili, skuto£ne uvidíme periodicitu amplitúdy

(obrázok 7). Okrem hlavnej periódy, ktorá nám udáva frekvenciu tónu, £iºe jeho vý²ku

môºeme pozorova´ aj periódy vo vnútri nej. Tieto periódy sú harmonické frekvencie,

ktoré ako sme uº neraz spomínali ur£ujú farbu tónu. Na ich vy£íslenie pouºijeme DFT.

Máme teraz dve moºnosti, ako sa na spektrum harmonických frekvencií pozera´. Bu¤

môºeme spravi´ DFT pre celý tón ako celok a získame tak jedno frekven£né spektrum

pre celé znenie tónu. Druhá moºnos´ je, ºe zistíme hlavnú frekvenciu tónu a urobíme

DFT pre kaºdé opakovanie základnej periódy zvlá²´. Získame takK frekven£ných spek-

tier, kde K je po£et opakovaní základnej periódy tónu v £ase. Nás bude zaujíma´ práve

tá druhá moºnos´, nako©ko pri nej vieme analyzova´ vývoj zastúpenia jednotlivých har-

monických frekvencií v £ase. V na²om príklade na obrázku 7 ©ahko spo£ítame, ºe jednu
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periódu tvorí 290 bodov. �alej vieme, ºe sme nahrávali pri vzorkovaní 96 000 Hz a teda

po vydelení po£tom bodov jednej periódy dostaneme hlavnú frekvenciu pozorovaného

tónu pribliºne 331 Hz, £o skuto£ne zhruba zodpovedá tónu E4.

Obr. 7: Priblíºená perióda amplitúdy hudobného tónu.

Pozrime sa najprv, ako vyzerá zastúpenie harmonických frekvencií v jednej perióde.

Perióda, ktorej spektrum je ilustrované na obrázku 8a, sa nachádza pribliºne v ²tvrtine

celého znenia tónu. Toto zastúpenie sa s kaºdou predo²lou aj nasledujúcou periódou

mení. Po¤me si ale poveda´, £o vidíme z tohto obrázku. Na x-ovej osi sa nachádza

pätnás´ harmonických frekvencií. Nosná frekvencia je 331 Hz, teda prvá hodnota zná-

zor¬uje zastúpenie tejto frekvencie a ¤al²ie znázor¬ujú zastúpenie jej celo£íselných

násobkov. Pätnásta frekvencia má vý²ku 4965 Hz, £o z¤aleka nie je hranica po£utia

©udského ucha�tá je niekde v intervale 16-20 kHz. Napriek tomu vy²²ie frekvencie

nebudeme bra´ do úvahy, nako©ko môºu by´ zna£ne ovplyvnené ²umom alebo nepres-

nos´ami softvérových výpo£tov. Vidíme, ºe najvä£²ie zastúpenie nemá prvá ale druhá

frekvencia, teda najdominantnej²í charakter tónu E4 na gitare udáva frekvencia 662

Hz, takisto nasledujúce tri harmonické frekvencie (tretia, ²tvrtá a piata) tieº zna£ne

ovplyv¬ujú celkovú farbu tónu. Ostatné majú na farbu tónu napriek niº²iemu zastúpe-

niu stále podstatný vplyv.

Ako motiváciu pre nasledujúcu podkapitolu sa pozrime na obrázok 8b. Podobne ako
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(a) Zastúpenie harmonických frekvencií v spektre tesne

po zahraní tónu.

(b) Zastúpenie harmonických frekvencií v spektre pri do-

znievaní tónu.

Obr. 8: Porovnanie zastúpenie harmonických frekvencií v spektre v rôznych £asoch znenia tónu.

na obrázku 8a sa tam nachádza zastúpenie harmonických frekvencií v tom istom tóne,

ale v inom £asovom okamihu. Je to pribliºne v troch ²tvrtinách znenia. V porovnaní

s predchádzajúcim obrázkom sú zastúpenia niº²ie, £o nie je prekvapivé, ke¤ºe tón do-

znieva. Zaujímavé ale je, ºe pomery medzi jednotlivými harmonickými frekvenciami sú

odli²né. Konkrétne prvá je zastúpená viacej ako druhá, na rozdiel od prvého obrázku,

kde to bolo naopak. Jednozna£ne nám to napovedá, ºe priebeh poklesov jednotlivých

harmonických frekvencií nie je rovnaký a teda niektoré doznejú skôr ako iné. Prípadne

môºe nasta´ situácia, ºe niektoré frekvencie v £ase tíchnutia sa na nejaký £as zinten-

zívnia. O tom ale budeme bliº²ie rozpráva´ aº v podkapitole 4.1.4.

4.1.1 Analýza poklesu harmonických frekvencií

Zamerajme sa ¤alej na správanie sa jednotlivých harmonických frekvencií v £ase. Ako

sme si uº pri poh©ade na obrázok 6 v²imli, celková amplitúda tónu v £ase klesá exponen-

ciálne. Budeme teda predpoklada´ a nakoniec sa aj skuto£ne ukáºe, ºe aj harmonické

frekvencie klesajú podobným spôsobom av²ak otázkou stále zostáva, £i klesajú v²etky

rovnako, prípadne, ktoré klesajú rýchlej²ie a ktoré pomal²ie v £ase. Priebeh vývoja

harmonických frekvencií v £ase budeme aproximova´ exponenciálnou funkciou. Fun-

kcia exponenciálneho poklesu má vo v²eobecnosti tvar

f(t) = f0 e−λt, (35)
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kde f0 je po£iato£ná hodnota funkcie v £ase t = 0 a λ je kon²tanta exponenciálneho

poklesu.

Vzh©adom na to, ºe v na²om prípade do funkcie f(t) vstupujú diskrétne hodnoty z

kone£ného súboru, má zmysel zavies´ pojem priemerná ºivotnos´ prvku. Ozna£uje sa

τ a vieme ju jednoducho vyjadri´ pomocou kon²tanty exponenciálneho poklesu, ako

τ = 1
λ
. Taktieº si de�nujeme ¤al²iu charakteristiku exponenciálneho poklesu�pol£as

rozpadu t1/2. Vieme ho vyjadri´ pomocou kon²tanty poklesu alebo priemernej ºivotnosti

prvku, ako:

t1/2 =
ln(2)

λ
= τ ln(2). (36)

Ako prvé odhadneme nelineárnou metódou najmen²ích ²tvorcov model exponenciál-

neho poklesu (35) pre kaºdú harmonickú frekvenciu zvlá²´. Pre tento odhad vyuºijeme

v Matlabe funkciu fit a model exp1. Vzh©adom na to, ºe nás v tejto podkapitole zau-

jíma, ktoré harmonické frekvencie tíchnu v £ase rýchlej²ie a ktoré pomal²ie, budeme

¤alej analyzova´ iba ich kon²tanty exponenciálneho poklesu λ. Tie si e²te upravíme na

tvar priemernej ºivotnosti τ = 1
λ
. Namerané hodnoty kon²tánt exponenciálneho poklesu

sú totiº malé £ísla rádovo v intervale (10−4, 10−1), preto obrátením ich hodnoty získame

preh©adnej²ie hodnoty. Pri týchto hodnotách platí, ºe £ím sú vä£²ie tým dlh²ie daná

harmonická frekvencia znie. Takto získame z dát vektor ~τ , ktorého hodnoty budú po-

zostáva´ z obrátenej hodnoty odhadov kon²tánt exponenciálneho poklesu pre jednotlivé

harmonické frekvencie pozorovaného tónu. �alej sa má zmysel zamyslie´ nad d¨ºkou

tohto vektora, teda konkrétne nad po£tom pozorovaných harmonických frekvencií. Vy-

soké harmonické frekvencie totiº môºu by´ ovplyvnené softvérovými nepresnos´ami ako

aj ²umom signálu. Ke¤ºe pozorujeme tóny s rôznymi vý²kami základných frekvencií

zavedieme horné frekven£né ohrani£enie harmonických frekvencií. Budeme teda pozo-

rova´ len správanie tých harmonických frekvencií, ktorých frekvencia je niº²ia ako toto

ohrani£enie. To znamená, ºe pre rôzny vý²ky tónov dostaneme rôzne po£ty harmonic-

kých frekvencií. Ke¤ºe je ´aºké odhadnú´ správnu hranicu ohrani£enia, tak aby sme

jednak nezanedbali frekvencie, ktoré sú vo farbe tónu dôleºité, ale zárove¬ aby sme

nebrali do úvahy nepresné odhady vy²²ích frekvencií a vplyv ²umu, vyskú²ame viacero

horných ohrani£ení a porovnáme výsledky.

Aby sme mali lep²iu predstavu o vývoji harmonických frekvencií v £ase tíchnutia
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tónu, pozrime sa na obrázok 9. Ako vidíme, pokles harmonických frekvencií sa môºe

ve©mi lí²i´ v závislosti od rôznych charakteristík. Ako príklad uvádzame priebeh tíchnu-

tia pre tón E2 na folkovej gitare a tónu E4 na elektrickej. Rozdielov je hne¤ nieko©ko.

Zatia© £o na pravom podobrázku tíchnu jednotlivé frekvencie pribliºne rovnakou rých-

los´ou a ich pomery zastúpenia sú v £ase pribliºne podobné, na ©avom podobrázku

sa pomery zastúpenia v £ase viac krát menia a kaºdá frekvencia sa vyvíja vlastným

spôsobom. Napríklad druhá harmonická frekvencia okrem poklesu, kedy na krátko jej

amplitúda klesne takmer na nulu, zaznamenáva na nejaký £as dokonca nárast intenzity,

a aj v doznievaní tónu je jej frekvencia najdominantnej²ia. Vývoj základnej frekven-

cie tónu, teda prvej harmonickej frekvencie bude asi zaprí£inený nejakou chybou bu¤

merania, alebo výpo£tov. Rozhodne toto nebude jej skuto£ný vývoj tíchnutia a teda

ju bohuºia© budeme musie´ ignorova´. Rozdiel v hodnotách amplitúd na podobrázok

je spôsobený rôznym nastavením zosilnenia signálu pri nahrávaní, nás ale nezaujímajú

hodnoty zastúpenia harmonických frekvencií ale ich rýchlos´ poklesu, ktorá sa zachová

aj pri inej ²kále amplitúdy.

Obr. 9: Rôzne charaktery tíchnutia harmonických frekvencií pre dva rozli£né tóny lí²iace sa

vo vý²ke tónu a druhu gitary, na ktorej bol zahraný.

Na základe tohto pozorovania sme zistili, ºe rôzne harmonické frekvencie klesajú

rôznymi rýchlos´ami, dokonca môºu po£as poklesu tlmene oscilova´. Tieto prejavy môºu

závisie´ od rôznych charakteristík a vplyvov ako napríklad vý²ka tónu, sila úderu, druh

gitary prípadne iné. Preto nás bude ¤alej zaujíma´:
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1. Závislos´ rýchlostí poklesov od príslu²ných harmonických frekvencií v kapitole

4.1.2,

2. Pravdepodobnostné rozdelenie rôznych rýchlostí poklesov pozorovaných pre ur-

£itý tón v kapitole 4.1.3.

4.1.2 Mocninový zákon rýchlostí poklesu

Ke¤ºe v prírode sa £asto tento známy vz´ah vyskytuje, rozhodli sme sa preskúma´, £i by

sa správanie kon²tánt poklesu, prípadne ich obrátených hodnôt�priemerné ºivotnosti,

dalo takýmto spôsobom popísa´. Ako sme písali na za£iatku kapitoly 3, motivovali

nás najmä výskumy akustického útlmu v rôznych prostrediach. V rovnici 24 sa má

kon²tanta exponenciálneho poklesu správa´ ako mocninový vz´ah frekvencie. Ak to

aplikujeme na na²u rovnicu v tvare 35, budeme o£akáva´, ºe λ sa bude správa´ ako

λ(f) = λ0f
α, (37)

kde f budeme uvaºova´ ako harmonickú frekvenciu príslu²nej kon²tanty exponenciál-

neho poklesu, λ0 a α sú parametre mocninového zákona. Táto rovnica teda vyjadruje,

ºe vy²²ie harmonické frekvencie tíchnu ove©a rýchlej²ie ako niº²ie a rýchlos´ poklesu

sa mení od frekvencie mocninovo. Exponent α budeme teda predpoklada´, ºe vyjde

kladný a teda priamka�znak mocninového zákona�na log-log grafe bude rastúca. Ak

by sme ale namiesto λ zobrali priemernú ºivotnos´ τ = 1
λ
, rovnica by sa upravila na

τ(f) =
1

λ(f)
=

1

λ0

f−α (38)

a znak mocnivového zákona bude klesajúci.

Z na²ich dát máme k dispozícií vektor kon²tánt exponenciálnych poklesov, v kto-

rom kaºdý prvok zodpovedá nejakej harmonickej frekvencii a zárove¬ máme hodnotu

základnej frekvencie tónu odhadnutú z dát, z ktorej si ©ahko vytvoríme vektor har-

monických frekvencií vynásobením poradovým £íslom prvku vektora. Takúto dvojicu

vektorov máme pre kaºdé meranie. Na²ou úlohou teda ostáva odhadnú´ tieto hodnoty

modelom mocninového zákona v tvare rovnice (37) respektíve (38). Na to vieme vy-

uºi´ funkciu v Matlabe logfit, vo©ne dostupnú na [8]. Táto funkcia vykreslí dáta s

jedným z volite©ných odhadov: mocninový zákon, logaritmický, exponenciálny alebo
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lineárny odhad. Do funkcie vstupujú vektory x a y a tieº parameter pre ²kálovanie osí

v závislosti od poºadovaného odhadu. V na²om prípade to bude parameter loglog,

pre vykreslenie mocninového zákona. Následne funkcia regresne odhadne priamku pre

dáta metódou najmen²ích ²tvorcov. Výstupom z funkcie je okrem parametrov modelu

λ0 a α aj priemerná ²tvorcová odchýlka MSE medzi dátami vektora y a odhadom

priamky v lineárnych jednotkách vstupov a tieº koe�cient determinácie R2, ktorý vy-

jadruje percento variability log(y), ktoré je vysvetlené premennou log(x) na odhadnutej

priamke.

Odhad pomocou funkcie logfit sme urobili pre v²etky merania nieko©kými spô-

sobmi. Jednak sme ako vstupný vektor y volili λ alebo τ a zárove¬ sme menili dve rôzne

horné frekven£né ohrani£enia 3000 Hz1 a 5000 Hz. Pri druhom menovanom stupni vo©-

nosti bola zmena odhadov o£akávaná, ke¤ºe niektoré vy²²ie harmonické frekvencie sa

uº nemuseli správa´ mocninovo, kvôli spomínaným neºiadúcim vplyvom ²umu a teda

odhady mohli vyjs´ presnej²ie. Viac nás prekvapili mierne odli²né výstupy funkcie pri

zmene vstupu λ na τ , ke¤ºe ide len o obrátenie hodnôt. Odli²nosti ale mohli by´ za-

prí£inené algoritmom funkcie. Pre porovnanie výsledkov uvádzame priemerné hodnoty

priemernej ²tvorcovej odchýlky MSE a koe�cientu determinácie R2.

Frekven£né ohrani£enie 3000 Hz 5000 Hz

Priemer výstupov logfit MSE R2 MSE R2

λ 8,525×10−3 0,323 14,68×10−3 0,271

τ 1,988×106 0,555 17,75×106 0,446

Tabu©ka 2: Porovnanie priemerných hodnôt priemernej ²tvorcovej odchýlky a koe�cientu

determinácie regresného odhadu mocninové zákona pre hodnoty kon²tánt exponenciálneho

poklesu respektíve priemerných ºivotností harmonických frekvencií a pre rôzne horné frek-

ven£né ohrani£enia ku nim prislúchajúcich harmonických frekvencií.

Rádový rozdiel v hodnotách MSE medzi λ a τ je spôsobený obrátenými hodno-

tami týchto veli£ín a navy²e umocnených na kvadrát, ke¤ºe ide o priemernú ²tvorcovú
1Nako©ko pri tomto ohrani£ení by sme pre tón E5 = 660 Hz pozorovali iba ²tyri harmonické

frekvencie, rozhodli sme sa ho z merania vylú£i´ aby sme predi²li nepresnostiam funkcií z dôvodu

malého po£tu vstupných dát.
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odchýlku. Nemá teda zmysel tie hodnoty medzi riadkami porovnáva´. Kaºdopádne vi-

díme, ºe odchýlka je vä£²ia pri vy²²om hornom ohrani£ení, £o je v súlade s tým £o

sme o£akávali. Naopak hodnoty R2 sú vyjadrené v percentách, teda môºeme ich ©ubo-

vo©ne medzi sebou zrovnáva´. V tomto prípade platí, ºe £ím je hodnota vä£²ia, tým

lep²ie odhadnutý model popisuje dáta. Najvä£²ia hodnota je pre τ ako vstupný vektor

a ohrani£enie 3000 Hz. Ako sme uº spomínali, zaujímavý je relatívne významný rozdiel

medzi týmito hodnotami pre λ a pre τ . Spôsobené to môºe by´ bu¤ tým, ºe funkcia

akoby lep²ie odhadovala krivku pre vy²²ie vstupné hodnoty alebo lep²ie odhaduje hod-

noty pre klesajúci trend. To by sme sa ale museli detailnej²ie pozrie´ na to ako presne

funguje, £o ale nie je na²ím cie©om. Na základe tejto analýzy budeme ¤alej pracova´ s

vektorom τ a frekven£ným ohrani£ením 3000 Hz.

(a) Odhad mocninového zákona pre priemerné ºi-

votnosti τ príslu²ných harmonických frekvencií tónu

E2 stredne silno zahraného na nylonovej gitare.

(b) Odhad mocninového zákona pre priemerné ºi-

votnosti τ príslu²ných harmonických frekvencií tónu

E2 slabo zahraného na elektroakustickej gitare. Prí-

klad vychýlenia regresného odhadu outliermi.

Obr. 10: Príklad rôznych regesných odhadov mocninového zákona.

Príklad gra�ckého výstupu funkcie logfit v rámci vy²²ie ²peci�kovaných dát uvá-

dzame na obrázku 10a. Ide o tón E2 na folkovej gitare a skuto£ne na hodnotách jeho

priemerných ºivotností τ na zlogaritmovanej y-ovej osi prislúchajúcich k harmonickým

frekvenciám na zlogaritmovanej x-ovej osi vieme pozorova´ znak mocninového zákona.

Odhady sa lí²ili pri rôznych meraniach, pre niektoré boli presnej²ie, pre iné zase celkom

nepresné. �asto bolo vychýlenie zaprí£inené nejakými outlierami. V niektorých prípa-

doch z dôvodu malého po£tu dát pri vy²²ích tónoch boli dokonca odhadnuté kladné

38



4.1 Tíchnutie harmonických frekvencií 4 SPEKTRÁLNA ANALÝZA TÓNU

exponenty mocninového zákona. Rozhodne ale pri vä£²ine prípadoch bol tento vz´ah

do nejakej miery prítomný, dokonca v niektorých aº nadmieru zrejmý.

4.1.3 Rozdelenie rýchlostí poklesov

Na celú problematiku sa môºeme pozrie´ aj z opa£ného, £isto experimentálneho po-

h©adu. Konkrétne pre namerané hodnoty exponenciálnych poklesov sa pokúsi´ odhad-

nú´ rozdelenie mocninového zákona. Treba si ale uvedomi´, ºe tu uº rie²ime úplne

inú úlohu ako doteraz. Teraz bude vektor exponeciálnych poklesov ~λ respektíve prie-

merných ºivotností ~τ �gurova´ ako vstup do funkcie mocninového zákona f(λ) = λα

respektíve f(τ) = τ−α. Funkcia f(x) teda predstavuje hustotu rozdelenia pre x ≥ xmin

rôznych poklesov amplitúd respektíve priemerných ºivotností harmonických frekvencií

daného tónu. V kapitole 3 sme opísali ako sa dá korektne odhali´ správanie rozdele-

nia mocninového zákona v empirických dátach. Uvedené postupy sa teraz pokúsime

aplikova´ na vektory ~λ aj ~τ pri rôznych frekven£ných ohrani£eniach a výsledky opä´

porovnáme.

Na výpo£et odhadov parametrov xmin a α modelu mocninového zákona ako aj ²ta-

tistické ukazovatele vhodnosti modelu�log-likelihood odhadu L pre dáta vä£²ie ako

xmin, p-hodnota odhadu modelu a správnos´ odhadu modelu, vyuºijeme naprogramo-

vané funkcie pre Matlab dostupné na [2], kde sa nachádzajú aj bliº²ie informácie o

ich fungovaní a pouºití. Tieto funkcie sú v súlade so správnym pouºitím modelu pre

h©adanie rozdelenia mocninového zákona popísaným v kapitole 3. Vyvíjali ich autori

publikácie [1], z ktorej sme £erpali informácie uvedené v kapitole 3.

Prvá funkcia, ktorú z balíka vyuºijeme má názov plfit a slúºi na odhadnutie pa-

ramtrov xmin a α. Do tejto funkcie vstupuje vektor dát x, pre ktoré sa snaºíme odhadnú´

rozdelenie mocninového zákona P (x) = x−α pre x ≥ xmin. Výstupom je α̂, ktorý je

odhadom najvä£²ej vierohodnosti ²kálového paramtra modelu, odhad dolného ohrani-

£enia správania mocninového zákona x̂min a log-likelihood odhadnutého modelu pre

dáta x ≥ x̂min.

�al²ia funkcia sa volá plpva a vypo£íta p-hodnotu daného odhadu mocninového

zákona pre nejaké dáta. Funkcia zoberie dáta x a dané dolné ohrani£enie správania

mocninového zákona xmin vypo£íta príslu²nú p-hodnotu pre Kolmogorov-Smirnov test,
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pod©a metód popísaných v kapitole 3.5. Jej výstupom okrem p-hodnoty je aj hodnota

goodness-of-�t, £iºe správnosti odhadu.

Ako smerodajný údaj pre lep²iu úspe²nos´ odhadu z pomedzi rôznych volieb frek-

ven£ného ohrani£enia a vektora rýchlosti poklesu sme si zvolili p-hodnotu. Aby sme

mohli porovna´, pre ktorú kombináciu vektora dát a frekven£ného ohrani£enia vy²li

odhady rozdelenia lep²ie, vypo£ítame si priemernú hodnotu p-hodnôt zo v²etkých me-

raní v príslu²nej kombinácii. Výsledky uvádzame v tabu©ke 3.

Priemerné p-hodnoty 3000 Hz 5000 Hz

λ 0,488 0,414

τ 0,613 0,584

Tabu©ka 3: Porovnanie priemerov p-hodnôt odhadov rozdelenia mocninového zákona pre

hodnoty kon²tánt exponenciálneho poklesu respektíve priemerných ºivotností harmonických

frekvencií a pre rôzne horné frekven£né ohrani£enia ku nim prislúchajúcich harmonických

frekvencií.

Obr. 11: Odhad rozdelenia mocninového zákona pre priemerné ºivotnosti τ harmonických

frekvencií tónu E3 silno zahraného na nylonovej gitare. Hodnoty τ sú na x-ovej osi a sú odhad-

nuté parametre rozdelenia, ktorého hustota je znázornená na y-ovej osi. �ierna preru²ovaná

£iara znázor¬uje pre, ktoré hodnoty platí odhadnutá hustota pravdepodobnosti.
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Podobne ako pri odhadovaní mocninového zákona medzi harmonickými frekvenciami

a k nim prislúchajúcim rýchlostiam poklesu, aj pri odhadovaní rozdelenia mocninového

zákona pre rýchlosti poklesu, vy²li najlep²ie odhady modelu pre vektor priemerných

ºivotností τ pri hornom frekven£nom ohrani£ení 3000 Hz.

Uvedieme teraz niektoré vybrané gra�cké výstupy funkcie plplot, ktorá slúºi na vy-

kreslenie znaku mocninového zákona pre odhadnuté parametre rozdelenia mocninového

zákona získané vy²²ie popísanými funkciami. Na obrázku 11 je príklad ve©mi presného

odhadu pre dané dáta, na obrázkoch 12a a 12b sú uº menej presné odhady dát.

(a) Odhad rozdelenia mocninového zá-

kona pre priemerné ºivotnosti τ harmo-

nických frekvencií tónu E2 stredne silno

zahraného na elektrickej gitare. Príklad

dát s nízkou p-hodnotou odhadu.

(b) Odhad rozdelenia mocninového zá-

kona pre priemerné ºivotnosti τ harmo-

nických frekvencií tónu E2 slabo zahra-

ného na elektrickej gitare. Príklad dát s

vysokým dolným ohrani£ením xmin.

Obr. 12: Príklady zlých odhadov rozdelenia mocninového zákona.

�aºko by sa dalo poveda´ £i priemerné ºivotnosti pochádzajú z rozdelenia mocni-

nového zákona alebo nie, nako©ko v niektorých prípadoch vy²li odhady celkom pekné

a iných zasa nie. Navy²e by to vyºadovalo hlb²ie testovanie, ktoré bolo popísané v

kapitole 3. Kaºdopádne nám to poskytlo nejaký poh©ad na základe, ktorého by moºno

malo zmysel takýto vz´ah bliº²ie preskúma´, ke¤ºe pri ve©a dátach sa toto správanie

nejakým spôsobom prejavilo.

4.1.4 Oscilácia poklesu harmonických frekvencií

Pozrime sa teda bliº²ie na niektoré konkrétne priebehy poklesov harmonických frekven-

cií. Na obrázku 13 sú z pomedzi v²etkých meraní tónu E4 vybrané niektoré zaujímavé
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priebehy poklesov harmonických frekvencií. Zobrazené sú namerané priebehy harmo-

nickej frekvencie a aj jej aproximácia exponenciálneho poklesu.

Obr. 13: Preh©ad priebehu poklesu spolu s príslu²nou exponenciálnou aproximáciou vybra-

ných harmonických frekvencií tónu E4 zahraného na rôznych druhoch gitár.

V prvom riadku obrázku 13 sú zobrazené o£akávané priebehy poklesu harmonickej

frekvencie. V ©avom podobrázku ide o tretiu harmonickú frekvenciu tónu E4 na folkovej

gitare, ktorá bola zahraná silno. To sa odzrkadlilo na za£iatku jemným zakolísaním kedy

pri silnom brnknutí na strunu mohlo dôjs´ ku zarezonovaniu s okolitými materiálmi.

V pravom bola naopak struna zahraná ve©mi slabo a teda môºeme pozorova´ pekný

exponenciálny pokles jej tretej harmonickej frekvencie. Takto sme sledovali priebeh

vývoja harmonických frekvencií, ¤alej sme vybrali práve tie zaujímavej²ie, ktoré nám
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priniesli do práce nové otázky.

Na druhom a tre´om riadku vidíme okrem exponenciálneho poklesu aj sú£asne pre-

biehajúcu harmonickú osciláciu, teda ich funkcia poklesu je zloºená funkcia exponen-

ciálnej a harmonickej funkcie. Tento jav môºe by´ zaprí£inený rezonan£nými frekven-

ciami nástroja. Napriek tomu, ºe v tomto prípade ide o tóny zahrané silno, jav sa

ukazuje aj pri iných intenzitách brnknutia a vyskytuje sa pomerne £asto. Moºno by

bolo zaujímavé pozorova´ frekvenciu harmonickej oscilácie po£as exponenciálneho po-

klesu a pokúsi´ sa nájs´ nejaký vz´ah s ostatnými vplyvmi.

V poslednom riadku môºeme pozorova´ taktieº osciláciu ale tá uº nie je harmonická

a pripomína ²um. Na ©avom podobrázku pozorujeme priebeh hlavnej frekvencie, ktorá

je celkom bez poklesu. Je to pravdepodobne nejakou chybou zaznamenania merania,

nevieme si inak vysvetli´ takéto správanie. Takýto priebeh sa vyskytuje výlu£ne len pri

hlavných frekvenciách. Na pravom podobrázku ide o ve©mi silno za²umený exponen-

ciálny pokles. Dokonca ani aproximácia kvôli ²umu neodhalila pokles. Takýto priebeh

sa v danom meraní vyskytuje uº od pribliºne piatej harmonickej frekvencie pre v²etky

vy²²ie. Môºe to by´ zaprí£inené slabým brnknutím tónu a tým pádom nepresným za-

znamenaním amplitúdy z dôvodu slabého elektrického prúdu.

Na£rtli sme niektoré zaujímavé fenomény pri pozorovaní priebehu tíchnutia har-

monických frekvencií. V nasledujúcich riadkoch sa ich pokúsime bliº²ie preskúma´ a

pochopi´.

Pre jednoduch²iu predstavu oscilácie po£as exponenciálneho poklesu, skúsme sa po-

zrie´ na jej samotný priebeh. Budeme vychádza´ z odhadu v tvare rovnice (35) získa-

ného v kapitole 4.1.1. Ako prvé sa pozrieme na chybu odhadu jednoduchým od£ítaním

odhadu od skuto£ných hodnôt. Túto chybu si ozna£íme ako ε1. Matematicky vyjadrené

ako

ε1 = f(t)− f̂0 e−λ̂t, (39)

kde f̂0 a λ̂ sú odhady parametrov modelu. �al²í spôsob ako sa dá pozrie´ na chybu

odhadu je pomocou lineárnej transformácie nelineárneho regresného problému tvaru

f(t) = f̂0 e−λ̂tE2, (40)

kde E2 je multiplikatívna chyba. Ak by sme zlogaritmovali obe strany rovnice (41),
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dostávame

ln(f(t)) = ln(f̂0)− λ̂t+ ε2, (41)

kde ε2 = ln(E2). Pri interpretácii tejto chyby ale treba by´ opatrný nako©ko jej vývoj

je ve©mi ovplyvnený hodnotami vstupných dát.

Pozrime sa, ako vývoj týchto chýb vyzerá na konkrétnej harmonickej frekvencii z

predchádzajúceho obrázku 13. Zoberme si napríklad dvanástu frekvenciu silno zahra-

ného tónu E4 na klasickej nylonovej gitare. Na obrázku 14 je najprv zobrazený priebeh

harmonickej frekvencie v £ase spolu s odhadom exponenciálneho poklesu a potom gra-

�cká interpretácia chyby ε1 a ε2.

Obr. 14: Gra�cké porovnanie chýb ε1 a ε2 aproximácie poklesu dvanástej harmonickej frek-

vencie funkciou exponenciálneho poklesu. Tón E4 bol zahraný na nylonovej gitare.

Ako vidíme na obrázku 14 chyba ε1 je tlmenou osciláciou konvergujúcou do nuly.

V princípe sme akoby �narovnali� priebeh funkcie exponenciálneho poklesu a získali

priebeh funkcie chyby, ktorá bola pripo£ítaná ku hodnotám exponenciálneho poklesu.

Skuto£ne aj v pôvodnej funkcii je táto oscilácia pomaly tlmená. Vývoj chyby ε2 sa

zna£ne odli²uje od prechádzajúceho vývoja. Je to spôsobené odli²ným poh©adom na

chybu. V tomto prípade predpokladáme, ºe funkcia chyby násobí funkciu exponenciál-

neho poklesu. Zárove¬ sme celý model linearizovali pomocou prirodzeného logaritmu.

To malo okrem iného za následok aj zmenu ypsilonovej osi grafu. Hodnoty na nej sú
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teraz prirodzeným logaritmom hodnôt amplitúdy. Ide teda o semi-logaritmický graf.

Týmto sme z £asti odstránili tlmený efekt oscilácie. Na druhej strane tu teraz pozoru-

jeme najprv osciláciu okolo nuly, potom mierny pokles trendu, ktorý vystrieda prudký

nárast trendu spojený s intenzívnym ²umom. Tomuto správaniu nemá zmysel venova´

takú pozornos´, ke¤ºe sa vyskytuje pri tom, ako sa exponenciálna funkcia asympto-

ticky blíºi k nule, £o teoreticky mohlo spôsobi´ aj vývoj chyby. Kaºdopádne tento úsek

tíchnutia uº pre nás nie je zaujímavý.

Obr. 15: Gra�cké porovnanie chýb ε1 a ε2 pre dvanástu harmonickú frekvenciu tónu E4

zahraného folkovou gitarou.

Obrázky 14 a 15 sú zaujímavé aj tým, ºe chyba modelu exponenciálneho poklesu je

do ur£itého £asu harmonickou osciláciou. To znamená, ºe vieme zisti´ jej frekvenciu.

Túto frekvenciu môºme potom da´ do pomeru s frekvenciou tónu a zisti´, £i spolu

nejako súvisia. Frekvencia oscilácie chyby na obrázku 14 nám vy²la pribliºne 2406 Hz,

pri£om samotná harmonická frekvencia má asi 3954 Hz. Podiel týchto frekvencií je pri-

bliºne 1,64. Nejde o celo£íselný pomer a teda pravdepodobne nemá súvis s frekvenciou

hraného tónu. Mohlo by e²te teoreticky ís´ o nejakú interferenciu s inou strunou, ale

ke¤ porovnáme frekvenciu 2406 Hz s frekvenciami tónov, nachádza sa niekde medzi

D7 a Dis7. Tým pádom to najskôr nie je ani frekvencia iného hudobného tónu. Navy²e

pri meraní sme dbali na to, aby v²etky ostatné struny boli dostato£ne tlmené ku-

som látky, aby sme tak zamedzili práve takýmto neºelaným interferenciám. Pre chybu
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exponenciálneho poklesu harmonickej frekvencie na obrázku 15 nám vy²la frekvencia

oscilácie pribliºne 770 Hz, pri£om harmonická frekvencia opä´ asi 3958 Hz, ke¤ºe ide

o ten istý tón iba iné meranie na inej gitare. Ich pomer je opä´ necelo£íselný (5,14) a

samotná frekvencia oscilácie sa nachádza znovu medzi dvoma hudobnými tónmi. Môºe

teda skuto£ne ís´ o nejakú rezonan£nú frekvenciu nástroja, £o podporuje aj fakt, ºe

tieto frekvencie sú rôzne pre rôzne druhy gitár. Tieto úvahy sú nedostato£ne podloºené

faktami a vyºadovali by hlb²í výskum.

4.2 Vplyv sily a vý²ky tónu na tíchnutie

Zo záverov práce [9] jednozna£ne vyplýva vplyv sily tónu na jeho farbu, teda zastú-

penie harmonických frekvencií. Hoci v spomínanej práci autor pozoroval tóny hrané

na klavíri, my predpokladáme, ºe rovnaké správanie platí pre ©ubovo©ný iný nástroj

a teda aj pre gitaru. Autor v práci odhalil koreláciu jednotlivých harmonických frek-

vencií so silou úderu na kláves. To nás motivovalo pozrie´ sa bliº²ie na to, aké ¤al²ie

charakteristiky, vplyvy, prípadne iné pozorované veli£iny e²te spolu súvisia. A takisto

sa pokúsi´ vysvetli´ tieto súvislosti.

V na²ej práci zvolíme trochu iný prístup, aby sme sa pozreli na problém z iného uhla

poh©adu. Namiesto pozorovania zastúpenia harmonických frekvencií, budeme pozoro-

va´ ich priemerné ºivotnosti, teda obrátené hodnoty kon²tánt exponenciálneho poklesu,

pretoºe analýzy z predo²lých podkapitol pre ne nazna£ili lep²ie výsledky. Ako sme uº

ukázali, zastúpenie harmonických frekvencií sa v £ase ve©mi mení a bolo by zloºité

generalizova´ £as, v ktorom by sme zastúpenie pozorovali. Ak by sme zobrali jedno

frekven£né spektrum pre celé znenie tónu, stratili by sme informáciu o vývoji tónu v

£ase jeho tíchnutia. Navy²e, my sa v tejto práci zameriavame práve na rýchlos´ tíchnutí

harmonických frekvencií, ani nie tak na ich zastúpenie.

Celé meranie sme sa snaºili zostavi´ tak, aby sme vedeli odhali´ prípadné vplyvy sily

a vý²ky tónu na vývoj farby tónu v £ase tíchnutia. Opä´ budeme pracova´ s hodnotami

τ a horným frekven£ným ohrani£ením 3000 Hz. Skúsme sa najprv pozrie´ na korelácie

sily a frekvencie pre priemerné ºivotnosti prvých sedem harmonických frekvencií, pre

kaºdý druh gitary zvlá²´. Hodnoty korelácií sú v tabu©ke 4.

Z hodnôt sa síce nedá jednozna£ne poveda´, £i existuje súvis medzi tíchnutím har-
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1 2 3 4 5 6 7

S -0,19 -0,50 -0,58 -0,02 -0,03 -0,33 -0,37

f -0,11 0,37 0,60 0,67 0,56 -0,33 0,56

(a) Korelácia harmonických frekvencií folkovej gitary.

1 2 3 4 5 6 7

S -0,57 0,06 -0,10 -0,23 -0,02 -0,15 -0,03

f 0,15 0,56 0,72 0,81 0,28 0,28 0,50

(b) Korelácia harmonických frekvencií elektroakustickej gitary.

1 2 3 4 5 6 7

S -0,34 -0,54 -0,04 -0,07 0,05 -0,51 -0,45

f -0,41 -0,68 -0,45 0,33 -0,48 -0,03 -0,09

(c) Korelácia harmonických frekvencií nylonovej gitary.

1 2 3 4 5 6 7

S 0,20 -0,07 0,02 -0,08 -0,18 -0,22 -0,24

f -0,13 -0,48 0,92 0,78 0,81 0,80 0,30

(d) Korelácia harmonických frekvencií elektrickej gitary.

Tabu©ka 4: Korelácie sily a vý²ky s priemernými ºivotnos´ami prvých siedmich harmonických

frekvencií rozdelené pod©a meraní jednotlivých druhov gitár.

monických frekvencií a silou, respektíve vý²kou tónu, ale vyzna£ené vy²²ie hodnoty

korelácií nazna£ujú, ºe nejaký súvis by tam predsa mohol by´. Vä£²ie korelácie prie-

mernej ºivotnosti harmonických frekvencií vy²li s frekvenciou. Pri v²etkých gitarách si

môºeme v²imnú´ ve©mi nízku koreláciu frekvencie so ºivotnos´ou základnej frekvencie.

Toto je pravdepodobne spôsobené na²ou chybou merania alebo výpo£tu, ktorú sme

uº spozorovali na obrázku 9 v kapitole 4.1.1 a obrázku 13 v kapitole 4.1.4. Najvy²²ie

korelácie s frekvenciou tónu vy²li pre elektrickú gitaru. Najniº²ie, dokonca na rozdiel

od ostatných, záporné korelácie vy²li pre nylonovú gitaru. Záporná korelácia zna£í ne-

priamu úmeru, teda pre nylonovú vy²lo, ºe s vy²²ím tónom tíchne rýchlej²ie, kdeºto pri

ostatných gitarách je to naopak, £iºe s vy²²ím tónom sa predlºuje znenie. Treba zdôraz-
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ni´, ºe pozorované tóny pri hornom frekve£nom ohrani£ení boli iba tri�E2 na prázdnej

strune, E3 na dvanástom praºci a E4 na prázdnej strune. Pri£om, struny zahrané na

prázdno, teda bez prichyteného praºca, znejú vo v²eobecnosti dlh²ie ako s prichyteným

praºcom. Tieto výsledky sú teda zna£ne ovplyvnené nedostato£ným po£tom meraných

vý²ok tónu, rozhodne ale nie£o nazna£ujú.

Korelácie so silou tónu sú v porovnaní s koreláciami s frekvenciou niº²ie a takmer

vºdy záporné. Znamená to teda, ºe ak sila tónu nejako ovplyv¬uje rýchlos´ poklesu

jeho harmonických frekvencií, tak je to nepriamoúmerné. �iºe £ím je tón zahraný sil-

nej²ie, tým krat²ie znejú niektoré jeho harmonické frekvencie. Toto je moºno trochu

paradoxný výsledok a nako©ko korelácie sú skuto£ne pri vä£²ine harmonických frekven-

cií nízke, nebudeme na základe tohto robi´ konkrétne závery. Taktieº treba zdôrazni´,

ºe pozorované sily úderu boli len tri a úlohu zohrával aj ©udský faktor pri hraní rôznou

silou, teda bola tam istá variabilita sily po£as celého merania. To mohlo tieº zaprí£ini´

niº²ie korelácie.

Veli£ina Stru£ný popis a dátové vyjadrenie

α1 regresný odhad parametra mocninového zákona medzi priemernými

ºivotnos´ami τ a harmonickými frekvenciami

R2 koe�cient determinácie regresného odhadu mocninového zákona

α2 odhad ²kálového parametra hustoty mocninového rozdelenia pre

priemerné ºivotnosti τ ≥ τmin

L log-likelihood odhadu mocninového rozdelenia dát vä£²ích ako xmin

p-hodnota príslu²ného odhadu mocninového zákona

Tabu©ka 5: Preh©ad a stru£ný popis dát z ktorých vypo£ítame korela£nú maticu na nájdenie

závislostí charakteristík tíchnutia tónu.

�alej na odhalenie závislostí medzi jednotlivými charakteristikami, ako aj rôznymi

pozorovanými veli£inami v predchádzajúcich kapitolách, si vypo£ítame korelácie sily a

frekvencie s odhadnutými parametrami a ²tatistickými veli£inami odhadov z predo²lých

analýz�regresný odhad mocnivého zákona medzi priemernými ºivotnos´ami a harmo-

nickými frekvenciami a odhad rozdelenia mocninového zákona pre priemerné ºivotnosti
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harmonických frekvencií. Ak by sme nejakú významnej²iu koreláciu medzi nejakými ve-

li£inami zaznamenali, pokúsime sa ju bliº²ie analyzova´. Vstupné dáta pozostávajú z

ná²ho merania popísaného na za£iatku tejto kapitoly. V tabu©ke 5 je preh©ad veli£ín,

ktorých korelácia so silou a vý²kou tónu nás zaujíma a príslu²né hodnoty korelácií sú

vy£íslené v tabu©ke 6 pre kaºdú gitaru zvlá²´.

α1 R2 α2 L p

S -0,36 -0,44 -0,02 0,08 -0,44

f -0,59 -0,39 0,27 0,70 -0,11

(a) Korelácia folkovej gitary.

α1 R2 α2 L p

S -0,17 -0,08 0,29 0,16 -0,02

f -0,10 0,08 0,43 0,73 -0,08

(b) Korelácia elektroakustickej gitary.

α1 R2 α2 L p

S 0,01 -0,03 0,23 0,06 -0,10

f -0,78 -0,66 0,89 0,83 0,06

(c) Korelácia klasickej nylonovej gitary.

α1 R2 α2 L p

S 0,74 0,75 -0,35 0 0,30

f 0,44 0,12 0,26 0,47 0,31

(d) Korelácia elektrickej gitary.

Tabu©ka 6: Korelácie sily a vý²ky tónu s vybranými pozorovanými veli£inami z analýz roz-

delené pod©a meraní jednotlivých druhov gitár.

Korelácie pre jednotlivé gitary sa dos´ rôznia. Môºe to okrem iného znamena´, ºe

druh gitary podstatne ovplyv¬uje charakter tíchnutia harmonických frekvencií. Jediná

korela£ná zhoda medzi gitarami je korelácia frekvencie a log-likelihood odhadu rozde-

lenia hustoty pravdepodobnosti pod©a mocninového zákona pre priemerné ºivotnosti.

Teda pre vy²²ie tóny je odhad pravdepodobnej²í ako pre niº²ie. Pre akustické gitary�
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folkovú a nylonovú�vy²li záporné korelácie frekvencie tónu a regresného odhadu para-

metra mocninového zákona harmonických frekvencií s ich priemernými ºivotnos´ami.

�o zna£í, ºe £ím je tón vy²²í, tým je sklon znaku mocninového zákona plyt²í, £iºe me-

nej strmí. Vy²²ie harmonické frekvencie vtedy tíchnu pomal²ie na úkor niº²ích, ktoré

stíchnu skôr. Pre elektrickú gitaru vy²li vysoké korelácie regresného odhadu a koe�-

cientom determinácie so silou. Silnej²ie zahrané tóny majú strm²í znak mocninového

zákona harmonických frekvencií s ich ºivotnos´ami a zárove¬ ich príslu²ný regresný

model lep²ie popisuje. Dali by sa interpretova´ aj ¤al²ie uvedené korelácie, napriek

tomu treba poznamena´, ºe ide iba o korelácie, teda nutne nevyjadrujú aj kauzalitu.

Tieto pozorovania nám nazna£ili súvis druhu gitary, vý²ky tónu a sily úderu s cha-

rakterom tíchnutia harmonických frekvencií. Rozhodne by sa z nich ´aºko robili kon-

krétne závery. Uvedené výsledky v²ak nazna£ujú, ºe charakter tíchnutia harmonických

frekvencií v £ase znenia tónu skôr súvisí s druhom nástroja a vý²kou jeho základnej

frekvencie ako so silou zahratia. Sila zahratia tónu aº tak ve©mi neovplyvní charakter

tíchnutia jednotlivých harmonických frekvencií, napriek tomu to má taktieº vplyv na

výslednú farbu v hodnotách ich zastúpení vo frekven£nom spektre [9].
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ZÁVER ZÁVER

Záver

V na²ej práci sme analyzovali rýchlosti tíchnutia harmonických frekvencií hudobného

tónu. Ako základný matematický aparát sme vyuºili diskrétnu Fourierovu transformá-

ciu, aby sme získali kvanti�kovate©ný poh©ad na farbu tónu. Pomocou nej sme získali

zastúpenia harmonických frekvencií tónu v £ase pre kaºdé opakovanie základnej periódy

amplitúdy daného tónu. Následne sme aproximovali pokles jednotlivých harmonických

frekvencií exponenciálnou funkciou, ktorej kon²tanta v exponente nám ur£ila rýchlos´

tíchnutia príslu²nej harmonickej frekvencie. �alej sme sledovali správanie týchto kon-

²tánt poklesu, respektíve ich obrátených hodnôt�priemerných ºivotností.

V kapitole 4.1.2 sme pozorovali závislos´ rýchlostí poklesov od k nim prislúchajúcim

harmonických frekvenciám. Na základe pozorovaní sa zdá, ºe medzi týmito veli£inami

by mohlo ís´ o vz´ah mocninového zákona. Pekným príkladom je obrázok 10a, kde

na zlogarimovanej x-ovej osi sú harmonické frekvencie a na zlogaritmovanej y-ovej osi

sú ich priemerné ºivotnosti. Výsledkom regresie je klesajúca priamka nazývaná znak

mocninového zákona. Vec sme preskúmali aj z iného poh©adu a v kapitole 4.1.3 sme

sa pre rýchlosti poklesov pokú²ali odhadnú´ pravdepodobnostné rozdelenie mocnino-

vého zákona. V tomto prípade sa rýchlosti nachádzajú na x-ovej osi grafu a hustota

rozdelenia na y-ovej. Podobne aj pre takýto vz´ah vy²li v niektorých prípadoch zaují-

mavé výsledky. Pozornos´ sme venovali aj rôznym osciláciám harmonických frekvencií

po£as poklesu v kapitole 4.1.4. Nakoniec sme na základe dát z predchádzajúcich ana-

lýz, sledovali v kapitole 4.2 vplyv sily úderu, vý²ky tónu a druhu gitary na charakter

tíchnutia harmonických frekvencií. Z výsledkov sa javí, ºe na tíchnutie spektra najviac

vplýva vý²ka tónu a druh gitary. Treba ale podotknú´, ºe pri analyzovaní sme brali

do úvahy len frekvencie niº²ie ako ur£ené ohrani£enie, meranie bolo zostavené iba z

nieko©ko kombinácií charakteristík tónu a na výsledky mohli vplýva´ rôzne neºiadúce

javy ako ²um signálu, skreslenie a podobne. Nako©ko je farba tónu ve©mi komplexná

vec, ktorú ovplyv¬uje ve©ké mnoºstvo faktorov, nevedeli sme s ur£itos´ou potvrdi´, £i

spomínané vz´ahy skuto£ne platia alebo neplatia. Kaºdopádne sme získali zaujímavý

poh©ad na správanie frekven£ného spektra po£as tíchnutia hudobného tónu, ktorý môºe

poslúºi´ ako motivácia pre ¤al²í výskum v tejto oblasti. Jeho výsledky by sa neskôr

mohli aplikova´ napríklad pri syntéze tónov alebo spracovaní zvuku.
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Príloha Príloha

Príloha

Skript v jazyku Python na konvertovanie hudobného záznamu do textového súboru s

hodnotami funkcie amplitúdy pre kaºdú vzorku merania.

import numpy as pn

import sys

i f len ( sys . argv ) != 3 :

print "Syntax :  python sf_to_txt . py input . s f  output . txt \n"

myf i l e = open( sys . argv [ 1 ] , " rb ) "

output = open( sys . argv [ 2 ] , "w" )

header = myf i l e . read (1024)

while True :

word = myf i l e . read (2 )

i f len (word ) == 2 :

b0 = ord (word [ 0 ] )

b1 = ord (word [ 1 ] )

i f b1 > 127 :

s i gn = −1

b0 = 255 − b0

b1 = 255 − b1

p lus = 1

else :

s i gn = 1

plus = 0

number = s ign ∗(256∗b1 + b0 + plus )

output . wr i t e ( str ( number ) + "\n" )

else :

break

myf i l e . c l o s e ( )

output . c l o s e ( )
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